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Vorwort

Wofiir benttigen Informatikingenieure Kenntnisse in Analysis? Sollten nicht Lo-
gik, diskrete Mathematik und Kombinatorik ausreichen, um séamtliche Konzepte
zu liefern, die relevant sind fiir den Umgang mit Maschinen, die konstruktions-
bedingt nur endlich viele Zustéinde annehmen kénnen? — Das Beispiel der kom-
plexen Zahlen zeigt jedoch, dass bereits elementare Rechenoperationen wie die
Bildung einer Quadratwurzel mehr als nur Programmierkenntnisse erfordern.
Das Konzept der Konvergenz ist zentral fiir Anwendungen des Computers in
numerischen Simulationen. Haufig fithren auch elementare Fragestellungen der
diskreten Mathematik auf schwierige Probleme der Analysis. So gelang Edmund
Landau der Nachweis der Abschétzung |[A(R) — 4 R?| < CR3/? fiir die Abwei-
chung der Anzahl A(R) von Punkten mit ganzzahligen Koordinaten innerhalb
einer Kugel vom Radius R vom erwarteten Wert nur mit raffinierten Methoden
der analytischen Zahlentheorie.

Zudem ist die moderne Informatik keine isolierte Disziplin; Teilgebiete wie die
Computer Graphik erfordern ein Zusammenwirken von Informatikern mit Ma-
terialwissenschaftlern, Physikern und Mathematikern, wobei der Analysis eine
wichtige Rolle zukommt. Verfahren wie der “Dielectric shader” entwerfen realis-
tische Darstellungen von virtuellen Objekten mit brechenden Oberflichen und
variabler optischer Dichte (z.B. ein halb gefiilltes Glas Wasser), indem sie Ab-
sorbtion, Reflektion und Brechung der Lichtwellen aus den zugrundeliegenden
physikalischen Gesetzen (Fresnel-Gleichungen, Snellsches Gesetz, Beersches Ge-
setz) herleiten. Die Losung der von David Immel et al. sowie von James Kajiya
im Jahre 1986 aufgestellten “rendering equation”, einer Integralgleichung, ist
ein anderer Ansatz zum Erzeugen realitdtsnaher Bilder mittels Geometrischer
Optik.

Natiirlich kénnen wir in dieser Vorlesung nicht im Detail auf derartige Anwen-
dungen eingehen. Vielmehr werden Grundbegriffe und Konzepte bereitgestellt,
die Voraussetzung sind fiir eine spétere Vertiefung dieser und weiterer Themen.

Das vorliegendende Skript entstand parallel zu meiner gleichnamigen Vorlesung
im akademischen Jahr 2008/09. Ich danke den Studierenden dieses Jahrgangs fiir
anregende Kommentare und Korrekturhinweise, vor allem Herrn Simon Eugster,
der diese Hinweise gesammelt und weitergereicht hat. Ebenso danke ich meiner
Assistentin, Frau Melanie Rupflin, fiir eine Vielzahl von Anregungen und Hilfe
beim Korrekturlesen des Skripts. Schliesslich danke ich Frau Manuela Diiben-
dorfer fiir ihre Hilfe beim Erfassen meiner Vorlesungsunterlagen in LaTeX.

Ziirich, 31.7.2009 Michael Struwe
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Kapitel 1

Logik und Grundlagen

1.1 Logik
Beispiele fiir mathematische Aussagen:
i) “4>2" (wahr)
ii) “vneN:n>4—-n>2" (wahr)
i) “6<3” (falsch)

Axiom (Grundannahme): Eine zulissige mathematische Aussage ist ent-
weder wahr oder falsch, jedoch nie beides zugleich. (Tertium non datur).

Bemerkung 1.1.1. i) Dieses Aziom ist eine mathematische Abstraktion, wir
bewegen uns in einer kiinstlichen Welt. In der wirklichen Welt gibt es Graustu-
fen, zum Beispiel hangt der Wahrheitswert der Aussage “Das Wetter ist schon”
vom subjektiven Befinden ab.

it) Nicht alle Aussagen sind zuldssig. Die riickbeziigliche Aussage “Diese Aus-
sage ist falsch.” ist weder falsch (dann wire sie wahr) noch wahr (dann wire
sie falsch). Analog: “Ich lige jetzt.”

Aber: “Ich liige immer” kinnte falsch sein, falls ich je mal die Wahrheit gesagt
habe.

Die Aziome der Logik sind insofern unvollstindig. Wir werden dies aber niemals
als Einschrinkung empfinden.

Mit Aussagen kann man “rechnen”. Es seien A, B mathematische Aussagen.
Die Negation (=A), “und” (A A B), “oder” (A V B), die Implikation (4 — B)
und die Aquivalenz (A < B) sind definiert durch die Wahrheitstafel.

A|B|-A|ANB|AVB|A—B|AB
w| w f W W w w
w | f f f W f f
flw| w f W w f
f|f w f f w w
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Beispiel 1.1.1. 1) “(n > 4) — (n > 2)”. Beachte: Weder die Annahme
(Voraussetzung) “n > 4”7 noch die Folgeaussage “n > 27 ist fir alle n € N
erfullt, die Implikation gilt jedoch immer.

i) In der Politik macht man sich dies gern zunutze: Die Aussage “Wenn das
Volk damals anders entschieden hditte, dann ...” ist bei beliebiger Fortsetzung
wahr (Conjunctivus irrealis).

Die Implikation A — B ist die fiir den Aufbau der Mathematik wichtigste
Verkniipfung.

Eine wahre Implikation A — B bezeichnen wir auch als “Folgerung” und schrei-
ben A = B. (“A ist hinreichend fiir B, “wenn A, dann B”)

Bemerkung 1.1.2. Die Implikation ist transitiv:
(A= B)A(B—=C) = (A—-0C)
Wir konnen daher tber eine Kette von Folgerungen
A=B=.---=§
einen mathematischen “Satz” S aus einer “Annahme” A herleiten. (Prinzip

des mathematischen Beweises).

Aquivalenz: Anstelle von (A — B) A (B — A) schreiben wir A « B.
Anstelle von (A = B) A (B = A) schreiben wir A < B; in diesem Fall ist also
die Aussage A wahr genau dann, wenn B wahr ist.

Kontraposition (Umkehrschluss): Falls A = B, so kann A nicht wahr
sein, wenn B falsch ist. (“B ist notwendig fiir A.”) Die Aussage “A = B” ist
somit gleichbedeutend mit “(=B) = (=A)”:

(A— B) & (=B — —A).
Prinzip des indirekten Beweises: Zum Beweis der Aussage A = B geniigt

es, die Aussage (-B) = (—A) zu zeigen, oder die Annahme A A (—B) zum
Widerspruch zu fiihren.

Beispiel 1.1.2. FEs seien A die tiblichen Peano-Aziome tiber N, B die Aussage:
“Es gibt keine grosste natirliche Zahl.”

Wir zeigen: A = B.

Beweis (indirekt). Nimm an, es gibt ein maximales ny € N; das heisst, ng > {
fiir jedes [ € N. Nach einem der Peano-Axiome hat ng jedoch einen Nachfolger
no +1 €N, und ng + 1 > ng. Widerspruch! O

Auf den Eigenschaften der natiirlichen Zahlen beruht ein weiteres Beweisprinzip,
das Prinzip der vollstindigen Induktion: Fiir jedes n € N sei A(n) eine
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Aussage. Weiter gelte A(1), und fiir jedes n € N gelte A(n) = A(n + 1). Dann
gilt A(n) fiir jedes n € N, denn mit der Kette

A1) = A(2)= - = An—1) = A(n)
erhalten wir A(n) in endlich vielen Schritten aus A(1).
Beispiel 1.1.3. Fiir jedesn € IN gilt
143454+ 2n—1)=>» (2k—1)=n>.
k=1

Beweis (vollstindige Induktion). Der Beweis besteht aus zwei Teilen:
Induktions-Verankerung (n = 1): 1 = 12.
Induktions-Schluss (n — n + 1): Nach Induktionsannahme gilt

I+ +n-—D+C2n+1)-1)=n*+2n+1=(n+1)>2

=n2 =2n+1

1.2 Mengenlehre

Nach Georg Cantor ist eine Menge die “ungeordnete Zusammenfassung ver-
schiedener Objekte (sogenannter ‘Elemente’) zu einem Ganzen.”

Beispiel 1.2.1. o) Fira #b gilt {a,b} = {b,a} = {a,b,a},
i) N={1,2,3,...},

i) No = {0,1,2,3,...} = NU {0},

iii) {n € Nyn teilt 15} = {1,3,5,15},

iv) O = {}: die leere Menge.

Wie bei Aussagen miissen wir jedoch riickbeziigliche Definitionen vermeiden:

Beispiel 1.2.2. (Bertrand Russel) Die “Menge M aller Mengen, die sich selbst
nicht als Element enthalten” gibt es nicht.

(Sonst miisste eine der Aussagen M € M oder M ¢ M gelten. Jedoch fiihrt die
Annahme M € M nach Definition von M zum Widerspruch M ¢ M, wihrend
die Annahme M ¢ M zum Widerspruch M € M fihrt).

Das Russelsche Beispiel lisst sich leicht in die Alltagssprache tibersetzen: Defi-
niert man den Dorfbarbier als den Mann, der alle Manner rasiert, die sich nicht
selbst rasieren, so kommt man auf analoge Weise zu einem Widerspruch.

Mengenoperationen. Die folgenden Verkniipfungen sind fiir beliebige Mengen
A, B erklért:

AUB :={z;z € AV z € B}, Vereinigungsmenge,

ANB:={x;x € ANz € B}, Durchschnitt,

A\B : = {z € A; x ¢ B}, Differenzmenge
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Zudem sind fiir Mengen A, B, M die folgenden Relationen erklért:

ACM: Teilmenge
M\A =: A° Komplement von A in einer (festen) Grundmenge M.

A=DB: falls A und B dieselben Elemente enthalten.
Beispiel 1.2.3. Fir A,B C X gilt

(ANB)° = A°U B".

Beweis. Fir z € X gilt

re€(ANB)ferx¢d ANBesrc¢g AVva¢ B

sSxcA°Vexe B s e AU BC.

Vgl. Ubung 1.4. U

Wir kénnen Quantoren benutzen, um Aussagen iiber Elemente einer Menge
zu machen:
V: der Allquantor (“fiir alle”),

3: der Existenzquantor (“es gibt”).
Beispiel 1.2.4. i) Vn € N:n >0 (wahr).

it) Ing € N Vk € N: k < ng. (Dies ist die (falsche) Aussage: “Es gibt eine
grosste natiirliche Zahl ng € IN”, siehe Beispiel 1.1.2.)

iii) Yng € N 3k € N : k > ng. (Diese (wahre) Aussage ist die Verneinung
von ii).)

Im Beispiel 1.2.4 erkennen wir folgende Regeln fiir die Verneinung von Aussa-
gen mit Quantoren:

- (VneN:A()) < IneN: - Au),
—(VneN:A(u) ©VueN: = Au).
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1.3 Funktionen

In der Schule haben wir Funktionen oder Abbildungen in der Form von
Zuordnungsvorschriften y = f(z) fiir reelle Zahlen kennengelernt, z.B.

yzf(az):x—ac?’7 —-1<z<1.

Allgemein betrachten wir im folgenden Abbildungen f : X — Y zwischen be-
liebigen Mengen X und Y, welche jedem z € X genau ein “Bild” y = f(z) € Y
zuordnen.Die Begriffe “Funktion” und “Abbildung” verwenden wir synonym.

X Y

Somit ist eine Funktion erkléart durch Angabe
e des Definitionsbereiches (hier X)

e des Bild- oder Wertebereiches (hier Y)
e der Abbildungsvorschrift (z — f(x))

Beispiel 1.3.1. i) f: [-1,1] = R, x — x — 23
ii) g: R — [-1,1], z — sin(z)

i) h: R — [0, 00, x — 22

w)idy : X — X, x — x =idx(x): Identitit.

Wir kénnen Funktionen f : D(f) C R — R durch ihren Graphen darstellen

G(f)={(z, f(z)); € D(f)} CRxR.
Beispiel 1.3.2. f:[-1.1] = R, f(z) =2 — 2°.

—19_ 0.5 05 1.0
—0.5 1

Dies geht auch allgemein (jedoch abstrakt).
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Komposition. Abbildungen f: X — Y, ¢:Y — Z kann man hintereinander
ausfithren. Dies ergibt eine neue Abbildung

F:=gof:X—Z x»—>g(f($))7

f g
x o v 7 .7z
F=gof

Diese Komposition ist assoziativ: Fir f: X - Y, g:Y = Z h:Z — W gilt
Fy:=ho(gof)=(hog)of=F: X —>W.

Die Definitionsbereiche von F; und F5 sind némlich offenbar dieselben (= X),
ebenso die Wertebereiche (= W), und fiir jedes € X gilt

Fi(z) =h(go f(z)) = h(g(f(x)))
= (hog) (f(z)) = Fa(2).
7.B. ergibt fiir f, g, h aus Beispiel 1.3.1 und z = 1 die Rechnung

(hogo f)(1) = (sin(z — z3))2|x:1 = s5in?*(0) =0

Definition 1.3.1. Sei f : X — Y eine Abbildung.

i) f heisst surjektiv, falls jedes y € Y mindestens ein Urbild hat; d.h.,
falls

VyeY zeX: f(x)=y.

X Y

it) f heisst injektiv, falls jedes y € Y hochstens ein Urbild hat, d.h. falls

Vo, 20 € X ¢ f(xy) = f(x2) = 21 = 29
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[ injektiv

X Y

iii) f heisst bijektiv, falls jedes y € Y genau ein Urbild hat, d.h. falls f
sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

f bigektiv mit Umkehrabb. g

Falls f bijektiv (und nur in diesem Fall), kénnen wir eine Abbildung g : Y — X
einfithren, welche jedem y € Y das eindeutig bestimmte Urbild x € X unter f
zuordnet, mit

gof=idx, fog=idy.
Dieses ¢ heisst die Umkehrabbildung von f, g = f~1.

Andererseits kann man bei jeder Abbildung f : X — Y zu jeder Teilmenge
B C Y deren Urbild f~!(B) C X betrachten mit

f~YB):={x€X; f(zx) € B}.
Beispiel 1.3.3. Sei f:[-1,1] - R, 2 — x — 23, und sei B ={0}. Dann gilt

f7HB) ={z € [-1,1]; f(2) = 0} = {~1,0,1}.

Falls f bijektiv mit Umkehrabbildung ¢ = f~! : Y — X, so gilt offenbar fiir

jedesyeY
) =)

wobei f~! im 1. Ausdruck die Urbildfunktion, im 2. Ausdruck die Umkehrab-
bildung bezeichnet.

Allgemein ist f bijektiv genau dann, wenn fiir jedes y € Y das Urbild f~!({y})
genau ein Element enthélt.
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Kapitel 2

Z.ahlen und Vektoren

2.1 Elementare Zahlen

Mit den natiirlichen Zahlen
N=1{1,2,3,...}

kann man Objekte abzihlen. Zahlen in IN kann man addieren und multiplizieren.
In den ganzen Zahlen

Z=1{.,-1,01,...}

ist zusétzlich die Subtraktion moglich. In den rationalen Zahlen
Q={§; PqEZ, q>0}

kann man zudem (ausser durch 0) dividieren: Q ist ein Zahlkérper.

Offenbar kann man diese elementaren Zahlen IN C Z C Q der Grosse nach
auf dem Zahlenstrahl anordnen.

\\\\}}\\\\\\\I
-2 -1 0

Irrationale Zahlen. Zwischen je zwei rationalen Zahlen r; < 7o liegt eine
weitere, z.B. die Zahl % € Q, welche den halben Abstand zu rq{ hat wie rg;
die rationalen Zahlen liegen somit dicht auf der Zahlengeraden. Jedoch erkann-
ten bereits die Pythagorder, dass die Linge der Diagonalen im Einheitsquadrat
durch kein r € Q dargestellt wird.

11
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Satz 2.1.1. Es gibt keine Zahl r € Q mit r? = 2.
Beweis (indirekt). Nimm an, es gibt r = 2 € Q mit > = 2. Nach Kiirzen
gemeinsamer Teiler diirfen wir annehmen, dass p, ¢ teilerfremd, p,q > 0.

Aus der Gleichung 2 = ’q’—z = 2 folgt nach Multiplikation mit ¢? zunichst

=24

Da die Zahl 2 prim ist, enthélt p den Teiler 2; es gilt also p = 2s fiir ein s € IN
und somit
2-¢* =p* =22 5%

Nach Kiirzen des Faktors 2 erhalten wir
q2 =2- 327

und wie oben folgt ¢ = 2¢ fiir ein ¢ € IN. Die Zahl 2 teilt also sowohl p als auch
q im Widerspruch zu unserer Annahme, dass p und q teilerfremd sind. O

Q weist also “Liicken” auf. Wir kénnen jedoch Q erweitern zum Korper R der
reellen Zahlen, der die Zahlengerade “liickenlos” tiberdeckt. Dies gelingt z.B.
mit dem Begriff des “Dedekindischen Schnitt” oder iiber “Fundamentalfolgen”.
Die Zahlengerade ist ein geometrisches Modell fiir R. Wir {iberspringen hier
jedoch die entsprechende Konstruktion und nehmen R als gegeben an.

2.2 Die reellen Zahlen

Wichtig fiir das folgende sind die fiir das Rechnen mit reellen Zahlen geltenden
Regeln, die Axiome fiir R, die wir im folgenden auffiihren.

Es gibt eine Operation, genannt Addition: + : R xR — R, (z,y) — x +y, auf
R mit den Eigenschaften:

A.i) Assoziativitit: Vz,y,z € R:z+ (y + 2) = (z + y) + 2,
A.ii) Neutrales Element: 30 e R Vx € R: 2+ 0 =,
A.iii) Inverses Element: Vx e RIy e R: x4+ y =0,

A.iv) Kommutativitéit: Ve, y e R: x4+ y =y + x.

D.h. R bildet eine Abelsche (kommutative) Gruppe beziiglich der Addition.

Bemerkung 2.2.1. Das zu x € R inverse Element y = —x ist eindeutig be-
stimmd.

Beweis. Falls y und z zu x invers, so folgt

A.ig A.i), v A.iv A.ig
z(:))z+(:c+y)( L))(x—i—z)—l—y(:))y—i—o(:))y
~—— ~——
=0 =x+2z=0
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Es gibt eine weitere Operation, genannt Multiplikation: - : R x R — R,
(z,y) — x -y = zy, auf R mit den Eigenschaften:

M.i) Assoziativitit: Vo,y,z € R:x-(y-2) = (z-y) - 2,
M.ii) Neutrales Element: 31 € R\{0} Vz € R: - 1 = «,
M.iii) Inverses Element: Vx € R\{0} Iy e R: z-y =1,

M.iv) Kommutativitit: Ve,y e R: z-y =y - x.

Die Multiplikation ist vertrdglich mit der Addition wegen dem Distributi-
vitdts-Gesetz

D) Va,y,z€R: z-(y+2)=x-y+x-z
Bemerkung 2.2.2. j) Vx € R: z-0=0.
i)Ve,y e R: z-y=0= 2 =0 oder y =0.

Beweis. i) z-0=xz-(0+0) =z -0+ z-0. Addiere —(z - 0)!

ii) Falls = - y = 0, wobei x # 0 mit multiplikativ Inversem z !, so folgt

y=@"'a2) y=a"(z-y) =0.
———— ~——r
=1 =0

O

Auch R* = R\{0} bildet also beziiglich der Multiplikation eine abelsche Gruppe.
Zudem gibt es auf R eine Ordnung < mit den folgenden Eigenschaften:

0.1) Reflexivitit: Vo € X, z < z,

0.ii) Transitivitit: Vo,y,z € R e <yAy<z=2z < z,

O.iii) Identitivitit: Vo, y e Ri z <yAy <z =z =y,

0.iv) Die Ordnung ist total: Va,y € R: z <y oder y < x.
Die Ordnung ist konsistent mit Addition und Multiplikation:

Ki) Ve,y,2€R: e <y=ax+2<y+z

Kii) Va,y,z€R: 2 <y, 0<z=z-2<y-z

Die reellen Zahlen bilden somit einen linear geordneten Zahlkérper mit den
Operationen Addition und Multiplikation. Diese Eigenschaft und die entspre-
chenden Axiome A.i) - iv), M.i) - iv), D, O.) - iv), K.i) - ii) gelten bereits in Q.
Die entscheidende weitere Eigenschaft von R ist das Vollstindigkeitsaxiom:
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V) R ist ordnungsvollstindig: Zu je zwei nicht leeren Mengen A, B C R
mit
a<bfiralleaec A,be B

gibt es ein ¢ € R, sodass gilt

a<c<b, VaecA beB.

[ s IR B
—

— ]
N . N_ g A

Einige elementare Folgerungen aus den Axiomen:

Folgerung 2.2.1. ;)Vx e R: (—1) -z = —=z.
Bewets. Es gilt

(M.ii)

z+(-1)-z 1~x+(—1)-w2(l—i—(—l))-x:O-x:O.

Da das additiv Inverse zu x nach Bemerkung 2.2.1 eindeutig bestimmt ist, folgt
die Behauptung. O

i) (1) (1) = 1.

Beweis. Spezialfall von i), da mit (—1) +1 = 0 folgt 1 = —(—1). Setze nun
x=—1in1i). O

iii) Vz € R: 22 > 0.
Beweis. Sei x € R beliebig gewiihlt. Mit O.iv) gilt 2 > 0 oder x < 0.

a) = > 0. Mit K.ii) folgt 22 > 0.z = 0.

b) z < 0. Mit K.i) folgt —z > 0, und mit i) und ii) sowie a) folgt

iv) 0<l<2<....

i i)
Beweis. 12 (—1)2 > 0, und 1 # 0 nach M.ii). Also ist 0 < 1 und mit K.i) folgt

die Behauptung. O

v) Vo > 0: 271 > 0.
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Beweis. Annahme 2~ < 0. Nach Multiplikation mit = > 0 folgt
1=zt 2<0-2=0

im Widerspruch zu iv). O

vi) Vo,y > 0: 2 <y & 22 <92

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte x +y > 0. (Sonst z =y =
0 = 22 = y2.) Beachte:

“=7: Sei y > x, also y — x > 0. Mit K.ii) folgt y? > 2.

“<": Nach v) gilt (y + x)~! > 0. K.ii) liefert Behauptung. O

vii) Es gibt ¢ € R mit ¢? = 2.

Beweis. Sei a; = 1, by = 2. Wir bestimmen aq, b2, as, bs, etc. iterativ, wie folgt.
Es seien ay,...,a; sowie by, ..., b bereits definiert mit

l=a; < <ap<bp<---< by =2 (22.1)

und so, dass
al <2<b} fir1<j<k.

Mit vi) folgt dann
l=al<---<ail <2<bi<---<b3=4. (2.2.2)
Fahre fort mittels Bisektion des Intervalls [ag, bg]: Betrachte

ay, + by
2

C =

und setze
Qky1 = Ck, brpy1 = by, falls ci <2,
ag41 = ag, bpp1 =ck, fallsci > 2.

Dann gilt offenbar
a; <o <ap Sapypr Sbppr Kb <<y

und
ai <o <ajg <2< bhy <o S
Beachte weiter, dass
1
bk+1 — Q41 = 2? . (223)
Tterativ erhalten wir so Folgen aq,as,... und by,bs,... mit (2.2.1) und (2.2.2).
Setze

A:{al,...,}, B:{bl,...,}.
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Wegen (2.2.1) gibt es geméss V eine Zahl ¢ € R mit
ar <c<bpy, VklcNN.

Wegen (2.2.3) ist ¢ eindeutig bestimmt. O

Behauptung: ¢? = 2.
Beweis. Fiir beliebiges k € IN gilt:

A -2<c®—ail=(ct+ap) (c—ap) <4(by —ax),
——
<4

2—c? <bf — = (br 4 0) (b — ¢) < 4(br — ax);

———
<4
also A
|C2 — 2| § 4(bk —ak) S 27
fiir beliebiges k € IN. O

Bemerkung 2.2.3. Es gilt A, B C Q; die Mengen A und B werden aber durch
kein ¢ € Q getrennt. Wie wir oben gesehen haben, ist das die Mengen A, B
trennende ¢ € R ndmlich eindeutig bestimmt, und es erfillt ¢ = 2, gehort nach
Satz 2.1.1 also nicht zu Q. Der Korper Q ist daher nicht ordnungsvollstindig.

Definition 2.2.1. Der Absolutbetrag einer Zahl x € R ist die Zahl

x, fallsx >0,
|| =

—x, Sonst.

Offenbar gilt |x| > 0 fiir alle . Weiter hat der Absolutbetrag die Eigenschaften

viil) z < |z|, Vze X

ix) |zy| = |z| |y|, Vz,y€R.

Satz 2.2.1. (Dreiecks-Ungleichung). Es gilt
lz+yl <lz|+yl, Vo,yeR.

Beweis. Mit vi) folgt die Behauptung aus

|z + y|? %) (x+1)? = 2%+ 2zy + 92

viii),ix)

< P20yl + P = (=] + [y
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Satz 2.2.2. (Young) Fir z,y € R, € > 0 gilt
2, 1 2
2z - y| < ex® 4 - y°.
€
Beweis. Setze § = /€ > 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte z-y > 0.

Die Behauptung folgt aus

2 1
0< (53:—%) :62x2—2x-y+5—2y2.

2.3 Supremum und Infimum

Definition 2.3.1. Eine Menge A C R heisst nach oben beschrinkt, falls
gilt
dbeRVacA: a<hb.

Jedes derartige b heisst eine obere Schranke fiir A. (Analog: nach unten
beschrinkt, untere Schranke.)

Beispiel 2.3.1. Das Intervall
-1 1l[={zeR; -1<z<1}
ist nach oben (z.B. durch b =1) und unten (z.B. durch a = —1) beschrinkt.
Sei nun () # A C R nach oben beschrénkt,
B ={beR; b ist obere Schranke fiir A}.
Dann gilt B # ), und

a<b fir allea € A, b€ B.

Mit dem Vollsténdigkeitsaxiom folgt die Existenz einer Zahl ¢ € R mit

a<c<b fir allea € A, b€ B.

Offenbar ist ¢ obere Schranke fiir A; also ¢ € B. Da zugleich gilt ¢ < b fiir alle
b € B, ist ¢ die kleinste obere Schranke fiir A. Hierdurch ist ¢ eindeutig
bestimmt.

Satz 2.3.1. i) Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge A C R besitzt
eine kleinste obere Schranke ¢ =: sup A, das Supremum von A.

it) Analog besitzt jede nicht leere, nach unten beschrinkte Menge A C R eine
grisste untere Schranke ¢ = inf A, das Infimum von A.

Beispiel 2.3.2. i) Sei A =] —1,1[C R. Dann gilt

supA =1, infA=-1.
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ii) Sei A=[-1,1]={z e R; —1<uaz<1}. Dann gilt

supA=1=maxA: das Maximum von A,

infA=-1=minA: das Minimum von A.

11i) Besteht die Menge A aus nur endlich vielen Elementen a1 < ag < --- < ay,
so gilt offenbar
sup A = ap = max A.

Die Beispiele zeigen, dass sup A, inf A im allgemeinen nicht zur Menge A gehoren.
Gehort sup A jedoch zu A, so sagen wir, “das Supremum wird in A ange-
nommen” | und wir schreiben sup A = max A.

In diesem Fall gehort ¢ = max A sowohl zu A als auch zu B, der Menge der
oberen Schranken. In der die Zahl ¢ charakterisierenden Beziehung

a<c<b firallea€ A, be B

ist also auf beiden Seiten Gleichheit nicht ausgeschlossen.

Falls inf A € A sagen wir analog “das Infimum wird in A angenommen”
und schreiben inf A = min A.

Beispiel 2.3.3. i) Sei A C R die Menge

A:{%; xER}.

Behauptung: sup A = 1.

pewets 2z 1+2% -2z (1-x)?
T i e T 20
und Gleichheit gilt, falls z = 1. O
! J[/\
I i i i i
-2 -1 1 2

Der Beweis zeigt, dass sup A fiir x = 1 sogar angenommen wird, und zwar in
der Mazimalstelle x = 1 der Funktion

it) Sei A = {arctanz; x € R}. Dann gilt
sup A =m/2, infA=-m/2,

und diese Werte werden nicht angenommen.



2.3. SUPREMUM UND INFIMUM 19

Als weitere Folgerung aus dem Axiom V ergibt sich, dass jede Zahl in R eine
endliche Grosse besitzt.

Satz 2.3.2 (Archimedisches Prinzip). Zu jeder Zahl 0 < b € R gibt es ein
nelN mitb<n.

Beweis (indirekt). Andernfalls gibt es b € R mit
n<b, VnelN.

Dann ist b eine obere Schranke fiir IN, und es existiert ¢ = supIN € R.

Mit n € IN ist jedoch auch n + 1 € IN, also
n+1<e¢, VnelN.

Somit folgt
n<c—1, YneN

im Widerspruch zur Minimalitédt von c. O

Vereinbarung: Fiir nach oben unbeschrinkte Mengen A # () setzen wir
sup A = oo,
analog fiir nach unten unbeschréinkte Mengen A # ()

inf A = —o0.

Wegen Satz 2.3.2 definieren die Symbole o0 keine reellen Zahlen. Formal defi-
nieren wir noch
00400 =00, 0+ =00, Vo € R;

jedoch ist der Ausdruck oo — co nicht sinnvoll erklért.

Kardinalitédt: Gibt es mehr rationale oder mehr irrationale Zahlen? Wir sa-
gen, zwei Mengen X und Y sind gleichméchtig, falls es eine bijektive Abbildung
f: X — Y gibt. Die rationalen Zahlen kann man mit dem ersten Cantorschen
Diagonalverfahren wie in der Abbildung unten dargestellt abzdhlen; @ und IN
sind demnach gleichméchtig.
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Kann man auch die reellen Zahlen abzidhlen? Dann kénnte man auch alle Zah-
len der Art a = 0.ajaza3... mit a; € {0,1} abzéhlen. (Solche unendlichen
Dezimalzahlen definieren nach Axiom V genau ein a € R.) Sei

M = O.agl)agl)agl) e
a® = O.aiQ)aéz)ai(f) e

a® = O.agg)agg)aég) .

solch eine Abzéhlung. Setze
b=0.b1by...
mit ‘
bi=al” +1 mod 2.

i

Dann gilt offenbar b; # agi) und damit b # a? fiir jedes i € IN; d.h. b kommt
in der Abz#éhlung nicht vor. (Dies ist das 2. Cantorsches Diagonalverfahren.) R
ist somit “méchtiger” als die Menge der natiirlichen Zahlen IN.

Die Kontinuumshypothese: Die Frage, ob jede Teilmenge von R entweder
abzéhlbar ist oder gleichméchtig ist wie R, hat die Mathematik lange beschéftigt.
Godel (1937) und Cohen (1964) konnten schliesslich zeigen, dass diese Frage
nicht aus den Axiomen entscheidbar ist. (Vergleiche Davis-Hersch: Erfahrung
Mathematik, S.336.)

2.4 Der euklidische Raum

Die euklidische Ebene R? ist unsere Zeichenebene.

Beispiel 2.4.1. Den Graphen einer Funktion f: R — R konnen wir bequem in
der euklidischen Ebene darstellen.

Der 3-dimensionale euklidische Raum R? ist unser Anschauungsraum.

Beispiel 2.4.2. Die Bewegung eines Massepunktes kann man durch dessen
Orts- und Geschwindigkeitsvektor beschreiben.

Wollen wir eine Schar von N Massepunkten (Atome in einem Gas, Planeten im
Sonnensystem) mit ihrem jeweiligen Ort () = (zgi), zgi), :ligi)), [und/oder ihrer
Geschwindigkeit v(*) = (v%i), véi),véi))], 1 <i < N, gleichzeitig erfassen, kénnen
wir diese Koordinaten in einen langen Vektor

T = (xla"'7x3]N)

eintragen und wie gewohnt damit rechnen. Fiir beliebiges n € IN erhalten wir so
den n-dimensionalen euklidischen Raum

R"={x=(z1,...,2,); 2 €R, 1<k <n}
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mit komponentenweiser Addition
Ty =(T1+Y, e TnFYn), Vo= (T1,..,70), Y= (Y1, ,Yn) €R"
und Skalarmultiplikation

Az = (Az1,..., zy), Vo= (x1,...,2,) €ER", A€R.

Offensichtlich “erbt” der Raum R™ beziiglich der Addition die Struktur einer
abelschen Gruppe. Das neutrale Element ist

0=(0,...,0) : der Nullvektor.

Beziiglich der Skalarmultiplikation gelten die Regeln

S.i) Distributivgesetz: (a4 8)x = ax + S,
S.i) Distributivgesetz: a(z + y) = az + ay,
S.iil) Assoziativitdt: a(fz) = (af)x,
S.iv)

Einselement: 1- 2z =z

fiir alle z,y € R™, o, 8 € R.
Dies ist die Struktur eines R-Vektorraums; vgl. Lineare Algebra.

Beziiglich der Standardbasis

e; =(0,...,0, 1 ,0,...,00eR" 1<i<n,

~—
i—te Stelle

lasst sich jeder Vektor = (z1,...,2,) € R™ in eindeutiger Weise als Linear-
kombination

n

x=(T1,...,Tn) =T1€1 + -+ Tpe, = inei

=1

darstellen.

Skalarprodukt: Fir z = (2;)1<i<n, ¥ = (¥i)i<i<n € R” setze

x'y:$1y1+"‘+$nyniz$iyi €R.
i=1
Das so definierte Skalarprodukt hat die Eigenschaften
SP.i) Symmetrie: -y =1y -z,
SP.ii) (Bi-)Linearitit: z- (y +2) =2 -y+z- 2z,

SP.iii) (Bi-)Linearitit: = - (ay) = a(z - y)
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fiir alle z,y € R", a € R.
Beispiel 2.4.3. i) Firz = (2,0,3), y=(-3,1,2) gilt
zy=-2-3+0-1+3-2=0;

d.h. x und y stehen senkrecht aufeinander.

1) Dies gilt auch fiir verschiedene Standardbasisvektoren

ei-ej=0 (i # j).

Euklidische Norm: Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir die Lange von
Vektoren messen, indem wir setzen

n
]| == V2 -z = Zx? (positive Wurzel).
i=1

Beispiel 2.4.4. i) Es gilt |le;|| =1, 1 <i < n. Die Standardbasisvektoren sind
also paarweise orthogonal und auf Linge 1 normiert; sie sind orthonormal.

ii) Nach Pythagoras ist der Abstand des Punktes (x1,22) vom Nullpunkt

L= /a% + a3 = [[(z1, 22)] -

iii) Insbesondere hat die Diagonale im Einheitsquadrat die Linge lo = \/5, m
Einheitswiirfel im R* die Linge I3 = /3, im Einheitshyperwiirfel im R™ die
Linge 1, = v/n.

Satz 2.4.1 (Cauchy-Schwarz). Fir alle z,y € R™ gilt
lz -yl <zl - llyll-
Beweis. OBdA x # 0 # y. Mit Satz 2.2.2 (Young) kénnen wir bei Wahl von
€= % > 0 abschétzen
2 z-y|l =2 |lz1yr + - 2nYnl <2 |yi| + - + 2 |Tnynl
<l gtk b gk = el + <l =2l ol

O

Wir kénnen Satz 2.4.1 auch geometrische deuten. OBdA sei dazu ||z|| = 1 = ||yl

(Betrachte sonst & = H%H’ g = ﬁ) Das Skalarprodukt x - ¢y misst die Lange

der orthogonalen Projektion von y auf x.

Satz 2.4.2. Die euklidische Norm hat die Eigenschaften

i) Definitheit: Ve € R": ||z|| >0, ||z]|=0=2=0,

ii) Positive Homogenitit: Vo € R™, a € R: |az|| = |of - |1z,
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iti) Dreiecks-Ungleichung: Yo,y € R™ : ||z +y|| < |lz|| + ||yl

Beweis. 1) und ii) folgen direkt aus der Definition.
iii) Wie im Beweis von Satz 2.2.1 schitzen wir mit Satz 2.4.1 ab

2
le+yll"=@+y) - @+y)=z-2+22-y+y-y
2 2
<lll*+2- 2l -yl + lyll® = ()l + [lyl)>.

Beispiel 2.4.5. Firz = (1,1) = e; + e € R? gilt

V2= |lz]l < llex]l + fleall = 2.

2.5 Komplexe Zahlen

In R? koénnen wir zusitzlich zur Addition eine weitere Verkniipfung einfiihren,
die komplexe Multiplikation

:R? x R? 3 (a,b), (¢, d) — (ac — bd, ad + be) € R?.

Diese Operation ist assoziativ mit neutralem Element (1,0). Weiter gilt fiir
(a,b) # (0,0) die Gleichung

a —b
a2 +0b2" a2+ b2

(a,b) - ( ) — (1,0); (2.5.1)

d.h.
a -b

e —b 2
otQ—i—bQ’aQ—l—bQ)G]R

(
ist zu (a, b) invers.

Schliesslich ist die komplexe Multiplikation kommutativ, und es gilt das Distri-
butivgesetz

((a1,b1) + (az,b2)) - (¢,d) = (a1,b1) - (¢,d) + (a2, b2) - (¢, d).

D.h. R? bildet bzgl. Addition und komplexer Multiplikation einen Zahlkérper,
den Korper der komplexen Zahlen C.

Bemerkung 2.5.1. i) Wir kinnen R in C ,einbetten mittels
R>z~ (z,0) € C.
Diese Einbettung ist vertrdaglich mit den Kérperoperationen, da gilt
z+y— (z+y,0)=(2,0)+ (y,0),
zy — (zy,0) = (2,0) - (y,0).
Zudem ist sie vertriglich mit der Skalarmulitplikation in R2, denn

O‘(x7y) = (ozx,ozy) = (Oé,O) : (x,y)
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ii) Somit konnen wir den Standardbasisvektor e; = (1,0) € R? identifizieren®
mit 1 € R. Fiir e = (0,1) € R? fiihren wir das Symbol i ein,
1 =1(0,1): ,imagindre Finheit®
mit
i? = (-1,0) = —1.
Somit hat jedes z = (x,y) € C die eindeutige Darstellung
z=uwxe; +yes =x+ 1y

mit Realteil © = Re(z) und Imaginérteil y = I'm(z).

Konjugation. Zu z =z +iy € C sei
z=x—iyeC

die zu z konjugierte Zahl. Die Konjugation hat die Eigenschaften:
i) Fiir alle z = o + iy = (v,y) € C = R? gilt

2-Z = (x+iy) - (x—iy) = 2% —i%y? = 2 + o>

(2.5.2)
=+ = |2
ii) Fiir alle 212 € C gilt
21 + 29 =71 + 23, Z125 = 721 * Z3. (2.5.3)
Beweis.
(z1 +iy1) - (v2 +iy2) = (172 — Y1y2) + i(T1Y2 + T201).
O
Folgerung 2.5.1. i) Mit (2.5.2) folgt
1 z
— 2 vieo\(on
121l
in Ubereinstimmung mit (2.5.1).
Beispiel: .
-4
24i)7! = :
(2+i) =2
i) Mit (2.5.2) erhalten wir
2 — __ 2 2
[zw]]” = (zw) - (2w) = zwzw = ||z[|” lw]|";
d.h. wie in R gilt
lzwl| = [lz[l [w], Vz,w e C.
Zur Abkiirzung schrieben wir im folgenden daher |z| = ||z| fiir den Absolut-

betrag der Zahl z € C.
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Polarform: Fiihren wir (r,¢) ein als Polarkoordinaten in der Ebene, so gilt
fiir z = « + iy € C offenbar

r=|z|, x=rcos¢d, y=rsing,

d.h. 4
z =1 (cosd +isinp) = re'.
—_——

=:e?*? (Euler)
Die Additionstheoreme fiir cos und sin ergeben die Beziehung
e’ = (cos ¢ + isin ¢)(cos 1 + isinp)
= cos ¢ cos Y — sin @ sin ) +i (sin ¢ cos 1 + cos P sin )

=cos (¢p+1) =sin (¢+)
_ gilotu)

Somit folgt fiir , 4
z=re?, w=se¥eC
die einfache Darstellung A
2w = rset(@tY)
Beispiel 2.5.1. i) (1+1i) = /2e™/4, also (1 +14)? = 27/2 = 24.
Zur Probe kinnen wir dies Ergebnis auch direkt berechnen: (1414) - (1 +1i) =
0417 2=2i.
it) Welchen Wert hat die Zahl
(1-i)*

g =—_‘’Z 7

(V3403

Setze
2 =1—i=+2e""/4
2z = V3+i= 2ei¢2,
wobei
1 us
g t _— = =,
¢o = arctan 36
Es folgt
4 4 _in
zy = V2 e ™ = 4,
25 = 2383 = ge'™/2 = gi;
d.h.
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In C kann man die Quadratwurzel aus jeder Zahl ¢ ziehen. Sei ¢ = se'?. Fiir die
Losungen der Gleichung 22 = ¢ setze an z = re'®. Dies fithrt auf
2% = r2e'2? = g,

d.h.
r=+/s, $=1/2 mod

oder
2 = ++/se'V/2.

Allgemein gilt fiir jede Zahl
c=seVeC, geN,

dass

. 2
z= ¥se?, ¢= ¥ mod <X
q q

die q verschiedenen Losungen der Gleichung
zi=c
beschreibt.
Beispiel 2.5.2. Fir c =1, ¢ € IN erhdlt man so die g-ten Einheitswurzel

s 27k

z=¢"a ,k=0,...,¢q—1.)

Wir erkennen hier bereits, dass es nicht ohne weiteres sinnvoll ist, in C irrationale
oder imaginire Potenzen zu bilden, da das Argument ¢ einer Zahl z = re’®
nur modulo 27 bestimmt ist. So wére z. B. mit

1=¢*% ke,
die Zahl 1° als die Menge
1'={e™ kez}
zu deuten, was wenig sinnvoll scheint.

Auch gibt es keine mit den Korperoperationen vertrigliche Ordnung auf C;
sonst wire gemiss Folgerung 2.2.1 iii)

i2>0

und mit 1 = 12 > 0 folgt
0=1+i>0.

Hingegen ist C im Unterschied zu R algebraisch vollsténdig: Nicht nur die
Gleichung z? + 1 = 0 hat in C die Losungen z = =4, sondern es gilt der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom
p(z) = 2" +an_12""" 4+ +ag
vom Grad n > 1 hat in C eine Nullstelle.

Den Beweis miissen wir jedoch auf spéter verschieben.



Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Beispiele

Die folgenden Beispiele sind aus der Mittelschule bekannt:

i) Die Fibonacci Zahlen
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...
entstehen aus einem einfachen Populationsmodell geméss dem Gesetz
ap=1, a1 =1, apy1 =an +an—1, YnelN
ii) Die Zinsfaktoren bei %—tel jahrlicher Verzinsung,
an=(1+l)”, n c NN,
n
streben fiir n — oo gegen die Eulersche Zahl

e=2.T18...,

den “Limes der kontinuierlichen Verzinsung”.

iii) Die geometrische Reihe
Sp=l4q+¢+-+q"=Y ¢ neN,

hat fir —1 < ¢ < 1 den “Grenzwert” S = 1%

3.2 Grenzwert einer Folge

Sei (an)nen = (a1, a2,as,...) eine Folge in R, a € R.

27



28 KAPITEL 3. FOLGEN UND REIHEN

Definition 3.2.1. i) Die Folge (ay,)ncn konvergiert gegen a firn — oo, falls
gilt

Ve >0 3Ing =ngle) e NVn>ng: la, —al <e¢
d.h. falls zu jeder (noch so kleinen) ,Fehlerschranke “ e > 0 ab einem geniigend

grossen Index ng = no(€) alle Folgenglieder sich um weniger als € von a unter-
scheiden. Wir schreiben dann

a= lim a, oder a, — a (n— o)

n—oo

und nennen a den Grenzwert oder Limes der Folge (an)nen-
ii) Fine Folge (an)new heisst konvergent, falls sie einen Limes besitzt; an-
dernfalls heisst die Folge divergent.

Beispiel 3.2.1. i) Fira, = 1

n’

n e N, gilt a, -0 (n — 00).

Beweis. Nach Satz 2.3.2 gibt es zu jedem € > 0 ein ng € IN mit ng > %, d.h.
nio < e. Es folgt

1 1
—e< < —< —<e VYn>ng,
n N

wie gewiinscht. O

i) Seiqg € R mit 0 < q< 1. Dann gilt

q" —0 (n— o0).

Beweis. Schreibe % =146 mit § > 0. Mit der Ungleichung von Bernoulli aus
Ubung 1.1b) folgt

1 1\

7:(,) =(140)">1+4+nd>nd, VneN;
q q

also

1
0<qg"<—, Vnell
nd

Zu € > 0 wihle ng = ng(e) mit % < ng. Es folgt

1 1
0<qg"<—=<—<e¢ VYn>ng.

nd — ngd
O
iit) Es gilt Yn—1 (n — ).
Beweis. Fiir 0 < a,b € R gilt
a" = b= (a—b)(a" Hba" 4 0" 20 0T, (3.2.1)

>0

somit folgt
a>bsa >0 Va,b>0, neNN. (3.2.2)
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Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Schitze ab

(1—|—e)":1+ne+(n>62+(n)63+---+e">n(
>0

2 3
>0
falls n so gross gewéhlt, dass
n—1,
—ee>1
2 =
Setze
2
ng 2> ) +1

Dann gilt fiir n > ng stets

also auch
1+e)">n>1,

und mit (3.2.2) folgt
1<Yn<l+e Vn>ng;

d.h.
|/n—1| <e, Vn>n.

Nicht jede Folge (ay)nen C R ist konvergent.

29

Beispiel 3.2.2. i) Sei a, = (—=1)", n € IN. Offenbar gilt fir jedes a € R,

n e IN:

lan — a| + |ant1 — a > |(an — a) = (an41 — a)| = 2,

und kein a € R kann Grenzwert von (a,) sein.

it) Sei a, =mn, n € N. Zu jedem a € R gibt es ng mit a < ng; also

lap, —al=n—a>ng—a>0, ¥n>n,

und kein a € R kann Grenzwert von (ay,) sein.

iii) Ebenso gilt fir die Fibonacci Zahlen (Fp)nen, induktiv F, > n fir alle

n € N, und kein a € R kann Grenzwert von (F,) sein.

Beweis (Induktion). Es gilt Fyp = 1, F; = 1 und daher auch F,, > n fiir alle
n € INy. Falls nach Induktionsannahme F,, > n fiir ein n > 1, so folgt auch

Fn+1:Fn+Fn—12n+1-
iv) Seienp € N, g € R mit 0 < g <1 fest. Dann gilt

lim nP¢" = 0;
n—oo

d.h. die Exponentialfunktion wdchst schneller als jede Potenz.

O
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Beweis. Setze
s=q"/P = Yg<1l, s>0,

so dass
a, =nPq" = (ns")? = (si/n)"?, nel.

Wihle € > 0 mit )
ST
dazu ng = no(e) € IN geméss Beispiel 3.2.1.iii), so dass
Un<l4e Vn>no.

Damit erhalten wir

np

{/n 1 \Po
oo ()< ()
= ((1+6)2 “\l+e "

1 p
7‘:( ) < 1.
1+e€

Mit Beispiel 3.2.1.ii) folgt 0 < a,, <™ — 0 (n — 00, n > nyg). O

mit

3.3 Konvergenzkriterien

Kann man es einer Folge (a,)neny C R ansehen, ob sie konvergiert, ohne den
Limes zu kennen? Es gibt einige niitzliche Kriterien, die dies erleichtern.

Satz 3.3.1 (Monotone Konvergenz). Sei (a,) C R nach oben beschrinkt und
monoton wachsend; d.h. mit einer Zahl b € R gelte:

a1 <ay<--<ap<apt <---<b, VnelN

Dann ist (ay,) konvergent, und lim a,, = sup a,,.

Beweis. Setze A = {a,; n € IN}. Nach Annahme ist A # () nach oben be-
schrankt; also existiert

a =sup A = sup a,
nelN

geméss Satz 2.3.1.

Behauptung. Fs gilt a = lim a,.

n—oo

Beweis. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da a € R die kleinste obere Schranke
fiir A ist, gibt es ng = ng(e) € N mit a,, > a — e. Monotonie ergibt

a—€<anp, <a, <supa =a<a+e VYn>ng,
leN

wie gewiinscht. O
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Beispiel 3.3.1. Jeder unendliche Dezimalbruch
r=29.L1...-Tk ...
definiert eine monoton gegen die Zahl x € R konvergente Folge.

Satz 3.3.2. Seien die Folgen (an)nen, (bn)nen C R konvergent mit lim a, =

n—oo

a, nILH;O by, = b. Dann konvergieren die Folgen (a, + bp)nen, (an - bp)nen, und
i) nlingo(an +b,)=a+b= nan;O ap + nhj& by,

it) nlLH;o(an “bp)=a-b= nh_)rr;o A HILH;O b,

iii) Falls zusdtzlich b # 0 # by, fir alle n, so gilt auch nler;o(an/bn) =a/b.

i) Falls a,, < b, firn €N, so auch a <b.

Beweis. Zu e > 0 sei im folgenden ny = ng(e) € IN stets so gewihlt, dass

lan, —a| <€, |b,—bl <€ ¥n>ng.

i), ii) OBdA sei € < 1. Es folgt
[(an + b)) — (@ +D)| < |an —a| + b, — b| < 2¢, Yn > ny,
und wegen |b,| < |b, — b| + |b] < |b| + 1 analog auch sowie
|anb, — abl = |(an — a)by, + a(b, — b)]
< bl - lan —al + |a - [bn, = b] < (la] + [b] + 1)e,  Vn > ng.
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

iii) Wegen ii) geniigt es, den Fall a = a,, = 1 fiir alle n € IN zu betrachten.
OBdA gelte auch 0 < € < @, also

[br| = [bn = b4 b > [b] = [bp — b] = [b] —€>[b] /2, Vn = no.

Es folgt

b, b

1 1‘_

b, —b 2 2
< —|b, —bl < —5 €, Vn>nyg.
bub “W' = ’

Da e > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

iv) (indirekt). Falls wir widerspruchsweise annehmen, dass a > b, folgt bei Wahl
von a — b =: 2¢ > 0 die Ungleichung

by <b+e=a—ec<a, n>ng
im Widerspruch zur Annahme, dass a,, < b, fiir alle n € IN. O

Bemerkung 3.3.1. Wie die Beispiele 3.2.1.1)-iii) zeigen, folgt aus a, < by,
n € IN, im Allgemeinen nicht die strikte Ungleichung a < b.
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Beispiel 3.3.2. i) Durch Kombination der Aussagen Satz 3.5.2.1)-iii) sieht man
sofort ein, dass

. 3n*—T?4+5  3-7/n+5/n'

3
S i 13 236miiamt 2 (o)
i1) Eulersche Zahl: Betrachte die Folgen
1 n 1 n+1
ap=(14+=)"<b, =01+ —-)"", n € NN.
n n

Behauptung. FEs gilt

2=01<a2< <0150, <by <bp 1 <o <Dy =4, VnelN
Beweis. Wir schitzen ab

an 1+ 1 (=) n
a 1: 14+ Lo (1+n—1) (L) ‘n—1
n— n—1 n—1

n? —1\n n 1.\n 1 1 1
=(5a ) O o=y

wobei wir im letzten Schritt die Bernoullische Ungleichung verwenden. Analog
erhalten wir unter Verwendung von >0 =

—— > 2 = 1 die Abschiitzung
bnfli 1+ni1 " 1 7( n2 )n 1
bn N\ 14+ 1+ 21/ 14l

1 n 1 n 1
= ) > .
<1+n2—1) 1+%_(1+n2—1) 1+

Die Behauptung folgt.

Gemdss Satz 3.3.1 und Satz 3.3.2 existieren

a= lim a, =supa, <b= lim b, = inf b,.
n— oo neN N

Weiter gilt fiir beliebiges n € IN

n—oo

ne

0<b—a<bd, —a,

also a = b =: e, die Fulersche Zahl.
i) Seic> 1. Setze a1 = ¢ und

1 c c—a?
Gn41 :i(an"'_i) =an +

an 2,

Behauptung. lim a, = a ezistiert, und a® = c.

n € IN.

n—oo
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Beweis. Es gilt

—a2\2 2.2
c—a c—a
ai+1:<an+ ”) :an—i—(c—ai)—k( ") >e¢, VnelN;
2a,, 20y
————
>0

insbesondere folgt damit auch a,+1 < a,, Yn € IN.

Behauptung. a, > 1, Vn e N.

Beweis (Induktion). n = 1: Nach Voraussetzung gilt a; = ¢ > 1.
n+— n+ 1: Da a, > 1 > 0 nach Induktionsannahme, folgt

a

1 c " 1
anit =g (on+om) 2525
Da andererseits afH_l >c>1, folgt apy1 > 1. O]

Somit erhalten wir
lgan—&-léang"'galzca VTLEIN,

und geméss Satz 3.3.1 existiert « = lim a,. Mit Satz 3.3.2 folgt weiter

n—oo

. .1 c 1 c
@ = Jm an = lim g (an+ o) =5 (0t 0),

also erfiillt a die Gleichung a? = ¢, wie gewiinscht. O

3.4 Teilfolgen, Hiufungspunkte

Sei (ag)ren eine Folge in R.

Definition 3.4.1. Sei A C IN eine unendliche Teilmenge, N 3 n — I(n) € A
eine monotone Abzihlung von A. Dann heisst die Folge (a;)icn = (ayn))nen
eine Teilfolge von (an)nen.

Beispiel 3.4.1. i) Die Folge (ay)nen mit a, = (—=1)"*1, n € N, hat die kon-
stanten Teilfolgen (a2n)nen, (d2n41)nen-

it) Die Folge (2™)nen ist eine Teilfolge von (an)new mit a, =n, n € IN.

Definition 3.4.2. a € R heisst Hiufungspunkt von (ap)nen, falls (ap)nen
eine gegen a konvergente Teilfolge besitzt; d.h. falls

a= lim aq,
l—o00, lEA

oder — dazu dquivalent — falls gilt
Ve>0 VYngeIN I >mng: |la—a <e.

Beispiel 3.4.2. Die Folge a,, = (—1)""! hat die Haufungspunkte +1, —1.
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Limes superior, limes inferior. Sei (a,)nen C R beschrinkt, d.h.
IM eR VnelN: |a,| < M.
Fiir k£ € IN existieren dann

cx = inf a, < supa, = bg.
n>k n>k

Offenbar gilt
~M<ep < < < g1 b1 Kb <--- <0y <M, VEeEN.

Mit Satz 3.3.1 folgt die Existenz von

b= lim by =: limsupa, (,Limes superior*),
k—o00 n— oo

c¢= lim ¢ =: liminfa, (,Limes inferior*),
k—o0 n—oo

und ¢ < b wegen Satz 3.3.2.

Lemma 3.4.1. b und ¢ sind Hiufungspunkte von (ap)nen-

Beweis. Seien € > 0 und ng € IN vorgegeben. Da b = klim bi, gibt es kg = ko(e)
—00
mit
|br —b| <€, Yk > ko;
d.h.

b—e<b,=supa, <b+e, Vk2>k.
n>k

OBdA ko > ng. (Ersetze sonst kg durch ng.) Fixiere k = ko. Nach Definition
des Supremums gibt es | > kg mit

a; > sup a, — € =by, —€>b—2¢
’H,Zko
Weiter gilt

a; < sup a, < b+e€ < b+ 2¢
nZko

also
|al - b| < 2e.

Zun € N wihle € = €, = =, ng = n und bestimme dazu einen Index = I(n)
gemiss obiger Konstruktion. Dann konvergiert die Folge (a;(,))nen gegen b.

Analog ist ¢ Hiufungspunkt von (a,)nen. O

Es folgt

Satz 3.4.1 (Bolzano Weierstrass). Jede beschrinkte Folge (an)nen besitzt eine
konvergente Teilfolge, also auch einen Hdufungspunkt.



3.4. TEILFOLGEN, HAUFUNGSPUNKTE 35

Bemerkung 3.4.1. i) Sei (an)new C R beschrinkt, (by), (cx) wie in Satz
3.4.1. Zu € > 0 gibt es ko = ko(e) mit

by =supa, <b+e, Vk > kg,
n>k

c, = inf a, >c—¢€, Vk> kg,
n>k

also auch
c—e<a, <b+e Vn>ko;

d.h. fiir jedes € > 0 liegen alle bis auf endlich viele Glieder der Folge (apn)nen
inlc—eb+ el

it) Insbesondere ist b der grosste und ist ¢ der kleinste Hdaufungspunkt von
(an)new, und

ii1) falls b= c, so ist (an)nen konvergent mit

lim a, =b=-c.
n—oo

iv) Umgekehrt konvergiert jede Teilfolge einer Folge a,, — a (n — o0) ebenfalls
gegen a.

Beispiel 3.4.3. Sei g1 =1, gpy1 =1+ i, n € IN. Offenbar gilt 1 < g, < 2,
Vn € IN; aber

35
n)n =(1,2,5,5,...
(gn)new = ( 2'3 )

ist micht monoton. Beachte jedoch, dass mit der Rekursionsformel

1 1 1+ 2g, 1
Gnpp =1t ——=14—" =" _9_
folgt
1 1 — Gy
Gnt2 — Gn = = In"n-2 Vn > 3.

T4 g2 14+g0 (I+g)A+gn2) =

Da g1 =1 < g3 = 3/2, ist die Teilfolge (gan—1)nenw somit monoton wachsend;
analog ist wegen go = 2 > g4 = 5/3 die Teilfolge (gan)new monoton fallend. Da
(gn) zudem beschrinkt, existieren

a= lim gop,_1, b= lim gop,.
n—oo

n—oo

Mit Satz 8.8.2 folgt 1 < a,b < 2; weiter erhalten wir

1 1
a= lim gop41 = lim <1+—> = +5,

bzlimggn<1+ ):1+7.

g2n—1

Multiplikation dieser Gleichungen mit b, bzw. mit a ergibt die Beziehung

ab=14+b=1+a,
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also a = b =: g, und g lost die Gleichung
1
g=1+~-
g

Setzen wir schliesslich noch h = é, so erhalten wir die Beziehung

1 1 1+h
h g +g + 1

und erkennen h als goldenen Schnitt.

Da jede Teilfolge (g1)ien entweder unendlich viele Folgenglieder go,, oder unend-
lich viele Folgenglieder gon41 enthdlt, folgt

g = limsup g,, = liminf g,,
n—oo

n—oo

und (gn)nen ist konvergent mit

g= lim g,.
n—oo

3.5 Cauchy-Kriterium

Sei (an)nen eine Folge in R.
Definition 3.5.1. (a)new heisst Cauchy-Folge, falls gilt
Ve >0 In, =ng(e) €N Vn,l >ng: |a, —a] <e. (3.5.1)
Satz 3.5.1. (Cauchy-Kriterium) Fir (ap)newy C R sind dquivalent:
1) (an)nen ist konvergent,

1) (an)nen ist Cauchy-Folge.

Beweis: )= ii): Sei (an)new konvergent, a = lim a,. Zu e > 0 wihle ng € IN

n—oo
mit
lan, — a| < e, Yn > ng.

Es folgt
lan — ai] < l|an, — al + |a; — a] < 2, Vn,l > ng.

1) = i): Sei (an)nen Cauchy-Folge.
Behauptung 1. (a,)nen ist beschrinkt.
Beweis. Zu e =1 > 0 wihle ng mit
lan, — ai] < 1, Vi,n > ng.
Fixiere n = ng. Dann folgt
lai| < |an,| + 1, Vi > ng;

also
la;| < max{|a1| yeeos|ng—1l s |@ne| + 1}.
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Behauptung 2. (a,)nen ist konvergent.

Proof. Nach Satz 3.4.1 gibt es A CIN, a € R mit
a;—a (I —o00, l€A).
Zu € > 0 wéhle ng = ng(e) mit

la; —a] <€, VI>ng, l€A

la; — an| <€, Vi,n>ng.
Es folgt fiir beliebiges [ € A, | > ng:

lan, — a| < |an, — ai| + |a; — a] < 2¢, ¥Yn > ng;

d.h.
an — a (n— o00).
O
Beispiel 3.5.1. i) Die harmonische Reihe
1 1
n=1+= — = N
a ot > o neN,
k=1
ist divergent, da zum Beispiel gilt
1 1 n 1
R e —> — =, Y N.
Gon = n = T T g 2y Ty S
Also ist (an)nen keine Cauchy-Folge und divergiert nach Satz 3.5.1.
it) Die alternierende harmonische Reihe
11 I = (—1)kHt
— 14D ()P = -~ N
an 5T3 +()nzk,ne,
k=1
erfillt wegen ﬁ — 2—116 > 0 fiir alle k € IN offenbar die Ungleichung
aok—2 < agi < Aok—1 < Q2i+1, k € N, (3.5.2)

und die Teilfolgen (ask)ken, bzw. (ask+1)ken sind nach Satz 3.8.1 monoton
konvergent. Da

nenN, (3.5.3)

|an - an+1‘ = m7

haben sie zudem denselben Limes a, und (an)nen konvergiert nach Bemerkung
3.4.1.111). Schliesslich erhalten wir mit (3.5.2) und (3.5.3) noch die Fehler-
abschdtzung

1
|an—a|§m, nelN.

i11) Sei (ag)ken eine Folge positiver Zahlen mit ax—1 > axr — 0 (k — 00).
Analog zu i) besitzt dann die Leipnitz-Reihe

Sy =a; —ay+az—---+ (—=1)""a,, n €N,

einen Limes S, und es gilt die Fehlerabschditzung |S, — S| < ant1, n € N.
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3.6 Folgen in R’ oder C

Sei (an)nen eine Folge in R? mit a, = (al,...,a?) € R% n € N, und sei
a=(a',...,a?) € RL

Definition 3.6.1. a, — a (n — o), falls ||ay, —a|| = 0 (n — o).
Satz 3.6.1. FEs sind dquivalent
i) ap, — a (n — 00),

i) Vi€ {1,...,d}: al, = a' (n— o00).

Beweis. Fiir z = (z1,...,2%) € R? gilt offenbar
d
i< ) = i’ <vd 9. 3.6.1
max [o'] < [l E;Iw [* < Vi max [o'] (3.6.1)
=

i) = ii): Falls a,, — a (n — o0), folgt mit (3.6.1) fir jedes i € {1,...,d}

la), — a’'| < |lan —al| = 0 (n — o0).

i) = 4): Falls a’, — a* (n — o00) fiir 1 <i <d, so

d
i i < i i
112?£{d|a" a'| < E_l laj, —a'| = 0 (n — o0)
gemiss Satz 3.3.2, also mit (3.6.1) auch a,, — a (n — o0). O

Mit Satz 3.5.1 folgt aus Satz 3.6.1:

Satz 3.6.2. FEs sind dquivalent:

1) (an)nen konvergiert

it) (an)nen ist Cauchy-Folge.

Definition 3.6.2. (a,)nen ist beschrinkt, falls gilt
ICeR YneN: |a,| <C.

Mit Satz 3.4.1 und Satz 3.6.1 folgt

Satz 3.6.3 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge (a,)nen in RY besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Fiir 1 < k < d schétze ab
‘am <|lan|| < C, neN.

Nach Satz 3.4.1 existieren Teilfolgen N D Ay D --- D Ag =: A, (a,...,a%) € R?
mit

aﬁ%ak (n—o00, n€Ag), 1<k<d.
Mit Satz 3.6.1 folgt

an — a:=(a',...,a%) (n— oo, n€A).
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3.7 Reihen

Sei (ak)ren eine Folge in R oder C. Betrachte die Folge (Sy,)new der Partial-
summen

n
Sn:a1—|—~-~+an:Zak, n € IN.
k=1

Definition 3.7.1. Wir sagen, die Reihe ) a; ist konvergent, falls
k=1

lim S, = lim Zak =: Zak
existiert.
Beispiel 3.7.1. i) Fir |q| <1 gilt
n 1— qn+1
Sp = b2 1
S
k=0
(Beweis: Induktion oder mit (1 —q)S, = Sp — (Spy1 — 1) =1—¢"1.)

[ee]
Also ist die geometrische Reihe Y ¢* konvergent mit
k=0

o0

|
Zq S 1-—g
k=0
o0

ii) Die harmonische Reihe Y 1 ist nach Beispiel 3.5.1.i) divergent.
k=1

Konvergenzkriterien. Sei (a,)n,en eine Folge in R oder C mit

n
Sn = Zak, n e N.
k=1

Der Satz 3.5.1 liefert sofort

o0

Satz 3.7.1. (Cauchy Kriterium) Die Rethe Y ay ist konvergent genau dann,
k=1

wenn gilt

n
D a

k=l

-0 (n>1, Il - ).

n
> ak

k=141

Beweis. |S, — Si| = ; benutze Satz 3.5.1. O

Bemerkung 3.7.1. i) Insbesondere ist die Bedingung ar, — 0 (k — 00) not-

o0
wendig fiir Konvergenz von Y ay. (Wihle n =1 in Satz 8.7.1.)
k=1
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1) Die Bedingung a, — 0 (k — o00) ist aber nicht hinreichend fiir Konvergenz,
vergleiche die harmonische Reihe.

Im folgenden suchen wir moglichst leistungsfahige hinreichende Bedingungen
oo
fir Konvergenz von Y aj. Alle aufgefiithrten Kriterien stiitzen sich auf den

k=1
Vergleich mit der geometrischen Reihe.

Satz 3.7.2 (Quotientenkriterium). Sei ar #0, k€ IN.

i) Falls
a
lim sup ML < 1,
k— o0 ag
o0
so st Y. ay konvergent;
k=1
i) falls
liminf | 242 S 1,
k—o0 ag
o0
so st Y ay divergent.
k=1
Beweis. i) Wéhle ¢ € R mit
a a
Qo := lim sup kﬂ‘ = lim sup ML < q <1
k—oo | Gk n=o0 k>n | Ak

Dann gilt fiir geniigend grosses ng € IN

Gk41
ag

sup S q, vn Z no,

k>n

insbesondere bei Wahl von n = ng also

A+1
ag

<gq, Vk=>nyg.

)

Es folgt fiir k > ng die Abschétzung

Qf Af—1 Ang+1 k— k
: Ung| < ¢ |an,| = Cq”,

no

lag| = ‘ ..
ag—1 Qk—2 Qpyg

(k—no) Faktoren

wobei C' = ¢~"™ |ay,|. Fiir n > 1 > ng erhalten wir somit

n
D ak

k=l

n n 1
gZ\aMgCquSC’qlli_qHO (n>1, 1 — o00),
k=l k=l

o0
und 3" ay ist konvergent nach Satz 3.7.1.
k=1
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ii) Es gelte

. k+1 . . k+1
liminf [ = lim inf s
k—o0 ag n—oo k>n | Qg
Dann existiert ng mit
Ak41 . Q41
s inf [ > 1, VE > n,
ag k>no | ag
also
ag an0+1
lax| = w-. O M g | > Jan,| >0, VE > ng
Af—1 no

und > ay ist divergent nach Bemerkung 3.7.1.1).

k=1
O
Beispiel 3.7.2. i) Die Exponentialreihe
© K
Exp(z) := Z %
k=0
konvergiert fiir jedes z € C.
Beweis. OBdA sei z # 0, also auch ay, := %If # 0, Vk € INyg. Wegen
a z
lekulﬁo(”*”>
erhalten wir mit Satz 3.7.2 Konvergenz. O

it) Fir welche z € C konvergiert die Reihe

= 2Rk
f(z) = Tk ?
k=0

OBdA sei z # 0. Setze ap, = Z;:f!, k € N, mit

ap+1 Z( k )k — 1 (k:oo) E
ag k+1 (1—1—%)’C e’

Mit Satz 3.7.2 folgt Konvergenz von f(z) fir |z| < e, Divergenz fiir |z| > e.

Offen bleibt das Verhalten von f(z) fir |z| = e, d.h. auf dem Rand des ,Kon-
vergenzkreises“.

Das Quotientenkriterium versagt, wenn unendlich viele a; verschwinden oder
falls die Folge der Quotienten GZ—:l stark oszilliert. Um auch solche Fille behan-
deln zu konnen, benétigen wir ein leistungsfihigeres Kriterium. In der Tat ist
das folgende Kriterium nahezu bestmdoglich.

Satz 3.7.3 (Wurzelkriterium). Sei (ay)ren eine Folge in R oder C.



42 KAPITEL 3. FOLGEN UND REIHEN

o0
i) Falls limsup {/|ax| < 1, so konvergiert Y ay;
k—oo k=1
oo
i) falls limsup {/|ax| > 1, so divergiert > ay.
k—oo k=1

Beweis. 1) Fir ¢ € R mit

limsup v/]ax| < ¢ <1

k—oo

und geniigend grosses ng € IN gilt

Vlak] < q, Yk > no,

also
lar| < ¥, Yk > no.

Fiir n > 1 > ng folgt

-0 (I = o),

k_
ag SE q 1.4
k=1

k=l
und Y ay ist konvergent nach Satz 3.7.1.

k=1
ii) Falls limsup &/|ar| > 1, so gibt es fiir alle ng € IN ein k£ > ng mit W >1,

k—o0

o0
also limsup |ag| > 1, und > ay ist divergent nach Bemerkung 3.7.1.1).
k—oo k=1

O

Anwendung: Sei (¢x)ken, Folge in R oder C. Betrachte die Potenzreihe in
z € C:

oo
pz) =cot ezt e+ = ep2k
k=0

Setze a = c,2", k € IN, mit

Vak| = |z| - ¥/|ex|, k€ N.

Mit Satz 3.7.3 erhalten wir sofort die folgende Charakterisierung des Konver-
genzbereichs von p.

o0
Satz 3.7.4. Die Potenzreihe p(z) = Y. c.2* ist konvergent fiir alle z € C mit
k=0
ol < <[,
z = ,00),
?"~ lm sup v/ |ck]
k—oo

divergent fiir alle |z| > p.

Bemerkung 3.7.2. Insbesondere ist der Konvergenzbereichs von p ein Kreis.
Satz 3.7.4 liefert zudem eine prézise Charakterisierung des Konvergenzradius,
was das Quotientenkriterium nicht zu leisten vermag.
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Beispiel 3.7.3. Fulls wir als Koeffizienten die Zahlen

1

1, k ungerade
C =
> Kk gerade

oo}

wihlen, so liefert das Wurzelkriterium Konvergenz der Reihe Y. c2" fiir |z| <
k=0

1, wihrend das Quotientenkriterium keine Aussage ermdglicht.

Beispiel 3.7.4. (Zeta-Funktion). Fiir s > 0 betrachte die Reihe

)= =
k=1

Fiir welche s > 0 ist {(s) konvergent?
i) Offenbar gilt fiir s <1 stets

n 1 n
—= 2

Also ist ((s) fiir solche s divergent.
i) Sei s > 1. Setze ay = 7, k € IN. Beachte

— 00 (n — o00).

El e

Af+1 :< k
ag kE+1

Vs = (VR =1 (k — o0);

)s—>1 (k — o0),

Quotienten- und Wurzelkriterium versagen also. Zerlegen wir jedoch fiir belie-
biges L € IN die Summe dber 1 < k < oL+l 1 “dyadisch” in L Teilsummen
tiber 28 <k <2l —1 0<1<L, so erhalten wir

ol+1_1 L 2ttt L

1 1
> g:Z( > ,y) = b
k=1 =0 k=21 =0
mat
2l
by = Z %SQZ_%:?(l—s):ql,
k=2l

wobei ¢ = 217 < 1. Es folgt, ((s) konvergiert fiir s > 1. Zum Beispiel gilt
¢(2) = %2; aber niemand weiss, welchen Wert ((3) hat.

Die Zeta-Funktion steht im Mittelpunkt einer der berihmtesten Vermutungen
der Zahlentheorie (“Riemannsche Vermutung”, “Riemann hypothesis”).

3.8 Absolute Konvergenz

Sei (an)nen Folge in R oder C.
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o0

o0
Definition 3.8.1. Die Reihe > ay konveriert absolut, falls > |ag| konver-
k=1 k=1
giert.

Bemerkung 3.8.1. i) Das Quotienten- und Wurzelkriterium sind Kriterien
fiir absolute Konvergenz.

n
it) Da die Partialsummen S, = > |ak| < Sp+1 monoton wachsen, geniigt nach
k=1
Satz 3.3.1 die Beschrinktheit dieser Folge fiir Konvergenz. Notation:

o0 o
Z lax| < 00 & Z |ak| konvergiert.

k=1 k=1
o0 oo
Wir wollen Reihen > ax und ) by miteinander multiplizieren. Dabei kann
k=1 k=1

man die Produkte apb; offenbar in sehr unterschiedlicher Weise summieren.
Kommt es auf die Reihenfolge an?

nach Bezspzel 3. 5 Z z) dwergent Wihlt man zul € N den Index k; so, dass
Z >l—|—22k 7, so folgt

ORI S NUNE SIS S S
2 %% 20k 1+ 1) %%y 3
k; !
1 1 1 1 |
BRSNS o N I VieN:
AT B S | ;Qk ;2k71>’ €N

d.h. die so umgeordnete alternierende harmonische Reihe ist divergent!
Zunéchst beantworten wir die obige Frage fiir eine Reihe.

Satz 3.8.1. Sei Y ay absolut konvergent, und sei ¢ : N — I bijektiv. Dann
k=1

o0
ist auch die “umgeordnete” Reihe ) a, ) konvergent, und es gilt
k=1

o) oo
Z Ap(k) = Z Ak
k=1

k=1

o0
Beweis. Da Y |ag| konvergiert, gibt es zu jedem € > 0 ein ng = ng(e) mit
k=1

Z lax| < e.
k:’n,()
Setze n; = max{yp"*(1),...,9 " (ng)}. Da ¢ injektiv, folgt

o(k) > ng, Yk > ng;
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also fiir n,l > ny:

ZaW(k) < Z \ak| < €.

k?no

Also konvergiert  a, ), und
k=1

o ni fe’s) %)
> apm)| < Dot D apm| <2 ] <2
k=1 k=1 k=1 k=n1+1 k=no

O

Beispiel 3.8.2. Z kq* ist fiir |q| < 1 absolut konvergent. Mit Satz 3.8.1 diirfen

wir die Terme der Rezhe auch wie folgt zerlegen, um den Wert dieser Rethe zu
bestimmen.

o0
kit =g+ +¢¢+. .
k=1

+@3+P+
+P 4+

:lz_;(qlkz_oqk) 1—q) ’

(Umordnung der Summation. Statt | wird — summiert.)

Satz 3 8.2. Sezen (an)nen, (bn)nen Folgen in R oder C, und seien die Rei-
hen Z a, Z b absolut konvergent. Dann konvergiert die Reihe der Produkte

k=1 k=1

absolut mit
oo

> agh = Zak Zbl,
k=1

k=1

unabhdngig von der Summationsreihenfolge.

(o)
Beweis. Nach Satz 3.8.1 geniigt es, die absolute Konvergenz der Reihe Y axb;
k=1
fiir eine Summationsreihenfolge zu zeigen. Mit Satz 3.3.2 erhalten wir dann auch

i arb :nlinéo Z arby = hm (Zak Z ) = iak'ibl’
k=1 =1 k=1 =1

und die Aussage des Satzes ist bewiesen. Somit folgt der Satz aus

&) o0
Behauptung. Z(Z |akbl|> konvergiert absolut.
=1 \e=1
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Beweis. Setze Cy := Y |ag|. (OBdA sei Cy > 0). Zu € > 0 wihle Iy = lo(€) mit

k=1

Z ‘bl‘ < E/Co.
1=lo

Fiir n > m > [ folgt mit Satz 3.3.2

<Co
" - /—Aﬁ
(Z laxbi| ) - Z(|bl| Z \ak|) <Gy Z | < Co Z Iby| < e.
l=m k=1 l=m I=lp

Beispiel 3.8.3. Sei
Bzp(z 2: k!

wie in Beispiel 3.7.2.1). Fir z,y € C gilt nach Satz 3.8.2

Ezp(z) - Bxp(y) = mﬁ > y!
k=

Substituiere bei festem k den Laufindex | durch die neue Summationsvariable
n:=k+1; d.h. ersetze l durch n — k. Wir erhalten

B ) ii()”’“
k=0 n=k k=0 n=k
:ool'(n(>knk) i +y
n=0 """ k=0 n=0
=(z+y)"

Es folgt
Korollar 3.8.1 (Additionstheorem fiir Exp). Fiir x,y € C gilt

Exp(z) - Exp(y) = Exp(z +y).

3.9 Die Exponentialreihe und die Funktion e

Die Exponentialreihe hat interessante Eigenschaften.

Satz 3.9.1. Es gilt

=1 1 , NG
Exp(1 ZH:1+1+§+”':e:hm(l+ﬁ)'

n—oo
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Beweis. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

1in "/ 1 " n!
(1+7) :Z(k>n’€:kz_%k!(n—k)!nk

k=0
“1nn-1)...n—k+1)
= il F < Exp(1),

k=0
OO
=:a

mit
0< a,(gn) <1, a,(cn) —1 (n— oo, k fest).

Zu € > 0 wihle ng = ng(e) mit

no 1
ik Exp(l) —e,
k=0

dazu weiter ny = nq (e, ng) mit
no
Zl—a,&") <€ Vn>mn.
k=0

OBdA n; > ng. Es folgt fiir n > ny > ng:

Ton X1 n
0<E$p(1)—<1+g)t<ZH(1—CL§€))+€<2€.
k=0

O
Mit Korollar 3.8.1 folgt induktiv
Ezp(n) = Exp(l) - Exp(n —1) =--- = (Exp(1))" =€", VYneN.
Unter Beachtung von
Ezxp(n) - Exp(—n) = Exzp(0) =1
erhalten wir dann weiter
1
Exp(—n) = =e " N.
xp(—n) Ep(n) e, Vne
Analog gilt fiir p,q € N
1.\?
Exp(‘g) = (Ezp(g)) ; (3.9.1)

insbesondere folgt fiir p = g € IN zunéchst

1 L 1
E;rp(g) = (Ezp(1))® = e,
und mit (3.9.1) dann auch

d.h. wir erhalten
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Satz 3.9.2. Exp(z) =¢€*, Vz € Q.

Fiir rein imagindre Argumente z = iy, y € R, konnen wir Exp(iy) durch Um-
ordnung gemiss Satz 3.8.1 in Real- und Imaginérteil zerlegen

Brp(iy) = Y )
k=0
_ e (71)ly21 ) e (71)ly21+1

: Cos(y) + iSin(y).

Mit Korollar 3.8.1 erhalten wir dann fiir z =z 4+ iy € C

Exp(xz +iy) = Exp(z) - Exp(iy)
= Exp(x)(Cos(y) +iSin(y)).

Bemerkung 3.9.1. Spditer werden wir Cos und Sin als die trigonometrischen
Funktionen cos und sin wiedererkennen und die Identitdt herleiten

Exp(z + iy) = e” (cos(y) + isin(y)), Vz=z+iy e C.



Kapitel 4

Stetigkeit

4.1 Grenzwerte von Funktionen

Bisher konnten wir mit Satz 3.3.2 Grenzwerte von Ausdriicken der Form

b
yk:%ziwmitakqa, be — b, ¢y — ¢, dp — d#0 (k— o)
k

behandeln. Allgemein untersuchen wir nun fiir eine Funktion f: Q2 — R”™ auf
einer Menge 2 C R¢ die Konvergenz von Folgen i = f(z1), wobei (23 )ren C
mit xp — z¢ (kK — o00). Der Limes der Folge (x) ke muss dabei nicht notwendig
selbst wieder in ) liegen.

Definition 4.1.1. Der Abschluss von 2 ist die Menge
Q={zecR% Ixp)ren CQ: xp — 2 (k — 00)}.

Bemerkung 4.1.1. Offenbar gilt Q@ C Q. (Zu x € Q betrachte die konstante
Folge v, =z — = (k — 00).)

Beispiel 4.1.1. i) ]0,1[ = [0,1].
ii) Sei B,(xo) = {x € RY; ||z — x0|| < 7}. Dann gilt

B.(zg) ={x € RY; |l — xo|| < r}.

Beweis. OBdA sei xg = 0.
“C”: Fiir o € R? mit ||z < r setze 2, = (1 — 1), k € N, mit

1
lek]l = (1 — E) lz]| <7, 2 — x (k — o00).

“27: Falls ||z]| > r, 2 — x (k — 00), so existiert ko mit
ekl = [lz]l = [l = zpll > 7 (k = ko).

Es folgt xy ¢ B,(0) fiir k > ko. O

49
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Sei f: Q@ —=R™ z9p€, acR™

Definition 4.1.2. f hat an der Stelle xy den Grenzwert a, falls fiir jede Folge
(k) ken in Q mit z, — xo9 (K — 00) gilt f(zr) — a (kK — o0).

Notation: lim f(z) = a.
T—xT0

Bemerkung 4.1.2. Fulls f einen Grenzwert besitzt an einer Stelle xg € €, so
muss gelten lim f(x) = f(xo). (Betrachte die konstante Folge x), = xo € (Q,
T—To

keNN.)
Beispiel 4.1.2. i) Seip: C — C das Polynom

p(z) =ag+aiz+---+anz", z€C,
mit Koeffizienten a; € C, 1 =0, ...,n. Nach Satz 3.3.2 gilt fiir zx — 29 (k — o)
plzr) = ap + a1z + -+ anzp — p(z0) (K — 00).

Also besitzt p an jeder Stelle zy € C den Grenzwert p(zp).

ii) Sei @ = R\{0}, f(z) = 1/x, © # 0. Dann gilt fir x, — xo # 0 nach Satz

3.3.2
1 1

flay) = — — — = f(xo) (k— o0).

Tk T
An der Stelle xo = 0 besitzt [ jedoch keinen Grenzwert. (Betrachte zum Beispiel
zp =1 — 0 (k—o0) mit f(z) =k — oo (k— c0).)
i) Sei Q =R, f: R — R die Funktion

fle) = {; o

die “charakteristische Funktion” von Q. Dann besitzt f an keiner Stelle xp € R

einen Grenzwert, denn zu jedem xoy € R gibt es eine Folge (xp)reny C Q mit

xp — xo (k — 00) und zudem eine Folge (yi)rewy C R\Q mit yr, — o (kK — 00).

(Falls ©o ¢ Q, wihle zum Beispiel als xy, die bei der k-ten Stelle abgebrochene

Dezimaldarstellung von xg, und yp = xo (k € WN). Falls xo € Q, wdhle zum

Beispiel x, = xo (k € IN) und yp = zo + (V2 — ag), wobei ar € Q mit ap, —

V2 (k= o))

Definition 4.1.3. Sei Q C RY, f: O — R".

i) f heisst stetig an der Stelle zy € Q, falls a := lim f(z) existiert (mit
r—x0

a = f(xo) gemiss Bemerkung 4.1.2).

ii) f heisst an der Stelle xo € Q\Q) stetig ergénzbar, falls lim f(x) exis-

T—T

tiert.

n

Beispiel 4.1.3. i) Ein Polynom p(z) = Y. apz" ist stetig an jeder Stelle z €
k=0

C.

1) Eine rationale Funktion p/q mit Polynomen p,q: C — C ist stetig in jedem
Punkt z des natiirlichen Definitionsbereichs Q = {z € C; q(z) # 0}.
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iii) Die stiickweise konstante Funktion f: R\{0} — R mit

f(x):{a’ z <0

b, >0

ist stetig an jeder Stelle xo # 0; sie ist jedoch fiir a # b an der Stelle o = 0
nicht stetig erganzbar.

iv) Sei —o0o < a < b < o0, f:la,b[— R monoton wachsend. Dann existieren
fiir jedes xg €)a,b| die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

flag)= _lim_ f(x), f(zg):= lim_ f(a),

Tr—xg, T>To r—xo, TITo

und f ist stetig an der Stelle xo genau dann, wenn f(zy) = f(zd) = f(20).

Beweis. Sei xq €]a,b. Falls (zx)ken Cla, b[ mit
T < Tr41 — o (K — 00),

so ist die Folge (f(zk))ren monoton wachsend und beschriankt. Gemiss Satz
3.3.1 existiert

klim fzr) = a.
Wir zeigen, dass der Limes unabhéingig ist von der gewéhlten Folge.

Behauptung. a = lim  f(x).

T—z0, T<T0
Beweis. Sei (yr)rew Cla, b mit yr, — xo (k — 00), yr < o fiir alle & € IN.
Zu € > 0 gibt es kg € IN mit
a—e< f(zr) <a, Yk>ko.
Da y — 2o (kK — 00), 21, < 2o (k € N), gibt es k1 € IN mit
Ty < Yp < X0, Vk> k.
Zusammen mit der Monotonie von f folgt
a—e< f(zr,) < flyr) < kILH;of(wk) =a, k2> ki;

d.h.
flyr) = a (k — o0).

O

Analog existiert f(xg). Offenbar gilt lim f(z) = f(z¢) genau dann, wenn

T—XTQ

flag) = f(ag) = f(o). H
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v) Sei f:]a,b[— R monoton wachsend. Da gemdss iv) fiir jede Unstetigkeits-
stelle xg €)a, b stets ein r =r(xo) € Q existiert mit

flag) <r < flag),

und da wegen der Monotonie von f fiir je zwei Unstetigkeitsstellen xqo, yo von
f gilt

zo < Yo = r(zo) < r(yo),
folgt, dass jede monotone Funktion in hdchstens abzdhlbar vielen Punkten uns-
tetig ist.
vi) Die (euklidsche) Norm ||-|| : R — R ist stetig an jeder Stelle xo € RY.

Beweis. Sei (x)ren mit zx — xo. Dann gilt

lzkll = [lzolll < [lex — zoll = 0 (k — o0). (4.1.1)

Die Norm ist ein Beispiel aus einer grossen Klasse stetiger Funktionen.

Definition 4.1.4. Eine Funktion f: Q C R? — R™ heisst Lipschitz stetig
mit Lipschitzkonstante L, falls gilt

1f (@) = fWI <L [le—yl, Vo,ye (4.1.2)

Beispiel 4.1.4. i) Die Norm ||-|| : R — R ist gemdss (4.1.1) Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L = 1.

+

ii) Die Funktionen R 3 x — x* = max{0, '} sind Lipschitz-stetig mit Lipschitz-

Konstante L = 1.

iti) Die Addition R™ x R™ 5 (z,y) — x +y € R"™ ist Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L = V2.

Beweis. Beachte die Aquivalenz R™ x R" ~ R?" mit

oo Y(z,y) € R X R™

2 2
1 Y)l[gn sme = 2 /lgn + 11y]

Fiir (z,y), (0,%0) € R™ x R™ folgt

2
Iz +y) = (@0 + yo)l[n < (I — zollgs + lly — vollg»)
2 2 2
<2(Jlz — zollgn + 1y — vollgn) = 211(=, ) — (0, y0)Ijn xmn -

wobei wir die elementare Ungleichung (a+b)? < 2a?+2b? fiir a,b € R benutzen,
welche unmittelbar aus Satz 2.2.2 folgt. O

Satz 4.1.1. Sei f: Q ¢ RY — R"™ Lipschitz-stetig mit_Lipschitz-Konstante
L > 0. Dann ist [ stetig (erginzbar) an jeder Stelle xy € €.
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Beweis. Sei xg € Q und sei (zg)gen C Q eine Folge mit x5, — z¢ (k — 00). Mit
(4.1.2) folgt
1f (@) = fzo)| < L [[zx — 2ol = 0 (k— o0).
Also ist f an der Stelle z( € € stetig.
Falls 79 € Q\Q, (zx)ren C Q mit 25, — 20 (K — 00), so folgt mit (4.1.2) analog
1f(@r) = fla)| < L flag — il = 0 (k1 — oo);

d.h. (f(zg))ken ist Cauchy-Folge, und gemiiss Satz 3.6.2 existiert a = klim f(zg).

Analoge existiert fiir jede Folge (yg)renw mit yp — 20 (K — o0) der Limes
b= klirn flyg), und

la =]l = Jim |1 Gex) = flw)ll < Jim (L i~ ]} = 0.

Also ist f an der Stelle zg € Q\Q stetig erginzbar. O

Beispiel 4.1.5. Das Skalarprodukt R"™ x R™ 3 (z,y) — z -y € R ist auf jeder
Kugel Br(0) C R™ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = /2R.

Beweis. Fiir x,y,xg,yo € Br(0) schiitze ab mit Satz 2.4.1

|z -y —x0 - yo| < |(x—z0) -yl + |20 (¥ — y0)]
< lz = ol [lyll + lzoll lly — woll < R(||z — zo|l + [y — woll)
S\/iRH(xvy)_(m07y0)Ha

analog zu Beispiel 4.1.4.iii). O

Beispiel 4.1.5 motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1.5. f: Q € R? — R" heisst lokal Lipschitz-stetig, falls zu
jedem xg € Q eine Umgebung U = B,(xo) N Q ezistiert, so dass die auf U
eingeschrinkte Funktion

flu:Usz— f(z) e R”
auf U Lipschitz-stetig ist.

Analog zu Satz 4.1.1 gilt

Satz 4.1.2. Sei f: Q C RY — R™ (lokal) Lipschitz-stetig. Dann ist f stetig an
jeder Stelle xq € €.

Beweis. Zu xg € Q wihle eine Umgebung U = B,(z) N Q von xg mit f|y
Lipschitz-stetig. Es sei L eine Lipschitz-Konstante fiir f|y. Falls (zx)ren Folge
in Q ist mit 2y — zo (k — ), so gilt fiir & > ko(U) auch ||z — x0l] < 7,
x € U; also

1f(zr) = f(@o)ll < L [lek — xoll =0, (k= ko, k — 00).
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4.2 Stetige Funktionen

Sei Q C RY, f: Q@ Cc R —» R™.

Definition 4.2.1. f heisst stetig auf €2, falls f in jedem Punkt xo € Q) stetig
15t.

Beispiel 4.2.1. i) Polynome sind stetige Funktionen auf C.

it) Rationale Funktionen p/q sind stetig auf Q = {z € C; q(z) # 0}.

iii) Ist f: Q C RY — R™ lokal Lipschitz-stetig, so ist f stetig auf §).

Satz 4.2.1. Sind f: Q C RY — R™ und g: R* — R! stetig, so ist auch deren
Komposition go f: Q C RY — R! stetig.

Beweis. Sei g € Q, und sei (zp)reny C Q mit zx — z¢ (K — 00). Dann gilt
zunéchst

Yk = f(xr) — f(x0) = 9o (k — o0).

Da g insbesondere stetig an der Stelle y, folgt weiter

ge) = g(f (@) = (90 ) “= g(yo) = (g0 (o)

go f ist also stetig an der Stelle zg. O

Mit Beispiel 4.1.4.iii) folgt

Satz 4.2.2. Sind f,g: Q C RY — R™ stetig, so sind auch die Funktionen f + g
und af stetig, wobei o € R beliebig. Die stetigen Funktionen f: Q — R™ bilden
also einen R-Vektorraum.

Notation: CO(Q;R") = {f: Q — R"; f ist stetig}.

Unter geeigneten Annahmen an € kann man den Raum C°(Q;RR") mit einer
Norm versehen.

Definition 4.2.2. K C R? heisst kompakt, falls jede Folge (xj)ren C K
einen Haufungspunkt in K besitzt; d.h. falls eine Teilfolge A C IN und ein zg € K
ezistieren mit

xp — a0 (k— o0, k€A).

Beispiel 4.2.2. i) Das “abgeschlossene” Intervall [0,1] ist kompakt.

Beweis. Jede Folge (xf)ren hat nach Satz 3.4.1 (Bolzano-Weierstrass) eine kon-
vergente Teilfolge x, — x¢ (k — o0, k € A), und mit 0 <z, <1 (k € IN) folgt
0 <z <1 mit Satz 3.3.2. O

it) Das “offene” Intervall |0, 1] ist nicht kompakt.

Beuweis. Die Folge x, = +, k € IN, mit 2, — 0 (k — oo) kann keinen weiteren
Hiufungspunkt z¢ €]0, 1] haben. O

iii) R ist nicht kompakt. (Betrachte xy, =k, k € IN.)
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iv) Allgemein gilt, dass eine kompakte Menge K C R® beschrinkt sein muss.
(Sonst gibt es zu jedem k € IN einen Punkt x), € K mit ||xg|| > k. Die Folge
(zk)kew kann keinen Hdiufungspunkt haben.) Spiter werden wir sehen, dass fir
beschrinkte  C R? die Menge Q stets kompakt ist; vergleiche Bemerkung 4.3.4.

v) S i={z € RY; ||z|| = 1} ist kompakt.

Beweis. Sei (zp)renw C S%1'. Nach Satz 3.6.3 gibt es eine Teilfolge A C NN,
2o € R? mit zp — 29 (k — oo, k € A). Da ||| : R — R gemiss Beispiel
4.1.3.iv) stetig ist, folgt 1 = ||| — [|2o] (K — oo, k € A), und zg € S¢~1. O

Lemma 4.2.1. Sei K C R kompakt. Dann ist K beschrdnkt und es gibt a,b € K
mit
a=inf K =min K, b=supK = max K.

Beweis. Zu k € IN wihle a; € K mit a;, < inf K + % Da K kompakt, gibt es
eine Teilfolge A C N, ¢ € K mit ap — a (kK — oo, k € A), und

a= lim a=inf K =minK.
k—oo, kEA

Analog b. O

Satz 4.2.3. Sei K C R? kompakt, f: K — R™ stetig. Dann ist f(K) kompakt.
Insbesondere nehmen stetige Funktionen f: K — R ihr Supremum und Infimum
an.

Beweis. Sei yp = f(zx), k € N, Folge in f(K). Da K C R? nach Annahme
kompakt ist, gibt es eine Teilfolge A C IN, 2o € K mit
g — xo (k— 00, k€A).
Da f stetig ist, folgt
yr = f(zr) — flzo) (kK — o0, k€ A);
also ist f(K') kompakt.

Der 2. Teil der Aussage folgt nun unmittelbar aus Lemma 4.2.1: Falls f(K) C R
kompakt, gibt es a = f(z9) € f(K), b= f(z1) € f(K) mit

o =min f(K) = inf f(z) = f(wo), b=maxf(K)=sup f(z)=f(z1).
O

Beispiel 4.2.3. i) Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt, und es exis-
tiert xo € [a,b] mit

F(xo) = max f(x)
ii) Analog existiert fiir kompaktes K C R? und stetiges f: K — R"™ ein xo € K
mit

17 (o)l = max || ()] -

Beweis. Die Funktion F = |-|| o f: K — R ist stetig wegen Satz 4.2.1 und
Beispiel 4.1.3.iv). O
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4.3 Ein wenig Topologie

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass die “Gestalt” einer Men-
ge © C R? in interessanter Weise zusammenwirkt mit dem Begriff der Stetigkeit
von Funktionen f: Q@ — R™. Was ist jedoch der “Abschluss” einer Menge 2,
und wann ist ein Q “kompakt”? - Auskunft auf diese Fragen gibt das Teilgebiet
Topologie der Mathematik, mit dem wir uns nun ein wenig beschéftigen.

Definition 4.3.1. i) Sei xyp € R?. Der offene Ball vom Radius r > 0 um xg
ist die Menge
By(z0) = {z € RY; |z — 20| < 7}.

1) xo € Q heisst innerer Punkt von Q, falls

Ir>0: Bp(xg) C Q.

iii) @ C RY heisst offen, falls jedes o € Q ein innerer Punkt ist.
Beispiel 4.3.1. i) Jeder offene Ball Br(a) C R ist offen.

Beweis. Sei xg € Br(a). Setze r = R — |zo — a| > 0. Dann gilt fir © € B, (o)
|z —a| < |z —zo|+|z0 — a| < R.
———
<r

Also gilt By(x9) C Br(a), und Bg(a) ist offen. O

ii) Mit i) ist jedes offene Intervall Ja,b[= B,(z;R) offen, wo z = “t° und
r= 1’77‘1 > 0.
11i) Das halboffene Intervall
[a,b[={z € R; a <z < b}
ist nicht offen, da a kein innerer Punkt ist.
Die folgenden Eigenschaften charakterisieren die durch die offenen Mengen er-
klirte “Topologie” auf R<.
Satz 4.3.1. Es gilt
i) 0, R sind offen,
i) Q1, Qo C R offen = Q1 N Qs offen,

iii) Q, C R offen, L€ I = | Q, offen.
el

Beweis. 1) klar.
i) Sei x € Q1 NQy C Qy, i =1,2. Da Q; offen, existiert r; > 0 mit
By (x) Qi i=1,2.
Fiir » = min{ry, ro} > 0 gilt dann
B,(z) C By, (z) CQ, i=1,2,
also B,.(z) C 1 N Qs.
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ili) Sei z € | ,. Dann gibt es ¢g € I mit z € Q,,. Da Q,, offen, gibt es r > 0
el
mit
B.(z) c Q, c .
el
O

Bemerkung 4.3.1. Im allgemeinen ist der Durchschnitt unendlich vieler offe-
ner Mengen nicht offen; zum Beispiel gilt

() Bi/x(0) = {0}.
k=1

Definition 4.3.2. A C R? heisst abgeschlossen, falls R\ A offen ist.

Beispiel 4.3.2. [a, b] ist abgeschlossen, da | —o0,a[ U |b, oo[ nach Beispiel 4.3.1
und Satz 4.8.1.4) offen ist.

Satz 4.3.2. Es gilt

i) 0, RY sind abgeschlossen;

it) A1, As abgeschlossen = Ay U As abgeschlossen,

iii) A, abgeschlossen fir € I = () A, abgeschlossen.

el

Beweis. Direkt aus Satz 4.3.1 mit den de Morganschen Regeln, Ubung 1.4. Zum
Beispiel sieht man ii), wie folgt.

Seien A; 5 abgeschlossen, ; = R\ A; also offen, i = 1, 2. Mit Satz 4.3.1.ii) folgt
(A1 UA2) = (AfNAS) = Ny
ist offen; A1 U A5 ist also abgeschlossen. O

Definition 4.3.3. i) Die Menge der inneren Punkte von (2,

int(@Q) = |J U=
UcQ,U offen
heisst offener Kern oder das Innere (engl.: interior) von €.
it) Die Menge
clos(Q) = ﬂ A

ADQ, A abgeschlossen
heisst Abschluss (engl.: closure) von €.
iit) Die Menge
00 = clos(Q)\int(2)
heisst Rand von €.

Bemerkung 4.3.2. i) Nach Satz 4.5.1.iii) ist Q° C Q offen. Offenbar ist U =
Q° die grosste offene Menge U C 2, und Q offen genau dann, wenn Q = Q°.
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it) Analog ist nach Satz 4.3.2.1i1) die Menge A = clos(2) D Q die kleinste
abgeschlossene Menge A D Q, und Q ist abgeschlossen genau dann, wenn ) =
clos(92).

iii) Falls B.(z9) N Q = 0 fiir ein v > 0, so folgt xog ¢ clos(Q). (Wihle A =
R™\B,(z0) D Q.) Da clos() abgeschlossen, R\clos(Y) offen, gilt auch die
Umkehrung.

Wir kénnen nun den im vorigen Abschnitt eingefithrten Abschluss einer Menge
Q identifizieren.

Satz 4.3.3. Fir Q C R? gilt

clos(Q) = Q = {zo € RY I(2p)ren C Q, 2 (k2p0) To}.

Beweis. “C”: Seixg € clos(2). Nach Bemerkung 4.3.2.iii) gibt es zu jedem r > 0
einz € B.(x) N Q. Zurg = % wiéhle 2y, € By, (x9) N Q, k € IN. Offenbar gilt

1
lz = zoll <7 = - =0 (k — o0);

also zg € Q.
“D7: Sei xg = hm xy, fiir eine Folge (zy)renw C 2. Nimm widerspruchsweise an,
dass xg ¢ clos( ) Nach Bemerkung 4.3.2.iii) gibt es » > 0 mit
B () NQ = 0.
Mit z — xg (k — o0) folgt jedoch xy € B,.(zg) fiir k > ko, und xy, € Q. O
Beispiel 4.3.3. Mit Satz 4.53.3 und Beispiel 4.1.1.ii) erhalten wir
clos(Br(0)) = Br(0) = {x € R%; ||z|| < R}.

Was kann man aussagen iiber den Rand einer Menge?
Bemerkung 4.3.3. i) 99 = Q\Q° = QN (R*\Q°) ist abgeschlossen.
ii) Mit Q° C Q C Q folgt Q = Q° U N, und die Zerlegung ist disjunkt.

ii1) Somit erhalten wir das Kriterium
Q c R? abgeschlossen < Q=0 =Q° U 00 ¢ (2 SV 00 c Q.

Beispiel 4.3.4. i) 0Br(0) = Br(0)\Br(0) = {z; ||z|| = R}, da Br(0) =
Br(0)° offen.
ii) Sei Q2 = Q C R. Da jedes Intervall B,.(z) =]z —r,z+7[C R sowohl rationale
als auch irrationale Punkte (zum Beispiel der Form V24 q firq € Q) enthdlt,
gilt

Q° =0, R\Q)°=
Somit ist A =R die einzige abgeschlossene Menge A O Q (denn R\A muss in
(R\Q)° = 0 enthalten sein), und Q = R. Es folgt

0Q =Q\Q° =

Der Rand einer Menge Q kann also erstaunlich gross sein.
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Satz 4.3.4. Fiir Q ¢ R? gilt
N={xecRY Vr>0: B.(x)NQ#0# B.(x)\Q}.

Beweis. “C”: Sei z € 9Q, und sei r > 0. Falls B,.(x) N Q = 0, so folgt = ¢ Q
nach Bemerkung 4.3.2.iii), also z ¢ 9Q C Q im Widerspruch zur Annahme. Falls
B,(z) C Q, so folgt x € Q°, also x ¢ 9Q = Q\Q°, was ebenfalls der Annahme
widerspricht.

“O7: Sei x ¢ 09, also entweder x ¢ Q oder x € Q°. Falls ¢ Q gibt es nach
Bemerkung 4.3.2.iii) ein » > 0 mit B,(z) N Q = 0. Falls € Q°, gibt es r > 0
mit B,(z) C 2° C Q, also B,.(z)\Q2 = 0. O

Die Sétze 4.3.3 und 4.3.4 ergeben die folgene Charakterisierung abgeschlossener
Mengen in R¢ mittels Folgen.

Satz 4.3.5 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Fiir A C RY sind dquiva-
lent:

i) A ist abgeschlossen,

it) V(zr)kew CA: x — 29 (K — 00) = 29 € A.

Beweis. i) = 1ii): Sei A abgeschlossen. Mit Satz 4.3.3 erhalten wir
A =clos(A) = A= {xo; Iar)kew CA: xp — ¢ (k— 00)},

und ii) folgt.

i) = i) Es gelte ii). Nimm an, A # A (Bom 139 54 U A°. Damn gibt es
wegen A° C A ein zy € OA\A. Mit Satz 4.3.4 erhalten wir fiir 7, = + Punkte
xi € By (ro) N A mit x, — z¢ (k — 00), aber xy ¢ A im Widerspruch zu
i). O
Satz 4.3.5 erlaubt nun eine einfache Charakterisierung kompakter Mengen in
R

Satz 4.3.6. Fir K C R? sind dquivalent

i) K ist (folgen)-kompakt im Sinne der Definition 4.2.2,

it) K ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. i) = ii): Nach Beispiel 4.2.2.iv) ist jede kompakte Menge K beschrinkt.
Zum Beweis der Abgeschlossenheit von K Sei (2)rew C K mit 25 — zo (k —
00). Dann ist xg der einzige Haufungspunkt von (xj)ren. Nach Annahme ist
K (folgen)-kompakt; also besitzt (zj)renw einen Haufungspunkt in K. Es folgt
o € K, und nach Satz 4.3.4 ist K abgeschlossen.

it) = i): Sei K beschrénkt und abgeschlossen, und sei (z)ren Folge in K. Nach
Satz 3.6.3 gibt es zp € R? und eine Teilfolge A C IN mit x, — (k— o0, k€
A). Da K abgeschlossen, folgt mit Satz 4.3.5 x¢ € K, wie gewiinscht. O

Bemerkung 4.3.4. Fiir beschrinktes Q ist somit Q stets kompakt.
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4.4 Aquivalente Normen

Die “Topologie” der offenen Mengen in R¢ ist durch die offenen Biille B,.(z¢) C
R¢ definiert. Neben der euklidischen Norm aus Satz 2.4.2 kann man jedoch auch
andere Normen definieren, die ebenfalls die Eigenschaften in Satz 2.4.2.1)-iii)
besitzen.

Definition 4.4.1. Eine Norm auf R? ist eine Abbildung |-|| : RY — R mit den
Eigenschaften

i) Definitheit: ||z|| > 0, ||lz||=0< 2 =0,
it) Positive Homogenitit: ||az| = |o ||z,
iii) Dreiecks-Ungleichung: ||z + y|| < ||=| + [ly]]
fiir alle z,y € R?, a € R.

Beispiel 4.4.1. Fir 1 <p < oo definiert

eine Norm auf R?, ebenso fiir p = oo der Ausdruck

||J"Hoo = lrgiafxdh:il’ T = (xlv' .. ,l‘d) S Rd~

Offenbar gilt fiir alle v = (x1,...,24) € RY, 1 < p < oo:

2]l = max |z;| < [|2[, = Q/Z joil” <Y Jail = llzlly < dllzll . (44.1)

Definition 4.4.2. Zwei Normen ||-||(1), ||~H(2) : RY — R heissen dquivalent,
falls C' > 0 existiert mit

1

&zl < lz® < 0 Jl2) ), Vo e R (44.2)
Beispiel 4.4.2. Je zwei der in Beispiel 4.4.1 definierten Normen ||'||p, ||'Hq;
1 < p,q < oo sind wegen (4.4.1) dquivalent.
Bemerkung 4.4.1. Aquivalente Normen ||-||(1), ||-||(2) definieren dieselben of-

fenen Mengen.
Beweis. Fiir die Normkugeln Bﬁi)(:co) ={z; ||z — on(i) < r} gilt mit (4.4.2)

B (z9) € BP (wo) C BE) (w0);

T

also ist xzp € ) innerer Punkt von 2 bzgl. ||~||(2) genau dann, wenn zy € 2
innerer Punkt ist bzgl. H-||(1). O
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Satz 4.4.1. Je zwei Normen ||~||(1), ||~H(2) : R4 — R sind dquivalent.

Beweis. Es geniigt, den Fall ||~H(2) = ||z||, zu betrachten, wobei ||-||, wie in
Beispiel 4.4.1 die euklidische Norm bezeichnet. Der Kiirze halber schreiben wir
auch [|-|| anstelle von ||-||(1).

Behauptung 1. ||| : RY — R ist Lipschitz stetig bzgl. |||,

d
Beweis. Fiir z,y € R mit y —x = 2 = (21,...,24) = Y. 2e; schiitze ab
i=1

d d
ly =zl =zl < D llziesl = Y Jzil lles]
i=1 i=1

d
<C zi| < Cdmax|z;)| < Cd||z||, = Cd ||y — x|, .
; 2 2

i=1

O
Nach Beispiel 4.2.3.iii) ist S9~1 € R? kompakt. Gemiss Satz 4.2.3 gibt es Zin,
Zomaz € ST mit

A= |lzminll = inf |zl < sup |[[z] = [[zmea| =2 A,
reSd—1 ze§d—1

und 0 < A < A wegen Definition 4.4.1. Wihle C' = max{A, 1}. Es folgt

1
c

xT

||37H2

= v e ref0).
(EAPS

<

4.5 Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit

Sei Q C RY, zg € Q.

Definition 4.5.1. i) U C Q heisst Umgebung von xg relativ zu Q, falls r > 0
existiert mit
BT(.T()) neQ cU.

it) U C Q heisst relativ offen, falls U Umgebung jedes Punktes xg € U ist;
d.h. falls U = ENQ fiir eine offene Menge E C R?.

iii) A C Q) heisst relativ abgeschlossen, falls Q\ A relativ offen ist; d.h. falls
A =FNQ fir ein abgeschlossenes F C RY.

Satz 4.5.1. Sei f: Q1 — R", g € Q. Es sind dquivalent
i) f ist stetig an der Stelle xg gemdss Definition 4.1.3 (Folgenkriterium);
it) Ye >0 35 >0 Vo € Q:

= ol <& = [If(z) = fzo)ll <e

(Weierstrass’sches € — 0— Kriterium);
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iii) Fiir jede Umgebung V von f(xg) in R™ ist U = f~1(V) eine Umgebung von
zo in Q.
Beweis. i) = i) (indirekt): Nimm an, fiir ein € > 0 und jedes 6 > 0 gibt es
z € QN Bs(xo): |[f(z) — f(zo)l| = €
Fiir 6, = 1, k € N erhalten wir eine Folge (z4)ren C €2 mit
zp — o (k= 00), flar) # flzo) (k— o0)

im Widerspruch zu i).

i1) = iii): Sei V- Umgebung von f(zo) in R™, und seien € > 0 mit B.(f(xo)) C V
und dazu 6 > 0 gemdéss ii) gewdhlt. Mit ii) folgt f(x) € Be(f(z0))) fir alle
x € Bs(xo) N, also

Bs(wo) NQ C fH(Be(f(w0))) € f7H(V).

i) = ii): Zu V = B.(f(x0)) gibt es nach iii) ein § > 0 mit Bs(x¢)NQ C f~1(V);
d.h. ii).

i) = i) Sel (zp)kew C Q mit xp — z9 (kK — 00). Zu € > 0 wihle 6 > 0
gemiiss ii), dazu ko mit

lzk — zol| <0, Vk > ko.

Mit ii) folgt
[/ (k) = f(zo)ll <€ Vk = ko

d.h. f(ax) — f(zo) (k — o0). O
Beispiel 4.5.1. Mit Satz 4.5.1 erkennt man nun sofort, dass f = xq: R — R
mit
1, z€Q
flx) =
0, z¢Q

an keiner Stelle xg € Q stetig ist, denn
13
172 2 _
500 =0

ist wegen Beispiel 4.3.4.1) keine Umgebung von xo. Analog ist f in keiner Stelle

xo ¢ Q stetig, denn Ll
P ) =R

hat leeres Inneres; vergleiche Beispiel 4.1.2.1i).

Aus Satz 4.5.1 ergibt sich nun das folgende, dusserst elegante topologische Kri-
terium fiir die Stetigkeit einer Funktion f: Q@ — R".

Satz 4.5.2. Fiir f: Q — R" sind dquivalent
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i) f ist stetig (in allen Punkten xo € Q);
i) Das Urbild U = f=1(V) jeder offenen Menge V. C R™ ist relativ offen;

iii) Das Urbild A = f~1(B) jeder abgeschlossenen Menge B C R™ ist relativ
abgeschlossen.

Beweis. i) = ii): Sei V. C R" offen, zp € U = f~1(V). Da f stetig an der
Stelle xg, ist nach Satz 4.5.1 der Punkt xy innerer Punkt von U relativ zu Q.
Da zy € U beliebig, ist U somit relativ offen.

it) = 4i): Sei F' C R™ abgeschlossen. Dann ist V' = R™\F offen, mit ii) also
U = f~Y(V) relativ offen, und mit Definition 4.5.1.iii) folgt
A= fHF) = [T RNV) = Q\fTH(V) = Q\U

ist relativ abgeschlossen.

iii) = 11): analog.

it) = i): Da jede Umgebung W eines Punktes yo = f(z0) eine offene Umgebung
V von yo enthilt, ist f~1(W) D f~1(V) nach ii) Umgebung von zo. O

4.6 Zwischenwertsatz und Folgerungen

Die Stetigkeit einer Funktion hat noch weitere Konsequenzen. Wir betrachten
zunichst reelle Funktionen auf Intervallen.

Satz 4.6.1. Seien —oco < a < b < oo, und sei f: [a,b] — R stetig, f(a) < f(b).
Dann gibt es zu jedem y € [f(a), f(b)] ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Beweis. Wir verfahren dhnlich wie im Beweis von Folgerung 2.2.2.vii) mittels
Bisektion. Definiere a; = a, by = b. Seien ay,...,a; sowie by,..., by bereits
definiert mit

ap < - <ap <bp << by

und
fla)) <y < fbm), 1<m, 1<k,

sowie
|ak — bk| = 21_k |CL — b| .

Sei ¢ = 2:tbe TFalls gilt f(c) > y, setzen wir

g1 = Ak, by =¢
falls f(c) < y, setzen wir

Qp4+1 = ¢, bpi1 = by.

Wir erhalten in jedem Fall agy1 > ag, bpt1 < by mit flars1) <y < f(bry1),
und

1 _
|ak+1 — bk+1| = 5 \ak 7bk‘ =2 k.
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Die Folgen (ag)ken, (bk)ken sind monoton und beschréinkt. Nach Satz 3.3.1 gibt
es

@= lim ar <b= lim by,
k—oo k—oo

und mit Satz 3.3.2 folgt
la—b| = klingo |ax — br| = 0.
D.h.@=b=:z € [a,b]. Da f stetig, folgt mit Satz 3.3.2 schliesslich
y < lim f(by) = f(z) = lim flar) <y;
also f(x) =y, wie gewiinscht. O
Beispiel 4.6.1. i) Seip: R — R ein Polynom von ungeradem Grad. Dann hat

p eine Nullstelle.

Beweis. Beachte |p(z)| — oo fiir |z| — co. OBdA p(x) — oo fiir £ — oco. (Sonst
betrachte p = —p.) Da deg(p) ungerade, folgt p(z) — —oo fiir z — —oo, und
die Behauptung folgt mit Satz 4.6.1. O

i1) Jede 3 x 3 Matriz A mit Koeffizienten in R hat mindestens einen Eigenwert
AeRR.

Beweis. Das charakteristische Polynom p von A hat Grad 3; die Nullstellen A
von p sind genau die Eigenwerte von A. (Siehe: “Lineare Algebra”). O

Definition 4.6.1. f: [a,b] — R heisst streng monoton wachsend, falls gilt
a<z<y<b= f(z)< f(y). (4.6.1)

Satz 4.6.2. Sei f: [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Setze f(a) =
¢, f(b) =d. Dann ist f: [a,b] — [c,d] bijektiv, und f~1 ist stetig.

Beweis. f ist injektiv mit im(f) C [e,d] wegen (4.6.1) und surjektiv gemiss
Satz 4.6.1, also bijektiv.

Zum Nachweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion sei yx = f(zx), k¥ € IN, mit
Y — Yo € [c,d]. Es gilt yo = f(xo) fiir ein xg € [a,b]. Die Folge (z)ren hat
einen Hiufungspunkt « in der kompakten Menge [a, b], und

flz) = klin;o f(wx) = yo = f(z0).

Mit (4.6.1) folgt = (. Analog hat auch jede Teilfolge von (zx)ren denselben
Haufungspunkt zq; insbesondere gilt

limsup z = liminf x, = xg,
k—o0 k—o0

also
F k) =z — 20 = f (yo) (k— o).
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Ein analoger Satz gilt auf offenen Intervallen.

Satz 4.6.3. Sei f: ]a,b[— R stetig und streng monoton wachsend mit monoto-
nen Limites
—00 < ¢:=lim f(z) < lim f(z) =: d < 0.
zla zTb

Dann ist f: |a,b[—]c,d| bijektiv, und f=1 ist stetig.

Beweis. Dass f: ]a,b[—]c, d[ bijektiv, folgt wie in Satz 4.6.2.
Fiir yr, = f(xx) €le, d[ mit yr, — yo €le, d[ (k — o0) gilt

c<6::irlifyk <supyp =:d < d.
k

Seien
a<a<b<bd
mit B 3
f@ =ze, f(b)=d.

Auf die auf das abgeschlossene Intervall [@,b] eingeschrinkte Funktion f =

f|[a,E]: [a,b] — [¢,d] ist Satz 4.6.2 anwendbar. Es folgt

(k—o0)

wp= ()" o) = o) = @0 = (F)" o) = £ (o),
also ist f~! stetig. O

Beispiel 4.6.2. i) Sein € IN. Die Potenzfunktion R 3 x — z™ € R ist stetig
gemdss Beispiel 4.1.3. Weiter gilt fir 0 < x,y < co:

Yyt =(y—a) (T Yy et 2,

>0

also folgt

r<y=z"<y"
d.h. die Potenzfunktion x — x™ ist streng monoton wachsend auf R4 =0, ool.
Mit Satz 4.6.3 folgt, dass die Wurzelfunktion Ry >y — /y € Ry stetig ist.
ii) Betrachte die Funktion Exzp: R — R, R 3 2 — Exp(x) € R.

Behauptung. Exp > 0, Exp ist stetig und streng monoton wachsend mit
Ezp(R) =]0, 0cl.

Beweis. Mit dem Additionstheorem gemiiss Korollar 3.8.1 folgt zunéchst

T

Eap(x) = (Exp(3))” 2 0,

wegen
Ezxp(x) =1/Exp(—x) #0 (4.6.2)

also
Exp(z) >0, Vo € R.
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Weiter gilt fiir |h| < 1

oo

> pk
Z? ZI\ |h|—>0(h—>0),

also fiir x = xg + h — o mit Korollar 3.8.1

|Exp(h) — 1| =

Exp(z) — Exp(xg) = Exp(xo)(Exp(h) — 1) — 0, (4.6.3)

und die Funktion Exp ist stetig. Da

ergibt (4.6.3) zudem die gewiinschte Monotonie
Exp(xo) < Exp(x) fir o < x =z + h.

Schliesslich gilt offenbar Exzp(x) — oo (x — oo0) und mit (4.6.2) also auch
Ezp(z) = 0 (x — —o0). O

Gemdss Satz 4.6.3 besitzt Exp: R —]0,00[ die stetige Umkehrfunktion
Log = (Exth)_l : 10, 00[— R.

Wegen der Identitdt
Exp(x) =", Vx € Q

gemdss Satz 3.9.2 stimmt Log ftiberein mit dem natiirlichen Logarithmus
Log =log. (Die vielfach gebriuchliche Notation In verwenden wir nicht.) Mit

Exp(Log(x) + Log(y)) = Exp(Log(x)) - Exp(Log(y)) = vy
folgt zudem das Additionstheorem fiir Log
Log(xy) = Log(x) + Log(y), Yx,y > 0. (4.6.4)

Bemerkung 4.6.1. Die Eigenschaft (4.6.4) ermdglicht das vereinfachte Multi-
plizieren mittels Rechenschieber oder Logarithmentafel (Jost Birgi (1552-1632)).

Der Zwischenwertsatz hat auch topologische Konsequenzen.
Satz 4.6.4. Sei I =[0,1] = Oy UQy, wobei o C I relativ offen mit Oy N1 #
0 # QaNI. Dann ist Q1 N Qs # 0.

Beweis (indirekt). Sei I = 1 U Qq, wobei () # Q4 5 C I relativ offen mit Oy N
Qo = 0. Definiere f: [0,1] — R mit

1, ze
f(w) N {2, T € Q.

Dann ist f stetig, da alle moglichen Urbilder @, 4, Qs, [0,1] relativ offen sind.
Fiir a € Q4, b € Qs folgt daher mit Satz 4.6.1, dass fiir ein = € [a,b] gilt
f(z) = 1/2, was jedoch der Definition von f widerspricht. O
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Definition 4.6.2. Allgemein heisst Q C R? (stetig) wegzusammenhiingend,
falls zu je zwei Punkten xo, x1 € Q ein stetiger “Weg” ~v: [0,1] — Q existiert
mit 7(0) = zo, ¥(1) = z1.

Beispiel 4.6.3. i) R ist wegzusammenhdingend.

i) Br(0) C R? ist wegzusammenhingend, und allgemein jede konvexe Menge.

Korollar 4.6.1. Sei Q C RY wegzusammenhingend, und sei E C Q sowohl
relativ offen als auch relativ abgeschlossen. Dann gilt E = () oder E = ().

Beweis. Setze Fg = E, E; = Q\E. Dann sind E; C Q relativ offen mit EgNE; =
(. Nimm widerspruchsweise an Eq # 0 # E;. Wihle Punkte z; € E;, i =
0,1. Da Q wegzusammenhéngend, gibt es einen stetigen Weg v: [0, 1] — Q mit
7(0) = xg, ¥(1) = x1. Dann sind Q; = v~ }(E;) C [0, 1] relativ offen, disjunkt,
und nichtleer, und [0, 1] = Q¢ U Q; im Widerspruch zu Satz 4.6.4. O

4.7 Supremumsnorm

Sei Q c R
Definition 4.7.1. f: Q — R" heisst auf Q stetig erginzbar, falls

lim EQf(x) =: f(z0)

Tr—To, T

existiert fiir alle xg € Q, d.h. falls eine stetige Funktion F: Q — R™ existiert
mit FlQ = f

Beispiel 4.7.1. Exp: R — R st die stetige Fortsetzung der Funktion f(x) =
e’ x € Q.

Satz 4.7.1. Sei Q C R? beschrinkt, f: Q@ — R™ stetig auf Q erginzbar. Dann
gilt
[fllco = sup [[f(z)[| < oo,
TEQ
und ||| definiert eine Norm auf

Co%Q; R™) = {f: Q— R"; f ist auf Q stetig erginzber},

die Supremumsnorm.

Beweis. Nach Satz 4.2.3 nimmt die stetige Funktion F' = [|-[| o f auf der kom-
pakten Menge 2 ihr Supremum an einer Stelle zy €  an, wo

[fllco = sup [[f(2) ]| = £ (zo) || < oo
zeN

Definitheit und positive Homogenitét der Norm sind offensichtlich; die Dreiecks-
Ungleichung folgt mit

I +dllco < sup([f (@) + lg(2)]]) < sup || f(2)] +sup [[g(y)
zeQ zeQ yeQ

= IFllco +llglico -
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Notation. Zur besseren Unterscheidung der Norm im Funktionenraum C°
von der Norm in R™ schreiben wir in Zukunft |z| statt ||z|| fiir die (euklidische)
Norm von x € R™.

Wann ist eine stetige Funktion f: Q — R™ auf Q stetig erginzbar?

Definition 4.7.2. f: Q — R"™ heisst gleichméissig stetig, falls gilt

Ve >030>0Ve,yeQ:

[z -yl <d=[f(z) - fly) <e (4.7.1)

Beispiel 4.7.2. Fulls f: Q — R™ Lipschitz stetig, so ist [ gleichmdssig stetig.
(Wihle § = €/L, wobei L > 0 Lipschitz-Konstante von f ist.)

Satz 4.7.2. Sei f: Q — R" gleichmdssig stetig. Dann kann man f auf Q stetig
erganzen.

Beweis. Sei (zx)rew C Q mit zp — 29 € Q (K — 00). Zu € > 0 wihle § > 0
gemiiss (4.7.1), dazu ko € IN mit

‘SC]C 7$l| < 5, Vk > ko.

Mit (4.7.1) folgt
|f(zk) — f(x)| <€ VEk > ko;

also ist (f(zr))ren Cauchy-Folge. Nach Satz 3.6.2 gibt es a = klirn f(zg), und
a ist unabhéngig von der Wahl von (zy)ken- O
Umgekehrt gilt

Satz 4.7.3. Sei Q C R? beschrinkt, f: Q@ — R" stetig und auf Q stetig
erginzbar. Dann ist f gleichmdssig stetig.

Beweis. Andernfalls gibt es € > 0 so, dass fiir jedes § > 0 Punkte z,y €
existieren mit

[z =yl <ON[f(x) = fY)l = e (4.7.2)

Zu 6 = % erhalten wir so xz, yx € Q mit (4.7.2), k € N. Da Q kompakt, gibt
es eine Teilfolge A C IN, 29 € Q mit

xp — a0 (k— o0, keA).
Also gilt auch yr — xg, da
lye — @0l < |k — yr| + ok — 20l = 0 (K — 00, k€A).
———
<1/k
Es folgt
e < |f(yr) — f(@i)| = [f(@0) = f(@0)| =0 (k — 00, k€A,

im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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4.8 Punktweise und gleichmissige Konvergenz

Sei Q C R%, und seien f, fi: Q@ — R", k€ IN.

Definition 4.8.1. i) Die Folge (fi)ren konvergiert punktweise gegen f,
falls gilt

fe(x) = f(x) (k— o0), Vae.
it) Die Folge (fr)ren konvergiert gleichmissig gegen f, fi gim. f (k — o00),
falls

sup |fx(z) = f(z)] = 0 (k — o0).
e

Beispiel 4.8.1. i) Sei fi(z) = 2%, k€N, 0 <z < 1. Offenbar gilt

(k—oo) |0, =<1,
fk(m) - {17 T = 1;

die Folge (fr)ken ist also punktweise konvergent. Beachte, dass fi: [0,1] — R
fiir jedes k € N stetig ist, die Limesfunktion f: [0,1] — R mit

o= 25,

hingegen nicht.

o0
ii) Seien (ax)ren, C C, p(2) = 3. arz”® die Potenzreihe in z € C mit Konver-
k=0
genzradius
1

ng:r :
imsup, o 4/ |axl

< o0.

Nimm an, p > 0. Dann konvergieren die Polynome

n—1

pn(z) = Z apz®
k=0

gleichmissig gegen p auf B,-(0) fiir jedes r < p.

Beweis. Wiahle r < s < p. Fiir |z| < r schétze ab

oo oo
k
p(2) = pa ()] <D lax| [21° <D Ja|r*
k=n

k=n
Slanl (£) s < () D larls" =0 (n— o),
k=n k=0
—_———
<oo
gleichméssig in z. O

Welche Konsequenzen hat die gleichméssige Konvergenz? Ist p insbesondere
stetig in B,(0)?
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Satz 4.8.1. Seien fi.: Q C RY — R" stetig, k € IN. Weiter gelte fy, glm- fk—
o0) fiir ein f: Q — R™. Dann ist [ stetig.

Beweis. Fixiere xg € Q. Zu € > 0 wahle kg € IN mit
smPz |fr(x) — f(z)| <€, VEk>ko.
A

Fixiere k = ko. Da f, stetig, gibt es 6 > 0, so dass

|z = x| <& = |fio (%) = fro(20)] < e

fir alle z € Q. Es folgt

[f(@) = fzo)l < [f(@) = o (@) + | Fro () = fro (@0)| + | fro (20) — f(0)| < 3e

fiir alle z € Q mit |z — xo| < §. Nach Satz 4.5.1 ist f stetig an der Stelle x¢; da
x( beliebig, folgt die Behauptung. O

Korollar 4.8.1. Potenzreihen sind stetig im Innern thres Konvergenzkreises.
Beweis. Unmittelbar aus Satz 4.8.1 mit Beispiel 4.8.1.ii). O

Sind Cauchy-Folgen (fi)rew in C°(Q; R™) analog zu Satz 3.6.2 konvergent?
Satz 4.8.2. Sei (fx)ken Folge in C°(Q; R™) mit

& — filloo — 0 (k,1 — o0).

glm.

Dann gibt es f € C°(Q; R™) mit fr — f (k — o0).

Beweis. Fiir jedes xo € € ist wegen
|fr(@o) = fulzo)| < sup |fr(x) = ful@)| = fk = fil co — 0 (k,1 — o)
xre

die Folge (fk(70))ren Cauchy-Folge in R™. Also existiert geméss Satz 3.6.2 fiir
jedes xg € ) der punktweise Limes

f(xo) = leH;O fk(l'o)
Weiter gilt
@) = F(@)| = Jim | fi(z) = fila)

<limsup || fx — fil co = 0 (k — 00),

l—o0

gleichmissig in x; d.h. fj gl f (k — o0), und Satz 4.8.1 ergibt, dass f stetig

ist auf Q. O

Der Raum C°(Q; R™) ist also metrisch vollstéindig bzgl. der Supremums-
norm, er ist ein Banachraum.

Wie R die rationalen Zahlen Q als abzéhlbare dichte Teilmenge enthélt, so gibt
es auch in C°(Q; R™) stets abziihlbare dichte Teilmengen. Falls insbesondere
2 =la, b[C R, so gilt beispielsweise der folgende Satz von Weierstrass.
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Satz 4.8.3 (Weierstrass). Sei I =|a,b[, und sei f € C°(I) gegeben. Dann gibt
es Polynome py, k € IN, mit py gim. f (k— 00).

Da man in Satz 4.8.3 die Koeffizienten der Polynome pj insbesondere auch
rational withlen kann, erhélt man sogar eine abzéhlbare Familie, die bzgl. [|-[| -0
in C°(T) dicht liegt.
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Kapitel 5

Differentialrechnung auf R

5.1 Differential und Differentiationsregeln

Sei 2 C R offen, f: Q — R, x¢ € Q.

Definition 5.1.1. i) f heisst differenzierbar an der Stelle x, falls der Grenz-

wert
1) = 160) gy = 4 (2

lim
r—T0, THTQ T — Xo

existiert. In diesem Fall heisst f'(xg) die Ableitung (das Differential) von f
an der Stelle xg.

it) Analog heisst f = (f1,...,fn): & — R™ an der Stelle xy differenzierbar,
falls jede der Komponentenfunktionen f; an der Stelle xo differenzierbar ist,

und f'(xo) = (fi(xo0),..., f1(z0))-
(z0)

Bemerkung 5.1.1. Geometrisch entspricht der Differenzenquotient %
der Steigung der Sekanten durch die Punkte (z, f(z)), (zo, f(x0)) des Graphen
G(f), das Differential f'(xq) der Steigung der Tangente an G(f) im Punkt

(o, f(w0))-

Definition 5.1.2. f: Q — R" heisst auf Q) differenzierbar, falls f an jeder
Stelle xo € Q differenzierbar ist.

Beispiel 5.1.1. i) Sei f(z) = mz +b, v € R, mit Konstanten m, b € R. Es
gilt
f(x) = fxo)

r — X

=m, Yz # xg;

also ist f an jeder Stelle xg € R differenzierbar mit f'(xq) = m.

it) Die Funktion f(zx) = |z|, z € R, ist an der Stelle xg = 0 nicht differenzier-
bar, da

Ao e () YN . Y # lim
z10 z—0 z10 T z]0

f@) ~ fwo) _
z—0

73



74 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

1) Sei f(x) = Exp(x), x € R. Mit Korollar 3.8.1 folgt fiir xo # x = zo+h € R

Bap(ro + h) — Bap(eg) _ Eaplao) (Exp(h) — 1)
h h
0 hE—1

= Bap(wo) Y~ — Eap(xo) (h — 0);
k=1 ’

——
—1 (h—0)

d.h. die Funktion Exp: R — R ist an jeder Stelle o € R differenzierbar mit
Exp' (o) = Exp(xo), oder
Exp = Exp.

iv) Ebenso wie vektorwertige Funktionen werden Funktionen f: R — C = R2
komponentenweise differenziert. Betrachte die Funktion

f(t) = Exp(it) = Cos(t) +1i Sin(t), t € R.

Analog zu i) gilt firto £t =to+h €R

Mit .

folgt, dass f an jeder Stelle tg € R differenzierbar ist mit

I (to) = Cos'(to) + i Sin’(to)
= iExp(ity) = —Sin(to) +1i Cos(to).

D.h.
Cos' = —Sin, Sin' = Cos.

“Differenzierbarkeit” ist mehr als “Stetigkeit”; genauer gilt:

Satz 5.1.1. Ist f: Q — R differenzierbar an der Stelle xy € ), so ist f an der
Stelle xo auch stetig.

Beweis. Fir (z)kew C Q mit z; — x¢ (k — 00) gilt gemiss Satz 3.3.2

f(xr) = f(wo)

flak) = fxo) = (@r —x0) = 0 (kb — 00, g # 9),
T — X0 N—_——
—0
—f'(z0)
bzw.
flag) — f(xo) =0, falls x = x0.
Also folgt in jedem Fall f(zx) — f(xo) (k — o0), wie gewiinscht. O

Bemerkung 5.1.2. i) Das Beispiel 5.1.1.%) der Funktion f(x) = |z|, € R,
zeigt jedoch, dass stetige Funkionen micht unbedingt iberall differenzierbar sein
missen; vgl. auch Beispiel 5.4.5.1v).
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it) Es gibt sogar stetige Funktionen f: R — R, die an keiner Stelle zp € R
differenzierbar sind (“Koch-Kurven”).

Satz 5.1.2. Seien f,g: @ — R an der Stelle ¢ € Q differenzierbar. Dann sind
die Funktionen f + g, f-g und, falls g(xo) # 0, auch die Funktion f/g an der
Stelle xy differenzierbar, und es gilt

i)
(f +9) (x0) = f'(x0) + ¢ (o),
ii)
(f9) (o) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (o),
iii)

y o T @o)g(we) — f(ro)g/(x0)
(f/9)(z0) = e .

Beweis. 1) Fiir x € Q, © # o, folgt mit Satz 3.3.2

(f+9)(@) = (f +9)(@o) _ f@) = flwo) | g(x) — g(x0)

T — X0 r — X r — X

(z—xo)

= f'(x0) + ¢'(20);
also ist f + g differenzierbar an der Stelle zy mit
(f +9)(zo) = f'(20) + ¢'(w0).
ii) Analog folgt mit Satz 5.1.1 und

(f9)(@) = (fg)(wo) _ (f(z) = f(xo))g(x) — f(x0)(g(x) — g(x0))

x* — Xo T — o
- %ﬁxo)g(x) + f(a:o)‘g(x; — if)x())
230 1 (wo)g(x0) + F(wo)g! (x0)

die gewiinschte Aussage fiir f - g.

iii) Mit Satz 5.1.1 folgt aus g(x¢) # 0, dass g(x) # 0 fiir alle  in einer Umgebung
von xg, und g(z) — g(xo) (x — x0, x € Q). Sei f = 1. Mit Satz 3.3.2 erhalten

WIr
1 1

9@ g _ 9xo) —g(x) 1 (@—wo ztwe) g (20)
T — Zo T — Zo g(x)g(wo) 9%(20)

Der allgemaine Fall folgt mit ii).
O

Beispiel 5.1.2. i) Fiir n € IN ist die Funktion f(z) = 2™, x € R, differenzier-
bar mit f'(x) = na" 1.

Beweis (Induktion). n = 1: Siehe Beispiel 5.1.1.1).
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n — n + 1: Setze f(x) = 2", g(z) = z. Nach Induktionsvoraussetzung sind f
und g differenzierbar mit

fl@) =na"", g'(a) = 1.
Mit Satz 5.1.2.ii) folgt

dxn«kl
dx

(z) = (f9)'(z) = ['(2)g(x) + f(x)g'(z) = (n + 1)a".

O

ii) Polynome p(x) = apx™+- - +arx+ag sind auf R differenzierbar mit p'(z) =
napz” M+ +ay.
111) Rationale Funktionen r(x) = % sind auf threm Definitionsbereich
Q={z eR; q(z) # 0}
differenzierbar, und
,  P'q—pq
r=—
q

ist wieder eine rationale Funktion auf ).

Satz 5.1.3 (Kettenregel). Sei f: Q — R an der Stelle zy € Q differenzier-
bar, und sei g: R — R an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar. Dann ist die
Funktion go f: Q@ — R an der Stelle xg differenzierbar, und es gilt

(g0 f) (w0) = g'(f(0)) [ (x0).
Beispiel 5.1.3. Fir affine Funktionen
fl@)=mz+ec, gly)=ly+d

gilt
(go f)(x) =lmz + (lc +d),
und daher

(g0 f) (w0) = Im = g'(f(20)) - f'(x0)-
Beweis von Satz 5.1.3. Fiir x € Q mit f(z) # f(zo) schreibe
(go f)x) = (gof)(wo) _ g(f(x)) = g(f(x0)) flx)— flxo)

x — g f(x) = f(xo) x — xg

Sei (vx)keny C Q mit 2 — zo (K — 00), und sei f(zr) # f(zo), kK € N. Da nach
Satz 5.1.1 mit x — xg auch f(xp) — f(zo) (k — 00), folgt

lim o Hr) = (g0 f)(zo)

k— o0 Tk — X

= g'(f(@0)) ' (o). (5.1.1)
Falls fiir eine Folge xp — 2 (k — o0) gilt

Tk 75 Zo, f(l‘k) = f(xo), ke N,
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so erhalten wir
f’(zo) — lim f(zx) — f(w0)

k—o0 T — Xo

19U @) — g (o))

k—o00 T — X0

p— 07
und

=0=g'(f(20)).f (o).

Zusammen mit (5.1.1) liefert dies die gewiinschte Konvergenz nun auch fiir jede
Folge (x) C Q mit z, — zo (k — 00). O

Bemerkung 5.1.3. In der Notation

d(go f)
dzr

(a0) = (@) - o)

kann man sich die Kettenregel leicht merken. (“df kann man kiirzen.”)

Beispiel 5.1.4. i) Die Funktion x +— (2 +4x +1)2 ist von der Form go f mit
g(y) =y*, fl@) =2+ 4o+ 1.
Beispiel 5.1.2.7) und Satz 5.1.3 ergeben

d

— (2% + da +1)? =2(x3 +4xo+ 1) (323 +4).

dx TEL) N — e e’
=g'(f(z0)) =f'(z0)

ii) Die Funktion t — e, wobei A\ € R fest, ist von der Form go f mit
g(x) =e", f(t) =\t
Mit Beispiel 5.1.2.i) und Beispiel 5.1.1.1i3) folgt

i(e)\t

Atg .
o e A

t=ty =~ <~
=g'(f(to)) =f'(to)

iit) Analog gilt mit g = f = Exp gemdiss Beispiel 5.1.1.1i3)
- (eez) = e’ e

dx T=x ~—~— ~—~—

=g'(f(wo))=ef@0) =f"(z0)

5.2 Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Im folgenden betrachten wir stets differezierbare Funktionen auf einem Intervall
Q =la,b[C R.

Satz 5.2.1. Seien —o0o < a < b < 00. Sei f: [a,b] — R stetig und differenzier-
bar in |a,b[. Dann ezistiert xo €)a,b] mit

f(0) = f(a) + f'(z0) (b — a).
D.h. )
fl(xO) — f( Z:g(a’)

ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)), (b, f(b)) € G(f).
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Beweis. 1) Zunichst betrachten wir den Fall, dass zusétzlich gilt

fla) = f(b) = 0.
Nach Satz 4.2.3 und Beispiel 4.2.3.1) gibt es z, T € [a, b] mit
fl)= 2y, J(0) 0= jugy, 1) = 1),
Falls
fz) =0=f(2),

so ist f = 0; also f/(z) = 0 fiir alle € [a, b], insbesondere f'(%F) = 0.

Andernfalls gelte oBAA f(Z) > 0. (Sonst betrachte die Funktion f = —f.) Dann
gilt offenbar a < < b, und es folgt
fz) = f(@)

0> limw = f(Z) = lim —~———"= >,
T|T xr—x T xr—x
also f'(z) = 0.
ii) Fiir allgemeines f betrachte die Funktion g¢: [a,b] — R mit

f(b) — f(a)
S (m—a)).

Offenbar ist g stetig auf [a, b] und in ]a, b] differenzierbar mit

Weiter gilt g(a) = 0 = g(b). Mit i) folgt die Existenz von zq €]a, b[ mit ¢’(zo) =
0. Die Behauptung folgt.

g(@) = f(@)  (f(a) +

z €a, bl.

O
Als erste Anwendung folgt sofort:
Korollar 5.2.1. Sei f wie in Satz 5.2.1.
i) Falls f' =0 auf]a, b, so ist f konstant.
ii) Falls f' >0 (bzw. > 0) auf |a,b], so ist f (streng) monoton wachsend.
Beweis. 1) Fiir a < x <y < b gibt es zg €]z, y[ mit
— f(z
F0) = @) _ o o,
y—x
ii) analog.
O

Beispiel 5.2.1. i) Fiir eine differenzierbare Funktion f: R — R gelte die Be-
ziehung
' =Xf, d.h f'(t) = \f(t), Vt €R,

mit einer festen Zahl A € R. Dann gilt
f(t) = f(0)eM, VteR.
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Beweis. Betrachte die differenzierbare Funktion g mit

g(t) = % =e Mf(t), tER.

Mit Satz 5.1.2 und Beispiel 5.1.4.ii) folgt

d

g(t) = pn

fiir alle ¢t € R; also

(e - F() + e f/ (1) = e M (=Af(E) + £/(1) =0

gemiéss Korollar 5.2.1.i), und

ft)=eMg(t) = f(0)e, VteR.

it) Die Funktion f: x — % erfillt gemdss Satz 5.1.2

gy 21+ 2%) — 4z 2(1 —a2?)
F@)==arer  ~arep "

fiir x > 1; also ist f:]1,00[—]0, 1] streng monoton fallend.

Korollar 5.2.2 (Bernoulli- de 'Hospital). Seien f,g: [a,b] — R stetig und
differenzierbar in Ja,b[ mit ¢’'(x) # 0, Vx €]a,b]. Weiter sei f(a) = 0 = g(a),
und es existiere der Grenzwert
/
@
zla g'(x)

Dann ist g(x) # 0 fiir alle x > a, und es gilt

limM =A

zla g(z)

Beweis. 1) Falls g(z) = 0 fiir ein & > a, so gibt es nach Satz 5.2.1 ein xy €la, x|
mit ¢’(xg) = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme.

ii) Fiir festes s > a betrachte die Funktion

Die Funktion h: [a, s] — R ist stetig und differenzierbar in ]a, s[ mit h(a) =0 =
h(s). Nach Satz 5.2.1 gibt es = z(s) €]a, [ mit

d.h.
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Mit s — a folgt dann z(s) — a, und

1) o £ @

9(s) sl g'(x)

Beispiel 5.2.2. i) Es gilt

Coxd—1 . 322 3
lim —— = lim — = _.
x—1 x4 — 1 rx—1 237 2

Man kann zur Probe den Faktor x — 1 in Zihler und Nenner kiirzen:

3 —1 2 +z+1 3( 1)
= — — |\ — .
2 -1 z+1 2

i1) Mit Beispiel 5.1.1.1v) erhalten wir

I — i 92 _

g
o in(x)
z—0 x z—0 1

ii) Man kann die Bernoullische Regel auch mehrmals anwenden. Mit i) folgt
s0

1 )
lim Cos(x) — lim Sin(x) _ 1
z—0 x? z—0 2z 2

Oft kann man in dhnlichen Fillen jedoch auch ohne Gebrauch der de 'Hospitalschen
Regeln durch geschicktes Umformen zum Ziel gelangen.

Beispiel 5.2.3. i) Beachte, dass mit

E k+1 1
xp(m)z - ZL'HOO(O<:U—>OO)

ok (k+1)! zF  (k+1)
auch gilt
1
P

1) Fir beliebiges a > 0 definieren wir
%= (elog“’)a = Ezp(aLog(xz)) =¢e¢ Y, = >0.

Analog zu i) wollen wir nun den Limes des Ausdrucks x® logx fir x | 0 bestim-
men. Nach Substitution y = —alogxz — oo (x | 0) erhalten wir

1
1' « 1 - 1. y = .
xlimo (z%logz) = —— lim (e ¥Yy) =0

Q y—oo
11i) Da Exp stetig, folgt mit ii) nun auch
111%13: = 1;%1(Exp(w log m)) = Exp(0) =1,

vgl. Beispiel 3.2.1.7i).
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Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir durch Koppelung
von Korollar 5.2.1.ii) mit Satz 4.6.3.

Satz 5.2.2 (Umkehrsatz). Sei f: |a,b[— R differenzierbar mit f' > 0 auf]a, b],
und seien

—c0<c= inf f(z)< sup f(z)=d< .
a<z<b a<z<b

Dann ist f: ]a,b[—]c,d| bijektiv, und die Umkehrfunktion f=1:]c,d[— R ist
differenzierbar mit

() (@) = (f@) ", v labl,
bzw.

(f_l)/(y) = 1) Yy €le, d].

Beweis. Gemiss Korollar 5.2.1.ii) ist f streng monoton wachsend und zudem
stetig nach Satz 5.1.1. Nach Satz 4.6.3 ist f: ]a, b[—]c, d[ bijektiv, und f~! ist
stetig.

Behauptung. f~! ist differenzierbar, (f_l)/(f(mo)) = m, V.

Beweis. Fixiere yo = f(xg). Sei (yi)rew Clc, d[ mit

Yo = flzr) = yo (k — 00), yx #yo (k €N).
Es folgt xp # xo fiir alle k. Da ! stetig, gilt zudem

i =7 (k) — w0 = 7 (o) (k — o),

also
F k) = F (o) _ Tk —To 1 1
Yk — Yo fla) = f(xo)  Law=f@o)  f/(z)
T —Xo
fiir K — oo, wie gewiinscht. O

Beispiel 5.2.4. i) Exp: R —]0,00[ ist differenzierbar mit Exp’ = Exp > 0.
Also ist Log = Exp~1:]0,00[— R differenzierbar mit
_ 1 - 1

Exp/(vo)  Exp(zo)’

oder -nach Substitution von y = Exp(xg)-

Log' (Exp(xg))

1
Log'(y) = " Yy > 0.

it) Wir kénnen nun auch die in Beispiel 5.2.3 definierte allgemeine Potenzfunk-
tion
z — z% = Ezp(aLog(z)), 0<z < oo,
fiir beliebiges o > 0 differenzieren. Mit der Kettenregel aus Satz 5.1.3 erhalten
wir p
xa

dﬂ]‘ r=x0

a—1

= Eap(aLog(xo)) a Log' (x0) = axg
—_— —— \“,1_./
=0

— o
=z —

Stimmt diese Funktion fir a = %

funktion gemdss Beispiel 4.6.2.1)%

iberein mit der “klassischen” n-ten Wurzel-
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iii) Die Potenzfunktion f(x) = ™ ist fir x > 0 differenzierbar mit f'(x) =
nz"~t > 0. Gemdss Satz 5.2.2 ist f~(y) = {/y: ]0,00[— R differenzierbar mit

1

1
—1\/ 1-n
= = —X N
U yes™ Py ~ 7%
bzw. L
L_q
(\”/ﬂ)" = —yg , Vyo > 0.
y=yo N

Mit ii) folgt
(YD) - 7) =0 auf o,

wobei x'/™ = Exp(Log(x)/n), und mit Korollar 5.2.1.i) folgt
Yr—a2'/m=Y1-1Y" = 0.

Die abstrakt definierte Potenzfunktion x — x, x > 0, stimmt also fir a = %
mit der Wurzelfunktion tiberein; analog fir o € Q.

5.3 Die trigonometrischen Funktionen

Wir kénnen nun endlich auch die lange vermutete Verbindung zwischen den iiber
ihre Potenzreihe definierten Funktionen Sin und C'os und den trigonometrischen
Funktionen sin und cos herstellen.

Satz 5.3.1 (Euler). Fiir alle p € R gilt
|[Bap(ip)|* = Cos®(p) + Sin’(p) = 1,
und
Exp(ip) = Cos(p) +iSin(p) = cos @ + isinp = e'?,

wobei cos ¢, sinp Real-, bzw. Imagindrteil der Zahl z = €' € C mit |z| = 1 und
Polarwinkel ¢ bezeichnen.

Beweis. 1) Da Cos(—¢) = Cos(p), Sin(—¢) = —Sin(p) fir alle ¢ € R, gilt

Ezxp(ip) = Cos(p) — iSin(p) = Exp(—ip),

also auch
|Eap(ip)|* = Eaplip) - Exp(i) = Exp(ip) - Exp(—ip) =1, Yy € R.
ii) Gemiéss Beispiel 5.1.1.iv) gilt weiter

d
%Exp(i@ = iBxp(ip)

‘jpEaﬂp(w)‘ _ | Baplig)| = 1
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d.h. die Kurve ¢ — Ezp(ip) durchlduft den Enheitskreis im Gegenuhrzeigersinn
mit Geschwindigkeit 1. Da Eap(0) = 1, stimmt das Argument ¢ des Punktes
Ezxp(ip) € C iiberein mit der Bogenldnge am Einheitskreis.

O

Korollar 5.3.1. Exp(z + 2wi) = Exp(z), Vze€ C.

Beweis. Gemiss Satz 5.3.1 gilt Exp(2mi) = > = 1, und die Behauptung folgt
mit Korollar 3.8.1. O

Zyklometrische Funktionen (Arcus-Funktionen). Im folgenden schrei-
ben wir cos statt Cos, etc. Mit Satz 5.2.2 kénnen wir diese Funktionen auf
geeigneten Intervallen auch umkehren.

i) Da sin’ = cos > 0 in ] — %, B[, besitzt sin: | — 5, Z[—] — 1,1 geméiss Satz
5.2.2 eine differenzierbare Umkehrfunktion arcsin = sin™': ] — 1,1[—] — Z, 2,
und
L, 1 1 1
arcsin’(x) = = = -l<z<l,

sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 22’

wobei wir ausnutzen, dass cos = /1 — sin? gemiiss Satz 5.3.1.

ii) Analog besitzt cos: |0, 7[—] — 1, 1] mit cos’ = —sin < 0 in ]0, 7[ die differen-
zierbare Umkehrfunktion arccos: | — 1, 1[—]0, 7], und
, 1 1
arccos' (z) = ————— = ————, —1l<z <L

cos’(arccos x) V1—22’

iii) Die Tangensfunktion tan = 52:] — Z Z[— R mit
fan () cos?(z) + sin?(x) 1 + tan2(z) 1 50
an (r) = = an“(x) =
cos?(x) cos?(x)

besitzt die differenzierbare Umkehrfunktion arctan: R —] — 7, Z[ mit

1 1
arctan’(z) = = , = €R.
(z) tan’(arctanz) 14 x2

Hyperbel- und Areafunktionen. Die Hyperbelfunktionen

coshz = %: R — [1,00],
sinhz = %: R — R,
sinhz e —e™®
tanhz = = R —]—1,1]

coshx eT 4+ e

erfiillen die Gleichungen

. ! ! .
sinh’ = cosh, cosh’ = sinh,
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bzw. ) )
cosh® — sinh 1

5 = 2:1—tanh2>0,
cosh cosh

tanh’ =

wobei wir die Beziehung ausnutzen
2 . 2 _ —x __
cosh”(x) — sinh”(z) = e” - e = 1.
Insbesondere existieren die Areafunktionen
arsinh =sinh™': R — R,

arcosh = cosh™': [1,00[— R,

artanh = tanh™': ] - 1,1[—= R

mit
arsinh’(z) = ! S reR
~ cosh(arsinhx) 1+ 22’ ’
1 1

artanh’(z) = -l<z<l1.

(1 — tanh?)(artanh(z)) T 1—a?

5.4 Funktionen der Klasse C!

Sei Q C R offen, f: Q — R differenzierbar.
Definition 5.4.1. f heisst von der Klasse C!, falls die Ableitungsfunktion
x— f'(x) stetig ist.
Notation: C1(Q) = {f: Q — R; f, f’ stetig}.
Beispiel 5.4.1. i) Die Funktionen Exp, Cos, Sin und Polynome sind in C*.
i) Sei die Funktion f: R — R gegeben durch

z? sin %, x #£0,

0, xz=0.

Dann ist f stetig und an jeder Stelle x # 0 differenzierbar mit
, ! 1
f'(x) =2xsin— —cos—, x #0.
x x

Weiter existiert

1
f(0)=lim M = lim x sin — = 0;
z—0, z#0 T x—0 T

jedoch ist f' an der Stelle xqg = 0 unstetig.
i11) Fir k > 3 ist die Funktion

von der Klasse C' auf R.
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Satz 5.4.1. Sei (fx)ken eine Folge in C1 () mit

glm glm

fo = f fi =g (k—o0),

wobei f,g:  — R. Dann gilt f € C1(Q) und f' = g.

Beweis. Nach Satz 4.8.1 sind f und g stetig. Die Aussage folgt somit aus

Behauptung. f ist differenzierbar mit f' = g.

Beweis. Fiir xg,x € Q, x # g, gilt nach Satz 5.2.1

M g(xo)‘ ~ lim fi ):f’“(%) — g(0)
T — g —0o0 T —Zo
= lim |f7.(zx) — g(x0)]

IN

i |ff (o) = (o)l + sw g(y) — glao)

ly—zo|<|z—20|

< supg(y) —g(zo)| = 0 (z — o).

ly—zo|<|z—=0|

wobei 2y = 2o + 9 (x — o) mit geeignetem 0 < ¥y < 1. Also ist f an der Stelle
xo differenzierbar mit f/(z¢) = g(zo). O

Offenbar gilt Satz 5.4.1 auch fiir vektorwertige Funktionen.

Beispiel 5.4.2. Die gleichmdssige Konvergenz f;, — g (k — o00) ist notwendig
fiir die Aussage von Satz 5.4.1, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei

fr(z) = \/W lz| <1, k€ N

Mit der Abschdtzung

() + o2+ o
V) +a2+ e
2
(%) < (1/k)? (k—00) 0
(1) +a2 e ME

i)~ lall = (1) () + 2~ Jal) -

erhalten wir gleichmdssige Konvergenz f gl f fir |x| < 1, wobei f(x) = |z|.
Zudem konvergiert

1, x>0

T
fllc(aj):272_> 0, z=0
(%) + Il -1, z<0.

punktweise; jedoch ist f nicht in C'.
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Potenzreihen. Sei (ax)ren eine Folge in R oder C, und sei

(o)
1
@)=Y o, ol <p= —— <o
P hlrcnsup lag]
— 00

die zugehorige Potenzreihe f = lim f,, wobei

fulz) = Zaka:k, z € R.
k=0
Nach Beispiel 5.1.2.ii) ist jedes f,, differenzierbar mit
n
fli(z) = Z kapxh=1.
k=0

Die Potenzreihe

glx) = Z kapah~1
k=0

hat wegen vk — 1 (k — o0) denselben Konvergenzradius p wie f, und wie in
Beispiel 4.8.1.ii) folgt fiir r < p gleichmiissige Konvergenz

fo=f, fn—=9 inBy(0) (n—o0).
Satz 5.4.1 liefert somit das folgende Resultat.
Satz 5.4.2. Eine Potenzreihe f(x) = . apx® ist im Innern ihres Konvergenz-

k=0
kreises differenzierbar, und

fl(x) = Z kapxht.
k=0

Beispiel 5.4.3. i) Es gilt

9] _ o) _
zk 1 k—1

Ezp'(z) = Z kT = ; h = Exp(x).

k=0

i) Sei f(z) = Y a% = &=, |z| < 1. Dann folgt mit der Quotientenregel, bzw.
k=0
mit Satz 5.4.2

l _ 1 __(w k—1 .
f(SL') - (1*.%)2 _kzzokx ’ |(L‘| < 17

vgl. Beispiel 3.8.1.
iit) Analog zu Satz 5.4.2 zeigt man, die Zetafunktion

1 —x-logn
(=3 L =S
n=1 n=1
ist fir x > 1 differenzierbar mit
= zlogn logn
() == logne "' > =:n(z)
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Beweis. Schreibe ¢ = llim (1, wobei

Schitze ab fir x > s >r > 1:

C@) ~ @) < 1 =0 (1)

n>1

logn logn 1
(@) = @) < - <sup -ZW—W (I — ).

nS—T’
n>l n>l n>l

Die Behauptung folgt mit Satz 5.4.1. U

Sei nun 2 C R offen und beschriinkt. Analog zu Abschnitt 4.7 setzen wir
CHGR™) = {f € CH(4R™); f und f' sind stetig auf Q ergéinzbar}.
Fiir f € CY(Q;R") gilt dann

1fller @) = sup ()] + Slelglf’(w)l = fllgo@ + 1 llcoy < oo

Offenbar ist ||| o1 (g, eine Norm auf C*(Q;R™). Weiter liefern Satz 4.8.2 und
Satz 5.4.1:

Satz 5.4.3. Der Raum C(Q,R") ist vollstindig bzgl. |lc1@)» ein Banach-
raum.

Beweis. Sei (fi)rew C C*(Q) Cauchy-Folge. Dann sind (fi)rew, (f7)ren Cauchy-

Folgen in C°(£2, R™) mit Limites f = klim fu, 9= klim f1. € C°(2) gemiiss Satz
R 1_ m
4.8.2, und g = f’ gemiiss Satz 5.4.1; also f € CY(Q), fr o f (k—o0). O

Iterativ konnen wir auch hohere Ableitungen bilden. Sei m € IN.

Definition 5.4.2. i) f heisst auf Q m-mal differenzierbar, falls f (m —1)-
mal differenzierbar mit differenzierbarer (m — 1)-ter Ableitung f(m=1).

In diesem Fall heisst

df(m—l) B dmf

de ~ daz™

fm = Q- R

die m-te Ableitung von f.

it) f ist von der Klasse C™(Q2), falls f m-mal differenzierbar ist und falls die
Funktionen f = fO, f = fO | ™) stetig sind.

Notation:

C™(Q,R™) = {f: Q — R™; f ist m-mal diffbar, f,..., f(™ stetig}.
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Beispiel 5.4.4. i) Die Funktionen Exp, sin, cos, Polynome und rationale Funk-
tionen sind in C™ fir jedes m € IN.

ii) Potenzreihen mit Konvergenzradius p > 0 sind in C™(B,(0)) fir jedes m;
die Ableitung erhdlt man durch gliedweises Differenzieren.

Falls 2 C R offen und beschréinkt, setzen wir
C™(Q;R") = {f € C"(4R™);
f=rO =5 ™ sind stetig auf O ergéinzbar}

und definieren
i . —_
1 fllom =32 49y ¥f € Cm@BR).
=0

Dann gilt ofenbar
C™(;R") — C™ YO R") — ... — CO(; R™)
und _
[fllco < Mfller < < M fllgm, VF € C(EERT).
Analog zu Satz 5.4.3 gilt schliesslich

Satz 5.4.4. Der Raum C™(Q;R™) ist vollstindig bzgl. [lem @y -

Beweis. OBdA sei n = 1. Falls (fi)rew Cauchy-Folge im Raum C™((2) ist, so
ist (fx)xenw Cauchy-Folge in C°(Q) mit klim fr = f =: go. Ebenso ist fiir jedes

0 < j < m die Folge ( ,gj))ke]N Cauchy-Folge in C°(Q) mit klim f,gj) = gj.

Da f,in) = df,ij)/dx, folgt mit Satz 5.4.1 die Beziehung g;41 = gg. fiir alle
j<m,alsogr = f,go=1Ff" ..., gm = f™, und wir erhalten f € C™(Q),
fi = fllgm@) — 0 (k — o0), wie gewiinscht. O

5.5 Taylor-Formel

Sei Q =la,b], —00 < a < b < 0o, und m € IN.

Satz 5.5.1. Sei f € C"™ ([a,b]) auf ]a,b] m-mal differenzierbar. Dann gibt es
€ €la, bl mit

(b—a)?
2

+ ()

+ ...

(b—a)™
m!

f(®) = f(a) + f'(a)(b—a)+ f"(a)
(b—a)ym!

o fm N () 11

Beweis. Wir fithren den Satz zuriick auf Satz 5.2.1. Betrachte die Funktion
g(x) = f(@) + f'(@)(b—2) +...

m—1 (b_m>m—1
1 @) (m—1)! K m!

b-2" 0 (5.5.1)
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wobei K € R so gewéhlt ist, dass g(a) = ¢g(b) = 0. Nach Annahme an f ist g
stetig auf [a, b], und in ]a, b[ differenzierbar. Nach Satz 5.2.1 existiert ein & €]a, b|
mit ¢’(§) = 0; d.h.

0=r©+ (ree-9-r©)+ (1o TL - ree-9)+ ..
O R S et N (R e W VR
'*G(Na(m—n!_f( No(m—%!)_K(m—D!
(b_€>m—1

= (f™© ~ K)oy

da sich alle iibrigen Terme paarweise aufheben. Da b— & > 0 folgt K = f(") (z),
und mit g(a) = 0 erhalten wir nach Einsetzen von « = a in (5.5.1) die Behaup-
tung. O

Bemerkung 5.5.1. Das Taylor-Plynom m-ter Ordnung

(x —a)™

m/!

T f(x;a) = fla) + f(a)(x —a) + -+ f(m)(a)
hat nach Satz 5.5.1 die folgende Approzimationseigenschaft. Fir a <z <b gilt

(= a)

m!

f(@) = T f(z;0) = (f7™ () — f™(a)) -

= f(x;0)

fiir ein & €)a, x|, so dass fiir den Restterm r,, f gilt

(b

sup.[rf(@ia) < sup |£0 () — £ (@)

a<z<b a<€<b
Mit Satz 5.2.1 konnen wir schliesslich noch abschditzen

(b _ a)erl

sup.[rof(zia)| € sup |70 (@) =

a<z<b a<z<b

Beispiel 5.5.1. i) Was ist der Sinus von 47°=7 + %? ~ Mit sin’ = cos,
sin” = cos’ = —sin, usw., folgt aus Satz 5.5.1 z.B. bei Wahl von m = 2 fiir ein
§€T T+ ool

Sin(I + 1) = sin(z) + cos(z) T sin(ﬁ)L +7
490" T 4790 472902 "7
2 2 2 2
V2 V2 V2w
2 2 90 2 2-.902
wobes
3
™
~107°
Ir2l < 3 g08

ii) Sei p(x) = x* — 2?2 + 1. Mit Satz 5.5.1 kénnen wir p im Punkt zo = 1



90 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

anndhern durch

Tip(w;1) = p(1) + (1)@ —1) =1+2(-1)=22-1,
—_— —
:(4w372z)|w0:1(a:fl):2(zfl)
—1)?
Typ(a: 1) = Typ(a: 1) + Y 5% 8a 14,
— ——
:(121272)|w0:1»%:5($2721+1)
—1)3
Tsp(a; 1) = Top(a; 1) + p”’(l)% = 4o’ — Ta? + 4u,
N—— ——
=(24z)| _ 22=8a%48em (53 3024 30-1)
(z —1)*

Typ(x; 1) = Typ(a; 1) + pl) (1) =a' -2’ +1=p(z).
——

24

24

Lokale Extrema. Sei Q) C R offen, f: Q — R.

Definition 5.5.1. Fin zy € § heisst (strikte) lokale Minimalstelle von f,
falls in einer Umgebung U von xq gilt

f(x) > f(xo), VeeU (bzw. f(x)> f(xg), Vx e U\{zo}).

Falls f an einer lokalen Minimalstelle xq differenzierbar ist, so folgt wie im
Beweis von Satz 5.2.1

z|xo Tr — X xzTxo r — X
also f'(z) = 0. Allgemein gilt der folgende Satz.
Korollar 5.5.1. Sei f € C™(Q), zo € Q mit f'(z¢) = -+ = f" D (xg) = 0.

i) Falls m = 2k + 1, zo lokale Minimalstelle, so folgt f(™ (xq) = 0.
ii) Falls m = 2k, und falls {7 (x) > 0, so ist xo strikte lokale Minimalstelle.

Beweis. Nach Satz 5.5.1 existiert fiir x € Q ein € zwischen z und zy mit

(x — xo)m.

f(@) = flwo) + fI™(€)

m!

i) Falls m = 2k + 1, und falls zy lokales Minimum, so folgt

limM~m! >0,

(x—z0)™

m T m _ x|z
(@) = Jlim OVE) =11 s
zTxo (@—wo)™

-m! <0;

also (™) (z) = 0.

ii) Falls f0™) (z0) = 5hm Fm(€) > 0, m = 2k, so folgt fiir « nahe zg, z # o,
—To

die Ungleichung f(x) — f(xo) > 0; also ist xg ein striktes lokales Minimum. [
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Beispiel 5.5.2. i) Sei f(z) = 2* — 22 + 1, € R. Nach Korollar 5.5.1.7) ist
notwendig fir das Vorliegen einer Extremalstelle im Punkt xy die Bedingung

[ (o) = 4ad — 220 = 2(22% — 1)z = 0;
d.h. ) )
2o € {——,0,—}.
Nach Korollar 5.5.1.4) und mit

4>0, z=41/V2

" —12 2_2:
) =122 {2<0, z=0

liegt in xo = 1/V/2, xg = —1/\/2 jeweils ein striktes lokales Minimum, in xo = 0
ein striktes lokales Mazimum vor.

it) (Minimierungseigenschaft des arithmetischen Mittels) Seien aq,...,a, € R.
Gesucht ist g € R mit

n

flao) = (w0 —ax)? = min f ().

k=1
Beachte f(x) — oo (Jx| — 00); also existiert xg € R mit f(x¢) = min f.
Korollar 5.5.1.1) liefert die notwendige Bedingung:

n n

I (o) = QZ(xO —ag) = 2nzo — 22 ap = 0;
k=1 k=1
d.h. das arithmetische Mittel
1 n
o — E Z Q.
k=1
ist die einzig mogliche Minimalstelle. Zur Probe bestimmen wir noch

f"=2n>0.

Der Punkt xq ist also tatsdchlich die gesuchte Minimalstelle.

Konvexe Funktionen. Sei —oco <a <b < 0.

Satz 5.5.2. Sei f € C%(Ja,b]) mit " > 0. Dann gilt fir alle xo,2; €la,b|,
0<t< 1

fltzr + (L= t)zo) < tf(21) + (1 — 1) f (o). (5.5.2)
Beweis. Fixiere zg, 1 €]a,b[. Betrachte die Hilfsfunktion g € C?([0, 1]):

g(t) = f(tzr + (1 = t)wo) — (¢f(z1) + (1 — 1) f(20))

9(0) =g(1) =0, g"(t) = f"(tz1 + (1 — t)zo)(z1 — 20)* >0, 0 < t < 1.
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Nimm widerspruchsweise an,

t) =gt 0, wobei 0 < ¢ 1.
Or;ltaéclg( ) = g(tmaz) > 0, wobei 0 < tpaz <

Gemiss Korollar 5.5.1.1) folgt ¢’ (£;ma:) = 0. Nach Satz 5.5.1 gibt es 7 €]tmaz, 1]

mit

(1 = timaz)?
2

und es folgt der gewiinschte Widerspruch. O

0= g(]-) = g(tmax) + g/(tmax)(l - tmaz) + g//(T) > g(tmaa;) > 07

Definition 5.5.2. Fine Funktion f: ]a,b|— R mit der Eigenschaft (5.5.2)
heisst konvex.

Beispiel 5.5.3. i) exp” = exp > 0; also ist die Funktion exp konvez.
i) Sei f(x) =xzlogax, x > 0. Es gilt

F'() =loga +1, f"(x) =+ > 0;
also ist f konvex gemdss Satz 5.5.2.
1i) Sei f(z) = z* = exp(alogz), > 0, wobei o > 1 fest. Da
f(x) = az*, () = ala—1)2z*2 >0,
ist f konvex gemdss Satz 5.5.2.

Die Eigenschaft (5.5.2) gilt analog auch fiir mehr als zwei Punkte.
Satz 5.5.3 (Jensen). Sei f:]a,b[— R konvex. Dann gilt fiir beliebige Punkte

N
Z1,..., TN €la,b[ und Zahlen 0 < t1,...,tx <1 mit > t; = 1 die Ungleichung
i=1

N N
I tas) < X taf (o).
i=1 i=1

Beweis (Induktion nach N). N =1 ist klar; ebenso N = 2 nach Definition.
N — N +1: OBdA sei t; < 1. (Sonst sind wir im Fall N = 1.) Setze

N+1

t:
To = Z ljtlxi'

=2

Da f konvex, erhalten wir

N+1

f(z tixi) = f(tiz1 + (L —t1)xo) < taf(z1) + (1 —t1) f(zo)

Da nach Induktions-Annahme gilt

N+1 N+1

f(ivo):f(z liitlivz) <y liitlf(xi),

=2 =2

folgt die Behauptung. O
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Beispiel 5.5.4. (Vergleich von arithmetischem und geometrischem Mittel) Fiir

n
alle 0 < x1,...,2p <00, 0< a1, 0, <1 mit Y a; =1 gilt
i=1

n

n
.
Hzil < E T,
i=1

=1

Beweis. Da die Funktion exp nach Beispiel 5.5.3.1) konvex ist, folgt die Aussage
mit Satz 5.5.3 aus der Darstellung

n

H x;lf — ﬁ exp(a; logx;) = exp (z”: «; log xl)

=1 =1 i=1

(Satz 5.5.3) n
Z a; exp(logx;) = Z ;T
i=1 i=1

.5

Insbesondere erhalten wir fir o; = %, 1<i<n,

Schliesslich kénnen wir mit den Ideen aus Satz 5.5.1 einen Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra geméss Abschnitt 2.5 gewinnen.

Satz 5.5.4. Jedes Polynom p: C — C vom Grad > 1 hat (mindestens) eine
Nullstelle.

Beweis(indirekt). Sei p(z) = anz™ + - -+ ag mit a, # 0 ein Polynom vom Grad
n > 1 ohne Nullstelle. OBdA sei a,, = 1. (Sonst betrachte p = £.) Sei

= ] > .
p = inf [p(2)] 2 0

Da wir fiir geniigend grosses ro > 0 fiir |z| > r¢ abschétzen konnen

2",

| =

p()] = 2" 1+ an-1z7" + - +agz™") 2
koénnen wir einen Radius rg > 0 wéahlen mit
p(2)| ==1+pn
fiir |2| > 7. Nach Satz 4.2.3 gibt es zy € By, (0) mit

0< = mi = inf = .
[p(z0)] = min [p(z)[ = inf [p(2)] = p

Entwickle p um 2o analog zu Satz 5.5.1. (Wir machen keine Taylor-N#herung,
verfahren jedoch in dhnlicher Weise.) Dies ergibt die Darstellung

n

p(2) = p((z = 20) + 20) = > br(z — 20)",

k=0
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von p als Polynom in (z — zp), wobei der Vergleich der Koeffizienten von z"
in beiden Ausdriicken die Gleichheit b, = a,, = 1 ergibt. Ebenso folgt durch
Einsetzen von z = zg die Identitéit by = p(zo).
Setze

ko = min{k; by #0, k> 1}.

Da b, =1, ist kg < n wohldefiniert; weiter gilt ky > 1 nach Definition. Schreibe

p(2) = p(20) + bry (2 — 20)" + i, (25 20)

mit dem Restterm

so dass

k

Tro(2520)/(2 — 20)" — 0 (2 — 20).

Schliesslich wéhle sg > 0, 0 < g < 27 mit

p(20)

= s0€"¥°.
b,

Fiir 2z = 2o + se??0/k0 0 < s < s¢ folgt

k() .
_ ko i . _ s ko (220) g
P(2)] = [p(a0) + b6/ 4 7 (33 20)] = (o) [1 = S 7 520 st

Da 74, (2; 20) /8% — 0 (s — 0), folgt der gewiinschte Widerspruch

Ip(2)] < |p(20)] = p, falls 0 < s << 1.

5.6 Gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erscheinen in vielfdltiger Weise in der physikalischen Be-
schreibung der Natur und in technischen Anwendungen, deren Eigenheiten sich
auch in den Eigenschaften gewisser “natiirlich” vorkommender Funktionen spie-
geln.

Beispiel 5.6.1. i) Die Funktionen exp, sin, cos, tan stehen mit ihrer Ableitung
in Beziehung:

exp’ = exp, sin” = —sin, cos” = —cos, tan’ = 1 + tan?.

Solche Beziehungen bezeichnet man allgemein als Differentialgleichungen.
Die Funktion f(x) = tanx ldst also fir —n/2 < x < w/2 die Differentialglei-
chung

f/:1+f2-
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it) Physikalische Prozesse lassen sich oft durch Differentialgleichungen beschrei-
ben. Z.B. ist beim radioaktiven Zerfall die pro Zeitenheit zerfallende Masse
proportional zur noch vorhandenen Masse f(t) eines Stoffes; d.h. mit einer Zahl
a >0 gilt

daf

f=2r=—af, [(0)=fo. (5.6.1)

Gemdss Beispiel 5.2.1.1) ist die Losung dieser Differentialgleichung stets von
der Form

f(t) = foe™, t>0,
wobei die Konstante f(0) durch die Anfangsbedingung festgelegt ist.

ii1) Die Auslenkung f(t) eines Federpendels aus der Ruhelage f = 0 erfillt
nach dem Newton’schen und Hooke’schen Gesetz die Gleichung

d(mf)

wobei m > 0 die Masse des Pendels und K > 0 die Federkonstante bezeichnen;
d.h. wir haben die Gleichung

. K

fHwif=0, w3:5>0. (5.6.2)
Nach i) sind die Funktionen

f(t) = acos(wot) + bsin(wpt)

fiir beliebige a,b € R Lésungen von (5.6.2). Sind alle Lisungen von (5.6.2) von
dieser Form?

iv) Beim mehrstufigen radioaktiven Zerfall eines Substanz s in die stabile Sub-

stanz sy tber Zwischenstufen so, ..., s,—1 mit Massen f;(t) und Zerfallsraten
a; > 0 erhalten wir das System von Differentialgleichungen
fl = —Oélfh
f2 = a1f1 — azfo,
(5.6.3)
fn = ap—1fn-1-
Mit der Notation
—y
f1 0
F=F#t)=|:|:R-R", A=| ™
fn e ~On-1
0 Qp—1 0
kénnen wir (5.6.3) in der Form schreiben
F = AF. (5.6.4)

analog zu (5.6.1).
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v) Fihren wir im Fall (5.6.2) die Funktion

F:(?):R—ARQ

ein, so ldsst sich auch diese Gleichung in der Form (5.6.4) schreiben mit

()% )G
1= (% o)

Definition 5.6.1. Die Gleichung (5.6.4) ist die Standardform eines homoge-
nen Systems linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten.

Satz 5.6.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir (5.6.4)). Sei A eine n x n-
Matriz mit Koeffizienten in R (oder C), Fy € R™ (oder C™). Dann besitzt das
Anfangswertproblem

dF

7 =AF, F(0)=F (5.6.5)

genau eine Losung F € C*(R; R™) (bzw. C1(R;C")).

cost

Beispiel 5.6.2. Insbesondere ist die Funktion F(t) = < sint

) die einzige

Losung des Anfangswertproblems

: 0 1 1

= (_1 0) F, F(0)= (0> : (5.6.6)
Somit ist auch f(t) = cost die einzige Lisung des Anfangswertproblems

f+f1=0, f0)=1, f(0)=0, (5.6.7)

denn jede Liosung f von (5.6.7) induziert eine Losung F' = (;) von (5.6.6).

Beweis von Satz 5.6.1. i) (Eindeutigkeit.) Es seien F, G € C*(R; R") Losungen
von (5.6.5). Dann 1ost die Funktion

H=F-GecC'(R;R")

die Gleichung

dH dF dG
Efﬁ—ﬁfAF—AGfAH
mit Anfangswert
H(0)=0.

Betrachte die Hilfsfunktion 7 mit

n(e) = HOP = Y| HOF, teR
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Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gemss Satz 2.4.1 folgt
dn dH
— =2(H,— Y=2(H,AH) <2|H| - |AH
o —2(1. %) 2, 4) < 2|H| - 4]
< Cy |H)? = Cin, 1(0) =0.
Somit gilt

d
%(eicltn(t)) _ (7 - 0177)67017: < O7

und Korollar 5.2.1.ii) ergibt
e~Crin(t) < e~ (0) = 0, Vt > 0.

D.h. n(t) = 0 und somit auch H(t) = 0, ¥t > 0; analog fiir ¢t < 0.

ii) (Existenz.) Analog zu Beispiel 5.6.1.ii) machen wir fiir die Lésung von (5.6.5)
den Ansatz
F(t) = Exp(At)Fy, t€R,

wobei o
Exp(At) = Ak't

k=0

in jeder Matrix-Norm analog zu Beispiel 3.7.2 fiir beliebige ¢ € R konvergiert.
Weiter gilt analog zu Beispiel 5.4.3.i), dass Exp(At) € C1(R; R™ ™) mit

d 2. d Akt
—Exp(At) = — = AFEzp(At);
g FrPA) ];)dt( p) = ABap(AD)
d.h.
dF
— = AF, F(0)= Exp(A-0)F, = Fy,
dt ————
=id
wie gewiinscht. H

Definition 5.6.2. Die Matriz-wertige Funktion
O(t) = Exp(At), t€R
heisst Fundamentallosung von (5.6.4) oder (5.6.5).

Bemerkung 5.6.1. i) Ohne Vorbereitung kann man ®(t) = Exp(At) nur mit
Miihe berechnen. Falls man jedoch durch eine lineare Transformation T: R™ —
R™ die Matriz A in Diagonalform

At
TAT ! = o . o= A

bringen kann, so ldsst sich diese Rechnung wesentlich vereinfachen. Es gilt
ndamlich

(TAT Ye = TAT'TAT' .. . TAT ' = TAFT~!, ke Ny,
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also auch
e)\lt 0
T -Exp(At)T™ = Exp(TAT™'t) = Exp(At) = ,
0 ernt
und wir erhalten
e)\lt
o(t)y=T"" T
eAnt

1) Falls insbesondere (5.6.4) die dquivalente Form ist fiir eine skalare Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung

™ 4, fO D 4 pagf =0 (5.6.8)
mat
f
f :
F = . S C (Rv Rn)a
f(nlfl)

so erwarten wir, dass f eine Linearkombination von Funktionen der Form et

ist. Der Exponentialansatz f(t) = e fir eine Losung von (5.6.8) fihrt auf
die Gleichung

A"+ ap A" ag)eM = 0;

d.h. die Koeffizienten \; sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms

pA) = A"+ a1 A"+ +ag
von (5.6.8).
Beispiel 5.6.3. i) Betrachte die Gleichung
f® —3f@ yof=o0. (5.6.9)
Das charakteristische Polynom lautet
p(A) = =3A7 4+ 2=\ - 1)(\? - 2).

Es hat die Nullstellen
Mo==1, A3q==+V2

Folglich lisst die allgemeine Ldosung von (5.6.9) sich in der Form darstellen
f(t) = ae’ +be ! + ceV? 4 de= V2,

Durch Vorgabe von F(0) = (f(O), cee f(3)(0))t ist f gemdss Satz 5.6.2 eindeutig
bestimmt, und man kann die Konstanten a,...,d aus den vorgegebenen Werten
fiir £(0),... £f3)(0) bestimmen.
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it) Die Differentialgleichung (5.6.2) hat das charakteristische Polynom
p(A) = A2 +

mit den Nullstellen A1 o = +iwg. Die allgemeine Lésung f € C*(R;C) hat die
Gestalt ‘ ‘
f(t) = ae™°t 4 be7 0t t R,

wobei a,b € C durch die Anfangsbedingungen

F0) = fo, f(0O)=fi

bestimmt sind. Da die Koeffizienten von (5.6.2) reell sind, sind mit f € C*(R; C)
auch die Funktionen Re(f), Im(f) € CY(R;R) Ldsungen; d.h. die allgemeine
reelle Losung f € C1(R;R) hat die Gestalt

f(t) = acos(wot) + bsin(wot), t€ R, (5.6.10)

wobei a,b € R. Sind dies alle Lisungen? Was kann man aussagen im Fall von
mehrfachen Nullstellen Ay = --- = A\, von p?

Satz 5.6.2. i) Der Lisungsraum

X ={F € C'(R;R"); % = AF}

von (5.6.4) fir eine reelle nxn-Matriz A ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

it) Analog ist fiir eine n x n-Matriz A mit Koeffizienten in C der Lésungsraum

N F
X ={F e C'(R,C"); C;—t = AF}

von (5.6.4) ein n-dimensionaler C-Vektorraum.

Beweis. Dem Beweis liegt die einfache Idee zugrunde, dass die Abbildung Fj —
®(t)Fy € X eine injektive lineare Abbildung von R” in den Raum C!(R;R")
ist, ein “linearer Isomorphismus”, dessen Bild wiederum ein Vektorraum der
Dimension n ist.

Seien Fi, Fy € X, a1,as € R. Dann gilt das “Superpositionsprinzip”
d(a1 Fy + as Fy)

dt
dh. F=a1F +axFs € X, und X ist ein Vektorraum.

Die Losungen F; € CY(R,R") von (5.6.4) mit F;(0) = e;, 1 < i < n, sind
linear unabhingig, da die Vektoren F;(0) es sind; also gilt dimgrX > n. Sind
andererseits Fy, ..., F,41 € X, so gibt es (a;)1<i<nt1 € R"1\{0} mit

= a1AF] + as AFy = A(a1F1 + GQFQ);

n+1
FO = Z(J,ZFZ(O) =0eR".
i=1

n+1

Die Funktion F' = ) a;F; € X 16st somit das Anfangswertproblem (5.6.5) mit
i=1

Fy = 0. Mit Satz 5.6.1 folgt F' = 0; d.h. dimgrX < n. Analog in C. O
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Korollar 5.6.1. Seienag,...,an—1 € R (oder C). Der Losungsraum von (5.6.8)
Z={feC*"(R); f™ +an1f" V4 +aof =0}

ist ein n-dimensonaler R-Vektorraum (oder C-VR).

Beweis. Die Abbildung f — F = (f7 .. .,f("_l))t ist ein linerarer Isomor-
phismus. O

Beispiel 5.6.4. Der R-Ldsungsraum von (5.6.2) ist 2-dimensional; die Losun-
gen fi1(t) = cos(wot), fa(t) = sin(wot) sind linear unabhdingig; also ist jede
Lésung von (5.6.2) von der Form (5.6.10).

Mehrfache Nullstellen Seien ag,...,a,—-1 € R oder C. Mit D = % gilt

F t ana f"Y 4+ aof = p(D)f, (5.6.8)
wobei
PO) = A"+ g X ag
das charakteristische Polynom von (5.6.8)). Gemiss Satz 5.5.4 gilt

l

p(N) == 2™,

i=1
wobei A1,...,\; € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von p bezeichnen
und myq,...,m; € IN deren Vielfachheit; d.h.

l
p(D) =[(D =\ -id)y™.

i=1
Beispiel 5.6.5. Die Gleichung
f=2f+f=0 (5.6.11)
hat das charakteristische Polynom
pA) =N -2 +1=(\-1)>~%

Es gilt

p(D)f = (D —id)?*f = (D —id)(f = f)=f —2f + .

l

Satz 5.6.3. Seip(A) = [[(A—=X)™ mit \; # X\ (i # j). Dann ist jede Lisung
i=1

der zugehdorigen Differentialgleichung (5.6.8) darstellbar als Linearkombination

der n linear unabhdingigen Funktionen

fa(t) =thert, 1<i<l, 0<k<m,.

Beispiel 5.6.6. i) Jede Lisung f der Differentialgleichung (5.6.11) ist also von
der Form
f(t) = (a+bt)e', teR,

wobet a,b € R.
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it) Allgemein haben wir folgende Fille fir die Differentialgleichung
FH+20f+wif=0 (5.6.12)
mit dem charakteristischen Polynom
p(\) = A% + 20\ + wj

und den (im allgemeinen komplexen) Nullstellen

/\1’2:_6i\/m:_5ii\/ﬂ-

a) 6% > wi (“superkritische Diampfung”) Die allgemeine Losung von (5.6.12)
hat die Form

F(t) = eIt 4 e (W = =0t (o) | ¢y 20t),
wobei p1 = /02 —w§ <8, c1,¢2 € R.
b) 6% = wg (“kritische Diampfung”) Die allgemeine Lisung ist
ft) = cre % 4 cote 0 = (1 + czt)e—iét_

Die Lisungen in den Fillen a) und b) sind also stets exponentiell abfallend mit
héchstens ener Nullstelle (Stossdimpfertest).

¢) 6% < w@ (“sub-kritische Dimpfung”) Schreibe 12 = —6 & ip, wobei wir
diesmal p = \/wg — 6% > 0 setzen. Die allgemeine Lésung von (5.6.12) in C
lautet

F(t) = =0 (clei“t 4 Czeﬂpt)
wobei c1 5 € C. Falls f = f reell, so folgt
1M 4 cpeT it — it 4 gttt
d.h. cy =¢3 =a-+1b, co = a—1ib, und
f(t) = e~ (2a cos(ut) — 2bsin(ut))
beschreibt eine gedampfte Schwingung.

Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 5.6.3. 1) Fir g € C™(R), A € C gilt
(D — Xid)(qeM) = geM.
Mit Induktion erhalten wir
(D — Xid)™ (qgeM) = ¢"™eM ) m e IN.
Es folgt
dmitk

( Agid) ™ (e o 0

falls kK < m;, und somit
p(D) fir = H(D —Aj id)"™ ((D - )\i)mifik> =0, 1<i<[, 0<k<m,.
J#i
Beachte, dass die Reihenfolge der Operatoren (D — \;) und (D — A;) bei dieser
Rechnung offenbar keine Rolle spielt.
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ii) Zum Beweis der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen f;; seien by, € C

mit Y big fir = 0, wobei b; x, # 0 fiir (mindestens) ein Paar von Indices g, ko.
ik

OBdA sei kg so gewihlt, dass k = kp maximal ist mit der Eigenschaft b;,5 # 0.

Gemiss Teil i) gelten die Gleichungen

H(D )\ Z blkflk =0, D )‘70 Z flok =0.

i#ig i#i0,k k<ko

Die Rechnung
0= @ -x)m(D -\, szkﬁk

iio

- H(D - )‘i)mi (D - Aio) ®bigko fioko = H(D - )‘i)mibiokoDkOtkoe)\ of
i#i0 i

= JT(D = A)™bigrokoleXo" = bigroko! T (Mg = Xi)™ # 0,
i#ig i#i0

liefert nun den gewiinschten Widerspruch. Die n Funktionen f;; sind also linear
unabhéangig.

O

5.7 Inhomogene Differentialgleichungen

Bisher haben wir nur homogene lineare Differentialgleichungen betrachtet. Sehr
oft treten jedoch auch Zusatzterme in den Gleichungen auf, so dass diese An-
nahmen nicht mehr gelten.

Beispiel 5.7.1. i) Ein gedimpftes Federpendel wird mit der periodischen Kraft
b(t) = b cos(wt) mit der Frequenz w > 0 angetrieben. Mit dem Newtonschem
und Hookeschem Gesetz folgt die Gleichung

mf=—Kf—df +b.

Schreiben wir wieder wi = % und setzen wir 20 = %, Bo = %’ so erhalten wir

f426f 4 wif = By cos(wt). (5.7.1)

Als partikulére Losung dieser Gleichung erwarten wir eine Schwingung mit
derselben Frequenz w. Am leichtesten gelingt die Rechnung im Komplezen.

Fiir eine Losung f € C*(R;C) der Gleichung
f+20f + i f = Boe™ (5.7.2)
machen wir den Ansatz
f(t)=ce™t teR,

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € C. Einsetzen in (5.7.2) ergibt

(((wg —w?) + 2idw)c — ﬁo)eiwt _ 0
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als Bestimmungsgleichung fiir c. Falls w # wqg, oder falls § > 0, kann diese
Gleichung nach ¢ aufgeldst werden, und wir erhalten

Bo
(w3 — w?) + 2idw’

C =

Schreiben wir

1 _ wg — w? — 2idw _ Reiv
wd —w? 4+ 2idw (Wi — w?)? + 46%2w? ’

so komnen wir

als “Resonanzamplitude” und

)
o= arctan(ﬁ) €] —,0].

als “Phasenverschiebung” gegeniiber der von aussen wirkenden Kraft deuten.
Schliesslich liefert

fpart (t) = ﬁORei(wt-ﬂp), te ]R,
die gesuchte partikulire Lisung von (5.7.2), bzw.
fpart(t) = Re(fpart(t)) = BoRcos(wt + ), t€R

die gesuchte partikuldre Lésung von (5.7.1).
it) Eine partikulire Lisung der Gleichung

fHaof+wif=1 (5.7.3)

kann man ebenfalls leicht erraten. Die “Kraft” der Grisse 1 suf der rechten
Seite von (5.7.3) fihrt zu einer Verschiebung der Ruhelage des Pendels um w—lz;
0

d.h. neu entspricht die stationdre (zeitunabhdingige) Lisung

1

fpart(t) = _;83 te Rv

dem Pendelgleichgewicht.

iii) Kommen beide Effekte aus i) und i) zusammen, so ergibt dies die Gleichung
F420f +w2f =1+ Boe™t. (5.7.4)

Nach dem Superpositionsprinzip ergdanzen sich die oben bestimmten parti-
kuldren Lésungen von (5.7.2) und (5.7.3) zu einer partikuliren Liésung

von (5.7.4), wobei ¢ € C wie in i) gewdhlt wird.
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Wie findet man Losungen zu vorgegebenen Anfangswerten? Wie findet man
alle Losungen? — Die Antworten auf diese Fragen formulieren wir wie vorher im
Kontext von Systemen linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung

dF
— =AF+B 5.7.5
o + B, (5.7.5)

wobei B = B(t) € C°(R;R") (oder € C°(R; C™)).
Satz 5.7.1. Sei Fput € CH(R;R™) eine beliebige (“partikulire”) Losung von
(5.7.5). Dann ist jede Losung F von (5.7.5) von der Form

F= Fpart + Fhoma (576)

wobei Fpom eine beliebige Lisung der homogenen Gleichung (5.6.4) ist. Insbe-
sondere gibt es zu jedem Fy € R™ stets genau eine Lisung F von (5.7.5) mit

F(0) = Fy. (Analog in C.)

Beweis. 1) Jedes F' der Form (5.7.6) 16st (5.7.5). Sind umgekehrt Fy, Fy €
C(R; R™) Losungen von (5.7.5), so gilt

d(Fy — F
( 1dt 2 = A(F1 — F») + B— B = A(F — F»);
d.h. jede Losung von (5.7.5) ist von der Gestalt (5.7.6).

ii) Zu vorgegebenen Anfangswerten Fy € R™ sei Fj,,py, die Losung des Anfangs-
wertproblems (5.6.5) mit Fom (0) = Fy — Fpare(0). Dann 16st F' = Fapt + From
das Anfangswertproblem (5.7.5) mit F(0) = F,. Eindeutigkeit der Losung F'
folgt mit i) und Satz 5.6.1. O

Beispiel 5.7.2. i) Radioaktiver Zerfall mit konstanter Zufuhr wird beschrieben
durch die Modellgleichung

f=—af+s, (5.7.7)

wobei a,, s > 0 gegeben sind. Fine partikuldre Losung ist offenbar die Gleichge-
wichtslésung

S
fpart(t) == a, t S R

Mit der Darstellung from(t) = ce™® der allgemeinen Lisung der homogenen
Gleichung aus Beispiel 5.6.1.4i) erhalten wir die allgemeine Lisung

F(t) = cem 4 =

von (5.7.7), wobei ¢ € R durch f(0) bestimmt wird.
1) Die (nichtlineare) logistische Gleichung
y' = ay — by

fiir y = y(t) > 0 mit a,b > 0 kann durch die Transformation
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auf die Form gebracht werden

d.h.

also

y(t)

:77%9 (t — 00).
b/a+ce~at b

105

Ein analoges Resultat gilt fiir allgemeine Differentialgleichungen vom “Bernoulli-

2

Typ
Yy =ay— by, a>1.
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Kapitel 6

Integration

6.1 Stammfunktionen

Seien —oo < a < b < oo, f € C%(Ja,b]).
Definition 6.1.1. Ein F € C'(]a,b[) heisst Stammfunktion zu f, falls gilt

dF
F' = %:f in Ja, bl.

Beispiel 6.1.1. i) Wegen log'(z) = L, x>0, ist F(z) = log(x) Stammfunkti-
on zu f(x) = 2, z > 0; ebenso F(x) = log(x) + 1, etc.
ii) Wegen arctan’(x) = ﬁ ist die Funktion F(x) = arctan(z)+c, wobei c € R

beliebig, Stammfunktion von f(x) = ﬁ

Allgemein ist mit F' auch F'4 ¢ Stammfunktion zu vorgegebenem f, wobei ¢ € R
beliebig. Umgekehrt gilt:

Satz 6.1.1. Sind Fy, F» € C'(Ja,b]) Stammfunktionen zu f € C°(Ja,b[), so gilt
Fi —Fh,=cel.

Beweis. (Fy —Fy) = f— f =0, und die Behauptung folgt mit Korollar 5.2.1.1).
O

Sei f € C%Ja,b[) und F € C'(Ja,b]) eine Stammfunktion zu f.

Definition 6.1.2. Fiir a < xg < x < b heisst
| 1(d¢ = F@) - Fla)

das Integral von f dber [zg, z].

Bemerkung 6.1.1. i) Wegen Satz 6.1.1 ist die Definition unabhdingig von der
Wahl der Stammfunktion.

107
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ii) Das unbestimmte Integral [ f(£)dS (ohne Grenzen) ist eine praktische
und suggestive Notation fiir “die” Stammfunktion von f.

Aus den Beispielen des Abschnitts 5 ergeben sich sofort Stammfunktionen fiir
eine Reihe von elementaren Funktionen wie in der folgenden Tabelle:

f J f(&) d€
¢ a# -1 ”f;:rll
1 log(x)
exp(x) exp(x)
cos(x) sin(x)

Vv arcsin(z)
arctan(z)

Das Auffinden einer Stammfunktion -und damit die Integration- ist also eine
“Umkehrung” der Differentiation (Englisch: “Anti-differential”).

Weiter ergeben die Regeln des Abschnitts 5 unmittelbar die folgenden Regeln.

Satz 6.1.2. i) (Linearitét.) Seien f, g € C°(]a, b]) mit Stammfunktionen F,G €
C1(Ja, b)), und seien o, 3 € R. Dann ist oF + G € C(]a,b]) Stammfunktion
zu of + Bg; d.h.

/(af+6g) dmza/f dx+6/gdx.

ii) (Partielle Integration.) Seien u,v € C*(Ja,b]), und es existiere eine Stamm-
funktion F zu f = wv' € C°(Ja,b[). Dann besitzt die Funktion u'v € C°(Ja,b])

die Stammfunktion
/u’v dx :uv—/m/ dzx.

Beweis. Summen- und Produktregel gemiss Satz 5.1.2 ergeben
i) (aF + 8G) = aF' 4+ 8G" = af + Bg
i) (uwv—F) =v'v+uw — F =uv.
=0
O
Beispiel 6.1.2. i) Sei p(z) = apz™ + -+ + a1z + ag. Mit Satz 6.1.2.3) und
k+1
[k dx = T Jfolgt

a
/pdxzinx"+1+~~+aoz.

i) Seien u(z) = z, v(z) = log(z) mit w'(z) = -1 =1, z > 0. Mit Satz

6.1.2.4) folgt
/log(x) dr = /u'v dr = xlog(x) — /uv’ dx

= zlog(z) — / 1 dx = xlog(x) — x.
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i11) Nach k-facher partieller Integration erhalten wir

/mk e ” dr = —zFe " + k/xkfle*"’” dx
~—

= ke ® — kb le™® 4 k(k — )/xk_Qe_w dz

LA
:-~-:—Z%xle_m+k‘!/e_m dz .
=1

—_——

—e—

Mit Beispiel 5.2.8 folgt die Identitdit

xT

[(k+1):= lim [ zFe™ de=k!, ke,

Satz 6.1.3 (Monotonie). Seien f,g € C°(Ja,b[) mit Stammfunktionen F,G €
C(Ja,b]), und sei f < g. Dann gilt fir a < o < x1 < b:

/ fdxg/ g dz.
To xo

Beweis. OBdA f = 0. (Betrachte § = g — f > 0 und benutze Satz 6.1.2.1).) Mit
Korollar 5.2.1.ii) folgt aus G’ = df = g > 0 und Definition 6.1.2

Z1

/xlgdx:G(rvl)—G(xo)zO:/ f dz.

0 0

Beispiel 6.1.3. i) Da fir 0 <z < 7/2 gilt

sin®(z) — sin® ™ (z) = sin®(x)(1 — sin(x)) > 0,
—_—— ———
>0 >0

erhalten wir mit Satz 6.1.3 die Ungleichung
/2 /2
/ sin**(z) do < / sin®(z) dz, Vk €N
0 0

it) Mit partieller Integration gilt andererseits

w/2 w/2
/ sin*t1(z) do = / sin(z)  sin®(z) dz
0 0

N~——
=4 (~ cos(x))

71'/2
cos (z) sin*~!(z) dz

= — cos(z) sin®

/2
= k/ sin®~ ) dx — k“
0

du;

=1- bln2 (x)
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d.h.

/2 k /2
/0 sin**t(z) do = il sin*~!(z) dx, Yk € N.

Tterativ erhalten wir so die Gleichungen

/2 on—1 2n—3 1 [7/? (2n)! 7
s .2n :
de = . Sz ldp = —2 .2
/0 s @) do = o 2/0 RO
/ sin®" ! (z) dr = noan cee = / sin(z) dx = ﬂ
0 2n+1 2n—-1 3 J, (2n+1)!
—_——
=—cos(z) :;20:1

Mit i) folgt

(2nn!)? < (2n)! < @2t n—-1? L(Q”n!)2
2n+1)! — (22 2~  (2n—-1)!  2n (2n)!
oder
(2mah)t 2 2 (2"n!)4
= a2
(2nh)?2 2n+1 =~ 2n (2n!)?
und somit L 2y 2
T = nh—{go - (W> (Wallissches Produkt).

Einige Werte des Niherungsausdrucks:

4, n=1,
1,22"(n!)2\2  ]3.221..., n=10,
E( (2n)! ) ~)3.157..., n=50,

3.149..., n=100.

Satz 6.1.4 (Gebietsadditivitit des Integrals). Sei f € C°(Ja,b[) mit Stamm-
funktion F € C*(Ja,b]), und seien a < xog < x1 < x9 < b. Dann gilt

lef(x) dx+/:2f(x) da::/Iij(x) dr.

Beweis. Gemiiss Definition 6.1.2 ist die linke Seite gegeben durch
(F (1) = F(x0)) + (F(22) — F(21)) = F(22) — F(x0),
was genau der rechten Seite entspricht. O

Beispiel 6.1.4 (Stirlingsche Formel). Fiir n € IN gilt
log(n!) = Zlog(k).
k=2

Da F(z) = xzlog(x) — x gemiss Beispiel 6.1.2.4) Stammfunktion von f(z) =
log(x), erhalten wir zudem fir jedes k € IN

k41/2

k+1/2
/ log(z) dx = (xlog(x) — x)
k—1/2

r=k—1/2
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Entwickeln wir gemdss Bemerkung 5.5.1, so folgt

(k+ 3)log(k + 5) — (k% 3) =

2
1 11 1
= (k:ig)(log(k:)iﬁ— @Hk) - (kzi§) (6.1.1)
1 1
= klog(k) — k £ 3 log(k) + % + s,
it 1 1 1 1
+ ) _ |t +
el < 50 sl = ‘ktk 50 - g2)| <
also
k+1/2
/ log(z) dx = log(k) — ry
k—1/2
mit 9
el < [sif| + s | < 550 ke, (6.1.2)

Mit Satz 6.1.4 erhalten wir

n k+1/2
log(n!) = Z(/ log(x) dx + rk)
oy k=172

n+1/2 n 3/2
:/ log(x) dx + Zrk —/ log(x) dx.
1 Pt 1

Einsetzen von (6.1.1) liefert

wobei wegen (6.1.2) die Folge (a,) konvergiert. Sei a = lim a,. Exponenzieren

n—oo
ergibt
n!l =/n-n"e "ein
mit

an

b, =¢" - b=¢e" (n— ).

Uberraschenderweise kann man b bestimmen, da gemdss Satz 3.3.2 und Beispiel
6.1.8.4i) gilt

. . b2 . nle™ V2n22np2n
b:hmbn:hm—:hm< )( )
n—oo n—oo by, n— oo \/ﬁn” (2%)'€2n
2 227 (pl)2
= lim \/7(71) = V2.

n—oo \\ n (2n)!

Wir erhalten somit die Niherungsformel

n!~vV2mn-n"e "
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Satz 6.1.5 (Substitutionsregel). Seien f,g € C1(]a,b]). Dann gilt fir a < zo <

T < b:
x1 g(z1) ,
- [ rw
g(zo)

/ " P le@)d @) de = f(g(x))

Beweis. Mit der Kettenregel (Satz 5.1.3)
(fog)(x) = f'(g(z))g (x)
folgt die Behauptung unmittelbar aus Definition 6.1.2. O

Bemerkung 6.1.2. Wir kénnen formal in Satz 6.1.5 die Variable y = g(x)
“substituieren” mit “dy = ¢'(x) dx”.

Beispiel 6.1.5. i)

2 5
x (y=1422) 1/ dy ’5
_E gy L [Py VY
/0 V1422 2 VY vy y=1

[ P A P
o 11 a2 T 2), Ty T2 W LT o

=cos(¢) d¢
=sin
[eost@yao T2 [ i dz
N——
=+/1—sin2($)=cos(¢)

Andererseits folgt nach partieller Integration (mit u = sin¢, v = cos ¢)

v / . *(¢) d
+ sin
p=—7/2 —7/2 d) ¢

w/2 /2
= / (1 —cos®(¢)) dp =7 — / cos*(¢) dep;

iii)

/2
/ cos?(¢) d¢ = sin(¢p) cos(e)

—m/2

—7/2 —m/2
d.h.
1 w/2
/ V1—2x2 dx:/ cos?(¢) dp = /2.
-1 —m/2
w)

x1 ./ _ g(z1) d
/ g(x) dz VL) / A log(y)
x g(zo) Y

fir 0 < g € C*(Ja,b]), a < x9 < 21 <.

v) Insbesondere kénnen wir nun das Anfangswertproblem

f'=af, f(0)=fo>0 (6.1.3)
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auch fiir eine zeitabhingige Funktion a = a(z) € C°(R) mit Stammfunktion
lésen. Solange f(xz) > 0, gilt

!/
r =a (“Separation der Variablen”),

f
und Beispiel iv) liefert

g () = [ de= [ ate) ac

d.h.

analog zu Beispiel 5.6.1.ii).
vi) Die zu (6.1.3) gehirige inhomogene Gleichung

f=af+b (6.1.4)

mit a,b € CO(R) kann man nun ebenfalls lésen. Fiir eine partikulire Lésung
von (6.1.4) machen wir den Ansatz

t
ft) = / b(s) els o) dm gg
0 . (6.1.5)
— €f0t a(T) dT/ b(s) e~ fos a(r) dr dS,
0

sofern die Stammfunktionen existieren. Die rechte Seite in (6.1.5) kann man
deuten als Uberlagerung der Impulsantworten der Gleichung (6.1.4) auf die in-
finitesimalen Auslenkungen um den Wert b(s) zu den Zeiten 0 < s < t. Aus
historischen Grinden trigt die Darstellung (6.1.5) den Namen Variation-der-
Konstanten Formel. Wir verifizieren leicht

O = 010+ 882057 4 ([t 520 )

=b(t)e~ Jo +(7) a4
=a(t)f(t) + b(¢).
Im Falla = —a, b= 0 € R erhalten wir

fit)y=e* /Ot pBes ds = efatg(eat 1) = g(fl _ oty

vgl. Beispiel 5.7.2.1).

vit) Mittels Separation wie in Bespiel v) kann man auch gewisse nichtlineare
Differentialgleichungen losen. Beispielsweise geht die Gleichung

y' =2xy®, y(0)=1 (6.1.6)

fiir eine Funktion y = y(x) > 0 nach Separation iber in die Form

/

y—:2m;

y2
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1 /
(L) -
Y
Integration unter Beachtung der Anfangsbedingung ergibt nun sofort

1 TN
1?4(96)_/0 (5) dr = 22,

1
1—=z

d.h.

also

y(z) = 5

Beachte, dass im Unterschied zu linearen Differentialgleichungen die Lsung y
von (6.1.6) nur fir |x| < 1 existiert.

Partialbruchzerlegung: Mit Hilfe von Satz 6.1.5 kann man die rationalen

Funktionen r(z) = % elementar integrieren.

Beispiel 6.1.6. Das unbestimmte Integral

/% = artanh(z)
kann mittels der Zerlegung
-2 =(1-2)14+x)
iber den Ansatz
1 a b a(l+z)+b(1—ux)

1—x2_1—x+1+x_ 1— 22

mita =b= % elementar berechnet werden

/ dx 1/ dx +1/ dx 110 (1+:17>+
— — = — C.
-2 21—z "2/ 14z 2%®\1_3

Beispiel 6.1.6 ldsst sich verallgemeinern mit Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 6.1.6. Seien p,q Polynome in R mit
deg(p) < deg(q) =n

und ohne gmeinsame Nullstelle. Sei weiter

1
Q(:C) =z" + an—livnil +da = H(I - zi)mia
i=1
wobei x1,...,x; die paarweise verschiedenen Nullstellen x; € C mit Vielfachheit
m; € IN bezeichnen. Dann gibt es es genau eine Partialbruchzerlegung

I m;
p(x) ik
— = —_— (6.1.7)
@) " 2 T o
mit v, € C, und fir 1 <i <1 erhalten wir fir k =m;,m;_1,...,1 iterativ

myg

ik = lim (M(az — ) - Z (77”) (6.1.8)

T—T;, THT; q(l‘) i
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Beweis. 1) Eindeutigkeit. Offenbar folgt (6.1.8) aus (6.1.7).

ii) Existenz. Mache den Ansatz (6.1.7) und bringe die rechte Seite auf den
Hauptnenner ¢(x). Der Zihler ist ein Polynom p vom Grad < n, und

o) _pe)

q(z)  q(2)
Die Gleichung p(x) = p(z) fiir € R liefert ein System von n Gleichungen fiir
die n Koeffizienten v, € C, 1 <i <[, 1 <k <m,.

Da dieses Gleichungssystem linear ist und nach i) héchstens eine Losung be-
sitzt, folgt die Existenz einer Losung mit der Rangformel.

O

Bemerkung 6.1.3. Da q nach Annahme reell ist, treten wegen der Identitdt
l

l
[T~z =a(@) = 4@) = [Jx — 7)™

i=1
fiir x € R nicht reelle Nullstellen in komplex konjugerten Paaren x;, T;11 = T;
auf mit Vielfachheiten m; = m;y1. Da fir x € R ebenfalls gilt

m; m;

: v p@)  p@)Y | < Yik
Zz(w—wi)’“_ _<q(w))_zzm’

i=1 k=1 q(a;) i=1 k=1

folgt wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (6.1.1) dann auch
Yr)k = Yiks 1<k <m;.

Wir kénnen die entsprechenden Terme somit zusammenfassen

Vik o Varok Yik (T — zit1)" + Ygyp(@ — x)*
(@ —z)"  (z—2i)k (@ — z)*(z — i)*
2Re (i (z — T7)*
_ 2Re(yin( Qk)), 1<k <m.
|z — ]

Stammfunktionen lassen sich nun wieder elementar angeben.

Beispiel 6.1.7. i) Berechne [ do_ Zerlege dazu

1—x*

1—zt=00-2)1+2%) =1 —2)1+2)(1 +2?).
Satz 6.1.6 und Bemerkung 6.1.3 fiihren auf die Zerlegung
1 a b c+dx

1—m4_1—m+1+m+1+x2

mat
a = lim 1-z = ! :1
e—11l—at  (1+z)(1+2?)le=1 4
b= lim % 1 _!
a—-11—2* (1—z)1+22)le=—1 4’
1 1 1 1
c+dx=(1_$4—Z(1_x+1+x))(1+3;2)
1 1 1+2%2 1

:1—x2_§-1—z2_§;
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d.h.

Es folgt

dx 11 1+x+1 tan(z) +
— = — 10, — arcta .
T—at 4 81—y TpMeemTe

/as32x+1 d
—— dx.
2+ 1

-2 +1=g2(*+1) -3z +1.

i1) Berechne

Polynomdivision liefert

Nach Satz 6.1.1 und Bemerkung 6.1.3 kann iﬁﬂ im Reellen nicht weiter zerlegt

werden. Wir erhalten

23 —2r+1 3x dx
———dz = de — | —— d
/ 2 +1 * /a: v /x2—|—1 x+/x2+1
2

3
= % -3 log(1 4 %) 4 arctan(z) + c.

6.2 Das Riemannsche Integral

Wir wollen nun den Integralbegriff ausdehnen auf eine moglichst grosse Klasse
von Funktionen f: [a,b] — R, wobel —0o < a < b < 0. Insbesondere wollen
wir zeigen, dass jedes f € C°([a,b]) eine Stammfunktion besitzt.

Ausgangspunkt ist das folgende

Beispiel 6.2.1. i) Sei f = ¢ fir ein 0 < ¢ € R mit Stammfunktion F(x) = cx,
x € R. Dann stimmt fiir a < b das Integral

b b
/fdsc:/cdx:cx
a a

tberein mit dem elementargeometrisch definierten Fldcheninhalt des Bereiches
zwischen dem Intervall [a,b] und dem Graphen von f.

b
=c(b—a)

a

¢t /()

a b

i) Fir f = cmitc <0, c € R gilt die Aussage i) analog, sofern wir den
Flacheninhalt “mit der richtigen Orientierung” messen; vgl. spdter.
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iti) Falls f(z) = ma fir ein m € R mit Stammfunktion F(z) = ma?, z € R,
so kénnen wir fir a < b das Integral

b
1 b 1 1
/ mz dz = =ma? = —mb® — Zma®
o 2 r=a 2 2

ebenfalls interpretieren als den “orientierten Flicheninhalt zwischen [a,b] und

g(f)”.

f(x)

F(z) = Fldcheninhalt

mb

o>

Fiir welche Funktionen f: [a,b] — R kann man den Flicheninhalt zwischen [a, b]
und G(f) messen? - Liefert dies den gewiinschten Integralbegriff?

'
i
T

|
T
a b

Definition 6.2.1. i) Eine Funktion f: [a,b] — R heisst Treppenfunktion,
falls fiir eine Zerlegung von I = [a,b] in disjunkte (abgeschlossene, offene, halb-
offene) Teilintervalle I, ..., Ik mit Konstanten ¢ € R gilt

flx)=c; fircel, 1<k<K;
d.h.

K
f = Z CLXI»
k=1

1, z€l
xfk<x>{ i

wobei

0, l‘§é[}c

die charakteristische Funktion von I}, ist.

K
it) Das Integral einer Treppenfunktion f = > crxr,: [a,b] — R ist
k=1

K

by K
/ (ZCkX[k> dacchk [Tk |,
@ k=1 k

=1
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wobei |I;| die Linge von Iy, bezeichnet, 1 <k < K.

Bemerkung 6.2.1. i) Die konstante Funktion f = ¢, ¢ € R, kann man auch
schreiben in der Form einer Treppenfunktion

K
f:ZCkXIk mit ¢y =c¢, 1 <k < K,
k=1
wobei I, ..., Ik disjunkte Zerlegung von I = [a,b], und

b K
/ fdx:c(b—a):ch|Ik|.
@ k=1

K
it) Analog kann man bei einer beliebigen Treppenfunktion f = > cpxi, die

k=1
Zerlegungsintervalle Ij, weiter zerlegen (“verfeinern”), und das Integral dndert

sich nicht.

Die vorherige Bemerkung ist wichtig fiir den Beweis der folgenden Aussage, die
fiir das Weitere fundamental ist.

Lemma 6.2.1. Sind e, g: [a,b] — R Treppenfunktionen mit e < g, dann gilt

b b
/edmg/gdw.

K L
Beweis. Seien e = Y cpxr., 9 = Y dixj, mit disjunkten Intervallen Iy, ..., Ik
k=1 =1
bzw. Ji,...,Jr, wobei

C=x

L
I=[ab=J =]
=1

k=1

Die Intervalle
Iuy=5InJ, 1<k<K 1<I<L

sind dann ebenfalls disjunkt mit

L K
L=JIu, Ji=JIn (6.2.1)
=1 k=1

und

Aus der Annahme e < g folgt die Ungleichung
a=e(x) <g(x)=d, Vo€ lu;

also
ek < dj, falls Iy # 0. (6.2.2)
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Da mit (6.2.1) auch gilt

L K

Tkl = > Tl [ = [Tl

=1 k=1

erhalten wir mit Bemerkung 6.2.1

b K
/6d$=26k|fk|=ZCk|]kl|
a k=1 kil
(6.2.2) L b
< Sl =Y 1l = [ g
k.l

1=1 a
wie gewiinscht. U
Sei f: [a,b] — R beschréinkt; d.h.
dee RVr €a,b]: |f(z)] <ec

Dann gibt es stets (mindestens) ein Paar von Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R
mit e < f < ¢, und die folgende Definition ist sinnvoll.

Definition 6.2.2. i) Fir beschrinktes f: [a,b] — R bezeichnen
b b
/ fdx = sup{/ e dx; e Treppenfunktion, e < f},

bzw.

b b
/ fdx = inf{/ g dz; g Treppenfunktion, f < g}
a a

das untere, bzw. obere Riemann-Intergral (R-Integral) von f.

it) Ein solches f heisst iber [a,b] Riemann-integrabel (R-integrabel), falls

/abfd:c:/abf dx =: A.
A:/abfd:r

das Riemann-Integral (R-Integral) von f.

In diesem Fall heisst

Bemerkung 6.2.2. i) Lemma 6.2.1 liefert fiir jedes beschrinkte f die Unglei-

chung o
b b
/ fdx < / f dx.

it) Eine Funktion f ist R-integrabel genau dann, wenn zu jedem € > 0 Treppen-
funktionen e, g: [a,b] — R existieren mit e < f < g und

b b
/gdx—/ e dr <e.
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Beweis. i) Fiir Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R mit e < f < g gilt nach

Lemma 6.2.1
b b
/ e dr S/ g dx;

b b b
/fda:z sup / edxg/ g dx,
Ja e<f Trptkt. Ja a

und die Behauptung folgt nach Ubergang zum Infimum bzgl. g > f.

also auch

ii) Die Aussage ii) folgt nun unmittelbar aus der Ungleichung

b b oo b
/edxﬁ/fdxﬁ/fda:ﬁ/gdx

fiir alle Treppenfunktionen e, g: [a,b] — R mit e < f < g.
O

Wir konnen fiir eine grosse Zahl von Funktionen f: [a,b] — R zeigen, dass sie
R-integrabel sind.

Satz 6.2.1. Sei f: [a,b] — R monoton. Dann ist f iber [a,b] R-integrabel.

Beweis. OBdA sei f monoton wachsend, also
fa) < f(z) < f(b) VY € [a,b],

und

¢= sup [f(z)| = max{[f(a)|,[f(b)[} < o0.

a<z<b

Fiir K € IN unterteile [a,b] in K disjunkte Teilintervalle I, mit Endpunkten

b—a b—a
ak:a—i—(k:—l)T, bk:ak+T:U;k+1
und Lénge
b—a
|I| = P 1<k<K.
K K
Dann sind e = Y cpxr,, 9 = . dixr, mit
k=1 k=1

cr, = inf fi, dp =sup fi
Iy, I

Treppenfunktionen mit e < f < g.
Weiter gilt
dr =sup f < f(bk) = f(ag+1) < inf f = cppa;
Iy

P
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also
K

b b
/ gdx—/ edmzZ(dk—ck)|Ik|
a a

k=1

—a K
K Z dk — Ck
k=1

b—a K—1
— dy — > (di — )
K ( c1+ k — Ck+1

<2 k=1 <0

b—

SQC a—)O (K—>OO)

Die Behauptung folgt somit aus Bemerkung 6.2.2.ii). O
Satz 6.2.2. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f tber [a,b] R-integrabel.

Beweis. Da [a,b] kompakt, ist f nach Satz 4.2.3 und 4.7.3 beschrinkt und
gleichméssig stetig. Zu € > 0 wahle § > 0 mit

[z -yl <d=|f(z) - fy)] <e Va,yelab] (6.2.3)

Fir K € N mit %22 < § unterteile [a,b] in disjunkte Teilintervalle I, mit

K
Endpunkten
b—a b—a

ak:a—i-(k—l) K b, = ay, +

und Léange
b—a

k| =
wie in Satz 6.2.1, und setze

c, =inf f <supf=di, 1<k<K.
Iy I

Dann sind
K K
e= eaxn, 9= dixi,
k=1 k=1

Treppenfunktionen mit e < f < g.
Da fiir 1 < k£ < K nach Konstruktion

sup |z —yl = |Ix] <6,
z,yElx

folgt mit (6.2.3) auch

dp —c < sup |f(z) = f(y)| <,
z,yely

und wir konnen abschéitzen
K

b b K
/gdx—/ edx:Z(dk—ck)|Ik|§62|1k|:(b—a)e.

k=1 k=1

Die Behauptung folgt aus Bemerkung 6.2.2.ii). O



122 KAPITEL 6. INTEGRATION

Das Integral einer Funktion f € C°([a,b]) kann man numerisch bequem appro-
ximieren. Es gilt

Satz 6.2.3. Sei f € C°([a,b]). Dann gilt fiir eine beliebige Folge von Zerlegun-
gen

I=lab) = UIk

von I in disjunkte Teilintervalle I}, 1 < k < K,,, mit Feinheit

o= sup |I}|—0 (n— o0)
1<k<Kn

und eine beliebige Auswahl von Punkten z € I, 1 <k < K,,, stets
b Kn Ky

/(Zf(xk in) => f@p) |Ik\—>/ fdr (n— o)
¢ k

k=1 =1

Beweis. Zu € > 0 wihle 6 = d(e) > 0 mit (6.2.3) wie in Satz 6.2.2, dazu
ng = no(e) € N mit
on <6, Vn >ng.

Fir n € IN setze weiter

o =inff < faf) <supf=df, 1<h<K.
K I

Wie in Satz 6.2.2 erhalten wir fiir n > ng die Abschétzung

di —cg < sup |f(z) - f(y)l<e 1<k <K,
z,yely;

Definiere die Treppenfunktionen

K. K, Ky
en =Y cixip < fo= Y f@)xip <gn=Y_ dixi.
k=1 k=1 k=1

Da f gemiss Satz 6.2.2 R-integrabel ist, konnen wir fiir n > ng(e) abschéitzen

:/abfd:c—/a fokxfn dm—/fdcc—/fnd:c

b K,
S/ In dx—/ €n dgc:Z(d”—c,C )| I7 |<EZ\I,€|—
a a k=1
Analog erhalten wir R,, > —(b — a)¢, und die Behauptung folgt. O

Beispiel 6.2.2. i) Die stetige Funktion f(z) = ev” st iiber jedes Intervall [a, b]
R-integrabel; eine Stammfunktion lisst sich jedoch nicht elementar berechnen.



6.3. INTEGRATIONSREGELN, HAUPTSATZ 123

ii) Die Funktion f = xqno,1): [0,1] — R ist nicht R-integrabel. Fir jedes
Intervall I C [0,1] mit |I| > 0 gilt gemdss Beispiel 4.8.4.1i)

INQ#0#1\Q

und daher
O:irjlff<supf:1.
I

K L
Fiir Treppenfunktionen e = Y ckxr,, 9= > dixs,:[0,1]] =R mite < f <g
=1

k=1
folgt

1 n 1 L
/ ed:c:ch\Ik|§(), / gd:r:Zdl|Jl|Zl;
0 1 0

=1

1 1
/fdx§0<1§/fdx.
JO 0

Mit Hilfe von Satz 6.2.3 koénnen wir den Wert gewisser endlicher Summen ap-
proximativ berechnen, indem wir sie als “Riemann-Summen” deuten.

also

Beispiel 6.2.3. i) Fiir « > 0 schreibe

kZ::]_ . 1 n kN«
notl 7ﬁz(ﬁ>

und deute % = |I}| fir eine dquidistante Zerlegung von I = [0,1] in n disjunkte
Intervalle IT, ..., 1. Setzen wir nun fir festes n noch % =zp, 1 <k <n,
und definieren wir f(z) = x®, x € I, so konnen wir die Summen deuten als
Riemann-Summen fir f, und gemdss Satz 6.2.8 erhalten wir

ka
k; :1i(ﬁ)a(n:oo> /19504 do —
notl nE=\n 0 a+1’
it) Analog erhalten wir
2n 2
e — = = — — =1In(2) .
n+1 ety T Z E /1 x n(2)
k=n+4+1 n

6.3 Integrationsregeln, Hauptsatz

Analog zu Satz 6.1.3 fiir das Rechnen mit Stammfunktionen gilt

Satz 6.3.1 (Monotonie des R-Integrals). Seien f12: [a,b] — R beschrinkt und
R-integrabel mit f1 < fa. Dann gilt

/abfldac</abf2d:ﬂ.
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Beweis. Jede Treppenfunktion g: [a,b] — R mit fo < g erfiillt auch f; < g; also

b b b
/fldm:/fld;vg/gdac.

Nach Ubergang zum Infimum bzgl. derartiger Treppenfunktionen g > f, erhal-

ten wir
b b b
/fldxg/fgdxz/fgdﬂf,

wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.3.1. Mit der Interpretation des Integrals als Flicheninhalt ist
Satz 6.3.1 auch geometrisch evident.

Korollar 6.3.1. Fiir f € C%([a,b]) gilt

/abfdx

Beweis. Mit f < |f| < || f|lco folgt die Behauptung aus Satz 6.3.1. O

b
s/ ] dz < | floo (b— a).

Satz 6.3.2 (Linearitidt des R-Integrals). Seien f, f1, fa: [a,b] — R R-integrabel,
und sei a € R. Dann sind die Funktionen «f, fi + fo tber [a,b] R-integrabel,

und
/ab(af) dxa/abfdo:,
Lb(f1+f2) dx—/abfl dm+/abf2 dz.

Beweis. Die Behauptung gilt offenbar fiir Treppenfunktionen. Der allgemeine
Fall lasst sich darauf zuriickfiihren.

i) Sei a > 0. Fiir Treppenfunktionen e, g mit e < f < g gilt ce < af < ag; also

b b
/ (af) dx < inf {/ (ag) dzx; g Treppenfunktion, g > f}
=« f:g dx

b b
= ainf {/ g dz; g Treppenfunktion, g > f} = a/ fdx
(f R-int.) b b
= a/ f dxr = asup / e dx; e Treppenfunktion, e < f

b b
= sup { a/ e dx; e Treppenfunktion, e < f} < / (af) dx

:f:((xe) dx
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Nach Bemerkung 6.2.2.1) ist die Funktion «f daher R-integrabel mit

/ab(af)dm = a/ab fdx.

Analog fiir & = —1 (und damit auch allgemein o < 0).

ii) Fiir Treppenfunktionen e;, g; mit e; < f; < ¢;, i = 1,2 gilt:
ertex< fi+fa<g1+g2

und e + es, beziehungsweise g1 + go sind Treppenfunktionen. Es folgt:

5 b
/ (f1+ f2) dz <inf {/ (91 + g2) dx; g; Treppenfkt., g; > fi, i = 1,2}
a a
—_—
=J! qrda+ [} g2dw

b
= inf {/ g1 dz; g1 Treppenfunktion, g; > fl}
b
+ inf / g2 dz; go Treppenfunktion, go > fo
) ) b b
Z/f1d$+/f2d$=/f1d$+/f2dl‘
a a Ja Ja
b
= sup / ey dx; e; Treppenfunktion, e; < f;
b
+ sup / eo dx; es Treppenfunktion, e; < fo
b
= sup / (e1 + e2) dx; e; Treppentkt., e; < f;, i =1,2

b b
< [+ fdos (i) do

Also ist f1 + f2 R-integrabel mit

/ab(f1 + fo)dx = /ab fidx + /ab fadx .

Korollar 6.3.2. Seien f, fr € C°([a,b]) mit f iy f (k — 00). Dann gilt
b b

/ fr dﬂc—/ f dx
a a

Beweis. Unmittelbar aus Satz 6.3.2 und Korollar 6.3.1. O]

b
S/ |fr — f| dx

<b=a)llfe = fllgo =0 (k= o0).
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Geméss Beispiel 4.8.1.i1) sind Potenzreihen

oo
p(x) = Z cpat
k=0

fiir jedes
1

klim \k/ |Ck|
in B,.(0) gleichméssig konvergent. Korollar 6.3.2 ergibt somit fiir —p < a < b < p
die Darstellung

b b n
/ p(x) de = lim chxk dx

¢ k=0

n b [e's) cn
I ( kd): phH1 _ gk+1y.
dim (S [ ot dr) = 52 S0 -t

Korollar 6.3.3. Potenzreihen diirfen im Innern ihres Konvergenzkreises glied-
weise integriert werden.

rp=

Beispiel 6.3.1. Fiir 0 < b <1 erhalten wir

1+bdx 1+b dl’
1 1+0) = ki _
o1 +?) / p / (-2

1+b , SR — )kt
A DL v = o

0 r=1
B e (71)kbk+1 _ e (71)k71bk.
Pt E+1 — k
d.h., wir erhalten die Taylor-Reihe von log um xqg = 1. Beachte, dass nach
Beispiel 3.5.1.1i) die alternierende Reihe (—l)k% sogar fir alle 0 < b <1
k=0

konvergiert mit Fehlerabschdtzung

n (—l)kflbk bn+1

log(1+b) — < IN.

k=1

Grenziibergang b — 1 und anschliessend n — oo liefert die Summenformel

© o 1vk—1
27( 1; =log?2

k=1
fiir die alternierende harmonische Reihe.

Satz 6.3.3 (Gebietsadditivitit). Sei f: [a,b] — R R-integrabel iber [a,b], und

sei xg € [a,b]. Dann sind die Funktionen f [ , bzw. f [ R-integrabel, und
a,x zo,

/abfdx:/jofdx—i—/;fdx.

es gilt
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Beweis. 1) Offenbar gilt die Aussage fiir Treppenfunktionen.
ii) Sei f: [a,b] — R R-integrabel. Zu ¢ > 0 wihle Treppenfunktionen e, g mit

e< f<gund
b b
/gdxf/ e dr <e.

Dann gilt e < f < g auf [a, o], bzw. auf [zg,b] und nach i) weiter

zo 0 b b
(/a gda:—/a edm>+(Logdz—Loedx)

>0 >0

- b b
:/ gdw—/ e dx < e.
Also ist f iiber [a,xq] sowie iiber [z¢,b] nach Bemerkung 6.2.2.ii) R-integrabel.
Weiter gilt
b ) b
A::/ fda:—(/ fdm+/ fd:c)
a a xo

b To b
§/gda:—(/ edx+/ed$c)<e;
a a zo

:fi’e dz

analog A > —e.
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung.
O

Aus Satz 6.3.3 folgt nun sofort der “Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung”:

Satz 6.3.4. Sei f € C%([a,b]). Dann ist die Funktion

F: xr—>/ fdz, x€la,b,
auf [a,b] stetig differenzierbar mit F' = f.
Beweis. Fixiere xg €]a,b[, und wéhle € > 0 beliebig. Wihle § > 0 mit

Vo € [a,b]: |z —xo| <= |f(x) — fzo)] <e.
Sei zg < x < g + J. Mit Satz 6.3.3 folgt:
Fa) - Flao) = [ 1 it
zo

Schétze ab mittels Korollar 6.3.1:

/:f d§ — (x — o) - f(xo0)

0

[ (0 - 16w0) ds‘

0

<l|z—zol sup [f(y) — f(zo)| < €|z —z0].
ly—x0|<d
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Es folgt:
F(x)—F
sup | L@ = F@) g
ro<z<zo+9d r —To
Analog fiir zg — § < z < xg. O

Korollar 6.3.4. Fiir Funktionen mit Stammfunktion (“elementar integrierbare
Funktionen”) ist deren R-Integral durch deren Stammfunktion gegeben.

Beweis. Sei f = F' mit F € C'([a,b]). Dann gilt nach Satz 6.3.4

i(F(x)—[fdm)zf—fzo,

also wegen Korollar 5.2.1.1)

/: fdz = F(z) — Fla).

6.4 Uneigentliches Riemann-Integral

Sei f:]a,b[— R iiber jedes kompakte Intervall [¢, d] C|a, b| R-integrabel.

Definition 6.4.1. f heisst iber |a,b] uneigentlich R-integrabel, falls
b d
/a fdr .= ciil,I%Tb/c f dx

Beispiel 6.4.1. i) Fir a < —1 existiert

existiert.

o0 d atl _q 1
/ % dr = lim % dr = lim = .
1 d—oo 1 d—oo o+ 1 ‘Oé| -1

it) Fir a > —1 existiert

! ! 1—cotl 1
/ % dx = lim/ % dr = lim = )
0 clo J, clo a+1 a+1

iii)
1 [e%s)
d 1 d
/ @ limlog(f), / % _ tim log d
0o Z cl0 C 1 x d—oo
existieren nicht.
)

d—oo

/ e tdt= lim(1—e %) =1.
0
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v) Fir alle « > 0 ezistiert

vgl. Beispiel 6.1.2.i1).

Die Konvergenz gewisser Reihen lisst sich auf die Konvergenz von uneigentlichen
Integralen zuriickfiihren.

Satz 6.4.1. Sei f: [1,00[— R4 monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
> f(k) genau dann, wenn floo f dx konvergiert, und in diesem Fall gilt
k=1

0< Y f(k) f/ fdx < f(1).
k=1 1
Beweis. Die Treppenfunktionen

e=Y_ flk+ Dxparsp 9= D L)Xkl

k=1 k=1

erfiillen wegen der Monotonie von f die Ungleichung e < f < g; somit folgt

n n—1 n n
[edr=Y k=Y s -2 [ fao
1 k=1 k=1 1
n n—1 n
< [ o= 1) =3 1) - 1)
k=1 k=1
Wir erhalten also
0< S <> fw) - [ fdo< )
k=1 1
Die Behauptung folgt. O
Beispiel 6.4.2. i) ((s) = Y. & existiert fiir alle s > 1 gemdss Satz 6.4.1 und
k=1

Beispiel 6.4.1.1); vgl. Beispiel 3.7.4.

it) Die Reihe Y m konvergiert gemdss Satz 6.4.1 fir alle s > 1, da nach
k=2
Beispiel 6.4.1.1)
>~ d =logz) [ d
/ Z_ (=log) / W
2 (ElOg z log 2 ys

6.5 Differentialgleichungen

Sei f: RxR"™ — R" stetig, ug € R™. Gesucht ist eine Losung u € C*([0, T[, R")
der Differentialgleichung

i = ‘fli: = f(tu(t), 0<t<T, (6.5.1)
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mit Anfangsbedingung

u(0) = up. (6.5.2)
Beispiel 6.5.1. i) Die allgemeine lineare Differentialgleichung (5.6.4) lisst sich
in der Form (6.5.1) schreiben mit f(t,y) = Ay, y € R".

it) Die Form (6.5.1) umfasst aber auch nichtlineare Gleichungen wie in Beispiel
5.7.2.ii) oder inhomogene Gleichungen.

Geometrisch kénnen wir die Losungen u von (6.5.1) als “Integralkurven” des
durch f gegebenen “Richtungsfeldes” deuten.

Beispiel 6.5.2. i) Sein =2, R2 = C, f: C — C gegeben durch f(u) = iu,
u € C. Die Lisung u € CY(R;C) von

= f(u) =1iu, u(0)=ug

ist u(t) = upe®, t € R; sie beschreibt einen Kreis um 0 € C mit Radius |ug|.

ii) Fiirn =1 fihrt man mit Vorteil die Zeit t = u® als zusdtzliche Variable ein.
Fiir U(t) = (t,u(t)) ergibt (6.5.1) die Gleichung

U= (%) = (fttutey) = F0®)

F(t,u) = (f(tl,u))'

Im Falle f(t,u) = s —au mit Konstanten s,a > 0 erhdlt man ein Richtungsfeld,
das sehr schin die Konvergenz jeder Losung u € C*(R) der Gleichung

u=Ss—au

gegen die Gleichgewichtsldsung
s
ustat(t) - a

zeigt fiir t — oo; vgl. Beispiel 5.7.2.1).

Fragen. Was fir lineare Differentialgleichungen selbverstindlich war, muss im
allgemeinen Fall des Anfangswertproblems (6.5.1), (6.5.2) nicht mehr gelten.
Einige Fragen drdngen sich auf:

i) Gibt es zu jedem ug € R™ stets eine “lokale” Losung u € C1([0,T]; R™) des
Anfangswertproblems (6.5.1), (6.5.2) fiir geniigend kleines T > 0%

i) Ist diese Losung eindeutig durch ihre Anfangswerte bestimmt?

i1i) Kann man sie fir alle t > 0 fortsetzen?

w) Was kann man in den Fdllen aussagen, wo eine Fortsetzung nicht maoglich
ist?

Beispiel 6.5.3. i) Sein =1, f(u) = u?, ug > 0. Nach Separation erhdilt man

zu dem Anfangswertproblem

o=’ u(0)=ug (6.5.3)
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die dquivalente Form

SRR

mit der eindeutigen Lésung
u(t)

Beachte, dass u(t) — oo firt T 1/up.

it) Sei n = 1, f(u) = 2+/|ul, up > 0. Solange u(t) > 0 kann man durch
Separation die Gleichung

1

=—— 0<t<1/u.
1/UQ7t - /Uo

@ =2/|ul, u(0)=ug
auf die Form bringen
%(M) =1, u(0)=1u
mit der Lisung
u(t) = (t + /up)?, t>0.
Fiir ug | 0 erhdlt man zudem die Lisung
u(t) =t%, t>0

des Anfangswertproblems

= 2v/]ul, u(0)=0, (6.5.4)

zusdtzlich zur offensichtlichen Losung u = 0. Tatsdchlich sind alle Funktionen
u(t) = (t —to)3 = (max{0,t — to})?

Lésungen von (6.5.4), wobei der Parameter to > 0 beliebig gewihlt werden kann.

Wir miissen also einerseits im allgemeinen damit rechnen, dass Losungen von
(6.5.1), (6.5.2) in endlicher Zeit “explodieren”; andererseits gilt es, geeignete
zusétzliche Voraussetzungen an f zu finden, welche die Eindeutigkeit der Losun-
gen garantieren.

Satz 6.5.1 (Picard-Lindelof). Sei f = f(t,u): R x R" — R™ stetig und bzgl.
u € R™ lokal Lipschitz stetig, lokal gleichmdssig in t € R; das heisst, fir alle
T > 0 und alle R > 0 gibt es eine Konstante L = L(R,T), so dass

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu—v| fir allet € [0,T], u,v € Br(0). (6.5.5)

Dann gilt

i) Zu jedem ug € R™ emistiert ein T = T(up) > 0 und genau eine Lisung
u=u(t;ug) € C([0,T],R"™) von (6.5.1), (6.5.2).

it) Die Losung u = u(t;ug) hdngt stetig ab von ug im folgenden Sinn: Zu ug €
R"™ existieren r > 0, T > 0, C € R so, dass fiir jedes uy € By(up) die zum

Anfangswert uy gehérigen Lisungen u(t;uy) der Gleichung (6.5.1) fiir0 <t <T
erklirt sind mit u(t;uy) € C1([0,T]), und

”u(t; UO) - ’U,(t; 7—’41)”(]1([0,71]) <C |U1 - U0| .
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Beispiel 6.5.4. i) Die Funktion f: R — R mit f(u) = u? ist gemdss Beispiel
4.1.5 lokal Lipschitz stetig bzgl. u € R.

ii) Allgemein gilt dies fiir “autonome” f = f(u) € C*(R). Fiir jedes R > 0 und
beliebige u,v € Bgr(0) gibt es namlich gemdss dem Mittelwertsatz, Satz 5.2.1,
ein w € Br(0) mit

flu) = f(u) = f'(w)(u—v).
Zum Nachweis von (6.5.5) geniigt es daher,

L= sup |f'(w)]

weEBR(0)
zu setzen.
i11) Die Funktion f: R — R mit f(u) = /|u| ist nicht Lipschitz stetig bei
ug =0, da
[f(w) = fO _ 1

= — 00 (u—0).

iw) Sei f: R x R™ — R™ gegeben durch
ft,u) = A(t)u + b(t)

mit stetigen Funktionen A,b. Dann ist die Funktion f lokalint € R bzgl. u € R™
sogar gleichmdssig Lipschitz stetig. Zu gegebenem T < oo kénnen wir ndmlich
fiir beliebiges |t| < T und beliebige u,v € R™ abschditzen

[F(tw) = £t 0)] < AW [u— o] < [ All oy [u— vl

das heisst, wir erhalten (6.5.5) mit L = || Al| co(_1.1))-

Den Beweis der Aussage i) von Satz 6.5.1 fithren wir zuriick auf ein Fixpunkt-
problem im Funktionenraum C°([0,7]; R™) fiir geeignetes T' > 0. Zur Lésung
dieses Fixpunktproblems verwenden wir das Kontraktionsprinzip von Stefan
Banach, welches uns spéter auch in anderem Kontext gute Dienste leisten wird.
Sei (X, |]|lx) ein Banachraum. (Im Beweis von Satz 6.5.1 werden wir X =
C°([0,T]; R™) wihlen.) Eine Teilmene M C X heisst abgeschlossen, falls sie
(folgen-) abgeschlossen ist im Sinne von Satz 4.3.5.ii), d.h., falls gilt:

V(zg) CM: ap —>x (k— 00) =2 € M.
Weiter heisst eine Abbildung ®: M — M kontrahierend, falls gilt
< 1¥oyeM: o) — o)y <qlle—yly:
d.h., falls ® Lipschitz stetig ist mit Lipschitz Konstante ¢ < 1.

Satz 6.5.2 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionsprinzip). Sei (X, ||||x)
ein Banachraum, M C X abgeschlossen, und sei ®: M — M kontrahierend.
Dann gibt es genau ein T € M mit ®(T) =T. Zudem gilt fiir jedes xo € M und
die Folge

= ®(xp_y1) = = ®¥(xg), k€N, (6.5.6)

die Abschitzung
oy =l x < ¢ lzo =7 x -
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Beweis. 1) Wéhle ein z¢g € M und definiere (zx)ren wie in (6.5.6). Schitze ab

ok — 2ially = [®(er-1) — Bl x < glloxs - allx

<< lwo —mx, keEN.
Fiir [ > k € IN folgt so
-1 -1
ok — @il <Dl — 2l <D ¢ llwo —aallx
=k =k
< 7oz —aiflx =0 U=k — o0);

d.h. (zg)gen ist Cauchy-Folge in X.
Da X nach Annahme vollstindig ist, existiert T = hm x, € X; da M abge-

schlossen, gilt € M. Da ® insbesondere stetig ist, erglbt (6.5.6) die gewiinschte
Beziehung
T = klim xTp = klim D(xp_1) = D(T).

Die behauptete Fehlerabschétzung erhélt man nun mittels
lzx = Zllx = |1®(zx-1) = @) x < qller—1 —Tllx <~ < ¢ lzo — 7| -
ii) Zum Beweis der Eindeutigkeit von T seien z,y € M Fixpunkte von ®. Mit
[z —ylly = 12(z) = 2W)lx <allz—yllx
folgt ||z — y||x =0, also z = y.

O

Die Annahme der Abgeschlossenheit von M kann man nicht weiter abschwéchen,
wie das folgende Beispiel 6.5.5.1) zeigt.

Beispiel 6.5.5. i) Die Abbildung
x
fl ]0,1] S5 x 5 6]0,1]
ist kontrahierend mit der Konstanten q = 1/2, besitzt aber keinen Fizpunkt in

10,1]. (Die auf das abgeschlossene Intervall [0,1] stetig fortgesetzte Abbildung f
hingegen hat T =0 als Fizpunkt.)

ii) Sei 1 <a <2, und sei f: [1,00[— R mit

(z+2).

l\J\H

fz) =

Beachte
1

!
1—
HOE
insbesondere hat f genau eine Extremalstelle bei x = \/a, und wir erhalten

flx) > f(Va)=+Va>1 firz>1.

11

— _- = > 1:
m2)e[ 5 b T2 L
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Behauptung 1. f ist kontrahierend.

Beweis. Seien 0 < z < y. Gemiss Mittelwertsatz, Satz 5.2.1, gibt es £ €, y]
mit

£ )~ F@)] = 1£ @)y —al < 5y — a1,

Behauptung 2. 3b>1: f|[1 ok [1,0] — [1,0].

Beweis. Es gilt f(z) <« fiir > y/a. Wihle b = max{ ma%f f(x),a}. O
1<x<

Gemiiss Satz 6.5.2 besitzt [ einen eindeutig bestimmten Fizpunkt T € [1,b]. Aus
der Gleichung

T=f@) ==+ )

1
2
folgt

T = %, also T = \/a.

Satz 6.5.2 liefert also ein Verfahren zur niherungsweisen Berechnung von /a
fiir jedes a € [1,2]; zudem liefert der Satz die Fehlerabschitzung

1\* 1\F
o = val < (3) oo~ val < (3) 1b-1]
fiir die gemiss (6.5.6) bestimmte Folge von Niherungen xy, k € IN.

Beweis von Satz 6.5.1. Zu gegebenem ug € R™ existieren nach Voraussetzung
rog >0, Ty > 0, L € R so, dass gilt

[f(t,0) = ft,w)] < Lo —w| (6.5.7)
fiir alle ¢ € [0, Tp] und alle v, w € By, (ug). Setze

Co:=Lro+ sup [f(t,up)| < 0.
0<t<To

Wihle
1

T = min{Ty, — 20 QL}

>0

und setze

M=Auce C’O([O,T];R”); sup |u(t) —uo| < 7o}
0<t<T

Dann ist M abgeschlossen im Banachraum X = C°([0, T]; R™).

Fiir uy € By, /2(uo) definiere die Abbildung ®,,: M — X wie folgt: Zu vorge-
gebenem v = v(t) € M sei @, (v) € C°([0,T]; R™) die Funktion mit

(@, (0))(1) = s +/0 F(s,0(s)) ds, 0<t<T.
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Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Abbildung ®,,, einen Fixpunkt besitzt.
Anschliessend benutzen wir Satz 6.3.4 zum Nachweis, dass dieser Fixpunkt die
gesuchte Losung u = u(t;uy) € C1([0, 7], R™) von (6.5.1) mit u(0) = u; ergibt.
Dazu verifizieren wir zunéichst die Voraussetzungen des Satzes 6.5.2.

Behauptung 1. Fir alle uy € By, /2(uo), v € M gilt ®,,(v) € M.
Beweis. Schétze ab mit Korollar 6.3.1

/ (s 0(s)) ds

<rg/2+T sup |f(s,v(s))|, 0<t<T.
0<s<T

’(q)ul (U))(t) — UO’ < |u1 _ u0| 4

Da wegen (6.5.7) fiir 0 < s < T weiter gilt

[f(s,0()] < [f(s,0(s)) = f(s,u0)l + (s, u0)]

<L sup |v(s)—up|+ sup |f(s,up)| < Co,
0<s<T——— 0<s<T
<ro

folgt mit unserer Wahl von T < 58~ die Abschétzung
0

|(®u, () (t) —uo| <7, 0<t<T,

und @, (v) € M wie gewiinscht. O

Als Vorbereitung zum Nachweis der Kontraktionsbedingung schitzen wir fiir
alle uy,us € By, /2(uo) und alle v,w € M mit (6.5.7) ab

’((I)ul (v))(t) - ((I)uz (w))(t)’
Uy — Usg +/0 (f(s,v(s)) = f(s,w(s))) ds

) (6.5.8)
< Jus — ua| +L/O lo(s) — w(s)| ds

< Jur —u2| + LT |lv = wll oo, 17) -

gleichméssig in 0 <t < T.
Insbesondere erhalten wir nun die gewiinschte Kontraktionseigenschaft.

Behauptung 2. Fir alle uy € B, 2(uo) ist ®y,: M — M kontrahierend.

Beweis. Bei Wahl von u; = up € B, 2(ug) ergibt sich wegen LT < 1/2 aus
(6.5.8) sofort

1
||(I)U1 (U) - (I)Ul (w)”CO < 5 ||1) - w”CO ,V’U,’LU € M7

Wir kénnen nun den Beweis von Satz 6.5.1 vollenden.
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i) Da ®,,: M — M kontrahierend, hat ®,, geméss Satz 6.5.2 fiir alle uy €
B, /2(ug) genau einen Fixpunkt v = u(t) € M mit

u(t) = uy —|—/0 f(s,u(s)) ds, 0<t<T. (6.5.9)

Nach Satz 6.3.4 ist u € C*([0, T]; R"), und u erfiillt

a(t) = %(t) = f(t,ult)), 0<t<T.

Weiter gilt offenbar
u(0) = uq;

also 16st u = u(t;u;) € CY([0,T],R") das Anfangswertproblem (6.5.1) mit
u(0) = uy.

Da umgekehrt jede Losung dieses Anfangswertproblems auch (6.5.9) erfiillt, folgt
mit Satz 6.5.2 auch die Eindeutigkeit dieser Losung, und Aussage i) von Satz
6.5.2 ist bewiesen.

ii) Seien v = ®,,(v), w = P,,(w) die Losungen des Anfangswertproblems
(6.5.1) mit v(0) = uy, bzw. w(0) = ug. Mit (6.5.8) folgt zunichst

1
lv = wllgo = [|@u; (v) = Pus (W)llco < Jur —uz| + 5 lJo —wllgo;
d.h.
o= wleo < 2Jur — sl
Satz 6.3.4 zusammen mit (6.5.7) ergibt weiter fiir 0 < ¢t < T die Abschétzung
[0(t) —(t)] = [ f(t,v(t) — f(t, w(t))]
<L) —w®)| < Lilv = wlgo -

Wir erhalten also

[0 = wllgr < flv—wollgo + L |[v = wl| o

=14+L)|lv—wolco <21+ L) |uy — uz|,

und somit Aussage ii).

Was kann man iiber den Verlauf der Losungen “im Grossen” sagen?

Satz 6.5.3. Sei f: R x R” — R"™ wie in Satz 6.5.1, und zu ug € R™ sei u =
u(t;ug) € CH([0,T);R™) die eindeutig bestimmte Lisung des Anfangswertpro-
blems (6.5.1), (6.5.2) gemiiss Satz 6.5.1. Dann gibt es ein maximales Tz > T,
s0 dass u fortgesetzt werden kann zu einer Lésung umaz € C1([0, Trnaz[; R™) von
(6.5.1),(6.5.2), und entweder gilt

Tmaz = o0,

oder
Iumaw (t)‘ — 0 (t - Tmaw)~
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Beweis. Setze
Tynaz = sup{T; Ju € C*([0,T]; R") mit (6.5.1), (6.5.2)}.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz 6.5.1 stimmen je zwei Losungen u(?) €
CL([0,T];R™), i = 1,2, auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich [0, 71]N[0, T3]
iiberein. Somit ist fiir 0 < ¢t < Tjpq, die Funktion w,q.(t) := u(t) wohldefiniert,
wobei u € C1([0,T]; R™) eine beliebige Lésung von (6.5.1),(6.5.2) ist auf einem
Intervall [0, 7] mit 7' > ¢, und Upqq 16st (6.5.1),(6.5.2) auf [0, Tz |-

Nimm an, Ty,q: < 00. Falls wir widerspruchsweise annehmen, dass

lim inf umaa ()] < oo,

so gibt es (tx)ken mit
up = umaz(tk) — Ug (k - OO)

fiir ein wy € R™. Wihlen wir im Beweis von Satz 6.5.1 die Konstanten rg > 0,
To > 0, L € R so, dass (6.5.7) gilt fiir alle v, w € By, (o), t € Rmit |t — Thaz| <
T, so liefert der Beweis ein von k unabhéngiges 7" > 0 und Losungen uy €
CY([tk, Trmax + T)]) des Anfangswertproblems (6.5.1) mit uy(tx) = ug, k > ko,
sofern ky € IN so gewéhlt ist, dass

tr > Tomae — T, Ug, € BTO/2(EO) fiir alle k > kq.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung u des Anfangswertproblems (6.5.1) mit
Anfangswert u(ty) = Uy stimmt wy, fir k > ko auf [ty, Tmaee[ iberein mit g
Wir kénnen daher t,q, durch @y, auf das Intervall [0, Th,q. + T fortsetzen, im
Widerspruch zur angenommenen Maximalitat von T}, 4z - O]

Bemerkung 6.5.1. In jedem Fall ist gemdss Satz 6.5.3 das maximale Ezisten-
zintervall [0, Tee| der Losung u von (6.5.1),(6.5.2) rechtsseitig offen.

Beispiel 6.5.6. i) Sei f(t,u) = A(t)u+b(t) mit stetigen Koeffizientenfunktio-
nen A € CO(R;R™ ™), b € CO(R;R™). Dann besitzt das Anfangswertproblem
(6.5.1),(6.5.2) fiir jedes ug € R™ eine eindeutig bestimmte “globale” Ldsung
u=u(t;ug) € CY(R;R").

Beweis. Nimm an, das maximale Existenzintervall [0, T},q.[ fiir u wire endlich.
Fixiere ein T > T},4.. Schitze ab

v f(tv) < sup |A®)| [v]* + sup [b(t)|[o] < C(1+ [vf?)
0<t<T 0<t<T

fir alle 0 <¢ < T, v € R". Es folgt

1d

S P = (- Tu)(6) = u(t) - 70 u(t) < OO+ fu(0));

dt

d.h.

d
%(log(l +u()?) —2Ct) <0, 0<t< T
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Korollar 5.2.1 ergibt nun fiir alle 0 < t < T}, die Abschitzung
log (1 + [u(t)?) < 20t +log(1 + |uo|?) ;
insbesondere erhalten wir die gleichméssige Abschatzung
L [u(t)]* < (14 Jug[*)e”@Tmer
im Widerspruch zur erwarteten Divergenz
lu(t)] = oo (t T Tmaz)

gemiiss Satz 6.5.3. O

ii) Lorenz-Attraktor. Sei f = f(u): R® — R? gegeben durch

a(ug — uq)
flu) = [ bur —uz —ugug
U1Ug — Cusg

fiir u = (uy,us,uz) € R3, mit Konstanten a,b,c € R. Dann gilt
u- f(u) = (a+ bujug — (au? +uj +cul) < C lu>, YueR>.

Also sind wie in Beispiel i) die Losungen auf ganz R fortsetzbar.

Speziell fiir die Wahl
a=10, b=28, ¢=8/3

streben alle Losungen fiir t — oo hin zu einem kompakten “Attraktor” K, wobei
das Langzeitverhalten der Bahnen u(t;ug) sehr empfindlich auf kleinste Varia-
tionen des Startwerts ug reagiert. Da nach Satz 6.5.1 die Losungen auf jedem
kompakten Zeitintervall stetig vom Anfangswert abhingen, spricht man von “de-
terministischem Chaos”.

Dieses System enstand als einfaches Modell des globalen Klimageschehens; die
Sensitivitit bzgl. der Daten fiihrte zur Bezeichnung “Schmetterlingseffekt”.

Unter der Adresse hitp://www.scu.org/~bm733/attractor.html findet man eine
Java-Animation im web.



Kapitel 7

Differentialrechnung im R"

7.1 Partielle Ableitungen und Differential

Wie kann man die Konzepte der Differentialrechnung in einer reellen Variablen
auf Funktionen f: Q C R™ — R erweitern?

Beispiel 7.1.1. Sei f: R? — R gegeben durch
f(x7y):xey’ x’yE]R’7

und sei (zo,yo) € R2. Fassen wir y € R als Parameter einer Schar von Funk-
tionen
fGy): R—R

auf, so konnen wir f fir festes y = yo € R “partiell” nach x differentieren und
erhalten so die “partielle Ableitung”

fe(w0,90) = %(xo,yo) = lim f(@,90) = f (0, %0)

T—x0 TFHTo T — o
T e¥o — g evo

= lim = e¥;
T—x0 THETO T — X9
ebenso of
fy(xo,90) = @(ZanO) =1z €.
Sei Q C R” offen, xg = (xd,...,2F) € Q. Allgemein definieren wir:

Definition 7.1.1. Die Funktion f: Q — R heisst an der Stelle x¢ in Richtung
e;=1(0,...,0, 1 ,0,...,0) (bzw. nach 2*) partiell differenzierbar, falls

i-te Stelle
der Limes
of : f(zo + he;) — f(wo)
— | i = 1
gt (@0) = farl@o) =, h
- 1 fl@d, ozl +h,. o xl) — fxd, .. xh, ..., x)
= im
h—0, h#£0 h
existiert.

139
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Notation: Von nun ab ist es zweckmaissig, die Komponenten des Ortsvektors
x = (2")1<i<n mit hochgestelltem Index zu schreiben. Wir werden bald erken-
nen, welche Vorteile dies bietet.

In einer Raumdimension (n = 1) hat die Differenzierbarkeit der Funktion f
an einer Stelle zy zur Folge, dass f fiir £ nahe zg gut durch die affin-lineare
Funktion

= T f(2520) = f(0) + f'(20)(x — o)
angendhert wird: Aus

lim f(x) — f(z0)

T—To, THXQ T — X9

= f'(20)

erhalten wir sofort

b @) = (o) + £ (@0)(w = a0)

T—xTo, TFTo T — X

=0.

Gilt eine vergleichbare Approximationseigenschaft auch fiir n > 17

Beispiel 7.1.2. i) Sei f(x,y) = x ¢¥ wie in Beispiel 7.1.1 und sei (xo,yo) € R?
gegeben.

Fiir (z,y) € R? erhalten wir mit Korollar 5.2.1

f(z,y) = f(@o,y0) = f(x,y) — f(wo,y) + f(20,y) — f(=0,Y0)
~ e )~ a0)+ 5L o,y - w0

= %(xo,yo)(x —x0) + %(mo,yo)(y — o) + R(z,y)

mit geeigneten Zwischenstellen & = £(y), n und Restterm

R(z,y) = (%(«S(y)’y)—%(wo,yo)) (x—z0)+ (%(wom)—%(ﬂcmyo)) (y—"0)-

Wegen der Stetigkeit der Funktionen

of

%(l’,y) = eyv (xay) =z e’

of
Yy
kénnen wir den “Fehler” R(xz,y) leicht abschitzen

R
|R(z,y)| < sup (|6y*6y0|+|l’0|‘6n—ey°|) -0
|z — 20| + [y — Yol = 1ecagl<lo_so]

[n—yol<ly—yol

f’ii?“ (a?,y) - (mO’yo)} (x’y) 7é (l‘o,yo); dh; €s gilt

f(xay) - f(x()?y()) - %(m07y0>($ - :L'O) - %(mcﬁyo)(y - yO)
[z — 2ol + [y — yol

—0 (7.11)

de ($7y) - (1'07310)7 (x,y) 7é (mOﬂyO)'
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ii) Sei f: R? — R die Funktion

o= {8 em 200

0, (z,y) = (0,0).

Offenbar ist f an jeder Stelle (o, yo) € R? partiell nach x und y differenzierbar.
Insbesondere gilt
of _of

Z2(0,0) =0 B

5 (0,0).

Jedoch gilt beispielsweise

fla,2) =17 f(0,0)=0 (x—0, z#0);

die Funktion f ist also bei (xo,yo) = (0,0) noch nicht einmal stetig; schon gar
nicht kann man die Approzimationseigenschaft (7.1.1) erwarten.

Definition 7.1.2. Die Funktion f: Q2 — R heisst an der Stelle xq € Q) diffe-
renzierbar, falls eine lineare Abbildung A: R™ — R existiert mit

lim f(x) = f(z0) — Az — 20)

T—xTo, TATo |$ — 330‘

In diesem Fall heisst df (xo) :== A das Differential von f an der Stelle x¢.

=0.

Bemerkung 7.1.1. Insbesondere existieren in diesem Fall simtliche partiellen
Ableitungen %(wo) = Ae;, 1 < i < n; die Unkehrung gilt aber nicht (vgl.
Beispiel 7.1.2).

Notation: Es zeigt sich nun, dass es auch vorteilhaft ist, Zeilen- und Spalten-
1

T
vektoren zu unterscheiden. Schreiben wir namlich x = : fiir einen Vektor
xn
z = (2")1<i<n € R" und A = (Ay,...,A,) fiir die Darstellung einer linearen

Abbildung A: R™ — R beziiglich der Standardbasis, so ist

ot —

Az — o) = > Ai(a’ —xf) = (A1,..., Ay)
=1

n n

" — g
interpretierbar als Matrixmultiplikation des co-Vektors A = (Ay,..., A,) mit

dem Vektor z — zg.

Diese Schreibweise liddt ein zur Einsteinschen Summenkonvention: Uber
doppelt auftretende obere und untere Indizes wird stillschweigend summiert.

Beispiel 7.1.3. i) Jede affin lineare Funktion f(x) = Az +b, x € R™, ist an
jeder Stelle xo € R™ differenzierbar mit df (z¢) = A.
Beweis: f(z) — f(xo) — A(x —x0) =0, Yo, 20 € R".
ii) Insbesondere sind die Koordinatenfunktionen 2! : z = (xk)lgkgn —
an jeder Stelle xy € R™ differenzierbar mit

i-te Stelle

dxi‘ =(0,...,0, 1 ,0,...,0), 1<i<n.

T=x0
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Die Differentiale dz',. .. dx™ bilden also an jeder Stelle o € R™ eine Basis
des Raumes

LR R)={A: R" = R; A linear},
wobei wir A € L(R™;R) mit der Darstellung A = (A, ..., An) bzgl. der Stan-

dardbasis eq, ..., e, des R™ identifizieren, und mit A; = Ae;, 1 <1i < n.
Da offenbar gilt
dr'e; =<’ Z ],’
0, @#J,

ist (dx')1<i<n sogar die zur Standardbasis (e;)1<i<n des R™ duale Basis von
L(R™R).
iti) Jedes f € C1(R) besitzt das Differential
d

A(eo) = L (o) = ' (wo)da
d.h. f'(xz0) ist die Darstellung von df (xo) bzgl. der Basis dx von L(R;R).
iv) Die Funktion f(z,y) = xe¥: R?® — R ist an jeder Stelle (zo,1y0) € R?
gemdss Beispiel 7.1.2.1) differenzierbar, und es gilt

of

df (z0,%0) = (%(anyO)v %(x()vyO))'

(Eigentlich miissten wir auch hier und im folgenden (io) anstelle von (2o, yo)
0

schreiben; dies wire aber doch zu umstindlich!)

v) Die Funktion aus Beispiel 7.1.2.%) ist an der Stelle (xo,yo0) = (0,0) nicht
differenzierbar.

Was macht den Unterschied aus zwischen den Beispielen 7.1.2.1) und ii)?

Definition 7.1.3. Die Funktion f: Q) — R heisst von der Klasse C!, f €
CL(Q), falls f an jeder Stelle xg € R™ in jede Richtung e; partiell differenzierbar
ist, und falls die Funktionen x — gji (z), 1 <i<mn, auf Q stetig sind.

Beispiel 7.1.4. Die Funktion f(z,y) =z €¥: R?> — R aus Beispiel 7.1.2.i) ist
von der Klasse C*, die Funktion aus Beispiel 7.1.2.ii) nicht.

Satz 7.1.1. Sei f € CY(Q). Dann ist f an jeder Stelle xq € Q0 differenzierbar
mit Differential
af of

df (o) = (@(azo), o W(xo)).
Insbesondere ist f auch stetig auf 2.

Beweis. Der Beweis folgt dem Vorgehen in Beispiel 7.1.2.i). Fiir z = (2%)1<i<p,
schéitze ab mit Satz 5.2.1

f(@) = f(xo) — df (xo)(x — o)
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fiir geeignete Punkte ¢! zwischen xf und 2%, 1 < i < n. Wir erhalten somit fiir
T # x¢ die Abschéitzung

f(x) — f(xo) — df (x0)(x — x0)

|z — xo]

of of

z

oxi " i (@o)]

<n sup

zi—$6|<

iyt
€T "EU|

und die rechte Seite strebt wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gegen
0 mit x — xo. D.h., f ist an der Stelle zy € 2 differenzierbar und auch stetig. [

Beispiel 7.1.5. i) Polynome auf R™ sind von der Klasse C'. Eine handliche
Notation erhdlt man mit Multi-Indices o = (aq,...,a,) € INJJ, indem man
fiir © = (2%)1<i<n € R™ setzt

Somit kann man ein Polynom p: R™ — R vom Grad N in der Form schreiben

p(z) = Z agr®, x € R,
la]<N

wobei |a] = ay + - + ap.

ii) Rationale Funktionen r = p/q sind von der Klasse C' auf ihrem natiirlichen
Definitionsbereich Q@ = {x; q(x) # 0}.

Schliesslich definieren wir fiir beschrénktes, offenes 2 C R™ analog zu Abschnitt
5 den Raum

CHQ) = {f € C'(Q); f und % sind stetig auf Q) erginzbar, 1 <i < n}

mit der Norm

of
ozt

Ifller = 1o+
=1

Co

Vollig analog zu Satz 5.4.3 zeigt man, dass C L(Q) metrisch vollstéindig ist bzgl.
der Norm ||| 513 der Raum C*(9) ist also ein Banachraum.

7.2 Differentiationsregeln

Sei 2 C R™ offen.

Satz 7.2.1. Seien f,g: Q — R an der Stelle xg € Q differenzierbar. Dann sind
auch die Funktionen f+ g und f-g an der Stelle xg differenzierbar, und es gilt

i) d(f + g)(wo) = df (z0) + dg(z0),

it) d(f - g)(@o) = g(xo)df (xo) + f(x0)dg(xo),
sowie -falls g(xo) # 0- auch f/g mit

iii)

A(L) ) = 9(xo)df(x((;)(;oaf)(fo)dg(xo) .
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Beweis. Analog zu Satz 5.1.2. O

Satz 7.2.2 (Kettenregel, 1. Version). Sei g: @ — R an der Stelle zy € Q
differenzierbar, und sei f: R — R differenzierbar an der Stelle g(xo). Dann ist
die Funktion fog: Q — R an der Stelle xg € Q differenzierbar, und es gilt

d(f o g)(wo) = f'(g(x0))dg(xo).-

Beweis. Fiir x — g, x € Q, gilt g(x) — g(xo). Da f bei g(xg) differenzierbar,
folgt

flg(x)) = flg(z0)) = f'(9(x0)) (9(z) — g(w0)) = Ry (z,20)(g9(x) — g(w0))
mit
Ry(z,20) = 0 (x — o).
Ebenso gilt

9(x) — g(x0) — dg(z0)(z — 20) = Ry(x,20)(x — 70)
mit
Ry(z,20) = 0 (x — o).

Insbesondere erhalten wir C' € R mit
l9(x) = g(zo)| < |dg(zo)(z — xo)| + |Ry(@, x0)(z — m0)| < C |z — 0
fiir x €  nahe xg. Schéitze ab

[(f 0 9)(x) = (f 0 g) (o) — f'(9(x0))dg(x0) (2 — z0)|
= [f(g(x )) F(g(wo)) = f'(9(x0))(9(x) — g(x0))
F'(g(@0)) (9(x) — g(x0) — dg(xo)(x — w0))]
< |Rf($vx0)(9( ) = g(@o))l + | (9(x0))| | Rg(x, w0) (z — o)
< C(|1Ry(x, )| + | Ry(x, 20)[) |2 — o] -

Die Behauptung folgt, da Rs(x,x¢), Ry(x, zo) — 0 fir x — 0. O
Beispiel 7.2.1. Sei h: R? — R mit

h(z,y) = ™.

Schreibe h = fog mit f = exp und g(x,y) = xy. Mittels direkter Rechnung
erhalten wir
dh(z,y) = (ye™,ze™) .

Dasselbe Resultat erhalten wir durch Anwendung von Satz 7.2.2 in der Form

dh(z,y) = f'(g(x,y)) - dg(z,y) = ™ - (y,2) .
Satz 7.2.3 (Kettenregel, 2. Teil). Sei Q C R™ offen. Sei g: I C R — Q an der
Stelle tg € I differenzierbar, und sei f: Q@ — R an der Stelle xg = g(to) diffe-
renzierbar. Dann ist die Funktion fog: I — R an der Stelle ty differenzierbar,
und es gilt

4 (o 9)(t0) = dtatto)) D),

oder -dazu dquivalent-

d(f o g)(to) = df (9(to)) dg(to).
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Bemerkung 7.2.1. Im ersten Fall deuten wir %(to) € R" als “Geschwin-
digkeitsvektor” der Kurve t — g(t) zur Zeit to, auf den die lineare Abbildung
df (9(to)): R™ — R wirkt. Im zweiten Fall deuten wir dg(ty) als Differential der
vektorwertigen Funktion g, d.h. als lineare Abbildung dg(to): R — R"™, die wir

mit der linearen Abbildung df (g(to)): R™ — R verkniipfen.

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz 7.2.2. O

Beispiel 7.2.2. i) Sei f: Q — R differenzierbar an der Stelle xo € Q, und
sei e € R™"\{0}. Betrachte die Gerade g(t) = xo + te, t € R, durch xo mit
Richtungsvektor %(to) =e, Vip € R.

Dann ist die Funktion f o g in einer Umgebung von ty = 0 definiert, und nach
Satz 7.2.3 ist f o g an der Stelle to = 0 differenzierbar mit

dg

255 0.9)(0) = dF(9(0)) 5 (0) = df o).

Wir deuten den Ausdruck df (xg)e als Richtungsableitung von f in Richtung
e. Fiir e = e; ergibt sich insbesondere wieder

of
oz’

(wo) = df (zo)es,

in Ubereinstimmung mit Bemerkung 7.1.1.

it) Sei f: B.(0) C R™ — R differenzierbar, und seien xo,z1 € B,(0). Dann
existiert 0 < ¥ < 1 mit

f(@1) = fxo) = df (x9)(x1 — 20),

wobei
zp=(1—t)xo+txry, 0<t <L

Beweis: Setze g(t) = x4, 0 <t < 1. Dann ist nach Satz 4.2.1 und Satz 7.2.3
die Funktion f o g:[0,1] — R stetig und in 10, 1] differenzierbar. Gemdss Satz
5.2.1 gibt es ¥ €]0, 1] mit

Fan) — fo) = Flo(1) — F(g(0) = L o g)(0)

d
dg

= df(9(9)) 7 (9) = df (z9) (21 — o).

iii) Sei Q C R™ offen, f € C1(Q). Dann ist f lokal Lipschitz stetig.

Beweis: Sei g € Q, dazu r > 0 mit B.(xo) C Q. Nach ii) gilt mit L =

sup  |df (z)]
x€B,(z0)

[f(y) = f@)l < Llx—yl, Yo,y € B(xo).

iv) Sei f(x,y) = 2?4+ 92, (z,y) € R?, und sei g: R — R? die Kurve

cost
g(t) = (sint) , teR.
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Dann gilt
(f o g)(t) = cos®(t) +sin?(t) = 1, VteR,
also J
%(f og)(t) =0, VteR.
Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch mit Satz 7.2.3, denn
d dg
95 o 9)t) = df(9(1) % 1
—sint
= (22,2 .
(2, 20) (@.y)=g(t) ( cos? )
= 2(cost,sint) - <_ Smt) =0, VteR.
cost

Integrale mit Parametern. Sei h = h(s,t): R? — R stetig und bzgl. ¢
partiell differenzierbar mit 22 € C°(IR?). Setze

¢
u(t) :/ h(s,t) ds, te€R.
0
Fragen. i) Istuec C'?
11) Wie erhdlt man in diesem Fall 07

Deute u = f o g mit

f@w:Ah@wﬁﬂﬁﬂﬂ

g(t) = (i) ‘R — R”.

Offenbar ist g € C'(R,R?), und nach Satz 6.3.4 ist f partiell nach = differen-
zierbar mit
of

o(@.y) = hla.y) € CO(B2),

Behauptung. f ist partiell nach y differenzierbar mit

of [ ah
L= [ Ghew dsectm)

Beweis. Fiir festes x € R und yp,y € R gilt

ﬂawf@ww—47MawMam»@

—ATZ@MW@%WS

mit Zwischenstellen y(s) zwischen yo und y gemiss Satz 5.2.1. Mit Korollar

6.3.1 folgt
f(xvy)_f(xvyO)i/ajah <‘/$
0 ~Jo
Oh oh

oh oh
7(‘%7?/0) ds
Y—1Y0
Fy(sﬂl) - Fy(s’yO)

@($’y(s)) - a*y(&yo) ds

dy

<z sup -0 (y— yo),

0<s<z,[n—yo|<|y—yol
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da %Z auf dem kompakten Streifen {(s,y); 0 < s < x; |y —yo| < 1} gemiss
Satz 4.7.3 gleichmissig stetig ist.

Ebenso erhilt man die Stetigkeit von %{j aus der Abschétzung

’gg(xvy) - %(%,yo)

T Oh
/IO Gl ds

< sup

[s—z0l<1, |y—yol|<1

d ) 2 9
<[ Lo - Faon| + |5 ) - Lot

| (Gt = G tsa) ds

oh oh
Fy(svy) - 87;(57%)

+

Ok >\ & — ol +
—I S |\ — X X Ssu
Ay Y 0 ()0§s£z0

—0 (z—z0, y— o) -

O
Satz 7.2.3 ergibt somit v € C'! mit
it) = 5200 = (5 00), G a) 0
(7.2.1)

_ (h(t,t),/otg};(s,t) ds) G) — Wt 1) +/0t %(s,t) ds.

Beispiel 7.2.3. i) Sei b€ C°(R), und setze an

u(t) = /0 "o ti(s) ds.

Die Funktion
h(s,t) = e5'b(s)

ist stetig, nach t € R partiell differenzierbar mit stetiger Ableitungsfunktion

oh s—t —
a(s,t) = —e"7'b(s) = —h(s,t).

Es folgt, u € C' mit

)
u(t) = h(t,t) +/ —(s,t) ds = b(t) — u;
o Ot
vgl. Beispiel 6.1.5.vi) mit a = —1. Beachte, dass
(s, t) =t
die Losung ist des Anfangswertproblems
u=—u, u(s)=1.

it) Analog erhilt man die allgemeine Variation-der-Konstanten Formel fiir
eine partikulire Losung uw = u(t) € C*(R;R™) der inhomogenen linearen DGI

a(t) = A(t)u(t) + b(t) (7.2.2)
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mit A € CO(R;R™"), b € CO(R;R™). Nach Beispiel 6.5.6.7) besitzt das An-

fangswertproblem
dd )
E(S;t) = A(t)®(s;t), P(s,s)=1id (7.2.3)

fiir alle s € R eine eindeutige Lésung ®(t) = ®(s,t) € CHR;R™*"). (Fiir
n=1, A(t) = —1 erhalten wir ®(s,t) = e** fir alle s,t € R.)

Als Ansatz fiir eine Lisung von (7.2.2) wdihle nun

u(t) = /Ot O(s;t)b(s) ds, teR.

Analog zu i) erhalten wir u € C1(R; R™) mit

t 4P

u(t) = ®(¢;6)b(t) + ; E(s;t)b(s) ds

T29 5y + A1) / t B(s;8)b(s) ds = A(t)ult) + b(t)
0

wie gewtinscht.

7.3 Differentialformen und Vektorfelder

In Abschnitt 6.5 haben wir bereits Funktionen v: & C R™ — R" als Vektor-
felder gedeutet, wobei wir den Vektor v(x) € R™ fiir jedes x € §2 als einen von
diesem Punkt ausgehenden Richtungsvektor auffassen, also als ein Element des
Tangentialraums T, R" des R™ am Punkt z.

Analog konnen wir auch Abbildungen A: Q € R™ — L(R™; R) betrachten,
welche jedem z € Q eine lineare Abbildung A\(z): T,R™ =2 R™ — R zuordnen.
Bzgl. der Basis dz', ..., dz" schreiben wir

Mz) = Z Ai(z)da!

und koénnen jedes derartige A so mit einer Abbildung
A=A, 0, ) Q>R
identifizieren.

Definition 7.3.1. Eine Abbildung A\: Q@ — L(R™;R) heisst eine Differential-
form vom Grad 1 (kurz 1-Form oder Pfaffsche Form).

Beispiel 7.3.1. i) Fiir jedes f € CY(Q) ist das Differential df eine 1-Form
(von der Klasse C°).

ii) Der Ausdruck \(z,y,2) = 3dx + 2zdy + xydz definiert eine 1-Form auf R3.

Bemerkung 7.3.1. i) Mit Hilfe des Skalarprodukts (-,-)p kann man ein Vek-
torfeld v = (v')1<i<n:  — R in eine 1-Form X\ verwandeln. Setze dazu

AMz)w = (v(x), w)g., Ywe T,R", (7.3.1)
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fiir jedes x € Q. Bzgl. dxt,... dx™ gilt X = (\;)1<i<n mit

Ni(z) = Ma)e; = (v(z), ei)gn = V' (z), Va € (7.3.2)
it) Umgekehrt kann man via (7.3.1) auch 1-Formen X\ auf Q in Vektorfelder
v: Q — R"™ umwandeln.
Speziell fiir A = df ergibt Bemerkung 7.3.1.ii) die folgende Definition
Definition 7.3.2. Sei f € C*(Q). Das durch die Gleichung

(Vf(@), wg. = df (z)w, YweR"

definierte Vektorfeld V f: @ — R™ heisst Gradientenfeld von f bzgl. (-, )y..

Bzgl. der Standardbasis ey, ..., e, des R™ folgt mit (7.3.2) die Darstellung
ok (x)
Vix)= : , Vo e Q.

) :
3&:]; (LC)

Bemerkung 7.3.2. Sei f € C1(Q), und sei xg € Q. Dann gibt V f(xq) die
Richtung und den Betrag des “steilsten Anstiegs” des Graphen G(f) an der
Stelle o an in dem Sinne, dass

V f(zo)

df('rO) |Vf(370)| = |Vf($0)| - EETL»[?ll{%)ﬂd:l df(xO)e

Beweis. Fiir jedes e € T,y R™ = R™ mit |e] =1 gilt

o (Cauchy-Schwarz)
daole ) (Vfro b 2V fao)
_ Vf(170>> _ V(o)
= (1) TG = TR g
mit Gleichheit fiir e = %. O

Beispiel 7.3.2. i) Sei f(x,y) = #, (z,y) € R?, mit

) = .-, Vi) = ().

-y
und sei (xo,y0) = (1,—1) mit

vr-ni=va (a0 =2 (1)

i) Sei f € CH(R?) mit

0) (3) = ez = 50 =3,
a0 (1) = 250 - o) -

Es folgt 8‘11 (0) = 4; d.h.
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7.4 Wegintegrale

Sei Q C R™ offen, v: [0,1] — Q ein “Weg” in 2 von der Klasse C!, v €
C1([0,1]; ), mit Geschwindigkeitsvektorfeld

B (t)
(1) = (1) = R P
2 (1)

Sei weiter A = >° \;(z)da® mit

i=1
A= (A1, M) € CO(LRY)
eine 1-Form auf . Dann wird durch

n %

t Ay =D Ai(fy(t))d;t (t)

i=1

eine stetige Funktion auf [0, 1] definiert.

Definition 7.4.1. Der Ausdruck

A = AW d

heisst Wegintegral von A\ ldngs ~.

Bemerkung 7.4.1. Wege v1,72 € C’l([O 1]; Q) mit y1(1) = ~2(0) kann man
aneinanderhingen zu einem stiickweise C1-Weg v = v1 + v2: [0,2] — Q mit

’yl(t), 0<t<1
t—
Yat—1), 1<t<2.

Offenbar kann man das Wegintegral einer 1-Form X\ auch fir derartige v =
Y1+ 72 € Cp,([0,2];Q) erkliren (mat Index “pw” fiir Engl. “piece-wise”), und

es gilt
/ A= A+ A
Y1+72 Y1 Y2

Beispiel 7.4.1. i) Sei~y € C([0,2n]; R?) mit

Y(t) = <C9St) . 0<t<or,

sint
eine Parametrisierung des Einheitskreises, A\ = A(z,y) die 1-Form mit

Az,y) =2y do — =z dy, (z,y) € R®.

2w .
/)\:/ (2sint, — cost) (—smt) dt
~ 0 cost

= /%(—2 sin®(t) — cos?(t)) dt = —3r.

0

Dann gilt
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ii) Sei Q € R™ offen, v € C*([0,1];Q), f € CY(Q). Betrachte A = df. Gemiss
Satz 7.2.3 gilt

FOWRE) = 5 (f o))
d.h. )
[a= [ G0 a=r6m)-s60)

hingt nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges v ab.

Beispiel 7.4.1.ii) liefert ein Analogon zu Korollar 5.2.1.1).

Satz 7.4.1. Sei Q C R™ offen und (C*-) wegzusammenhdingend im Sinne von
Definition 4.6.2, und sei f € C*(Q) mit df = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Zu je zwei Punkten zg, 27 € Q gibt es ein v € C*([0,1];Q) mit 29 =
~(0), &1 = (1). Mit Beispiel 7.4.1.ii) erhalten wir

f@ﬁ—f@@=fﬁﬂ»—ﬂ%®%i/#:0

v

O

Wie kann man entscheiden, ob eine Differentialform A von der Form A = df ist
fiir ein f € C1(Q)?

Satz 7.4.2. Sei A € C°(Q; R"). Es sind dquivalent:
i) 3f € CY(Q): A =df (“Potential”).
it) Fir je zwei Wege 712 € Cp,,([0,1];€2) mit 71(0) = 72(0), 71(1) = 72(1) gilt

/A:/x
71 Y2

iii) Fiir jeden “geschlossenen” Weg ~y € C,([0,1]; Q) mit v(0) = ~(1) gilt

[r=0
~

Beweis. i) = ii): Beispiel 7.4.1.ii).

ii) = 1): Fixiere pg € Q. Setze f(po) = 0. Fiir z € Q sei v € C},,(0,1];Q) ein
Weg mit v(0) = pg, 7(1) = z. Nach Annahme ii) ist die durch

f@%ZLA

definierte Funktion f auf 2 wohldefiniert.

Behauptung. f € CY(Q), df = \.
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Beweis. Sei x € Q, v € Cp,,([0,1];2) ein Weg von pg = 70(0) nach 2o = yo(1).
Sei r > 0 mit B,(zg) C Q. Fiir beliebiges i € {1,...,n}, 0 < |h] < r gilt
v(t) = xo + the; € C1([0,1]; Q)

und

f(a:o+hei)—f(a:0):/+ /\—/ )\:/)\
Yo Yo Y
1
Z/ )\(sco—l—thei)hei dt.
0

Da ) stetig ist, folgt, dass

 flxo+hei) = flao) _ 1 _
}ILILI%) - = ]}L% ; Mxo + the;)e; dt = Mao)e;

existiert; d.h. f ist auf € partiell in Richtung e; differenzierbar mit

%(mo) = Mzo)e; € C°(Q), 1<i<n,
x

und f € CY(Q) mit df = \. O

ii) = iii): Sei v € C},([0,1];Q) geschlossen mit v(0) = (1) = xp. Wihle
7 (t) = o, 0 <t < 1. Mit ii) folgt

/)\://\:0.
ol Y1

iii) = i1): Seien 1 5 € Cy,,([0,1]; Q) mit 41 (0) = 72(0), 1(1) = 72(1). Definiere
den Weg —72(t) := v2(1 —t) € CL, ([0, 1]; Q) mit

pw

/_72 A= _/01)‘(72(1 —1)42(1 —1t) dt = _Lz A

Der Weg v =71 — 72 = 11 + (—2) € C;,,([0,1];Q) ist geschlossen, also

0:/A:/A+/ Az/A—/A.
vy 71 -2 Y1 Y2

Bemerkung 7.4.2. Der Beweis von Satz 7.4.2 liefert offenbar ein Verfahren
zur Berechnung des Potentials f der 1-Form A = df .

O

Beispiel 7.4.2. 1) Sei
Az, y) = 2zy*de + 22%ydy, (r,y) € R®.

Wir setzen an f(0,0) = 0 und bestimmen zundchst einen Ansatz fir f(z,0)
durch

f(x,O):/)\, wo y(t) = (tx,0), 0<t<1.
¥
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Da y =0 lings v, folgt

1 1
f(x,0) = / Ay (0)3(t) dt = / (2tx - 0,222 - 0) - (“g) dt = 0.
0 0
Anschliessend machen wir fiir beliebiges (z,y) € R? den Ansatz

F@,y) = f(x,0) + / A

~

wobei wir nun als Weg v(t) = (z,ty), 0 <t <1 wdhlen. Dies ergibt
1
2 5 2 0
Fa) =0+ [ ot 2 () a

0

1
:/ 22%ty? dt = 2°y°.

0

Zum Schluss verifizieren wir

df(z,y) = (22y°,22%y) = A, (z,y) € R

it) Das analoge Vorgehen im Fall
A, y) = 2zy’de + 2ydy, (z,y) € R?

ergibt f(z,0) =0, z € R, und

1
fz,y) =/ 2ty* dt = y?, V(x,y) € R?.
0
Die Probe versagt jedoch, da
df (x,y) = (0,2y) # A, falls x # 0 #y.

In Bemerkung 7.3.1 haben wir gesehen, dass wir Vektorfelder in 1-Formen ver-
wandeln kénnen mittels dem Skalarprodukt. Somit kénnen wir auch das Wegin-
tegral fiir Vektorfelder erkldren.

Sei © C R™ offen, v = (v)1<i<n € C°(Q; R™) ein Vektorfeld mit zugehoriger
1-Form A, wobei

AMz)w = (v(z),w)gn , Yz € Q, we T,R",
und sei v € C1([0,1]; Q).

Definition 7.4.2. Das Wegintegral von v lings v ist erkldrt als

[/} 5= / a=f OO, A0 dr

ds (= 4(t) dt) heisst gerichtetes Lingenelement .
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Definition 7.4.3. Das Vektorfeld v € C°(Q; R") heisst konservativ, falls fiir
jeden “geschlossenen” Weg v € Cp,,([0,1];Q) mit (0) = (1) gilt

/v-dgzO.
-

(Mit einem konservativen Kraftfeld v kann man also kein “perpetuum mobile”
konstruieren.)

Aus Satz 7.4.2 folgt unmittelbar:

Satz 7.4.3. Fiir v e C°(Q;R™) sind dquivalent:

i) v ist konservativ;

i) 3f € CYH(Q): v = V.

In diesem Fall heisst v Potentialfeld mit dem Potential f.

7.5 Hohere Ableitungen

Sei Q C R™ offen, f € CH(Q).

Definition 7.5.1. Die Funktion f heisst von der Klasse C2, f € C%(), falls

AoeCcl(),1<i<n.

Der folgende Satz liefert eine einfach zu handhabende notwendige Bedingung
fiir ein konservatives Vektorfeld.

Satz 7.5.1. Sei f € C*(Q). Dann gilt

0% f 0 (8]”) 0% f

i97d Oyl =— 1<i,j<n.
Oxidxy  Oxt Oz Oz’ SLISn

oxJ

Bemerkung 7.5.1. Die Voraussetzung f € C?(Q) ist wichtig, wie das Beispiel

der Funktion
_ Iyi2_7_z2a Iay) 7& 070)
T,Y) =
f(z,y) {o )=

zeigt.

Beweis von Satz 7.5.1. Sei xg € Q, i # j. Fiir h, k > 0 betrachte den Ausdruck
I:= (f(xo + he; + kej) — f(xo + he;)) — (f (2o + kej) — f(2o)) -

Indem wir schreiben

1
Flwo + ke;) — F(wo) :/dfzk:/o %(x(ﬁ—tkej) dt |
Y

wobei
v(t) = xo + thkej, 0 <t <1,



7.5. HOHERE ABLEITUNGEN 155

und ebenso fiir den ersten Term, erhalten wir zunéchst

Loof of

Nach einer analogen Umformung des Integranden ergibt sich schliesslich

1 1 2
_ Of
I_hk/o (/0 Sihm (@0 + she; + the;) ds) dt .

Vertauschen der Summationsfolge lidsst den Ausdruck

I := (f(l‘o + he; + kej) — f(zo + k’ej)) — (f(ﬂ?o + hei) — f(ﬂ?o)) .

unverdndert; jedoch werden dabei die Rollen von ¢ und j vertauscht, und wir

erhalten . . )
o°f
I= hk/o (/0 S (@0 + she + the;) dt) ds .

Da % nach Voraussetzung stetig, ergibt Korollar 6.3.1 fiir den Term

R 0
Rij .:/0 (/0 (W(ajo + Sh@i +tk‘€j) - m(l‘o)) dS) dt

die Abschitzung

0% f () - 0% f
Oxtoxd . 0xi0xI

|Ri;| < sup (x0)| = 0 (h,k — 0);

lz—zo|<h+k

analog R;; — 0 (h,k — 0). Subtraktion der obigen beiden Ausdriicke fiir I und
Division durch hk ergibt somit

1 1 an

1 1 82f

2 2
= Gt o) B o) = R
Nach Grenziibergang h, k — 0 folgt
0% f 0% f
Faioat “0) = Gaiog
wie gewiinscht. O

Korollar 7.5.1. Sei v = (v')1<i<y, € CY(Q; R™) konservativ. Dann gilt

8vi_8711j <<
ori oz vl =™

Beweis. Nach Voraussetzung ist v = V f fiir ein f € C?(Q). Mit Satz 7.5.1 folgt
o’ 0% f B 0% f B ov?

dxrd  Oxidxt  Ozridxi Ozt

1<i,j<n.
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2
Beispiel 7.5.1. Sei v(z,y) = (255 ) (z,y) € R2. Es gilt

vt Ov?

oy (z,y) = 4y, e (z,y) =0;

also st v nicht konservativ; vgl. Beispiel 7.4.2.i1).

Fiir beliebiges m € IN definieren wir induktiv analog zu Definition 7.5.1:

Definition 7.5.2. Die Funktion f € C*(Q) heisst von der Klasse C™, f €

C™(Q), falls 25 e C™=1(Q), 1 <i<n.

Bemerkung 7.5.2. Gemdss Satz 7.5.1 sind fiir f € C™(Q) partielle Ableitun-
gen der Ordnung < m beliebig vertauschbar.

Sei f € C™(Q), und seien xg,x1 €  mit
=0 —-t)xg+tr1€Q, 0<t<1. (7.5.1)
Gemiss Satz 7.2.3 ist die Funktion

o(t) = f(w) € C™([0,1])

mit
d "9 , .
0= Ao~ 0) =30 e o
d2 n o2 ) . ) X
Tom= > T @6t -t )

11,7,2 1

A", omf
W(t) o Z 8x’1 .. xim H - xo

D1 5neeyim = j=1

Satz 5.5.1, angewandt auf ¢, ergibt

Satz 7.5.2 (Taylorformel). Sei f € C™(R2), und seien xo,x1 € Q mit (7.5.1).
Dann gibt es eine Zahl 0 < 9 < 1 mit

1« 0%f IV Y
Fon) = Floo) + oo —20) + 5 D gt —ah) et~
1 n (9mf m ‘j
MERET D R ) U Gt )

Bemerkung 7.5.3. Mit der Multi-Index Schreibweise

olalf
(Oxt)r ... (Qz™)on

o f =
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fir o= (a1,...,0,) € N} analog zu Beispiel 7.1.5.4) kann man den Ausdruck
n m
8mf J ij o7 o
Z I oain 11‘11—4130):'2 9% f(wo)(z1 — 20)
U1seesim =1 Jj= al=m

kompakt schreiben.

Wie in Abschnitt 5.5 definieren wir das Taylor-Polynom m-ter Ordnung
T f(,20) = f(z0) + df (x0)(x — o) + ...

1 O omf o
T 2 mw_ﬂ(%*

= f(zo) + df (zo)(z — x0) + -~ +— Z 0 f (o) (z1 — m0)*.
Cal=

Bemerkung 7.5.4. i) Gemdss Satz 7.5.2 gilt fir f € C™(Q)
f(l'l) = Tmf(x; :Co) + 7ﬁmf(xaxO)

mit
m

n m
[rmf(z;20)| < ——  sup |07 f () — 0% f(wo)| w1 — ol
m: 0<v<1, |ajl=m
ii) Falls f € C™TY(Q), so liefert Satz 7.5.2 alternativ die Abschitzung

1
’I”Ler m—+1

[rm f (215 20)| < 77 sup 0% f(z9)] |71 — 0|
(m+ D! gcv<t, jaj=m+1

ii1) Insbesondere fiir m = 2 erhalten wir fir f die quadratische Niherung

f(@1) = f(zo) + df (xo) (1 — o)+

2

2
: Z aaif(xo)(% — xp) (@] — @) + ra(f (21, 20))

mit Fehler
T2 f (71, 70)

5 — 0 (z1 — x0).
|1 — o

Analog zu Korollar 5.5.1 fiir n = 1 gilt nun:

Satz 7.5.3. Sei f € C?(Q), zo € Q.

i) Falls xo € Q lokale Minimalstelle von f ist, so gilt df (zo) = 0.

it) Falls df (xo) = 0 und falls die symmetrische quadratische “Hesse-Matrix

T (w)

Oxi0xd 0 1<i,j<n

”

Hessy(zg) = (
positiv definit ist im Sinne von

n an

Hessg(xo)(&,8) = ~ W(l‘o)fifj >0

fir alle &€ € R™\{0}, so ist xg eine strikte lokale Minimalstelle von f.
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Beweis. 1) Sei xg eine lokale Minimalstelle von f, und nimm widerspruchsweise
an, df (zg) # 0. Setze e = ‘gﬁgigg‘. Dann hat die Funktion

o(t) = f(zo +te), |t << 1,
bei ¢t = 0 ein lokales Minimum; jedoch gilt

dy

2(0) = df(ro)e = |V f(o)| > 0

im Widerspruch zu Korollar 5.5.1.1).
ii) Da S"~! = 0B;(0; R") kompakt, gibt es A > 0 mit
Hessy(wo)(€,€) > A¢[*, vEe s
Mit Bemerkung 7.5.3.iii) folgt fiir « # x¢ geniigend nahe bei xg die Ungleichung
2 . A 2
f(@) = f(xo) = Az — wo|” + raf(z;20) = §|ﬂ7*$0| >0,
wie gewiinscht.

O

Bemerkung 7.5.5. Analog zu Satz 7.5.3.i1) ist ein kritischer Punkt xq von f,
wo die Hesse-Matriz negativ definit ist mit

Hessy(x0)(€,€) <0, Ve R"\{0},

eine strikte lokale Mazximalstelle von f.

Definition 7.5.3. i) Fin Punkt xo € Q mit df(xg) = 0 heisst kritischer
Punkt von f.

1) Die quadratische Form

§ = Hessf(0)(¢, )

heisst Hessesche Form von f.

Beispiel 7.5.2. Sei f(z,y) = %(mQ + ay?) + Bzy, (z,y) € R%, mit Parametern
a, B € R. Es gilt
df (z,y) = (z + By, ay + Px)

S o 1B
Hessy(z,y) = (85} 0o | (@y) = (ﬁ a) =: H.

dz0y  (0y)?

sowie

Offenbar ist (xo,yo0) = (0,0) kritischer Punkt von f. Die Figenwerte von H
entscheiden, um welchen Typ es sich handelt.

Das charakteristische Polynom

p(\) =det(H — X -id) = (1 — X\)(a — \) — (2
=N -(l+a)r+a—p3?
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der Matrix H hat die Nullstellen
1 1 2
A2 = +aﬂ:\/( ta) —a+ [
’ 2 4
(Beachte: (1 + a)? —4a = (1 —«a)? > 0.) Um das Verhalten von f in der Nihe
von (zo,y0) = (0,0) zu verstehen, unterscheiden wir die folgenden Fille:

i) a> (2. In diesem Fall gilt \1 5 > 0; also ist H positiv definit, und der Punkt
(x0,y0) = (0,0) ist eine strikte lokale (sogar die globale) Minimalstelle.

i) o= (32. Es gilt \y > 0 = \o, und H ist positiv semi-definit. Da f quadratisch
ist, folgt

flz,y) 20, Y(z,y) € R .
Andererseits gilt offenbar
f(=By,y) =0, Wy e R ;
der Punkt (zo,yo) = (0,0) ist also ein (entartetes) lokales Minimum.

i) o < (2. Dann gilt \; > 0 > \o; die Matriz H ist indefinit. Der Punkt
(z0,y0) = (0,0) ist also weder ein lokales Minimum noch ein lokales Mazimum
von [ sondern ein Sattelpunkt: Jede Umngebung U von (0,0) enthdlt Punkte
p,q € U mit

f(p) > 0> f(q).

7.6 Vektorwertige Funktionen

Sei Q C R”™ offen, f = (fi)lgigl: Q — RL

Definition 7.6.1. i) Die Funktion f heisst an der Stelle xy € Q differenzier-
bar, falls jede Komponente fi, 1 < i < I, an der Stelle xy differenzierbar ist.
Das Differential df (xo) hat die Gestalt

df* (x0)
df(zo) = R TwoRn - Tf(xo)Rl = Rl.
dfl(ﬂ?o)

it) f heisst auf Q differenzierbar, bzw. von der Klasse C™, m > 1, falls jedes
ft differenzierbar, bzw. ff € C™(Q), 1 <i <.

Notation: C™(Q; RY) = {f = (fV)1<i<i; ff€C™(Q), 1 <i<I}.

Bemerkung 7.6.1. i) Bzgl. der Standardbasis dz’, 1 < j < n, erhalten wir

mit n _ )
Zaf (zo)da! = (8f (zo),---, 89]: (330))

ozt

die Darstellung
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Die Matriz _
af

(w0 )
Ox; 1<i<l, 1<j<n

f (o) = (

heisst Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle xg.

i) Auch im vektorwertigen Fall ist die Funktion [ genau dann differenzierbar
an der Stelle o, wenn eine lineare Abbildung A: R™ — R! existiert mit

f(z) = f(xo) — Az — 20)

z—z0, 0£TEN |z — o]

:O’

analog zu Definition 7.1.2.
Beispiel 7.6.1. i) Sei f = fi: R2 — R? gegeben mit

2 9
f(x,y) = (I Qxyy )a (SU,y) S RQ.

Offenbar gilt f € C°(R?; R?) mit
_ (2z 2y 9
ii) Sei f = fo: R3 — R? gegeben mit

2?2 4 y? 4 22
TYz

f(xvyaz):< ), (z,y,2) € R3.

Dann ist f € C(R?; R?) mit

20 2y 2z
yz T2 TY

df (z,y,2) = ( ), (z,y,2) € R3.

Es gelten die iiblichen Differentiationsregeln:

Satz 7.6.1. Seien f,g: Q — R! an der Stelle xq € Q differenzierbar. Dann sind
die Summe sowie das Skalarprodukt von f und g an der Stelle xq differenzierbar,
und

i) d(f + g)(wo) = df (z0) + dg(wo)
ii) d(f - g)(xo) = f(x0) - dg(wo) + g(x0) - df (20),

wobei f(xo) - dg(zo) = il(fi(xo)dgi(xo), etc.

Beweis. Siehe Satz 7.2.1. O
Beispiel 7.6.2. Seien f(x) = g(x) = x mit df (x) = id, V. Satz 7.6.1 ergibt
d(|z|?)é =2x-¢, Vo e R", £ € R™.

Satz 7.6.2 (Kettenregel, 3. Teil). Seien g: Q@ — R! an der Stelle zo € Q
und f: RY — R™ an der Stelle yo = g(xo) € R! differenzierbar. Dann ist die
Funktion fog: Q — R™ an der Stelle xy differenzierbar, und

d(f o g)(zo) = df (g(z0)) - dg(xo)-
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Bemerkung 7.6.2. i) Falls g: R — R!, f: R — R™ linear mit
fly) = Ay, y € R', g(z) = Bz, z € R",
so ist fog: R® — R™ linear mit

(fog)(x) = ABz, x € R™.

it) Im folgenden Abschnitt sind die Rollen von f und g meist vertauscht. D.h.,
wir betrachten differenzierbare Funktionen f: Q — R!, g: R' — R™ und wenden
Satz 7.6.2 an auf die Funktion go f mit

d(g o f)(@o) = dg(f(x0)) - df (xo). (7.6.1)
In Koordinaten und mit yo = f(x¢) kénnen wir die Formel (7.6.1) schreiben
i ! i j

1y Oxk

B 1<i<m, 1<k<n.
i

j=1
Beweis des Satzes. Der Beweis ist derselbe wie von Satz 7.2.2. O

Beispiel 7.6.3. Betrachte die Funktionen g = f1: R?2 — R2?, f = fo: R® — R?
aus Beispiel 7.6.1. Die Funktion

(@ P+ 22?2 — a2\, e
(g0 f),y,2) = ( 2(2? + y? + 2%)ayz PR R
ist differenzierbar mit
d(g © f)(xvyvz) = dg(f(x,y,z)) ! df((l?7y72)
B (2(:1:2 +y? +2%) —2zyz > (Qx 2y 2z>

2xyz 2022 + 2+ 2% ) \yz z2 ay
(43:(1‘2 +y?+22%) -2y L. L. )

Probe: Differenziere direkt.

7.7 Der Umkehrsatz

Sei Q C R", f € C1(Q,R") injektiv, 0= f(2) der Wertebereich von f.
Fragen. i) Unter welchen Bedingungen ist die Umkehrabbildung f=*: Q-0
wieder von der Klasse C'?

i1) Gibt es Bedingungen an df (xo), die gewdihrleisten, dass f in einer Umgebung

von xq injektiv ist?

Offenbar liefert Satz 7.6.2 eine notwendige Bedingung: Falls f € C*(2;R"),
g € CH(Q;R™) zu f invers, so folgt fiir jedes z € Q:

id = d(g o f)(z0) = dg(f(zo0))df (z0);
die lineare Abbildung df (zo) muss also invertierbar sein.

Gemiss dem folgenden Satz ist diese Bedingung auch hinreichend fiir die lokale
Invertierbarkeit von f.
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Satz 7.7.1 (Umkehrsatz). Sei f € C1(Q;R") und sei df (x9): R — R™ inver-
tierbar an einer Stelle xg € 2. Dann existieren Umgebungen U von xg, V von
f(x0) = yo und eine Funktion g € C*(V;R"™) mit g = (f‘U)_l; d.h.

g(f(x)) =z, Ve eU, f(g(y)) =y, Yy e V.

Weiter gilt fiir alle x € U gemdss (7.6.1) die Beziehung
-1
dg(f(z)) = (df (z)) .

Bevor wir diesen Satz beweisen, diskutieren wir die Aussage durch Vergleich mit
dem Fall n = 1 und anhand von Beispielen.

Beispiel 7.7.1. i) Fallsn =1, f € C*(Ja,b]) mit f'(z0) > 0 fiir ein xq €]a, b],
so folgt aus der Stetigkeit von f' die Bedingung f'(x) > 0, Va €]ag — r,x9 + 7]
fiir ein v > 0. Nach Satz 5.2.2 ist f: |zg — r,20 + r[—]c,d| invertierbar mit
g=f"teCed[), und

(s oy
(dy )‘yf(x): (%(x)) '

D.h. das Differential d(ffl)(y) wird bzgl. der Standardbasis dy an der Stelle
y = f(z) dargestellt durch ﬁ

ii) Betrachte die Funktion f € C*°(R%;R?) aus Beispiel 7.6.1.i) mit

2 .2 _
ten = (")) wean= (5 ).

Da fiir (z,y) # (0,0) stets gilt

det(df (z,y)) = 4(z* + y*) > 0,
ist f mach Satz 7.7.1 lokal um jeden Punkt (zo,yo) € R?\{(0,0)} invertierbar.
Ist f auch “global” invertierbar? - Deute dazu (z,y) = z =z + iy € C,
flx+iy) = 2% — y? + 2izy = (x +1iy)? = 22

Wegen f(—z) = f(z), z € C ist f nicht “global” invertierbar auf R?\{(0,0)}.
Satz 7.7.1 zeigt jedoch, dass dies lokal auf R?\{(0,0)} mdglich ist. Entsprechend
kann man lokal auf C\{0} eine Quadratwurzelfunktion definieren.

iii) Polarkoordinaten in R2. Die Abbildung f:]0,00[xR — R? mit

o= (122)

rsin g
erfullt
__ [cosp —rsingp
df(r,p) = (singo 7 COS P ) ’
also

det(df (r,¢)) = r(cos? ¢ +sin® ) = r > 0.

Gemdss Satz 7.7.1 kann man mittels f lokal Polarkoordinaten auf R? einfiihren.
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f st injektiv zum Beispiel auf ]0, 00[X] — m, w[=: U mit

()" =g (z) - ( r=yatiy ) (lokal).

¢ = arctan(y/z)

Die Koorinatenlinien a(r) = f(r,p) (¢ fest) und B(p) = f(r,¢) (r fest)
schneiden sich senkrecht, da in jedem Punkt (r,¢) gilt

do ds _of of

%ldgo_ﬁ dp

Beweis von Satz 7.7.1. OBdA x¢ = 0, yo = f(wo) = 0. (Betrachte sonst die
Funktion f(z) = f(x + zo) — f(x0).) Wahle ro > 0 so, dass df (z) invertierbar
fir alle € By, (0). Wir zeigen zunéchst:

Behauptung 1. Fiir geniigend kleines 0 < r < ro und § = 6(r) > 0 gilt:

Yy € Bs(0) 3z € B.(0) : y = f(z).

Zu y € R™ versuchen wir das gesuchte Urbild als Fixpunkt der Abbildung

Oy o x+df(0)7(y — f(2)

zu erhalten. Gemiéss Satz 6.5.2 geniigt es dafiir, die folgenden Aussagen zu
beweisen.

Behauptung 2. 30 < r < rg Yy € R" Va,Z € B,.(0):

. 1 .
|By(2) = @y(2)] < 5 o — 2.

Fixiere 0 < r < rg gemiiss Behauptung 2. Es folgt dann weiter

Behauptung 3. 36 = 4(r) > 0 Yy € B;5(0):

®,: B,.(0) — B.(0) .

Beweis von Behauptung 1. Geméss den Behauptungen 2 und 3 ist fiir jedes
y € B;s(0) die Abbildung ®,: B,(0) — B,(0) kontrahierend. Mit dem Kon-
traktionsprinzip, Satz 6.5.2, folgt Behauptung 1 nun unmittelbar. O

Beweis von Behauptung 3. Zu gegebenem r > 0 wahle 0 < § < W. Fiir
ly| < § schiitze ab

[@,0)] = |4 (0)~'y| < [ldf ()-8 < 3

Mit Behauptung 2 folgt fiir € B,.(0):

By(0)] < 2,() — B, (0)] + [B,(0)] < 5[] + [2,(0)] < &+ =7
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Beweis von Behauptung 2. Schreibe fir x,Z € B,.(0)

D, (2) — @, (3) = (¢ — &

S~—
+
&
—
=
|
—
—
=
1S3
S~—
|
Kﬁ
—~~
&
=

Mit der Darstellung
@)= 1@ = [ Gre+ta-o)a
1
= /0 df(x +t(Z — x))(z — z) dt

erhalten wir

f(@) = f(x) = df(0)(Z — )

|7 — 2|

! T —T
:/0 (df (@ + (@ — x)) — df(0)) ——— dt

|7 — x|

und konnen daher abschéitzen

|f (&) — f (=) — df (0)(

i—uz) S/0 \df (z + t(& — x)) — df (0)| dt

|z — x|
< sup||df (v + £(z — ) — df (O)]
< sup |[ldf(z) —df(0) =0 (r—0).
z€B,(0)
Die Behauptung folgt. O

Bemerkung: Das in Satz 6.5.2 eingefiihrte Iterationsverfahren liefert im obigen
Kontext ein sehr effizientes Verfahren zur numerischen Bestimmung des Urbildes
von y unter f, ausgehend von einer “Startniherung” xg € B,.(0), mittels der
Vorschrift

Tpt1 = Py(z,), n €Ny .

Insbesondere im Fall n = 1, y = 0 wird dieses Newton-Verfahren gern
herangezogen zur ndherungsweisen Berechnung der Nullstellen einer Funktion

f € CYR).
Setze nun V := Bs(0) C R™ und definiere

U:= f~Y(V)n B.(0).

Dann sind U und V offen, und geméss Behauptung 1 ist f |U: U — V bijektiv.
Die Funktion

g = (f’U)_lz V-U

ist also wohldefiniert. Beachte weiter, dass df (x) nach Wahl von r < ry inver-
tierbar ist an jeder Stelle z € U.

Behauptung 4. g € C*(V;R"), und es gilt

dg(y) = (df(g(y)) ", VyeV.
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Beweis. 1) Firy = f(z), g = f(&) € V mit z = g(y), T = ¢g(g) € U C B.(0)
erhalten wir mit Behauptung 2 bei Wahl von y = 0 die Abschétzung

& — o] = [@0(7) — Po(x) + df (0) 7' (f(2) — f(2))]
[P0 (&) — o ()| + [|df (0)~"[| 17 — ]

1. -
§§|w—w|+0\y—y\;

IA

also
|z —z| <2C |y —yl.

ii) Fixiere y = f(x) € Vmit zx € U. Falls V 5 g = f(Z) — y, § # v, so folgt
mit 1) auch & = g(9) — = = g(y), & # =. Schreibe

Ry = g(§)—g(y) — (df (@) (5 —y) =& — x — (df(2))
= —(df (@) (F(@) — f(2) — df(2)(@ ) .

Mit i) erhalten wir

(f(@) = f(x))

R _ z)— f(z) —df(z)(z — 2 .
17—yl |z — x|
D.h. g ist an der Stelle y € V differenzierbar mit
-1 -1
dg(y) = (df (x)) = (df(9(y)))
und g € CH(V;R").
O
Mit Behauptung 4 ist nun auch Satz 7.7.1 vollsténdig bewiesen. O

7.8 Implizite Funktionen
Wir beginnen mit einfachen Beispielen.
Beispiel 7.8.1. i) Der FEinheitskreis
St ={(z,y) € R? 2* +4y* =1}

mit der impliziten Darstellung S* = f=1({0}), wo

flay)=a®+y* -1
lasst sich lokal darstellen als Graph der Funktion

y=h(z)=tv1l-22, -l<z<l

bzw. als Graph der Funktion

z=Ily)=+v1—y2 -1<y<l.
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1) Sei K} der Doppelkegel
Ky ={(z,y,2) € R® 22 +y> =0b%2%)
mit Offnungsverhdltnis b > 0. Indem wir K, schneiden mit der Ebene
B, ={(z.y.2) € R = =1+ pa},
erhalten wir die Schnittkurven
I 2?4 9% =021 + px)? = b* 4 2ub’x + b p?a?,
z=1+ px.

Fiir bu? < 1 handelt es sich dabei um eine Ellipse, fiir b>u? = 1 um eine
Parabel, und fiir b2 > 1 um eine Hyperbel.

Implizit lassen sich alle diese Kegelschnitte wiederum bequem darstellen in der

Form T = f=1({(0,0)}), wobei f: R® — R? gegeben ist durch

22 4 y? — b222>

f(xayaz): ( z—(l—i—,ux)

Wie in i) lassen sich alle diese Schnittkurven offenbar ebenfalls lokal als Graph
von Funktionen (y,z) = h(z), bzw. (z,2) = l(y) bzgl. x oder y schreiben. Be-
achte, dass h vektorwertig ist und ebensoviele Komponenten besitzt wie f.

iii) Sei f(x,y) = 2% —y3, (z,y) € R2. Die implizit durch T = f=*({0}) gegebene
Kurve hat eine Spitze bei x =y = 0.

Wodurch unterscheiden sich diese Beispiele? Gibt es eine allgemeine Theorie?
Sei Q C R™ offen, f € C*(4;RY), py € .
Definition 7.8.1. Der Rang von df (po) ist die Dimension des Bildraumes
df (po)(R") = {df (po)&; € € R"} C R'.
Bemerkung 7.8.1. Offenbar gilt stets
Rang(df (po)) < min{n, I},
und Gleichheit gilt in folgenden Fllen:

n<1: falls df(po) injektiv,
n>1: falls df(py) surjektiv,
n=1: falls df(po) bijektiv.

Definition 7.8.2. Der Punkt py heisst reguldrer Punkt von f, falls
Rang(df (po)) = min{n, 1} ,

d.h., falls der Rang von df (po) mazimal ist.

Falls n = [, so ist f in der Néahe eines reguldren Punktes invertierbar nach Satz

7.7.1. Im folgenden interessiert uns jedoch der Fall n > [. Wir betrachten erneut
die Beispiele 7.8.1.1)-iii).



7.8. IMPLIZITE FUNKTIONEN 167

Beispiel 7.8.2. i) Fir f(z,y) = 2% +y? — 1 gilt

df (x,y) = (2z,2y) # (0,0), V(z,y) € f~'({0});
d.h. jedes pg = (x0,y0) mit f(po) = 0 ist reguldr.
it) Fiir die Funktion

x2—|—y2—1 3 2
flz,y,2) = <z—(1—|—,u:v) :R° = R

hat

e = (2 )

den Rang 2 fiir alle po = (x0,v0,20) € f~1({(0,0)}); diese Punkte sind also
allesamt requldr.

i) Fir f(z,y) = 2% —y> mit
df(x,y) = (21}, _3y2)

ist der Punkt po = (0,0) mit f(po) = 0 nicht regulir.
iv) Sei f(x,y) = x5+ y3 — 3xy mit

df(ll',y) = 3(332 - yay2 - ‘T)v (I',y) € IR3

Beachte:
df (z,y) = (0,0) & 2* =y und y* =z ;

in einem nicht requliren Punkt (z,y) gilt also die Gleichung x = x*. Somit
sind (zo,y0) = (0,0) sowie (z,y) = (1,1) die einzigen nicht reguldren Punkte
von f. Die Kurve ' = f~1({0}) heisst Descartesches Blatt. Offenbar ist der
Punkt py = (0,0) der einzige Punkt in T, wo T nicht lokal als Graph beschrieben
werden kann.

Der folgende Satz liefert die Erkléarung fiir den in den obigen Beispielen zutage
tretenden Zusammenhang zwischen reguldren Punkten und der Existenz einer
lokalen Darstellung der Niveau-Menge f~1({0}) als Graph.

Satz 7.8.1. Sei f € CY(Q;RY), | < n, und sei py € Q reguldr mit f(po) = 0.
Wiihle Koordinaten (x,y) € RF x R!, k+1=n, auf Q C R® = R* x R!, s0 dass
oft
oyl

®)), _ R =R

1<ij<i’

ayf(po) = (

invertierbar. Sei po = (xo,yo) in diesen Koordinaten.

Dann gibt es Umgebungen U von o in RF, W wvon po in R™ und eine Funktion
h € CH(U;RY) mit h(wo) = yo, so dass gilt:

f(z,h(z)) =0, VzeUl, (7.8.1)

und

FH{o) N W = G(h) = {(z,h(z)); = € U}. (7.8.2)
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Beweis. OBdA sei py = 0 € R". Betrachte die Abbildung F' € C*(Q; R™) mit

F: <z>l—>(f(§y))€kaRl%R".

idp 0
dF(p) = (&flfzp) 3yf(p)>’ ped

det(dF (po)) = det(y f(po)) # 0;
d.h., dF(pg) ist invertierbar. Nach dem Umkehrsatz Satz 7.7.1 gibt es Umge-

bungen U von pp = 0 in Q, V von F(po) = 0 in R” und eine lokale Inverse

Beachte

Es folgt

G =(91,92) = (F’ﬁ)_l e CY(V;RF x RY)
von F. Mit der Darstellung von F' folgt

(x7y) = F(G(;&y)) = (gl(xay)ﬂ f(gl(x7y)7g2(xﬂy)))

fiir alle (z,y) € V.

Insbesondere erhalten wir fiir y = 0 die Identitét
g1(x,0) =z, Yz e U :={z; (z,0) €V} (7.8.3)

und somit auch
f(z,g2(x,0)) =0, Vo ecU.
Fiir h(z) := g2(x,0) € C1(U;R!) folgt somit (7.8.1), wie gewiinscht.
Mit
F(f~2{0}) nT) = {(x,0) e V}
und (7.8.3) folgt nun

FHHON N U = G({(2,0) € V) = {G(x,0); (2,0) € V}
={(z, h(z)); z €U} =G(h).

Bei Wahl von W := U erhalten wir dann auch (7.8.2). O

Bemerkung 7.8.2. Mittels Kettenregel kann man aus (7.8.1) eine Gleichung
fiir das Differential dh der “impliziten Funktion” h herleiten. Sei dazu ® €
CY(U;R") die Funktion

®(z) = (z,h(x)), zeU.

Dann folgt mit (7.8.1):

0= d(f 0 ®)(a) = e ) i2(2) = (2,10 1), 0, 0D ()
=0, f(=, h(.%‘)) + ayf($7 h(x))dh($)7

also

dh(z) = — (9, f(z, h(z))) 'O, f(z, h(x)). (7.8.4)
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Beispiel 7.8.3. Sei f(z,y) =+ vy + 2%y, (z,y) € R%, mit
df (z,y) = (1+ 2y, 1+ 2?).

Da g—,ﬁ > 1, ist jeder Punkt (x,y) regulir. Die Gleichung f(x,y) = 0 definiert
also lokal um x = 0 implizit eine Funktion h = h(z) mit h(0) = 0. Gemdss

(7.8.4) gilt
Oh, . 1+2zh(z)

W(z) = Oz () = 14 22

, h(0)=0;

d.h.
(1 +a2?)h(z)) = (1 +22)W (2) + 2zh(z) = —1.

Als Losung dieses Anfangswertproblems erhalten wir

h(z) = z € R.

x
14 22’

Wir verifizieren leicht

Flz, h(z) = 2 — 1%2(1 +22) =0.

7.9 Extrema mit Nebenbedingungen

Auch diesen Abschnitt beginnen wir mit einem einfach zu durchschauenden

Beispiel.

Beispiel 7.9.1. Sei f(z,y) = 2(1+y), (z,y) € R2, und sei g(x,y) = 22 +y*>—1,
S ={(z,y) € R?; g(z,y) =0} = S".

Parametrisiere S* via () = (cos(t),sin(t)), t € R. Notwendig fiir eine Extre-
malstelle von f an der Stelle po = v(to) = (z0,y0) € S! ist die Bedingung

d .
. = oy (eos((1 +sin(0) ]t:o

= COSz(to) —sin(to)(1 +sin(tg)) =1 — 2y3 — Yo ;

0= 260

f(po) = j:% oder yo = —1, g = 0 mit f(py) = 0.

d'h'; Yo = %; Zo ?7
,%) die gesuchte Mazimalstelle.

=+
Offenbar ist pg = (§

Allgemein sei Q@ C R™ und seien f € C1(Q2), g € C1 (4 R!), | < n. Wir mochten
f unter der Nebenbedingung ¢g(p) = 0 maximieren; d.h. wir suchen

max{f(p); p € Q, g(p) = 0}.

Kann man die gewiinschten Extremalstellen auch ohne eine explizite Parame-
trisierung der “zuléssigen Menge”

S={pe; g(p) =0}

finden? Satz 7.8.1 liefert dafiir notwendige Bedingungen.
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Sei dazu py € S eine lokale Maximalstelle von f in S. Nimm an, pg ist regulér
fir g. Wihle Koordinaten (z,y) € R* x R! = R™ um py = (wg,y0) wie in
Satz 7.8.1, dazu Umgebungen zo € U C RF, pg € W C R™ und eine Funktion
h € CH(U; RY) mit

SAW =G(h) = {(z,h(z)); x € U}.

Die Abbildung
O(z) = (z, h(z)) € CH(U;R")

liefert dann eine Parameterdarstellung fiir S nahe pg. Falls py ein lokales Maxi-
mum von f auf S liefert, so ist xg eine lokale Maximalstelle der Funktion f o ®
auf U. Mit Satz 7.5.3.1) und der Kettenregel folgt

Geméss (7.8.4) in Bemerkung 7.8.2 gilt andererseits

dh(.’L‘o) = — yg(po)_lawg(po)-

Wir erhalten somit die Gleichung

0= 9z f(po) + A0z9(po), (7.9.1)
wobei A die lineare Abbildung
A= =8, f(po)(8y9(po)) "+ R' = R (7.9.2)

bezeichnet, dargestellt durch A = (\q,...,\;). Beachte, dass mit (7.9.2) auto-
matisch auch gilt

0 =0y f(po) + Adyg(po); (7.9.3)
d.h., es gilt
0 = df (po) + Adg(po) -

Wir haben gezeigt:

Satz 7.9.1 (Lagrange-Multiplikatorenregel). Seipg € S lokales Mazimum oder
Minimum von f unter der Nebenbedingung g(po) = 0, und sei pg regulirer Punkt
von g. Dann ezistiert X\ = (\1,..., ) € R, so dass fir L = f + \g gilt

dL(po) = df (po) + Adg(po) = 0.

Definition 7.9.1. i) Der Vektor A = A(po) € R! mit (7.9.2) heisst Lagrange-
Multiplikator.

it) Die Funktion L = f 4+ Ap mit A = A(po) heisst Lagrangefunktion (am
Punkt pg).

iii) Der Punkt py € S heisst kritischer Punkt von f auf S, falls dL(py) =0
fiir A = X(po) € RL.

Beispiel 7.9.2. i) Sei f(x,y) = x(1+y) wie in Beispiel 7.9.1. Satz 7.9.1 ergibt
als notwendige Bedingung fir das Vorliegen einer Maximalstelle unter der
Nebenbedingung

gz, y) =2 +4y*—1=0 (7.9.4)
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in (zo,y0) die Gleichung

0= d(f + Ag)(w0,90) = (1 + Yo, Z0) + 2\(20, Yo)- (7.9.5)

Aus den 3 Gleichungen (7.9.4), (7.9.5) kénnen wir (zo,yo) € R? und A € R wie
folgt bestimmen:

(7.9.5) = 14+ yo + 2 Az = 0, 2o + 2\yo = 0.

Falls yo = 0, so folgt xg = —2Ayo = 0, also 0 = g(x0,y0) = —1, und wir erhalten

einen Widerspruch. Also gilt yo # 0, A = —29”700 und
2
1tyo— 2 =0;
Yo
d.h. :
7.9.4
0=18+uo— a3 "=V 22 4o -1,
und
1 1 1 —-143 1
=4y —+>= =, -1}
w=-3FY Ty Syl
Schliesslich ergibt (7.9.4):
1 V3 3v3
Yo = 5 = Ty = i? = 7>‘a f(x()vyﬂ) = iTa

y0:—1:>$0:0:A, f(IanO):O'

S

Die Funktion f nimmt daher auf S' ihr Mazimum an im Punkt ( 23, %), thr

Minimum im Punkt (7@ l).

272
i) Sei f(x,y) =y, g(x,y) = 2° —y®, (x,y) € R?. Offenbar gilt

£(0,0) =0 < f(x,y), Y(z,y) €S =g "({0}),
jedoch gilt fiir L = f + Mg stets
dL(z,y) = (2xy,1 — 2xy%) # 0,

falls x? = ; Satz 7.9.1 versagt also. Der Grund ist natiirlich, dass der Punkt
po = (0,0) nicht reguldr ist fir g.

Bemerkung 7.9.1. i) Wir konnen Satz 7.9.1 auch geometrisch deuten. Seien
dazu po = (20,v0) €S, U, W, h € CY(U,R!) wie in Satz 7.8.1 mit

SNW =G(h) ={(z,h(z)); z€U}.

Mittels
O(z) = (z,h(z)): U —- S CR"”

erhalten wir die Darstellung
TpyS = {d®(x0)é = (&, dh(w0)¢); € € R} = R* (7.9.6)

des Tangentialraums an S im Punkt pg.
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Da S = g=1({0}) erwarten wir, dass
dg(po)n =0, Vn € Tp,S. (7.9.7)
Mit der Darstellung (7.9.6) konnen wir dies auch leicht verifizieren: Da

dh(wo) = —(9y9(po)) ™" 929(po)
gemdss (7.8.4) aus Bemerkung 7.8.2, folgt

dg(po)(§, dh(x0)&) = 02g(po)& + 9yg(po)dh(xe)§ = 0.

Andererseits muss an einem Maximum py von [ gelten

df (po)n =0, Vn € T,,5; (7.9.8)
falls nimlich df (po)n > 0 fir ein n = (§,dh(x0)&), so wire

d

% ezof(q)(fo + 66)) >0

im Widerspruch zu Korollar 5.5.1.1).
it) Fallsl =1, so sind (7.9.7) und (7.9.8) dquivalent zu den Bedingungen

(Vg(po),M)gn =0, Vn €Ty, S,
bzw.
<vf(p0)777>mn = O, V'I] S TPOS7

wobei V f(po), Vg(po) die Gradienten von f, bzw. g am Punkt py bezeichnen. Da
Tp,S 2 R, sind V f(po), Vg(po) notwendig proportional zum Normalvektor
auf Ty, S, und es existiert A € R mit

Vf(po) + AVyg(po) = 0.
Da dg(po) # 0 folgt mit (7.9.6) aus (7.9.7) sogar die Gleichheit
TpoS = ker(dg(po))-
Dies gilt auch fir beliebige | > 1.
Beispiel 7.9.3. Sei S™ = {z € R""L; |z| = 1}. Es gilt S™ = g~ 1({0}), wobei

g(z) = |z)* — 1 mit
dg(z) = 22" #0, Vx e S".
Es folgt
T,8" = {£ e R"; - & =0}.
Bemerkung 7.9.2. Analog zu Satz 7.5.3.i1) erhalten wir auch eine hinreichen-
de Bedingung fiir das Vorliegen eines Maximums in einem kritischen Punkt von

fin §=g71({0}).
Satz 7.9.2. Seipy € S reguldr und sei py kritischer Punkt von f mit Lagrange-
Multiplikator X = A(po) € RY, L = f + \g die zugehérige Lagrange-Funktion.
Falls

Hessp(po)(n,m) >0

fir alle n € T,,S\{0}, so ist py ein striktes relatives Minimum von f auf S.



Kapitel 8

Integration im R"

8.1 Riemannsches Integral iiber einem Quader

Zur Definition des R-Integrals iiber einem n-dimensionalen Quader gehen wir
vollkommen analog vor wie im Fall n = 1; vgl. Abschnitt 6.2.

Definition 8.1.1. i) Fin n-dimensionaler Quader ist ein Produkt
n
Q= HIi ={r=(2")1<i<n; ' € 1;, 1 <i<n}
i=1

von (offenen, abgeschlossenen, oder halb-offenen) Intervallen Iy, ..., I,. Solch
ein Q hat den Elementarinhalt

n

w@) =Tl

i=1
K
it) Fine Zerlegung P = {Qy; 1 < k < K} eines Quaders Q = |J Qg in
k=1
disjunkte Teilquader Qr C Q, 1 < k < K, hat die Feinheit
op = 1@%}(}( diam Qp,

wobei

diam Qk: sup |:L'_y|7 ]-SkSKa
z,YEQK

den Durchmesser von @y, bezeichnet.

iit) Eine Funktion f: Q — R auf einem Quader @ heisst Treppenfunktion,
falls f eine Darstellung der Form

K
F=> axa.
k=1

besitzt mit einer Zerlegung P = {Qk; 1 < k < K} von @ und Konstanten
c, € R, 1<k<K.

173
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K
iv) Das Riemann-Integral (R-Integral) einer Treppenfunktion f = 3 cixq,
k=1
wie in i) ist dann wie folgt definiert

K K
/Qf dp = A(;Ck XQk) dp = k;% (Qk)- (8.1.1)

Bemerkung 8.1.1. Analog zu Bemerkung 6.2.1 ist die Definition des R-Integrals
einer Treppenfunktion f: Q — R wunabhdngig von der gewdhlten Darstellung

K

f= 2" ck xq.; insbesondere dndert sich der Wert der Summe (8.1.1) nicht bei
k=1

“Verfeinerungen” der Zerlegung, die wir wie folgt definieren.

Definition 8.1.2. Eine Zerlegung P = {Q;; 1 < j < J} ist eine Verfeinerung
der Zerlegung P = {Qr; 1 < k < K} des Quaders Q, falls jedes Q; in einem
Quader Q. enthalten ist.

Beispiel 8.1.1. Seien P ={Qy; 1 <k < K}, R={S;; 1 <1< L} Zerlegun-
gen von Q. Dann ist

P={QwNS; 1<k<K,1<I<L}

Zerlegung von @, welche sowohl P als auch R verfeinert. (Vgl. den Beweis von

Lemma 6.2.1.)

Sei @ C R™ ein Quader, f: @ — R beschriankt. Analog zu Definition 6.2.2

konnen wir nun das R-Integral von f definieren.

Definition 8.1.3. i) Das untere, bzw. obere R-Integral von f sind erklirt
durch

/f dp = Sup{/ fe du; e Treppenfunktion; e < f},
Jq Q

bzw.

/f du = inf{/ g du; g Treppenfunktion; f < g}.
Q Q

ii) Die Funktion f heisst R-integrabel dber Q, falls

/Qfdu—/Qfdu—:/Qfdu~

Bemerkung 8.1.2. i) Analog zu Bemerkung 6.2.2 gilt (unter Verwendung von
Beispiel 8.1.1) fiir jedes beschrinkte f die Ungleichung

/Qfdué/Qfdu-

ii) Weiter ist f R-integrabel genau dann, wenn fiir jedes € > 0 Treppenfunktio-
nen e,g: Q@ — R existieren mit e < f < g und

/gdu—/edu<e.
Q Q
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Vollkommen analog zu den Sitzen 6.2.2 und 6.2.3 erhalten wir sodann die fol-
gende Aussage

Satz 8.1.1. Sei f € C°(Q). Dann ist f diber Q R-integrabel, und fiir jede Folge
(PW)iew won Zerlegungen PV = {Q,(Cl); 1 <k < KO} von Q mit Feinheit

opwy — 0 (I — o00) gilt fiir eine beliebige Auswahl von Punkten x;l) € Q,(Cl),
1<k< K(l), [l € N, stets

0] KO

ST ) xow ) du=Y" f@) w@P) — [ fdu (11— ).
% k=1 Q

Q k=1

Weiter gelten Linearitdt und Monotonie des R-Integrals analog zu den Satzen
6.3.1 und 6.3.2, und wir erhalten die den Korollaren 6.3.1-6.3.3 entsprechenden
Aussagen.

Satz 8.1.2. Seien f, f1, fo: @ — R beschrankt und iber Q R-integrabel, und
sei a € R. Dann sind die Funktionen af, f1 + fo: Q — R tber Q R-integrabel,

und
/Q(af) du=a/Qf du,

[ty du=[ fiaus [ fodn
Q Q Q
Satz 8.1.3. Seien f,g: Q@ — R beschrinkt und R-integrabel, und sei f < g.

Dann gilt
/ fdu< / g dp.
Q Q

Insbesondere gilt fir f € C°(Q) die Abschitzung

\/ fdu‘ < [ 151 du < supll wi@),
Q Q Q

(Beachte, dass gemiss Satz 8.1.1 fiir f € C°(Q) stets sowohl f als auch | f| diber
Q@ R-integrabel sind.)

bzw.

Kombination von Satz 8.1.2 mit Satz 8.1.3 ergibt

Korollar 8.1.1. Seien f, fi, € C%(Q) mit fy ol f (k — o). Dann gilt
k—oo
‘/ odn [ £ < [ 15~ 11 < 1= oo @ *=0
Q Q Q

Schliesslich gilt auch Satz 6.3.3 analog.

Satz 8.1.4 (Gebietsadditivitit). Sei f: @ — R beschrinkt und iber Q R-
integrabel, und sei P = {Qy; 1 < k < K} eine Zerlegung von Q in disjunkte
Quader Qi, 1 <k < K. Dann gilt

/Qfdu=§/Qkfdu~
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8.2 Der Satz von Fubini

Soweit die Theorie; wie kann man jedoch das R-integral konkret berechnen?
Ausser im Falle von Treppenfunktionen gelingt dies mit den Mitteln aus Ab-
schnitt 8.1 allenfalls approximativ; vgl. Satz 8.1.1.

Der folgende Satz hilft uns weiter.

Satz 8.2.1 (Fubini). Sei Q = [a,b] X [c,d] C R?, und sei f € C°(Q). Dann gilt

/Qf duzfab(/cdf(x,y) dy) dx:/j(/:f(x,w dr) dy.

D.h. das Integral von f tber Q kann iterativ durch 1-dimensionale Integration
bestimmt werden!

Beispiel 8.2.1. Sei Q = [0,1] x [0,27], f(z,y) = sin(y — z) € C°(Q). Nach

Satz 8.2.1 gilt
1 2m
/fdu:/(/ sin(yf:z:)dy)d:czo.
Q o o

=0

Bemerkung 8.2.1. Die Voraussetzung f € C°(Q) in Satz 8.2.1 ist wichtig.
Insbesondere kann man fiir allgemeine (beschrinkte) Funktionen f: Q — R aus
der Existenz eines der iterierten Integrale nicht auf die FExistenz der R-Integrale
fQ f du schliessen. Dies zeigt das folgende

Beispiel 8.2.2. Sei Q = [0, 1] x [0,27] C R?,
f(@,y) = xq(@) -sin(y —x): Q — R.
Es gilt

27 o
flz,y) dy = XQ(-T)/ sin(fy —x) dy =0
0 0

fiir alle x € [0,1]; jedoch ist f diber Q nicht R-integrabel, und auch fol f(z,y) dzx
existiert fir kein y € [0, 27].

Beweis von Satz 8.2.1. Seien
Po={L;; 1<j<J}, Po={Iy; 1<k<K}

Zerlegungen von I = [a,b], bzw. Iy = [¢, d].

Die zugehorige Produktzerlegung
P=PxP,={Qjr="5;x1Iy; 1<j<J 1<kE<K}
hat offenbar die Feinheit
op < V2max{dp,,0p,}.
Fiir x € I setze

d
g(x) =/ f(z,y) dy.
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Behauptung. g € C°(I3).

Beweis. Wir benutzen das Folgenkriterium. Fiir (zg)kew € I mit zp — o
(k — o0) gilt geméss Korollar 6.3.2

d
l9(a) — glxo)| = / (f(@rry) — F(zo,y)) dy

< sup |f(zr,y) — f(@o,y)|-|d—c| =0 (k— o0),
e<y<d
da f auf Q) gemiss Satz 4.7.3 gleichméssig stetig ist. O

Fiir beliebig gewéhlte Punkte x; € I1;, 1 < j < J, yp € Iog, 1 < k < K, gilt
nun geméss Satz 8.1.1, bzw. Satz 6.2.3

/Qf du (Satz 8.1.1) lim_}O(Zf T, Yk) ij) )

dpy,0p,
,|[1]\ [T2x|

lim Z hm (Zf T, Yk) |I2k)'|Ilj|

P*’O

(Satz 6.2.3)
=77 f(=s) dy=g(z;)

hm Zg xj) |Ilj|(satZ623)/ dm—/ / f(z,y) dm
a

Die 2. Identitét erhélt man analog nach Vertauschen von x und y. O

Beispiel 8.2.3. i) Sei Q der Wiirfel Q@ = [0,1] x [0,1] = [0,1]2. Mit dem Ad-
ditionstheorem e*tY = e® . e¥ und Satz 8.2.1 erhalten wir

/Qex+y du:/ol(/ole’”*y dy) dx
:/Oex-</0 eydy)d:cz(/o ew)2=(€_1)2-

it) Ebenso erhalten wir bei geschickter Wahl der Integrationsreihenfolge und
Substitution

1, 41
/ ye™ du :/ (/ ye™ dx) dy
[0,1]2 o o
— 1 Yy 1
(Z_:y)/(/ ezdz) dy:/(ey—l)dy:e—Q.
o o 0

Satz 8.2.1 gilt analog auch in hoheren Dimensionen

Satz 8.2.2. Sei = H [ai, bi], f € C°Q). Dann gilt

/Qfd“:/a / /f L)da;")...)dﬁ)dxl,

und die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.
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Beispiel 8.2.4. i) Das folgende Integral kann elementar berechnet werden

/[071]3 zy’2® dp = /01(/01(/01xy2z3 dz) dy) dz
1

1 1
= x dx - dey'/ Bdz==-2 = = —.
0 0 0 23

it) Im ndchsten Beispiel kommt es wieder auf die geschickte Wahl der Integra-
tionsreihenfolge an.

™ 1 1
/ z?ycos(zyz) du :/ (/ ( / x?y cos(ryz) dz ) dy) dx
(0,7]x[0,1]? 0 0 0

(t==zyz)

Jo ¥ @ cost dt=axsin(zy)

™ 1 ™
:/ < / zsin(zy) dy ) dx:/ (1 —cosz) de =m —sinm = 7.
0 0 0

—_———

<5::Iy)fom sins ds=1—cosz

8.3 Jordan-Bereiche

Mit dem in Abschnitt 8.1 eingefiihrten Integralbegriff kénnen wir nun auch
gewisse krummlinig berandete Gebiete 2 C R™ “ausmessen”.

Sei 2 C R™ beschrinkt, @ C R™ ein Quader mit Q C @, xq die charakteristische
Funktion
(2) 1, z€Q
xT) = .
xe 0, sonst

Definition 8.3.1. Die Menge 2 heisst Jordan-messbar, falls xq tber Q R-
integrabel ist. In diesem Fall ist

W) = /Q xe du

das n-dimensionale Jordansche Mass von Q.

Bemerkung 8.3.1. Wegen Satz 8.1.4 ist die Definition 8.3.1 unabhingig von
der Wahl von Q.

Beispiel 8.3.1. i) Jeder Quader Q C R" ist Jordan-messbar.

K
ii) Die Vereinigung Q = |J Qi disjunkter Quader Qi, 1 < k < K, ist Jordan-
k=1

K
messbar. (Die Funktion xq = Y, xq, ist als Treppenfunktion R-integrabel.)
i=1

iii) Der Rhombus
Q= {(z,y) € R* 2]+ ]yl <1}

ist Jordan-messbar. Gemdss Satz 8.2.1 gilt

1 1 1
/ xa du® =/ (/ xo(z,y) daf) dy = 4/ (1—y) dy=2.
[~1,1]2 -1\ 0
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Wir kénnen also den Flicheninhalt von ) berechnen, indem wir die die Lingen
der Schnittmengen Q, = {z; (x,y) € Q} bestimmen und bzgl. y aufintegrieren
(“Cavalierisches Prinzip”).

K

Definition 8.3.2. Ein Q = |J Qr mit disjunkten Quadern Qp, 1 < k < K,
k=1

heisst Elementarfigur.

Bemerkung 8.3.2. i) Gemdss Beispiel 8.5.1.11) sind Elementarfiguren Jordan-
messbar.

ii) Fin beschrinktes @ C R™ ist gemdss Bemerkung 8.1.2.7) Jordan-messbar
genau dann, wenn zu jedem € > 0 Elementarfiguren E,G C R™ existieren mit

ECQCG und
(G\E) = u(G) — p(E) <,
also wenn
w(02) = 0.
In diesem Fall gilt

w(Q) = inf{u(G@); G D Q Elfig.} =sup{u(EF); E CQ Elfig.}

Beweis: Offenbar geniigt es, in Bemerkung 8.1.2.ii) Treppenfunktionen e <
xa < g mit Werten 0 oder 1 zu betrachten, also e = xg, g = x¢ fir Elemen-
tarfiguren B2 C Q C G. Weiter gilt in diesem Fall

XG\E = XG — XE;
also
n(G\E) = u(G) — u(E).
Schliesslich gilt p(082) = 0 genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine Elementarfi-
gur U C R™ existiert mit 00 C U und p(U) < e.

Dann sind
E=0\U, G=QuUU

Elementarfiguren mit E C Q C G und
w(G\E) = u(U) <,
und umgekehrt.
Beispiel 8.3.2. i) Sei vy € C%([a,b]), ¢ > 0. Dann ist die Menge
Q=9y={(z,y) eR* a<z<b, 0<y < P(2)}
Jordan-messbar, und

b
u(s) = [ (o) do

(Es geniigt anzunehmen, dass ¢ € Cp,,([a,b]) stiickweise stetig ist.)

Beweis: Die Funktion ¢ ist gemdss Satz 6.2.2 R-integrabel; also existieren zu
vorgegebenem € > 0 gemdss Bemerkung 6.2.2.11) Treppenfunktionen e, g: [a,b] —

R mit0<e<y < g und
b b
/gda:—/ e dx < e.
a a
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Die Funktionen e und g definieren Elementarfiguren E = Q. und G = Q4 mit
EcCQCG, und

,u(G)z/abg dx, ,u(E):/abe dx.

Also ist Q = Qy Jordan-messbar gemdss Bemerkung 8.3.1.4i) und

b b
w(Q) =inf{u(G); G D Q Elfigy = / Y de = / P d.

i) Seien a,b> 0, ¥(z) =by/1 — 2—2 € C%[~a,al). Dann ist

Qp = {(z,9) €R% |z| <a, 0<y <o(x)}

v

<L y=0}

2
X

der obere Teil einer Ellipse mit Halbachsen a und b. Mit i) folgt

@ 2 r=a sin /2
w(Qy) = / by/1— :% dg "= ab/ cos? o dp = gab.
—a a —7/2

Unter Verwendung von Satz 8.2.2 erhalten wir ein analoges Resultat auch in
hoheren Dimensionen.

iii) Sei Q" C R ! ein (n — 1)-Quader, ¢ € ng(@), ¥ > 0. Dann ist die
Menge
Qy ={(z',2") €eR"; 2’ € Q', 0 <™ < ()}

Jordan-messbar, und mit Satz 8.2.2 folgt
(@) = [ 66 da ).

Der Deutlichkeit halber bezeichnet hier i, das n-dimensionale Jordansche Mass.

i) Insbesondere erhalten wir fir Q' = [—1,1]2,
Y(z,y) = max{0, /122 — 42} € C°(Q),
die obere Halbkugel
Qy ={(z,y,2) € R3; 22 +9y*+22 <1, 2>0}.

Mit iii) sowie Satz 8.2.1 folgt

1 V1—gx2
13 (S2y) =/ Y(z,y) duz(z,y) :/ ( 1— 22— 2 dy) dx
[—1,1]2 1N oyiza?

=V1- in ! /2 2
(y=v1 :.’,823 ®) / (1 o ,CCZ)(/ C082 © d@) dr = 1
-1 —7/2 3

—_—
=7/2
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Schliesslich definieren wir noch das R-Integral {iber Jordan-messbare Bereiche.

Sei 2 C R™ geschrinkt und Jordan-messbar, f: 0 — R beschréinkt, und sei
Q C R™ ein Quader mit Q2 C Q.

Definition 8.3.3. f heisst R-integrabel iiber ), falls die durch f(x) = 0 fiir
x € Q\Q fortgesetzte Funktion f iber Q) R-integrabel ist, und

/Qfdu :/Qfdu-

Bemerkung 8.3.3. Wegen Satz 8.1.4 ist die Definition unabhdngig von Q.

Mit Satz 8.2.1, bzw. Satz 8.2.2 kénnen wir fiir Mengen ©Q = , wie in Bei-
spiel 8.3.2 das Integral aus Definition 8.3.3 auf iterierte 1-dimensionals Integrale
zuriickfithren.

Beispiel 8.3.3. i) Sei 0 < ¢ € C%[a,b]), f € CYQy), wo

Qp = {(z,y) € R* a <z <b, 0<y <)}

a, frn= /ab ( /OW) f(z,y) dy) da.

(Dies gilt fiir Treppenfunktionen ¢ gemdss Satz 8.2.1, also auch fir (stiickweise)
stetige Funktionen 1).)

i) Speziell fir ¢(x) = by/1 — i—z € C%[~a,a]) wie in Beispiel 8.5.3 und die
Funktion f(x,y) =y erhalten wir

a 171/1—272 1 a .’)32 2ab2
fdu=/ / ydy:g/ b*(1- ) do = T
Qy —aJo a

Dann gilt

8.4 Der Satz von Green

Falls Q C Q C R? glatt berandet, und falls f von der Form ist

~ Oh  0g

f*%faiy

mit g, h € C1(Q), so lisst sich das Integral von f iiber Q auf ein Randintegral
zuriickfithren.

Beispiel 8.4.1. i) Sei Q = [a,b] x [c,d], g € C*(Q). Mit Satz 8.2.1 folgt
b

-/, % dy = /ab(‘ /cd %@»y) dy) de = / (9(x,¢) — g(x,d)) du.

a

Analog erhalten wir fir h € C1(Q) die Gleichung

5= [ ([ G i) as= [ 009 st
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also
oh  0Og /
92 9g) W= (9dz + hdy) = / (gdz + hdy),
/Q (&L‘ ay) Y1t+Y2—Y3 74 oQ
wobei
7(2) = (2,0), 13(2) = (2,d), a <x <D,
sowie

2(y) = (b,y), 14(y) = (a,y), c<y<d

den Rand von 0Q parametrisieren. Die Teilstiicke v1,...,v4 werden dabei so
aneinander gehdngt, dass der zusammengesetzte Weg v1 + v2 — 3 — Y4 eine
Parametrisierung von 0Q ergibt, die so orientiert ist, dass € stets zur Linken
des Weges liegt.

1) Insbesondere erhalten wir bei Wahl von g(x,y) = —y, h(z,y) = 0 den
Flicheninhalt

b
w@) =~ [ 50 dn= [ (o(0.0) - g(o,) do = - a)a

Analog kénnen wir fiir eine grosse Klasse von Gebieten argumentieren.

Definition 8.4.1. i) Q C R? heisst Normalbereich bzgl. y der Klasse C*,
falls
Q={(z,y) €R* a <z <b, p(z) <y <P()}

fiir geeignete —oo < a < b < oo und mit Funktionen ¢ <1 € C'([a,b]). Analog
definieren wir einen Normalbereich bzgl. x, bzw. der Klasse CL, , C*, etc.

pw’
ii) Q C R? heisst Normalbereich, falls Q sowohl bzgl. = als auch bzgl. y ein
Normalbereich ist.

Beispiel 8.4.2. i) Ein bzgl. der Achsen gedrehter Quader ist ein Normalbereich
der Klasse C},,.

i) B1(0) = {(z,y) € R?; |y| < V1—22, || <1} C R? ist ein Normalbereich
der Klasse C°.

iit) Der Kreisring Bo\B1(0) ist kein Normalbereich.
Definition 8.4.2. Ein Gebiet @ C R" ist von der Klasse C' (bzw. C),,
C*), falls zu jedem Punkt p € 0 Koordinaten (z',z") € R"~! x R, ein Quader

Q' C R"1, eine Umgebung W = Q' x]c,d[ von p und eine Funktion ¢ € C1(Q’)
(bzw. ¢ € CL,(Q"), ¥ € C¥(Q")), existieren, so dass

QNW ={(2",2") e R™; 2’ € Q, c <y <y(x)}.
Beispiel 8.4.3. B;(0) C R2 ist von der Klasse C* fiir beliebiges k > 0.

Die folgende elementare Beobachtung wird spéter entscheidend benutzt.

Bemerkung 8.4.1. i) Jedes Gebiet Q C Q C R? der Klasse C’;w kann man in

endlich viele disjunkte Gebiete Qp,...,Q € C’;w zerlegen, wobei jedes € ein
Normalbereich ist bzgl. geeignet gewdhlter Achsen.
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ii) Selbst fiir Q € C sind die Gebiete Q in der Regel nur von der Klasse C;w,

Beispiel 8.4.4. i) Q= B1(0) und
ii) Q@ = Ba\B1(0) sind in endlich viele disjunkte Normalbereiche zerlegbar.

Satz 8.4.1 (Green). Sei Q@ C Q C R? von der Klasse C}

pw?
CY(Q). Dann gilt
oh  Og B
/Q(% - 87/) dp = /aQ(QdSU + hdy),

wobei der Rand von Q so parametrisiert wird, dass € zur Linken liegt.

und seien g,h €

Beweis. 1) Sei zunéchst € ein Normalbereich, d.h.

Q=A{(z,y); a <z <b, p(r) <y <)},
wobei a < b, ¢ < 1) € C},([a,b]), und sei h = 0. Mit Satz 8.2.1 folgt

[Ca = [ e )

b
- / (9(z, 0(@)) — 9(z, () de.

Parametrisiere 02 = v + v2 — 3 — 74, wobei

Sei A die 1-Form A = (g,0). Dann gilt

/)\:/ gdx:/gdx—/gdx
o0 Y1+v2—Y3 =74 71 3

b

-/ ’ ol () do — | stavta) da

a

0
/Q<_37g/> = /399 -

ii) Analog zu i) erhalten wir im Falle g = 0 fiir h € C'(Q) nach Vertauschen
von z und y unter Beachtung der Orientierung von 92 die Identitét

d.h.

S du= [y
o Oz 9

zusammen also

_ (Oh Oy B
| = (G~ 52 du= | (adanay) .

wie gewiinscht.
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iii) Zerlege = Qq U--- Uy in disjunkte Normalbereiche. Beachte, dass jede
innere Randkomponente 7 zu genau zwei Gebieten i, €; gehort und als Teil
von 02 mit der entgegengesetzten Orientierung durchlaufen wird wie als Teil
von 0€);; die entsprechenden Wegintegrale heben einander also auf. Es folgt

oh 0 L )
[ -2y m= [ (2 2)a

l
=Z/8 (gdz + hdy) Z/m(gdx+hdy)-

O

Beispiel 8.4.5. i) Mit g(x,y) = —y, h(xz,y) = 0 erhalten wir wie in Beispiel
8.4.1.11) fiir ein beliebiges beschrinktes Gebiet @ C R? von der Klasse C,,, den

Flacheninhalt
dg
(2 :/ - du:/ gdx:—/ y dz.
) Q( 8y) o9 o0

Analog ergibt die Wahl g =0, h(z,y) = x die Formel

w@ = [ = [ nay= [ way
o O o9 o0

und Kombination dieser Gleichungen liefert

p(Q) = %/09(96 dy —y dz).

ii) Fir Q = B1(0) mit der Parametrisierung (t) = (cost,sint)’, 0 < ¢t < 2,
des Randes ergibt 1) den Wert

1(B1(0)) = %/EQ(mdy - ydx) = ;L(—y,x)

IR —sint
= / (—sint,cost) dt = .
2 Jo cost

Statt als Koffizienten einer 1-Form konnen wir die Funktionen g und h in Satz
8.4.1 auch als die Komponenten eines Vektorfeldes v = (g,h)! € C(Q;R?)
auffassen. Setzen wir noch in diesem Fall

__Oh 0Og

rot vi= — — =

ox Oy’

so nimmt Satz 8.4.1 die folgende Gestalt an.

Satz 8.4.2. Sei Q C R? beschrinkt und von der Klasse C’;w, und set v €

CH(Q;R?). Dann gilt
/rotvduz/ v-d_:s,
Q a0

wobei O so orientiert durchlaufen wird, dass 2 zur Linken liegt.
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Satz 8.4.2 liefert insbesondere ein Kriterium fiir konservative Kraftfelder.

Definition 8.4.3. Sei Q C R? beschrdnkt und von der Klasse C’;w ; weiter sei
Q wegzusammenhdngend. Dann heisst 2 einfach zusammenhingend , falls

0 nur eine “Komponente” hat.

Beispiel 8.4.6. i) B1(0) ist einfach zusammenhdingend.
ii) Ba(0)\B1(0) ist nicht einfach zusammenhdingend.

Bemerkung 8.4.2. Fine andere Charakterisierung einfach zusammenhdngen-
der Mengen 2 C R? ist oft niitzlich. Sei v € C*([0,1];) “geschlossen” mit
¥(0) = v(1) und ohne Selbstschnitte; d.h., y(s) # y(t) fir alle 0 < s < t < 1.
Nach dem “Jordanschen Kurvensatz” berandet y ein beschrdnktes Gebiet )., C
R2. Die Relation Q, C Q gilt nun genau dann fiir alle derartigen Kurven, wenn
Q einfach zusammenhdingend ist. Beispiel 8.4.6 illustriert diesen Zusammenhang
auf einfache Weise.

Satz 8.4.3 (Poincaré). Sei Q) C R? in C;w beschrinkt, zusammenhdngend sowie
einfach zusammenhdingend, und sei v € C*(Q;R?). Dann sind dquivalent
i) v ist konservativ,

i) rot v =0.

Beweis. i) = ii) Nach Satz 7.4.3 besitzt jedes konservative Vektorfeld v €
C1(Q;R?) ein Potential f € C?(Q2) mit v = Vf, und

_0(0f/oy) 0(df/ox) _ &f  f _
rot Vf = or B y -~ 0z0y B oydxr 0

nach Satz 7.5.1.

ii) = i) Sei v € C1([0,1];Q) ein geschlossener Weg in €2 ohne Selbstschnitte,
2, das von « berandete Gebiet. Nach Bemerkung 8.4.2 gilt €2, C €, und die
Annahme rot v = 0 zusammen mit Satz 8.4.2 ergibt

/v~d_:s:/ rot v dy =0,
¥ Q

~

wie gewiinscht. O

Beispiel 8.4.7. i) Sei v(x,y) = (iiig;z) € CY(R% R?).

Jede Kugel Br(0) C R? ist einfach zusammenhingend, und

O(y + sinx) n O(z + cosy)

Oy Ox =0

rot v = —

Also ist v konwervativ nach Satz 8.4.3. (Die Funktion
f(w,y) = wy +siny —cosz, (z,) € R,

ist ein Potential fiir v.)
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ii) Seiv(x,y) = @ (~y,z)t € CY(R?\{0}; R?). Es gilt

2,2
rot v = 2 —2(m —|—y):07
22 +y2 (a2 +y2)2
jedoch ist Br(0)\{0} nicht einfach zusammenhdngend fir R > 0.
In der Tat gilt fiir v(t) = (cost,sint)?, 0 <t < 27

27 . .
/vodS:/ (—smt>.(—smt> dt = 27 £ 0;
y 0 cost cost

d.h. v ist nicht konservativ.

Auf der einfach zusammenhdingenden Menge R*\{(z,0); x < 0} besitzt jedoch
v die Argumentfunktion

flzy) = arctan(g>
x
als Potential.

Weiter gilt auf jedem einfach geschlossenen stiickweise C'-Weg 7: [0,1] —
R2\{0} mit 0 ¢ Q5 nach Satz 8.4.1

/v~d_:9=/ rot v du = 0.
gl Q5

5

8.5 Substitutionsregel

Gibt es eine zur Substitutionsregel Satz 6.1.5 analoge Regel in R™? Wird insbe-
sondere eine messbare Menge 2 C R™ bei “Transformantion” mit einer Abbil-
dung ® € C1(Q; R™) wieder in eine messbare Menge ®((2) {iberfiihrt?

Wir betrachten zuniichst lineare Abbildungen.

Beispiel 8.5.1. i) Sei Q C R? ein Quader, R: R? — R? eine Rotation. Dann
ist R(Q) ein Normalbereich, und gemiss Satz 8.4.1 gilt

wr@) =3 [ way-yar—g [ (V).
oy oy

wobei v € Cp,,([0,1];R?) eine mit der Orientierung vertrigliche Parametrisie-
rung von OQ ist. Identifizieren wir (z,y)! € R? mit x + iy € C, so konnen wir
den Vektor

(—y,2)" = —y + iz = i(z + iy)
als den um 90° gedrehten Ortsvektor auffassen. Bezeichnen wir diese Drehung
mit i und beachten wir die Vertauschungsrelation Roi = ioR sowie die Beziehung
4 (Row)(t) = R¥(t), so erhalten wir

. ()= /Oluon) (1) 55 (Rox)(0)) dt = /01<Roz'<w> ®)-(Fi(H) dt.

Da das Skalarprodukt im R? unter Drehungen invariant ist, folgt schliesslich

H(RQ) = [ (Roion)®)- (R() dt = [ (i9)(0)-5(0) dt = (@)
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ii) Analog gilt fiir einen Quader Q@ C R3 und eine beliebige Drehung R die
Gleichheit n(R(Q)) = p(Q), da man R als Produkt von Drehungen um eine
Koordinatenachse schreiben kann; ebenso im R™, n > 3.

iii) Sei A: R? — R? eine Scherstreckung mit Matrizdasrtellung A = (;\ 2) ,
und sei Q der Quader Q = [a,b] X [c.d]. Falls v > 0 ist dann

AQ =A{(z,y); a <z <b, Ax+ve<y < Ar+vd}
ein Normalbereich, und mit Satz 8.2.1 erhalten wir

b
1(AQ) =/ vlld —c| de=[v||b—alld—c| = |detA] p(Q).

Diese Formel gilt offenbar auch fiir beliebige v € R und ebenso in héheren

1 0 ... 0

Dimensionen fiir Transformationen A = 0 ' R - R™, und
01 0
0 0N v

wir erhalten die Identitdt

1(AQ) = |det A] p(Q).

fiir jeden n-Quader Q. Mit i) gilt diese Formel auch fiir Drehungen. Weiter
konnen wir jede Jordan-messbare Menge durch Elementarfiguren anndhern und
erhalten so die obige Beziehung fiir jede Jordan-messbare Menge Q) anstelle von
Q.

iv) Schliesslich lisst sich jede n x n-Matriz A mit der QR-Zerlegung darstellen
als Produkt A = RSi0---0Sy einer Drehung R und Scherstreckungen S1, ..., SL.
Mit i) und iii) erhalten wir dann fir jede lineare Abbildung A: R™ — R"™ und
jede Jordan-messbare Menge 2 C R™ die Beziehung

L
1(AQ) = p(RSy 0 SL(Q)) = |det R[] Idet Si| () = |det A| u(Q).
=1

Ahnliches gilt auch fiir Transformationen mit ® € C*(Q; R™). Da wir aber
(im Unterschied zum Fall n = 1) fiir n > 2 im Massbegriff keine Riicksicht auf
die Orientierung nehmen, miissen wir die Klasse der zulissigen Abbildungen
einschréinken.

Definition 8.5.1. Sei U C R" offen, ® € C1(U;R"). Die Abbildung ® heisst
ein Diffeomorphismus von U auf ®(U) =V, falls ® injektiv ist und falls die
Umkehrabbildung ¥ = &1 € CY(V;R").

Bemerkung 8.5.1. Mit dem Umkehrsatz folgt, dass eine Abbildung ® € C*(U; R™)
genau dann ein Diffeomorphismus ist, wenn ® injektiv ist mit

det(d®(zp)) #0, Vg e U.

Beispiel 8.5.2. i) Fine lineare Abbildung A: R™ — R™ mit Matrizdarstellung
A ist ein Diffeomorphismus genau dann, wenn det A # 0.
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ii) Eine Abbildung g € C*(Ja,b[) mit g > 0 ist gemés Satz 5.2.2 ein Diffeomor-
phismus auf g(Ja, b|).

iii) Die Abbildung f: R? — R? aus Beispiel 7.6.1 mit

22 — g2
2zy

f(r,y)( )ﬁ,w,y)zxwyeﬂ?.

liefert einen Diffeomorphismus & = f|R2 : R2 — R*\{(z,0); = < 0}, wobei
+

R2 = {(z,y); = > 0}.

Satz 8.5.1 (Transformationssatz). Sei U C R"™ offen, ® € CY(U;R"™) ein Dif-

feomorphismus von U auf V. =®(U) C R™, und sei Q C Q C U beschrinkt und
Jordan messbar. Dann ist ®(Q) Jordan messbar, und

p(@(Q)) = A |det(d®(x))| dp(z)-

Beweis. 1) Wir zeigen zunéchst, dass ®(€2) Jordan messbar ist. Nach Bemer-
kung 8.3.1.ii) geniigt es zu zeigen, dass man zu jedem € > 0 eine Elementarfigur
F. C R™ finden kann mit 9(®(Q)) C F. und p(F) < e.

Da @ ein Diffeomorphismus ist, bildet ® innere Punkte von ) ab auf innere
Punkte von ®(£2), ebenso innere Punkte von U\ auf innere Punkte des Kom-
plements, und umgekehrt; also folgt

A(®(Q)) = B(AN).

Da Q Jordan messbar, gibt es zu jedem € > 0 eine Elementarfigur F, mit 992 C
E. C R" und p(FE.) < e. Indem wir R™ mittels eines Gitters der Kantenlidnge §
in Wiirfel zerlegen, kénnen wir annehmen, dass E. die Vereinigung disjunkter
derartiger Wiirfel W, ist, 1 <[ < L, mit u(E.) = Lo0™, und weiter, dass E, C
E., C K=K CU fiir alle 0 < € < ¢, fiir ein ¢y > 0 und ein kompaktes K C U.

Nach Satz 4.2.3 existiert C' > 0 mit

sup |d®(z)| < C < 0.
zeK

Fir 1 <1 < L folgt
1

sup |(I>(x)—<1>(y)|§/ ‘dq)(a:—&-ﬁ(y—w))‘\m—m d¥ < C/nd ;
0 S—— Y~

z,yeW,
EWICK <y/né

d.h., ®(W)) ist enthalten in einem Wiirfel V; der Kantenlidnge C14 mit einer von
€ unabhéingigen Konstanten C;. Somit gilt

L L
() =200 c | Jow) c|JVi=F.
=1 =1

mit

L
p(Fe) <Y p(Vi) < LCPS™ = CRu(Ee) < Ce.
=1
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ii) Sei zp € €2, und sei A: R” — R” die Abbildung
Az = O(z9) + d®(xo)(z — x0) -

Da ® nach Annahme an der Stelle xg differenzierbar ist, gilt

O(z) — A(z)

0 )
|2 — x| =0 (z = o)

Fiir einen Wiirfel W um xg der Kantenléinge 6 > 0 folgt

dist(®(W), AW) _ SUDyew infyew |@(x) — A(y)|
5 5
_ supyew [9(2) — A(x)
- 5

-0 (6—0).

Da die Seiten des Parallelepipeds AW einen (n — 1)-dimensionalen Inhalt pro-
portional zu 6"~ ! haben, konnen wir daher abschiitzen
[(@(W)) — |det(d®(zo))| p(W)| _ [(@(W)) — p(AW)]

5 = 5 —0 (6—0).

iii) Fiir jedes § > 0 zerlege R™ in Wiirfel der Kantenlidnge ¢ mittels eines ach-
senparallen Gitters. Zu € > 0 wihle § > 0 so klein, dass die Elementarfigur

L

E. = |J W,, bestehend aus den Wiirfeln W des Gitters mit W N 9Q # 0, die
1=1

Bedingungen

0N CE.CK, u(Ee) <e¢, 0(®(Q)) C ®(E.) C Fe, u(F,) < Ce

gemiiss 1) erfiillt. Die Menge Q. = Q\F. ist dann ebenfalls Vereinigung von
Wirfeln Wi, l=L+1,..., M, wobei M < C6~", und geméss ii) gilt

M M
p@Q) = 3 p@w) = Y (|det(dd(@))| u(Wi) + F)
I=L+1 I=L+1

mit
M
= E < -n -
: I=L+1 ful = @ l+]1q§lu§(M [ =0 (6=0)

Bei festem E, kénnen wir 6 durch 27§ mit beliebigem k € IN ersetzen. Im
Limes k — oo ergibt Satz 8.1.1 dann die Beziehung

n(®(Q)) = /

|det (d®(z))| dp,
Qe

und wir erhalten
p(®() - | ldet(@@(@)] dufa)
= (@) — pu(P(Q)) —/ |det (d® ()]

Q\Q.
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Da
() C () CP(Q)UF,

erhalten wir fiir die Fehlerterme einerseits die Abschéitzung
0 < u(®(Q)) ~ p(#(Q0) < p(F) < C c;

andererseits gilt

0< / |det (d®(x))| du < / |det (d®(x))| dp < Cu(Ee) < Ce .
Q\Q. E N——
<c

Der Satz folgt nach Ubergang zum Limes € | 0.
O
Beispiel 8.5.3. i) Sei g € C(Ja,b]) mit ¢ > 0 ein Diffeomorphismus auf

g(la,b]) =le,d[ gemdiss Satz 5.2.2, und seien a < xo < x1 < b, so dass ) :=
Jzo, z1[C Q@ C U =Ja,b]. Dann gilt

g(Q) :]g(xo)ag(xl)[v

und
(o) = g(r1) — g(o0) = [ g/a) da = [ ldet(dg(@))] de

Im Limes xg | a oder x1 T b konnen die auftretenden Terme divergieren. Wihlen

»”

wir g(x) =log(z): Ry — R, so erhalten wir beispielsweise “u(g(]0,1[)) = co”.
ii) Polarkoordinaten. Die Abbildung

d(r,0) = (ZZE’SZ) , r>0,0<0<2r

erfillt gemdss Beispiel 7.7.1.13) die Gleichung
det(d®(r,0)) =r.
Fiir Br(0) = ®(]0, R[x]0,27[) U {(z,0); —R < x < 0} folgt

2m R
#(Bgr(0)) = lim r du(r,0) = / (/ r dr) df = TR?.
€l0 Je,R[x]e,2m—¢€[ 0 0

=R2/2

Analog zu Satz 8.5.1 erhalten wir auch eine zu Satz 6.1.5 analoge Regel fiir
Integrale.

Satz 8.5.2 (Substitutionsregel). Sei U C R" offen, ® € C'(U;R™) ein Diffeo-
morphismus von U auf V. = ®U) C R", Q C Q C U beschrinkt und Jordan
messbar, und sei f: ®(Q) — R beschrinkt und R-integrabel.

Dann ist die Funktion (f o @) - |det(d®)| : Q — R ebenfalls R-integrabel, und es
gilt
fu= [ (70®)-ldctia®)] dn

()



8.5. SUBSTITUTIONSREGEL 191

Beweis. 1) Sei f eine Treppenfunktion (TF)

b
f= Z €iXQ;
j=1

mit disjunkten Quadern @; C R", wobei
J g
) clJoclyo v
j=1 j=1

Gemiiss Satz 8.5.1, angewandt auf ¥ = ®~1 ist fiir jedes j die Menge
0, =71(Q;) N

Jordan-messbar. Weiter sind die Mengen €)1, ..., disjunkt und {iberdecken
). Mit Satz 8.5.1 erhalten wir nun

J
Fdu=7) cin(Q;Ne(Q)

() j=1

=2(2;)

J
Z;Cj /Qj |det(d®)| dp = /Q(fO<I>)|det(d<I>)\ dp.

ii) Fiir eine beliebige beschriinkte, R-integrable Funktion f: ®(Q2) — R folgt
nun mit wenig Miihe

/ fd,uzsup{/ edu;eﬁf,eTF}
3(Q) (Q)
4 sup{/ (e o ®)|det(d®)| du; e < f, e TF}
Q
< [ (Fov)ldet(an)| du< [ (f0®)ldet(a®)] d
Ja Q
<int{ [ (90 ) ldet(a®)] dus £ <9, gTF} == [ fan.
Q (Q)
Die Ausfiithrung der Details sei dem Leser {iberlassen.

O

Beispiel 8.5.4. Die Funktion f(x) = e~ R — R hat keine elementar bere-

chenbare Stammfunktion. Mit Satz 8.5.2 kinnen wir jedoch das Integral ffooo e da
explizit bestimmen.

Nach Fubini (Satz 8.2.1) gilt

(/_oo e d:c)2 - (/_OO e dm) (/_OO eV dy)

oo [e e} o

:/ / e~ @) gy dy :/ e " du,
oo S R2
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wobei r? = x? +y2. Gemdss Satz 8.5.2 erhalten wir nach Einfihrung von Polar-
koordinaten entsprechend Beispiel 8.5.5.11) fiir den letzten Term den Ausdruck

2m 0o
/ e dup :/ (/ re™ dr) df =7 ;
R2 0 0

=1/2

also gilt

/ e~ dr = /7.

—0o0

8.6 Oberflichenmass und Fluss-Integral

Die Sétze 8.5.1 und 8.5.2 zeigen einen natiirlichen Weg auf zur Definition des In-
halts von reguliren Flichenstiicken im S C R? und Oberfliichenintegralen. Dazu
benétigen wir lediglich ein Konzept, welches den Begriff des Diffeomorphismus
in geeigneter Weise auf Abbildungen ®: R? D Q — S C R? verallgemeinert
(und analog in héheren Dimensionen).

Definition 8.6.1. Sei U C R? offen, ® € C*(U;R?) injektiv. Falls d®(x) fiir
alle x € U den (mazximalen) Rang 2 hat, so heisst ® eine lokale Immersion.

Beispiel 8.6.1. i) Sei U C R? offen, ® € C1(U;R?) Diffeomorphismus auf
V = ®(U) C R2. Fassen wir R? auf als den UnterraumR? x {0} C R?, so ist
®: U — R? lokale Immersion.

i) Sei ® € C1(R?;R3) gegeben mit

1 2x
@ ) =37 5, 9 2 ) ) ERZ'
(z,9) ey 1_$2y_y2 (z,9)

Da
(22)% + (2y)° + (1 — 22 — %) = (1 + 2% +9°)?

gilt |®(z,y)| = 1; d.h.,
O:R? — S? = {(2,y,2); 2 +y* +22=1}.

Behauptung. & ist Immersion.

Beweis. Betrachte fiir festes (x,y) € R? die Matrix

A= (<I>, g—i, g—j)(o:,y)

Wegen Antisymmetrie der Determinante gilt

2z 2 0
det(A) = det 2y 0 2 |-

2 2)3 -
1—a22—y?* —22 -2y (1 +a%+y?)



8.6. OBERFLACHENMASS UND FLUSS-INTEGRAL 193

Es folgt

det(A)_4(1—x2—y2)—|—8x2+8y2_ 4 40
B (1422 +42)3 - (14 22 +52)2 ’

und Rang(d®(z,y)) =2, V(z,y) € R?.

Zudem ist @ injektiv. Die Kreise S! = {(z,v); 2? + y?> = r?}, r > 0, werden
némlich bijektiv auf die Breitenkreise mit der konstanten z-Komponente z =
(1 —72)/(1 + r?) abgebildet, welche streng monoton mit r fillt. O

Sei U C R? offen, ® € C*(U;R3) lokale Immersion. Weiter sei @ ¢ Q C U
beschrinkt und Jordan messbar, S = ®(Q) C R? das durch ® parametrisierte
Flachenstiick.

Zur besseren Unterscheidung wihlen wir im folgenden meist die Bezeichnungen
(u,v) € U C R?, bzw. (x,9,2) € R? fiir die Koordinaten im Urbild- und
Zielraum.

Definition 8.6.2. Der 2-dimensionale Flicheninhalt von S (bzgl. ®) ist

12(92) ::/do ::/ |D,, X @y dp(u,v),
s o

wobei O, = g—i, etc, und mit
do = |Dy x ®,| dp(u,v),
dem skalaren Flicheninhalt bzgl. .

Bemerkung 8.6.1. i) |9, x ®,]| ist der Inhalt des von den Vektoren ®, und
®,, aufgespannten Parallelogramms.

i) Falls ®(U) C R? (oder falls wir zu gegebenem w = (u,v) € U Koordinaten
(w,y,2) fir R® wdihlen, so dass ®,(w), ®,(w) € R? x {0}), so gilt

[P X Dy | (w) = |det(dP(w))];

die Definition 8.6.2 ist somit konsistent mit Satz 8.5.1.

‘q)u X ¢)v| =V det(g),

ii1) Allgemein gilt

wobei )
D, | ®, D
=do! dd = |2 vy
g - <c1>u D, [P, )
(Pu,®y)

die von ® induzierte Gramsche Matrix (Metrik) bezeichnet.

Beweis: In geeigneten Koordinaten gilt d®(w): R? — R? x {0} = R2.
@, X Dy | (w) = |det(dP(w))| = |det(dD' (w))]
= \Jdet(d (w)) - det(d(w)) = \/det(g).

Bemerkung 8.6.2. Aus Satz 8.5.2 folgt mit Bemerkung 8.6.1.11i), dass der
Flicheninhalt ps(S) von der Parametrisierung unabhingig ist.
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Beispiel 8.6.2. Sei ® € C*(R?;S?) mit

1 2u ,
O (u,v) = T2 ) _521)_1}2 , (u,v) € R?,
wie in Beispiel 8.6.1.11) mit
4

[0 @] = |det(2, 2, 0)| = T

Es folgt

p2(S?) = /R2 | Dy X @] dp(u,v) = /]R2 % dp(u,v)

1+ u? +v2)2

27 [’}
:/ ( / _Ardr ) d6 = 4r.
0 o (1+7r2)2
—_————

oo

_ oo ds ___ _2 —
=2Js +9)27 T+sls=0"

Wir kénnen nun auch stetige Funktionen iiber regulire Fliachenstiicke integrie-
ren.

Definition 8.6.3. Sei U C R? offen, ® € C1(U;R3) lokale Immersion, ) C
Q C U beschrinkt und Jordan-messbar, und sei S = ®(Q) das zugehirige
Flichenstiick im R3, f: S — R stetig. Dann ist

/fdo::/(foq)) |D,, x Dy| dp(u,v)
s Q

wohldefiniert (unabhingig von ®).

Beispiel 8.6.3. Fiir ®,S = S? wie in Beispiel 8.6.2 und f(x,y,z) = 2> erhalten
wir

/,JQfdﬂ=/W<fo<I>>-|<bux<pv\ "

,/ (17u27v2)2 4 p
 Jre 14+ u2+12 (14 u?+v2)? H
—_———

z+1

(1) = ) -t
14u2 402 1+u2 402 14+u24v

_/ (o s LY
B I+w@+2)* (I+w2+02)7  (1+u2+022) *

/2”/ 8 ds 8ds . _2ds )d9_47r
1+s (149 (1+s)2 3

Sei U C R? offen, ® € C1(U; R?) lokale Immersion, Q, S = ®(Q) wie oben, und
sei w € Q. Da d®(w) den Rang 2 hat, spannen die Vektoren @, (w) und @, (w)
den Tangentialraum auf an S im Punkt p = ®(w), d.h.

T,S = {d®(w)¢; ¢ € T,R?* = R?*} = span{®, (w), ®,(w)}.
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Durch Auswahl eines Normalenvektors n = n(p) € R? mit n(p) L 7,5
koénnen wir 7,5 orientieren, d.h. “oben” und “unten” definieren. Offenbar
gibt es genau zwei Moglichkeiten, am Punkt p einen auf Linge 1 normierten
Normalenvektor festzulegen; mittels der Parametrisierung ® erhalten wir insbe-

sondere

d, x o,
n=——7mm——
|D,, x Dy

als eine kanonische Wahl.

Fiir ein (in einer Umgebung W von S erklirtes) Vektorfeld K = (P,Q, R)! €
CY(W;R3) deuten wir die Normalkomponente (K - n)(p) als Flussdichte von
K durch S am Punkt p.

Definition 8.6.4. Das Integral

b, x P
K-ndo:/Ko@)-#@ux@v dp(u, v
/. N TN | )

heisst Fluss des Vektorfeldes K durch die mit n = lg’*ig“‘ orientierte Fldche
S'; dabei heisst

n do=®, x &, du(u,v)
das durch n orientierte Flichenelement auf S.
Beispiel 8.6.4. i) Sei ® € C1(R?;S?) wie in Beispiel 8.6.1.ii), S = ®(R?) =
S?, und sei K das Ortsvektorfeld mit K(p) = p, p € S%. Fiir die duch ®

definierte Orientierung n = % gilt offenbar n(p) = p; also

K-n d0:/ do = pu(S?) = 4r.
§2 7 52

i) Mit ®, S = 5% mit n(p) = p wie in i) und K(z,y, 2) = (0,0,2)" erhalten wir

4
K-ndo:/ z2d0:—7r;
S2 S2 3

vgl. Beispiel 8.6.3.

8.7 Der Satz von Stokes im R?

Sei U C R? offen, ® € C*(U;R?) lokale Immersion, 2 C Q C U beschrinkt und
von der Klasse C;w, und sei S = ®(2) das durch ® parametriserte Flichenstiick.

Seiv € C},([0,1]; R?) eine Parametrisierung von €, und sei vy positiv orientiert
in dem Sinne, dass 2 beim Durchlaufen von v zur Linken liegt. Sei weiter I' :=
Pory e C},([0,1];R?) die von 7 induzierte Parametrisierung des (intrinsischen)
“Randes” 95 := ®(92) von S.

Mit der durch n = é“ig”l definierten Orientierung von S ist dann I' ebenfalls

positiv orientiert: Wenn wir “auf” I' die Flidche S umfahren, liegt S stets zur
Linken.

Sei K € CY(W;R?) in einer Umgebung W von S in R? erklirt, K = (P, Q, R)".
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Definition 8.7.1. Das Vektorfeld

Ry_Qz ax P €1
rot K=|P,—R, | =VxK=det|0, Q e
Q(L‘_Py 82 R €3

heisst Rotation (“Wirbelstirke”, engl. curl) von K.

Satz 8.7.1 (Stokes). Mit den obigen Annahmen gilt
/rofK~nd0: K - ds.
5 a5

Bemerkung 8.7.1. i) Das Integral fasK - ds heisst auch “Zirkulation” des
Vektorfeldes K lings 0S.

ii) Fir ® =id, S=Q C R2, n = ez gilt
rBtK-n:Qm—Py

sowie

K.dfs:/ P dz + Q dy,
a8 o0

und wir erhalten Satz 8.4.1.

Beispiel 8.7.1. sei K € C1(R3;R?) mit

x(y? + 22)
z(z® +y?)

E das Ellipsoid
22y 2

mit Halbachsen 0 < a,b,c € R, S das Flichenstiick

22 g2
S ={(z,y,2) € F; ?+@§1, z >0}
mit0<a<a,0<f<b, undT = 0S der (orientierte) Rand von S.

Beachte

ot I = =0
y(=’+27) _ d(=(y’+2%))
ox oy

/K-d;:/rgt[('ndo:o.
T S

Auf direktem Wege ist die Berechnung der Zirkulation offenbar viel aufwendiger.

also

Beweis von Satz 8.7.1. Wir fithren Satz 8.7.1 zuriick auf Satz 8.4.1. Setze dazu

(Ko®)-dd=:A=gdu+hdv
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mit g= (K o®)-®,, h=(Ko®)-P,, so dass

o 1 dar
K-ds:/o (KoD)() - S0t

=(Ko®)(y(t))

as
=d®(~(1)7(t)

1
= / A(y(£)4(t) dt = / g du+h dv.
0 o0
Behauptung. Es gilt

(rot K o®) - @, x &, = hy, — g,

Beweis: Die rechte Seite ergibt
hy — go = (KO(I))U'(I)U_(KO(I))U'CI)M

da sich die beiden iibrigen Terme autheben. Die weitere Rechnung kénnen wir
mit der folgenden Uberlegung stark vereinfachen. Offenbar sind alle Ausdriicke
unabhiingig von der Wahl der Koordinaten im R3. Fiir festes w € Q, p = ®(w) €
S diirfen wir daher annehmen, dass

D, (w)=ae, Py(w)=be+cey
mit a,c >0, b € R.
Wir erhalten

(hu — gv)(w) = aK,(p) - (b e1 + ¢ e2) — (bK,(p) + cKy(p)) - (ae1)
= (abpz + acQy — abPy — aCPy)(p) = aC(Qm - Py)(p)'

Die linke Seite ergibt andererseits, mit (®,, x ®,)(w) = ac es,
((rat Ko®)-®, x @v)(w) =rot K(p) - ac e3 = ac (Q, — P,)(p),

und die Behauptung folgt. O

Definition 8.7.2. Sei W C R? offen. W heisst einfach zusammenhiingend
(1-zshg), falls jede einfach geschlossene Kurve I € C},,([0,1];W) Rand eines
orientierten Fldachensticks S C W ist, welches einfach zusammenhdngend ist
in dem Sinne, dass S Vereinigung ist von endlich vielen immersierten Fldichen-
stiicken S; = ®;(Q;), 1 < j < J, mit kompatiblen Orientierungen, wobei I' die
einzige Randkomponente ist von S.

Beispiel 8.7.2. i) Der Ball B1(0;R?) ist 1-zshg,

ii) Die Kugelschale B2(0)\B1(0) C R3 ist 1-zshg,

iti) Ba(0;R®)\(B1(0;R?) x R) ist nicht 1-zshg.

Analog zu Satz 8.4.3 erhalten wir:

Satz 8.7.2 (Poincaré). Sei W C R3 1-zshg, K € C*(W;R3). Es sind dquiva-
lent:

i) K ist konservativ;
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i) rot K = 0.

Beweis. i) = ii) Sei K konservativ. Nach Satz 7.4.3 gibt es f € C?(W) mit
K =V f; also

rot K = =0.
o*f  9*f
0xdy Jyox
i) = i) Sei I' € W einfach geschlossen, S C W 1-zshg mit 9S = I'. Falls
S = ®(Q) fiir eine injektive Immersion ® € C'(U;R?) mit einem einfach zu-
sammenhingenden Q C Q C U C R?, so gilt nach Satz 8.7.1

/K-d;:/rofK~nd0:0.
r S

Falls S nicht in dieser Weise darstellbar ist als S = ®(2), so zerlege S disjunkt

J
in endlich viele derartige Teile S;, 1 <j < J, mit S= | S;.
j=1

Da die S; nach Annahme kompatibel orientiert sind, sind gemeinsame Rand-
kurven von aneinander angrenzenden Flidchenstiicken S; und S, entgegengesetzt
orientiert. Es folgt

J J
K-ds= | K-ds= K -ds= /rBtK-ndo:O;
/r as ; ds; jz_:l S5

d.h., K ist konservativ. O]

Beispiel 8.7.3. Sei K wie in Beispiel 8.7.1. Nach Satz 8.7.2 ist K konservativ.
In der Tat ist
2292 1 2222 4 222

flay) = ;

eine Potentialfunktion.

Bemerkung 8.7.2. Ein Mébiusband S lisst sich so in W = R3\ ({(0,0)} x R)
einbetten, dass die Projektion von S auf R? x {0} nach radialer Projektion
w— w/|w| dem doppelt durchlaufenen Finheitskreis entspricht.

Fir K € CY(W;R3) mit

1 Y P
K(z,y,2) = S| T |~ Q
gilt
. R, - Q. 0
rot K=|P,—R, | ={(0],
Qs — Py 0
jedoch erhalten wir
/ K -ds= 47;
oS

vgl. Beispiel 8.4.7.1i1).
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Beachte, dass 0S nur eine Zusammenhangskomponente hat; jedoch ist S nicht
orientierbar. Tatsdichlich ist S nicht einfach zusammenhdngend.

Das Kriterium fiir einfach zusammenhingende Mengen Q C R? nach Definition
8.4.8 ist also nur auf beschrinkte Mengen Q C R? anwendbar (oder allgemeiner
auf Teilmengen von orientierbaren 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten).

8.8 Der Satz von Gauss

Sei W C R3 offen, K € Ol(W;R3), K= (Ki)lgigg, xr = (I’i)lgisg ew.
Definition 8.8.1. Der Ausdruck

)

3
. 0K
div(K) = E o
i=1

heisst Divergenz (Quellstirke) von K.

Satz 8.8.1. (Gauss) Sei Q C Q C W beschrinkt und von der Klasse C,,. Dann
gilt

/ div(K) dp = K -n do,
Q e}
wobei n die dussere Normale ist.

Bemerkung 8.8.1. Nach Satz 8.8.1 ist also der Fluss des Vektorfeldes K durch
00 gleich dem Integral iber die Quellstirke von K.

1

Beweis. i) Sei zuniichst © ein Normalbereich bzgl. aller Achsen x!,... 3. Ver-

einfachend gelte mit einem Quader Q C R?, 0 < v € CH(Q):
Q={r=(z"; (', 2%) € Q, 0<a® <zt 2?)}).

Es folgt

oK veteh) s -
QWdMS:/Q(/O wdm)dug(x,x)

:/Q(Kia(xl,xz,w(a:l,xz))—KS(arl,xQ,O)) dpa(zt, 2%).

Sei @ (2!, 2?) = (z1, 2%, ¢(xt, 2?)) € CH(Q;R?) die von 1 induzierte Parametri-
sierung des “oberen” Teils S = G(¢) = ®(Q) von I mit

1 0
d® = (Pp1, Dy2) = 0 1
oY /0xt O /0x?
Es folgt
—0n/Oxt
(I)xl X (I)mz = —8’(/1/8582 5 (8.8.1)

1
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und wir erhalten

0 0
/ 01]-n dO:/ 0 D X Bye dug(xt, 2?)
S\K3 QR\K30®

- [ K@l a?) dpala ).
Q

Analog gilt am “unteren” Teil @ x {0} von 92 n = —eg, also

0

/ 0 | -ndo= —/ K3(zh, 22,0) duo(at, 2?).
Qx{o} \ g3 Q

Entlang der “vertikalen” Teile von 9 gilt n® = 0; diese liefern also keinen Bei-
trag zum Fluss des Vektorfeldes (0,0, K®)t € C1(Q;R3). Fiir dieses Vektorfeld
gilt somit die Identitét

0 0
/ div| 0 du = / 0 | -n do;
Q K3 o \ 3

analog fiir die iibrigen Komponenten.

ii) Zerlege ein beliebiges beschrinktes Gebiet @ ¢ @ C W der Klasse C,,
gemiss Bemerkung 8.4.1 in endlich viele disjunkte Normalbereiche Q1,...,Qp.
Entlang gemeinsamer Begrenzungsflichen von €2, und €2; heben sich die Fliisse
auf. Es folgt

L
/de(K) dp = ;/ﬂl div(K) du

wie gewiinscht.

Man kann Satz 8.8.1 insbesondere zur Volumenberechnung verwenden.

Beispiel 8.8.1. i) Sei Q = B1(0;R?). Fiir K(x) = x mit div(K) = 3 folgt mit
Satz 8.8.1

3us (B1(0;RY)) = /

div x de = / z-n(x) do= us(S?) = 4r;
B1(0;R?) s

2 N—_——
=1

also 4
T
1 (B1(0;R)) = =

1) Sei Q das Innere

2 y2 2
Q={(z,9.2) €R% 5+ 5+ 5 <1}
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des von dem FEllipsoiden S mit Halbachsen a,b,c > 0 umschlossenen Gebietes.
Fiir das Vektorfeld K(x,y,z) = (0,0,2)!, (z,y,2) € R3, mit div K = 1 ergibt
Satz 8.8.1 und die dort durchgefiihrte Rechnung

ug(Q):/dideugz K -n do
Q a0

2 2 4
:20/ \/1—2—%du2(x,y):iabc;
(o) 22422 <1} a* b 3

vgl. Beispiel 8.3.2.

Andererseits kann man auch gewisse Oberflicheninhalte bestimmen.

Beispiel 8.8.2. i) Sei Q) der Kegelstumpf

Q={(z,y,2) eR>* Va2 + 2 <1—2z 2> 0}
mat Mantel
M ={(z,y,2); Va?+y>=1-2<1} =G(¥),
wo Y(x,y)=1— \/W Wiihle K = e3 mit div(K) = 0. Mit Satz 8.8.1 folgt

0 0

o:/dw 0 d,u:/ 0 -nd0:/ n® do — piz(B1(0;R?)) .
Q 1 o \1 M

Gemiss (8.1.1) gilt

(0,9, 90, 9)) = e =
L+ V()

5~

Es folgt die Gleichung

. 1
/M n® do = EMQ(M) = Mz(Bl(();Rz)) =

d.h.
p2(M) = V2.

i1) Was ist die Oberfliche der Sphirenkappe
SZO = {(m,y7z) € IR3; $2 +y2 +22 =1, z> Zo}

fiir gegebenes zg > 07
Setze »
K(p) = wv p € R*\{0} .

Beachte die Gleichung

div(K) = 2 (=) +-- =0 inR\{0}.

3
Or N\ Jr2 {2 1 2
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Mit Satz 8.8.1 folgt

p2(Sz,) :/ K -ndo :/ K -e3 du(z,y)
Seo D.,

ey VT ea
= 3= 3
Diy /22 4+ y? + 22 0 2+ 28
1—25 ds 2 1723
= 27z —— =Tz (—7) =2m (1 — 20),
0 st 22 Vs 25/ ls=0

wobei
D, ={(z,y,20); ° +9y* <1—23}.
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