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Worum geht es?

Grob gesagt, geht es um die Auflosung linearer Gleichungssysteme
Az =y

zu gegebenem y, wobei z und y in unendlich-dimensionalen Rdumen X und Y
liegen.

Beispiel 1 Das Randwertproblem zu gegebenem f € L%(Q),

—Au=finQCCR”
u =0 auf 00

kann man auffassen als Gleichung der Form Az = y mit X = H? N H§(),
Y =L*(Q), A: H* N H}(Q) 5 u— —Au € L*(Q).

Zusétzlich zur linearen Struktur des Problems bedarf es im oco-dimensionalen
Fall weiterer analytischer und geometrischer Strukturen, insbesondere spielen
Vollstandigkeit, Kompaktheit, beziechungsweise Konvexitit eine Rolle.

Je nachdem ist daher der “richtige” Rahmen fiir die mathematische Behandlung
ein normierter Vektorraum (Linearitéit) oder ein metrischer Raum (Vollsténdig-
keit, Kompaktheit), vielleicht auch ein “lokal konvexer topologischer Vektor-
raum”, in dieser Vorlesung jedoch meist ein Banachraum oder sogar ein Hilber-
traum.

Wie das Beispiel zeigt, geniigen fiir die Anwendungen die klassischen Funk-
tionenrdume allein nicht. In der Vorlesung “Funktionalanalysis IT” werden die
fir die Behandlung partieller Differentialgleichungen fundamentalen Sobolev-
Raume eingefiithrt und die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichun-
gen entwickelt

Die Vorlesung stiitzt sich auf die grosse verfiigbare Lehrbuchliteratur, vor allem
jedoch auf die nachfolgend aufgefiihrten Texte.
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Kapitel 1

Vollstandigkeit,
Baire-Kategorie

1.1 Ein “nichtlineares” Problem

Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,,: [0,1] — R, und fiir jedes z € [0, 1]
existiere

lim_ fo(x) =: f(2).

Ist f dann in mindestens einem Punkt zo stetig? — und liegt damit, durch
Iteration des Arguments in Teilintervallen der Linge %, n € N, die Menge der
Stetigkeitspunkte von f sogar dicht in [0, 1]?

Baire fand die geniale Losung dieses Problems auf dem Umweg iiber das fiir die
Funktionalanalysis dusserst fruchtbare Konzept der Baire Kategorie .

1.2 Metrische Riume

Sei (M, d) ein metrischer Raum; das heisst d: M x M — R hat die Eigenschaften
i) d(z,y) >0,“=" gdw. z =y (Definitheit)

ii) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

iil) d(z,2) < d(z,y) +d(y,z) (Dreiecks-Ungleichung)

Beispiel 1.2.1 i) Jede Teilmenge eines normierten Roums (X, || - ||) kann in
kanonischer Weise als metrischer Raum mit Metrik

d(z,y) = ||z —yll
aufgefasst werden; zum Beispiel [0,1] C R.
it) Sei S = {(xr)ren; 2x € R} der Raum aller Zahlenfolgen in R. Durch

— 1 |op — il
d((zr), (yx)) = i
((=x), (yx)) 1?:1 SR PR r—
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2 KAPITEL 1. VOLLSTANDIGKEIT, BAIRE-KATEGORIE

wird eine Metrik auf S erkldrt.

Wir wiederholen kurz die wichtigsten topologischen Begriffe:
i) Q C M heisst offen, falls gilt

Ve € Q3r > 0: B.(z) ={y € M;d(z,y) <r} CQ

ii) A C M heisst abgeschlossen, falls A° = M \ A offen ist.
Fiir Q C M sind ferner definiert:

o
ii) Q = U G : der offene Kern von (2,
GCR, G offen

iv) Q = N A : die abgeschlossene Hiille von (2,
ADQ, A abgeschlossen

v) 092 = Q\ Q: der Rand von (, welcher Q = Q U 0 disjunkt zerlegt.
vi) Q C M heisst dicht, falls Q = M, das heisst, falls

BNQ#0,YB = B,(z) C M. (1.2.1)

vii) © C M heisst nirgends dicht, falls Q = ), das heisst, falls

B\Q#0,VB=B,.(z) C M. (1.2.2)
Fiir das folgende ist insbesondere von Bedeutung;:

Satz 1.2.1 Sei U C M. Es sind dquivalent:
i) U ist offen und dicht;
i) A=U°= M\U ist abgeschlossen und nirgends dicht.

Beweis: i) = ii): Sei U offen und dicht, A = U°. A ist abgeschlossen, und fiir
jede Kugel B = B.(z) C M gilt

B\A=B\A=BnU #0.

it) = 1): Sei A abgeschlossen und nirgends dicht, U = A°. U ist offen, und fiir
jede Kugel B = B.(z) C M gilt

BNU=B\A=B\A#0.

O

Diese Begriffe sind natiirlich bereits auf der Stufe eines topologischen Raumes
erklart. Falls (M, d) metrisch ist, so gibt es dquivalente Kriterien mit Folgen in
M ; zum Beispiel

Satz 1.2.2 A C M ist abgeschlossen, gdw. fir alle Folgen (zj)ren in A und
x €M gilt:
2 >z (k— 00) =2 € A
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Ein erst auf der Stufe metrischer Riume definierter Begriff ist der einer Cauchy-
Folge und der Begriff der Vollstandigkeit.

Definition 1.2.1 (zy)ren ist eine Cauchy-Folge in M, falls

d(zg, ) = 0 (k,1 > 00).

Definition 1.2.2 (M,d) heisst vollstiandig , falls jede Cauchy-Folge (2,)nen
in M konvergiert.

Beispiel 1.2.2 i) C°([0,1]) mit der von der Supremumsnorm

| fllco = max [f(£)]

0<t<1

induzierten Metrik ist vollstindig.

i) Alle Banachriume (LP(Q),C™(9),...) sind vollstindig.

ii1) Sei Q C R™ offen, Q = U;’;l K; mit kompakten K1 C Ky C. Dann ist
C%(Q) mit der Metrik

d(f,q) = i 1 If —glleo;)
’ = Y1+ |f = glloox;)

analog zu Beispiel 1.2.1 i) vollstindig. (Die von d induzierte Topologie auf
C°%(Q) heisst compact-open topology.)

1.3 Baire-Kategorie
Sei (M,d) ein metrischer Raum, M # 0.

Satz 1.3.1 Falls (M,d) vollstindig ist, so gelten die folgenden (iquivalenten)
Aussagen

i) Sei U; C M offen und dicht, k € N. Dann ist U = ﬂ;’il U; dicht in M.
i) Falls M = U;; A; mit abgeschlossenen A;,j € N, so gibt es mindestens ein

jo € N mzt A]‘O 75 @

Beispiel 1.3.1 Die Beispiele zu Teil i) des Satzes,

Z) M=R= UzG]R{x}
und

i) M =Q = U,eqfz}

mit A, = {z} = A, und /L = () zeigen, dass die Abzihlbarkeit der Mengen A;
und die Vollstindigkeit von M notwendig sind.

Beweis:
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i) Aufgrund der Charakterisierung (1.2.1) dichter Mengen geniigt es, die folgende
Behauptung zu beweisen.

Behauptung: Fiir x € M,r > 0 gilt stets B.(z) NU # 0.

Beweis: Seien z € M,r > 0,B = B,(z). Konstruiere (z;);en induktiv, wie
folgt.

a) Da U; dicht und offen, gilt
U1 N B # (,U; N B offen.
Wihle z; € U1 N B,0 < ry < § mit

BTI(.CEl) C Ber (.731) cU;NB. (131)

b) Seien 1,...,2j-1 € M,r1,...,r;j_1 bereits bestimmt. Beachte, dass wie oben
gilt
U;n BT’j—l('Z-]'—l) # 0, U;n Brj_l(xj_l) offen.

Wihle z; € U; N B,,_, (x;-1),0 <71; < 277 mit
BTJ, (JIJ) C B27-j (JIJ) cU;n Brj_l(:cj_l). (1.3.2)

Dann gilt fiir alle j > k € N:
zj € By, (x;) CU; N B,,_ (xj—1) C By,_,(xj—1) C...C By, (xx) (1.3.3)
also insbesondere
d(zj,zr) <1 <27F 5 0(j > k = 00);
das heisst, (z;) ey ist eine Cauchy-Folge. Da (M, d) vollsténdig, existiert

z* = lim z;,
j—oo

und nach Grenziibergnag j — oo in (1.3.3) folgt mit (1.3.2)

T* € Brk (.’L‘k) C Uk,Vk.

Insbesondere erhalten wir * € U = (o, Uy. Fiir k = 1 liefert (1.3.1) zudem
z* € Uy N B C B, also
z*eUNB#0,

wie gewiinscht.

i) = ii) (indirekt) Widerspruchsweise nehmen wir an

M=]4
Jj=1
mit abgeschlossenen, nirgends dichten Mengen A;, j € N. Setze

Uj=A§=M\A]',j€N.
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Nach Satz 1.2.1 ist U; offen und dicht, j € N. Nach Annahme gilt jedoch

c

Uj = UA]' ZQ)
j=1

DL

j=1

im Widerspruch zu i).
(ii) = i): Ubung.)

Definition 1.3.1 (Baire Kategorie)

i) A C M heisst mager oder von 1. Baire Kategorie , falls A = U;’il A mit
nirgends dichten Mengen Aj,j € N; Kat(A) = 1.

i) A C M heisst fett oder von 2. Baire Kategorie , falls A nicht von 1. Baire
Kategorie ist; Kat(A) = 2.

i11)  C M heisst residuell, falls Q¢ = A mager ist.

Beispiel 1.3.2 i) M =Q = U,¢q

ii) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager.

{z} C R ist mager.

ii1) Abzdhlbare Vereinigungen magerer Mengen sind mager.
Frage: Gibt es {iberhaupt fette Mengen?

Satz 1.3.2 (Baire) Sei (M,d) vollstindig. Dann gilt:
i) Kat(M) =2

it) Kat(A) =1 = Kat(A®) =2, und A° ist dicht in M.
i) 0 # U offen = Kat(U) = 2.

Beweis:
i) Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.3.1 ii).

ii) Falls Kat(A) = Kat(A°) = 1, so wire Kat(M) = 1 gemiss Beispiel 1.3.2 iii),
also Kat(A°®) = 2. Sei

A= UA]'CUA_]
j=1 j=1

mit nirgends dichten 4;,j € N. Dann ist U; = (4,)¢ offen und dicht, und nach
Satz 1.3.11) ist

c c

v=U=(U4 | c|{U4] =4°
j=1 j=1 j=1
dicht.
iii) Ware Kat(U) = 1, so wire geméss ii) die Menge U¢ = A = A dicht, also
A=MU=0. O

“Typische” Beispiele magerer, beziehungsweise fetter Mengen sind somit (fiir
M =R) Q, beziehungsweise R \ Q.
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Beachte, dass Q = R, (R\ Q)° = ). Jedoch scheint es einen Zusammenhang mit
dem Lebesgueschen Mass zu geben. Ist diese intuitive Vorstellung richtig?

Fragen: Sind Lebesgue-Nullmengen A C R (im Baireschen Sinne) “mager”?
Haben magere Mengen A C R stets verschwindendes Lebesgue-Mass?

Beide Fragen sind mit “Nein” zu beantworten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.3.3 Sei (gi)ren eine Abzihlung von Q, und fir j € N sei

U; = U Jgp — 27 GHkHD g 4 9= (k)]
keN
mit
LHU;) <Yy 270t =979,
keN

Die Mengen U; sind offen und wegen
U;>DQ=R

auch dicht. Also ist A; = U mnirgends dicht, A = U;’il A; mager und daher
U =N, Uj = A° fett nach Satz 1.3.2, jedoch gilt L' (U) = lim; o, L (U;) = 0.

1.4 Erste Anwendung

Der Satz von Baire ist grundlegend fiir die Theorie linearer Gleichungen in
Banach-Raumen. Als erste Anwendung stellen wir hier jedoch die Lésung des
nichtlinearen Problems aus Abschnitt 1 vor.

Satz 1.4.1 (Baire) Sei (M,d) vollstindig, (fn)nen eine Folge stetiger Funktio-
nen fn: M — R.n € N, und es existiere der punktweise Limes

nler;O fo(z) =: f(z) €R
fiir jedes x € M. Dann ist
R = {x; f ist stetig an der Stelle x}

eine residuelle Menge, insbesondere also dicht in M .

Beweis: Fiir € > 0,n € N setze

Pn,s = {$7 |fn($) - f(SL')| S E}
und weiter

o0 o
R.= | P
n=1

Beachte: R. D Ry fiir § < e.
Behauptung: U: = ﬂ;; R;; = R, die Menge der Stetigkeitspunkte von f.
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Beweis: “R C U”. Sei f in zg stetig. Zu € > 0 wihle g > 0,n9 = no(e),rn >
0 (n > ng) mit

sup |f(z) — f(zo)| <€/3

TEBry(z0)
und
sup | fn(zo) — f(z0)| < /3.
n>ng
sowie

sup  [fa(x) — fn(zo)| <&/3
z€Br, (z0)

Dann folgt fiir n > ng,r < min{rg,r,}:
|fn($) - f(w)l <&,Vz € By(x9);
also B, (z0) C Pne,%0 € Ppe C Re. Also 29 € U.
“U C R”. Sei f in xg unstetig. Dann gibt es £ > 0 mit der Eigenschaft

0SCB, (z0) [ = sup f— ir(lf)f > 3¢,Vr > 0.

B,,,(wo) »\Z0

Zu n € N wihle r,, > 0 mit
0SCR, (z0) fn < &,Vr < rp.
Schitze ab fiir r < r,

2 sup [fa—fl> sup |(fu(2) = f(2)) = (faly) = F(»)]

B, (o) z,yEB(zo)

> 0SCB, (zo) f — OSCB, (zo) fn > 2¢;

das heisst
Xo an,E,VTL eN

und somit zg ¢ R, fiir € < €o(z0), daher auch z¢ ¢ U.
Behauptung: R, ist offen und dicht fiir jedes € > 0.
Beweis: Offenbar ist R. offen, € > 0. Betrachte fiir ¢ > 0,n € N die Menge

Fn,s = {:L'; |fn(x) - fn+k(m)| <e,Vke N}

Beachte, dass mit f,r(z) = f(z) (k — oo) folgt F}, . C P, .. Wegen f,(z) —
f(z) (n— oo) gilt zudem |J;>, Fr o = M, Ve > 0. Weiter ist
Foe = (423 1£2(@) — fasa(@)] < e}
k=1

abgeschlossen, also Fy, . = F',, . UOF,, . und daher

(Fn,s \}071”’5) = (6Fn,s)o = @
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Setze Ay = OF, . Dann ist A, . abgeschlossen und nirgends dicht und liefert
die magere Menge

o0

[ o [ 0o
Az-:: UAn,s: U(Fn,s\Fn,s)D UFTL,E\UFTL,EDM\
n=1 n=1 n=1

n=1

P,. = M\R..

3

1Ce

Satz 1.3.2 liefert die Behauptung.
Setze nun
Uj = Rl/j,Aj = Ri/]

Dann ist A = |J;2, A; mager, also

oo
R=U=(\U; = A
j=1
residuell, insbesondere dicht nach Satz 1.3.2 ii). O
Umgekehrt kann man fragen

i) wann sich eine Funktion f: [0,1] — R punktweise durch stetige Funktionen
fn:[0,1] = R approximieren lisst.

Beispiel: f = xqn[o,1] ist nirgends stetig, also nicht punktweise durch stetige
fn approximierbar

ii) ob/unter welchen Bedingungen eine Funktion f € L'([0,1]) einen Vertreter
f mit obiger Eigenschaft besitzt. Kandidaten fiir (f,) wiren in diesem Falle

a) die Mittel (der durch f = 0 ausserhalb forgesetzten Funktion f), mit

z+ﬁ
@ =n [ 7 f@)dy 1@ (0 )

T on

fiir fast alle z € [0, 1] und insbesondere in jedem Stetigkeitspunkt, oder

b) die Fourier-Reihe der periodisch auf R fortgesetzten Funktion f. OBdA sei
die Periode auf 27 gestreckt. Setze

1 2 .
ay = — ft)e *tdt, ke 7,
27 0

und

Vergleiche dazu das Konvergenzkriterium von Dini:

Satz 1.4.2 (Dini) Falls fir x € R gilt
/”|f(ﬂf+t)—f(ib’)
t

-

| dt < o0,

so gilt fiir die obige Fourier-Reihe

fa(z) = f(z) (n— o00).
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Eine weitere Anwendung liefert

Satz 1.4.3 (Prinzip der gleichmdssigen Beschrinktheit)

Sei (M, d) vollstindig, (fx)rea eine Familie stetiger Funktionen fy: M — R,
und sei (f)rear punktweise beschrinkt in dem Sinne, dass

sup|fa(z)| < o0,V € M.
A€A

Dann gibt es eine offene Kugel B C M mit

sup |fa(x)] < oo
AEA,z€EB

das heisst, (fa)rea ist gleichmiissig beschrinkt auf B.

Beweis: Fiir k£ € N definiere die abgeschlossene Menge

Ay ={z € M;|fr(x)| <k,VA€A} =) {z;|fr(2)] < k}

A
A€ abgeschlossen, da f) stetig

mit | Jio, Ax = M. Da M vollstindig, gibt es gemdiss Satz 1.3.1 ii) ein ko mit
Ako 7é @ Wiahle B C Ako- O

Falls die Funktionen fy lineare Abbildungen auf einem Vektorraum sind, erhélt
man aus Satz 1.4.3 ein Kriterium fiir die gleichméssige Beschrinktheit der fy
auf einer Kugel um 0, das heisst fiir die gleichmissige Stetigkeit der fy. Es liegt
daher nahe, nun auch die lineare Struktur einzubeziehen



10

KAPITEL 1. VOLLSTANDIGKEIT, BAIRE-KATEGORIE



Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Normierte Raume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, || -||: X — R eine Norm auf X; das heisst,
i) ||z|| > 0,“=0" gdw. z = 0 (Definitheit),

i) ||Az]| = |A\|||z||,Vz € X, A € R oder C (positive Homogenitét),

iii) ||z +y|| < ||z|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).

Mit der von || - || induzierten Metrik
d(z,y) = ||z —yl|

ist X dann auch ein metrischer Raum.

Definition 2.1.1 (X, || - ||) heisst ein Banach Raum , falls X beziiglich d
vollstindig ist.

Bemerkung 2.1.1 i) Die Norm ist (Lipschitz-)stetig auf X, da
[l = {lylll < [lz +yll, Va,y € X.
i) Die Vektorraumoperationen sind ebenfalls stetig (Ubung).

Beispiel 2.1.1 i) Sei M eine Menge, (X,||-||x) ein normierter Raum. Dann
15t
B(M,X) = {f: M = X;sup ||f(¢)]|x < oo}
€

ein Vektorraum mit der Norm

I llza,x) = sup [|I£(£)[]x-
teM

it) B(M, X) ist vollstindig, wenn X wvollstindig ist.

11
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Beweis:

i) Mit den punktweise definierten Vektorraum-Verkniipfungen

(F +9)@) = f(t) +9(t), AF) (@) = Af(D),t € M

wird B(M, X) zu einem Vektorraum. Dabei benutzen wir auch die Dreiecks-
Ungleichung und die Homogenitét der Norm. Die Eigenschaften i) und ii) einer
Norm sind trivialerweise erfiillt; beziiglich iii) beachte

IIf + 9llBa,x) = sup [ f(t) + g(®)||x < sup(||f®)l|x + |lg(®)]|x)
teM teM
< IfllBar,x) + llgllBas,x)-

ii) Cauchy-Folgen in B(M, X) sind punktweise konvergent. O

Als Anwendung von Beispiel 2.1.1 zeigen wir, dass sich jeder metrische Raum
(M, d) “isometrisch” in einen vollstindigen metrischen Raum (M*, d*) einbetten
lsst.

Seien (M, d), (M*,d*) metrische Rdume, ®: M — M*.

Definition 2.1.2 ® heisst Isometrie , falls gilt

d*(®(z), 2(y)) = d(z,y),Vz,y € M.

Satz 2.1.1 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen
metrischen Raum (M*,d*) und eine Isometrie &: M — M*.

Bemerkung 2.1.2 i) Wir bezeichnen in diesem Falle den Raum M: =&(M)
als Vervollstindigung von M, (versehen mit der Metrik d = d*|,,,,,)-

it) Man kann zeigen, dass die Vervollstindigung bis auf Isometrien eindeutig
1st.

Beweis von Satz 2.1.1: Wahle M* = B(M,R) mit der von || - ||(,r) indu-
zierten Metrik d*. Nach Beispiel 2.1.1 ist (M*,d*) vollsténdig.

Fixiere ein z* € M. Definiere nun ®: M — B(M,R) durch
Dz fiu(2) =d(z,2) —d(z", 2).

Beachte
|f2(2)| < |d(z, 2) — d(z*, 2)| < d(z,z*),Yz € M;

also f; € B(M,R). Analog folgt
[fe = fyllBoa,r) = sup|fa(2) = fy(2)]
zeEM
= sup|d(z,z) — d(y, 2)| < d(z,y)

zZEM
und
||fac - fy”B(M,]R) =d(z,y),
falls man z = z oder z = y wihlt. Also ist ® eine Isometrie. O

Seien || -||1,]| - ||2 Normen auf X.
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Definition 2.1.3 || - ||1,]| - || heissen dquivalent, falls mit einer Konstanten
C >0 gilt
CH |zl < [fall2 < Cllzl1, Vo € X. (2.1.1)

Beispiel 2.1.2 i) Auf R" (oder C") ist jede Norm dquivalent zur euklidischen
Norm; also sind je zwei Normen auch zueinander dquivalent.

Beweis: Die Finheitssphire in R™

Sn—l = {.’E = (-'131,...,3:”,) € Rn; ||$|| =

ist kompakt, jede Norm || - ||1 beziiglich der euklidischen Norm stetig, da fiir
z :$0+£,£= (517"'7§n) ngt

n
Nzl = lzoll1] < llz = @oll = [I'Y &esll
i—1

<Y llgeill =Y lllleills < 0 l&l < ClEl.
i=1 i=1 i=1

Also existieren
max,cgn—1 ||z||1 = C1, mingcgn-1||z||1 = 02_1 > 0.

Mit C = max{Cy,Cy} folgt (2.1.1). O
ii) Die Normen auf C°([0,1]),

1
17l = sup £ )11z = / 1£(6)] dt
tef0,1] 0

sind nicht dquivalent, da fir (fn)nen mit
falt) =t",0<t< 1
gilt
Wally = 1,1 nlla = — =0 (1 = c0).
Hingegen lisst sich das Ergebnis aus Beispiel 2.1.2 i) auf jeden endlich-dimensionalen

Raum dbertragen.

Satz 2.1.2 Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum X sind je zwei Nor-
men Gquivalent.

Beweis: Wir fithren die Aussage auf den Fall X = R"”, beziehungsweise X = C"
zuriick. OBdA sei X ein R-Vektorraum. Wihle eine Basis ey, . . ., e, fiir X. Dann
ist die Abbildung

:R" = X, 2= (21,...,2,) > »_zie; € X

=1
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linear und injektiv, mit der Rangformel also auch surjektiv. Seien || - [|5X, || - ||
Normen auf X. Definiere

]l = [|8(@)|, = € R

und analog ||z||2. Die Eigenschaften i), ii) einer Norm folgen aus der Definitheit
und Homogenitét von || - ||X, da @ linear ist und injektiv. Nach Beispiel 2.1.2 i)
gibt es C' > 0 mit

C7MJally = CTH[@@)IR < lzll: = [|2(2)]]y
< Cllzll = Cll@ ()|, V= € X.

Da @ surjektiv, folgt die Behauptung. O

Satz 2.1.3 FEndlich-dimensionale Teilrdume eines normierten Raumes sind voll-
standig, insbesondere abgeschlossen.

Beweis: Sei Y C X endlich-dimensionaler Teilraum des normierten Raumes
(X, 11+ 1), dimg(Y) = n. Sei ®: R* — Y wie im Beweis von Satz 2.1.2, ||z||; =
||®(z)|| die von der Einschrinkung von || - || auf Y induzierte Norm in R™.

Cauchy-Folgen (y;) C Y werden unter ®~1 abgebildet auf Cauchy-Folgen (z)
m (R™,|| - ||1)- Wegen Beispiel 2.1.2 i) sind dies auch Cauchy-Folgen in R”
beziiglich der euklidischen Metrik. Da R™ vollsténdig ist, existiert

lim z, =:
k— 00

und yr = y: = ®(x) (kK = o0). Somit ist ¥ vollstéindig.
Abgeschlossenheit erhdlt man mit dem Folgenkriterium gemass Satz 1.2.2. O

Fiir co-dimensionale Unterrdume ist das Ergebnis der Satz 2.1.3 im allgemeinen
nicht richtig.

Beispiel 2.1.3 Betrachte C°([0,2]) als Unterraum von (L'([0,2]),]|-||z1)- Die
Folge (fn)nen C C°([0,2]) mit

tn, 0<t<1
t) = ==
) {1, <!

ist eine Cauchy-Folge in L'([0,2]) mit lim,_, f, = f, wobei

0, 0<t«1
t) = -
7@ { o1

jedoch gilt f ¢ C°([0,2]).

Abstrakt kann man auch wie folgt argumentieren: C°([0
oo

1]) ist ein strikt in
L1([0,1]) enthaltener Teilraum,jedoch gilt L ([0,1]) = C°([0,1

o0, 1)

Wir wiederholen den Begriff der Kompaktheit in metrischen Raumen (M, d).
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Definition 2.1.4 K C M heisst (folgen-) kompakt, falls jede Folge (xy)ren
in K eine konvergente Teilfolge besitzt.

In (R™,|-|) gilt das einfache Kriterium: K C R™ ist kompakt genau dann, wenn
K beschréankt und abgeschlossen ist.

Vergleichbare Kompaktheitskriterien in C°(Q) oder LP(Q) werden wir spéter
kennenlernen.

In metrischen Réumen ist Folgenkompaktheit ferner dquivalent zur Uberdeckungs-
kompaktheit.

Definition 2.1.5 K C M heisst iiberdeckungskompakt, falls jede offene
Uberdeckung (U,),cr von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Letztere “Heine-Borel-Eigenschaft” benutzt man zur Definition von Kompakt-

heit in topologischen Raumen.

Schliesslich kann man endlich-dimensionale Vektorrdume auch wie folgt charak-
terisieren.

Satz 2.1.4 Sei (X,||-||) ein normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) dim(X) < oo.
i1) Die Einheitssphire in X,

S ={z e X;|lz|l =1}
ist kompakt.

Beweis: i) = ii) Sei dimg(X) = n,®: R” — X der Isomorphismus aus dem
Beweis von Satz 2.1.2, || - ||; die durch ® induzierte Norm auf R”,

271(S) = {z € R™;||z[ly =1} =: S1.

Wegen Beispiel 2.1.21) ist S; C R™ abgeschlossen und beschriinkt, also kompakt.
® ist stetig. Damit ist auch ®(S1) = S kompakt.

ii) = i) (indirekt) Sei dimg(X) = oo. Wir konstruieren eine Folge (z)ren in S,
die keine konvergente Teilfolge besitzt.

Falls die Norm auf X von einem Skalarprodukt (-,-) induziert wird, das heisst

falls
|lz]] = V/(z,2),Vz € X,

so erhilt man eine geeignete Folge (2 )ren, indem man aus einer Folge linear
unabhiingiger Vektoren y; mit dem Gram-Schmidtschen ! Verfahren eine Folge
orthonormaler Vektoren erzeugt mit

|zl = 1, (i, zx) = 0 (i # k),
also auch

llzs — 2p* = [zl * + logl* — 2@, ) = 2 (0 # K)-

Lsiehe zum Beispiel Werner, S. 202
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Somit kann (zx)ken keine konvergente Teilfolge haben.
In einem allgemeinen normierten Raum erhilt man analog eine geeignete Folge
durch Anwendung des folgenden

Lemma 2.1.1 (Franz Riesz): Sei (X, ||-||) ein normierter Vektorraum,Y C X
ein abgeschlossener linearer Unterraum,Y # X. Dann gibt es fiir jedes € €]0,1]
einx € X mit

i) [l|l =1,
i) d(z,Y) = infyey ||z —y|| > 1 —e.
Beweis: Wihle z* € X \Y.Da Y =7, gilt
d: =d(z*,Y) = inf ||z* - 0.
(@",Y) = inf ||l2" —y[| >

Wihle y* € Y mit

* * d
d< ||z —y*|| < :

1—¢
Setze . .
-y
T =
llz* — ol
mit ||z|| =1 und
¥ —y d

d(z,Y) = inf || —e.

= >1
M=y = T =

O

Beweis von Satz 2.1.4 ii) = i) (vollendet) Seien (yx)ren linear unabhingig.
Y = span{y;;! < k},k € N. Nach Satz 2.1.3 ist Y}, fiir jedes k abgeschlossen.
Wihle 21 = Hz—iH und fiir k£ > 2 wihle z € Y}, \ Y1 mit

|l = 1, d(xk, Ye-1) >

DN | =

gemiss Lemma 2.1.1. Dann gilt fiir £ > [ stets

llzx — zi]| > d(zk, Y1) > d(zk, Yi-1) >

DN | =

Also ist S nicht kompakt. O

2.2 Stetige lineare Abbildungen

Seien (X, || [|x),(Y,]|| - ||v) normierte Vektorrdume, A: X — Y linear.

Satz 2.2.1 FEs sind dquivalent:

i) A ist stetig in 0 € X;

it) A ist stetig in jedem Punkt zo € X;
iii) A ist gleichmdssig stetig auf X ;
iv) A ist Lipschitz stetig;

v) SUDP||¢||x <1 [|Az||y < oo.
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Beweis: v) = iv) Mit der Linearitit von A folgt fiir 1 # z2 € X

1 — T2

[[Azy — Azally = [[A(z1 — 22)||ly = |71 — 2 |x |[A—T—
l[z1 — z2||x

lly
< sup [|Az|ly|lz1 — z2||x.
[lz]|x <1
iv) = iii) = ii) = i) ist klar.
i) = v) (indirekt) Sei supy, <1 ||Az|ly = co. Wéhle (zn)nen in X mit

l[#n]x < 1,0 < ||Azn||y = 00 (n = o0).

Dann gilt
In .
Zn=7———— = 0in X (n = 0);
"= Tazlly (= o)

jedoch folgt mit der Linearitit von A
|[Azp|ly =1, €N,

im Widerspruch zur angenommenen Stetigkeit in 0 € X.

Zusammen mit Satz 2.1.2 folgt:

17

Satz 2.2.2 Sei X endlich-dimensional, A: X — Y linear. Dann ist A (Lip-

schitz) stetig.

Beweis: ||z||«: = ||z||x + ||Az||y definiert eine Norm, die von A induzierte

“Graphennorm” auf X. Nach Satz 2.1.2 gibt es C' > 0 mit

| Az|ly < |lz[l« < Cllzl], Ve € X.

Satz 2.2.2 gilt nicht mehr, falls X unendlich-dimensional ist.

Beispiel 2.2.1 Sei X =Y = C°([0,1]),||-1|x = || |lz: |- |ly = || ||co, A = id.

Nach Beispiel 2.1.3 gilt

sup || fllco = o0;
1£llza<1

also ist A nicht stetig.

Setze i
LX,Y) = {A: X "8 v, A stetig }.

L(X,Y) ist ein Vektorraum mit Norm

Az Y
Alloxyy = sup [|Az]ly = sup 124
l|e||x <1 a£0 ||Z]|x

Falls X =Y (mit derselben Norm), so setze

L(X,X) = L(X).



18 KAPITEL 2. LINEARE ABBILDUNGEN

Satz 2.2.3 i) Seien X,Y, Z normierte Vektorrgume, A € L(X,Y),B € L(Y, Z).
Dann gilt BA € L(X,Z), und

I|BA||lL(x,2z) < || Allox,v)|IBllL(y,2)-
i1) Die obige Abbildung A, B — BA ist stetig.
Beweis:
i) Schitze ab

1(BA)z||z = ||B(Az)||z < |[BllL(v,2)||Azlly
<IBlleev, 2 1Al Lix, v ] x-
ii) Stetigkeit der Verkettung folgt aus
BA — BgAg = (B — By)A + Bo(A — Ap)

mit i). O

Falls X = Y, so konnen wir L(X) wegen Satz 2.2.3 als Algebra auffassen.
Insbesondere sind die Potenzen A* = A... A eines A € L(X) definiert.

k—mal
Fiir die Existenz von Potenzreihen benétigen wir die Vollstédndigkeit.

Satz 2.2.4 Ist Y in Banach-Raum, so ist auch L(X,Y) ein Banach-Raum.

Beweis: Sei (4,)nen Cauchy-Folge in L(X,Y), das heisst

sup ||Anz — Aiz|ly = 0 (n,l — 0).
ellx<1

Dann ist (A,2)nen Cauchy-Folge fiir jedes z € X mit ||z||x < 1, wegen der
Linearitét also auch fiir beliebiges ¢ € X. Falls Y vollsténdig ist, existiert der
punktweise Limes

Az: = lim A,z,z € X.

n—oo

A ist linear wegen der Linearitit von A, und Stetigkeit der Vektorraum-
Operationen, und aus

[Az]ly = || lim (Anz)lly = lim [[Anz]ly <limsup{|An|lzcxy) 2]
n—00 n— 0o n—o00

folgt die Stetigkeit von A.

Analog erhalten wir
42 — Anz|ly = || im (A2 — Anz)|ly

= lim [|(A; — An)(@)|ly <limsup||A; — An||zcxv)ll#l|x
l—=o0 -0

und daher nach Ubergang zum Supremum beziiglich ||z||x < 1

|14 = Anllex,y) < li;nsup |41 = An||L(x,v) = 0 (n = o0).
—00
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Satz 2.2.5 Sei Y ein Banach-Roum, A; € L(X,Y),j € N, und es gelte

DAl < oo

i=1

Dann ist 3252, Aj = lim, 00 37 A € L(X,Y).

Beweis: Sei S, = E;;l Aj,n € N. Da

[[Sn = Sil|lz(x,y) < Z [[A4]|Lx, vy = 0(n > 1 = o0),
=1

ist (S, )nen eine Cauchy-Folge in L(X,Y), nach Satz 2.2.4 also konvergent. [

Beispiel 2.2.2 i) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X). Dann ezistiert die Reihe
exp(4) =et =312, ‘2—! € L(X).
Beweis: Mit [|A¥||x) < ||A||’I“1(X),Vk € No, folgt

> ||ﬁ||L(X) < exp(||4||Lx)) < oo.
k=0

O

i) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X),||A|lr(x)y < 1. Dann existiert die
Neumann-Reihe } ;7 A% € L(X), und es gilt (mit 1 = A° = id)

oo

1-4)) Ak =1 (2.2.1)

k=0

das heisst, die Abbildung 1 — A ist invertierbar mit
Y AR =(1-4)7"
k=0

Beweis: Konvergenz der Reihe S, = Y ;_o A*,n € N, folgt analog zu i) mit
dem Konvergenzkriterium fiir die geometrische Reihe. Die Identitit (2.2.1) folgt
aus

(1 — A)Sn =5, — (Sn+1 — 1) =1+ (Sn — Sn+1) — 1.

n—oo

Satz 2.2.6 Sei X ein Banach-Raum, A € L(X). Dann existiert
. ik ) it
ra= lim [[A%|} ) = 711r611fN||A IE ) < HAllx)-

r4 heisst Spektralradius von A.
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Beweis: Beachte Y
||A"||L(7)L() < ||A|x),Vn € N.
Zu € > 0 wihle k£ € N mit
1 . 1
14*] £ x) < inf [[A™]|7x) +e-
Fiir n € N schreibe n = kl + m, m < k. Es folgt
n i kl 1 m =
IA™ 2y < AN ) IA™ 12y
s m
< ||Ak||f(X)||A||E(X)

1 . it
> 145 < inf 14711} + & (n = ),

also s 1 1
. n||= 3 n||n imi ™|z
lim sup || A" || x) < inf [l A™]|7(x) < liminf | 4”17 x)-

Als Folgerung notieren wir abschliessend:

Satz 2.2.7 Sei X ein Banach-Raum, A € L(X) mit 4 < 1. Dann konvergiert
die Neumann-Reihe Z;io AV € L(X), und es gilt

iAJ' =(1-A)"" e L(X).
=0

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 2.2.5 mit dem Wurzelkriterium. ]

Setze
GI(X) = {A € L(X); A invertierbar und A~' € L(X)}.

Bemerkung 2.2.1 In Abschnitt 3.2 werden wir sehen, dass fiir bijektive Ab-
bildungen A € L(X) eines Banachraums X die Inverse automatisch stetig ist.

Aus Satz 2.2.7 folgt nun
Satz 2.2.8 Sei X ein Banach-Raum. Dann ist GI(X) offen in L(X).
Beweis: Sei 4y € GI(X), A € L(X) mit
14 = Aollzcxy < 1145 15 (x)-
Wir zeigen A € GI(X). Schreibe dazu
A= Ag+ (A—Ag) = Ag(1+ A" (A — Ay)).
Satz 2.2.3 liefert die Abschitzung
||4g ' (A - Ao)llpxy < ||Aal||L(X)||A — Aollpx) < 1.

Mit Satz 2.2.7 folgt
(1+ Ayt (A - Ap)) ! e L(X),

und mit Satz 2.2.3 folgt die Behauptung. O
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2.3 Quotientenraum, Produktraum

Sei X ein Vektorraum, Y C X ein linearer Unterraum. Definiere die Aquiva-
lenzrelation
T1~Ty: &1 —22€Y

mit Aquivalenzklassen
[z]=z+Y.

Beachte [az] = a[z], [v + y] = [z] + [y]; das heisst
X/Y: ={[z];z € X}
ist ein Vektorraum. Es sei 7 die kanonische Quotientenabbildung
m: X3z [z] € X/Y.
Satz 2.3.1 Sei || ||x Norm auf X, Y C X abgeschlossen, Y # X. Dann ist
lle]llx/v: = inf |l +yllx
eine Norm auf X/Y, und m ist stetig mit

|7l Lx,x/v) = 1.

Falls (X, || - ||x) vollstindig ist, so auch (X/Y,||-||x/v)-

Beweis:

i) Wir zeigen die Dreiecks-Ungleichung; die iibrigen Eigenschaften einer Norm
sind offensichtlich.

Zu x1,22 € X,e > 0 wihle y1,y2 € Y mit
|z = y1llx +[lz2 = vallx <|[lea]llx/y + [[[z2]llx/v +e
Es folgt
izl + [e2]llx/y = [llz1 + 22]llx/v < [[(21+22) = (41 +92)l|x
<oy —mllx + llz2 = v2llx < lzalllx/y + [l[z2]llx/y + e
Mit ¢ | 0 folgt die Behauptung.
ii) Mit ||7(z)||x/v = [|[#]llx/y < [lz|lx folgt sofort ||[|1(x,x/v) < 1.
Zu e > 0 wihle £ = 2. € X \ Y gemiiss dem Lemma 2.1.1 von Riesz mit
||lz||x = 1,dist(z,Y) > 1—e.
Beachte die Beziehung
dist(z,Y) = inf ||z —yllx = ll[z}lx/v

Es folgt
I]llx/v

>1—e¢.
||l x

|7||ox,x/v) =
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O

Analog zu R™ kann man fiir Vektorrdume (X;,|| -];),1 < ¢ < n, den Produk-
traum X =[]}, X; definieren mit Elementen

= (21,...,2Zn),x; € X; (1 <i < n).

Wie in R™ kann man aus den Normen || - ||; der X; verschiedene Normen fiir X
ableiten, zum Beispiel, fiir 1 < p < 00, die Norm

n 1/p
lp,x: = (Z ||$z'||f> ;
i=1

[|#]]oo,x : = max||zi][;.

||z
oder die Norm

Diese sind wegen Beispiel 2.1.2 alle dquivalent, und die Projektionen
mi: Xdx=(T1,...,%n) — x; € X;

sind stetig, 1 <14 < n. X ist vollstéindig, falls alle X; dies sind.



Kapitel 3

Prinzipien der
Funktionalanalysis

3.1 Gleichmissige Beschrinktheit

Wie angekiindigt, liefert der Satz 1.4.3 von Baire im Kontext linearer Abbildun-
gen auch Information “im Grossen”. Seien X,Y normierte Riume.

Satz 3.1.1 (Banach-Steinhaus): Sei X vollstindig, (Ax)aea in L(X,Y) punkt-
weise beschrdnkt, das heisst

sup [|[Axz|ly < oo,Vz € X.
A€A
Dann folgt
sup [|Ax||z(x,v) < 00;
AEA

das heisst (Ax)xen ist gleichmissig beschrinkt.

Beweis: Fiir A € A definiere die stetige Abbildung fy: X — R durch
(@) = |[Axzlly, = € X.

Nach Annahme ist (f))xea punktweise beschrinkt.
Da X vollstindig ist, existiert nach Satz 1.4.3 eine Kugel B = B, (z¢) C X mit

sup |fa(2)| < o0.
AEA,zEB

Es folgt fiir ||z||x < 1:

1
l[Axzlly = "llAx(zo +r2) — Ax(zo)lly

IA

1 1
Ao +ra)lly + CllAxzolly

IA

1 1
- sup [Fx(2)| + = sup ||[Arzol|ly =: M;
T XeA,zeB,.(z0) T xeA

23
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gleichméssig in A € A und z € X mit ||z||x < 1; also

sup ||Ax||Lx,y) £ M.
A€A

Die Vollsténdigkeit von X ist wichtig, wie das folgende Beispiel 3.1.1 zeigt.

Anwendung 3.1.1 Sei X wollstindig, (A;)jen C L(X,Y) punktweise gegen
A: X = Y konvergent. Dann ist A linear und stetig mit

llAllzcx, vy <liminf || 4; |z x,y) < oo
j—o0

Beweis: Nach Satz 3.1.1 gilt sup,ey||4;]|L(x,y) < oo. Wihle eine geeignete
Teilfolge A C N mit

A;j liminf ||A; =M .
5llecory L 2cy, ot (145l <0

Diese Teilfolge konvergiert natiirlich ebenfalls punktweise gegen A. Offenbar ist
A linear, und es gilt

[ally = lim_ (|4;0]ly < Tim (145l llallx = Mllellx
fir alle r € X. O
Beispiel 3.1.1 Sei X = C°((0, 1]), || |lx = I|-[lzs- 4;f: =3 [} ,,; F(®)dt.j €

N. Offenbar gilt
|4 f1 < Jllflles, i €N

also ist Aj: X — R stetig. Weiter gilt
Aif — Af: =fQ),VfeX;
(§—00)
jedoch ist A: X — R unstetig. (Wihle fn(t) = t" mit f, — 0 in L*([0,1]) und

Afa = (U= (1= 1n)™) 5 1= firn = 00,

3.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Seien X,Y normierte Rdume, A: X — Y linear.

Definition 3.2.1 A heisst offen, falls das Bild jeder offenen Menge U C X
offen ist in'Y .

Satz 3.2.1 (Satz von der offenen Abbildung): Seien X,Y Banachriume, A €
L(X,Y). Dann gilt:

i) Ist A surjektiv, so ist A offen.
i) Ist A bijektiv, so gilt A=* € L(Y, X).
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Beweis: i) Wir fithren den Beweis in 3 Schritten.
Behauptung 1: 3r > 0: B2, (0;Y) C A(B1(0; X)).
Beweis: Da A surjektiv, folgt

o0

Y = | A(Bk(0; X)).

k=1
Da Y vollstindig, gibt es nach Satz 1.3.1 ii) ein kg mit

<]

A(By, (0; X)) # 0,
und es gibt yo = A(xg) € Y,ro > 0 mit
By, (y0,Y) C A(Br, (0; X)).
Sei lg > ||zo||x,lo € N. Dann folgt aus
Byo(y0;Y) = Azo + B, (0;Y)
mit der Linearitét von A
By (0;Y) C A(By, (0; X)) — Ao

= A(Bk, (0; X) — z0) C A(Bko+1,(0; X))
= (ko + lo)A(B1(0; X)).

Wihle r = 5778,
Behauptung 2: B, (0;Y) C A(B1(0; X)).

Beweis: Fixiere y € B,.(0;Y). Wir konstruieren eine Folge (zx)ren mit Yoo ; [|ze]|x <
1 und

ZA:L‘k =y (n — 00).
k=1

Da X vollstindig, existiert = >, ; x € B1(0; X), und mit der Stetigkeit von
A folgt

Am:iAmk =y.

k=1

Beachte, dass nach Behauptung 1 gilt:
Bsr(o; Y) C A(BS/Q((];X));VS > 0.

r
l|[Az1 —ylly < 5.
2
Setze y1 =y — Az € B, 5(0;Y).
Seien fiir k > 1 Punkte z1, ...,z sowie y1,. ..,y bereits bestimmt mit

llz||x <29 = yi_1 — Az € Byt (0;Y), 2258ik, < I < k.
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Wihle zg11 € By—x-1(0; X), so dass
Yk+1: =Yk — A:Ek+1 S Bz—k—lT(O; Y)

Dann folgt >~ ||zk||x < 1 und
y—ZAmk = —ZA:L‘k =...=Yn (n_—)wo) 0,
k=1 k=2

wie gewiinscht.
Behauptung 3: A ist offen.
Beweis: Sei U C X offen, 2o € U, yo = Axg. Wihle s > 0 mit By(zo; X) C U.
Dann folgt mit Behauptung 2 sofort
Bys(yo;Y) = yo + Brs(0;Y) C Az + A(B,(0; X))
= A(Bs(z0; X)) C A(U).

i) = ii) Falls A bijektiv und offen, so ist A~ offenbar stetig. O

Beispiel 3.2.1 i) Sei X =Y mit Normen || - ||1,]| - ||2, und sei X wvollstindig
beziiglich || - ||1. Weiter gelte mit einer Konstanten C € R

llzll> < Cllz|l1,Vz € X. (3.2.1)

Ist X auch vollstindig beziiglich || - ||2, so sind die Normen || - ||1 und || - ||2
dquivalent.

Beweis: Betrachte A =id: (X, ||-||]1) = (X, ]| - ||2)- Wegen (3.2.1) ist A stetig.
Falls (X, || -||2) vollsténdig, so folgt mit Satz 3.2.1 auch die Stetigkeit von A=1;
das heisst ||z||1 < C'||z||2,Vz € X.

ii) Betrachte insbesondere X = C°([0,1]),]| - |l = || - llcos | - ll2 = || - llz2-
A = id ist stetig aber nicht offen; sonst wiren die Normen || - ||co und || - ||
auf C°([0,1]) dquivalent.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Vollstindigkeit von Y in Satz 3.2.1 nétig ist. Ana-
log sieht man ein, dass auch die Vollstandigkeit von X im allgemeinen notwendig
ist. Betrachte dazu das Beispiel

iti) Sei X =Y =12,||"||l2 = |||z, und definiere eine Norm ||-||1 auf X, wie folgt:
Erweitere das System linear unabhdingiger Vektoren e; = (0;1)ren,i = 1,2,3, ...
zu einer Hamel-Basis (b,),cr mit ||b,||;2 = 1,Vi € I. Jedes x € X hat genau eine

Darstellung
T = Z a,b,,
veT

wobei nur endlich viele o, # 0. Setze

llzlly =) loul, Yo = a,b, € X.

el el

Beachte, dass fir x =), a,b, stets gilt

llellze <D leullbillie = [ll]s;
L
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das heisst A = id: (X,]|| - ||1) = (X,|| - ||2) ést stetig. Jedoch gilt fir xz, =
1 1 P

(ﬁ,...,ﬁ,o,...)zzizl We,-

—
k-mal
lzklliz = 1, ||zlls = V&, k € N;
also sind die Normen || - ||1 und || - ||;z nicht dquivalent, A~' also nicht stetig

und damit A nicht offen.

Beispiel 3.2.2 Sei (X, || - ||x) Banach-Raum, Y C X abgeschlossen, Y # X,
m: X — X/Y die kanonische Projektion. m ist stetig und surjektiv (X/Y,]| -
l|x/v) vollstindig nach Satz 2.3.1. Nach Satz 3.2.1 ist = daher offen. Vergleiche
Satz 2.3.1.

3.3 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien X, Y normierte Vektorrdume, A: D(A) C X — Y linear, wobei D(A) C X
ein linearer Unterraum ist.

Betrachte den Graph von A, also den linearen Raum

s ={(z,Az);z € D(A)} C X x Y.

Definition 3.3.1 A heisst abgeschlossen, falls T 4 abgeschlossen ist in X XY .

Dabei versehen wir X xY in iiblicher Weise mit einer Norm, zum Beispiel mit
der Norm

1 o)l xxy = llzllx + llylly,Vz € X,y €Y.
Beispiel 3.3.1 Falls A € L(X,Y) mit D(A) = X, so ist A abgeschlossen.

Beweis: Betrachte eine Folge ((zx,yx))ren in T4 mit
zp = T,y = Azp >y (B — 00).

Da A stetig ist, folgt y = limg— 00 ATy = Ax; das heisst (z,y) € T4. Also ist T'4
abgeschlossen, und damit A.

Falls X und Y vollstéindig sind, so ist fiir lineare Abbildungen A: X — Y die
Stetigkeit sogar dquivalent zur Abgeschlossenheit.

Satz 3.3.1 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien XY Banach-Rdiume,
A: X = Y linear. Dann sind dquivalent:

i) A€ L(X,Y);

ii) A ist abgeschlossen.

Beweis: i) = ii) sieche Beispiel 3.3.1.
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ii) = i) Betrachte I'4, versehen mit der von der Norm || - ||xxy induzierten
Norm. Falls X, Y vollstindig sind, so gilt dies auch fiir X x Y. Ist daher T'4
abgeschlossen in X x Y, soist (T'4,|| - ||xxy) ein Banach-Raum.

Die Projektionen
mx: a3 (z,Az) » 2 € X,my: T4 3 (z,Az) » Az €Y

sind stetig, mx: 4 — X zudem surjektiv und injektiv. Nach dem Satz 3.2.1
von der offenen Abbildung folgt 7" € L(X,T(A)), und damit

A=nyony' € L(X,Y).
0

Bemerkung 3.3.1 Satz 3.3.1 vereinfacht den Nachweis der Stetigkeit einer
linearen Abbildung A: X — 'Y erheblich. Statt der zwei Bedingungen

A
R $:>{ zr =y (k= o0)
(k—00) y= Az

geniigt es, die eine Bedingung zu priifen

T = x, Az >y (k= 00) = Az =y.

Beispiel 3.3.2 (Hellinger-Téplitz): Sei (H, (-,-)wr) ein Hilbert-Raum, A: H —
H linear und symmetrisch; das heisst

(Az,y)m = (v, Ay)n,Vz,y € H.

Dann ist A stetig.

Beweis: Wir zeigen, I' 4 ist abgeschlossen. Betrachte ((z, yx))ken in H mit
Tp = T, yr = Az =y (K = 00).

Es folgt fiir alle z € H

W, 2)u <+  (yk,2)m = (Azp,2)m = (zr, A2)m  — (v,A2)n = (A2, 2)m;

(k—o0) (k—o0)
das heisst
(A‘Z' - y7Z)H = O,VZ € H.
Wihle z = Az — y. Es folgt Ax = y; das heisst, ['4 ist abgeschlossen. O

T4 kann auch abgeschlossen sein, wenn D(A) ein echter Teilraum von X ist,
der Operator A also “unbeschrinkt” ist.

Beispiel 3.3.3 Sei X = C°([0,1]), versehen mit der Supremumsnorm, A = %
mit D(A) = C'(]0,1]) Cc X.
Behauptung 1: A: D(A) C X — X ist nicht stetig.

Beweis: Betrachte (fn)nen in C1([0,1]) mit fn(t) = t", Afn = nfn—1, und

lfnllco = L [|Afallce = nllfa-illce =n,n €N;
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also
sup [[Afllon = oo.

FED(A),[|f]l o<1
Behauptung 2: A ist abgeschlossen.
Beweis: Falls fiir (f,)nen, (gn)nen in C°([0,1]) gilt

co dfn ¢°
fn%fagn:%_)g(n_)w)a

so folgt mit einem elementaren Satz der Analysis g = % = Af; das heisst, '4

ist abgeschlossen. O

Im Satz 3.2.1 ii) von der offenen Abbildung kénnen wir nun die Annahme der
Stetigkeit von A durch die Annahme der Abgeschlossenheit ersetzen und diesen
Satz auf unbeschrinkte Operatoren erweitern.

Satz 3.3.2 (Satz von der stetigen Inversen): Seien X,Y Banach-Rdume,
A: D(A) C X =Y linear, abgeschlossen, injektiv und surjektiv. Dann gibt es
ein B=A"1 € L(Y,X) mit AB = idy,BA=id,, .

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.1 ist jetzt die stetige Projektion
my: T(A) = Y bijektiv, also B: =nxomy' € L(Y,X),und B=A"1:Y —
D(A). O

Beispiel 3.3.4 Fiir den Operator A aus Beispiel 3.3.3 wdihle als neuen Defini-
tionsbereich

D(4) = C5([0,1]) = {f € C*([0,1]); £(0) = 0}

Dann ist A = &: D(A) C C°([0,1]) — C°([0,1]) surjektiv und injektiv mit
stetiger Inversen

B:fr—)F(t)z/O £(s) ds.

3.4 Abschliessbare Operatoren

Seien X,Y normierte Vektorrdume, I' C X x Y ein linearer Unterraum.

Definition 3.4.1 T’ heisst ein linearer Graph , falls gilt
(z,y1) €T, (z,y2) €T = y1 =y,
oder, dazu dquivalent, falls gilt
(0,9) eT =y =0.

Bemerkung 3.4.1 Falls A: D(A) C X — Y linear, so ist T4 offenbar ein
linearer Graph.

Umgekehrt induziert ein linearer Graph T' C X XY genau eine lineare Abbildung
A: D(A) C X - Y mit T =Ty, gegeben durch

D(4) = nx(T), Az = 7y (({z} x Y) NT),z € D(A).
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Seien A: D(A) C X - Y,B: D(B) C X — Y linear mit Graphen I'y,I'p C
X xY.

Definition 3.4.2 B heisst Erweiterung von A, B D A, falls T4 C ', oder
— dazu dquivalent — falls

D(A) € D(B) und By, ,, = A.

Definition 3.4.3 A heisst abschliessbar, falls T4 ein linearer Graph ist. Der
zugehorige Operator A D A mit 'y =14 D I'4 heisst Abschluss von A.

Bemerkung 3.4.2 i) Falls A abschliessbar ist, so ist A die kleinste abgeschlos-
sene Erweiterung (im Sinne der Inklusion der Graphen) von A.

i) Es gilt D(A) C D(A) C D(A), genauer

D(A) = {z € X;3(zk)ren C D(A);y € Y: (x4, Azy) ( - (=)}

k—00)

im Allgemeinen gilt D(A) # D(A); vergleiche Beispiel 3.3.3 oder Beispiel 3.4.3
in diesem Abschnitt.

Satz 3.4.1 A ist abschliessbar genau dann, wenn fir ((xr,yr))ren C T4 gilt:

Tk (k—00) 'Yk Tk (k—00) y=1y

Beweis: A ist abschliessbar genau dann, wenn I'4 ein linearer Graph ist und
dies ist genau dann der Fall, wenn gilt:

(0,y) eTa=>y=0.

O

Beispiel 3.4.1 Sei A: D(A) C X — Y linear und stetig. Dann ist A ab-
schliessbar.

(k—_>>oo)

Beweis: Sei (z, Az = yi) € T4 mit zy 0. Da A stetig, folgt

A
lzglly < sup A2y
0#£zE€D(A) ||| x
llz|lx <1

l|zx||x — 0 (k = o0),

also Az — 0 (k — 00). O
Nicht jeder Operator ist abschliessbar.

Beispiel 3.4.2 Sei X = L*(R), Y =R, A die Abbildung

A: D(A) = {f € L*(R);supp(f) CCR} 3 f /_oo f(t)dt.
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Fir 1
k= EX[O,k];k eN,
gilt fr, € D(A), || frllze = ﬁ — 0 (k — 00), jedoch gilt andererseits
Afe =1,Vk e N.
Also ist A nicht abschliessbar nach Satz 3.4.1.

Die wichtigste Klasse abschliessbarer Operatoren sind lineare Differentialopera-
toren.

Beispiel 3.4.3 A: C§°(Q) C L2(Q) — L*(Q) ist abschliessbar.
Beweis: Sei ((uk, fi))ren eine Folge in Ta C L%(Q) x L?(Q) mit

un B0, fo = Aup B f (k = ).

Dann gilt fiir alle ¢ € C§°(), alle k¥ € N nach partieller Integration die Glei-

chung
/fkcpdw:/Aukcpdx:/ukAgodx.
Q Q Q

Nach Grenziibergang k — oo folgt
/ fodz =0,Yp € Cg°(Q).
Q

Da der Raum C§°(2) dicht liegt in L?(Q), folgt f = 0; also ist A abschliessbar
nach Satz 3.4.1. O

Allgemein betrachten wir Operatoren
A: C§P(Q2) C LP(Q) — LP(Q),
auf einem Gebiet 2 C R”, wobei

Ay = Z aq(z)D%u, u € C§°(Q),

la|<N
mit Multi-Indices @ = (a,...,a,) € N§ vom Gewicht |a| = > | a;, und mit
(67 a1 . 6 N
D*=D7"...Dy»,Dj = —,1<j<n.
833']'

Die I_{oeﬂizientenfunktionen a, seien der Einfachheit halber von der Klasse
CN(Q) vorausgesetzt, und p < oo.

Satz 3.4.2 Seip < co. Dann ist der oben definierte Operator
A: C§P(Q) C LP(Q) —» LP(Q)

abschliessbar.
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Beweis: Wir argumentieren wie in Beispiel 3.4.3. Sei (ug)ren in C§°(£2) mit
up = 0in LP(Q), fr: = Aup = f in LP(Q) fiir kK — 00. Sei ¢ € C§°(Q). Nach

partieller Integration erhalten wir
/ frpdx = / Auppdr = Z / ao(2)D*ugp dx
Q Q laj<N /©

= ¥ (07 [ wD*(aaa)p)da, Vi € (@),

la|<N

Nach Grenziibergang k — oo folgt

/ feodz =0,YVp € C5°(Q).

Q

Mit dem sogenannten “Fundamentallemma der Variationsrechnung”, Satz 3.4.3,
folgt f = 0; das heisst A abschliessbar. O

Was ist A? Was ist D(A)? Diese Frage fiihrt auf die sogenannten Sobolev-
R#ume. Zum Beispiel ist D(A) C L?(f2) der Raum

H?*(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),Ya € N}: |a| < 2}.

Satz 3.4.3 (“Fundamentallemma der Variationsrechnung”)
Sei Q2 C R™ offen, f € LL .(Q). Falls

loc
[ fodz=0vp € cr(),
Q

so ist f = 0 u-fast iberall.

Bemerkung 3.4.3 Die Annahme f € L (Q) ist zum Beispiel erfillt, falls
f € LP(Q) fir einp € [1,00].

Beweis: (indirekt) Annahme: f # 0. Wihle einen Lebesgue-Punkt z¢ € Q mit

. 1
f(-’L'O) = ll_r&) m /Br(wo) f(.’L') dr #0.

Wihle r > 0 mit dist(zg,0Q) < r und

/ f(x)dz #0.
B, (z0)
Sei ((pk)ng C C(()’O(BT(.Z'O)) C C(()’O(Q) mit

0<pr <101 XB,(zo) H-fast tiberall.

%
(k—00)

__1/k
Falls r = 1,29 = 0 wiihle z. B. gi(z) = e 1-1=%, falls |z| < 1, p(z) = 0 sonst.

Mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt
0= [ foedo = [ Pxnando=[  f@dr£0 (ko). O
Q Q Br(z0)

Die Bedingung p < oo wird im Beweis von Satz 3.4.2 nicht benétigt. Jedoch
erhélt man als Abschluss des Graphen von A: Cg°(2) C L>(©2) — L>(Q)
dieselbe Menge wie fiir den Abschluss des Graphen von A: C§°(Q) C C°(Q) —
co(Q).



Kapitel 4

Der Satz von Hahn-Banach,
Konvexitit

4.1 Der Satz von Hahn-Banach
Sei X ein R-Vektorraum. (Siehe Satz 4.1.3 fiir den komplexen Fall.)

Definition 4.1.1 Fin p: X — R heisst sublinear, falls gilt
i) p(az) = ap(z),Vz € X,a > 0.
i) p(z +y) < p(z) +p(y), Yo,y € X.

Beispiel 4.1.1 Jede Norm auf X ist sublinear.

Satz 4.1.1 (Hahn-Banach): Sei M ein linearer Teilraum von X, p: X — R
sublinear, f: M — R linear mit

f(z) <p(z),Vz € M. (4.1.1)
Dann existiert eine lineare Abbildung F': X — R mit F|,, = f und

F(z) < p(z),Vz € X. (4.1.2)
Beweis:
i) OBdA sei M # X; sonst wihle F' = f. Wihle z; ¢ M und setze

My ={z+tz1;2 € M,t € R}.
Beachte, dass fiir x,y € M wegen Linearitit von f und Sublinearitit von p stets
ilt

’ f@)+ fly) = fl@+y) <plz+y) <plz —21) + plz1 + ),

also auch
f(@) = p(z —z1) < ply +=1) — f(y),Ye,y € M. (4.1.3)

33
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Es folgt

a: = sup (f(z) — p(z — 1)) < o0,
TEM

und

Weiter liefert (4.1.3) nach Ubergang zum Supremum beziiglich € M
fy) +a<ply+z1),Vy € M.
Definiere f;: M; — R durch
filx +tz1) = f(z) + ta,Vz € M,t € R.
Dann ist f;: M1 — R linear, f)3 = f, und es gilt
filetz)=fx) Ta<plxtz),Vre M. (4.1.4)

Nach Multiplikation von (4.1.4) mit ¢ > 0 und mit ¢ 'z anstelle von = erhalten
wir

filz £tzq) = f(z) £ta < p(z £tx1),Yz € M,t >0,
also die Bedingung (4.1.1) auf dem Raum M;.

ii) Mit transfiniter Induktion konnen wir uns nun eine lineare Fortsetzung g
von f auf einem maximalen linearen Unterraum N von X verschaffen. Wir
benutzen dazu das Zornsche Lemma. (Dies ist ein zum Auswahlaxiom oder
zum Wohlordnungssatz dquivalentes Axiom; vergleiche Analysis I.)

Zornsches Lemma: Sei (P,<) nicht leer, partiell geordnet, und jede linear
geordnete Teilmenge von P besitze eine obere Schranke. Dann besitzt P ein
mazximales Element.

Setze
P ={(N,g); N C X linear, M C N, g linear, g,, = f,9 < p auf N}
und fiir (N, g), (L, h) € P setze
(N,g) <(L,h): & N CL,h, =g.
Offenbar ist (P, <) partiell geordnet, (M, f) € P, also P # 0. Sei (N,,9.)).er
linear geordnet. Setze
N=[JN

el
und fiir z € N setze
g9(z) = g.(x), fallsz € N,.
Beachte g(z) < p(z) fiir alle z € N.

N ist ein linearer Unterraum von X, g ist wohldefiniert und linear. Sei ndmlich
z € N,N N, mit N, C N, fiir ¢, 5 € I; dann gilt g, = g, also g,(z) = g ().
Weiter gilt fiir x € N,, y € N, mit N, C N, auch z,y € N, und daher

9z +y) = ge(® +y) = gulz) + 9x(y) = 9(x) + 9(v).
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Schliesslich ist (N, g) obere Schranke fiir ((V,,g,)).cr, da fiir jedes ¢ € I gilt
N, C Nund g, = g.-

Das Zornsche Lemma liefert nun ein (beziiglich <) maximales (N, g) € P, wie
gewiinscht.

Es gilt N = X, sonst liefert i) ein (Ny,91) € P mit (IV,9) < (N1,¢1) im
Widerspruch zur Maximalitét von (N, g). Setze F = g. O

Sei nun X ein C-Vektorraum.

Definition 4.1.2 p: X — R heisst C-sublinear, falls gilt
i) p(ax) = |a|p(z),Vz € X,a € C,
i) p(z +y) < p(x) +p(y),Vr,y € X.

Bemerkung 4.1.1 Aus i), i) folgt im kmplexen Fall zudtzlich die Bedingung
i) p(x) > 0,Vz € X.

Beweis: Fiir z,y € X schétze ab

p(y) =p(x+y—x) <p(x) +ply —z) < p(z) +py) + p(—2) = p(y) + 2p(z).

O

Satz 4.1.2 Sei X ein C - Vektorraum, M C X ein C-linearer Unterraum,
f: M — C eine C-lineare Abbildung mit

|f(2)| < p(z),Vz € M, (4.1.5)

fiir ein C-sublineares p. Dann gibt es eine C-lineare Fortsetzung F: X — C mit
F,, = f und
|F(z)| < p(z),Vz € X.

Beweis: Betrachte fj = Re f: M — R. Beachte, f; ist R-linear und erfiillt
(4.1.5). Weiter gilt fiir x € M mit f = fi +ifa:

fliz) =if(z) = —fol2) + ifi(z)
= fi1(iz) + i f2(iz);
also
fa(z) = = f1(iz),Vz € M.

Sei F1: X — R die R-lineare Fortsetzung von f; geméss Satz 4.1.1 mit Fy|,, = fi
und
Fi(z) < p(z),Vz € X. (4.1.6)

Setze
F(.CE) = Fl(ﬂf) - iFl(Z.'L'),IL' € M.

F ist R-linear und wegen F'(iz) = iF(z) auch C-linear mit F},, = f.
Schliesslich zeigen wir, dass F' auch (4.1.5) erfiillt.
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Behauptung: |F(z)| < p(z),Vz € X.
Beweis: Sei z € X. Wihle a = ¢ € C mit

|F(z)| = aF(z) = F(azx) = Fi(ax).
Dann folgt aus (4.1.6)
|F(x)| = Fi(az) < plaz) = |alp(z) = p(z),

wie gewiinscht. ]
Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber stets den reellen Fall.

Satz 4.1.1 gestattet es insbesondere, stetige lineare Abbildungen auf einem Un-
terraum M eines normierten Raumes (X, || - ||x) auf ganz X zu erweitern, mit
derselben Abbildungsnorm.

Satz 4.1.3 (Dominierte Fortsetzung): Sei (X, || - ||x) ein normierter Vektor-
raum, M C X ein linearer Unterraum, f: M — R linear und stetig.

Dann gibt es F € L(X;R) mit F,, = f und

IFlxemy = [ flloormy = sup | f(2)]-
z€M;||z||x <1

Beweis: Definiere p: X — R durch

p(x) = [le|lx - [|fllearm -

p ist sublinear, f < p auf M. Die Behauptung folgt aus Satz 4.1.1. 0

4.2 Dualraum

Sei (X, || -||x) ein normierter Vektorraum.
Definition 4.2.1 X*: = L(X;R) heisst Dualraum von X.
Notation: Fiir z* € X*, ¢ € X schreiben wir
z*(x) = (27, @) x+ xx-
Beachte, dass geméiss Beispiel 2.1.1 der Raum X* stets ein Banachraum ist,
unabhingig davon, ob dies fiir X gilt.

Wie “reichhaltig” ist X*?

Satz 4.2.1 Zu jedem z € X gibt es x* € X* mit

(@ o) xexx = ||z]& = 12X~
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Beweis: Betrachte M = span{z}. Setze f(tz) = t||z|/% mit f € L(M;R),

Ifllormy = sup [f(t)] = [l]|x-
o]l x<1

Setze f zu z* € L(X;R) fort. Offenbar gilt

llz*[lx+ = flleoanr) = llzl|x, (=%, 2)xxx = f(z) = ||=||%-

Insbesondere erhalten wir die duale Charaketrisierung der Norm.

Satz 4.2.2 Es gilt
i) [|2]|x = Supgeex=,|jo*||x. <11(Z", T)|, V2 € X;
ZZ) ||$*HX* = supaceXMxHxSl|<x*,x)\,V$* € X

Das Supremum in i) wird stets sogar angenommen.

Beweis: i) Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 4.2.1.
ii) Dies ist die Definition der Norm in X*. O

Weiter kann man verschiedene Punkte = # y in X durch ein [ € X* “trennen”.
Satz 4.2.3 Seien z;y € X,z #y. Dann gibt es | € X* mit l(x) # I(y).

Beweis: Wihle | gemiss Satz 4.2.1 zum Vektor y — z € X mit

Wz —y) =1(z) —1l(y) = [|lz —yll% >0.

Man kann sogar Punkte von (abgeschlossenen) Unterrdumen trennen.

Satz 4.2.4 Sei M C X ein abgeschlossener linearer Unterraum, M # X, und
sei kg ¢ M mit
d = dist(zq, M) = in{lﬂxg —z||x > 0.
TE

Dann gibt es | € X* mit l),, = 0 und
|| l||X* = ]., l(ib'o) =d.
Beweis: Setze
Mo = {z + tzo; x € M,t € R},
und definiere die lineare Abbildung f: My — R durch
f(x +txo) = td.

Dann gilt: fi,, =0, f(zo) = d.
Behauptung: || f||z(ap,r) = 1.
Beweis: Fiir y = 2 + tzg € My mit ¢ # 0 gilt

—Z
If ()l = [tld < [tll[zo = (-)llx = [ltwo + zllx = [lyll,
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also || fllL(aom) < 1
Umgekehrt wéhle zu € > 0 ein z = z. € M mit

d<|[lzo —z|lx <d+e.

Es folgt fiir y =z —x € My

d
=d> ; 4.2.1
fly) =d > ——llyllx (4.2.1)
das heisst W) p
Y
R = Ssu — >
Wil = S0 ol > @+ e
Mit € — 0 folgt die Behauptung.
Wihle [ = F, die Fortsetzung von f gemiss Satz 4.1.3. 0

Bemerkung 4.2.1 Aus (4.2.1) folgt sogar fiir jedes f € X* mit f|,, = 0 und
|f(zo)| > d die Abschitzung ||f||x~ > 1. Somit erfillt das in Satz 4.2.4 kon-
struterte | die Bedingung

d = dist(zo, M) = l(20) = fsuljo | f(z0)l;
. <1

das heisst, das Supremum wird fir f =1 angenommen.

Sei AC X.

Definition 4.2.2 Der Annihilator von A ist die Menge
At ={f e X* fi. =0}

Bemerkung 4.2.2 Offenbar gilt A = span(A)L, wobei span(A) die lineare
Hiille von A ist.

Satz 4.2.5 Sei M C X ein linearer Unterraum, xo € X . Dann sind dquivalent
’L) xo € M,’
i) f(xo) =0, Vf e M*.

Beweis: i) = ii) Sei f € M+, 29 = limg_y00 1, mit zx € M. Es folgt: f(zo) =
ii) = i) Sei zp ¢ M. Wihle | € X* gemiss Satz 4.2.4 mit I|__ = 0, I(zo) =

diSt(aZ(), M) > 0.
O

Beispiel 4.2.1 Insbesondere gilt fiir jeden linearen Unterraum M C X:
M=Xe M-={0}.

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir den Dualraum eines nor-
mierten Raumes und dessen Trennungseigenschaften genauer.
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4.3 Dualitat im Hilbertraum

Sei (H, (-,-)m) ein Hilbertraum (iiber R). Fiir y € H sei [, € H* die Abbildung
ly(z) =(y,2)m,Vz € H.
Auf diese Weise ist eine Abbildung
J:H>ym—l,e H*

erklart.
Satz 4.3.1 J ist eine lineare Isometrie.

Beweis: Offenbar ist J linear. Weiter gilt fiir y € H mit Cauchy-Schwarz

llyllg- =  sup |ly(z)|=  sup |(y,2)m| <|lylla.
2€H,|[z||n<1 2€H,||z||p<1

Durch Einsetzen von z = m erhdlt man sogar die Gleichheit der Norm. [

Tatséchlich ist J sogar ein Isomorphismus, insbesondere surjektiv.

Satz 4.3.2 (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem | € H* gibt es genau ein
y € H mit
l(z) = (y,2)a =ly(x),Vz € H.

Beweis: Sei a = ||l||g+ > 0; o0BdA sei o > 0. Nach Satz 4.2.2 ii) gibt es (yx)ren
in H mit
llywller =1, 1(yx) = o (k = o0).

Behauptung 1: (yx)ren ist Cauchy-Folge.

Beweis: Benutze die Parallelogramm-Identitit
lz +yll + Mz =yl = 2|zl + [lyl|F), Yo,y € H.

Mit x = yg,y = y; folgt

Sl =1 = [, Yk €N, (4.3.1)

Mit Fehler o(1) — 0 (k,l — o) gilt somit

1 + Ykt U
a+o(l) = () +1(w) =1 (yk 5 yl) SUIPAIES 2 Hln

Ye — Y1
= ay/1— |52 s

limsup ||yx, — yi||lz =0,

k,l—oc0

also

wie gewiinscht.
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Da H vollstindig ist, existiert
y= lim y, € H, |ly||lg = 1.
k— o0

Behauptung 2: ] = .
Beweis: OBdA o = 1. Wegen Stetigkeit von [ gilt

(y) = Jim Uye) = - =1 = Ilylls =1,(0): (43.2)

Sei

X =y ={z€H; (y,2)n =0}
der zu span{y} orthogonale Unterraum von H. Sei z € X mit ||z||g = 1. Fiir
€ € R gilt

ly + el = |yl + 2¢(y, @) + €*||z[[fr = 1 + 7.

Setze
_ Yy+tez
T VIte?
mit

llys||lz =1, Ve € R.
Da gilt fiir alle € € R gilt

lye) <1=1(y) = U(yo),

folgt
d d 1
0= Zlemol®e) = Zleco = 1W) + €l(@)) = U(a);
das heisst
Lyr =0=1y,1.
Mit (4.3.2) folgt die Behauptung und der Satz. O

Bemerkung 4.3.1 Bedingung (4.3.1) besagt, dass die 1-Kugel in H gleich-
méssig strikt konvex ist.

Mittels J kénnen wir daher den Dualraum H* von H mit H “identifizieren”.
Eine wichtige Anwendung von Satz 4.3.2 liefert der folgende Satz.
Satz 4.3.3 (Lax-Milgram) Sei a: H x H — R bilinear und stetig mit
la(z,y)| < All2l|allyl|a, Yo,y € H.
Mit einer Konstanten A > 0 gelte weiter
a(z,z) > \||z||%, Yz € H.
Dann gibt es eine stetige Bijektion A € L(H) mit
a(z,y) = (Az,y)m, Vz,y € H,

und es gilt
Al ey <A IJA o <AL
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Bemerkung 4.3.2 Die Bilinearform a muss nicht symmetrisch sein.

Beweis: Fiir alle z € H ist
ly: y v~ a(z,y)

linear und

ol = sup  |a(z,y)| < Allz||a < oo.
yE€H,||y||lu<1

Nach Satz 4.3.2 existiert Az: = J ', € H mit
Cl(.’L',y) = lw(y) = (Ax7y)H7 Vy € H.
Offenbar ist A linear und wegen
1Azl = |[le|| e+ < Alle||=
gilt A € L(H), ||Allq) < A.
Behauptung 1: A ist injektiv.
Beweis: Fir z € H gilt.
Mit
(Az,2)n < ||A2||mllz||a

folgt
|Az||m > All2||#;

insbesondere erhalten wir Az # 0, falls = # 0.
Behauptung 2: Im(A) = A(H) ist abgeschlossen.
Beweis: Sei (x)ren eine Folge in H mit

Az =y (k — 00).
Schitze ab

A|zg — a:l||§{ < alzp — 21,2 — T71)

= (Azy, — Az, z — z)g = o(1)||zx — x| H,
wobei o(1) = 0(k,l — o0). Es folgt
[lzr — 21|l — 0 (K, 1 = 00).
Sei ¢ = limg_, oo zx. Da A € L(H), erhalten wir
Az = klgrolc Az = y;
das heisst, Im(A) ist abgeschlossen.

Behauptung 3: A ist surjektiv.

Beweis: Sei widerspruchsweise M := Im(A) # H. Wihle xo € H\ M, € H*
gemiss Satz 4.2.4 mit



42 KAPITEL 4. DER SATZ VON HAHN-BANACH, KONVEXITAT

Sei y = J711 # 0. Da Ay € M, folgt mit

0 <Ayl < aly,y) = (Ay,y)m = I(Ay) = 0.
der gewiinschte Widerspruch.

Somit ist A bijektiv, und nach Satz 3.2.1 ii) (Satz von der offenen Abbildung)
gilt A=! € L(H).

Zur Abschitzung der Norm betrachte z € H. Setze 2 = A~z und schiitze ab
Nzl < a(z,2) = (42, 2)m = (2,2)1 < ||2]|m]|2]|m;
also folgt
147 2]la = ll2lln < A7 |2l], Vo € H;

das heisst,
[A o <AL

O

Als weiter Anwendung zeigen wir, dass in einem Hilbert-Raum jeder abgeschlos-
sene lineare Unterraum komplementiert ist.

Satz 4.3.4 Sei M C H ein abgeschlossener linearer Unterraum, M # H, und
sei xg € H\ M. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung xo = x+y mit x € M,
y L M und
lly|la = inf ||zo — || = dist(zo, M) = d.
zeEM

Beweis: Sei
My = {z +tzo; x € M,t € R},

und sei | € Mg mit
llM =0, l(iBo) = da ||l||M{)' =1

Beachte, dass (M, (-, -) i) ebenfalls ein Hilbertraum ist mit Dualitit J. Setze
y=dJ e MyCH
mit, [yl = dlll|ag; = d und
(y,z)g =dl(z) =0, Vz € M.
Fir ¢ = o — y gilt zudem
Wz) = Uwo) = U(y) =d —d =0
das heisst z € M = kerl N My, 29 = x + y-

Die Zerlegung ist eindeutig. Falls ndmlich z¢o = 21 +y1 = 22 +y» mit 212 € M,
y1,y2 L M, so folgt 1 — 2 = yo —y1 € M N M+ = {0}, also 21 = T2, Y1 = Y.
O

Bemerkung 4.3.3 Insbesondere ist zu jedem abgeschlossenen linearen Unter-
raum M C H der abgeschlossene Raum

M* ={y € H;(y,2)u =0,V € M} = () kerl,
zEM

ein topologisches Komplement.
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4.4 Der Dualraum von I[P(Q),1 < p < oo

Sei O C R” offen, 1 < p < oo, LP(Q) = LP(Q, ) fiir ein Radonmass p auf R™, g
der zu p konjugierte Exponent 1 < ¢ < 0o mit % + % = 1. Wir formulieren den
Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 4.4.1 LP(Q)* ist isometrisch isomorph zu L1().

Zum Beweis konstruieren wir eine lineare Isometrie J: L?(Q) — LP(Q)* und

zeigen anschliessend mit Hilfe der gleichmissigen Konvexitit der Norm in LP(2)
analog zu unserem Vorgehen im Beweis von Satz 4.3.2 deren Surjektivitat.

Fir g € LY(9) sei I, € LP(Q)* die lineare Abbildung

LP(Q) BfH/fgdueR.
Q

Stetigkeit von [, folgt aus der Holderschen Ungleichung
[ f9d] <181 Vol (14.)

Lemma 4.4.1 J: LY(Q) > g — I, € LP(Q)* ist eine lineare Isometrie.

Beweis: Offenbar ist J linear. Weiter folgt aus (4.4.1) die Abschiitzung

[llgllzr(@)» = sup ‘/ fgdu‘ < lgllzaa)s
1fllLp <1 [J/Q

das heisst, J ist stetig mit
||J||L(L‘1(Q);LP(Q)*) <1

i) Sei 1 < p < oo. In diesem Fall ist ¢ < 0o, und es gilt p = q%l. Zu g € L1(R)

wihle f = g[g|""? € LP(Q) als Vergleichsfunktion mit ||f||L»(q) = ||g||qL;(IQ).
Dies ergibt

Iy (£) Z/nglqduz gllza < [llgllLe [1£1]Lr

= [llgllze [lgll12";

das heisst

gl Loe > [lgllzs,
also

gllzes = llgllLa,
und

[Tl (za@),zr (@) = 1.
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ii) Betrachte nun p =1, ¢ = 00. Sei g € L>(Q2). Zu € > 0 sei = € ) Lebesgue-
punkt von g mit

1
g(z =1im7/ gdu| > |lg|lLe —e.
9= 18 B, @) Sy O | 2 11
Wiéhle r > 0 mit r < dist(z,09Q) und
1 / du| > |9gl| 2e
a: = |———— gdu| > ||gllpe= — 2e.
w(Br(z)) JB, ()
Setze f = MXBT(:E) € LY(9). Beachte

[fller =1, [lg(f)] = a > |lg|lze — 2e.
Es folgt
gl > [lgllLe — 2e.
Nach Grenziibergang € — 0 erhalten wir

1lgllz2 > |lgllLe-
und damit
gl L1 = [lgl|Lee,

wie gewiinscht. O
Lemma 4.4.2 J ist surjektiv.

Beweis: i) Betrachte zunéchst den Fall 1 < p < oo. Sei | € LP(Q)*. Wihle eine
“Maximalfolge” (fk:)keN mit ||fk||LP =1 und

L fi) ksoo) = [ll]|om =2 .

Behauptung 1: (f)ren ist Cauchy-Folge.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich genau gleich wie Behauptung 1 im Beweis
von Satz 4.3.2 aus dem folgenden Satz 4.4.2 iiber die gleichmissige Konvexitit
von LP(Q). (Einen Beweis findet man zum Beispiel in Adams: Sobolev spaces,
2.29 Corollary.)

Satz 4.4.2 Sei 1 < p < oo, und seien u,v € LP(Q), mit ||u||r» = ||[¥||zr = 1
unde: = ||u—v||pr > 0.

i) Falls 2 < p < o0, so gilt

u+v e\ /P
P < (1—— ;
14520 < (1- 5)

it) Falls 1 < p < 2, so gilt mit ¢ = 1%

u+v AN
P< 1__ .
14520 < (1-5)
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Da L?(Q) vollstindig ist, existiert
f=lim fi € L7(Q),
k—oo
und es gilt
fllee =1, UF) = [l Lo~ =
Setze g = f|f|P~% € LY(Q) mit ||g||z« = 1.
Behauptung 2: [ = al; = l,,.
Beweis: Fiir ¢ € LP(Q), |e] < 1 sei

[ +ep

fe=—
I +eellze

s I fellze = 1.

Da I(f.) fiir € = 0 maximal, folgt

d

Ozd_[;‘

d
ool (12) = 19) 1) ol + 20l

wobei
d 1d
_ p = —— p
d8|5:0||f+690||L pd6|520/9|f+690| dp
1 d
[ Py = P‘2d=/ dp.
p/d6|5:0|f+6<pl 1 /Qcpflfl = | eadp
Das heisst,
) =1()lg(p) = aly(p), Yo € LP(Q).

O

ii) Sei nun p = 1. Zur Vereinfachung nehmen wir an p(Q2) < oo. Sei I € L*(Q)*.
Da () < oo, gilt fiir alle s > 1 die topologische Einbettung i,: L¥(Q) — L'(Q)
mit
ol lpe oty < (w(Q)'~3 1
||Zs||L(L L) S (n(%2)) (3:)1) )

also auch | =l o4, € L*(Q)* mit
Ulze@) = i)~

(s—1)

Nach i) besitzt | als Element von L°(2)* eine Darstellung | = I, mit g = g, €
L"(Q),L + 1 =1; insbesondere gilt

1) = 1y, () = / g0 du, Vi € C(Q).
Es folgt fiir 1 < s < s’ und zugehorige 1 <7’ <r < oo

/ngr dp = 1(p) = /ngr' dp, Yo € Cg°(2);

insbesondere

/Q(gr —gr)pdp =0, Yo € C5°(Q).
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Mit Satz 3.4.3 erhalten wir g, = g =: g € [, ., L"(2) mit

llgllzr = llgrllzr = [llg,[ILe> = [1UIze

fiir alle s > 1 und zugehérige r, wobei £ + 1 = 1. Mit s | 1 folgt r 1 co und

Tim [[gl|z = lm 1]+ =[]z
das heisst, g € L*(Q), und [ = [,,. O

Bemerkung 4.4.1 Alternativ kann man Lemma 4.4.2 mit Hilfe des Satzes von
Radon-Nikodym beweisen.

Bemerkung 4.4.2 L'(Q) # L*°(Q)*, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.4.1 Sei 2o € Q, und sei 6,,: C°(Q) — R das Dirac-Funktional

8ao(f) = f(z0), Vf € CO(9D).

Sei | eine Fortsetzung von 0z, auf L>(Q) gemdss Satz 4.1.1 (Hahn-Banach).
Dann gilt | # 1,,Vg € L*(Q).

Beweis: Nimm an, [ = [,. OBdA sei zo = 0, B1(0) C Q. Fixiere ¢ € C§°(B1(0))
mit
0< <1, p=1auf By(0).
Fiir k¥ € N setze B
oi(2) = p(kz) € C5°(B1(0)) € C°(Q)

k
mit 0 < gp < 1, g )

Konvergenz folgt

0 p-fast tiberall. Mit dem Satz iiber dominierte

1= 6,0 (k) = Lpw) = Ly (px) = / gorde = 0 (k = o).

Dies ist der gewiinschte Widerspruch. ]

4.5 Trennungsséitze fiir konvexe Mengen, Extre-
malpunkte

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum.

Satz 4.5.1 (Trennungssatz): Seien A,B C X nicht leer, disjunkt und konvez.
Dann gilt:

i) Falls A offen ist, so gibt esl € X*, X\ € R mit
I(a) < A<I(b), Vae A,bE B.
i1) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so gibt es | € X*, A € R mit

inf 1(b).
:telgl(a) <AL blélBl(b)
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Bemerkung 4.5.1 Gemdss Satz 4.5.1 kann man disjunkte konvexe Mengen
durch eine Hyperebene H = {z € X; l(z) = A} trennen.

Beweis von Satz 4.5.1 i) Fixiere ag € A, by € B. Setze x9 = by — ag, C =
A — B + zo. Dann ist C konvex, offen und nicht leer mit 0 € C. Da AN B =0,
gilt weiter 2o € C. Sei p: X — R das Minkowski-Funktional mit

p(z) =inf{\ > 0; z € AC}.

Die Funktion p ist sublinear (Ubung), und mit der Konstanten M = 2R !,
wobei R > 0 mit Br(0) C C gewéhlt ist, folgt

p(z) < Mljz||x, Vz € X.
Da C offen, gilt C = {z; p(z) < 1}. Weiter erhalten wir aus zg ¢ C, dass

p(zo) > 1.
Definiere f: span{zo} — R durch f(tzo) = t, t € R. Beachte

f(tzo) = t < tp(zo) = p(tzo), Vt > 0,
ftxo) =t <0 < p(txo), VE<O.

Sei [ die Fortsetzung von f gemiss Satz 4.1.1 mit
I(txo) =t, VEER, I(z) < p(zx), Vz € X.
Fiir alle z € X gilt dann
1(@)] = max{l(z),(~2)} < max{p(z),p(—2)} < M]|[z]|x;
also | € X*. Weiter gilt firae A, be B
l{a) = 1(b) =1l(a—b+z0) — I(z0) <O,

dal(zo) =1lund dal(z) <p(z) <lfirz=a—b+z9 €C.
ii) Mit der folgenden Beobachtung lisst sich ii) auf i) zuriickfiihren.

Behauptung 1: Seien A, B wie in ii). Dann gibt es > 0 mit U,(A) N B =0,

wobei

U.(4) = U B,.(z)

z€A

offen, konvex und nicht leer.
Beweis: Offenbar ist U,.(A) fiir jedes r > 0 offen, konvex und nicht leer, da
A # (. Nimm an, fiir 7, | 0 gibt es ar, € A, by, € By, (ax) "B, k € N.Da A
kompakt, konvergiert eine Teilfolge ar, — a (k — oo, k € A), wobei a € A. Da
B abgeschlossen, und

k
I = allx < [[bx = agllx + llax = allx < e+ llax —allx “= 0,

folgt andererseits a = limy_,o by € B; also AN B # 0, und die Behauptung
folgt.
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Wihle nun r > 0 wie in Behauptung 1, ! € X* gemiss i) zu A’ = U,.(A) und B.
Es folgt

<
I;leajil(a) < wes[}lrl()A) I(z) < blggl(b),

wie gewiinscht. O

Sei K C X eine beliebige Teilmenge, M C K.

Definition 4.5.1 i) M heisst extremale Teilmenge von K , falls fiir je zwei
Punkte tg,z1 € K und 0 < a < 1 gilt

To=ar1+ (1 —a)rg € M = 9,21 € M.

it) Falls M = {x} extremale Teilmenge ist, so heisst x ein extremaler Punkt
von K .

Beispiel 4.5.1 i) Sei X = R?, || - ||x die euklidische Norm, K die Vollkugel
K = B1(0) = {(z,y); *> + y? < 1}. Dann ist jeder Randpunkt von K extremal.

ii) Sei X = R?, versehen mit der Norm
(2, y)l|x = max{|z|, [y]},
und set K die Menge
K = B1(0) = {(z,y9); -1 <=,y <1}
Dann sind die Seiten von K extremal, zum Beispiel
F={(z1);-1<z<1}.
Die Extremalpunkte von K sind genou die Punkte (£1,+1).

Lemma 4.5.1 Sei M C K extremale Teilmenge von K, L C M extremale
Teilmenge von M. Dann ist L extremale Teilmenge von K.

Beweis: Seien 29,21 € K, 0 < a <1 und
To =axy + (1 —a)ze € L.

Da L C M, gehort x, zu M; da weiter M extremal in K ist, folgt g, 21 € M.
Da schliesslich L extremal in M, liegen z¢ und z; sogar in L; also ist L extremal
in K. O

Lemma 4.5.2 Sei K C X kompakt, | € X*, A\ = mingcx I(x). Dann ist
Ky={z€eK; l(z) =)}

extremale Teilmenge von K.

Beweis: Seien 29,21 € K, 0 < a <1 und
To =az; + (1 —a)zg € Ky;

das heisst,
l(zo) = al(z1) + (1 — a)l(zo) = A

Da l(zg) > A, I(z1) > A, folgt I(zo) = A =I(z1); also zg, 71 € K. O



4.5. TRENNUNGSSATZE FUR KONVEXE MENGEN, EXTREMALPUNKTE49

Satz 4.5.2 (Krein-Milman): Sei K C X nicht leer, kompakt und konvezr. Dann
besitzt K einen extremalen Punkt.

Beweis: Sei M die Familie
M={M C K; 0 # M kompakt, extremal in K}
mit der partiellen Ordnung
L<M&MCL, VLM e M.
Wir verifizieren die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas.

Offenbar gilt K € M, also M # (. Sei (M,),cr linear geordnete Teilmenge in
M. Setze M = (,c; M,. M ist kompakt und nicht leer.
Behauptung 1: M e M,M C M,, Vi € 1.
Beweis: Seien 9,21 € K, 0 < a < 1, und es gelte

To=ar; +(1—a)rg e M = ﬂML.

el

Dann gilt z, € M, fiir beliebiges + € I. Da M, extremal in K, folgt z¢,2z1 € M,
fiir alle ¢; das heisst, zg,z1 € M. O

Gemiiss dem Zornschen Lemma gibt es ein minimales Element M € M. Sei
xeM.

Behauptung 2: M = {z}.

Beweis: Falls M ein weiteres Element y # x enthilt, wihle [ € X* mit [(z) #

I(y) gemiss Satz 4.2.3. Setze A = min, ¢ l(m). Gemiiss Lemma 4.5.2 ist
My={me M;llm)=A}C M

extremal in M, nach Lemma 4.5.1 also auch in K. Weiter gilt My # 0, und
M) ist kompakt, also My € M. Schliesslich gilt My C M, jedoch My # M,
da wegen [(z) # l(y) entweder x ¢ M) oder y ¢ M,, im Widerspruch zur
Minimalitét von M. (|

Definition 4.5.2 Fiir A C X sei
conv(A) = ﬂ B
ACB; B konvex und abgeschlossen

die abgeschlossene konvexe Hiille von A.

Satz 4.5.3 (Krein-Milman): Sei K kompakt und konver, E C K die Menge
der Extremalpunkte von K. Dann gilt K = conv(E).

Beweis: (indirekt). Sei 2o € K \ tonv(E). Wihle [ € X* gemiss Satz 4.5.1 ii)
mit A = {z¢}, B =conv(E) und
inf [ l > minl(z) = A. 4.5.1

L, (@) > U(z0) > min i(z) (4.5.1)

Setze
Ky={z € K; l(z) = A\}.

Da K # 0, folgt Ky # 0, und K, ist kompakt und konvex. Nach Satz 4.5.2
besitzt K einen extremalen Punkt yo. Dieser ist gem#ss Lemma 4.5.1 und 4.5.2
extremal auch in K; also yo € E C tonv(E), im Widerspruch zu (4.5.1). O
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4.6 Schwache Konvergenz und Konvexitét

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*, (zp)reny C X,
zeX.

Definition 4.6.1 Die Folge (zj)ren konvergiert schwach gegen z, oder
zr — x (k = o0), falls fiir alle ] € X* gilt:

l(zr) = l(z) (k= 0).

Bemerkung 4.6.1 i) Der schwache Limes x ist eindeutig bestimmt wegen Satz
4.2.8. Wir schreiben doher x = w — limy_, o0 Xy

i) Falls z, = = (k = 00), s0 auch z, — = (k — 00).

Satz 4.6.1 Sei (xp)reny C X mit xp, — x (k — 00). Dann ist (zx)ren be-
schrinkt. Weiter gilt
||z]|x <liminf ||zg||x.-
k—o00

Beweis: Die Abbildungen Ay € L(X*) mit

Ap(l) =1(zx), L€ X*, kEN

sind punktweise beschrénkt. Da X* vollstindig ist, folgt mit Satz 4.2.2 und Satz
3.1.1 die gleichmissige Beschrinkheit der Normen

[ Akl (x+) = sup  |[l(zg)] = [|zk|[x < C < o0.
lex=, ||l]|x=<1

Zum Beweis der zweiten Behauptung wihle | € X* gemiss Satz 4.2.2 mit
llx- =1, U(z) = ||2||x-

Es folgt
||lz|]|x = I(z) = liminf(z)) < liminf ||zg]|x.
k— o0 k— o0

Bemerkung 4.6.2 i) Die von den Mengen
Qv =1""U), l€ X*, UCR offen

induzierte Topologie heisst schwache Topologie 7, auf X. Offenbar ist die
schwache Konvergenz die Konvergenz beziiglich der schwachen Topologie.

i1) Die schwache Topologie ist im Allgemeinen nicht metrisierbar; das heisst,
sie wird von keiner Metrik auf X induziert. Man muss daher zum Beispiel
zwischen den Begriffen schwach abgeschlossenen (weakly closed) und schwach
Folgen-abgeschlossen (weakly sequentially closed) unterscheiden.

i) Dal € X* stetig, ist jedes O auch offen in der Standardtopologie T; das
heisst, Ty, C T.
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Fiir Q C X sei

0, = w —clos(Q) = ﬂ A.
ADQ; A schwach abgeschlossen

die schwach abgeschlossene Hiille von .

Bemerkung 4.6.3 i) Q C 0.
i) Falls o, — = (k — o0) fiir (zx)ken C Q, so folgt x € Q.

Beweis: i) Nach Bemerkung 4.6.2 iii) gilt 7,, C 7, eine schwach abgeschlossene
Menge ist somit auch (stark) abgeschlossen. Es folgt

Q, = N > (] 4A=0%
ADQ

A schwach abgeschlossen A abgeschlossen

ii) Andernfalls kénnte man x durch endlich viele l4,...,Ixy € X* von Q, —und
daher von der Folge (zj) — trennen. O

Satz 4.6.2 Sei Q C X konvezr. Dann gilt

Q, =0
Beweis: (indirekt). Nimm an Q # Q,,. Sei z¢ € Q,,\ Q. Setze A = {z}, B = Q.
Wihle | € X* gemiss Satz 4.5.1 mit

l(mg) < wlIEIfBl(.CL') < ;relgl(:v)

Es folgt zo & Q,, im Widerspruch zur Wahl von zo. O

Satz 4.6.3 Sei (zy)ren schwach konvergent mit xy — x (k — 0o). Dann gibt
es eine Folge von Konvexrkombinationen (y;)ien mit

! !
u = Zaklivk, 0<anm <1, Zakl =1
k=1 k=1

und
y =z (I = 00).

Beweis: Setze K = conv({z;; k € N}). Nach Satz 4.6.2 gilt K = K = K ,; mit
Bemerkung 4.6.3 ii) folgt = € K. O

Bemerkung 4.6.4 Die schwache Topologie T, und T unterscheiden sich nur,
falls dim X = oo; in diesem Fall enthdlt jede Menge Qy — also auch jede
schwach offene Menge! — einen offenen affinen Unterraum. Fine Konsequenz
daraus sieht man im nachstehenden Beispiel.
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Beispiel 4.6.1 Sei dim X = oo. Der schwache Abschluss der Menge
A={z e X;||z||lx = 1}.
ist die Vollkugel

Ay =B1(0;X) ={z € X; ||z|]|x < 1}.

Beweis: “4,, C B;(0; X)”: Nach Satz 4.6.2 gilt A,, C conv(4) = B;(0; X).
“Ay D B1(0;X)”: Sei z € X mit ||z||[x < 1, Q € 7, eine Umgebung von z.
Nach Bemerkung 4.6.4 enthélt {2 einen offenen affinen Unterraum durch z; jeder
derartige Raum schneidet jedoch A. Insbesondere folgt QN A # 0, und = € A,.
O



Kapitel 5

Reflexivitat, Separabilitit
und Schwache Kompaktheit

5.1 Reflexivitit

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*.

Definition 5.1.1 Der Raum X** = (X*)* = L(X*,R) heisst Bidualraum
von X .

Beispiel 5.1.1 Fir 1 < p < oo ist LP(Q)** nach Satz 4.4.1 isometrisch iso-
morph zu LP(Q) via die Abbildung LP(Q) 5 g — 1, € LY(Q2)* = LP(QQ), wobei
Lpl=tTundly: f [ fdu, Vf € LY(Q).

Allgemein kénnen wir X ein kanonischer Weise in X** einbetten mittels Z: X —
X** wobei
Zz(l): =l(z), Vle X*, z € X. (5.1.1)

Satz 5.1.1 7 ist eine lineare Isometrie.

Beweis: Offenbar ist 7 linear. Fiir z € X, [ € X*, schiitze ab
Zz(D)] = [1@)] < |[0]x-||2llx;

also
[ Zz||x++ <|lz||x, Vz € X.

Wihlt man zu vorgegebenem x € X, x # 0, ein * € X* gemiiss Satz 4.2.1 mit
(@, 2)x-xx = [lellk = llz*|I%-,
so erhilt man durch Wahl von [ = W mit ||I||x» = 1 andererseits
[Z2][x-+ 2 |Zz(D)] = [I(2)] = ||2[|x

wie gewiinscht. O

53
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Definition 5.1.2 X heisst reflexiv , falls die durch (5.1.1) definierte Abbil-
dung T: X — X** surjektiv ist.

Beispiel 5.1.2 1) R, C" sind (wegen der Rangformel) reflexiv (fiir eine belie-
bige Norm).

i4) Jeder Hilbert-Raum (H, (-,-)u) ist reflexiv.
ii1) LP(Q) ist reflexiv, falls 1 < p < oco.
iv) LY(Q) ist nicht reflexiv.

Beweis: ii) Sei J: H — H* die in Abschnitt 4.3 konstruierte Isometrie mit
J(x)(y) = (z,y)m, Yy € H. (5.1.2)
H* ist wiederum Hilbert-Raum mit Skalarprodukt
(J(2), JW) -+ = (@, 9)m, VI = J(z), k= J(y) € H". (5.1.3)

Sei J*: H* — H** der isometrische Isomorphismus analog zu (5.1.2). Dann gilt
Z=J*oJ,denn

Ty(J(@) "2V J@) @) ®E @ )r "=V (@), T@) e = (@), J(@)

J*(J(y))(J (2)), Yo,y € H.

Also ist 7 surjektiv.
iv) T: L'(Q) 3 g — lg € (L>=(Q))* ist gemiss Beispiel 4.4.1 nicht surjektiv. [

Bemerkung 5.1.1 Falls X reflexiv ist, so ist X auch vollstindig. Somit liefert
Z(X) C X** eine kanonische Vervollstindigung fiir jeden normierten Raum X ;
vergleiche Satz 2.1.1.

Beweis: X** ist nach Beispiel 2.1.1 vollsténdig. Sei (zy)ren eine Cauchy-Folge
in X. Dann ist (Zz)ken eine Cauchy-Folge in X**. Sei z = limy_, oo Zxj, € X**.
Da X reflexiv, folgt z = Zx fiir ein x € X, und = limy_,, ), da Z isometrisch.
O

Ist L*°(§2) reflexiv oder nicht? — Wir beantworten diese Frage in einem allge-
meinen Kontext.

Satz 5.1.2 i) Falls X reflexiv ist, so gilt dies auch fir X*.
i1) Falls X* reflexiv ist und X vollstindig, so ist auch X reflexiv.

Beweis:

i) (Ubung)

ii) (indirekt) Seien Z: X — X** I*: X* — (X*)** die kanonischen Isome-
trien gemiiss (5.1.1). Widerspruchsweise nehmen wir an Z(X) # X**. Da X
vollstindig ist, ist M := Z(X) ein abgeschlossener linearer Teilraum. Wéhle
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z** € X\ Z(X) und dazu I** € (X**)* = (X*)** gemiss Satz 4.2.4 mit
*(z**) =1, Ity = 0. Da I* surjektiv, gilt I** = Z*(1) fiir ein [ € X*; also

0 = I**(Tz)) = 7*()(Z(z)) = Z(z)(l) = I(z), Vz € X.

Esfolgt I =0, Z(1) =1** =0. O
Beispiel 5.1.3 L*°(Q) ist nicht reflexiv.

Beweis: L!(Q) ist vollstéindig mit Dualraum (L!())* isometrisch isomorph zu
L>(), jedoch gemiss Beispiel 5.1.3 iv) nicht treflexiv.

Satz 5.1.3 Sei X reflexiv, Y C X ein abgeschlossener linearer Unterraum.
Dann ist auch Y reflexiv.

Beweis: Sei £: X* — Y™ die Einschrinkungsabbildung, definiert durch

ED(y) =Uy), Vy €Y,
mit
NEDy+ < [ll]|x-, VI € X*.
Sei analog n7: Y** — X** gegeben durch
n(y™)1) =y (&(1)), Ve X¥,
mit
[ )lx=+ <y ly=llEllpx=ye) < g™ |lye-, Vg™ € Y.

Seien weiter Z: X — X**, I¥:Y — Y** die kanonischen Isometrien. Nach
Annahme ist 7 surjektiv.

Behauptung 1: Z~1(n(Y**)) C Y.

Beweis: Sei y** € Y**, und nimm an z = Z (n(y**)) ¢ Y. Wihle | € X*
gemdss Satz 4.2.4 mit I(z) # 0, [|, =0. Dal, =0, folgt £(I) = 0; also

0=y (1) =nly™)() = Tz() = I(z) #0.

Der Widerspruch zeigt die Behauptung. |

Sei nun y** € Y**. Nach Behauptung 1 gilt y := Z~'(n(y**)) € Y. Fiir f € Y*
sei [ € X* eine beliebige Fortsetzung geméss Satz 4.1.3 mit [, = f; das heisst,
&() = f. Es folgt

(yEZY)

y*(f) =y™ (WD) = ™)) = Ty(l) = l(y) fw) =T y(f)

fiir alle f € Y*; das heisst ZY ist surjektiv. O
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5.2 Separabilitét

Sei (M,d) ein metrischer Raum.

Definition 5.2.1 M heisst separabel, falls es eine abzihlbare Teilmenge D C
M gibt mit D = M.

Beispiel 5.2.1 1) R ist separabel, falls d die von einer Norm induzierte Metrik
18t.

ii) C°([0,1]) ist nach dem Weierstraf3ischen Approzimationssatz separabel, ana-
log gilt dies auch fiir C°(Q) fiir eine beliebige offene Menge Q2 CC R™.

i11) LP(Q) st fir 1 < p < oo separabel.

) L*>([0,1]) ist nicht separabel. Betrachte dazu die Familie fs = x[o,5,0 < 5 <
1 mit
1fs = fillze = IIXgegllze = 1, VO < s <t < 1. (5.2.1)

Set (gr)rwen dicht. Fiir 0 < s <1 wihle k € N mit
Ifs = grllLe < 1/2. (5.2.2)

Wegen (5.2.1) kann (5.2.2) fir festes k nur fiir hichstens ein s = s(k) gelten.
Dies liefert eine surjektive Abbildung N > k — s(k) €]0, 1], was jedoch unmdaglich
ist. (Vergleiche Beispiel 8.5.2 und Satz 3.5.2, Analysis II1.)

Satz 5.2.1 Sei M separabel, A C M. Dann ist A separabel (beziiglich der in-
duzierten Metrik d, , ).

Beweis: Sei (2)ren dicht in M, ag € A. Fiir k,1 € N mit
AN By y(zr) #0

wihle a; € AN By/9(7k), apr = ag sonst. Dann gilt

U AﬂBl/zl .CEk CﬂUBl/l akl ;

I=1k=1

||
Ir Dg

also ist (akl)k’leN dicht. O

Wir verkniipfen nun Separabilitdt und lineare Struktur.

Satz 5.2.2 Sei (X,||-||x) ein normierter R-Vektorraum.
i) Ist X* separabel, so ist X separabel.
i) Ist X separabel und reflexiv, dann ist X* separabel.

Beweis:
i) Sei (lk)kEN dicht in X*. Wihle (wk)keN in X mit ||wk||X =1 und

lk(.’l;'k) > ||lk||X* — l/k, ke N.



5.3. SCHWACHE FOLGENKOMPAKTHEIT 57

Setze

M = span{zy; k € N}.
M ist separabel. Die Aussage i) folgt daher aus
Behauptung: M = X.

Beweis: (indirekt) Sei X # M, und seien 2o € X \ M und dazu l € X* gemiiss
Satz 4.2.4 gewdhlt mit
l(.’L‘o) = ]., l|M =0.

Sei A C N eine Teilfolge mit | = limp_0, ke k- Es folgt

0# ||l||X* = lim ||lk||X* < limsup lk(;vk),
k—0c0, kEA k—00,k€EA

jedoch gilt

Ik (zx)| = |(le — D(zx)| < [Tk = Ulx+||z]|x = 0 (k = o0, k € A).

ii) Mit X ist auch X** = Z(X) separabel. Falls ndmlich (z)ren dicht liegt in
X, so liegt (Zxg)ren dicht in X**. Mit i) folgt Separabilitit von X*. d

5.3 Schwache Folgenkompaktheit

Sei (X,]| - [|x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*, Bidualraum X™**
und kanonischer Isometrie Z: X — X**. Sei (I)ren eine Folge in X* [ € X*.

Definition 5.3.1 (Ix)ren konvergiert schwach* gegen [, I v l(k = o00),
falls
lk(z) — Il(z), Ve e X. (5.3.1)

(k—o0)

Somit haben wir auf X* nun drei Konvergenzbegriffe:
i) Normkonvergenz I, — | (k — 00);

ii) schwache Konvergenz I — [ (k — o0) im Sinne

z2(ly) — =2(), Vze X** (5.3.2)

(k—o0)

iii) schwache* Konvergenz [, Cay (k — o0) im Sinne von (5.3.1), das heisst im
Sinne von (5.3.2), jedoch nur fiir alle z € Z(X).

Bemerkung 5.3.1 i) Falls X reflexiv, so sind schwache und schwache* Kon-
vergenz dquivalent.

*

i1) Im allgemeinen gilt: Iy, (k_—>>oo) I = I (k_w—>/oo) I = I k%oo l.

ii1) Die schwache* Konvergenz ist Konvergenz beziiglich der von den Mengen

Qev={leX*l(z)cU}=T '(2)(U), =€ X,U CR offen,



58 KAPITEL 5. REFLEXIVITAT UND SCHWACHE KOMPAKTHEIT

erzeugten schwachen® Topologie Ty~ . Offenbar gilt Ty« C Ty, also ist Ty~ grober
als T, und daher im allgemeinen nicht metrisierbar. Abgeschlossenheit, bezie-
hungsweise Kompaktheit kénnen daher nicht dquivalent mit dem Folgenkriteri-
um umschrieben werden. Schwach* abgeschlossene Mengen sind analog zu Ab-
schnitt 4.6 stets auch abgeschlossen beziiglich schwacher* Konvergenz und sind
schwach abgeschlossen, sowie stark abgeschlossen.

Nach dem Satz von Tychonovist die abgeschlossene 1-Kugel in X * stets schwach*
kompakt. Fiir die Anwendungen, die wir unten besprechen, wird jedoch Folgen-
kompaktheit benstigt.

Satz 5.3.1 (Banach-Alaoglu) Sei X separabel, (Ii)ren C X* beschrinkt. Dann
gibt es | € X* und eine Teilfolge A C N mit

e S 1 (k= oo, k€ A).

Beweis: Sei (2j)ren dicht in X. Wihle Teilfolgen N D Ay DAy D ... D A; D
... D A so, dass fiir alle j € N gilt

lk(.'EJ) —+a; =: l(.'EJ) (k> o0, ke Aj).
Behauptung 1: [ lisst sich zu | € X* erweitern.
Beweis: [ ist linear auf M = span{z;; j € N}, und

I(z)| = lim |lg(z)| <limsup||lk||x-||z||x, Yz € M.
k—o0 kEA k—00

Also ist [ stetig fortsetzbar auf X = M.
Behauptung 2: I, v (k> 00, k€EA)

Beweis: Sei z € X, x =lim;_,, jex Tj, wobei K C N. Fiir j, k € N schétze ab
e (2) — U2)| < k(2 — 25)] + (U — 25)] + [l (5) — U(z;)]
< (Sl;p el lx+ + (1| x )|z — 25l x + [k (z5) — U(z;)].
Nach Grenziibergang k — oo fiir festes j € N erhalten wir

limsup |lx(z) — I(z)] < C|lx — z;]|x-
k—o00,kEA

Mit j — oo folgt I (z) = I(z) (k = 00), wie gewiinscht. O
Beispiel 5.3.1 i) X = LY(Q) ist separabel, X* = L>*(Q) gemiss Satz 4.4.1.
Falls (fr)ren C L(Q) beschrinkt, so existiert nach Satz 5.3.1eine Teilfolge
A CN und f € L*®(Q) mit
[ feadi~ [ fadu (k- o0, ke )
Q Q

fiir alle g € L1(Q).
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it) X = L*([0,1]) ist nicht separabel. Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz
5.8.1 in diesem Fall nicht gilt.

Fir0<e<1 seiT. € X* gegeben durch

1 [¢ s
T.f= g/0 fdz, feL=(0,1]).

Offenbar gilt
[[Te|x+ < sup |Tef| <1,
[1£l]zeo<1

jedoch ist die Menge {T.; 0 < € < 1} nicht schwach* relativ folgenkompakt.

Beweis: (indirekt). Nimm an, fiir eine Folge e, — 0 (k — o0) und ein T' € X*
gelte

T.. " T (k= o).
OBdA diirfen wir (allenfalls nach Auswahl einer Teilfolge) annehmen, dass gilt

Ek+1
€k

1> =0 (k = ).

Wihle

oo

f = Z(_l)kX[Ek.H,Ek[ € Loo([oa 1])
k=1

mit ||f||ze = 1. Fir k € N gilt nun

1 o0
T..f = =Y (D& — e1q1)
€k 1=k
€k — € 1 ekt
= (cq)kEETERL _/ £ da;
€k €k Jo

das heisst,

1 Ehtl 2e

s = 08 € 2 (et [Tin) <2 S o

Ek 0 €k k—oo

Die Folge (T, f)ren hiuft sich somit bei 1 und —1, ist daher divergent. O

Die Annahme der Separabilitit kann in reflexiven Rdumen entfallen. Ausserdem
kénnen wir mittels Z Konvergenzaussagen in X** = (X*)* zuriickziehen und
erhalten so schwache Folgenkompaktheit im urspriinglichen Raum (“schwaches
Bolzano-Weierstrass Theorem”).

Satz 5.3.2 (Eberlein-Smulyan) Sei X reflexiv, (zy)ken in X beschrinkt. Dann
ezistiert x € X und eine Teilfolge A C N mit

zp = x (k= o0, k € A).

Beweis: Betrachte

Y = span{xzy; k € N}.
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Offenbar ist Y separabel und nach Satz 5.1.3 reflexiv. Nach Satz 5.2.2 ist auch
Y™ separabel. Sei 7: Y — Y** die kanonische Isometrie.

Nach Satz 5.3.1 ist (Zzg)ren C Y** = ZY schwach* folgenkompakt; das heisst,
fiir eine Teilfolge A C N und ein 2 € Y gilt

(Zzk)(1) = U(zk) (oo e (Zz)(1) =1(z), VI € Y*.

Fiir jedes [ € X™ gehort die Einschréinkung /|, zu Y. Da weiter x4,z € Y, folgt
lzg) = l(z) (k= 00,k € A)

fiir alle I € X*; das heisst, z; — x (k = o0, k € A). O

Beispiel 5.3.2 1) Satz 5.3.2 ist insbesondere anwendbar, falls X ein Hilbert-
Raum ist.

i1) Sei X = LP(Q), 1 < p < 00, (fi)ren C LP(Q) beschrinkt. Nach Satz 4.4.1 ist
X = L?(Q) reflexiv. Daher liefert Satz 5.3.2 eine Teilfolge A C N und f € LP(Q)

mit fr v f (k— o0, k € A); das heisst mit ¢ = z% gilt fiir k — oo, k € A:
[ feadu~ [ fodu, ¥g € L1(@).
Q Q

Als weitere Anwendung von Satz 5.3.2 beweisen wir das folgende Approximati-
onstheorem.

Satz 5.3.3 (Approximationstheorem) Sei X reflexiv, M C X nicht leer, konvex
und abgeschlossen, xo € X \ M. Dann gibt es mg € M mit

[|zo — mol||x = dist(zo, M) = inf ||zg —m||x.
meM

Bemerkung 5.3.2 Satz 5.3.3 ist insbesondere anwendbar, falls M ein nicht
trivialer abgeschlossener linearer Unterraum von X ist; vergleiche Satz 4.2.2.
Wir kénnen mg als “Fusspunkt des Lotes” von xo auf M auffassen.

Beweis: Sei (my)reny C M eine “Minimalfolge” mit
[|Zo — mg||x — dist(zg, M) (k — 00).

Die Folge (my)ren ist beschriinkt. Nach Satz 5.3.2 gibt es eine Teilfolge A C N
und ein mg € X mit
my = mo (k= oo, k € A).

Da M abgeschlossen und konvex ist, ist M nach Satz 4.6.2 auch schwach ab-
geschlossen, somit auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz, und
mg € M. Schliesslich folgt mit Satz 4.6.1

— < liminf — = dist M).
llwo —mollx < lminf ||z —my|| = dist(zo, M)
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5.4 Variationsrechnung
Sei (X, || - ||x) ein normierter R-Vektorraum, M C X, F: M — R.

Definition 5.4.1 Die Funktion F ist schwach folgen-unterhalb-stetig (kurz:
w.s.l.s.c. oder weakly sequentially lower semi-continuous) in xo € M, falls fir
alle (zx)keny C M gilt

F(xo) < likrgiréf F(xg)-

Kiirzer schreiben wir auch

F(z9) < liminf F(z).

z%x0, zEM

Beispiel 5.4.1 i) Die Norm F(z) = ||z||x ist w.s.Ls.c. auf X gemiss Satz
4.6.1.

it) Sei F': M — R stetig und konvex, wobei M C X konvex und abgeschlossen.
Dann ist F auf M w.s.l.s.c.

Beweis: Sei (z})reny C M mit 3 — 29. Wiihle eine Teilfolge A C N mit
F(z;) — likmian(xk) =19 (I > 00, l €A).
—00

OBdA diirfen wir annehmen, dass A = N.
Nach Satz 4.6.3 gibt es Konvexkombinationen

! !
yi=Y auzk, 0<au <1, Y au=1
k=1 k=1

mit y; = zg (I = 00), und (y;)ien C M, da M konvex. Fiir beliebiges kg € N
gilt nach Satz 4.6.2 und Bemerkung 4.6.3 die Beziehung z¢ € conv{xzy; k > ko}.
Fiir ein festes kg € N diirfen wir daher annehmen, dass

apl = 0, Vk S k‘o.

Mit der Konvexitit von F' folgt
l
F(y) < Y auF(zx) < sup F(z), VI € N.
k=Fko k2ko

Nach Grenziibergang | — oo erhalten wir

F(zo) = lim F(y;) < sup F(xg).
l—o0 k>ko

Mit ko — oo folgt schliesslich

F(z9) < limsup F(zy) = ag.

k— o0
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Definition 5.4.2 F: M — R heisst koeerziv auf M beziiglich || - ||x, folls gilt

F(z) > 00 (||z]|lx = o0, x € M).

Satz 5.4.1 (Variationsprinzip) Sei X reflexiv, M C X nicht leer und schwach
folgen-abgeschlossen, F': M — R koerziv und w.s.l.s.c. Dann existiert xo € M
mit

F(xzo) = xlél{/f F(z).

Beweis: Betrachte eine Minimalfolge (2 )ren in M mit

F(zy) — zlél{/[F(x) =:ap (k = ).

Da F koerziv, ist (xp)ren beschrinkt. Nach Satz 5.3.2 besitzt (zg)ren eine
schwach konvergente Teilfolge x}, — xo (k = 00,k € A).

Da M schwach folgen-abgeschlossen, folgt o € M, und

F < liminf F =
(ro) < Jimipd, Flre) = oo,

da F w.s.l.s.c. O

Bemerkung 5.4.1 Falls M konvex, F strikt konvex, so kann F hdchstens eine
Minimalstelle in M besitzen.

Beweis: Seien 29 # 21 € M mit

F(xo) = wléljfl‘l F(z) = F(x1).

Fir 0 <t <1gilt z; =tzx; + (1 —t)zo € M, und mit

F(x) <tF(z1)+ (1 —t)F(xo) = zlél{/j F(x)

erhalten wir den gewiinschten Widerspruch. ]



Kapitel 6

Auflosung linearer
Gleichungen,
Spektraltheorie

6.1 Duale Operatoren

Seien (X, || - [|x), (Y;|[ - |[y) normierte R-Vektorrdume mit Dualraum X*, be-
ziehungsweise Y*, A: D4 C X — Y linear mit D4 = X.

Definition 6.1.1 Der zu A duale Operator A*: Dy C Y* = X* hat den
Definitionsbereich

Dy ={y* €Y ly»: Da >z — (y*, Az)y~xy ist stetig },
und fir y* € Da- ist A*y* € X* die eindeutige Fortsetzung von l,- auf X.
Bemerkung 6.1.1 i) A* hat die Eigenschaft

(A", 2)x+xx = (¥, AT)y-xy, Y& € Da, y* € D e (6.1.1)

i) Auch falls A nicht dicht definiert ist, kann man formal zu A duale Ope-
ratoren durch (6.1.1) charakterisieren, jedoch sind diese dann nicht eindeutig.

Satz 6.1.1 Fir A€ L(X,Y) gilt A* € L(Y*, X*), und
[Allzx,vy = [1A%[|Levs,x)-
Beweis: Fir y* € Y*, z € X gilt

(v, Azyyxy | < [[y" v+ [[AllLx,v) el x;
das heisst, y* € D4+, und

sup  ||A"y"||xs = sup (A*y*, o) x+ x x|
[ly*|[y=<1 [lz]|x <1, [ly*||y=<1
= sup (y*, Az)y+ xv| = ||AllLx,y)

llzllx <1, [ly*[ly=<1

63
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gemiss Satz 4.2.2. O

Beispiel 6.1.1 Seien 1 < p,q < 0o konjugiert mit % + % =1, 2 CC R" offen.
Betrachte X =Y = LP(Q) mit Dualraum X* =Y* = L1(Q). Sei

A=A:CR(Q) C LP(Q) - LP(Q).

Dann gilt D4+ D C§° (), da fiir alle g € C§° () die Abbildung

(Af) = /Q INT /Q Agfdp = lLag(f)

mit
lLag(HI < [Agllzal[fllze, Vf € C5°(),
sich stetig auf LP(Q) fortsetzen lisst, und

A*g = Ag, Vg € C§°().
Satz 6.1.2 Sei A: Dy C X =Y dicht definiert. Dann folgt
i) A*: Dgs CY* — X* ist abgeschlossen.
i) AC B= B* C A*.
Beweis: i) Betrachte (yj)ren C D4+ mit
yp =y in Y zp = A%y - 2" in X* (B — 00).
Es folgt fiir alle x € D 4:
(y*, Az)y+xy = lim (y;, Az)y+xy
k—o0
= lim (A*y), ) x+xx = (", T)x*xx-
k—o0

Also ist y* € D4+ mit A*y* = z*; das heisst, A* ist abgeschlossen.

ii) Sei A C B; das heisst D4 C Dp, B|D(A) = A. Sei y* € Dpg-. Dann gilt fiir
alle x € D4 C Dp

(y*, Az)y+xy = (¥*, Bx)y+xy = (B*y", ) x+x x;

das heisst y* € Dg+, A*y* = B*y*.

6.2 Operatoren mit abgeschlossenem Bild

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man die Auflésbarkeit der Gleichung
Az =y (6.2.1)

zu vorgegebenem y aufgrund der Eigenschaften von A* entscheiden.
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Satz 6.2.1 (Banach : Closed range theorem) Seien X,Y Banach-Riume, der
lineare Operator A: Dg C X — Y dicht definiert und abgeschlossen, mit dualem
Operator A*. Dann sind dquivalent:

i) im(A) ist abgeschlossen inY;

i1) im(A*) ist abgeschlossen in X*;

iti) im(A) = ker(4*)* ={y € Y; (y*,y)y-,y =0, Vy* € ker(4*)};

w) im(A*) = ker(A)+ = {2* € X*; (z*,2)x+xx = 0, Vz € ker(4)}.

Wir beweisen nur die Aquivalenz i) < iii). Der vollstindige Beweis ist recht
aufwendig und anspruchsvoll. So beweist Werner den Satz nur fiir beschriinkte
Operatoren; auch der Beweis von Kato gilt nur in diesem Fall. (Die von Kato
durchgefiihrte Reduktion auf den Fall beschrinkter Operatoren enthilt einen
Fehler.) Einen Beweis fiir den allgemeinen Fall findet man zum Beispiel bei
Brezis.

Wir benétigen ein Lemma.

Lemma 6.2.1 i) Sei M C X. Dann ist M+ C X* abgeschlossen (sogar schwach*
folgenabgeschlossen,).

i) Sei L C X*. Dann ist L C X abgeschlossen (sogar schwach folgenabge-
schlossen,).

Beweis: ii) Sei (z})reny C Lt mit 2, = 2 € X (k — o00). Fiir beliebiges 2* € L
erhalten wir
<$*;$)X*><X = kli}m <~T*,$k>X*><X =0;

das heisst, z € L*.
i) analog. O
Beweis von Satz 6.2.1:

iii) = i) folgt unmittelbar aus Lemma 6.2.1.

i) = iii) Offenbar gilt im(A) C ker(4*)". Die umgekehrte Inklusion beweisen wir
indirekt. Sei y € ker(A*)*\im(A). Daim(A) nach Voraussetzung abgeschlossen,
gibt es y* € Y* gemiiss Satz 4.2.4 mit (y*,y)y+xy # 0 und Yliis, = 0- Letztere
Bedingung besagt, dass

<y*aA$)Y*><Y =0, Vz € Dy4.

Es folgt y* € D4+ und A*y* = 0; also y* € ker(A*). Da y € ker(A*)*, erhalten
wir (y*,y)y+xy = 0 und somit den gewiinschten Widerspruch. O

Fiir abgeschlossene, dicht definierte Operatoren A: D4 C X — Y mit abge-
schlossenem Bild ist die Gleichung (6.2.1) somit zu vorgegebenem y € Y genau
dann durch ein x € D4 auflésbar, wenn alle linearen Funktionale im Kern von
A* auf y verschwinden. Wir sagen dann, die Gleichung (6.2.1) ist “normal”
16sbar.

Satz 6.2.2 Fiir A: Do C X — Y wie in Satz 6.2.1 sind dquivalent:
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i) A ist surjektiv;
it) A* ist injektiv, im(A*) ist abgeschlossen;

'I.Z'L) deg > OVy* € Dy-: Co||y*||y* < ||A*y*||X*

Beweis: i) < ii) folgt unmittelbar aus Satz 6.2.1.

ii) = iii) A* ist abgeschlossener Operator A*: Dy« C Y* — im(A*), wo-
bei im(A*) als abgeschlossener Unterraum eines Banach-Raums ebenfalls ein
Banach-Raum ist. Die Behauptung folgt somit aus Satz 3.3.2.

ili) = ii) Offenbar ist A* mit iii) injektiv. Sei =} = A*y;, k € N, eine Folge in
im(A*) mit zj — z* (k — 0o). Wegen iii) ist dann auch (yj)ren Cauchy-Folge.
Sei y* = limg,0 y;- Da A* abgeschlossen, folgt y* € Da«,z* = A*y*; das
heisst, im(A*) ist abgeschlossen. O

Wann ist das Bild eines Operators abgeschlossen? Eine wichtige Klasse sind die
sogenannten Fredholm Operatoren A =id — T auf einem Banach-Raum X,
wobei T' kompakt.

Definition 6.2.1 Ein Operator T € L(X) heisst kompakt, falls T(B;(0; X))
kompakt ist.

Lemma 6.2.2 Sei T € L(X) kompakt. Falls z;, = = (k = o0), so folgt Ty —
Tz (k — o).

Beweis: Nach Satz 4.6.1 ist (2 )ren beschrinkt, (Tx)ren also relativ kompakt.
Sei A C N eine Teilfolge mit yp, = Txr = y (K — 00, k € A). Zu l € N wihle
2z € conv{zy; k> 1, k € A},

zp = E apTr, 0 <ap <1, E ag =1,
E>1, kEA k>0, k€A

mit
2z = Z apxr = ¢ (I = 00).
k>1, keA
Es folgt
Tz = Zaklyk —y=Tzx (I = o).
k>l

Aus der Eindeutigkeit des Hiufungspunkts y = Tz folgt die Konvergenz der
ganzen Folge (T'zy,)ken- O

Satz 6.2.3 Sei X ein Banach-Raum, T € L(X) kompakt. Dann ist im (id—T)
abgeschlossen.

Beweis: Setze M = ker(id — T'). Da B1(0; M) = T(B1(0,M)) C T(B1(0; X))
kompakt, ist M endlich-dimensional nach Satz 2.1.4.

Sei L = L ein topologisches Komplement von M. Setze

Sx=xz—Tx,x € L.
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Dann ist S injektiv, im(S) = im(id — T).
Behauptung 1: 3r > 0 Vz € L: r||z||x < ||Sz||x.
Beweis: (indirekt) Andernfalls gibt es 2, € L mit

k||Szellx < [lekllx =1, k€N

Es folgt fiir eine geeignete Teilfolge A C N:
Sxr =ak —Txr, = 0, Ter, — xo (K — 00, k € A);
das heisst,
Tr = xo € L (k= 005 k € A),
und Szg = 0,||zo||x = 1. Der Widerspruch ergibt die Behauptung.

Sei yr = Sz, — y (K = 00), zx € L. Mit Behauptung 1 folgt, dass (zx)ken eine
Cauchy-Folge ist in L. Da L abgeschlossen ist, existiert = limgen 2 € L mit
y = Sz; das heisst im(S) = im(id — T) ist abgeschlossen. O

Beispiel 6.2.1 Kompakte Operatoren erhdlt man oft in der Form von Integral-
operatoren.

6.3 Adjungierter Operator im Hilbertraum

Sei (H, (-, -) g ) ein Hilbert-Raum {iber R mit kanonischem IsomorphismusZ: H —
H*, wobei
(y*, x)gexm = (T y*,2)g, Vo € H,y* € H*. (6.3.1)

Sei weiter A: D4 C H — H dicht definiert mit dualem Operator A*: Dy C
H* —» H*.
Definition 6.3.1 Der zu A adjungierte Operator AT: Dyr C H — H hat
den Definitionsbereich

Dar ={y € H;ly: Dg > x> (y, Az) g ist stetig }
und ATy =T, fir alle y € D 4r; das heisst

(ATy,2)g = l,(x) = (y, Az)gr, Yo € Da, y € Dyr. (6.3.2)
Bemerkung 6.3.1 Offenbar hingen AT und A* wie folgt zusammen:
i) y* € Da» & y =7 'y* € Dyr, und weiter
i) ATTly* = T-Y(A*y*), Yy* € Da-;

das heisst,
AT =T 1o A*oT. (6.3.3)

Beispiel 6.3.1 Sei H = R™ mit Skalarprodukt

n
('Z-’y) = inyh Vo = (xla"'awn)a Y= (y17"'7yn)7
i=1
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und sei A € L(H) gegeben mit

n
(Az); = Zaz‘jxj, I<i<m
i=1

das heisst, A hat die Matrizdarstellung

aii a1n
a = (aij)1<ij<n = 3

anl Ann

Dann gilt

n
(y,A.’L’) = Z i Y;Tj = (ATy,.'L'), vm7y € Rn7
3,j=1
mit

n
(ATy); = Z%‘j%; I<j<nm,
i=1

und AT hat die Matrizdarstellung

aix - Gnl

a1p - Qnn

Notation: Im weiteren schreiben wir —im Einklang mit der Lehrbuchliteratur —
anstelle von AT wieder A*, wobei wir H und H* implizit mittels Z identifizieren.
Die Gleichung, welche A* auf einem Hilbert-Raum charakterisiert, ist also stets
(6.3.2) — mit A* anstelle von A7

Definition 6.3.2 i) Ein Operator A: Dy C H — H heisst symmetrisch |,
falls A C A*, das heisst, falls Dy C D~ und falls gilt

(Ayam)H = (yJAw)HJ Vx,y € DA-

ii) Ein Operator A: Ds C H — H heisst selbstadjungiert , falls A = A*, das
heisst, falls A symmetrisch ist mit Dy = D 4+.

Bemerkung 6.3.2 Ein symmetrischer Operator wird auch als formal selbst-
adjungiert bezeichnet.

Beispiel 6.3.2 Sei A € L(H) symmetrisch. Dann ist A selbstadjungiert, da
mit H= Dy C Dg+ C H notwendig Dg = Dy~ = H.

Beispiel 6.3.3 Wir betrachten die Erweiterungen A;, As, As des Laplace-
Operators As: C°(Q) C L2(Q) — L%(Q), Awu = Au fiir u € C°(Q), auf
einem glatt berandeten Gebiet Q CC R"™, wobei

Dy, = Cz(ﬁ)a
Da, = {u € C*(Q); u=0 auf 5Q},
Da, ={ueC?*Q);u=0= Ou auf O0N}.

on
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Offenbar gilt Aow & A3 & Az & A1, nach Satz 6.1.1 also
Al C A5 C Ay C AL.

Weiter gilt nach partieller Integration
(v, Aju) g2 = / vAudy = / Av-udp = (Av,u)re (6.3.4)
Q Q

fiir alle u,v € Dy,, falls i = 2,3 oder i = co; das heisst, Az, Az und A, sind
symmetrisch.

Zudem gilt (6.3.4) auch fir u € Da,, v € Dy,; das heisst,
Dy, C Das, A1 C A3

Somit ist A3 D Ay £ Az eine echte Erweiterung von As.

Bemerkung 6.3.3 Eine selbstadjungierte Erweiterung des Laplace-Operators
erhalten wir im Sobolev-Raum H}(Q), dem Abschluss von C§° () beziiglich der
Norm

| Zpr = / (uf? + [Va?) du, u € C(Q).

6.4 Spektrum und Resolvente
Sei (X, || - ||x) ein Banach-Raum iiber C, A: D4 C X — X linear.

Definition 6.4.1 Die Resolventenmenge von A ist
p(A) ={\€C; (A-id— A): Dy — X ist bijektiv mit (A -id — A)™' € L(X)}.

Bemerkung 6.4.1 i) Falls p(A) # 0, so ist A abgeschlossen.

ii) Ist A abgeschlossen, )\ -id — A bijektiv, so folgt X € p(A), da (A-id— A)! €
L(X) gemiss Satz 3.3.2.

Beweis: i) Sei A € p(4), also (A\-id — A)~! € L(X). Dann ist (\-id — A)~!
abgeschlossen; das heisst, die Menge

M={(z,y) e XxX; z=(\-id—A) 'y, ye X}
ist abgeschlossen. Jedoch gilt offenbar
M =T (xia-a) = {(z, Az — Az); © € D4},
und die Abgeschlossenheit von M impliziert diejenige von A. O
Definition 6.4.2 Die Resolvente von A ist die Abbildung R: p(A) — L(X)

mit
p(A) 3 A Ry = (\-id— A)~' € L(X).
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Satz 6.4.1 Falls \,pu € p(A), so gilt:
7,) RyA C ARy = ARy —id € L(X),'
'LZ) R)\ - Ru = (/1, - )\)RARN;
i) Ry R, = R, - Rx.
Beweis: i) Fiir A € p(A) gilt
x=(\id— A)Ryz = ARyz — AR)z, Vz € X,
beziehungsweise
z=Ry(A-id— A)xr = AR\x — R\Az,Vx € Dy,
also RyAx = AR)z, Vx € D 4; das heisst,

RyA C AR,.

ii) Schreibe

R)\ = R)\ -id = R)\(/,l, -id — A)R“
=Ra((u—A)-id+ (\-id — A))R, = (u — NRrR,, + R\(\ -id — A)R,,

und beachte, dass Ry(\-id — A) =id auf D4 = im(Ry,).

iii) folgt unmittelbar aus ii). O

Bemerkung 6.4.2 Mit Satz 6.4.1 ii) folgt, dass R auf p(A) komplex differen-
zierbar ist mit % =—R3.

Definition 6.4.3 Das Spektrum von A ist die Menge o(A) = C\ p(4). Ins-
besondere enthilt o(A) die Menge

op(A) = {X € C; X-id— A nicht injektiv }
der Eigenwerte von A mit Eigenraum
ker(A-id — A) = {z € Dy; Az = Az} # {0}.

op(A) heisst das Punktspektrum von A.

Beispiel 6.4.1 Sei X =C", A € C. Wegen der Rangformel sind dquivalent:

i) X-id — A ist injektiv,

ii) A -id — A ist surjektiv;

das heisst o(A) = op(A). Nach Darstellung von A durch eine quadratische Ma-

triz gilt iberdies die Aquivalenz von i), ii) zu
iii) det(\ - id — A) # 0.

Somit enthilt op(A) hdchstens n Punkte, und p(A) ist nicht leer und liegt sogar
dicht in C.
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Analog gilt fiir einen kompakten, selbstadjungierten Operator A € L(H) die
Aquivalenz von i) und ii) geméss Satz 6.2.1 und Satz 6.2.3; vergleiche dazu den
Satz von Riesz-Schander.

Beispiel 6.4.2 Fiir den Shift-Operator S: 12 — I? mit
S(al,az, .. ) = (0,&1,(12, .. )

gilt 0 € o(S), 0 & 0,(95).
Beweis: S ist nicht surjektiv, offenbar aber injektiv.

Satz 6.4.2 Sei A € L(X). Dann ist p(A) Z 0 # o(A), und es gilt:
i) [2] > ra =limposo0 [[A|} 5y = 2 € p(A);

i) ra= supzeo(A)|z|.

Beweis: i) Sei |2| > ra. Setze A = 27 'A € L(X) mit r; < 1. Aus Satz 2.2.7
folgt Invertierbarkeit von id — A und

Ro=(z-A)t=z"d-A) =21 A
n>0 (641)
=zlvid+ 22 A+ 2734 + e L(X).

ii) Mit i) folgt zunéchst 74 > sup,¢,(ayuo} /2| =: do-

Behauptung 1: r4 < op.

Beweis: Fiir |z| > r4 entwickle R, gemiss (6.4.1). Gliedweise Integration iiber
0B.(0) C C, r > ry, liefert

1
A" = — 2"(z — A)~'dz, Vn e N. (6.4.2)
211 8B,.(0)
Offenbar ist (6.4.2) dquivalent zu

1
I(A"z) = —/ 2" (Ryx)dz, Vne N,z € X, l € X*. (6.4.3)
21 8B,.(0)

Mit Bemerkung 6.4.2 folgt, dass die Abbildung
p(A) > z— I(R,x) € C (6.4.4)

fiir jedes x € X, | € X* holomorph ist; somit gilt (6.4.3), also auch (6.4.2), fiir
jedes r > ag.

Fiir r > o setze
M(r) = max{[|R.||(x); |2| =1}

Aus (6.4.2) folgt mit der Minkowski Ungleichung

A" (x) < "M (r), Vn €N,
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also L
= i M7 <
A nll,néo”A ||L(X)_T
Da r > o beliebig war, folgt r4 < oq. O

Behauptung 2: o(A) # 0.

Beweis: (indirekt) Nimm an, o(A) = 0, p(A) = C. Wegen Bemerkung 6.4.2 ist
dann die Funktion
f(z) =U(R.z), z€C

fiir jedes x € X, [ € X* analytisch, und (6.4.1) ergibt

lim |f(z)] < C- | 1|im |2l 71 = 27 A) [ x) = 0.
zZ|—0o0

|z| =00

Mit dem Satz von Liouville folgt f(z) = 0, Vz. Da l und z beliebig gewihlt
waren, erhalten wir R, = 0 fiir alle z € C im Widerspruch zu der Gleichung

(z— AR,z ==z, Yz € X, z € p(A).
O

Satz 6.4.3 Sei A: Dy C X — X, z9 € p(A). Dann enthilt p(A) die offene
Kreisscheibe
D={2€C; |z—z||(z0 — A) " |rx) < 1}-

Insbesondere ist p(A) offen, o(A) abgeschlossen und

Iz = A Mlex) 2

1
= dist(z,0(4))’ vz € p(A)-

Beweis: Schreibe, mit R,, = (29 — A) ! € L(X):
(z—A)=(2—20)+ (20— A) = (1 + (2 — 20) Rz, ) (20 — A).
Falls z € D, so ist 1 — (29 — 2) R, gemiss Satz 2.2.7 invertierbar mit

(1+ (2= 20)Rz) ™" = ) (20 — 2)"RE,,

n>0

also auch (z — A)~! € L(X); vergleiche Satz 2.2.8. O

6.5 Spektraltheorie im Hilbertraum

Sei (H,(-,-)u) ein Hilbert-Raum iiber C mit hermiteschem Skalarprodukt
(may)H = (y7$)H7 Vw,y € HJ

A: Djp C H — H dicht definiert mit adjungiertem Operator A*.

Welche Aussagen iiber das Spektrum von A kann man machen, falls A symme-
trisch ist oder selbstadjungiert?

Satz 6.5.1 Sei A symmetrisch. Dann sind alle Figenwerte reell, o,(A) C R.
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Beweis: Sei A € 0,(A), 0 # z € ker(X -id — A). Es folgt

Nlz||} = (Az,2)n = (A*z,2)n

= (v, Az)g = (Az,2) g = M|zl

also A=)\ eR. O

Gilt dieselbe Aussage fiir das gesamte Spektrum? — Betrachte dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 6.5.1 Sei H = L*([0,1],C) mit Skalarprodukt

1
(f,9)1e = /0 fgdt, f,g € H,

und sei Ase = i%: C§°([0,1];C) € H — H. Betrachte die folgenden Erweite-
rungen Ay von Ay, k=1,...,4, wobei

Da, = H([0,1];C) := {f € L?; f ist absolut stetig mit f' € L*},

D4, = {f € H'; £(0) = f(1)} (periodische Randbedingung),
Da, = {f € H'; f(0) = 0= f(1)}(Dirichlet Randbedingunyg,
Da, ={f € H'; f(0)=0}.

Natiirlich setzen wir Ay f = if' fiir f € D4, . D4, ist dann offenbar der maxi-
male Definitionsbereich, und es gilt A, G A3 G A2 G Ay, Ax G Ay

Behauptung 1: A3 C A} C A} = Ay C A}; das heisst, As ist symmetrisch, A
selbstadjungiert.

Beweis: Die Aussage A; C A} folgt analog zu Beispiel 6.3.3. Es geniigt daher,
A3 C As zu zeigen; alles weitere folgt aus Satz 6.1.1.

Sei f € Day. Fiir g € D4, erhalten wir

1 1
(A5f,9)r> = (f, A2g)1> = _i/o fg' dt = i/o f'gdt —i(fg)li=o-  (6.5.1)

Insbesondere erhalten wir wegen C§°([0,1]) C Dg,:

1
11> = Sup{l/0 f'gdtl; g € G5 llglle> < 1}

< sup (A3f,9)1> = [|A3f|IL2s
llall 2 <1

das heisst Dy C H', und A5f =if'.
Es folgt weiter

1
“sfa)e =i [ Fgds
0
mit (6.5.1) also

(f9)lo = (f(1) = £(0))g(1) =0, g € Da,.
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Da g(1) beliebig ist, erhalten wir f(0) = f(1), also f € Dag,. O
Behauptung 2: Es gilt

i) 0(A1) = 0p(A1) =C, p(41) = §;

ii) 0(A2) = 0p(A2) = 27Z, p(Ay) =C;

i) 0(As) = C, 0,(43) =0, p(43) = 0;

iv) 0(A4) = 0, p(44) =C.

Beweis: i) Zu A € Cist f = e ™ € ker(A — A1) C Dag,.

ii) Fiir k € Z gilt analog, dass f = e~ 2™ € D4, Nker(2nk — Az); das heisst,
27Z C 0p(As) C o(A).

Fiir A € C\ 27Z, g € L? erhilt man mit der Variation-der-Konstanten-Formel
die Darstellung aller Losungen f der Gleichung

d
A—i— | f=Xf—-if' =g. 5.
( Zdt)f f—if (6.5.2)
Die allgemeine Losung von (6.5.2) hat die Form

¢
f(t) = ae™ ™ +/ et g(s)ds, a € C. (6.5.3)
0

Falls f € Dy,, so ist a € C eindeutig bestimmt durch die Bedingung

1
f0)=a=f(1) = ae? +/ e g(s) ds; (6.5.4)
0
das heisst,

1
a=(1—-e )1 / ers=g(s) ds.
0

Es folgt f € L? mit

1
1511 < ol + ol < (e +1) lglzs

iii) Falls Asf = if' = \f fiir ein A € C, so folgt f(t) = ae~* und a = 0, falls
f € Da,; das heisst, 0,(A3) = 0.

Andererseits ist A - id — A3 fiir kein A € C surjektiv. Fiir g(s) = e~** folgt
nidmlich mit (6.5.3) und (6.5.4) fiir jede Losung f € D4, von (6.5.2) zunichst
a =0 und

t
f(t) — e—i)\t/ ei/\sg(s) ds = te_i”\t,
0

also f(1) = e~ #£0.

iv) Wie im Falle von A3 erhalten wir aus (6.5.3) fiir jedes A € C, g € L%([0, 1]; C)
die Darstellung

¢
fit) = e_i’\t/ e*g(s)ds € Da,
0
einer Losung von (6.5.2); das heisst, p(A4) = C. O

Symmetrische Operatoren kénnen demnach durchaus imaginére Spektralanteile
besitzen, jedoch gilt:
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Lemma 6.5.1 Sei A C A* symmetrisch. Dann gilt fiir alle z € C die Abschitzung
I(z = Aulla = [Im(2)|[|u|la, v € Da;

das heisst, fir z ¢ R ist (z — A) stets injektiv. Falls (z — A) zusdtzlich surjektiv
ist, so folgt z € p(A) und

1
— A7t < i

Beweis: Fiir u € D4 gilt wegen A C A*
(u, Au) g = (Au,u) g = (u, Au) g € R.
Es folgt fiir alle u € D4 die Abschitzung
[Im(2)|||ul 7 = [Tm(u, (z — A)w)a| < |(u, (2 = Aw)r| < ullull(z — A)ullw,

wie gewlinscht. O

Beispiel 6.5.1 illustriert sehr schon den folgenden Satz, welcher die selbstadjun-
gierten Operatoren durch ihr Spektrum charakterisiert.

Satz 6.5.2 Sei A C A* symmetrisch. Dann sind dquivalent:
i) A= A*;
ii) o(A) C R;

ii1) z — A ist surjektiv fiir je ein z mit Im(z) > 0 und eines mit Im(z) < 0.

Beweis: Wir zeigen iii) = ii) = i) = iii).
iil) “= ii)”: Sei 29 — A surjektiv, Im(zg) > 0. Mit Lemma 6.5.1 folgt 2o € p(4),
und Satz 6.4.3 liefert zusammen mit Lemma 6.5.1
D ={z€C;|z — 20| <Im(z0)} C p(A4).
Die Menge {z € C; Im(z) > 0} ldsst sich iterativ durch derartige Kreisscheiben
iiberdecken. Analog erhalten wir {z € C; Im(z) < 0} C p(A).
ii) “= 1)”: Sei u € Dg«. Da +i € p(A) nach Annahme, existiert v € D4 mit
(A" —Du=(A—i)w= (4" —i)v,
letzteres wegen A C A*. Es folgt (u —v) € ker(A* —4). Wihle nun w € D 4 mit
(A + 49w = u —v. Es folgt
llu = wllfy = (u—v,(A+)w)r = (A = )(u—v),w)r = 0;
das heisst, u = v € Dy.
“j) = iii)”: Sei z € C\ R.
Behauptung 1: im(z — A) ist abgeschlossen.
Beweis: Sei v = (z — A)up, = v (kK = o0). Da A = A* insbesondere symme-

trisch ist, folgt mit Lemma 6.5.1 die Abschiitzung

||uk—ul||H§ ||1)k—vl||—>0(k,l—>oo);

Lt
[Im(2)|
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das heisst, up — u (k — o0). Da A = A* abgeschlossen ist, folgt u € D4, und
v=(z—A)u € im(z — A). Der Raum im(z — A) ist somit abgeschlossen.

Behauptung 2: z — A ist surjektiv.

Beweis: Nach Behauptung 1 ist der Raum M := im(z — A) abgeschlossen.
Nimm an, M # H. Wihle v € M+ \ {0}. Dann folgt

(v,(z — A)u)g =0, Yu € Dy;

das heisst,
(v, Au)g = Z(v,u)pr, Yu € Dy.

Die Abbildung D 3 u +— (v, Au) g ist somit stetig, und v € D g+ = D4 mit
Av = A*v = Zv.
Mit Lemma, 6.5.1 folgt jedoch
[Im(2)|||vl|% < [|(Z = A)vllm =0,

und wir erhalten v = 0 im Widerspruch zur Wahl von v. (|



