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Worum geht es?

Grob gesagt, geht es um die Auflésung linearer Gleichungssysteme
Az =y

zu gegebenem y, wobei x und y in unendlich-dimensionalen Rdumen X und Y
liegen.

Beispiel 1. Das Randwertproblem zu gegebenem f € L2(2),

—Au=finQCccCR"”
u =0 auf 0Q

kann man auffassen als Gleichung der Form Az =y mit X = H? N H}(Q),
Y =1%Q), A: H>NH(Q) > u— —Au € L*(9Q).

Zusétzlich zur linearen Struktur des Problems bedarf es im oo-dimensionalen
Fall weiterer analytischer und geometrischer Strukturen, insbesondere spielen
Vollstandigkeit, Kompaktheit, beziehungsweise Konvexitit eine Rolle.

Je nachdem ist daher der “richtige” Rahmen fiir die mathematische Behandlung
ein normierter Vektorraum (Linearitéit) oder ein metrischer Raum (Vollsténdig-
keit, Kompaktheit), vielleicht auch ein “lokal konvexer topologischer Vektor-
raum”, in dieser Vorlesung jedoch meist ein Banachraum oder sogar ein Hilber-
traum.

Wie das Beispiel zeigt, geniigen fiir die Anwendungen die klassischen Funk-
tionenrdume allein nicht. In der Vorlesung “Funktionalanalysis II” werden die
fiir die Behandlung partieller Differentialgleichungen fundamentalen Sobolev-
Raume eingefiihrt und die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichun-
gen entwickelt.

Die Vorlesung stiitzt sich auf die grosse verfiigbare Lehrbuchliteratur, vor al-
lem jedoch auf die nachfolgend aufgefithrten Texte. Das hier vorliegende Skript
zur Vorlesung Funktionalanalysis I im Herbstsemester 2007 ist eine erweiterte
Version meines Skriptums aus dem Jahr 2002/03. Die anschliessende Vorlesung
Funktionalanalysis II/Partielle Differentialgleichungen im Friihjahr 2008 stiitzt
sich auf meine Vorlesung Funktionalanalysis I im Sommer 2003 sowie auf mei-
ne Vorlesung iiber Partielle Differentialgleichungen im Wintersemester 2004/05.
Ich danke Frau Manuela Diibendorfer fiir Ihre spontane Bereitschaft, eine Mit-
schrift dieser Vorlesung anzufertigen und fiir ihre Mithilfe bei der Korrektur. Ich
danke auch den Studierenden dieser Jahrgéinge, insbesondere den Herren Reto
Miiller und Paul Ziegler, fiir zahlreiche Anregungen und Kommentare.
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Teil 1

Funktionalanalysis I






Kapitel 1

Vollstandigkeit,
Baire-Kategorie

1.1 Ein “nichtlineares” Problem

Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,: [0,1] — R, und fiir jedes x € [0, 1]
existiere

lim fo(x) =: f(x).

Ist f dann in mindestens einem Punkt xg stetig? — und liegt damit, durch
Iteration des Arguments in Teilintervallen der Lénge %, n € N, die Menge der
Stetigkeitspunkte von f sogar dicht in [0, 1]?

Baire fand die geniale Losung dieses Problems auf dem Umweg iiber das fiir die
Funktionalanalysis dusserst fruchtbare Konzept der Baire Kategorie .

1.2 Metrische Riaume

Sei (M, d) ein metrischer Raum; das heisst d: M x M — R hat die Eigenschaften
i) d(z,y) >0, “=" gdw. z =y  (Definitheit)

ii) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

iil) d(z,2) < d(x,y) +d(y,z) (Dreiecks-Ungleichung)

Beispiel 1.2.1. i) Jede Teilmenge eines normierten Raums (X, || -||) kann in
kanonischer Weise als metrischer Raum mit Metrik

d(z,y) = [|z —yl|
aufgefasst werden; zum Beispiel [0,1] C R.
ii) Sei S = {(z)ken; xr € R} der Raum aller Zahlenfolgen in R. Durch

— 1 |ze —
d((zg), (yx)) = ——
(1), (yr)) ;2k1+|$k_yk|

3
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wird eine Metrik auf S erkldrt.

Wir wiederholen kurz die wichtigsten topologischen Begriffe:

i) Q C M heisst offen, falls gilt

Ve e Q3r > 0: B.(z) ={y € M;d(z,y) <r} CQ

ii) A C M heisst abgeschlossen, falls A° = M \ A offen ist.
Fiir  C M sind ferner definiert:

o

iil) @ = U G : der offene Kern von (2,
GCQ, G offen

N A : die abgeschlossene Hiille von (2,
ADQ, A abgeschlossen

iv) Q

v) 0Q = Q\ Q: der Rand von , welcher Q = Q U 9Q disjunkt zerlegt.
vi) Q C M heisst dicht, falls = M, das heisst, falls

BNQ+#0,VB=B,(x) C M. (1.2.1)

vii) Q C M heisst nirgends dicht, falls Q = (), das heisst, falls

B\Q#0,VB = B,.(r) C M. (1.2.2)

Fiir das folgende ist insbesondere von Bedeutung:

Satz 1.2.1. Sei U C M. Es sind dquivalent:

1) U ist offen und dicht;

i) A=U®= M\ U ist abgeschlossen und nirgends dicht.

Beweis: i) = ii): Sei U offen und dicht, A = U°. A ist abgeschlossen, und fiir
jede Kugel B = B,.(z) C M gilt

B\A=B\A=BnU #0.

ii) = 1): Sei A abgeschlossen und nirgends dicht, U = A€. U ist offen, und fiir
jede Kugel B = B,.(x) C M gilt

BNU=B\A=B\A#I.

d

Diese Begriffe sind natiirlich bereits auf der Stufe eines topologischen Raumes
erklart. Falls (M, d) metrisch ist, so gibt es dquivalente Kriterien mit Folgen in
M ; zum Beispiel

Satz 1.2.2. A C M ist abgeschlossen, gdw. fiir alle Folgen (zy)ren in A und
x e M gilt:
xp — x (k—o00) =z e A

Ein erst auf der Stufe metrischer Rdume definierter Begriff ist der einer Cauchy-
Folge und der Begriff der Vollsténdigkeit.
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Definition 1.2.1. (zp)ren ist eine Cauchy-Folge in M, falls
d(zg,x;) — 0 (k,l — 00).

Definition 1.2.2. (M,d) heisst vollsténdig , falls jede Cauchy-Folge (y)nen
i M konvergiert.

Beispiel 1.2.2. i) CY([0,1]) mit der von der Supremumsnorm

1 fllco = max [f(2)]

0<t<1

induzierten Metrik ist vollstindig.
ii) Alle Banachriume (LP(2),C™(Q),...) sind vollstindig.
i) Sei Q@ C R"™ offen, Q = Ujoil K; mit kompakten K1 C Ko C. Dann ist
C°(Q) mit der Metrik
1 f—glleox,
i)=Y o :
(£,9) Z 291+ |[f = glleox,)

j=1

analog zu Beispiel 1.2.1 i) vollstindig. (Die von d induzierte Topologie auf
C°(Q) heisst compact-open topology.)

1.3 Baire-Kategorie

Sei (M, d) ein metrischer Raum, M # (.

Satz 1.3.1. Falls (M, d) vollstindig ist, so gelten die folgenden (dquivalenten)
Aussagen

i) Sei Uy C M offen und dicht, j € N. Dann ist U = (\;2, U; dicht in M.

11) Falls (Ujoil Aj)o # 0 mit abgeschlossenen Aj,j € N, so gibt es mindestens
ein jo € N mit jljo £ (.

Insbesondere gilt:

i) Falls M = Ujoil A; mit abgeschlossenen Aj,j € N, so gibt es mindestens
ein jo € N mit jljo £ .

Beispiel 1.3.1. Die Beispiele zu Teil 1) des Satzes,

i) M =R =U,er{z}

und

i) M =Q = U,eolz}

mit A, = {x} = A, und fi)T = 0 zeigen, dass die Abzihlbarkeit der Mengen A;
und die Vollstindigkeit von M notwendig sind.

Beweis:

i) Aufgrund der Charakterisierung (1.2.1) dichter Mengen geniigt es, die folgende
Behauptung zu beweisen.
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Behauptung: Fiir z € M,r > 0 gilt stets B,.(z) NU # 0.

Beweis: Seien z € M,r > 0,B = B,(x). Konstruiere (z,);en induktiv, wie
folgt.

a) Da U; dicht und offen, gilt
Ui N B # 0,U; N B offen.
Wahle x1 e U1 N B,0< 11 < % mit

Br1 (3;‘1) C B2r1 (3;‘1) cU;nNnB. (1.3.1)

b) Seien x1,...,xj—1 € M,r1,...,rj_1 bereits bestimmt. Beachte, dass wie oben
gilt

UiNB,, (xj_1)#0,U;N By, (x;_1) offen.
Wihle T; € Uj n Brjfl(xj,l),o <r; < 277 mit

Brj ({EJ) C Bgrj ({EJ) C Uj N BT].71 ({Ejfl). (132)

Dann gilt fiir alle j > k € N:
xj € By (x;) CU;N By, (wj-1) C By, (xj-1) C...C By (xx)  (1.3.3)
also insbesondere
d(zj,zr) <71 < 27F 5 0(j > k — 00);
das heisst, (2;);en ist eine Cauchy-Folge. Da (M, d) vollsténdig, existiert

z* = lim x;,
j—o0

und nach Grenziibergang j — oo in (1.3.3) folgt mit (1.3.2)

¥ e Brk(xk) C Uk,Vk.

Insbesondere erhalten wir 2* € U = (,—, Ui. Fiir k = 1 liefert (1.3.1) zudem
z* e Uy NB C B, also
7 eUNB#0D,

wie gewiinscht.

i) = ii) (indirekt) Widerspruchsweise nehmen wir an

w-Un
j=1
mit abgeschlossenen, nirgends dichten Mengen A;, j € N. Setze
Uj=Aj=M\A;,jeN
Nach Satz (2.1.1) ist U; offen und dicht, j € N. Nach Annahme gilt jedoch

im Widerspruch zu i).
(ii) = i): Ubung.)
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Definition 1.3.1. (Baire Kategorie)

i) A C M heisst mager oder von 1. Baire Kategorie , falls A = U;’;l A; mit
nirgends dichten Mengen A;j,j € N; Kat(A) = 1.

1) A C M heisst fett oder von 2. Baire Kategorie , falls A nicht von 1. Baire
Kategorie ist; Kat(A) = 2.

iii) @ C M heisst residuell, falls Q¢ = A mager ist.
Beispiel 1.3.2. i) M = Q = {J,o{z} C R ist mager.
1) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager.

iii) Abzihlbare Vereinigungen magerer Mengen sind mager.

Frage: Gibt es iiberhaupt fette Mengen?

Satz 1.3.2. (Baire) Sei (M,d) vollstindig. Dann gilt:
i) Kat(M) = 2

ii) Kat(A) = 1= Kat(A°) =2, und A° ist dicht in M.
iii) 0 # U offen = Kat(U) = 2.

Beweis:
i) Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.3.1 iii).

ii) Falls Kat(A) = Kat(A°) = 1, so wire Kat(M) = 1 geméss Beispiel 1.3.1 iii),
also Kat(A°) = 2. Sei

mit nirgends dichten Aj,j € N. Dann ist U; = (A_J)C offen und dicht, und nach
Satz 1.3.11) ist

||
ﬁCg

c c

UA C GAJ» = A°
j=1

q
38

j=1
dicht.
iii) Wire Kat(U) = 1, so wire gemiiss ii) die Menge U¢ = A = A dicht, also
A=MU=0. O

“Typische” Beispiele magerer, beziehungsweise fetter Mengen sind somit (fiir
M =R) Q, beziehungsweise R \ Q.

Beachte, dass Q = R, R \ Q@ = 0. Jedoch scheint es einen Zusammenhang mit
dem Lebesgueschen Mass zu geben. Ist diese intuitive Vorstellung richtig?

Fragen: Sind Lebesgue-Nullmengen A C R (im Baireschen Sinne) “mager”?
Haben magere Mengen A C R stets verschwindendes Lebesgue-Mass?

Beide Fragen sind mit “Nein” zu beantworten, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 1.3.3. Sei (qi)ren eine Abzihlung von Q, und fir j € N sei

U; = U]Qk — 9kt gy 9=kt |
keEN
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LYU;) <Y 270t =973,
keN

Die Mengen U; sind offen und wegen
U;>2Q=R

auch dicht. Also ist A; = U mnirgends dicht, A = Ujoil A; mager und daher
U= ﬂjoil U; = A° fett nach Satz 1.3.2, jedoch gilt L1 (U) = lim;_. £L1(U;) = 0.

1.4 Erste Anwendung

Der Satz von Baire ist grundlegend fiir die Theorie linearer Gleichungen in
Banach-Réumen. Als erste Anwendung stellen wir hier jedoch die Lésung des
nichtlinearen Problems aus Abschnitt 1 vor.

Satz 1.4.1. (Baire) Sei (M,d) wvollstindig, (fn)nen eine Folge stetiger Funk-
tionen fn: M — R,n € N, und es existiere der punktweise Limes

lim fo(x)=: f(z) eR

n—oo

fiir jedes x € M. Dann ist
R = {x; f ist stetig an der Stelle x}

eine residuelle Menge, insbesondere also dicht in M.

Beweis: Fiir € > 0,n € N setze
Poe =A{z;[fulz) — f(z)| < e}

und weiter

Beachte: R, D R; fiir 6 <e.
Behauptung: U := ﬂjoil Ry/; = R, die Menge der Stetigkeitspunkte von f.

Beweis: “R C U”. Sei f in z¢ stetig. Zu € > 0 wihle rg > 0,19 = no(e), r, >
0 (n > np) mit

sup  |f(z) = flzo)| < /3

2E€Br, (z0)
und
sup |fa(zo) — f(z0)| < /3.
n-no
sowie

sup | fn(x) — fu(zo)| <e/3

x€By, (x0)

Dann folgt fiir n > ng,r < min{rg,r, }:

[fn(z) = f(2)] <& Vz € Br(x0);
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also By (x¢) C Pp e, 20 € Ppe C Re. Also zp € U.
“U C R”. Sei f in xg unstetig. Dann gibt es € > 0 mit der Eigenschaft

0SCE, (o) f = sup f— inf f>3eVr>0.

+(zo) Br(zo
Zu n € N wiahle r,, > 0 mit
0SCRB, (o) fn <eVr<r,.
Schiatze ab fir r < 7y,

2 sup |fo—fl=  sup  [(fu(z) = f(x)) = (fu(y) — f(¥))]

Br(zo0) z,y€Byr(x0)

> 0SCB, (z0) f — OSCB, (xo) fn > 26;
das heisst
xo & lgnﬁ,Vn eN
und somit xg & R, fiir € < go(xg), daher auch xg ¢ U.
Behauptung: R, ist offen und dicht fiir jedes € > 0.
Beweis: Offenbar ist R. offen, € > 0. Betrachte fiir ¢ > 0,n € N die Menge

Fre=Az;|fn(x) = fosr(x)] <e,Vk € N}
Beachte, dass mit f,4x(xz) — f(z) (k— oo) folgt F,, . C P, .. Wegen fp(x) —
f(z) (n— o0) gilt zudem |J,— | F, . = M,Ve > 0. Weiter ist

Fn,e = ﬂ {33‘; |fn($) - fn+k(x)| < 5}
k=1

abgeschlossen, also F, . = F'y, . U0F, . und daher

(Fn,s \}o'—‘n,s) = (8Fn7e)° = (Z)

Setze A, . = OF, .. Dann ist A, . abgeschlossen und nirgends dicht und liefert
die magere Menge

Ae = An,s = D(Fn,e\ﬁ—‘n,e) D) [j Fn,e\ [j -Z(z—‘n,s D) M\ [j JODn,E :M\Re
1 n=1 n=1 n=1 n=1

n= =

Satz 1.3.2 liefert die Behauptung. O

Setze nun
Uj = Riyj A; = Ryy;.

Dann ist A = (J;2, A; mager, also

R:U:ﬁUj:AC

Jj=1



10 KAPITEL 1. VOLLSTANDIGKEIT, BAIRE-KATEGORIE

residuell, insbesondere dicht nach Satz 1.3.2 ii). |
Umgekehrt kann man fragen

i) wann sich eine Funktion f: [0,1] — R punktweise durch stetige Funktionen
frn:]0,1] — R approximieren lisst.

Beispiel: f = xqn[o,1) ist nirgends stetig, also nicht punktweise durch stetige
fn approximierbar

ii) ob/unter welchen Bedingungen eine Funktion f € L([0,1]) einen Vertreter

f mit obiger Eigenschaft besitzt. Kandidaten fiir (f,,) wéren in diesem Falle

a) die Mittel (der durch f = 0 ausserhalb forgesetzten Funktion f), mit

a:+ﬁ
@ =n [T ) dy = f@) (0 o)

2n

fiir fast alle « € [0, 1] und insbesondere in jedem Stetigkeitspunkt, oder

b) die Fourier-Reihe der periodisch auf R fortgesetzten Funktion f. OBdA sei
die Periode auf 27 gestreckt. Setze

1 27 )
ap = — ft)e * dt k € 7,
271— 0

und

Vergleiche dazu das Konvergenzkriterium von Dini:

Satz 1.4.2. (Dini) Falls fiir x € R gilt

/’T|f($+t)—f($)

| dt < o0,
t

—T

so gilt fir die obige Fourier-Reihe
fo(@) — f(x)  (n— o0).

Eine weitere Anwendung liefert

Satz 1.4.3. (Prinzip der gleichmdssigen Beschrdinktheit)

Sei (M, d) vollstindig, (fx)xea eine Familie stetiger Funktionen fx: M — R,
und sei (fx)rea punktweise beschriankt in dem Sinne, dass

sup|fa(x)] < oo,V € M.
AEA

Dann gibt es eine offene Kugel B C M mit

sup [ fa(x)] < o0;
AeA,z€B

das heisst, (fx)xren ist gleichmissig beschrinkt auf B.
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Beweis: Fiir k € N definiere die abgeschlossene Menge

Ap ={z € M;|fi(z)| <k, VA€ A} =) {z;|fa(z)] < K}

AeA .
c abgeschlossen, da f) stetig

mit (Jyo, Ax = M. Da M vollsténdig, gibt es geméss Satz 1.3.1 iii) ein ko mit
Ay, # 0. Wihle B C Ay, . O

Falls die Funktionen fy lineare Abbildungen auf einem Vektorraum sind, erhélt
man aus Satz 1.4.3 ein Kriterium fiir die gleichmiissige Beschrianktheit der fy
auf einer Kugel um 0, das heisst fiir die gleichméssige Stetigkeit der fy. Es liegt
daher nahe, nun auch die lineare Struktur einzubeziehen.
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Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Normierte Riaume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, || - ||: X — R eine Norm auf X; das heisst,
i) ||z|]| > 0, “=" gdw. « = 0 (Definitheit),
it) [|[Az]| = |Al||x|], V2 € X, X € R oder C (positive Homogenitiit),
iii) ||z + y|| < ||z|| + ||ly|| (Dreiecksungleichung).
Mit der von || - || induzierten Metrik
d(z,y) = ||z —yll
ist X dann auch ein metrischer Raum.

Definition 2.1.1. (X, || -||) heisst ein Banach Raum , falls X beziiglich d
vollstdndig ist.

Bemerkung 2.1.1. i) Die Norm ist (Lipschitz-)stetig auf X, da

[l = Myll] < [l = yl], Vo, y € X.

i) Die Vektorraumoperationen sind ebenfalls stetig (Ubung).

Beispiel 2.1.1. i) Sei M eine Menge, (X, ||-||x) ein normierter Raum. Dann
181
BM,X)={f: M — X;tsu]gllf(t)llx < oo}
eM

ein Vektorraum mit der Norm

f B, x) = sup [[f (1)l x-
teM

1) B(M, X) ist vollstindig, wenn X wvollstindig ist.
Beweis:

13
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i) Mit den punktweise definierten Vektorraum-Verkniipfungen

(f +9)(&) = F() +9(8), A)(#) = Af(t), t € M

wird B(M, X) zu einem Vektorraum. Dabei benutzen wir auch die Dreiecks-
Ungleichung und die Homogenitéit der Norm. Die Eigenschaften i) und ii) einer
Norm sind trivialerweise erfiillt; beziiglich iii) beachte

If +9llBoux) = sup [|f(1) + 9@)[Ix < sup(|[f®)[x + [lg()]|x)
teM teM
<|IfllBar,x) + llgllBas,x)-

ii) Falls X vollsténdig ist, so sind Cauchy-Folgen (fi) in B(M, X) punktweise
konvergent, denn fiir jedes t € M ist wegen

I[fi(t) = fr@®llx < |Ifj = fellBoar,xy — 0 (j, kb — 00)
auch die Folge (fx(t)) eine Cauchy-Folge. a

Als Anwendung von Beispiel 2.1.1 zeigen wir, dass sich jeder metrische Raum
(M, d) “isometrisch” in einen vollsténdigen metrischen Raum (M*, d*) einbetten
l&sst.
Seien (M, d), (M*, d*) metrische Rédume, ®: M — M*.
Definition 2.1.2. ® heisst Isometrie , falls gilt

d*(®(x), ®(y)) = d(z,y),Vz,y € M.
Satz 2.1.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen
metrischen Raum (M*,d*) und eine Isometrie ®: M — M*.
Bemerkung 2.1.2. i) Wir bezeichnen in diesem Falle den Raum M = &(M)
als Vervollstandigung von M, (versehen mit der Metrik d =d*|_ ).
1) Man kann zeigen, dass die Vervollstindigung bis auf Isometrien eindeutig
15t.
Beweis von Satz 2.1.1: Wihle M* = B(M,R) mit der von || - || g(as,r) indu-
zierten Metrik d*. Nach Beispiel 2.1.1 ist (M*, d*) vollsténdig.

Fixiere ein z* € M. Definiere nun ®: M — B(M, X) durch
b:x— fo(z) =d(z,z) —d(z", 2).

Beachte
|fo(2)| = |d(z, 2) — d(z*, 2)| < d(z,z*),Vz € M,

also f, € B(M,X). Analog folgt
1fe = fullBvr) = sup|fa(2) — fy(2)]

zeM
= Sup |d($, Z) - d(yv Z)| < d('r’y)
zeM
und
[fe = fyllBory = [f2(z) = fy(2)] = d(z,y).
Also ist @ eine Isometrie. O

Seien || - ||1, ][] - ||]2 Normen auf X.
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Definition 2.1.3. || - ||1,]|| - ||2 heissen Aquivalent, falls mit einer Konstanten
C >0 gilt
CHz|l1 < ||z|]2 < C||z||1, Vo € X. (2.1.1)

Beispiel 2.1.2. i) Auf R™ (oder C™) ist jede Norm dquivalent zur euklidischen
Norm; also sind je zwei Normen auch zueinander dquivalent.

Beweis: Die Finheitssphdre in R™

Sn71 = {(p = (xl,...,xn) S IRn7||x|| =

ist kompakt, jede Norm || - ||1 beziiglich der euklidischen Norm stetig, da fir
T = $0+€,§ = (517'-'5577,) ngt

n
lzllr = lloll1] < llz1 — zollr = 1) &ieillr
=1

<Y el = léllleills < > 1&l < ClIE]-
=1 =1 =1

Also existieren
max,cgn—1 ||z]||1 = C1, mingcgn—1 ||z||1 = C{l > 0.

Mit C = max{Cy,Cs} folgt (2.1.1). O
ii) Die Normen auf C°([0,1]),

1
£l = sup If(t)|7||f||z=/ () dt
te[0,1] 0

sind nicht dquivalent, da fir (fn)nen mit
falt)y=tr0<t<1
qilt

1
[fnlli =1, [|fall2 = i 0 (n — o).

Hingegen lisst sich das Ergebnis aus Beispiel 2.1.2 1) auf jeden endlich-dimensionalen
Raum tbertragen.

Satz 2.1.2. Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum X sind je zwei Nor-
men dquivalent.

Beweis: Wir fithren die Aussage auf den Fall X = R", beziehungsweise X = C"

zuriick. OBdA sei X ein R-Vektorraum. Wihle eine Basis eq, . . ., e, fiir X. Dann
ist die Abbildung

O:R"— X, x= (xl,...,xn,)Hinei eX
i=1
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linear und injektiv, mit der Rangformel also auch surjektiv. Seien || - ||5X, || - ||
Normen auf X. Definiere

llzlls = [|@(@)[[, = € R

und analog ||z||2. Die Eigenschaften i), ii) einer Norm folgen aus der Definitheit
und Homogenitéit von || - ||X, da ® linear ist und injektiv. Mit der Linearitét
von ¢ folgt ebenso fiir z,y € R™ die Dreiecksungleichung

e+ yll = [12(@) + 2)IIF < @@ + @)Y = ll=ll + [lylh
aus derjenigen fiir || - ||3*. Nach Beispiel 2.1.2 i) gibt es C' > 0 mit

CHally = CTHI@(@)IIY < lzll2 = ll@(2)]1F
< Cllzll = Cl|@(x)[lF, Yo € R™.

Da & surjektiv, folgt die Behauptung. ]

Satz 2.1.3. Endlich-dimensionale Teilrdume eines normierten Raumes sind
vollstindig, insbesondere abgeschlossen.

Beweis: Sei Y C X endlich-dimensional, U Vektorraum des normierten Raumes
(X, - 1), dimg(Y) = n. Sei : R™ — Y wie im Beweis von Satz 2.1.2, ||z||1 =
[|®(x)|| die von der Einschrinkung von || - || auf ¥ induzierte Norm in R".

Cauchy-Folgen (yx) C Y werden unter ®~! abgebildet auf Cauchy-Folgen (zy)
im (R™,[] - [|1). Wegen Beispiel 2.1.2 i) sind dies auch Cauchy-Folgen in R"
beziiglich der euklidischen Metrik. Da R™ vollsténdig ist, existiert

lim zp =:x
k—oo

und yr — y := ®(x) (k — o0). Somit ist ¥ vollstéindig.
Abgeschlossenheit erhdlt man mit dem Folgenkriterium geméss Satz 1.2.2. O
Fiir co-dimensionale Unterrdume ist das Ergebnis der Satz 2.1.3 im allgemeinen

nicht richtig.

Beispiel 2.1.3. Betrachte C°([0,2]) als Unterraum von (L'([0,2]),||-||p1). Die
Folge (fn)nen C C°([0,2]) mit

0, 0<t«1
t:
£(t) {1, .

jedoch gilt f & C°([0,2]).

Abstrakt kann man auch wie folgt argumentieren: C°([0,1]) ist ein strikt in

LY([0,1]) enthaltener Teilraum,jedoch gilt L'([0,1]) = C°(]0,1]).
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Wir wiederholen den Begriff der Kompaktheit in metrischen Rdumen (M, d).

Definition 2.1.4. K C M heisst (folgen-) kompakt, falls jede Folge (xk)ren C
K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

In (R™,|-]) gilt das einfache Kriterium: K C R™ ist kompakt genau dann, wenn
K beschrinkt und abgeschlossen ist.

Vergleichbare Kompaktheitskriterien in C°(Q2) oder LP(2) werden wir spiter
kennenlernen.

In metrischen Rédumen ist Folgenkompaktheit ferner dquivalent zur Uberdeckungs-
kompaktheit.

Definition 2.1.5. K C M heisst liberdeckungskompakt, falls jede offene
Uberdeckung (U,),er von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Letztere “Heine-Borel-Eigenschaft” benutzt man zur Definition von Kompakt-
heit in topologischen Rdumen.

Schliesslich kann man endlich-dimensionale Vektorraume auch wie folgt charak-

terisieren.

Satz 2.1.4. Sei (X,]||-||) ein normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

i) dim(X) < oo.
ii) Die Finheitssphire in X,

$ =o€ X;ljal| = 1}
ist kompakt.

Beweis: i) = ii) Sei dimg(X) = n,®: R® — X der Isomorphismus aus dem
Beweis von Satz 2.1.2, || - ||; die durch ® induzierte Norm auf R,

O1(S) = {w € R [l |y = 1} =: 1.
Wegen Beispiel 2.1.21) ist S; C R™ abgeschlossen und beschriinkt, also kompakt.

® ist stetig. Damit ist auch ®(S7) = S kompakt.

ii) = i) (indirekt) Sei dimg(X) = co. Wir konstruieren eine Folge (x)ken in S,
die keine konvergente Teilfolge besitzt.

Falls die Norm auf X von einem Skalarprodukt (-,-) induziert wird, das heisst

falls
llzl| = v (2, 2), Vo € X,

so erhilt man eine geeignete Folge (2 )ken, indem man aus einer Folge linear
unabhingiger Vektoren y; mit dem Gram-Schmidtschen ' Verfahren eine Folge
orthonormaler Vektoren erzeugt mit

lzell = 1, (@i, 2x) = 0 (i # k),

lsiche zum Beispiel Werner, S. 202
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also auch
|z: — xl|? = |l2al? + |2kl P — 2(2i, 20) = 2 (i # k).

Somit kann (zx)ren keine konvergente Teilfolge haben.

In einem allgemeinen normierten Raum erhélt man analog eine geeignete Folge
durch Anwendung des folgenden

Lemma 2.1.1. (Franz Riesz): Sei (X, ||-]]) ein normierter Vektorraum, Y C X
ein abgeschlossener linearer Unterraum, Y # X. Dann gibt es fiir jedes € €]0,1]
emn € X mit

i) [Jx]] = 1,
it) d(X,Y) =infyey ||z —yl|| >1—ec.

Beweis: Wiihle z* € X\ Y. Da Y =Y, gilt
d: =d(z*,Y) = inf ||z* — 0.
(@7, Y) = inf [la" — || >

Wihle y* € Y mit

d
d<|lz* —y*|| < —.
< Jlo* —y'll < T

Setze
x*_y*
€= * *
[ES
mit ||z|| = 1 und
¥ —y d

d(z,Y) = inf ||

= >1-—e
vey |zt —yr|

Al =yl
O

Beweis von Satz 2.1.4 ii) = i) (vollendet) Seien (yx)ren linear unabhéngig.
Y = span{y;;l < k}, k € N. Nach Satz 2.1.3 ist Y}, fiir jedes k abgeschlossen.

Wihle 21 = m und fiir k£ > 2 wéhle z, € Y3, \ Yx—1 mit

|kl = 1, d(zg, Yi-1) >

N =

gemiiss Lemma 2.1.1. Dann gilt fiir & > [ stets

llzx — 1] > d(zx, Ys) > d(zg, Yiee1) >

N~

Also ist S nicht kompakt. a

2.2 Stetige lineare Abbildungen

Seien (X, || ||x), (Y;]| - |ly) normierte Vektorrdume, A: X — Y linear.
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Satz 2.2.1. FEs sind dquivalent:

i) A ist stetig in 0 € X;

1) A ist stetig in jedem Punkt z¢ € X;
1) A ist gleichmdssig stetig auf X ;

iv) A ist Lipschitz stetig;

) SUP||y) ¢ <1 |[AZ[ly < 0.

Beweis: v) = iv) Mit der Linearitét von A folgt fiir x; # xo € X

r1 — T2

[[Azy — Azs|ly = [|A(z1 — 22)|ly = [|21 — 22| |x [|[A7—r
|71 — 22| x

18%

< sup [[Az|ly[lzr — 2a|lx.
[lz|[x <1
iv) = iii) = ii) = i) ist klar.
i) = v) (indirekt) Sei sup, <1 [|Az|ly = oo. Wiéhle (z)nen in X mit

lznllx < 1,0 <||Azn|ly — 00 (n — o0).

Dann gilt
x

__Tn
[ Aznlly

jedoch folgt mit der Linearitdt von A

Zn —0in X (n — o0);

[|Azp|ly =1,n €N,
im Widerspruch zur angenommenen Stetigkeit in 0 € X. a
Zusammen mit Satz 2.1.2 folgt:

Satz 2.2.2. Sei X endlich-dimensional, A: X — Y linear. Dann ist A (Lip-
schitz) stetig.

Beweis: ||z||« = ||z||x + ||Az||y definiert eine Norm, die von A induzierte
“Graphennorm” auf X. Nach Satz 2.1.2 gibt es C' > 0 mit

| Az[ly < |zl < Cflz]|x, Ve € X.

Satz 2.2.2 gilt nicht mehr, falls X unendlich-dimensional ist.
Beispiel 2.2.1. Sei X =Y = CY([0,1]), [|-llx = |-l |- |ly = || ||co, A = id.
Analog zu Beispiel 2.1.2 ii) gilt

sup || fllo = oo;
1£1lpa<1

also ist A nicht stetig.

Setze

L(X,Y) = {A: X My, A tetig .
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L(X,Y) ist ein Vektorraum mit Norm

Ax Y
IAlleyy = sup |Aally = sup LAZIY.
[lz|]x <1 2#0 ||| x

Falls X =Y (mit derselben Norm), so setze
L(X,X)=L(X).

Satz 2.2.3. i) Seien X, Y, Z normierte Vektorriume, A € L(X,Y),B € L(Y, Z).
Dann gilt BA € L(X,Z), und

I|BA||L(x,2) < I[AllLx )| BllLey,z)-
11) Die obige Abbildung A, B — BA ist stetig.

Beweis:
i) Schétze ab

[[(BA)x||z = ||B(Az)||z < [|B|L(v,2)||Az|ly
<|IBlloy,)llAllLx, v llzllx-

ii) Stetigkeit der Verkettung folgt aus
BA — ByAg = (B — B())A + B()(A — A())

mit 1). O
Falls X = Y, so koénnen wir L(X) wegen Satz 2.2.3 als Algebra auffassen.
Insbesondere sind die Potenzen A% = A... A eines A € L(X) definiert.

——

k—mal

Fiir die Existenz von Potenzreihen benétigen wir die Vollstandigkeit.

Satz 2.2.4. Ist Y in Banach-Raum, so ist auch L(X,Y) ein Banach-Raum.
Beweis: Sei (A,)nen Cauchy-Folge in L(X,Y), das heisst

sup ||[Apz — Az|ly — 0 (n,l — o).
[l]|x <1

Dann ist (A,2)nen Cauchy-Folge fiir jedes € X mit ||z||x < 1, wegen der
Linearitét also auch fiir beliebiges x € X. Falls Y vollstédndig ist, existiert der
punktweise Limes

Az = lim Apz,z € X.

n—oo

A ist linear wegen der Linearitdt von A, und Stetigkeit der Vektorraum-
Operationen, und aus

| Az[ly = || lim (Ap2)|ly = Tim [[Anz[ly <limsup|[An|[Leylleflx
n—oo n—oo n—00

folgt die Stetigkeit von A.
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Analog erhalten wir
1Az = Apzlly = || im (Aiz — Apz)|ly
= Jm [[(4r = A,)@)ly < tsup 4 = Al el
und daher nach Ubergang zum Supremum beziiglich ||z||x < 1

I[A = AnllLx,y) < 1i§nsup |41 = AnllLix.y) — 0 (n — 0).

Satz 2.2.5. Sei Y ein Banach-Raum, A; € L(X,Y),j € N, und es gelte
Z ||Aj||L(X,Y) < Q.
j=1

Dann ist 3377 Aj = limy, 0o 37 Aj € L(X,Y).

Beweis: Sei S,, = Z?Zl Aj,neN. Da

150 = Sillxyy < Y A5llLexyy = 0(n > 1 — o),
J=l+1

ist (S )nen eine Cauchy-Folge in L(X,Y), nach Satz 2.2.4 also konvergent. 0O

Beispiel 2.2.2. z) Sei X ez'n Banach—Raum, A € L(X). Dann ezistiert die
Reihe exp(A) = e =377 k, L(X).
Beweis: Mit ||Ak||L(X) < ||A||L(X),Vk € Ny, folgt

ZH ||L(X) <exp([[AllLx)) <

O

i) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X),||A|lrx) < 1. Dann existiert die
Neumann-Reihe } ;7 A% € L(X), und es gilt (mit 1 = A° = id)

ZAk ZAM_ = (2.2.1)

das heisst, die Abbildung 1 — A ist invertierbar mit
d oAb =(1-4)7"
k=0

Beweis: Konvergenz der Reihe S, = >./_, Ak n € N, folgt analog zu i) mit
dem Konvergenzkriterium fiir die geometrische Reihe. Die Identitit (2.2.1) folgt
aus

(1— A)Sy = Sp(1— A) = Sp — (Spsr — 1) = 1+ (Sy — Spi1) — L.
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Satz 2.2.6. Sei X ein Banach-Raum, A € L(X). Dann ezistiert
. it , L
ra= lim [[A"[7 ) = TlfelfNHA ) < HAllzeo-

r4 heisst Spektralradius von A.

Beispiel 2.2.3. Sei A € L(X), und sei A € R Eigenwert von A mit Figenvektor
0#x) € X. Mit
Atxy = /\An_le == A"z,

folgt dann ||A™|[x) > [N|[" fiir allen € N, und ra > |).
Beweis von Satz 2.2.6: Beachte

nnl/n
1A™1% < I1AllLcx), ¥n € N.

Zu € > 0 wihle k£ € N mit
k % : n||=
IA™IE x) S}gleA Zix) +e
Fiir n € N schreibe n = kl + m, m < k. Es folgt
n| = Kl mi|=
A™[7 ) < HANE o lIA™ 2 (x)
€z m
< AR o 1Al 2y
k|| - iy
—[|A ||f(x) < ]HEII%HA ||L(X) +¢e (n— 0),

also

1 . n)= . n||w
limsup [ A™[7 () < i [[A"I]7x) < Hminf [[A"]]E ).

n—oo
Als Folgerung notieren wir abschliessend:

Satz 2.2.7. Sei X ein Banach-Raum, A € L(X) mit ra < 1. Dann konvergiert
die Neumann-Reihe Z;‘io Al € L(X), und es gilt

iAj =(1-A)""eL(X).
j=0

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 2.2.5 mit dem Wurzelkriterium. O

Setze
Gl(X) = {A € L(X); A invertierbar und A~! € L(X)}.

Bemerkung 2.2.1. In Abschnitt 3.2 werden wir sehen, dass fiir bijektive Ab-
bildungen A € L(X) eines Banachraums X die Inverse automatisch stetig ist.

Aus Satz 2.2.7 folgt nun

Satz 2.2.8. Sei X ein Banach-Raum. Dann ist GI(X) offen in L(X).
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Beweis: Sei Ag € GI(X),A € L(X) mit
14 = Aol < 145 175,
Wir zeigen A € GI(X). Schreibe dazu
A= Ao+ (A— Ag) = Ao(1+ Ay (A — Ay)).
Satz 2.2.3 liefert die Abschitzung
1451 (A = Ao)llix) < 114G lollA = AollLix) < 1.

Mit Satz 2.2.7 folgt
(14451 (A - 49)~" € L(X),

und mit Satz 2.2.3 folgt die Behauptung. O

2.3 Quotientenraum

Sei X ein Vektorraum, ¥ C X ein linearer Unterraum. Definiere die Aquiva-
lenzrelation
Ty ~Xo:& 21— T €Y

mit Aquivalenzklassen
[z] =x+Y.

Beachte [ax] = afz], [x + y] = [x] + [y]; das heisst

X/Y = {afso € X}
ist ein Vektorraum. Es sei 7 die kanonische Quotientenabbildung

T X2z~ [z]€Y.
Satz 2.3.1. Sei || ||x Norm auf X, Y C X abgeschlossen, Y # X. Dann ist

ey = inf Jlz —yllx
eine Norm auf X/Y, und m ist stetig mit
7|l x/vy = 1.

Falls (X, || - ||x) vollstindig ist, so auch (X/Y,||-||x/y)-

Bemerkung 2.3.1. Auf die Abgeschlossenheit von Y kann man nicht verzich-
ten. Falls Y C X ein dichter Unterraum ist, so gilt stets infyecy ||z — y||x = 0.

Beweis von Satz 2.3.1:

i) Zum Beweis der Definitheit sei ||[z]|| x,y = 0 fiir ein € X. Dann gibt es eine
Folge (yx) C Y, so dass ||z — yx||x — 0 fiir K — co. Mit der Abgeschlossenheit
von Y folgt @ = limg_,o yr € Y, also [z] = 0.

Die Homogenitét der Norm || - || x/y ist offensichtlich.
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Schliesslich zeigen wir die Dreiecks-Ungleichung. Zu z1,z2 € X,e > 0 wihle
Y1,Y2 € Y mit

llz1 —yillx + w2 = yellx < |l[z1]llx/y + llz2]llx/v +e.
Es folgt

[[z1] + [22]l|x/v = l[[z1 + 22]l|x/v < |[(z1 +22) — (y1 +y2)l|x
<z —willx + [lz2 — yellx < z1]llx/y + l[z]llx/v + e

Mit ¢ | 0 folgt die Behauptung.
i) Mit [[7(2)]|x/y = [|[z]llx/v < ||z||x folgt sofort |[7||Lx x/v) < 1.

Zu e > 0 wihle x = 2. € X \ Y gemiéiss dem Lemma 2.1.1 von Riesz mit
[lz||x = 1,dist(z,Y) > 1 —e.
Beachte die Beziehung
dist(a, ) = inf [l — yllx = l[alllxv-

Es folgt
2]l x/v

>1—ce.
||| x

7 Lox,x/vy >

iii) Einen eleganten Beweis der Vollsténdigkeit des Raumes X/Y im Falle eines
Banachraums X findet man im Buch von Rudin, S. 29. a

2.4 Hilbertraume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, (-,-): X x X — R oder C.

Definition 2.4.1. (-,-) heisst Skalarprodukt auf X, falls gilt

i) (z,y) = (y,2), Yo,y € X,
ii) (ax + By, z) = ax(x, z) + By, 2), Vo,y,2 € X, o, 8 € R oder C,
iii) (z,x) >0, (z,2) =0& 2 =0.

Bemerkung 2.4.1. In diesem Fall definiert
lzl :== v/ (z,2), © € X,

die kanonische Norm in X.

Beweis: Die Definitheit und die positive Homogenitéit sind klar. Die Dreiecks-
Ungleichung folgt mit der nachstehenden Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
Lemma 2.4.1, aus der Rechnung

le+yl? = (2, 2) +2Re(z,y) + (y,y) < lle|*+2llal| [yl + [yl = (2]l +ly[)>.

d
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Lemma 2.4.1. (Cauchy-Schwarz) Es gilt

(@ o)l <[zl llyll, Y2,y € X.

Beweis: OBdA gelte ||z|| = ||y|| = 1. Setze t = (x, y) und beachte, dass damit
(z,y — tx) = 0. Mit

1=yl = llte + (y — t)|* = ||* + ||y — tal[* > £ = |(z,y)|”

folgt die Behauptung. o

Definition 2.4.2. Der Raum (X, (-,-)) heisst Hilbertraum falls X bzgl. || - ||
vollstdndig ist.

Beispiel 2.4.1. i) R™ oder C™ sind Hilbertrdume mit dem dblichen Skalarpro-
dukt.

i) Der Raum L*([0,1];C) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
1
(fg)o = [ sy
0

ZuY C X sei
Yt ={2¢€X;(2,9) =0,Vy € Y}.

Lemma 2.4.2. Y ist ein abgeschlossener linearer Unterraum.

Beweis: Linearitit von Y+ folgt unmittelbar aus der Linearitit des Skalarpro-
dukts. Falls weiter (z;) C Y+ mit z; — 2 (k — o0), so gilt

(z,y) = lim (z,9) = 0, vy € V.

Also ist Y+ abgeschlossen nach Satz 1.2.2. O

Bemerkung 2.4.2. i) Falls Y = X, so gilt Y+ = ().

ii) Offenbar gilt
Y C Yy = Y DY

Beweis: i) Sei z € Y1 Falls Y = X, so gibt es (yx) C Y mit y, — 2 (k — o0),
also
217 = (2.2) = lim (z,00) = 0.

O

Lemma 2.4.3. Sei (X, (:,-)) ein Hilbertraum, Y C X ist ein abgeschlossener
linearer Unterraum, Y # X. Dann gibt es zu jedem xg € X genau ein yg € Y
mit

(zo — yo,y) =0,Vy €Y,

und
[0 — yol| = dist(zo,Y) = inf |[zo — yl.
yey

(Der Punkt yo ist der “Fusspunkt des Lotes” von xo aufY.)



26 KAPITEL 2. LINEARE ABBILDUNGEN

Beweis: Zu vorgegebenem xg € X wéhle y; € Y mit
[|zo — yr|| — dist(zo,Y) =:d (k — 0).
Behauptung 1: (yi) ist Cauchy-Folge.
Beweis: Benutze die Parallelogramm-Identitéat
lla+8l1* + lla — b][* = 2(]al|* + |[b]*)
mit a = g — Yg, b = xg — y;. Es folgt
462 =2 1im (|lso — gl + Il — il

yk+yl||2
2

= lim (4|0 - + llyr — wl?)

> 4d® + limsup ||yx — u1])?.

S L— 00

Da X vollstindig, existiert yo = limg—00 yx € Y, und ||zg — yol| = d.
Behauptung 2: Fiir yp € YV gilt: ||xg — yo|| =d < (20 —yo) L Y.
Beweis: “=": Mit

llzo = yol|* = d* < [lwo —yo +tyl[>, Yy € Y, t €R

folgt
d
0= E‘t:o”xo — Yo +ty||2 = 2Re(x0 — yo,¥),Vy € Y.
“<": Da fiir jedes 0 # y € Y die Funktion t — f(t) := ||zo — yo + ty||* ein
quadratisches Polynom in ¢ definiert mit f” > 0 gilt auch die Umkehrung. O

Seien yo,y1 € Y mit (xg —yo) L Y, (xo —y1) L Y, nach Behauptung 2 also
llzo — yol| = d = ||xo — y1||- Dann gilt
d* = [lzo — 1||* = [lzo — yo — (y1 — wo)|I*
= [lzo = yolI* + lly1 = woll* = &* + [ly1 — wol |,
also y1 = yo. O

Korollar 2.4.1. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, Y C X ein abgeschlossener
linearer Unterraum, Y # X, und sei xyp € X \'Y. Dann gibt es eine eindeutige
Zerlegung xo = yo +2z mityo € Y, z € Y+ und

||z|| = dist(zo,Y).

Mit Lemma 2.4.3 erhalten wir sofort auch den folgenden Satz.

Satz 2.4.1. Sei (X, (+,-)) ein Hilbertraum, Y C X ein abgeschlossener linearer

Unterraum. Dann gilt
X=Yov"t

und jedes x € X hat eine eindeutige Zerlegung

z =zl + xt, wobei #ll e Y, 2t evt,
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mat
2] = [J21]* + ||z

Insbesondere ist die Orthogonalprojektion my: X — Y mit wy (z) = !! stetig,
und Y ist isometrisch zu X/Y*.

Bemerkung 2.4.3. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann hat gemdss Satz 2.4.1
jeder abgeschlossene lineare Unterraum Y C X das topologische Komplement
Y+,

Zu'Y C X setze weiter
YLL — (YL)L D Y

Lemma 2.4.4. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann gilt Y+ = span Y. Ins-
besondere ist Y- =Y fiir jeden abgeschlossenen linearen UnterraumY C X.

Beweis: Setze W := span Y. Nach Bemerkung 2.4.2 gilt W+ C Y+, mit Lem-
ma 2.4.2 also auch
Wit o vt Sspan Y = W.

Es geniigt daher zu zeigen, dass W-+ C W. Andernfalls gibt es y € WL\ W,
und nach Lemma 2.4.3) diirfen wir oBdA annehmen, dass y L W. Das heisst,
y € WHN W also (y,y) = 0 im Widerspruch zur Wahl von y. a

2.5 Produkte

Analog zu R™ kann man fiir Vektorrdume (X, || -:),1 < ¢ < n, den Produk-
traum X =[], X; definieren mit Elementen

Wie in R™ kann man aus den Normen || - ||; der X; verschiedene Normen fiir X
ableiten, zum Beispiel, fiir 1 < p < oo, die Norm

n 1/P
el = (znxw) ,
=1

][00, x := max [[a[;.

oder die Norm

Diese sind wegen Beispiel 2.1.2 alle dquivalent, und die Projektionen
mi: Xdx=(x1,...,25) — x; € X;

sind stetig, 1 < i <mn. X ist vollstindig, falls alle X; dies sind.
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Kapitel 3

Prinzipien der
Funktionalanalysis

3.1 Gleichmissige Beschrinktheit

Wie angekiindigt, liefert der Satz 1.4.3 von Baire im Kontext linearer Abbildun-
gen auch Information “im Grossen”. Seien X, Y normierte Raume.

Satz 3.1.1. (Banach-Steinhaus): Sei X vollstindig, (Ax)xea in L(X,Y) punkt-
weise beschrdnkt, das heisst

sup |[Axz|ly < oo,Vz € X.
AEA
Dann folgt
sup [[Ax]|L(x,v) < oo;
AEA
das heisst (Ax)aea ist gleichmissig beschrinkt.

Beweis: Fiir A € A definiere die stetige Abbildung fy: X — R durch
(@) = ||Axz]ly,xz € X.

Nach Annahme ist (fx)rea punktweise beschrinkt.
Da X vollstindig ist, existiert nach Satz 1.4.3 eine Kugel B = B, () C X mit

sup | fa(z)| < oo.
AEA,zEB

Es folgt fiir ||z||x < 1:
1
1Axzlly = ~llAx(zo +ra) — Ax(@o)lly
1 1
S ;HA)\(J?O + TZ‘)HY =+ ;HA)\J:OHY
1

1
<-  sup |fa(2)]+ = sup |[Arzolly =: M,
T X\€A,2€B,.(z0) T XeA

29
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gleichméssig in A € A und z € X mit ||z]|x < 1; also
sup [|Ax[|Lx,v) < M.
AEA
O

Anwendung 3.1.1. Sei X wollstindig, (Aj)jen C L(X,Y) punktweise gegen
A: X — Y konvergent. Dann ist A linear und stetig mit

1ALy < liminf || A5]]zcxy) < oo

Beweis: Nach Satz 3.1.1 gilt sup,cy [|4;]|L(x,y) < oo. Wihle eine geeignete
Teilfolge A C N mit

A5 Lx,v) (j_};j H.rggjlfHAjHL(X,Y) =: M < oo.

eN) J

Diese Teilfolge konvergiert natiirlich ebenfalls punktweise gegen A. Offenbar ist
A linear, und es gilt

lAally = lim_ (l4sally <l (14 llsonr el = Mlledlx

fiir alle z € X. a
Die Vollsténdigkeit von X ist wichtig, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 8.1.1. Sei X = CO([0,1]),[|-]lx = |||lz2- Ajf: =j [}, ,; F(#)dt,j €
N. Offenbar gilt

451 < 3l1flles, g €N
also ist Aj: X — R stetig. Weiter gilt

Ajf o) Af = f(1),Vf € X;

jedoch ist A: X — R unstetig. (Wihle fn(t) = t™ mit f, — 0 in L*([0,1]) und
Afn = fo(1) =1,Yn € N.)

(Vergleiche auch Ubung 3.1.)

3.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Seien X, Y normierte Rdume, A: X — Y linear.

Definition 3.2.1. A heisst offen, falls das Bild jeder offenen Menge U C X
offen ist in Y.

Satz 3.2.1. (Satz von der offenen Abbildung): Seien X,Y Banachriume, A €
L(X,Y). Dann gilt:

1) Ist A surjektiv, so ist A offen.

ii) Ist A bijektiv, so gilt A=1 € L(Y, X).
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Beweis: i) Wir fithren den Beweis in 3 Schritten.
Behauptung 1: 3r > 0: By, (0;Y) C A(B1(0; X)).
Beweis: Da A surjektiv, folgt

Y = fj A(Bg(0; X)).
k=1

Da Y vollstindig, gibt es nach Satz 1.3.1 iii) ein ko mit

o

A(Br, (0; X)) # 0,
und es gibt yo = A(xo) € Y, 79 > 0 mit
Bry(yo,Y) C A(By, (05 X)).

Sei lgp > ||xol|x,lo € N. Dann folgt aus

By (yo;Y) = Azo + By (0;Y)
mit der Linearitét von A

By (0;Y) C A(By, (0; X)) — Ao
= A(Br, (0; X) — z0) C A(Brgt1,(0; X))
= (ko +10) A(B1(0; X)).

Wihle r = m.
Behauptung 2: B,(0;Y) C A(B1(0; X)).
Beweis: Fixiere y € B,.(0;Y). Wir konstruieren iterativ eine Folge (zy)ren mit
> ner |7kl [x < 1 und
ZAxk — 1y (n — 00).
k=1

Da X vollstéindig, existiert = Y ;- ; 2 € B1(0; X ), und mit der Stetigkeit von
A folgt

Az = i Az = y.
k=1

Beachte, dass nach Behauptung 1 gilt:
By (0;Y) C A(Bs/2(0; X)), Vs > 0.

Wahle z1 € B1/2 (O,X) mit

r
[[Az1 —ylly < 5.
2
Setze y1 =y — Axy € B, )2(0;Y).
Seien fiir £ > 1 Punkte 1, ...,z sowie y1, ..., yi bereits bestimmt mit

llzel|x <2759 =yim1 — Az € By, (0;Y), 1 <1 < k.
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Wiéhle z441 € Bo-+-1(0; X), so dass
Yk+1: = Yk — Amkﬂ € Bg—k—lr(o; Y).

Dann folgt >~ [|zk||x < 1 und

y—ZAxk:yl—ZAxkz...:yn (n:m) 0,
k=1 k=2

wie gewiinscht.
Behauptung 3: A ist offen.
Beweis: Sei U C X offen, xg € U, yo = Axo. Wihle s > 0 mit By(xo; X) C U.
Dann folgt mit Behauptung 2 sofort
Brs(y0;Y) = yo + Brs(0;Y) C Az + A(B;s(0; X))
= A(Bs(z0; X)) C A(U).

i) = ii) Falls A bijektiv und offen, so ist A~! offenbar stetig. ad

Beispiel 3.2.1. i) Sei X =Y mit Normen || -||1,]| - ||2, und es gelte mit einer
Konstanten C € R

llz|l2 < Cl|z||1,Vz € X. (3.2.1)
Ist X wollstindig sowohl beziiglich || - ||1 als auch beziiglich || - ||2, so sind die
Normen || - ||1 und || - ||2 dquivalent.

Beweis: Betrachte A = id: (X,]||-]|1) — (X, || - ||2)- Wegen (3.2.1) ist A stetig.
Falls X vollsténdig ist beziiglich || - ||1 und || - ||2, so folgt mit Satz 3.2.1 auch

die Stetigkeit von A™1; das heisst ||z||; < C'||z||2,Vz € X. O
ii) Betrachte insbesondere X = C°([0,1]),]] - [l = || - llco, || - ll2 = || - ||z2-
A = id ist stetig aber nicht offen; sonst wiren die Normen || - ||co und || - ||

auf C°([0,1]) dquivalent.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Vollstdndigkeit von Y in Satz 3.2.1 notig ist. Ana-
log sieht man ein, dass auch die Vollsténdigkeit von X im allgemeinen notwendig
ist. Betrachte dazu das Beispiel

iii) Sei X =Y =12,||||2 = ||||i2, und definiere eine Norm ||-||1 auf X, wie folgt:
Erweitere das System linear unabhingiger Vektoren e; = (01 )ren,i=1,2,3, ...
zu einer Hamel-Basis (b,),er mit ||b,||;z2 = 1,V € I. Jedes x € X hat genau eine

Darstellung
T = Z a,b,,

el

wobei nur endlich viele oy, # 0. Setze

ol =) lou], V2 =Y a,b, € X.

vel el

Beachte, dass firx =), a,b, stets gilt

llelliz < ) lellbllie = ||zl
L
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das heisst A = id: (X,|| - |l1) — (X, || - ||2) ist stetig. Jedoch gilt fir z; =
1 1 N

e —=0,.. )=k L,

(\/E \/E ) Z_l VEk

——
k-mal
lzklle =1, okl = VE k€ N;
also sind die Normen || - ||1 und || - ||;2 nicht dquivalent, A= also nicht stetig

und damit A nicht offen, und der Raum (12,|| - ||1) ist nicht vollstindig.

Beispiel 3.2.2. Sei (X,||-||x) Banach-Raum, Y C X abgeschlossen, Y # X,
m: X — X/Y die kanonische Projektion. w ist stetig und surjektiv, der Raum
(X/Y, || - lIx/v) vollstindig nach Satz 2.3.1. Nach Satz 3.2.1 ist w daher offen.
Vergleiche Satz 2.3.1.

3.3 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien X, Y normierte Vektorrdume, A: D(A) C X — Y linear, wobei D(A) C X
ein linearer Unterraum ist.

Betrachte den Graph von A, also den linearen Raum
Ia={(z,Az);z € D(A)} C X x Y.

Definition 3.3.1. A heisst abgeschlossen, falls I 4 abgeschlossen ist in X xY'.

Dabei versehen wir X XY in iblicher Weise mit einer Norm, zum Beispiel mit
der Norm

(@ 9)l[xxy = llzllx +[lylly, Ve € X,y € Y.
Beispiel 3.3.1. Fulls A€ L(X,Y) mit D(A) = X, so ist A abgeschlossen.

Beweis: Betrachte eine Folge ((xk, yr))ken in I'4 mit

Tk — T,y = Axg — y (K — 00).
Da A stetig ist, folgt y = limg_ o Az = Ax; das heisst (z,y) € T'4. Also ist T'4
abgeschlossen, und damit A. O
Falls X und Y vollstdndig sind, so ist fiir lineare Abbildungen A: X — Y die

Stetigkeit sogar dquivalent zur Abgeschlossenheit.

Satz 3.3.1. (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banach-Riume,
A: X =Y linear. Dann sind dquivalent:

i) Ae L(X,Y);

ii) A ist abgeschlossen.

Beweis: i) = ii) siehe Beispiel 3.3.1.

ii) = i) Betrachte I'4, versehen mit der von der Norm || - ||xxy induzierten
Norm. Falls X, Y vollstindig sind, so gilt dies auch fiir X x Y. Ist daher I'4
abgeschlossen in X x Y, so ist (T'a,||-||xxy) ein Banach-Raum.
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Die Projektionen
mx: a2 (x,Az) —x € X,my: Ty > (x,Az) » Az €Y

sind stetig, mx: '4 — X zudem surjektiv und injektiv. Nach dem Satz 3.2.1
von der offenen Abbildung folgt 73 € L(X,T4), und damit

A=nyorny € L(X,Y).
O

Bemerkung 3.3.1. Satz 3.3.1 vereinfacht den Nachweis der Stetigkeit einer
linearen Abbildung A: X — Y erheblich. Statt der zwei Bedingungen

A
(k—o0) y:A:L'

geniigt es, die eine Bedingung zu priifen
xp — x, Az — y (k — 00) = Az = y.

Beispiel 3.3.2. (Hellinger-Toplitz): Sei (H, (-,-)g) ein Hilbert-Raum, A: H —
H linear und symmetrisch; das heisst

(AIE, y)H = (if, Ay)Ha V{E, y e H.
Dann ist A stetig.

Beweis: Wir zeigen, I'4 ist abgeschlossen. Betrachte ((zk,yx))ken in H x H
mit
T — T, yr = Az, — y (b — 00).

Es folgt fiir alle z € H

(y,2)n ) (k> 2)g = (Axg, 2)g = (o, Az)g — ) (v, Az)g = (Ax, 2)m;

(k—o0 (k—o0
das heisst
(Az —y,2)g =0,Vz € H.
Wihle z = Ax — y. Es folgt Ax = y; das heisst, I'4 ist abgeschlossen. |

Der Graph I'4 kann auch abgeschlossen sein, wenn D(A) ein echter Teilraum
von X und der Operator A unbeschrinkt ist.

Beispiel 3.3.3. Sei X = C°([0,1]), versehen mit der Supremumsnorm, A = %
mit D(A) = C'([0,1]) C X.

Behauptung 1: A: D(A) C X — X ist nicht stetig.

Beweis: Betrachte (f,,)nen in C*([0,1]) mit f,,(¢t) = t", Af, = nfn_1, und
fnllco = L l[Afnllco = nl[fa-illco = n,n € N;
also

sup || Aflloo = .
FED(A) || fllco<1
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Behauptung 2: A ist abgeschlossen.
Beweis: Falls fiir (f,)nen, (gn)nen in C°([0,1]) gilt

so folgt mit einem elementaren Satz der Analysis g = % = Af; das heisst, I'4
ist abgeschlossen. O

Im Satz 3.2.1 ii) von der offenen Abbildung kénnen wir nun die Annahme der
Stetigkeit von A durch die Annahme der Abgeschlossenheit ersetzen und diesen
Satz auf unbeschriankte Operatoren erweitern.

Satz 3.3.2. (Satz von der stetigen Inversen): Seien X,Y Banach-Rdume,
A: D(A) C X — Y linear, abgeschlossen, injektiv und surjektiv. Dann gibt es
ein B=A"' € L(Y,X) mit AB =id),,BA = id| -

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.1 ist jetzt die stetige Projektion
7y : T(A) — Y bijektiv, also B := tx o7yt € L(Y,X),und B = A~V —
D(A). |

Beispiel 3.3.4. Fiir den Operator A aus Beispiel 3.3.3 wdihle als neuen Defi-
nitionsbereich

D(A) = Cy([0,1]) = {f € C([0,1]); £(0) = 0}.

Dann ist A = %: D(A) c C%(0,1]) — C°([0,1]) surjektiv und injektiv mit
stetiger Inversen

B: f— F(t) :/Olf(s)ds.

3.4 Abschliessbare Operatoren

Seien X,Y normierte Vektorrdume, I' C X X Y ein linearer Unterraum.
Definition 3.4.1. T' heisst ein linearer Graph , falls gilt
(@,91) €T, (z,y2) €T = y1 = 12,
oder, dazu dquivalent, falls gilt
(0,y) eT=y=0.

Bemerkung 3.4.1. Fualls A: D(A) C X — Y linear, so ist T's offenbar ein
linearer Graph.

Umgekehrt induziert ein linearer Graph I’ C X XY genau eine lineare Abbildung
A: D(A) C X =Y mitT' =T 4, gegeben durch

D(A) =7x(I), Az =7y ({z} xY)NT),z € D(A).

Seien A: D(A) € X — Y,B: D(B) C X — Y linear mit Graphen I'y,I'p C
X xY.
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Definition 3.4.2. B heisst Erweiterung von A, B D A, falls 'y C ', oder
- dazu dquivalent — falls

D(A) € D(B) und By, ,, = A.

Definition 3.4.3. A_heisst abschliessbar, falls T 4 ein linearer Graph ist. Der
zugehorige Operator A D A mit 'y = 'y D 'y heisst Abschluss von A.

Bemerkung 3.4.2. i) Falls A abschliessbar ist, so ist A die kleinste abgeschlos-
sene Erweiterung (im Sinne der Inklusion der Graphen) von A.

ii) Es gilt D(A) C D(A) C D(A), genauer
D(A) = {z € X;3(z)ren C D(A),y € Y: (z, Axy) (ko) (z,y)}

Im Allgemeinen gilt D(A) # D(A). So sind die Operatoren in Beispiel 3.3.3 oder
in Beispiel 8.4.3 spiter in diesem Abschnitt abgeschlossen mit dichtem Defini-
tionsbereich, dieser ist jedoch jeweils ein strikter Unterraum des Grundraumes.

Satz 3.4.1. A ist abschliessbar genau dann, wenn fir ((xg, yr))ken C Ta gilt:

T — O,yszxk(kﬁ )y:>y:0.

(k—o0)

Beweis: A ist abschliessbar genau dann, wenn I' 4 ein linearer Graph ist und
dies ist genau dann der Fall, wenn gilt:
(0,9) €T4=y=0.
O

Beispiel 3.4.1. Sei A: D(A) C X — Y linear und stetig. Dann ist A ab-
schliessbar.

(k—o0)
—

Beweis: Sei (zy, Az = yi) € I'a mit 0. Da A stetig, folgt

A{Ey

lAzelly < sup  1AZI
0#£z€D(A) ||| x
x|l x <1

lzkllx — 0 (k — o0),

also Az — 0 (k — 00). O
Nicht jeder Operator ist abschliessbar.
Beispiel 3.4.2. Sei X = L?(R), Y =R, A die Abbildung

A: D(A) = {f &€ PRysuop(s) CCRY > F o [ flo)a
Fir .
fr= EX[O,k]ak' eN,
gilt fr. € D(A), || frllL2 = ﬁ — 0 (k — 00), jedoch gilt andererseits
Afy =1,k € N.
Also ist A nicht abschliessbar nach Satz 8.4.1.
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Die wichtigste Klasse abschliessbarer Operatoren sind lineare Differentialopera-
toren.

Beispiel 3.4.3. A: C§°(Q) C L?(Q) — L*(Q) ist abschliessbar.
Beweis: Sei ((ug, fx))ren eine Folge in Ta € L%(Q) x L?(Q2) mit

L? L?
uk—>0,fk=Auk—>f(k—>oo).

Dann gilt fiir alle ¢ € C§°(£2), alle k¥ € N nach partieller Integration die Glei-

chung
/fkgodx:/Auk(pdx:/ukAgadx.
Q Q Q

Nach Grenziibergang k — oo folgt
/ fodx =0,Yp € C5°(Q).
Q

Da der Raum C§°(€2) dicht liegt in L?(2), folgt f = 0; also ist A abschliessbar
nach Satz 3.4.1. m|
Allgemein betrachten wir fiir 1 < p < oo Operatoren
A: C5P(Q) C LP(Q) — LP(Q),
auf einem Gebiet Q C R™, wobei
Au = Z ao(x) D%, u € C§°(Q),

la| <N

mit Multi-Indices a = (a1, ..., a,) € N§ vom Gewicht |a] = Y7 «;, und mit

0
D*=D" ... D¢ D;=—,1<j<n.
1 n J aifj, SN

Die I_{oefﬁzientenfunktionen ao seien der Einfachheit halber von der Klasse
CN(Q) vorausgesetzt.

Satz 3.4.2. Sei 1 < p < oco. Dann ist der oben definierte Operator
A: C§°(2) C LP(Q) — LP(Q)
abschliessbar.

Beweis: Wir argumentieren wie in Beispiel 3.4.3. Sei (ug)ken in C§°(€2) mit
up — 0 in LP(Q), f := Aup — f in LP(Q) fir & — oo. Sei ¢ € C§°(€2). Nach
partieller Integration erhalten wir

/fkgpdx:/Aukapdx: Z /aa(x)Daukgadx
Q Q Q

|| <N

= 3 -y / unD* (aa ()p) de, Vo € C3°(Q).

lal<N @

Nach Grenziibergang k — oo folgt

/ fodz =0,Yp e C5°(Q).
Q

Der folgende Satz 3.4.3 ergibt f = 0; das heisst, A ist abschliessbar. ]
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Satz 3.4.3. (“Fundamentallemma der Variationsrechnung”) Sei Q@ C R™ offen,
feLL (Q). Falls

loc

/ fodr =0,Yp € C5°(Q),
Q
so ist f = 0 u-fast iberall.

Bemerkung 3.4.3. Die Annahme f € L] (Q) ist zum Beispiel erfiillt, falls
feLr(Q) fireinpe[l,o00].

Beweis von Satz 3.4.3: (indirekt) Annahme: f # 0. Wihle einen Lebesgue-
Punkt zp €  mit

. 1
f(zo0) = }%m /Br(mo) f(x)dz #0.

Wihle r > 0 mit dist(zg,dQ) > r und

/ f(z)dx # 0.
B, (zo)

Sei (pr)ken C C° (B, (w0)) C CF°(Q) mit

0< vk <1, 0r  — XB,(a0) H-fast iiberall.

(k—o0)

_1/k
Falls r = 1,20 = 0 wihle z. B. i (z) = e -1= falls |x| < 1, pr(z) = 0 sonst.
Mit dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt der gewiinschte Widerspruch
0= [ fordo— [ fxpnde= [ f@)dr£0 (b o0).
Q Q B (z0)

d

Im Falle der oben genannten Differentialoperatoren machte man A und D(A)
gerne explizit bestimmen. Diese Frage fiihrt auf die sogenannten Sobolev-
R#ume. Zum Beispiel ist D(A) C L(2) der Raum

H?*(Q) = {u € L*(Q); D®u € L*(),Ya € NJ: |a| < 2};

vergleiche Funktionalanalysis II.



Kapitel 4

Der Satz von Hahn-Banach,
Konvexitit

4.1 Der Satz von Hahn-Banach

Sei X ein R-Vektorraum. (Siehe Satz 4.1.2 fiir den komplexen Fall.)
Definition 4.1.1. Ein p: X — R heisst sublinear, falls gilt

i) plaz) = ap(z),Vr € X,a > 0.

i) p(z +y) < p(z) +ply), Ve, y € X.

Beispiel 4.1.1. Jede Norm auf X ist sublinear.

Satz 4.1.1. (Hahn-Banach): Sei M ein linearer Teilraum von X, p: X — R
sublinear, f: M — R linear mit

f(z) <p(x),Vre M. (4.1.1)
Dann existiert eine lineare Abbildung F': X — R mit F|,, = f und

F(z) <p(z),Vz € X. (4.1.2)

Beweis:
i) OBdA sei M # X; sonst wihle F' = f. Wihle x; ¢ M und setze
My ={z+tz1;2 € M,t € R}
Beachte, dass fiir x,y € M wegen Linearitdt von f und Sublinearitit von p stets
gilt
f@)+fy) = fle+y) <plx+y) <plz—z1)+ple+y),

also auch
f(@) = plx —z1) <ply + 1) = f(y), Vo, y € M. (4.1.3)
Es folgt
o= sup (f(z) — p(z —21)) < oo,
zeM

39
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und
f(x) —a<p(x—x1),Yz € M.

Weiter liefert (4.1.3) nach Ubergang zum Supremum beziiglich z € M
fy)+a<ply+m)vyeM.
Definiere f;: M; — R durch
filx +tz1) = f(z) + ta, Vo € M,t € R.
Dann ist f1: My — R linear, fi, = f, und es gilt
filetmz)=flz)£a <plxLx)Vre M. (4.1.4)

Nach Multiplikation von (4.1.4) mit ¢t > 0 und mit ¢!z anstelle von z erhalten
wir
filz £tx1) = f(z) L ta <p(r L tx1),Ye e M,t >0,

also die Bedingung (4.1.1) auf dem Raum M;.

ii) Mit transfiniter Induktion kénnen wir uns nun eine lineare Fortsetzung g
von f auf einem maximalen linearen Unterraum N von X verschaffen. Wir
benutzen dazu das Zornsche Lemma. (Dies ist ein zum Auswahlaxiom oder
zum Wohlordnungssatz dquivalentes Axiom; vergleiche Analysis I.)

Zornsches Lemma: Sei (P, <) nicht leer, partiell geordnet, und jede linear
geordnete Teilmenge von P besitze eine obere Schranke. Dann besitzt P ein
maximales FElement.

Setze
P ={(N,g9); N C X linear, M C N, g linear, g|,, = f,g < pauf N}
und fiir (N, g),(L,h) € P setze
(N,g) < (L,h) > N C L,hyy =g.

Offenbar ist (P, <) partiell geordnet, (M, f) € P, also P # 0. Sei ((N,,9.)).er
linear geordnet. Setze
N=[JN

el

und fiir x € N setze
g(z) = g.(x), fallsx € N,.

Beachte g(z) < p(x) fiir alle x € N.

N ist ein linearer Unterraum von X, g ist wohldefiniert und linear. Sei ndmlich
x € N,N N, mit N, C N, flir ¢, k € I; dann gilt Iu|n, = Gos also g,(z) = g« ().
Weiter gilt fiir x € N,, y € N, mit N, C N, auch z,y € N,; und daher

9@ +y) = 9x(z +y) = gx(2) + 9:(y) = 9(2) + 9(y)-
Schliesslich ist (XN, g) obere Schranke fiir ((N,,9.)).cr, da fir jedes ¢ € I gilt

N, C Nund g/, = g.-
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Das Zornsche Lemma liefert nun ein (beziiglich <) maximales (N, g) € P, wie
gewiinscht.

Es gilt N = X, sonst liefert i) ein (N1,¢g1) € P mit (N,g9) < (N1,g1) im
Widerspruch zur Maximalitit von (N, g). Setze F' = g. O

Sei nun X ein C-Vektorraum.

Definition 4.1.2. p: X — R heisst C-sublinear, falls gilt

i) p(az) = |a|p(z), Ve € X,a € C,

i) p(x +y) < p(x) +ply), o,y € X.

Bemerkung 4.1.1. Aus i), #) folgt im komplexen Fall zusdtzlich die Bedingung
iii) p(x) > 0,Vx € X.

Beweis: Fiir ¢ € X schéitze ab

0=p(0) =p(z —z) < p(z) + p(—z) = 2p(z).
O

Satz 4.1.2. Sei X ein C - Vektorraum, M C X ein C-linearer Unterraum,
f: M — C eine C-lineare Abbildung mit

|f(z)| < p(z),Vo € M, (4.1.5)

fiir ein C-sublineares p. Dann gibt es eine C-lineare Fortsetzung F': X — C mit
F,, = [ und
|F(2)| < pla), Vo € X.

Beweis: Betrachte f1 = Re f: M — R. Beachte, f; ist R-linear und erfiillt
(4.1.5). Weiter gilt fiir x € M mit f = f1 4+ ifa:

fliz) = if(x) = — fa(2) +ifi(2)
= f1(iz) +if2(ix);
also
fa(z) = = f1(iz), Vo € M.

Sei F1: X — R die R-lineare Fortsetzung von f; geméss Satz 4.1.1 mit Fy|,, = f1
und
Fi(z) <p(z),Vz € X. (4.1.6)

Setze
F(z) = Fy(x) —iFy(iz),z € M.
F ist R-linear und wegen F'(iz) = i['(x) auch C-linear mit Fj,, = f.
Schliesslich zeigen wir, dass F' auch (4.1.5) erfiillt.
Behauptung: |F(z)| < p(z),Vz € X.
Beweis: Sei 2 € X. Wihle a = ¢ € C mit

|F(z)| = aF(z) = F(az) = Fi(ax).
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Dann folgt aus (4.1.6)
|F(2)| = Fi(ax) < plax) = |alp(z) = p(z),
wie gewiinscht. O

Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber stets den reellen Fall.

Satz 4.1.1 gestattet es insbesondere, stetige lineare Abbildungen auf einem Un-
terraum M eines normierten Raumes (X, || - ||x) auf ganz X zu erweitern, mit
derselben Abbildungsnorm.

Satz 4.1.3. (Dominierte Fortsetzung): Sei (X, || - ||x) ein normierter Vektor-
raum, M C X ein linearer Unterraum, f: M — R linear und stetig.

Dann gibt es F' € L(X;R) mit F|,, = f und

||F||L(X;1R) = ||f||L(M;lR) = sup |f($)|-
zeM;||z||x<1

Beweis: Definiere p: X — R durch

p(x) = |lz|lx - [1fllLsm)-

p ist sublinear, f < p auf M. Die Behauptung folgt aus Satz 4.1.1. )

4.2 Dualraum
Sei (X,]|| - ||x) ein normierter Vektorraum.
Definition 4.2.1. X* := L(X;R) heisst Dualraum von X.
Notation: Fiir 2* € X*, x € X schreiben wir
o (2) = (2", ) x-xx-

Beachte, dass geméss Beispiel 2.1.1 der Raum X* stets ein Banachraum ist,
unabhéingig davon, ob dies fiir X gilt.

Wie “reichhaltig” ist X*7
Satz 4.2.1. Zu jedem x € X g¢ibt es x* € X* mit
(@, 2)xwx = |l2llx = [l2*[[%--
Beweis: Betrachte M = span{z}. Setze f(tz) = t||z||% mit f € L(M;R),

fllcoumy = sup  [f(tz)] = [lz]|x.
[ltz||x <1

Setze f zu z* € L(X;R) fort. Offenbar gilt

lla*|lx- = [Ifllcorz) = llollx, (&%, 2)xxx = f(2) =[]k

Insbesondere erhalten wir die duale Charakterisierung der Norm.
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Satz 4.2.2. FEs gilt

Z) ||$||X = Supm*eX*,Hm*||X*§l|<x*ax>|7vx e X;

@) |||l x+ = suPzex o <2 (27, 2], V2 € X

Das Supremum in i) wird stets sogar angenommen.

Beweis: i) OBdA sei x # 0; weiter diirfen wir wegen Homogenitéit annehmen,

dass ||z||x = 1. Die Ungleichung [{(z*,z)| < ||z||x = 1 fiir alle 2* € X* mit
[|z*||x+ < 1 folgt unmittelbar aus der Definition der Norm in X*. Wihlen wir

weiter x* € X* gemiss Satz 4.2.1, erhalten wir |(z*,z)| = 1 und damit die
Behauptung.
ii) Dies ist die Definition der Norm in X*. a

Weiter kann man verschiedene Punkte z # ¢ in X durch ein [ € X* “trennen”.

Satz 4.2.3. Seien x;y € X, x £ y. Dann gibt es 1 € X* mit l(x) # I(y).

Beweis: Wihle [ geméss Satz 4.2.1 zum Vektor y — x € X mit

Uz —y) =1Uz) —l(y) = |lz — yl[x > 0.

Man kann sogar Punkte von (abgeschlossenen) Unterrdumen trennen.

Satz 4.2.4. Sei M C X ein abgeschlossener linearer Unterraum, M # X, und
sei xo ¢ M mit
d = dist(xg, M) = in&on —z||x > 0.
TE

Dann gibt es I € X* mitl,, =0 und
[ l]|x~ =1, I(zxo) = d.

Beweis: Setze
My = {x +txg; x € M,t € R},

und definiere die lineare Abbildung f: My — R durch
flx+txy) = td.

Dann gilt: fj,, =0, f(zo) = d.
Behauptung: ||f”L(M0,1R) = 1.
Beweis: Fiir y =z + tzg € My mit ¢t # 0 gilt

—T
[f ()l = [tld < [t] [lzo — (=-)llx = [[two + zllx = [lyllx,

also ||f||L(M0;]R) § 1.
Umgekehrt wihle zu € > 0 ein ¢ = . € M mit
d<||lzo—z||x <d+e.

Es folgt fiir y = xg — x € My

d
fly)=d> d—Hllyllx; (4.2.1)
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das heisst W) J
Y

flLmomy = sup 7= > :

(Mo:R) 0#£ye My |yHX d+e

Mit € — 0 folgt die Behauptung.
Wihle | = F, die Fortsetzung von f geméss Satz 4.1.2. |

Bemerkung 4.2.1. Aus (4.2.1) folgt sogar fir jedes f € X* mit f,, = 0
und |f(xo)| > d die Abschitzung ||f||x~ > 1. Somit erfillt das in Satz 4.2.4
konstruierte | die Bedingung

d = dist(zo, M) = l(z0) = sup |f(zo)l;
[ x* <1

das heisst, das Supremum wird fiir f =1 angenommen.

Sei A C X.
Definition 4.2.2. Der Annihilator von A ist die Menge
At ={fe X" fl, =0}
Bemerkung 4.2.2. Offenbar gilt AX = span(A)*, wobei span(A) die lineare
Hiille von A ist.
Satz 4.2.5. Sei M C X ein linearer Unterraum, xo € X. Dann sind dquivalent
i) xo € M;
ii) f(xo) =0, Vf € M*.
Beweis: i) = ii) Sei f € M, 2o = limy_ oo 2 mit 2, € M. Es folgt: f(zg) =
limg—oo f(2g) = 0.
ii) = i) Sei zy ¢ M. Wihle | € X* gemiiss Satz 4.2.4 mit I|_ = 0, I(z0) =

dist(xo, M) > 0.

Beispiel 4.2.1. Insbesondere gilt fiir jeden linearen Unterraum M C X:
M=X & M+ ={0}.

Beweis: “=": Sei M = X, f € X* mit fin = 0. Da f stetig, verschwindet f

auf M; also folgt f = 0.

“<”: Sei M+ = {0} und nimm widerspruchsweise an, M # X. Zu xg € X \ M

wihle f € X* gemiss Satz 4.2.4 mit f(zo) # 0 und fl_ = 0. Das heisst,

0 # f € M+ im Widerspruch zu unserer Annahme. |

Bemerkung 4.2.3. Zu L C X* sei

tL={zeX;l(z)=0,VlcL}.

Dann gilt gemdss Satz 4.2.5 fir jeden linearen Unterraum M C X
S(Mh) =TT,

3

vergleiche Lemma 2.4.4.

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir den Dualraum eines nor-
mierten Raumes und dessen Trennungseigenschaften genauer.
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4.3 Dualitat im Hilbertraum

Sei (H, (,-)m) ein Hilbertraum (iiber R). Fiir y € H sei j, € H* die Abbildung
Jy(x) = (y,x) g, Vo € H.
Auf diese Weise ist eine Abbildung
J:H>yw—j,€ H"
erklart.

Satz 4.3.1. J ist eine lineare Isometrie.

Beweis: Offenbar ist J linear. Weiter gilt fiir y € H mit Cauchy-Schwarz

iylle- = sup  |jy(@)[ = sup  [(g,2)u| < |lylln.
zeH,||z|[n<1 z€H,||z||n<1
Durch Einsetzen von x = m erhéilt man sogar die Gleichheit der Norm. O

Tatséchlich ist J sogar ein Isomorphismus, insbesondere surjektiv.

Satz 4.3.2. (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem | € H* gibt es genau ein
y € H mit
lz) = (y,2)r = jy(x),Vo € H.

Beweis: OBdA sei ||l|| g~ > 0; wegen Homogenitét diirfen wir weiter annehmen,
dass ||I||z+ = 1. Nach Satz 4.2.2 ii) gibt es (yx)ren in H mit

yrlle =1, Wyk) = (|- =1 (k — o0).

Behauptung 1: (yx)ken ist Cauchy-Folge.

Beweis: Benutze die Parallelogramm-Identitét
llz +ylff + llz = yll7 = 202l + llyllF), Yo,y € H.
Mit x = yg,y = y; folgt

Ye — Yl
2

||yk+yl

T||§L,=1—|| 1%, Vk,l €N. (4.3.1)

Mit Fehler o(1) — 0 (k,! — oo) gilt somit

Y+ Y
——|lu

1+0(1) = 5

) +100) =1 (252 ) < il

Y — Ui
= 1= 175

N =

also
limsup |[yr — ||z = 0,

k,l—o0

wie gewiinscht.
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Da H vollstandig ist, existiert
y= lim y, € H, |lyl|lg = 1.
k—o0

Behauptung 2: | = j,.
Beweis: Wegen Stetigkeit von [ gilt

I(y) = Jim ye) = Il = 1=yl =3y (v). (4.3.2)

Sei

X =y ={zre€H; (y,2)n =0}
der zu span{y} orthogonale Unterraum von H. Sei x € X mit ||z||g = 1. Fiir
e € R gilt

ly +exllf = llyllf +2e(y, @) + €3||zl[f; = 1+ €

Setze
_ yHtex
ve V1+e2
mit

lyell = 1, Ve € R.

Da fiir alle € € R gilt
Wye) <1 =1y) = Uyo),

folgt
d d 1
= — l(ys) = — ——(1 l = Il(z);
0= lol®e) = oo s (U0) + 1)) = 1)
das heisst

Lx =0=jyx-

Mit (4.3.2) und da H = span{y} + X nach Korollar 2.4.1 folgt die Behauptung
und der Satz. a

Bemerkung 4.3.1. Bedingung (4.3.1) besagt, dass die 1-Kugel in H gleich-
maissig strikt konvex ist.

Mittels J konnen wir daher den Dualraum H* von H mit H “identifizieren”.

Eine wichtige Anwendung von Satz 4.3.2 liefert der folgende Satz.
Satz 4.3.3. (Lax-Milgram) Sei a: H x H — R bilinear und stetig mit
lae, )| < Allallullylln, Yo,y € H.
Mit einer Konstanten A > 0 gelte weiter
a(z,z) > N|z||3, Vo H.
Dann gibt es eine stetige Bijektion A € L(H) mit
a(z,y) = (Az,y)n, Y,y € H,

und es gilt
WAl Ly < A AT |py < AL
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Bemerkung 4.3.2. Die Bilinearform a muss nicht symmetrisch sein.

Beweis: Fiir alle x € H ist
ly:y = a(z,y)

linear und

el = sup fa(z,y)| < Affz][r < oo
yeH,||lylla<1

Nach Satz 4.3.2 existiert Az := J~1'l, € H mit
a(z,y) = le(y) = (Az,y)n, Vy € H.

Offenbar ist A linear und wegen

[Az[|a = |||l < Alla||a
gilt A€ L(H), [|AllL) <A
Behauptung 1: A ist injektiv.
Beweis: Fir ¢ € H gilt

(Az,z)n = a(x,z) > Azl
Mit

(Az,2)p < ||Az||nl|z||n

folgt
Az|[g = Al m;

insbesondere erhalten wir Az # 0, falls « # 0.
Behauptung 2: Im(A) = A(H) ist abgeschlossen.
Beweis: Sei (z1)ren eine Folge in H mit

Az — y (E — 00).
Schétze ab

Mk — 2|3 < alxr, — 2, 05 — 27)

= (Azy — Az, — x)g = o(V)||axg — x| m,
wobei o(1) — 0 (k,l — o0). Es folgt
[lex — xi||lg — 0 (k,1 — o0).
Sei & = limy_,00 x5. Da A € L(H), erhalten wir
Ax = kli—{go Az = y;
das heisst, Im(A) ist abgeschlossen.

Behauptung 3: A ist surjektiv.

Beweis: Sei widerspruchsweise M := Im(A) # H. Wiahle zg € H\ M, 1l € H*
gemiss Satz 4.2.4 mit

l(zo) = dist(xo, M) >0, [),, = 0.
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Seiy = J 1 #0. Da Ay € M, folgt mit

0 < AlyllE < aly,y) = (Ay,y)m = I(Ay) = 0.
der gewiinschte Widerspruch.

Somit ist A bijektiv, und nach Satz 3.2.1 ii) (Satz von der offenen Abbildung)
gilt A= € L(H).

Zur Abschitzung der Norm betrachte € H. Setze z = A~ 'z und schitze ab
MlzllF < alz,2) = (A2, 2)n = (2, 2)m < ||z]|m|2]|m;

also folgt
1A 2|l = |2l < A7 H[2ll, Vo € H;
das heisst,
A |y <AL
O

Korollar 4.3.1. Seia: H x H — R wie in Satz 4.5.3, und sei l € H*. Dann
gibt es genau ein x € H mit

a(z,y) = 1(y), Vy € H,
und
2l < A2 -
Beweis: Setze x = A~'J 1, mit A wie in Satz 4.3.3. Es gilt
a(z,y) = (Az,y)n = (J~'Ly)u = (), Vy € H,

und
2|l < JA™ e 1= < A7 5
nach Satz 4.3.2 und Satz 4.3.3. O

4.4 Der Dualraum von LP(Q2),1 <p < oo

Sei 2 C R™ offen, 1 < p < oo, LP(Q2) = LP(£2, p) fiir ein Radonmass p auf R™, ¢
der zu p konjugierte Exponent 1 < ¢ < co mit % + % = 1. Wir formulieren den
Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 4.4.1. LP(Q)* ist isometrisch isomorph zu L1(Q).

*

Zum Beweis konstruieren wir eine lineare Isometrie J: L1(Q) — LP(Q)* und
zeigen anschliessend mit Hilfe der gleichmiissigen Konvexitéit der Norm in LP(2)
analog zu unserem Vorgehen im Beweis von Satz 4.3.2 deren Surjektivitét.

Fir g € LY(Q) sei l; € LP(Q)* die lineare Abbildung

LP(Q)BfH/Qfgd/.LER.

Stetigkeit von [, folgt aus der Holderschen Ungleichung

‘/Qfgdu‘ < fllze - llgllLa- (4.4.1)
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Lemma 4.4.1. J: LY(Q) 3 g l; € LP(Q)* ist eine lineare Isometrie.

Beweis: Offenbar ist J linear. Weiter folgt aus (4.4.1) die Abschitzung

lgllLr()- = sup
[Ifllzp<1

L/'fgdu}<:ngHLqQ

das heisst, J ist stetig mit
1| Lzay;zr)) < 1.

i) Sei 1 < p < co. In diesem Fall ist ¢ < co, und es gilt p = #. Zu g € L)
withle f = g[g|7% € LP(Q) als Vergleichsfunktion mit ||f||rrq) = ||g||Lq(Q
Dies ergibt

1, |—/mww—nmm

das heisst

gl o= > llgllLa,
also

gl Lee = llgl|La-

ii) Betrachte nun p = 1, ¢ = 0o0. Sei g € L*>(Q). Zu € > 0 sei x € Q Lebesgue-
punkt von g mit

lg(z)| = lim

r—0

> [lgllz= —e.

1
uwmmémﬂw

Wiéhle r > 0 mit r < dist(x, 0Q) und

o= > |lgllpe — 2e.

1
M&@»éwﬂw

Setze f = mx&(@ € L'(2). Beachte

[ fllzr =1, [lg(f)]| = o = |[g][Lee — 2¢.

Es folgt
gl L= > llgl| e — 2e.

Nach Grenziibergang € — 0 erhalten wir
gl = [lgllLee

und damit
gl = llgllL=,

wie gewiinscht. 0O

Lemma 4.4.2. J ist surjektiv.
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Beweis: i) Betrachte zunéichst den Fall 1 < p < oco. Sei [ € LP(2)*. Wihle eine
“Maximalfolge” (fx)ren mit || fx|lzr =1 und

[(fe) = [lUllges (k= o0).
OBdA diirfen wir annehmen ||I|| 7.+ = 1.

Behauptung 1: (fi)ren ist Cauchy-Folge.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich genau gleich wie Behauptung 1 im Beweis
von Satz 4.3.2 aus dem folgenden Satz 4.4.2 {iber die gleichméssige Konvexitét
von L?(Q). (Einen Beweis findet man zum Beispiel in Adams: Sobolev spaces,
2.29 Corollary.)

Satz 4.4.2. Sei 1 < p < 0o, und seien u,v € LP(Q), mit ||u||r = ||V||r =1
und e: = |lu—v||Lr > 0.

i) Falls 2 < p < 00, so gilt

u+tv er\ /P
15 < (1-5)

op

1) Falls 1 < p <2, so gilt mit q= %

u+v AN
< (1-2)
14520 < (1- 5

Da LP(2) vollsténdig ist, existiert
f= lim fi € IP(9),

und es gilt

[fllee =1, U(f) = [|][ e = 1.
Setze g = f|f[P~? € LI(Q) mit ||g|[ra = 1.
Behauptung 2: [ =1, = [,.
Beweis: Fiir ¢ € LP(Q), |e| < 1 sei

ftep
=1 » = 1.
fE ||f+5§0||LP ||f€||L

Da l(f.) fiir € = 0 maximal, folgt

d d
0= | _ollFe) = 1(9) = 1) L]y I +ellr,

wobei
d 1d
Fleollf +ellin =l [17+ 20 da

1 [d
= [ = Py = P24 :/ dp.
p/dg|€:o|f+w| u /walfl w= | eodn

Das heisst,
W) =1(f)lg(p) =14(p), Vo € LP(Q).



4.4. DER DUALRAUM VON LP(),1 < P < oo 51

O

ii) Sei nun p = 1. Zur Vereinfachung nehmen wir an p(2) < oo. Sei [ € L1(Q)*.
Da u(Q) < oo, liefert die Holdersche Ungleichung fiir alle s > 1 die topologische
Einbettung is: L5(2) — LY(2) mit

) _1
lisllppe,ony < (@)™ — 1,
(s—1)

also auch | =l ois € L°(Q)* mit

11ms;1p||l| o) < ||l[z1()--

Nach i) besitzt { als Element von L°(Q2)* eine Darstellung [ = [, mit g = g, €
L™(Q),1 + 1 =1; insbesondere gilt

1e) = s (0) = [ eu-du, Vi € O ().
Es folgt fiir 1 < s < s’ und zugehorige 1 <7’ <7 < 00

/Qsogr dp = 1(p) = /Qsogw du, Vo € C5°(Q);

insbesondere
/Q(gr —gr)pdu =0, Vo € C5°(Q).

Mit Satz 3.4.3 erhalten wir g, = g,» =: g € [, oo L"(£2) mit

gllzr = llgrllr = lllg, s+ = 1]
fiir alle s > 1 und zugehorige r, wobei % + % = 1. Mit s | 1 folgt r T oo und

Ls*

limsup ||g|[z- = limS}lleHLS* < Uz

das heisst, g € L>(Q), und | = . O

Bemerkung 4.4.1. Alternativ kann man Lemma 4.4.2 mit Hilfe des Satzes
von Radon-Nikodym beweisen.

Bemerkung 4.4.2. L1(Q) # L>(Q)*, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 4.4.1. Sei zg € Q, und sei 6,,: C°(Q) — R das Dirac-Funktional

320 (f) = f(20), Vf € CO(Q).
Sei 1 eine Fortsetzung von 04, auf L*>(Q2) gemdiss Satz 4.1.3. Dann gilt | #
ly,Vg € L'(Q).
Beweis: Nimm an, [ = [,. OBdA sei zp = 0, B1(0) C Q. Fixiere ¢ € C§°(B1(0))
mit

0< ¢ <1, p=1auf By(0).
Fiir £ € N setze _

pi(z) = p(kz) € C5°(B1(0)) € C°(Q)

mit 0 < ¢ < 1, gk (o2g) 0 p-fast tberall. Mit dem Satz iiber dominierte
Konvergenz folgt

1= 6,0 (i00) = Lk) = Ly(iok) = /Q g dz — 0 (k — o).

Dies ist der gewiinschte Widerspruch. ]
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4.5 Trennungssitze fiir konvexe Mengen, Extre-
malpunkte

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum.

Satz 4.5.1. (Trennungssatz): Seien A, B C X nicht leer, disjunkt und konvez.
Dann gilt:

i) Falls A offen ist, so gibt esl € X*, A € R mit

l(a) <A <I(b), Yae Ajbe B.

ii) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so gibt esl € X*, A € R mit

3 inf .
Zlelgl(a) <AL buqul(b)

Bemerkung 4.5.1. Gemdss Satz 4.5.1 kann man disjunkte konvexe Mengen
durch eine Hyperebene H = {x € X; l(z) = A} trennen.

Beweis von Satz 4.5.1 i) Fixiere ag € A, by € B. Setze g = by — ap, C =
A — B+ zp. Dann ist C' konvex, offen und nicht leer mit 0 € C. Da AN B = 0,
gilt weiter zg & C.

Wiéhle R > 0 mit Br(0) C C. Sei p: X — R das Minkowski-Funktional mit
p(x) = inf{\ > 0; x € AC}.

Behauptung 1: Die Funktion p ist sublinear.

Beweis: Die positive Homogenitét von p ergibt sich unmittelbar aus der Defini-
tion. Seien weiter x = Azg, y = pyo mit zg,yo € C und A\, p > 0. Da C konvex,
gilt
_Azo + pyo
7= ——"
At p

und p(z) < 1. Mit positiver Homogenitét von p folgt

eC,

p(x +y) = p(Azo + pyo) = p(2)(A + 1) < A+ p.
Nach iibergang zum Infimum beziiglich A und p erhalten wir schliesslich
p(z +y) < plx) +p(y),

wie gewiinscht. |

Da fiir jedes € X mit A = 2R~ !||z||x trivialerweise gilt
x € Bar(0) C AC,
folgt mit der Konstanten M = 2R~*
p(z) < M||z||x, Vz € X.
Da C offen, gilt C' = {z; p(z) < 1}. Weiter erhalten wir aus xg ¢ C, dass

p(xo) > 1.
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Definiere f: span{zo} — R durch f(tz¢) =t, t € R. Beachte

f(tzo) =t < tp(xo) = p(two), Vt =0,
fltzg) =t <0 < p(txg), Vi < 0.

Sei [ die Fortsetzung von f geméiss Satz 4.1.1 mit
l(txo) =t, Vt € R, I(z) < p(z), Vo € X.
Fiir alle z € X gilt dann
1@)] = max{i(x), i(~2)} < max{p(z), p(~2)} < M]Jal|x;
also [ € X*. Weiter gilt fira € A, be B
l(a) = 1(b) =l(a—b+xz) — l(z0) <O,

da l(zg) =1und da l(z) <p(zx) <lfirz=a—b+x € C.
ii) Mit der folgenden Beobachtung lisst sich ii) auf i) zuriickfiihren.

Behauptung 2: Seien A, B wie in ii). Dann gibt es » > 0 mit U.(4) N B = 0,
wobei

Ur(A) = | B.(x)

z€A
offen, konvex und nicht leer.

Beweis: Offenbar ist U,(A) fiir jedes r > 0 offen, konvex und nicht leer, da
A # (. Nimm an, fiir v, | 0 gibt es a € A, by € By, (ax) "B, k € N. Da A
kompakt, konvergiert eine Teilfolge ar, — a (k — oo, k € A), wobei a € A. Da
B abgeschlossen, und

k—
1B — allx < 1Bk — arllx + [k — allx < i+ llax — allx =0,

folgt andererseits a = limy_.o bx € B; also AN B # (), und die Behauptung
folgt. a

Wihle nun r > 0 wie in Behauptung 1, ] € X* gemiss i) zu A’ = U,.(A) und B.
Es folgt

<
r;leajcl(a) < wes&lrl()A)l(x) < blg]fal(b),

wie gewiinscht. O

Sei K C X eine beliebige Teilmenge, M C K.

Definition 4.5.1. i) M heisst extremale Teilmenge von K , falls fiir je
zwei Punkte xg,x1 € K und 0 < a < 1 gilt

To =axy + (1 —a)xg € M = x9,21 € M.

ii) Falls M = {x} extremale Teilmenge ist, so heisst x ein extremaler Punkt
von K .
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Beispiel 4.5.1. i) Sei X = R?, || - ||x die euklidische Norm, K die Vollkugel
K = B1(0) = {(x,y); 2% + y? < 1}. Dann ist jeder Randpunkt von K extremal.

ii) Sei X = R?, versehen mit der Norm
(2, y)llx = max{|z|, [y},
und sei K die Menge
K = B1(0) ={(z,y); -1 <uz,y <1}
Dann sind die Seiten von K extremal, zum Beispiel
F={(z,1);-1<z <1}
Die Extremalpunkte von K sind genau die Punkte (£1,+£1).

Lemma 4.5.1. Sei M C K extremale Teilmenge von K, L C M extremale
Teilmenge von M. Dann ist L extremale Teilmenge von K.

Beweis: Seien xg,z1 € K, 0 < a <1 und
To = az1 + (1 —a)zp € L.

Da L C M, gehort x, zu M; da weiter M extremal in K ist, folgt zg,z1 € M.
Da schliesslich L extremal in M, liegen zg und x; sogar in L; also ist L extremal
in K. O

Lemma 4.5.2. Sei K C X kompakt, | € X*, A = mingex l(x). Dann ist
Ky={z e K; l(x) =X}
extremale Teilmenge von K.
Beweis: Seien zg,71 € K, 0 < a < 1 und
To =ax1 + (1 —a)zg € Ky;

das heisst,
(zo) = al(z1) + (1 — a)l(zg) = A

Da l(zg) > A, l(x1) > A, folgt I(xg) = A =1(21); also zg,x1 € K. O

Satz 4.5.2. (Krein-Milman): Sei K C X kompakt und nicht leer. Dann besitzt
K einen extremalen Punkt.

Beweis: Sei M die Familie
M ={M C K; 0 # M kompakt, extremal in K}
mit der partiellen Ordnung
L<M&MCcL, VLM e M.

Wir verifizieren die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas.
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Offenbar gilt K € M, also M # (). Sei (M,),er linear geordnete Teilmenge in
M. Setze M = ﬂLGI M,. Dann ist M kompakt und nicht leer.

Behauptung 1: M € M.
Beweis: Seien xg,z1 € K, 0 < o < 1, und es gelte

To=ar1+ (1 —a)xg e M = ﬂML.
vel

Dann gilt x, € M, fiir beliebiges ¢ € I. Da M, extremal in K, folgt x¢,x1 € M,
fiir alle ¢; das heisst, xg,x1 € M. O

Da offenbar M C M, fiir alle ¢ € I, ist M eine obere Schranke fiir (M,),c;.
Gemiéss dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element M € M. Sei
ze M.

Behauptung 2: M = {z}.

Beweis: (indirekt) Nimm an, y # z sei ein weiteres Element von M. Wihle
[l € X* mit l(z) # l(y) geméss Satz 4.2.3. Setze A = min,enr l(m). Gemiss
Lemma 4.5.2 ist

My={me M;l(m)=X}C M

extremal in M, nach Lemma 4.5.1 also auch in K. Weiter gilt M, # 0, und
M) ist kompakt, also My € M. Schliesslich gilt M) C M, jedoch My # M,
da wegen [(z) # [(y) entweder x ¢ M)y oder y ¢ M,, im Widerspruch zur
Minimalitdt von M. O

Definition 4.5.2. Fir A C X sei

conv(A) = ﬂ B

ACB; B konvex und abgeschlossen

die abgeschlossene konvexe Hiille von A.
Satz 4.5.3. (Krein-Milman): Sei K kompakt und konvexr, E C K die Menge
der Extremalpunkte von K. Dann gilt K = conv(E).
Beweis: (indirekt). Sei g € K \ conv(E). Wihle | € X* geméss Satz 4.5.1 ii)
mit A = {z¢}, B=conv(E) und

inf [ l > minl =\ 4.5.1
UL () > l(zo) 2 minl(z) (4.5.1)
Setze
Ky ={z € K; I(z) = \}.
Da K # (), folgt Ky # 0, und K ist kompakt und gemiiss Lemma 4.5.2 zudem
extremal. Nach Satz 4.5.2 besitzt K einen extremalen Punkt yg. Da K extre-

mal, ist dieser gemiiss Lemma 4.5.1 extremal auch in K; also yo € E C conv(E),
im Widerspruch zu (4.5.1). O

4.6 Schwache Konvergenz und Konvexitét

Sei (X, ]| - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*, (zx)ren C X,
zc X.
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Definition 4.6.1. Die Folge (xk)ren konvergiert schwach gegen z, oder
z — x (k — 00), falls fiir alle | € X* gilt:
l(zg) = l(z) (k — o0).

w

Beispiel 4.6.1. 23 ¢; = (0,...,0,1,0,...) — 0 (i — 00).

Bemerkung 4.6.1. i) Der schwache Limes x ist eindeutig bestimmt wegen Satz
4.2.3. Wir schreiben daher v = w — limg_, o0 Tk

ii) Falls xp — x (k — 00), s0 auch zp — x (k — 00).

Satz 4.6.1. Sei (zr)ren C X mit xi 2o (k — 00). Dann ist (zx)ken be-

schrankt. Weiter gilt
[lz|lx <liminf ||zk||x.
k—o0

Beweis: Die Abbildungen Ay € L(X*,R) mit
Ap() =l(zg), le X, keN

sind punktweise beschriankt. Da X* vollstdndig ist, folgt mit Satz 4.2.2 und Satz
3.1.1 die gleichméssige Beschrankheit der Normen

lorllx = sup [U(zx)] = [[Ak]|L(x-r) < C < 0.
lex=, [[l|lx=<1

Zum Beweis der zweiten Behauptung wihle [ € X* geméss Satz 4.2.2 mit
x> =1, I(z) = [|z||x.

Es folgt
[lz]|x = l(z) = likminfl(xk) < likminf [|ek] | x -

Definition 4.6.2. Die von den Mengen
Qu=1"*U), le X*, UCR offen
induzierte Topologie heisst schwache Topologie 7, auf X.

Bemerkung 4.6.2. i) Offenbar ist die schwache Konvergenz die Konvergenz
beziiglich der schwachen Topologie.

ii) Falls dim(X) = oo, so ist die schwache Topologie nicht metrisierbar; das
heisst, sie wird von keiner Metrik auf X induziert. Man muss daher zum Beispiel
zwischen den Begriffen schwach abgeschlossenen (weakly closed) und schwach
Folgen-abgeschlossen (weakly sequentially closed) unterscheiden; vgl. Lemma 4.6.2.

i) Dal € X* stetig, ist jedes Qv auch offen in der Standardtopologie T; das
heisst, T, C T.

Fiir Q C X sei

Q= w — clos(Q) = ﬂ A.
ADQ; A schwach abgeschlossen

die schwach abgeschlossene Hiille von €.
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Lemma 4.6.1. i) Q C Q,,.
i) Falls 2, ~ x (k — 00) fiir (x1)ren C Q, s0 folgt x € Q.

Beweis: i) Nach Bemerkung 4.6.2 iii) gilt 7, C 7, eine schwach abgeschlossene
Menge ist somit auch (stark) abgeschlossen. Es folgt

ﬁw:: rw AD (] fl:i?

ADQ ADQ

A schwach abgeschlossen A abgeschlossen

ii) Falls « ¢ Q,, so gibt es U = ﬂ}]:1 l;l(Ij) € Tw Mit geeigneten [; € X* und
offenen Mengen I; C R, 1 < j < J,sodass QNU =0 und = € U. Jedoch folgt
mit z, ~ = (k — co) insbesondere Konvergenz I;(xx) — [;(z) (k — oo) fiir
jedes j, also xp, € QN U fir geniigend grosses k im Widerspruch zur Wahl von
U. a

Definition 4.6.3. Eine Menge A C X heisst schwach Folgen-abgeschlossen
(w.s.c.: weakly sequentially closed), falls fir alle (xy) C A gilt

w

xp —x (k— o00) =z € A
Lemma 4.6.2. Fiir A C X gilt:
1) A schwach abgeschlossen = A schwach Folgen-abgeschlossen.
ii) A schwach Folgen-abgeschlossen = A abgeschlossen.
Beweis: i) Sei A schwach abgeschlossen, und sei (z),) C A mit zj 2 x(k— o0).
Mit Lemma 4.6.1 ii) folgt x € A, = A.

ii) Sei (zx) C A mit 2, — 2 (k — o0), also auch z > = (k — 00) gemiiss
Bemerkung 4.6.1 ii). Ist A schwach Folgen-abgeschlossen, so gilt z € A; das
heisst, A ist abgeschlossen. O

Beispiel 4.6.2. Die 1-Sphdre in 12 ist abgeschlossen, aber nach Beispiel 4.6.1
ist ste nicht schwach Folgen-abgeschlossen. Dies zeigt, dass die Umkehrung der
Aussage von Lemma 4.6.2 ii) nicht gilt.

Satz 4.6.2. Sei Q) C X konvez. Dann gilt

Q= Q.

Beweis: (indirekt). Nimm an Q # Q,,. Sei zg € Q,,\ Q. Setze A = {x}, B = Q.
Wiéhle | € X* geméss Satz 4.5.1 mit
. < .
l(zo) < 7}relfBl(ar) < ;le(x)
Es folgt zg & Q,, im Widerspruch zur Wahl von . O

Satz 4.6.3. Sei (x1)ren schwach konvergent mit x), — x (k — o0). Dann gibt
es eine Folge von Konvexkombinationen (y;)ien mit

! !
Y :Zaklxky 0<am<1, Zakl =1
k=1 k=1

und
yr— x (I — 00).
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Beweis: Setze K = conv({zy; k € N}). Nach Satz 4.6.2 gilt K = K = K,,; mit
Lemma 4.6.1 ii) folgt x € K. a

Bemerkung 4.6.3. Die schwache Topologie T, und T unterscheiden sich nur,
falls dim X = oo, in diesem Fuall enthdlt mit den Mengen Qv auch jede schwach
offene Menge einen offenen affinen Unterraum. Fine Konsequenz daraus sieht
man im nachstehenden Beispiel.

Beispiel 4.6.3. Sei dim X = co. Der schwache Abschluss der Menge
A={z e X;|z|]|x =1}.
ist die Vollkugel
Ay =B1(0; X) = {z € X; [|z]|x < 1}.

Beweis: “A,, C B1(0; X)”: Nach Satz 4.6.2 gilt A,, C conv(A4) = B1(0; X).

“Ay D B1(0; X)": Sei € X mit ||z||x < 1, Q € 7, eine Umgebung von z.
Nach Bemerkung 4.6.3 enthilt €2 einen offenen affinen Unterraum durch z; jeder
derartige Raum schneidet jedoch A. Insbesondere folgt QN A # 0, und z € A,,.

d



Kapitel 5

Reflexivitat, Separabilitéit
und Schwache Kompaktheit

5.1 Reflexivitit

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*.

Definition 5.1.1. Der Raum X** = (X*)* = L(X*,R) heisst Bidualraum
von X .

Allgemein kénnen wir X in kanonischer Weise in X** einbetten mittels Z7: X —
X**, wobei
Zz(l) :=1(z), Vie X*, v € X. (5.1.1)

Satz 5.1.1. 7T ist eine lineare Isometrie.

Beweis: Offenbar ist Z linear. Wie im Beweis von Satz 4.6.1 folgt zudem mit
Satz 4.2.2 fiir jedes x € X die Identitét

llzllx = sup  [l(z)] = ||Ta]|x- .
tex, [|if|x-<1

O

Definition 5.1.2. X heisst reflexiv |, falls die durch (5.1.1) definierte Abbil-
dung Z: X — X** surjektiv ist.

Beispiel 5.1.1. i) R", C" sind (wegen der Rangformel) reflexiv (fiir eine belie-
bige Norm,).

i) Jeder Hilbert-Raum (H, (-,-)m) ist reflexiv.

iii) LP(Q) ist reflexiv, falls 1 < p < oo.

iv) LY () ist nicht refleziv.

Beweis: ii) Sei J: H — H* die in Abschnitt 4.3 konstruierte Isometrie mit

J(@)(y) = (z,y)u, Yy € H. (5.1.2)

99
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H* ist wiederum Hilbert-Raum mit Skalarprodukt
(J(x), J (W) = (@,y)m, VI =J(z), k=J(y) € H". (5.1.3)

Sei J*: H* — H** der isometrische Isomorphismus analog zu (5.1.2). Dann gilt
Z=J"oJ,denn

I@) ) "L @) "= (@), J)ae = (), (@) s

S (J(y)(J (x)), Yo,y € H.

Ty(J(x)) "=V

(5.1.2)

Also ist Z surjektiv.

iii) Sei 1 < p < oo, und sei g zu p konjugiert mit %—l—% =1.8eiJ = JP: LI(Q) —
LP(Q)* der in Lemma 4.4.1 konstruierte Isomorphismus, und sei & € LP(2)**.
Zul e LP(Q)* sei g € LY(Q) mit [ = JPg. Zu k = { o JP € L1(Q)* finden wir
analog f € LP(Q) mit k = J9f; also f = (J9)" ! o £ o JP. Es folgt

(THO) = 1(f) = Tg(f) = / fgdu=Jf(g) = £(T7g) = (1),

und Z ist surjektiv.
iv) Z: LY (Q) 2 g — 1y € (L>°(2))* ist gemiss Beispiel 4.4.1 nicht surjektiv. O
Bemerkung 5.1.1. Fulls X reflexiv ist, so ist X auch vollstindig. Somit liefert

Z(X) C X** eine kanonische Vervollstindigung fiir jeden normierten Raum X ;
vergleiche Satz 2.1.1.

Beweis: X** ist nach Beispiel 2.1.1 vollsténdig. Sei (zx)ken eine Cauchy-Folge
in X. Dann ist (Zxg)ken eine Cauchy-Folge in X**. Sei z = limg—, oo Zx), € X**.
Da X reflexiv, folgt z = Zx fiir ein ¢ € X, und = limg_, =1, da Z isometrisch.
O

Ist L°(Q) reflexiv oder nicht? — Wir beantworten diese Frage in einem allge-
meinen Kontext.

Satz 5.1.2. i) Falls X reflexiv ist, so gilt dies auch fiir X*.
ii) Falls X* reflexiv ist und X vollstindig, so ist auch X reflexiv.

Beweis:
i) (Ubung)

ii) (indirekt) Seien Z: X — X** T*: X* — (X*)** die kanonischen Isome-
trien gemiss (5.1.1). Widerspruchsweise nehmen wir an Z(X) # X**. Da X
vollstéindig ist, ist M := Z(X) ein abgeschlossener linearer Teilraum. Wihle
e X*\Z(X) und dazu I** € (X**)" = (X*)** gemiss Satz 4.2.4 mit
P*(x**) =1, I'v = 0. Da I* surjektiv, gilt I** = Z* (1) fiir ein [ € X*; also

0=101"Zx))=7"1)(Z(x)) =Z(x)() = l(x), Vx € X.
Es folgt | = 0, Z(l) = [** = 0. 0
Beispiel 5.1.2. L°°(Q) ist nicht reflexiv.
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Beweis: L!(Q) ist vollstindig mit Dualraum (L!(Q))* isometrisch isomorph zu
L>(Q), jedoch gemiiss Beispiel 5.1.1 iv) nicht reflexiv. O

Satz 5.1.3. Sei X reflexiv, Y C X ein abgeschlossener linearer Unterraum.
Dann ist auch Y reflexiv.

Beweis: Sei £: X* — Y* die Einschrinkungsabbildung, definiert durch

§N(y) =1y), Yy €Y,

mit
&)
Sei analog n: Y** — X** gegeben durch

n(y™) (1) =y (&), vl e X7,

yo < Illlxe, Vi€ X*.

mit

ok

[n(y™ ) x== < [ly™ |y~

Ellx= vy <y [lye-, Yy € Y.

Seien weiter Z: X — X**, IV :Y — Y** die kanonischen Isometrien. Nach
Annahme ist Z surjektiv.

Behauptung 1: 77! (n(Y**)) C Y.

Beweis: Sei y** € Y**, und nimm an z = Z~(n(y**)) ¢ Y. Wihle | € X*
gemiss Satz 4.2.4 mit I(x) # 0, [},, = 0. Da [}, =0, folgt £(I) = 0; also

0=y (1) =nly™)() = Za(l) = I(z) # 0.

Der Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Sei nun y** € Y**. Nach Behauptung 1 gilt y := Z~!(n(y**)) € Y. Fiir f € Y'*
sei [ € X* eine beliebige Fortsetzung gemiss Satz 4.1.2 mit [}, = f; das heisst,
&(l) = f. Es folgt

v (F) =y (€D) = ny™) D) = Ty() = 1) S Fly) = T y(f)

fir alle f € Y*; das heisst ZY ist surjektiv. Weiter folgt mit der Identitit
v (f) = IV y(f) fiir alle f € Y* wegen Zy = n(y**) die Gleichheit

nZ" =TIpy.

5.2 Separabilitéit

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 5.2.1. M heisst separabel, falls es eine abzihlbare Teilmenge D C
M gibt mit D = M.
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Bemerkung 5.2.1. Eine Folge (x1) C M ist dicht genau dann, wenn

M= Bujlax)
I=1k=1

Beispiel 5.2.1. i) R™ ist separabel, falls d die von einer Norm induzierte Metrik
15t.

ii) C°([0,1]) ist nach dem Weierstrafischen Approzimationssatz separabel, ana-
log gilt dies auch fir C°(Q) fiir eine beliebige offene Menge Q CC R™.

iii) LP(Q) ist fiir 1 < p < oo separabel.

i) L*°([0,1]) ist nicht separabel. Betrachte dazu die Familie fs = x[0,5,0 < 5§ <
1 mat
I|fs = fellL~ = [Ixjs,gllz= =1, VO <s <t < 1. (5.2.1)

Sei (gr)ken dicht. Fir 0 < s <1 wihle k € N mit
[fs = grllLe < 1/2. (5.2.2)

Wegen (5.2.1) kann (5.2.2) fir festes k nur fir héchstens ein s = s(k) gelten.
Dies liefert eine surjektive AbbildungN > k — s(k) €]0, 1], was jedoch unmdglich
ist. (Vergleiche Beispiel 3.5.2 und Satz 3.5.2, Analysis II1.)

Satz 5.2.1. Sei M separabel, A C M. Dann ist A separabel (beziiglich der
induzierten Metrik d, ., , ).

Beweis: Sei (zj)ren dicht in M, ag € A. Fiir k,1 € N mit
AN By (xr) # 0

wihle ap € AN By (2r), ar = ap sonst. Dann gilt

U (AN Byo(xk)) ﬂ U By ji(am);
o1 I=1k=1

uDg

also ist (akl)kJGN dicht. O

Wir verkniipfen nun Separabilitdt und lineare Struktur.

Satz 5.2.2. Sei (X, || -]||x) ein normierter R-Vektorraum.
1) Ist X* separabel, so ist X separabel.

ii) Ist X separabel und reflexiv, dann ist X* separabel.

Beweis:
i) Sei (Ig)ren dicht in X*. Wihle (zg)ren in X mit ||zg||x = 1 und

U(zk) = |[lel|x~ — 1/k, k € N.

Setze

M = span{xy; k € N},
M ist separabel. Die Aussage i) folgt daher aus
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Behauptung: M = X.

Beweis: (indirekt) Sei X # M, und seien xg € X \ M und dazu l € X* gemiss
Satz 4.2.4 gewihlt mit
l(:ro) = 1, Z‘M = 0.

Sei A C N eine Teilfolge mit [ = limy_,00, kea l. Es folgt

. = i « < I
0 lllx =, lim_ [illx- < limsup L),

k—o0,k€E
jedoch gilt
[k (zk)| = (e — D)(2e)] < |1k — U x]|7x]|x — 0 (K — o0, k € A).

ii) Mit X ist auch X** = Z(X) separabel. Falls ndmlich (zx)ren dicht liegt in
X, so liegt (Zzy)ren dicht in X**. Mit i) folgt Separabilitit von X*. o

5.3 Schwache Folgenkompaktheit

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*, Bidualraum X**
und kanonischer Isometrie Z7: X — X**. Sei (I )ren eine Folge in X*, | € X*.

Definition 5.3.1. (lx)ren konvergiert schwach® gegen [, I w I (k — o),
falls
lg(z) — I(z), VzeX. (5.3.1)

(k—o)

Somit haben wir auf X* nun drei Konvergenzbegriffe:
i) Normkonvergenz I, — I (k — 00);

ii) schwache Konvergenz Iy, — [ (k — oo) im Sinne
2(ly) — 2(), Vz € X** (5.3.2)

(k—o0)

iil) schwache* Konvergenz [ Cay (k — o0) im Sinne von (5.3.1), das heisst im
Sinne von (5.3.2), jedoch nur fiir alle z € Z(X).

Bemerkung 5.3.1. i) Falls X reflexiv, so sind schwache und schwache* Kon-
vergenz dquivalent.

i) Im allgemeinen gilt: I, — | = Iy — | = I v
(k—00) (k—o0) k—o0

iii) Die schwache® Konvergenz ist Konvergenz beziiglich der von den Mengen
Qu={leX*Il(x)cU}=(l(z)) " (U), z € X, U CR offen,

erzeugten schwachen™ Topologie Ty~. Offenbar gilt Ty« C Ty, also ist Ty« grober
als T, und daher im allgemeinen nicht metrisierbar. Abgeschlossenheit, bezie-
hungsweise Kompaktheit konnen daher nicht dquivalent mit dem Folgenkriteri-
um umschrieben werden. Schwach* abgeschlossene Mengen sind analog zu Ab-
schnitt 4.6 stets auch abgeschlossen beziiglich schwacher* Konvergenz und sind
schwach abgeschlossen, sowie stark abgeschlossen.
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Nach dem Satz von Tychonovist die abgeschlossene 1-Kugel in X * stets schwach*
kompakt. Fiir die Anwendungen, die wir unten besprechen, wird jedoch Folgen-
kompaktheit benotigt.

Satz 5.3.1. (Banach-Alaoglu) Sei X separabel, (Ix)reny C X* beschrinkt. Dann
gibt es | € X* und eine Teilfolge A C N mit

Lo 1 (k — o0, k€ A).
Beweis: Sei (zx)ken dicht in X. Wihle Teilfolgen N D A DAy D ... D A; D
... D ...s0, dass fiir alle j € N gilt
le(z5) = aj =: U(z;) (k — o0, k € Aj),
und definiere A als die zugehorige Diagonalfolge.

Behauptung 1: [ lisst sich zu [ € X* erweitern.

Beweis: [ ist linear auf M = span{z;; j € N}, und

|l(a:)|:k lim  |lg(z)| < limsup ||[lg]|x+||z||x, Vz € M.

o0, kEA koo
Also ist [ stetig fortsetzbar auf X = M.
Behauptung 2: [; v (k— 00, k€A
Beweis: Sei x € X, x =lim;_., jex xj, wobei K C N. Fiir j, k € N schéitze ab

(@) = W) < [le(@ = z5)| + [l(z = 25)] + [l (z) = U(z;)]
< (Sgplllkllx* +Ux e = 25l x + () — 1)l

Nach Grenziibergang k — oo fiir festes j € N erhalten wir

limsup |lx(z) — I(x)| < C|lx — zj]|x.
k—oo,k€EA

Mit j — oo folgt lx(x) — I(z) (k — 00), wie gewiinscht. O

Beispiel 5.3.1. i) X = L'(Q) ist separabel, X* = L>(Q) gemdss Satz 4.4.1.
Falls (fr)ken C L®(Q) beschrinkt, so existiert nach Satz 5.3.1 eine Teilfolge
A C N und f € L>=(Q2) mit

/fkgdua/fgdu (k — o0, k€ A)
Q Q

fiir alle g € L*(Q).

ii) X = L*°([0,1]) ist nicht separabel. Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz
5.83.1 in diesem Fall nicht gilt.

Fir0o<e<1sei T, € X* gegeben durch

1 [¢ o
Tgf:g/o fdz, feL>®(0,1]).

Offenbar gilt

| Tel|x- = sup |Tof] <1,
[1f]lLoe <1

jedoch ist die Menge {T.; 0 < e < 1} nicht schwach* relativ folgenkompakt.
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Beweis: (indirekt). Nimm an, fiir eine Folge €, — 0 (kK — oo) und ein T' € X*
gelte

w*

Tek =T (k — OO)

OBdA diirfen wir (allenfalls nach Auswahl einer Teilfolge) annehmen, dass gilt

1>€k—+1—>0(k—>oo).
€k

Wihle
f = Z(_l)kx[5k+1,5k[ € Loo([ov 1])
k=1

mit ||f||r~ = 1. Fiir k¥ € N gilt nun

1 oo
T..f==> (-D'a —en)
k 1=k
Ep — € 1 [ERtt
:(_1)kw+_/ fdx;
€k €k Jo

das heisst,

1 Skt %,

of = 0 < o (st [ lae) < 2 o

Ek 0 €k k—oo

Die Folge (T, f)ken héuft sich somit bei 1 und —1, ist daher divergent. O

Die Annahme der Separabilitiit kann in reflexiven Réumen entfallen. Ausserdem
kénnen wir mittels Z Konvergenzaussagen in X** = (X*)* zuriickziehen und
erhalten so schwache Folgenkompaktheit im urspriinglichen Raum (“schwaches
Bolzano-Weierstrass Theorem”).

Satz 5.3.2. (Eberlein-Smulyan) Sei X reflexiv, (zx)ren in X beschrdnkt. Dann
existiert x € X und eine Teilfolge A C N mit

zp % x (k— oo, k€ A).

Beweis: Betrachte

Y = span{zy; k € N}.

Offenbar ist Y separabel und nach Satz 5.1.3 reflexiv. Nach Satz 5.2.2 ist auch
Y™ separabel. Sei Z7: Y — Y™** die kanonische Isometrie.

Nach Satz 5.3.1 ist (Zzk)reny C Y™ = ZY schwach* folgenkompakt; das heisst,
fiir eine Teilfolge A C N und ein z € Y gilt

(Zar)(1) = Uzk) o e (Zz)(1) = I(x), VI € Y™,

Fiir jedes [ € X gehort die Einschrénkung [}, zu Y. Da weiter xy,z € Y, folgt
lxg) — U (x) (k — 00,k € A)

fiir alle | € X*; das heisst, z — = (k — 0o, k € A). |
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Beispiel 5.3.2. i) Satz 5.3.2 ist insbesondere anwendbar, falls X ein Hilbert-
Raum ist.

ii) Sei X = LP(Q), 1 < p < 00, (fr)ken C LP(Q) beschrinkt. Nach Satz 4.4.1 ist
X = LP(Q) reflexiv. Daher liefert Satz 5.3.2 eine Teilfolge A C N und f € LP(Q)

mit [y v f (k— o0, k€ A); das heisst mit ¢ = % gilt fir k — oo, k € A:
[ frgdu— [ fodu v e (@),
Q Q

Als weitere Anwendung von Satz 5.3.2 beweisen wir das folgende Approximati-
onstheorem.

Satz 5.3.3. (Approzimationstheorem) Sei X reflexiv, M C X nicht leer, konvex
und abgeschlossen, xo € X \ M. Dann gibt es mg € M mit

[|zo — mol||x = dist(zo, M) = inf ||zg — m||x.
meM

Bemerkung 5.3.2. Satz 5.3.3 ist insbesondere anwendbar, falls M ein nicht
trivialer abgeschlossener linearer Unterraum von X ist, und liefert ein Analogon
zu Korollar 2.4.1 in diesem Fall. Analog zur Situation im Hilbertraum konnen
wir mqg als “Fusspunkt des Lotes” von xg auf M auffassen.

Beweis: Sei (my)ren C M eine “Minimalfolge” mit
[|zo — mg||x — dist(xzg, M) (k — 00).

Die Folge (mg)gen ist beschriankt. Nach Satz 5.3.2 gibt es eine Teilfolge A C N
und ein mgy € X mit
mi — mo (k — oo, k€ A).

Da M abgeschlossen und konvex ist, ist M nach Satz 4.6.2 auch schwach ab-
geschlossen, somit auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz, und
mgy € M. Schliesslich folgt mit Satz 4.6.1

— < liminf — = dist M).
[lwo = mollx < Timinf lzo —m| = dist(zo, M)

5.4 Variationsrechnung

Sei (X,]|| - ||x) ein normierter R-Vektorraum, M C X, F: M — R.

Definition 5.4.1. Die Funktion F ist schwach folgen-unterhalb-stetig (kurz:
w.s.l.s.c. oder weakly sequentially lower semi-continuous) in xo € M, falls fir

alle (z)keny C M mit x, 2z (k — o) gilt

F(xg) < likm inf F(xy).

Kiirzer schreiben wir auch

F(xg) < liminf F(z).

w
r—xo, TEM
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Beispiel 5.4.1. i) Die Norm F(x) = ||z||x ist w.s.l.s.c. auf X gemdss Satz
4.6.1.

ii) Sei F: M — R stetig und konvex, wobei M C X konvex und abgeschlossen.
Dann ist F auf M w.s.l.s.c.

Beweis: Sei (z)reny C M mit x, 2 xo. Wihle eine Teilfolge A C N mit

F(x;) — likmian(xk) =:ap (I — o0, I €A).

oo

OBdA diirfen wir annehmen, dass A = N.
Nach Satz 4.6.3 gibt es Konvexkombinationen

! 1
Y = Zaklﬂfka 0<ap <1, Zakl =1
k=1 =1

mit y; — z¢ (I — 00), und (y;)ien € M, da M konvex. Fiir beliebiges kg € N
gilt nach Satz 4.6.2 und Lemma 4.6.1 die Beziehung z¢ € conv{zy; k > ko}. Fiir
ein festes ko € N diirfen wir daher annehmen, dass

ar =0, Vk < kqg.

Mit der Konvexitét von F' folgt

l

F(y) < Z ai F(z) < sup F(xy), Vi e N.
k=Fko k2ko

Nach Grenziibergang [ — oo erhalten wir

F(zo) = lim F(y) < sup F(ak).
Z R0

Mit ko — oo folgt schliesslich

F(z9) < limsup F(zx) = ao.

k—oo

O
Definition 5.4.2. F': M — R heisst koerziv auf M beziiglich || - || x, falls gilt
F(z) - 0 (||z||lx — o0, x € M).

Satz 5.4.1. (Variationsprinzip) Sei X reflexiv, M C X nicht leer und schwach
folgen-abgeschlossen, F: M — R koerziv und w.s.l.s.c. Dann existiert xo € M
mit
F = inf F(x).
(v0) = inf F(z)
Beweis: Betrachte eine Minimalfolge (zx)ken in M mit

F(zy) — ;&EF@) =:qq (k — 00).

Da F koerziv, ist (zp)gen beschriankt. Nach Satz 5.3.2 besitzt (zp)ren eine
schwach konvergente Teilfolge z1, — x¢ (k — 00,k € A).
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Da M schwach folgen-abgeschlossen, folgt ¢ € M, und

F(zo) < liminf F(zg) = ao,

k—o00,k€E
da F w.s.ls.c. a

Bemerkung 5.4.1. Fualls M konvez, F' strikt konvez, so kann F hdchstens eine
Minimalstelle in M besitzen.

Beweis: Seien xg # x1 € M mit

F(xzo) = miélij F(z) = F(xq).

Fir 0 <t < 1gilt xy =tx1 + (1 —t)zg € M, und mit

F(ay) <tF(z1)+ (1 —t)F(x0) = mi&fw F(x)

erhalten wir den gewiinschten Widerspruch. O



Kapitel 6

Auflésung linearer
Gleichungen,
Spektraltheorie

6.1 Duale Operatoren

Seien (X, |- |[x), (Y;[| - [|y) normierte R-Vektorrdume mit Dualraum X*, be-
ziehungsweise Y*, A: Dy C X — Y linear mit D4 = X.

Definition 6.1.1. Der zu A duale Operator A*: Ds- C Y* — X* hat den
Definitionsbereich

Dy ={y* €Y™; ly=: Dg 32— (y*, Ax)y-xy ist stetig },
und fir y* € Dy~ ist A*y* € X* die eindeutige Fortsetzung von l,- auf X.
Bemerkung 6.1.1. i) A* hat die Eigenschaft

(A'y* oy xxx = (Y*, Ax)y~xy, Vo € Dy, y* € Dy-. (6.1.1)

1) Auch falls A nicht dicht definiert ist, kann man formal zu A duale Ope-
ratoren durch (6.1.1) charakterisieren, jedoch sind diese dann nicht eindeutig.

Satz 6.1.1. Fir A€ L(X,Y) gilt A* € L(Y*,X*), und
HAllLx,vy = A L= x)-
Beweis: Fir y* € Y*, z € X gilt

(y", Az)y-xy | < [ly*]
das heisst, y* € Dy«, und

v || All x| x;

sup |4y |x- = sup (A", ) x x|
[ly*|ly =<1 [z x <1, [ly*|ly~ <1
= sup y*, Az)y sy | = [|AllL(x,y)

[zl x <1, [ly*|ly=<1

gemdss Satz 4.2.2. ]

69
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Beispiel 6.1.1. Seien 1 < p,q < oo konjugiert mit % —|—% =1, Q CC R™ offen.
Betrachte X =Y = L?(Q) mit Dualraum X* =Y* = L1(Q). Sei

A=A:C{(Q) C LP(Q) — LP(Q).
Dann gilt Da« D C§°(Y), da fiir alle g € C§°(QY) die Abbildung

AN = [ anfdn= [ Safdu=1a,
mat
lag(P)l < NAgllzallfllze, V€ C5 (),
sich stetig auf LP(Q)) fortsetzen lisst, und
A*g = Ag, Vg € C5° (D).
Satz 6.1.2. Sei A: Dy C X — Y dicht definiert. Dann folgt
i) A*: Dg- CY* — X* ist abgeschlossen.
ii) AC B= B* C A*.
Beweis: i) Betrachte (y})ken C Da- mit
yr =y in YY" ap = A%y; — 2" in X* (K — 00).
Es folgt fiir alle z € D 4:
(y"s Az)yxy = lm (yg, Az)y-xy
= klin;(A*y,j,x>X*Xx = (2", ) x*xx-
Also ist y* € D+ mit A*y* = x*; das heisst, A* ist abgeschlossen.

ii) Sei A C B; das heisst Dy C Dp, B|D(A) = A. Sei y* € Dp~. Dann gilt fiir
allex € Dy C Dp

(Y, Ax)y«xy = (y", Br)y-xy = (B*Y", &) x+x x;
das heisst y* € Da~, A*y* = B*y*. O

6.2 Operatoren mit abgeschlossenem Bild

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man die Auflésbarkeit der Gleichung
Az =y (6.2.1)
zu vorgegebenem y aufgrund der Eigenschaften von A* entscheiden.

Satz 6.2.1. (Banach : Closed range theorem) Seien X,Y Banach-Rdiume, der
lineare Operator A: Dy C X — Y dicht definiert und abgeschlossen, mit dualem
Operator A*. Dann sind dquivalent:

i) im(A) ist abgeschlossen in'Y ;

ii) im(A*) ist abgeschlossen in X*;

iii) im(A) = ker(A*)t = {y € Y; (4", y)y+-xy = 0, Vy* € ker(A*)};
) im(A*) = ker(A)+ = {z* € X*; (2%, 7)x-xx =0, Vz € ker(A)}.
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Wir beweisen nur die Aquivalenz i) < iii). Der vollstindige Beweis ist recht
aufwendig und anspruchsvoll. So beweist Werner den Satz nur fiir beschrankte
Operatoren und iiberldsst es in Aufgabe VII.5.19 dem Leser, die Details fiir
den allgemeinen Fall zu ergédnzen. Auch der Beweis von Kato gilt nur im Fall
beschrinkter Operatoren. (Die von Kato durchgefithrte Reduktion auf diesen
Fall enthélt einen Fehler.) Einen ausfiihrlichen Beweis fiir den allgemeinen Fall
findet man jedoch bei Brezis.

Wir benétigen ein Lemma.
Lemma 6.2.1. i) Sei M C X. Dann ist M+ C X* abgeschlossen (sogar
schwach* folgenabgeschlossen).

i) Sei L C X*. Dann ist L~ C X abgeschlossen (sogar schwach folgenabge-
schlossen).

Beweis: ii) Sei (zj)ren C Lt mit 7 — x € X (k — oo). Fiir beliebiges z* € L
erhalten wir
(@7 2)xexx = lm (2% 2p) x5 x = 0;

das heisst, z € L.
i) analog. m|
Beweis von Satz 6.2.1:

iii) = i) folgt unmittelbar aus Lemma 6.2.1.

i) = iii) Aus Bemerkung 6.1.1 folgt unmittelbar die Inklusion im(A) C ker(A*)*.
Die umgekehrte Inklusion beweisen wir indirekt. Sei y € ker(A*)*1 \ im(A). Da
im(A) nach Voraussetzung abgeschlossen, gibt es y* € Y* gemiiss Satz 4.2.4
mit (y*,y)y+xy # 0 und ylfm(A) = 0. Letztere Bedingung besagt, dass

<y*,A$>y*><y = 0, Vo € Dy.

Es folgt y* € Da- und A*y* = 0; also y* € ker(A*). Da y € ker(A*)*, erhalten
wir (y*,y)y+xy = 0 und somit den gewiinschten Widerspruch. o

Fiir abgeschlossene, dicht definierte Operatoren A: D4 C X — Y mit abge-
schlossenem Bild ist die Gleichung (6.2.1) somit zu vorgegebenem y € Y genau
dann durch ein x € D4 auflésbar, wenn alle linearen Funktionale im Kern von
A* auf y verschwinden. Wir sagen dann, die Gleichung (6.2.1) ist “normal”
16sbar.

Satz 6.2.2. Fir A: Dy C X — Y wie in Satz 6.2.1 sind dquivalent:
i) A ist surjektiv;
ii) A* ist injektiv, im(A*) ist abgeschlossen;

1) Jeg > 0Vy* € Dax: colly*||lyv+ < ||A*y*||x+.

Beweis: i) < ii) folgt unmittelbar aus Satz 6.2.1.

ii) = iii) A* ist abgeschlossener Operator A*: Dy- C Y* — im(A*), wo-
bei im(A*) als abgeschlossener Unterraum eines Banach-Raums ebenfalls ein
Banach-Raum ist. Die Behauptung folgt somit aus Satz 3.3.2.
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iii) = ii) Offenbar ist A* mit iii) injektiv. Sei x} = A*y, k € N, eine Folge in
im(A*) mit x} — x* (k — 00). Wegen iii) ist dann auch (y;)reny Cauchy-Folge.
Sei y* = limp_o yj;. Da A* abgeschlossen, folgt y* € Da-,2* = A*y*; das
heisst, im(A*) ist abgeschlossen. a

Wann ist das Bild eines Operators abgeschlossen? Eine wichtige Klasse sind die
sogenannten Fredholm Operatoren A = id — T auf einem Banach-Raum X,
wobei T' kompakt.

Definition 6.2.1. FEin Operator T € L(X) heisst kompakt, falls T(B1(0; X))
kompakt ist.

Lemma 6.2.2. Sei T € L(X) kompakt. Falls x), ~ x (k — 00), so folgt
Tz — Tz (K — 00).

Beweis: Nach Satz 4.6.1 ist (zx)ken beschriinkt. Da T nach Annahme kompakt,
ist der Abschluss der Folge (Txy)ren kompakt. Sei A C N eine Teilfolge mit
yr =Tar —y (k— 00, k€ A). Zul € N wihle

a= . awzr€comvizg k>l k€A, 0<an <1, Y. au=1,
k>0, kA k>1, keA

gemiss Satz 4.6.3 mit

= Z agxy — ¢ (I — 00).
k>0, kEA
Es folgt
Tz = Zaklyk —y=Tz(l — o).
k>l

Aus der Eindeutigkeit des Haufungspunkts y = Tz folgt die Konvergenz der
ganzen Folge (Txg)ren- O

Satz 6.2.3. Sei X ein Banach-Raum, T € L(X) kompakt. Dann ist im (id—T)
abgeschlossen.

Beweis: Setze M = ker(id — T). Da B1(0; M) = T'(B1(0, M)) C T(B1(0; X))
kompakt, ist M endlich-dimensional nach Satz 2.1.4.

Sei L = L ein topologisches Komplement von M. Setze
Sr=x—Tzx,z € L.

Dann ist S injektiv, im(S) = im(id — T).
Behauptung 1: 3r > 0 Vz € L: r|jz||x < ||Sz||x.
Beweis: (indirekt) Andernfalls gibt es x;, € L mit

E[|Szi|lx < [lzllx =1, k € N.

Es folgt fiir eine geeignete Teilfolge A C N:

Sxp =xp — Txp — 0, Txp — 29 (K — 00, k € A);
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das heisst,
xp — xg € L (k— o0; k € A),

und Szp = 0, ||zo||x = 1. Der Widerspruch ergibt die Behauptung.

Sei yr, = Sz — y (k — 00), x € L. Mit Behauptung 1 folgt, dass (zx)ren eine
Cauchy-Folge ist in L. Da L abgeschlossen ist, existiert x = limgey xx € L mit
y = Sx; das heisst im(S) = im(id — T) ist abgeschlossen. a

Beispiel 6.2.1. Kompakte Operatoren erhdlt man oft in der Form von Inte-
graloperatoren.

6.3 Kompaktheit

Der folgende Satz gibt ein klassisches Kriterium fiir Folgenkompaktheit im
Raum der stetigen Funktionen auf einem beschrinkten Gebiet im R™.

Satz 6.3.1. (Arzéla-Ascoli) Sei 2 CC R, F C C°(Q). Es sind dquivalent:
1) F ist relativ folgenkompakt;
ii) F ist beschrinkt und gleichgradig stetig, das heisst

sup || fl|co < o0
feF

und

Ve > 030 > OVa,y € QVf € F

=yl < 3= |f(a) - Fy)] << (6:3.1)

Beweis: i) = ii) Ubung.
ii) = i) Sei (fx)ren C F, und sei (z;)ien dicht in Q. Da F beschrinkt, gibt es
Teilfolgen A1 D Ay D ... mit
fk(xl) —a; =: f(l'l) (k — 00,k € Al).
Nach Auswahl einer Diagonalfolge A erhalten wir

fe(x) — f(z) (k— oo,k €A) (6.3.2)

fiir alle [l € N.
Behauptung 1: f ist gleichmissig stetig und lésst sich daher fortsetzen zu
einer Funktion f € C9(Q).

Beweis: Sei € > 0,0 = d(¢) > 0 dazu geméss (6.3.1) gewdhlt. Fir 27, z,, € Q
mit |z; — | < 0 schitze ab

|f(x) = f(@m)] < |f(20) = fe(@)] + [fr(z) = fe(@m)] + [fe(@m) = f(2m)]
<e+[f(x) = frl@) + [f(zm) = felzm)],
wobei k € A beliebig. Nach Grenziibergang k — oo,k € A, folgt mit (6.3.2) die

Abschétzung
|f(z) = flzm)] <,



74 KAPITEL 6. LINEARE GLEICHUNGEN, SPEKTRALTHEORIE

wie gewiinscht. |
Behauptung 2: f;, — f in C°(Q) fiir k — oo, k € A.
Beweis: Sei ¢ > 0,5 = d(¢) > 0 dazu gemiss (6.3.1) gewiihlt. Da Q kompakt,
iiberdecken endlich viele Bélle Bs(z;),1 <1 < L, die Menge Q2. Wéhle ko gemiss
(6.3.2), so dass fiir k > ko und 1 <1 < L gilt
|fi(@) — f(z)] <e.

Sei z € Q beliebig. Withle 1 <1 < L mit « € Bs(z;) und schiitze ab

|fr(z) = f(@)] < |fu(@) = fulz)| + [fr(@) = @)+ [f () — ()]

<3€fﬁ1‘k2k0.

Ein analoges Kriterium gilt auch in den Funktionenrdumen LP(£2).

Satz 6.3.2. (Fréchet-Kolmogorov). Sei Q@ CC R™,1 < p < o0, F C LP(Q2). Es
sind dquivalent:

i) F st relativ folgenkompakt;
1) F ist beschrinkt und “gleichgradig stetig in LP”, das heisst

sup || f — mnfl|Le®ny — O(h — 0). (6.3.3)
fer
Hierbei setzen wir f € F durch f =0 ausserhalb 2 zu f € LP(R™) fort.

Beweis: i) = ii) F ist kompakt, also auch beschrinkt. Zum Beweis von (6.3.3)
seie >0 vor_gegeben. Endlich viele Bille B.(fx),1 < k < K, mit fi € C5°(R™)
iiberdecken F. Wahle § = §(g) > 0 so, dass gilt

3

va,y €RME €L, K}i o=yl <0 = Iful@) — AW < s

Fiir h € R™ mit |h| < d folgt fiir 1 <k < K:
= mballiy <N = sl [ do<e
supp(fx)
Sei nun f € F beliebig, 1 < k < K so gewiihlt, dass f € B.(fx).
Es folgt fiir h € R™ mit |h| < ¢:
I =7 fllee < = felle + 1 fx = 7 fellee + [l7n(f = fi)lle

=2||f = fuller +[fi — Tnfillr < 3e.
O

ii) = i) Sei (ps)s>o eine regularisierende Folge. Setze fs = ps * f fir f €
F.(OBdAps € C§°(Bs(0).)

Behauptung 1: Zu e > 0 sei § = d(¢) > 0 gemiss (6.3.3) gewiihlt. Dann gilt
fiir alle f € F die Abschitzung ||f — fs||zr < €.

Beweis: Schreibe

(s~ D) = [ ps)(f@ ) = F(@) .
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Schitze ab mit der Dreiecks-Ungleichung

s = fllir < [ psIlf = fllndy <=

da

sup ||f—n,f||m<e,/ poly)dy = 1.
fEF,|y|<d R™

O

Behauptung 2: Fiir festes § > 0 ist (f5)er C C°(Q) beschrinkt und gleich-
gradig stetig.

Beweis: Schitze ab
@)l <suppsto) [ (f(e = p)ldy < Csllfllur < €
y Bs(0)

mit einer von z € Q und f € F unabhéngigen Konstanten C'. Analog erhalten
wir
sta) = 552 =1 | (osta =) = pstz = ) ) d
< suplps(x —y) — ps(z = Y|l fller < Cslz — z[|| f]]zr-
y

O

Sei (fx)ren C F. Fiir g = 1/1 mit zugehérigem §; > 0 wiihle Teilfolgen A7 D
As D ... gemiiss Satz 6.3.1 und Behauptung 2 so dass

[ fr.5 — fisllee < L frs, — fisllco < e

firr j,k > ko(1), 5,k € A, € N. OBdAko(l + 1) > ko(0).

Sei A die Diagonalfolge
A = {ko(l);1l € N}.

Es folgt fiir j, k € A mit Behauptung 1:

Wfi = fullee < |1f5 = frallee + 1 fi6 — frsllzr
+ ||fk,5z, - fk”LP < 3¢y,

falls j, k > ko(l); das heisst (fx)gea ist Cauchy-Folge in LP(Q). O

6.4 Adjungierter Operator im Hilbertraum

Sei (H, (-, -)m) ein Hilbert-Raum tiber R mit kanonischem IsomorphismusZ: H —
H*, wobei
2V exm = (T 'y, 2)g,Vo € Hy* € H*. (6.4.1)

Sei weiter A: Dy C H — H dicht definiert mit dualem Operator A*: D4« C
H* — H*.
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Definition 6.4.1. Der zu A adjungierte Operator A”: D,r ¢ H — H hat
den Definitionsbereich

Dyr ={y€ H;ly: Dy 3 x — (y, Azx) g ist stetig }
und ATy =T, fir alle y € Dar; das heisst

(ATy, 2)g = 1, (x) = (y, Ax) g, Yo € Da, y € Dyr. (6.4.2)

Bemerkung 6.4.1. Offenbar hingen AT und A* wie folgt zusammen:
i) y* € Da- &y =T y* € Dyr, und weiter
i) ATTly* = T-Y(A*y*), Vy* € Da-;
das heisst,
AT =77 10 A* o 1. (6.4.3)

Beispiel 6.4.1. Sei H = R"™ mit Skalarprodukt
(x,y) = zn:@yz, Ve = (21, Tn), Y= (Y1, Yn),
i=1
und sei A € L(H) gegeben mit
(Ax); = iaijxj, 1< <m

Jj=1

das heisst, A hat die Matrizdarstellung

aix - Qin
a = (aij)1<ij<n =

an1 e Ann

Dann gilt

n
(y7A:L‘) = Z aijyixj = (ATy7x)7 V%y S Rna
i,j=1
mit

n
(ATy); = Zaijyia 1<j<n,
i=1

und AT hat die Matrizdarstellung

A1n e Gnn

Notation: Im weiteren schreiben wir — im Einklang mit der Lehrbuchliteratur —
anstelle von AT wieder A*, wobei wir H und H* implizit mittels Z identifizieren.
Die Gleichung, welche A* auf einem Hilbert-Raum charakterisiert, ist also stets
(6.4.2) — mit A* anstelle von A7
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Definition 6.4.2. i) Ein Operator A: Dy C H — H heisst symmetrisch |,
falls A C A*, das heisst, falls Do C Da~ und falls gilt

(Ay,.’l?)H = (yan)Ha V%y €Da.

ii) Ein Operator A: Dy C H — H heisst selbstadjungiert , falls A = A*, das
heisst, falls A symmetrisch ist mit D4 = D .

Bemerkung 6.4.2. Fin symmetrischer Operator wird auch als formal selbst-
adjungiert bezeichnet.

Beispiel 6.4.2. i) Sei A € L(H) symmetrisch. Dann ist A selbstadjungiert, da
mit H =Dy C Da~ C H notwendig Dy = Dy~ = H.

it) Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann ist id — T € L(H) symmetrisch und
nach i) selbstadjungiert,

Beispiel 6.4.3. Wir betrachten die Erweiterungen Ay, As, Az des Laplace-
Operators As: C°(Q) C L?(Q) — L3(Q), Awu = Au fir u € C°(Q), auf
einem glatt berandeten Gebiet 2 CC R", wobei

Dy, = C*(Q),
D4, = {u € C*(Q); u=0 auf 00},
Da;={ueC*Q)u=0= % auf 90}

Offenbar gilt Asw & A3 & Ay & Ay, nach Satz 6.1.2 also
AT C A5 C A5 C AL

Weiter gilt nach partieller Integration
(v, Aju)p2 = / vAudy = / Av-udp = (A, u) e (6.4.4)
Q Q

fiir alle w,v € Dy, falls i = 2,3 oder i = 0o; das heisst, Az, Az und A sind
symmetrisch.

Zudem gilt (6.4.4) auch fir w € Da,, v € Da,; das heisst,
DA1 C DA;, Al C A;
Somit ist A5 D Ay £ As eine echte Erweiterung von As.

Bemerkung 6.4.3. Fine selbstadjungierte Erweiterung des Laplace-Operators
erhalten wir im Sobolev-Raum H? N HE (); vgl. Funktionalanalysis II.

6.5 Spektrum und Resolvente

Sei (X,]| - ||x) ein Banach-Raum iiber C, A: D4 C X — X linear.

Definition 6.5.1. Die Resolventenmenge von A ist

p(A)={Ne€C; (\-id— A): Dy — X ist bijektiv mit (\-id — A)~' € L(X)}.
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Bemerkung 6.5.1. i) Falls p(A) # 0, so ist A abgeschlossen.
ii) Ist A abgeschlossen, \-id — A bijektiv, so folgt X € p(A), da (\-id— A)~! €
L(X) gemiiss Satz 3.5.2.
iii) Statt A-id— A schreiben wir der Einfachheit halber im folgenden auch A\— A,
sowie 1 = id.
Beweis: i) Sei A € p(A), also (A — A)~! € L(X). Dann ist (A — A)~! abge-
schlossen; das heisst, die Menge

M={(z,y) e X xX;z2=0N-A) "1y, yec X}
ist abgeschlossen. Jedoch gilt offenbar

M =T(_a) ={(z, A\ — Az); x € Da},

und die Abgeschlossenheit von M impliziert diejenige von A. O

Definition 6.5.2. Die Resolvente von A ist die Abbildung R: p(A) — L(X)
mat
p(A) DA Ry=(\—A)"' € L(X).

Satz 6.5.1. Sei A: Dy C X — X, z0 € p(A). Dann enthdlt p(A) die offene
Kreisscheibe
D ={z€C; [z — z0lll(20 — A)_1||L(X) <1}

Insbesondere ist p(A) offen, 0(A) abgeschlossen und

1
2 >, A).
1R Lcx) = Tst(2.o(A)) Vz € p(A)

Weiter ist die Abbildung z — R, € L(X) stetig in p(A).

Beweis: Schreibe
(z—A)=(2—20)+ (20— A) = (14 (2 — 20) Ry, ) (20 — A).
Falls z € D, so ist 1 + (z — 29) R, geméiss Satz 2.2.7 invertierbar mit
(1+ (2= 20)R=) ™" =) (20 — 2)"RZ,,
n>0

also auch
R.=(z—-A)"'=R,(1+ (2 —2)R.,)"" € L(X);

vergleiche Satz 2.2.8.
Weiter folgt mit 1+ (z — 29)R,, — 1 in L(X) (2 — zo) offenbar auch

1R: = Regll) = I1Rey (1 + (2 = 20)Rey) ™ = Dlloix) = 0 (2 — 20)-

Satz 6.5.2. Falls \,pu € p(A), so gilt:
i) R\A C ARy = ARy —id € L(X);
ii) Rx — R, = (u — A\)RaRy;

iii) Ry - R, = Ry, - Ry.
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Beweis: Fiir A € p(A) gilt
ARy — RyA=Ryx(A—A) =idp, Cidx =(A—A)Ry = AR\ — AR,.
Insbesondere erhalten wir i) aus der Darstellung
R A = ARy —idp, C ARy —idx = AR).

Weiter lesen wir ab
A(R, — R)) = pRy — ARy,
also
(A—p)(Ry — Ry) = (n— ARy,

und ii) folgt nach Komposition mit R,,. Schliesslich erhalten wir iii) aus ii) durch

Vertauschen von g und . O
Bemerkung 6.5.2. Mit Satz 6.5.1 und Satz 6.5.2 ii) folgt, dass R auf p(A)
komplex differenzierbar ist mit % = —R3.

Definition 6.5.3. Das Spektrum wvon A ist die Menge c(A) = C\ p(A).
Insbesondere enthilt c(A) die Menge

op(A) = {X € C; X\ — A nicht injektiv }
der Eigenwerte von A mit Eigenraum
ker(A — A) = {z € Da; Az = Az} # {0}.
op(A) heisst das Punktspektrum von A. Die Menge
oc.(A) ={X € C\ p(4); X — A injektiv, im(A — A) dicht }

heisst kontinuierliches Spektrum von A. Schliesslich bezeichnen wir mit

or(A) = 0(A)\ (6p(A) Ua(A))
das Restspektrum von A.
Beispiel 6.5.1. Sei X = C", A € C. Wegen der Rangformel sind dquivalent:
i) X-id — A ist injektiv,
ii) X -id — A ist surjektiv;
das heisst 0(A) = 0,(A). Nach Darstellung von A durch eine quadratische Ma-

triz gilt iberdies die Aquivalenz von i), ii) zu

iii) det(\ - id — A) # 0.

Somit enthdlt o,(A) hochstens n Punkte, und p(A) ist nicht leer und liegt sogar
dicht in C.

Ein analoges Resultat gilt in einem beliebigen Hilbertraum H fiir einen kom-

pakten, selbstadjungierten Operator 7' € L(H).
Beispiel 6.5.2. Sei H Hilbertraum, und sei T € L(H) kompakt und selbstad-

jungiert. Dann gilt
o(T)\{0} = op(T) \ {0}

(Vergleiche hierzu auch den Satz von Riesz-Schander.)
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Beweis: Nach Satz 6.2.3 hat der Operator id — T" abgeschlossenes Bild und
gemiiss Beispiel 6.4.2 ii) ist id — T selbstadjungiert. Mit Satz 6.2.1 folgt

im(id — T) = ker(id — T)*.

Ersetzen wir T' durch pT', wobei p € C\ {0}, so folgt nach Multiplikation mit
A = pu~ ! die Identitét

im(\ —T) = ker(A—T)*, YA € C\ {0}.

O
Beispiel 6.5.3. Fir den Shift-Operator S: 12 — 1% mit
S(ay,az,...) =(0,a1,as,...)
gilt 0 € 0(S), 0 & 0,(5).
Beweis: S ist nicht surjektiv, offenbar aber injektiv. o

Satz 6.5.3. Sei A € L(X). Dann ist p(A) # 0 # o(A), und es gilt:
i) |2] >ra =lim,_o ||A”||E(X) =z € p(A);
i) TA = SUD,eq(a)l2l-

Beweis: i) Sei |z| > 74. Setze A = 2714 € L(X) mit r; < 1. Aus Satz 2.2.7
folgt Invertierbarkeit von id — A und

R.=(z—A)" =z (id—A) ' =2"1> A"
n>0 (6.5.1)
I -2 —3 42
=z -id+z2"A+2z7°A%+ ... € L(X).

ii) Mit i) folgt zunéichst 74 > sup, e, (ayuqoy /2] =: 0.

Behauptung 1: r4 < oy.

Beweis: Fiir |z| > r4 entwickle R, gemiiss (6.5.1). Gliedweise Integration {iber
0B, (0) C C, r > ra, liefert

1
A" = — 2"(z — A)"ldz, ¥n € N. (6.5.2)
2mi 9B,.(0)

Offenbar ist (6.5.2) dquivalent zu

1
Z(A"a:)——/ 2" I(Ryx)dz, Y/ne N,z € X,l € X™. (6.5.3)
9B (0)

C2mi
Mit Bemerkung 6.5.2 folgt, dass die Abbildung
p(A) 3 z—I(R,x) € C (6.5.4)

fiir jedes z € X, I € X* holomorph ist; somit gilt (6.5.3), also auch (6.5.2), fiir
jedes r > oy.
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Fiir r > o¢ setze
M(r) = max{||R.|[r(x); |2] =r}.

Aus (6.5.2) folgt mit der Minkowski Ungleichung
A" | (x) < "M (r), Vn €N,

also

1
_ L n(|n <
TA nhﬂrr;OHA lix)y <7

Da r > o( beliebig war, folgt 74 < 0. O
Behauptung 2: o(A) # (.

Beweis: (indirekt) Nimm an, o(A) = 0, p(A) = C. Wegen Bemerkung 6.5.2 ist
dann die Funktion

f(z) =1l(R.x), z€C
fiir jedes z € X, I € X* analytisch, und (6.5.1) ergibt

lim |f()] <€ Jim Jo| (1 = =7 4) 1) = 0.

|z|—00

Mit dem Satz von Liouville folgt f(z) = 0, Vz. Da [ und z beliebig gewéhlt
waren, erhalten wir R, = 0 fiir alle z € C im Widerspruch zu der Gleichung

(z—A)R,x =z, Yz € X, z € p(A4).

6.6 Spektraltheorie im Hilbertraum

Sei (H, (+,-)m) ein Hilbert-Raum iiber C mit hermiteschem Skalarprodukt

(x7y)H = (yvx)Ha Vx,y € Ha

A: Dy C H — H dicht definiert mit adjungiertem Operator A*.

Welche Aussagen iiber das Spektrum von A kann man machen, falls A symme-
trisch ist oder selbstadjungiert?

Satz 6.6.1. Sei A symmetrisch. Dann sind alle Figenwerte reell, op(A) C R.

Beweis: Sei A € 0,(A) mit zugehorigem Eigenvektor 0 # x € ker(A—A) C D 4.
Es folgt
Mlallf = (Az,2)g = (A2, )0

= (v, Av)g = (Az,2)m = Mol %;

also A=\ e R. O

Gilt dieselbe Aussage fiir das gesamte Spektrum? — Betrachte dazu das folgende
Beispiel. Zuvor bendtigen wir noch eine Definition.
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Beispiel 6.6.1. Sei H = L?([0,1],C) mit Skalarprodukt

1
(f7g)L2:\/0 fgdt’ fageHa

und sei A =i C3°([0,1];C) C H — H. Betrachte die folgenden Erweite-
rungen Ay von As, k=1,...,4, wobei

Da, = H' = HY([0,1);C) := {f € L?; f ist absolut stetig mit f' € L*},

Da, ={f e H'; f(0)= f(1)} (periodische Randbedingung),
Da, ={f € H; f(0)=0= f(1)}(Dirichlet Randbedingung),
Da, ={feH'; f(0)=0}

Natiirlich setzen wir Ay f = if’ fiir f € Dy, . Dy, ist dann offenbar der maxi-
male Definitionsbereich, und es gilt A ;% As ;% Ay ;% Aq, Ag ;% Ay

Behauptung 1: A3 C A7 C A5 = Ay C Aj; das heisst, Az ist symmetrisch,
wegen Ag ; Ag C Aj aber nicht selbstadjungiert, und A, ist selbstadjungiert.

Beweis: Die Aussagen As C Aj, Ay C A} folgen analog zu Beispiel 6.4.3. Es
gentiigt daher, A5 C Ay zu zeigen; alles weitere folgt aus Satz 6.1.2.

Sei f € Day. Fiir g € C5°([0,1]) C Da, erhalten wir

1
(A;fv g)L2 = (fa A?g)LQ = _ZA f§' dt.

Da feD A3 konnen wir abschatzen

1
sup{ / [Tt g€ O \lgllie <1} < sup (A3f.q)ze = || A3 flLe:

llgllL2<1

das heisst, f € H' besitzt eine schwache Ableitung f’ € L?, so dass

1 1
(A3f,9) = —i /0 1g dt =i /0 fgdt=(if',g):

fiir alle g € C§°([0,1]), und A3 f =i f’; vgl. Satz 7.3.2.

Fiir allgemeine g € D4, erhalten wir mit partieller Integration zusétzlich einen
Randterm

1 1
(A3f,9)r2> = (f, A2g)L2 = —i/ fg’dt:i/ flgdt —i(fg)ll_,.  (6.6.1)
0 0
Da andererseits A% f = if’, folgt jedoch auch in diesem Fall
1
(“sfg)e =i [ Fgan
0

mit (6.6.1) also

(f9)lo = (f(1) = £(0))g(1) =0, Vg € Da,.
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Da g(1) beliebig ist, erhalten wir f(0) = f(1), also f € Da,. a
Behauptung 2: Es gilt

i) 0(A1) = 0p(A1) =C, p(A1) = 0;

ii) 0(A2) = 0p(A2) = 27Z, p(As) = C;

iii) 0(As) = C, 0,(43) =0, p(A43) = 0;

iv) 0(A4) =0, p(A4) =C.

Beweis: i) Zu A € Cist f = e7" € ker(A — A1) C Dy, .

ii) Fiir k € Z gilt analog, dass f = e~ 2™* ¢ D4, Nker(2rk — Ay); das heisst,
277 C op(A2) C 0(Asg).

Fiir A € C\ 27Z, g € L? erhiilt man mit der Variation-der-Konstanten-Formel
die Darstellung aller Losungen f der Gleichung

(A—i%)f:)\f—if'zg. (6.6.2)

Die allgemeine Losung von (6.6.2) hat die Form

t

fi) = ae” N —|—i/l e“‘(s_t)g(s) ds, a € C. (6.6.3)
0

Falls f € Dga,, A € C\ 27Z, so ist a € C eindeutig durch die Bedingung
£(0) = f(1) bestimmt. Aus

1
FO) =a= 1) =ac™ i [ X Vg(s)ds (664
0
folgt
1
a=(1- e*”‘)*li/ e g(s) ds,
0

und wir erhalten f € L? mit

1
[fll2 < lal + llgllre < (m + 1) lgllzz-
iii) Falls Asf = if’ = \f fiir ein A € C, so folgt f(t) = ae~ und a = 0, falls
[ € Da,; das heisst, 0,(A3) = 0.

Andererseits ist A — Aj fiir kein A € C surjektiv. Fiir g(s) = ¢ folgt ndmlich
mit (6.6.3) und (6.6.4) fiir jede Losung f € D4, von (6.6.2) zunéchst a = 0 und

—iAs

t
ft) = ie*i)‘t/ e g(s)ds = ite M,
0

also f(1) =ie™™ #£0.

iv) Wie im Falle von A3 erhalten wir aus (6.6.3) fiir jedes A € C, g € L?([0, 1]; C)

die Darstellung
t

ft) = je At / e“‘sg(s) ds € Dy,
0
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einer Losung von (6.6.2); das heisst, p(A4) = C. O

Symmetrische Operatoren kénnen demnach durchaus imaginére Spektralanteile
besitzen, jedoch gilt:

Lemma 6.6.1. Sei A C A* symmetrisch. Dann gilt fiir alle z € C die Abschdtzung
Iz = Aulla = [Im(2)] ||ul[z, v Da;

das heisst, fir z ¢ R ist (z — A) stets injektiv. Falls (z — A) zusdtzlich surjektiv
ist, so folgt z € p(A) und
1z = A) o < ——.
[Im(2)|

Beweis: Fiir u € Dy gilt wegen A C A*
(u, Au) i = (Au,u) g = (u, Au) g € R.
Es folgt fiir alle w € D4 die Abschéitzung
[Im(2)| ||ullf; = Hm(u, (z = Aw)a| < |(u, (z = A)w)r| < [[ullall(z = A)ullm,

wie gewiinscht. |

Beispiel 6.6.1 illustriert sehr schon den folgenden Satz, welcher die selbstadjun-
gierten Operatoren durch ihr Spektrum charakterisiert.

Satz 6.6.2. Sei A C A* symmetrisch. Dann sind dquivalent:
i) A= A*%;
i) o(A) CR;
i) z — A ist surjektiv fir je ein z mit Im(z) > 0 und eines mit Im(z) < 0.
Beweis: Wir zeigen iii) = ii) = 1) = iii).
iii) = ii): Sei zg — A surjektiv, Im(zp) > 0. Mit Lemma 6.6.1 folgt zo € p(4),
und Satz 6.5.1 liefert zusammen mit Lemma 6.6.1
D ={z€C;|z — 20| <Im(z0)} C p(A).
Die Menge {z € C; Im(z) > 0} ldsst sich iterativ durch derartige Kreisscheiben
iiberdecken. Analog erhalten wir {z € C; Im(z) < 0} C p(A).
ii) = i): Sei uw € Dy~. Da +i € p(A) nach Annahme, existiert v € D 4 mit

(A" —i)u = (A —i)v = (A" — i),

letzteres wegen A C A*. Es folgt (u —v) € ker(A* —4). Wihle nun w € D 4 mit
(A4 i)w =u —v. Es folgt

llu = |} = (u— v, (A+ Dw)g = (A" —i)(u —v),w)n =0

das heisst, u =v € D4.
i) = iii): Sei z € C\ R.
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Behauptung 1: im(z — A) ist abgeschlossen.

Beweis: Sei vy = (z — A)up, — v (k — o0). Da A = A* insbesondere symme-
trisch ist, folgt mit Lemma 6.6.1 die Abschétzung

1
[lur —wl|g < WHW -] — 0 (k, 1 = o0);

das heisst, up — u (k — 00). Da A = A* abgeschlossen ist, folgt u € Dy4, und
v=(z—A)u €im(z— A). Der Raum im(z — A) ist somit abgeschlossen.

Behauptung 2: z — A ist surjektiv.

Beweis: Nach Behauptung 1 ist der Raum M := im(z — A) abgeschlossen.
Nimm an, M # H. Wihle v € M+ \ {0}. Dann folgt

(v,(z = A)u)g =0, Yu € Da;

das heisst,
(v, Au)g =Z(v,u) g, Yu € Dy.

Die Abbildung D4 3 u +— (v, Au) gy ist somit stetig, und v € D 4« = D 4 mit
Av = A*v = Zv.
Mit Lemma 6.6.1 folgt jedoch
Im(2)[||v]|a < Iz = A)v|[a =0,

und wir erhalten v = 0 im Widerspruch zur Wahl von v. O
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Kapitel 7

Sobolev-Riaume

7.1 Funktionalanalytische Zuginge zum Dirichlet-
Problem

Sei 2 cC R™ offen, glatt berandet, und seien f,ug € C(Q).
Gesucht: u mit

—Au=f in Q (7.1.1)
U = Uup auf 0Q (7.1.2)

Bemerkung 7.1.1. Ersetze u durch v = u—uo. Dann geht (7.1.1),(7.1.2) dber
mn

—Av=—-Au+Aug=f+Aug=:g in
v=20 auf Q (lineare Randbedingung)

Im Folgenden nehmen wir daher stets an ug = 0.

2 mogliche Losungsansitze:
- via Banach’s closed range theorem., Satz 6.2.1
- via Rieszschen Darstellungssatz, Satz 4.3.2

1. Strategie: Banach’s closed range theorem

Deute (7.1.1),(7.1.2) als Gleichung Au = f, A : Dy C X — X mit einem
geeigneten Funktionenraum X D C*(Q2) und C§°(Q2) C Dy C X mit u = 0 auf
O fiir alle u € D4 und Au = —Au fiir u € C§°(Q).

Idealfall: X = H ein Hilbertraum, A selbstadjungiert.

Withle X = L%(Q), D4 = {u € C*(Q); u|q =0} und Au = —Au fiir u € Da.

A ist symmetrisch: Fiir u,v € Dy gilt

(Au,v)p2 = /Q(—Au)v doe = /Qu(—Av) dx = (u, Av) 2

89
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Nach Satz 3.4.2 ist A abschliessbar mit I'; = T4 und

Dy ={u € L*(Q);
I(ur)ren C Da,up — u, Aup — f =: Au (k — o0) in L*(Q)}

Mit A ist auch A symmetrisch: Seien u,v € D4 mit

(uk) C Da :up — u, —Auy =fu—7f = Au in L? (k — 0),
() CD4:v — v, —Ay =g —g =Avin L? (I — o).
Dann gilt
=—Auy
_ =~ _
(Au,’U)L2 = kllim ( Auk ,’Ul)Lz = kllim (uk,Avl)L2 = (U,AU)LQ

Lemma 7.1.1. Seiv € L*(Q) und es gelte fiir alle u € Dx die Abschitzung
|(v, Au) 2| = |/ vAu dz| < C - ||ul| L2
Q

mit einer von u unabhdngigen Konstanten C. Dann folgt v € D4, d.h. A ist
selbstadjungiert.

Beweis. Folgt spéter (Abschnitt 9.4). O
Bemerkung 7.1.2.

Dy ={v € L3(9);
Dy 2> uwrs (v, Au) 2 kann stetig auf L*(Q) erweitert werden}
S 3ACEeR: |(v,Au) 2| < C - ||ul| 2 -

Satz 7.1.1. i) im(A) ist abgeschlossen

i) ker(A) = {0}

Folge: Mit Satz 6.2.1 folgt die Existenz einer Lésung u € Dy der Gleichung
Au = f fiir jedes f € L?(f2), eine verallgemeinerte Losung von (7.1.1),(7.1.2).

Lemma 7.1.2 (Poincaré). Firu e C3°(2) gilt

/|u|2dx <L*. / |Vu|? du,
Q Q

Beweis. Fiir ¢ = (x1,2') € Q schiitze ab

z1
|u(zy, x |/ (s,2") ds|2<|/ |—s:v)|ds|2

<L / |Vu(s,2')|* ds.
0

falls @ C 10, L] xR"~1,
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Es folgt

L
/|u|2 dx §/ / |u(wy,2")|* doy da’ < L*- / |Vul|* dz.
Q rn-1 Jo )

§L2~‘[‘OL [Vu(s,z’)|? ds

Beweis von Satz 7.1.1. i) Seien (uy) C Dz, wobei
Di={uecL?Q); Iw)C Da, uy —u, —Au; — f = Au in L*},
mit Auy, =: fr — f in L}(Q) fiir k — oo.

OBdA uy € D4 (sonst betrachte (ur,) C Da mit ug, — ug, Aux, — Auy
= f in L? (I — oo) und betrachte uy = ug,,, fir geeignetes I(k)).

Es folgt ux € C%(Q), Aup = —Aup € C°Q), up = 0 auf 9Q, k € N. Also
mit Lemma 7.1.2

2 2 2 2
ug —ugllz2 < L7 - ||V (ug — wy 2=C-/Vuk—ul)| dx
lJur = wly L IV (ur — )l Q| (

_C / 1~ A (1 — )| (s — 1) d
Q_/_/
fkifl
<Clfi = fillpe - llue — wll 2,

wobei wir fiir die Partielle Integration die Gleichung
div(uVv) = Vu - Vo +u- Av

und den Satz von Gauss angewendet haben.

Es folgt
luk —wllp: <C- | fe = fillpo — 0 (k, 1 — o0).

Also ist (ug) € L?(Q) Cauchy-Folge und 3u = lim wuy. Mit up — u, Auy, =

k—o0

fr. — fin L% folgt u € D g, f = Au, d.h. imA ist abgeschlossen.

ii) Sei u € D4 mit Au = 0. Wihle wie in i) up € D4 mit up — u (k — o0),
Aup, = —Auy, — 0 in L2. Mit Lemma 7.1.2 folgt

k]l 2 < C- | Vur|72 = C- /Q(—ch)u;c dx < o(1) - [lurl 2,

mit o(1) — 0 (k — o00), also u = klim ur =0 € L2(9Q).
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Zu f € C*(Q) gibt es nach Satz 7.1.1 und Satz 6.2.1 genau ein u € Dz mit
Au = f.

Fragen:

i) Ist u ,glatt®, ue C(Q) ?

ii) Ist u eine klassische Losung von (7.1.1),(7.1.2)?
iii) Beweis von Lemma 7.1.17?

2. Strategie zur Losung

—Au=Ff in Q, (7.1.1)
u=0 auf 09Q. (7.1.2)

Sei p € C§°(Q) eine , Testfunktion“. Nach partieller Integration folgt aus (7.1.1)

/Vu-Vgpd:r:/fcpdx, Y € C5°(82).
Q Q

Setze
lully = [ 1Vu do. v G

Wegen Lemma 7.1.2 gilt
[ull o < C - lullgy > Yu € G5,
also ist ||-|| eine Norm auf C§°(€2). Definiere
HY(S) = ||y — clos(CEo).

Dann ist HJ(2) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(w,v) g = / Vu - Vo dz, Yu,v € Hy (),
Q

wobei fiir u = klim ug in H(Q) mit u, € C§°(Q) gelte Vu := klim Vuy in
L?(Q,R™).

Weiter lisst sich ¢ — [, fo da stetig erweitern zu [ € (Hj(Q))*.

Mit Satz 4.3.2 folgt
Satz 7.1.2. Fiir alle f € L*(Q) gibt es genau ein u € H}(Q) mit

/ Vu- Vv dx = / fvdz, Yve HLH Q). (7.1.3)
Q Q

Definition 7.1.1. Ein u € H}(Q) mit (7.1.3) heisst schwache Lésung der
Klasse H} von (7.1.1), (7.1.2).

Fragen
i) feC§° = ue C§P? — Regularititstheorie
i) ueCF = (7.1.1), (7.1.2)?
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7.2 Distributionsableitung, schwache Ableitung,
Sobolev - Riume

Sei Q C R"™ offen, u € L}, ().
Definition 7.2.1. i) Die lineare Abbildung

CP()2p— — / &p dx

definiert die Dlstrlbutlonsableltung ,1<i<n.

it) Analog definiert fir o = (a1, ...,a,) € NO mit

oled

n
ol = g a; und D = ————
o i Oz{*...0xp"

die Abbildung

CF 3 p— (—1) / u D% dx
Q

die Distributionsableitung D%u.

Definition 7.2.2. i) Die Funktion u € L, () hat eine schwache Ablei-
tung u,i in LP(Q), falls g; € LP(QY) existiert mit

/giga dmz—/uaip dx Yo € C3°(Q).

(,Die Distributionsableitung 5 8“ =g; € LP(Q)¥)
ii) Analog gilt fiir beliebige o € N” Dy € LP(Q), falls go € LP(Q) existiert mit

/ gap dr = (—1)l°! / u D%p dz,
Q Q

Beispiel 7.2.1. i) Falls u € C*(Q), so ist fiir |a| < k die klassische Ableitung
D>y auch schwache Ableitung in L2 (£2).

ii) Sei Q=1=]—-1,1], u(z) = maz{0,z}.

Beh. u' = xj911 € L>([)

Beweis. Sei ¢ € C§°(I). Dann gilt

1 1
~ e do == [ wp @) do = —@p)lzh+ [ oo
I 0 N————— 0

=0
= /X]0,1[ e dx.
I

iii) Seiu = X)o,00[- Dann hat u die Distributionsableitung 6o ¢ Lj,.(R).



94 KAPITEL 7. SOBOLEV-RAUME
Beweis. Sei ¢ € C§°(R). Dann gilt

—/Ru(p/ dxz—/oooga’ dz = ¢(0) = do(¢p).

O

i) Seiu € C§°([0,1]) die Cantor-Lebesgue-Funktion mit v’ = 0 punktweise fast
tberall. Jedoch gilt

1
/ up) dv — —1 (k — 00),
0

falls or, € C§°(]0, 1] geeignet mit oy Foge Xjo,1[; @lso verschwindet die Distibu-
tionsableitung u' nicht!

v) Seiv € L2(Q), und es gelte
[ vhp del <C-lella, Vo€ (@),
Dann definiert die Distribtutionsableitung
Av: C§(R2) 3 go»—>/QvA<p dx

ein Funktional | € (L*(Q))*. Nach Satz 4.53.2 gibt es f € L*(Q) mit (o) =
(f,©)r2, Yo € L2(R), insbesondere

/fw dw:l(¢)=/vAso dz, Ve e C5°(Q);
Q Q

d.h. Av = f € L*(Q), vgl. Lemma 7.1.1.

Definition 7.2.3. Sei Q C R" offen, 1 < p < co. Setze
i) WhP(Q) = {u e LP(Q), 2~ € LP(Q),1 < i < n} mit

i

ou
833‘1'

n
lallyrn = llull o+
i=1

Lr

ii) WoP(Q) = |||y — clos(Cg°(9))
i) Wh2(Q) =: HY(Q), W 3(Q) =: HL(Q)
iv) Analog fiir k € N:

WEP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q) fir alle o € Nj mit |o| < k}

lulwes = D 1Dl ,

0<|al<k

WoP(92) = [ lpe — clos(C5o(), W' () = H{) ()
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Bemerkung 7.2.1. i) Fualls Q CC R"™, so folgt mit Hélder
whi(Q) cwhr(Q), 1<p<qg<oc

i) Weiter gilt fiir @ CC R™ neu weiter die Aquivalenz der Normen ||-||yy1,» und
Hu||W5,p = ||Vul|;, fir u e WyP(Q) und 1 < p < oo. Falls u € C§°(Q) gilt
analog zu Lemma 7.1.2 die Abschdtzung

/|u|p dx</ / |—| dml " da
<L.-Lr7t // |Vul? dzy dx’
oJo

= Lp-/|Vu|p dx.
Q

Folglich sind die Normen ||-||yy1., und ||u||W01p dquivalent.

Satz 7.2.1. Der Raum W'P(Q) ist

1) wvollstindig, fir 1 <p < oo

ii) separabel, fir 1 <p < oo

1) reflexiv, firl <p < oo

Beweis. i) Sei (ug) C WP(Q) eine Cauchy-Folge. Dann sind (uy), (g—;) Cauchy-
Folgen in LP(2), 1 < i < n. Da LP(Q) vollstindig ist, existiert u = kllngo Uk,
gi 1111;1o %—“’; in LP(Q).

Beh.1. g7_8 , 1 <i<n.

Beweis. Sei ¢ € C§°(2). Dann

/gigadleim/aukapdx:—hm U &Ddaﬁ
Q 8731 k—o0 83)1

I
/ oz, dx.

Es folgt ||ur — ullyrp — 0 (k — 00).
ii) Die Einbettung

ou ou

i pLe - _
i WHP(Q) s u— (u, FIERR axn)

€ (L ()"

ist isometrisch. Nach Beispiel 5.2.1.iii) ist LP(Q) fiir 1 < p < oo separabel, nach
Satz 5.2.1 daher auch i(WP(2)); da i isometrisch, also auch WP(Q).

iii) Nach i) ist i(W1P(Q2)) =: Y ein abgeschlossener linearer Unterraum von
X = (LP(Q))"*!. Fiir 1 < p < oo ist X nach Beispiel 5.1.2.iii) reflexiv, nach
Satz 5.1.3 dann auch Y, also auch W1P(Q).

O
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Bemerkung 7.2.2. i) Insbesondere ist H'(Q) ein Hilbertraum mit Skalarpro-
dukt

(u,v) 1 = / uv dx—!—/ VuVu dz, Yu,v € H (Q).
Q Q

ii) Analog fiir beliebige k € N.

Fragen:
i) Entspricht die Distributionsableitung der punktweisen Ableitung?

ii) Was kann man iiber die Randwerte sagen?

Beispiel 7.2.2. u € C([0,1]) Cantor-Lebesgue Funktion ist fast iberall diffe-
renzierbar mit u'(x) = 0 f.d., aber die Distributionsableitung von u % 0.

7.3 Sobolev-Riaume auf einem Intervall

Sei I =la,b], —c0 < a < b < 0.

Satz 7.3.1. i) Sei u € WYP(I), 1 < p < oo. Dann existiert i € C(I) mit
u=u f.4. und fir vo,x € I gilt

a(x) = a(xo) + /T u'(t) dt.

Insbesondere ist U absolut stetig und punktweise f.i. differenzierbar mit 4'(x) =
u'(xg) fir f.a. x € 1.
Bemerkung: Im folgenden schreiben wir daher meist auch u statt u.

it) Sei u € C(I) absolut stetig. Dann gilt v € Wllo’cl(I), und die f.4. definierte
Ableitung u'(x) stimmt dberein mit der schwachen Ableitung u'.
Falls u,u’ € LP(I), so ist u € WHP(I).

Lemma 7.3.1 (du Bois-Reymond). Sei f € L, (I) mit
/fcp' dx =0, Vo e C5°(I).
I

Dann gilt f = c fiir ein c € R.

Bemerkung 7.3.1. Lemma 7.3.1 sagt aus, dass falls die Distributionsableitung
von [ verschwindet, f konstant sein muss.

Beweis. i) Sei v € C§°(I) mit [, v dez = 0. Dann gilt v = ¢’ fiir die Funktion
o(x) = / o(t) dt e C(1).
ii) Seiw € C§°(I). Fixiere o) € C§3°(I) mit [, do =1 und setze v = w — ¢o 1),

wo ¢o € R so gewahlt, dass

=1

——
Oz/vdwz/wdw—co /wdx;
I I I
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d.h. ¢o = [; w dz. Nach Annahme und i) gilt

O:/vad;v:/Ifwdx—co/lf-z/zd;v:/l(f—c)wdx

mit ¢ = [, f ¢ dx. Da w € C§°(I) beliebig, folgt f = c.

Lemma 7.3.2. Seig € L'(I), xo € I. Dann ist die Funktion

v(z) = /: g(t) dt

0

absolut stetig und von der Klasse Wlicl (I) mit schwacher Ableitung v’ = g.

Beweis. Absolute Stetigkeit von v folgt aus Sidtzen der Analysis I1I. Wir zeigen

/g(pdxz—/vga'dx, Vo € C§°(I).
I I

Sei ¢ € C§°(I). Mit Fubini folgt

/wadx:/juj ()dt) o i
(/ s dt) d“/wi (/:g(t) ¢ (@) dt) do
(/ st dm) dt*/ﬂj (/tbg(t) ¢ () dx) dt

b
gt = / alt) () dt

Zo

Beweis von Satz 7.5.1. i) Sei u € WHP(I). Fixiere xg € I. Setze

v(z) = / u'(t) dt.
zo
Nach Lemma 7.3.2 ist v absolut stetig und in T/Vlloc1 (I) mit schwacher Ableitung
v =u € LP(I). Setze f =u —v € L, (I) mit

/Ifcp'dx:‘/lugaldx—/lvcp'dxzo, Yo € C§°(I).

Mit Lemma 7.3.1 folgt f = C f.ii., d.h. u(z) = v(z) + C fast iiberall, wobei
C = u(zg) — v(zg) = ulxo).
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ii) Sei u € C(I) absolut stetig. Dann gilt nach Korollar IIT 5.3.1

u(z) —u(xo) = /ﬂﬂ u'(t) dt =: v(x)

Zo

mit der punktweise f.ii. definierten Ableitung u’ € L(I). Nach Lemma 7.3.2 hat
v (und damit u) die schwache Ableitung u’.

O

Satz 7.3.2. Seil <p < oo undu € LP(I). Es sind dquivalent:
i) ue Whr(I),
it) Es gibt ein C in R mit

Jue sl <c el veecr mitg= L,
I .

iii) mit einer Konstanten C € R gilt fiir alle I' CC I und |h| < dist(I’,0I)
HThu - u”LP(I’) <C- |h|7

wobei Tpu(x) = u(z + h).

Bemerkung 7.3.2. i) Der Beweis zeigt C = |Vul|,, in ii), ).

ii) Die Funktion u = xjo,1[ erfillt ii) und i), aber u ¢ WE(R).

loc
ii) Es gilt jedoch auch im Falle p =1 die Aussage i) = ii) < iii). (Ubung)
i) Fiir p = oo liefert Satz 7.3.2 die Aquivalenz

u € WH(I) < u Lipschitz stetig.

Beweis von Satz 7.5.2. ,i) = ii)* Sei u € WHP(I), ¢ € C§°(I). Dann gilt
[ dol = [ o do] < Wl Il
»i1) = 1)“ Falls ii) gilt, so kann man
CSO(I)B@H/IU ¢ dx
stetig zu | € (L4(I))* erweitern. Da 1 < p, also ¢ < oo, gibt es g € LP(I) mit
l(p) = /Ig pdr,  Vee L)

insbesondere

/u(p'dx:l(éﬁ):/QQOdﬂ?, Vo € Cg° (1),
I I

d.h. —g € LP(I) ist schwache Ableitung von w.
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»1) = iil)* Sei I’ cC I, |h| < dist(I’,0I). Nach Satz 7.3.1 gilt fiir alle x € I

x+h 1
Thu(z) —u(z) = / u'(t) dt = h- /0 o' (z + ht) dt,

also mit Minkowski

[Thu = ullpo(ry = |R] H/ -+ ht) dt

L (1Y)

< |h|-/0 1+ B oy dt < 1AL oy

Hiii) = ii)“ Sel ¢ € Cg°(I). Wéhle I’ CC I mit supp (p) C I'. Fiir |h| <
dist(I',01) gilt

A= [ (a1 = @) (o) do < s = laniey olancr
—— ———

=Thu—u€ELP

Andererseits gilt nach Substitution y =z + h

A= / oy — h) — u(y) o)) dy = — / u(y) (9(y) — oy — b)) dy.

I

Nach Division durch || und Grenziibergang h — 0 folgt mit Annahme iii)

x—h
/u ¢ dr = hm|/ ( ) dz| < C @l pacry

mit einem von ¢ unabhingigen C' € R. O

Satz 7.3.3. Sei I =]a,b[, —0co < a <b< oo, 1< p< 0. Dann gibt es einen
stetigen, linearen Fortsetzungsoperator E : WYP(I) — WLP(R) mit

i) (Eu)|r = u,

i) ”EU’HLP(R) <C- HUHLP(I);

iit) [(Eu)ll oy < C - el

Bemerkung 7.3.3. C = C(I), E = E(I) sind unabhingig von p.

Beweis. a) Sei I =]0,00]. Fiir u € WhP(Ry) setze

o(z) = {u(x), x>0 C sowie ga) = {u’z(j:), x>0

u(—z), <0
Dann sind v, g € LP(R) mit

||U||LP(]R) <C- ||u||Lp(R+) ) ”g”Lp(]R) <C-: ||u/||LP(]R+) )

und offenbar gilt v|r, = u.
Beh.1. g = v’ als Distribution.
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Beweis. Nach Satz 7.3.1 gilt fiir fast alle z > 0
v(z) = u(z) = u(0) + /O-T o' (t) dt = v(0) + /O-T g(s) ds,
sowie fiir x <0
o(@) = u(—z) = u(0) + /0_ (1) dt
= w(0) + /Om(—u'(—s)) ds = v(0) + /Omg(fr) ds.
Nach Satz 7.3.1.ii) oder Lemma 7.3.2 folgt g = v’. |

b) Sei I beschrinkt, OBdA I =]0,1[. Fixiere eine , Abschneidefunktion® n €
C*(R) mit 0 <7 <1 und

1, z<

n(z) = {0, .

Fiir u € WYP(I) setze u; = un, us = u(l —n) mit u = uy + ug. Offenbar gilt
uy, ug € LP(I) mit

, In'| < 3.

EN[ICINTE

lurll o s el o < llull s -
Beh.2. u; € WHP(I) mit u} = u'n+un’ € LP(I) (da u'n, un’ € LP).
Beweis. Sei ¢ € C§°(I). Beachte
(ne) =n'e+ne'.

Es folgt

/(uw’ + Wn+un) @) do = /(u (ne’ +n'¢) +u' (np)) do = 0.
I I -/_’( )
=(ne)’

Analog fiir us. O

Setze up fort durch u(z) = 0 fiir > 1 zu u; € WHP(R,), analog uy € WhHP
(] = 00, 1[) mit

lurllwrs e,y + lwellwisw ) < C-llullyis-

Mit a) folgt die Behauptung.

Satz 7.3.4. Seiu e WHP(I), 1 < p < oco. Dann gibt es (uy) C C§°(R) mit
lurlr = ullyroy =0 (k— o).

Bemerkung 7.3.4. i) Insbesondere liegt fiir beschrinktes I der Raum C*(I)
dicht in WHP(I), falls 1 < p < co. (Bew: C*(I) D {u|r;u € C§°(R)})
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i) Fiir I =R liegt C*(R) dicht in W'P(R), d.h.

WIP(R) = |- lyyip — clos(CF(R)) =: Wy P(R), 1<p < .

Zum Beweis von Satz 7.3.4: Es geniigt, u € W1P(R) zu betrachten. (Sonst
betrachte & = Fu gemiss Satz 7.3.3.) Wir benutzen ,,Glittung® von u durch
Faltung mit einem ,regularisierenden Kern® (,;modifier).

Repetition: Faltung (auf R™), vgl. Analysis III, 4.2.
Seien f € L*(R"), g € LP(R™). Dann gilt

(fxg)x)= [ fle—y) gly)dy= [ [f(2)g(x—2z)dz
R R

= (g* f)(z) € LP(R")

(7.3.1)

mit
1f*glle <N flle Ngllze: (7.3.2)

vgl. Korollar 11T 4.2.1. Falls f € C§°(R™) C LY(R"), so gilt f* g € C°(R"),
und

5200 = [ (5t =) o) dy = (57 ) @),
und
= (1 52) @)

(7.3.3)

falls auch g € C5°(R™).

Fiir f € LYR"), g, h € C°(R) gilt g * h € C°(R™) und

f(g*h) dz = / F(@) gz —y) hly) dy dx = / (f+3) hdy (7.3.4)
R™ n JRn N—— Rn

g(y—=)

mit g(x) = g(—x), Vo € R™.
Sei 0 < p € C3°(B1(0)) mit

/ pdr=1.
]Rn

pu(@) = K" p(ka) € C°(B

Fir k € N setze

(0))

1
k

/n pr dx = /n plkzx) d(kx) = 1.

Lemma 7.3.3. Sei f € LP(R"), 1 < p < o0.
Dann gilt

mit

lok* f = fllpy =0 (k— o0).
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Beweis. 1. Variante: Differentiationssatz von Lebesgue I11.5.1.1 und Satz von
Vitali III. 3.4.1.

2.Variante: Zu ¢ > 0 wihle fo € CJ(R") mit ||f — foll,» < €. Betrachte

supp(fr) € |J  Bi(y) C Br,(0).

k

yEsupp(fo)
Beachte
(o= @I =1 [ (olw =)= o) pu(s) dy
< s ()~ fole)l [ o dy
|lz—z|<% "
=1

—0 (k — 00) gleichmissig in € R™.

Es folgt
n 1 (k—o0)
[ fi = foll o < (L"(Bro(0))7 - [ fis — follpee — — 05

also

low s f = flle < llow* (f = fo)llo + llow * fo = foll Lo + 11fo = £l s

(7.3.2)
< okl - 1 = foll o + 11 = foll o + (1)
< 2e+0(1)

mit o(1) — 0 (k — 00). O

Beweis von Satz 7.8.4. Zu u € WHP(R) setze vy, = pr *u, k € N, wobei pi(z) =
k-p(kx), 0 < peCs(] —1,1]) mit [, p dz =1 wie oben.

Beh.1. v, € WIP(R) mit v}, = p x v’ € LP(R).

Beweis. Sei ¢ € C§°(R), und p(z) = p(—x). Mit (7.3.4) folgt

/vkap'dx:/(pk*u)ap'dx:/u (¢ * pr) dx
R R R ~——

=(p*pr)’

— [wtosny do=— [ (pxp) ds
R R
:—/(pk*u/)godx.

R

Mit Lemma 7.3.1 folgt

lok = ullpy + llo, = vl =0 (k= o0),
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d.h.
lok = ullyrp =0 (k= o0).

Schliesslich sei n € C§°(R), 0 <5 < 1, mit

1, |z| <1
xT) =
() {o, 2] > 2

Fiir k € N setze ny,(z) = n(%), und ug, = ng-vx € C6°(R) mit uy, = nj, v+ v},
Schreibe

ug — u = ng(ve —u) + Nu — u,

g, —u = np(vy, —u') + mog +ppu’ — o'
Da npu — u, mu’ — v’ punktweise, folgt mit Satz iiber dominierte Konvergenz
I —ull e + e’ — ', — 0 (kb — o0)
Mit [|nj [l o = &7 7] oo — O folgt

mvnllpe < CE™ - Jluell e — 0 (k= o0),

und
Ik (ox = w)ll Lo < llok —ullpp — 0
(v, = u)Le < llog, —ull o — 0,
da [Jvg — ullypr, — 0, also [Jug — ullyyr, — 0 (k — 00). O

Satz 7.3.5 (Sobolev-Einbettung). Sei 1 < p < oco. Dann gilt
WHP(I) — L(1) und ||ull o < C+ Jlullyrs
Vu € WhP(I) mit C = C(I), wobei |I| = LY(I).
Beweis. Sei u € WHP(I). OBdA sei | := |I| < 1. (Sonst betrachte I’ C I mit

[I'| =1 und |Jull ;e (I') > 3 [ull oo (py-) Fiir fast alle zo,x € I gilt nach Satz
7.3.1

|u(z) = u(zo)| < /IIU’(t)I dt = J[ul| 1,

also nach Mittelung bzgl. zo € I

Jul = esssuplua)| <070 [ Juteo)] da + '],
T€ I
A+ fullyas < A+ Juligns

O

Korollar 7.3.1. Falls I unbeschrinkt, 1 < p < oo, so gilt fiir u € WYP(I) stets

u(z) — 0 (|x] = o0, x €1).
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Beweis. Sei u € WP(I). Da p < oo, gibt es nach Satz 7.3.4 (ux) C C§°(R) mit
luelr = ullyyiy — 0, (k — 00). Zue > 0 wihle ko € Nmit [lux — ullyy1p ) <€
fur k > ko. Mit Satz 7.3.5 folgt fiir k& > kg

(ess) limsup [u(z)| < limsup |uk(z)|+ [lur — ull L (p)
|z|—o0, €l |z|—o0, xz€l

=0
< luk — u||L°°(I) <O lug - U||W1m(1) <C-e

Mit € | 0 folgt die Behauptung. O

Korollar 7.3.2 (Produktregel). Seien u,v € WLP(I), 1 < p < co. Dann gilt
uv € WHP(I), und

”uvHlep(I) <C- ||u||W1,p(1) ) HU”WLP([) :
Beweis. Nach Satz 7.3.5 gilt u,v € L*°(I), also uv € LP(I) mit
luoll Lo < llull oo - [0l o < C - llullyrngy - lvllwre -
Analog u'v + uv’ € LP(I) mit
/v +wl| o < 10l - 10l oo + ullpee - 10110 < C -l - 0l -
Beh.1. v'v +uv’ € LP ist schwache Ableitung von uv.

Beweis. 1) Sei p < co. Wihle (ug), (vg) in C§°(R) mit

lurlr = ullyp + llvels = vllyr, =0 (k—00)
Dann folgt
k—
(upvg) = uf vk +upvy 22 o + ! in LP(I).
~~~
LP

u! Ly
Nach Satz 7.2.1 ist klim (ugvg)’ = vw'v + wv' € LP schwache Ableitung von
— 00
wv € LP(I).
ii) p=o0. Sei ¢ € C§°(I). Wéhle I' CC I mit supp(p) C I'. Wir kénnen

ulpr, v|p auffassen als u|p/, v € WH(T), da

Wl,oo(I) N Wl,OO(I/) SN Wl’l(I/).

Gemiiss i) ist (uv’ + w/'v)|;r € L*(I") schwache Ableitung von (uv)|; € LY(I").
Insbesondere gilt

/I(uv)q/ do = — /(uv' +u'v) ¢ du.

I

Die gewiinschte Aussage folgt. O
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7.4 Losung des Modellproblems auf [

7.4.1 Dirichlet-Problem
Sei I =]a,b[, —0o < a <b<oo. Zu f € CI) suche u € C%(I) mit

—u'=f in I, (7.4.1)
u(a) = 0= u(b).

Geméss Abschnitt 7.1 finden wir mit Satz 4.3.2 (Riesz) eine eindeutige schwache
Losung u € Hg(I) von (7.4.1), (7.4.2) im Sinne von

/u'v' dzr = /fv dx, Yo e HY(I). (7.4.3)
1 I
Satz 7.4.1. Das so bestimmte u € C*(I), und u lést (7.4.1), (7.4.2) klassisch.

Beweis. i) u € C?(I). Da (7.4.3) insbesondere gilt fiir v € C§°(I), hat v’ die
schwache Ableitung
(W) =—feC%) — L=(),

d.h. u' € Whee(I). Nach Satz 7.3.1 gilt
o/ () = ' (z0) - / " f(t) dt e (D)
o

gemiss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, da f € CO(I).
Also folgt u € C?(I), und u 16st (7.4.1) klassisch.

ii) Da H3(I) = ||| 1 — clos(C§(I)) gibt es (ug) C C5°(I) mit
g = ullpoe < Cflue —ullgn =0 (k — o0).
Es folgt fiir beliebige k € N
lu(a)] < |uk(a)| +[lur — ull o < C-Jlug —ullgr =0 (k — o0).
=0

Fiir £ — oo folgt u(a) = 0. Analog u(b) = 0.

|
7.4.2 Neumann-Problem
Sei f € C°(I). Gesucht ist u € C?(I) mit
" u=f in I, (7.4.4)
v (a) =0 =u'(b). (7.4.5)

Bemerkung 7.4.1. i) Fiir u € WYP(I) sind die Randwerte u'(a), u'(b) nicht
definiert.
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ii) Falls u € C?(I) klassische Lésung von (7.4.4), (7.4.5), so folgt fiirv e C*(I)
nach partieller Integration

/I(u'v'+uv) dxz/lfv dx. (7.4.6)
(u,v) g1

Definition 7.4.1. u € H' heisst schwache Losung in der Klasse H! von
(7.4.4), (7.4.5), falls (7.4.6) erfiillt ist fiir alle v € H'(I).

Satz 7.4.2. Fir jedes f € C°(I) besitzt (7.4.4), (T.4.5) genau eine schwache
Lésung u € HY(I), und u € C%(I) lést (7.4.4), (7.4.5) klassisch.

Beweis. i) Existenz einer eindeutigen schwachen Losung u € H'(I) folgt aus
Satz 4.3.2 (Riesz).

Wie in Beweis von Satz 7.4.1 folgt, dass v/ € L? die schwache Ableitung
(u') =u— f € L? besitzt; d.h. v/ € HY(I), und mit Satz 7.3.1 folgt

o' (x) = (xo) + /T(u — () dt e (D),

Zo

dawe H' — C°(), f e C°(I); d.h. u € C%(I), und u erfiillt (7.4.4).

ii) Sei v € C(I) beliebig. Da u Losung von (7.4.6), folgt nach Partieller Inte-
gration

b
O:/ (u'v" +uv — fo) dz

b
= / (—u" +u— f)vde+u'(b) v(b) —u'(a) v(a).
@ ——

=0

Da v(a), bzw. v(b) beliebig, folgt v'(a) = 0 = u/(b), d.h. (7.4.5).
O

Bemerkung 7.4.2. Somit erhalten wir (7.4.5) als natiirliche Randbedingungdus
(7.4.6) und der Wahl des Raumes der zulissigen Testfunktionen v € H(I).

—u"'=f inlI=|a,b o Juc HMI)  lost
u(a) = 0= u(b) J;uv' de = [} fu dx, Vo € HY (D),

bzw.

—u"+u=f inl - u € HY(I) 16st
uw'(a) =0=u/(b) J; W' +uv) de = [, fo d, Vv e HY(I).
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7.4.3 Varianten: Neumann-Problem
Zu f € C°(I) suche u € C%(I) mit

—u" = f in I, (7.4.7)
u'(a) =0 = u'(b). (7.4.8)

Bemerkung 7.4.3. i) Offenbar ist die Bedingung
/f dr =20 (7.4.9)
I

notwendig fiir die Ezistenz einer Lisung u € C*(I) von (7.4.7), (7.4.8) (Bew:

J;--- dz).

i) Falls w € C?(I) Liosung ist, so auch jede Funktion u + c, ¢ € R. Komple-
mentdr zu (7.4.9) kénnen wir deher Ansatzfunktionen u normieren durch

= u dxr = 0.
=)

X ={ue H'(I); u=0}.

Setze

X ist abgeschlossener linearer Unterraum von H!(I).

Lemma 7.4.1. Fir u € X gilt ||ul,. < C - |||, mit einer nur von |I|
abhdngigen Konstanten C.

Beweis. Fiir xg,x € I gilt nach Satz 7.3.1

() — u(zo)] < / (1)) dt = ]

= ) d
)| = ||I|/ ) da

1
|I| /|U (ﬁ() | dir() |I| HU ||L17

Integration iiber I und die Holdersche Ungleichung liefern die Behauptung. O

Es folgt

Also ist X ein Hilbert-Raum mit dem zum H '-Skalarprodukt fiquivalenten Ska-
larprodukt

(u,v)x = /u’v’ dr, Vu,v € X.
I

Definition 7.4.2. u € H'(I) heisst schwache Lésung von (7.4.7), (7.4.8)
der Klasse H', falls gilt

/u'v' dx = /fv de, Yo e HY(I). (7.4.10)
I I
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Bemerkung 7.4.4. Falls f die notwendige Bedingung (7.4.9) efillt, so ist
(7.4.10) dquivalent zu

/u'v’ dr = /fv dz, Yo € X. (7.4.11)
I I

Mit dem Rieszschen Satz 4.3.2 folgt

Satz 7.4.3. Falls f die Bedingung (7.4.9) erfillt, so besitzt (7.4.7), (7.4.8) ge-
nau eine schwache Lésungu € X, undu € C?(I) efiillt (7.4.7), (7.4.8) klassisch.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von v € X mit (7.4.11) folgt aus Satz 4.3.2.
Wegen (7.4.9) erfiillt v auch (7.4.10). Regularitit von u, etc. folgt wie in Satz
7.4.2. O

Alternativer Ansatz: -
Fiir € > 0 suche u, € C%(I) mit

—u' +eu=f in I, (7.4.7¢)
u'(a) = 0=u'(b). (7.4.8¢)

Nach Satz 7.4.2 gibt es zu jedem € > 0 genau ein u. € C?(I) mit (7.4.7¢), (7.4.8).

Satz 7.4.4. Notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz u. (D) w in CH(I),
wobei w Lisung von (7.4.7), (7.4.8), ist die Bedingung (7.4.9).

Beweis.

Beh.1. (7.4.9) ist notwendig fiir die Konvergenz.

Beweis. Integration von (7.4.7¢) ergibt wegen (7.4.8¢)
U ! d ! / fdr=f (7.4.12)
€le=¢ 7 [ uc dov = x = f. A.
1] Jr 1] Ji
Falls f # 0, so folgt -
/]

|te] > — — o0 (e 1 0).
€

Beh.2. (7.4.9) ist hinreichend fiir die Konvergenz.

Beweis. Fiir f = 0 ergibt (12), dass 7, = 0; d.h. u, € X. Mit Lemma 7.4.1 folgt
7 e < el < [ (il + e u2) o
I

21 / (—u! + € ue) ue dv
I ~———
=f

< 1l - Nuell 2,
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also Juclls < C- e, Nl s < C - [ 2, und it Sata 7.3.5
[tell oo < C - Nlucllgn < C-Ifll 2 -
Mit (7.4.7¢) folgt

(,610)
lud = ugll e <€ flucllpoe +0 [lusllpe =70,

also u, — u in C%(I), und u 1ost (7.4.7), (7.4.8). O

Der Satz folgt. O

7.5 Der Laplace-Operator auf [

Sei I =]a,b[, —co <a<b<oo, A: Dsy C L*(I) — L*(I) mit Au= —u" auf
Da={uecC*I); ula)=0=u(b)}
wie in Abschnitt 7.1. Betrachte A mit
Dy ={ue L*(I); Iug) C Da, f e L*(I): up — u, —uj — fin L*(I) (k — o0)}.
Lemma 7.5.1. Dz = {u e H*(I); u(a) =0 =u(b)} = H>N H(I).
Beweis. i) H* N H{(I) C Dy erhélt man mit Satz 7.3.4.
ii) Sei u € Dz und dazu (ux) C Da, f € L2(I) mit
up — uin L?, —u} — fin L*(I). (7.5.1)
Es folgt mit o(1) — 0 (k,l — o0)

1 2 Poincaré 2
C luk —willgn < (e —w)'[|7e

= u—u’dePiI'/—u—u”u—u dx

J 1w =y (= o) (= )
—f —f

=0(1) - [lur — w2 < 0(1) [Jur — will g

Da ux € Da C Hi(I), folgt somit u, — w in H3(I) (k — 00), und mit (7.5.1)
folgt us, — u in H? (k — o0)

(|
Selbstadjungiertheit von A erhilt man mit
Lemma 7.5.2. Seiv € L%(I) und fiir ein C € R gelte
|(v, A u)p2| < C - |ull e, Yu € Djy. (7.5.2)

Dann istv € Dy.
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Beweis. i) Zeige v € H*(I). Mit (7.5.2) folgt die Existenz von g = (fl)* v E
L2(I) mit i
(U,A U,)Lz = (g,u)L2, Yu € Dj;. (7.5.3)

Da C3°(2) C D4 C Dj gilt insbesondere

—/v o dx = /g @ du, Vo € C§°(I). (7.5.4)
I I

Setze

Mit (7.5.4) folgt
/(U/ +G) ¢ dx = —/v " dx — /g o dx =0, Vo € C3°(I).  (7.5.5)
I I I
Fixiere ¢ € C§°(I) mit [, v dx = 1. Setze

cz/l(aw—mp') d:r:/(v'—f—G)wda:

I

nach Definition der Distributions-Ableitung. Dann folgt mit (7.5.5) fiir beliebie-
gew € C§°(I)

/I(U'—I—G—C)wdx:/l(—vw’—i—Gw—/I(Gz/J—vw’) dm-w) dx

:/I<<—v (w'—z///lwd:v))—kG (w—w/lwdx)> da

= =’

:07

wobei w — ¢ [, w dx = ¢’ fiir ein ¢ € C§°(I) analog Lemma 7.3.1 D.h. v" =
C—GeHYI),und v € H*(I) mit v = -G' = —g.

i) Mit (7.5.3) folgt fiir u € Dy
0= /(vu” + gu) dx = / (W" +g) udz+ (vu)}
I I

————
=0

=4/ (b)v(b) — v (a)v(a).

Da u/(a), v/(b) beliebig, folgt v(a) = 0 = v(b).



Kapitel 8

Sobolev-Raume im R"

8.1 Erste Beispiele

Definition 8.1.1. Eine Menge K CC R” hat verschwindende W' -P-Kapazitiit,
falls () C CC(R™) existiert mit 0 < ¢, < 1 und Y, = 1 in einer Umgebung
Ui von K, 1, — 0 fir fast alle z € R™, |V, — 0 (k — 00).

Notation: capy1.»(K) = 0.

Beispiel 8.1.1. Fiir n > 1 hat K = {0} verschwindende WP -Kapazitit, falls
p<n.

Beweis. Betrachte

1, |33‘| < ppk% =Tk,
Ui (z) = < loglog ﬁ — k, sonst,
07 |fE| 2 e:k = Rk~
Wegen
2|7 [log ||[™", rx < |z| < R,
v x n —
V(@) {0, sonst,
folgt

Ry, n—1
‘ d
/R|V1/Jk|”d:r§0-/0 7;;7’" 0 (k— o0).

—
[log 7™

Rk d 1 Rk
(Fﬁran: / V|2 dx:27r/ =
R2 Tk r 1Og r |10g7"|

~0.)

Tk

O

Bemerkung 8.1.1. i) Hat K CC R™ verschwindende W1P-Kapazitit, so auch
verschwindende W' -Kapazitdt fiir alle 1 < s < p (Hélder).

ii) falls K verschwindende WYP-Kapazitit hat, so folgt L™(K) = 0.

111
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Satz 8.1.1. Sei Q CC R", u € LY(Q)NCHQ\K) mit |Vu| € LP(Q\K) fiir 1 <
p < q < oo. Seis zu q konjugiert. Falls capy.«(K) = 0, dann ist u € W1P(Q)
mit schwacher Ableitung Vu(x) fast iberall.

Beweis. Sei ¢ € C3°(2), und sei (v) C C§(R™) mit 0 < ¢p, < 1, ¢y, = 1 nahe
K, ¥, — 0 fi., ||Vl , = 0 (K — o0). Dann gilt

€CG° (Q\K)
—~
/uV(p dx = lim /u Vip(l =) dx
0 k—oo Q ~ ,
Veo-(1=vYr)—¢p Vipy

== lim/ Vup (1 —1y) dx
QW_/

k—o0
eLr—[1

z—/Vugadx
Q

mit dominierter Konvergenz und da

/u<p Vo, dz— 0 (k — o00).
O~~~
€Ls eLs

Also besitzt u die schwache Ableitung Vu € LP. O
Beispiel 8.1.2. Sein > 1.
i) u(z) = log|z| mit
——
€L1(B1(0;R"™)), Vg<oo
oz
a2

liegt in WHP(B1(0,R™)), Vp < n, da K = {0} nach Beispiel 8.1.1 verschwin-
dende W -Kapazitit hat und insbesondere uw € L1, mit % + - =1.

Vu(x) € LP(B1(0;R™)), ¥p<n

ii) 7
1 q
u(z) = log log(m) € 1SQDOL (B1(0))
mit
[Vu(z)| = T2llog [2l] € L"(B1(0))

liegt in Wm(B1(0,R")).
i) Sei 0 < o < mn. Die Funktion

N x
__|x|n7a

€ WhP(B1(0;R™))

firl<p< 2

n—oa’

Beweis. u € L1(B;1(0;R")), Vg <

nf?fa)'

i (ul= mnll—a € LY(B1(0;R")), Vg <

1 n
<C- LP(B1(0;R™ .
Vul@)| £ € iy € (B0, Vp <
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iv) Die Funktion
x

= B

q LR n
e L (Bl(O,R ))v Vq< T

u()
erfillt div(u(x)) = 0, Vo # 0, aber im Distributionssinne gilt div(u) = c(u) -
Oz—0y fiir ein c(u) # 0, vgl. Analysis II1.

Folge: Die Menge K = {0} hat fiir kein p > n verschwindende W!-P-Kapazitit.

8.2 Approximation von Sobolev-Funktionen durch
glatte Funktionen

Sei Q C R™ offen.

Satz 8.2.1. (Meyers-Serein (1964)) Sei 1 < p < oo. Dann liegt der Raum
C>(Q) NWP(Q) dicht in WHP(Q).

Beweis. Sei u € WHP(Q) mit

K = supp(u) = ﬂ Acc.
A abg.; u(z)=0 fiir f.a. z¢A

Sei p € Cg°(B1(0)) ein ,mollifier* wie in Abschnitt 7.3, p > 0, [p. p dz = 1,

und fiir € > 0 sei

0< pela) = (%) € G (B.0), / pe di = 1

Fiir 0 < e < dist(K,00) gilt dann u, = p. * u € C§°(£2) und
Ue — U, Vue = pe x Vu — Vu in LP

fiir e — 0 geméss Lemma 7.3.1. |

Fiir allgemeines u € W1?(Q) benstigen wir eine Zerlegung der Eins auf Q.

Definition 8.2.1. Fine offene Uberdeckung (Q).er einer Menge A C R™ heisst
lokal endlich, falls zu jedem x¢ € A eine Umgebung U existiert mit

#{ e QA NU £ 0} < . (8.2.1)
Beispiel 8.2.1. Sei Q) C R"™ offen. Fiir k € N setze
1
Qp={z€Q; |z| <k, dist(z,00) > E}’

sowie Qo = Q_1 =0, und U, = Q\Qg—2. Dann ist (Ug)ren offene Uberdeckung
von Q. Fir x € Uy gilt

1 1
k—2<|z| <k oder = > dist(x,082) > o

daher ist (Ug)ren lokal endlich.
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Bemerkung 8.2.1. i) Fir beliebige o € R™ konnen wir (8.2.1) nicht erwar-
ten. Z.B. gilt in Beispiel 8.2.1 fiir xg € 02 und eine beliebige Umgebung Uy von
xg stets Uy NUL # O fiir k > k.

i) Nach allgemeinen Sdtzen der mengentheoretischen Topologie besitzt eine of-
fene Uberdeckung (£2,),e1 in einem metrischen Raum stets eine lokal endliche
Verfeinerung; vgl. Kelly ,General topology“, Korollar 5.35, p.160.

Definition 8.2.2. Sei A C R™, F eine offene Uberdeckung von A. Eine Schar
(p.)er C CF°(R™) heisst Zerlegung der Eins auf A bzgl. F, falls

i) 0< () <1, Ve eR™ €.

i) Die Mengen Q, = supp(yp,) bilden eine lokal endliche Uberdeckung von A,
und fiir jedes v € I gibt esU € F mit Q, C U.

i) > p(x) =1, Voe A
el

Beispiel 8.2.2. Sei (Up)pen die Uberdeckung von Q in Beispiel 8.2.1. Setze
Yr(x) = dist(x,R™\Uy), k € N. Dann sind die Funktionen y Lipschitz mit

supp(¥n)= Uy, k€ N. Da (Uy) lokal endlich, ist
b = 3 ()
k=1

fiir x € Q wohldefiniert und lokal Lipschitz. Setze o) = % Gldtte die 1!

Beweis von Satz 8.2.1. (vollendet). Uberdecke Q mit (U)ren gemiiss Beispiel
8.2.1, und wiihle eine Zerlegung der Eins (¢ )ren bzgl. (Ug)ren geméiss Beispiel

8.2.2mit 0 < ¢ <1, v, € C§°(Ug),k € Nund > ¢ =11in Q.
k=1

Sei u € WLP(Q). Zerlege
u = Z UL
k=1

mit ux = upr € WHP(Q) und supp(ur) C Uy CC Q, k € N. Fixiere § > 0. Zu
k € N wiihle €, > 0 mit ¢ < dist(Ug, 9Q) und

[Per * wr — ug|| e < 6-27F.

Setze vy = pe, * ur € CF° (), sowie
vi= Y v € CP(Q). (8.2.2)
k=1

Es folgt die Abschétzung

< Z [or = kllyrp gy <O
WLr(Q) k=1

v — u”wl,p(g)

> (on — )
k=1

Da § > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 8.2.2. i) Im allgemeinen konvergiert die Darstellung (8.2.2) fiir
v nicht gleichmdssig fir Punkte in der Nihe des Randes von (. Die Darstellung
(8.2.2) liefert insbesondere kein v € C§° (), noch nicht einmal ein v € C*(Q).

ii) In der Tat liegt fiir manche Gebiete Q2 C R™ der Raum C°°(Q) nicht dicht
in WHH(Q).

Beispiel 8.2.3. i) Sei S =| — 1,0{U]0, 1[. Betrachte u = xjo,1[- Offenbar gilt
u € WH(S) mit v/ = 0.
Nimm an, es ezistiere (ug) C C*(S) auf S = [—1,1] mit [Jur, — ul/y1. =),
Dann folgt
0
sl < [ fenGoo] doo+ [ Jui] de
-1 s
< ||uk - U”Wl,l — 0 (k — OO)
Der Widerspruch zeigt, dass C>(S) nicht dicht liegt in W1H1(S).
ii) Sei analog Q= (] —1,0[xS)U (]0,1[x] — 1,1[). Betrachte
z, <0, undy>0
u(z,y) =
0, sonst.
Offenbar gilt v € W11(Q).
Nimm wieder an, es existiere (ug) C CY(Q) mit Q@ = [-1,1] x [-1,1] und

llur — ullyyr0 — 0 (K — o0). Mit Fubini folgt
1
/1 ||Uk($, ) - u(xa ')”Wl.l(s) dx < ||uk - u||w11(Q) —0 (k — OO)7

d.h.
k(. ) = u(w, s gs) = 0 (k= o)

fiir fast alle x, wobei ug(z,-) € C'(S). Mit i) erhalten wir wieder einen Wider-
spruch, und C*(Q) liegt nicht dicht in WH1(Q).

Definition 8.2.3. Q C R” ist von der Klasse C', falls zu jedem xo € 0
eine Umgebung U sowie ein Diffeomorphismus ¥ € CY(U;R™) auf V := ¥(U)
existieren mit

U(xg) =0und T(UNQ)=VNn{z=(21,....,20); Tn <0},
also auch ¥(UNON) =V N (R*! x {0}).

Satz 8.2.2. Sei Q CC R™ offen und von der Klasse C'. Dann liegt der Raum
C>(Q) dicht in W*P(Q) fiir jedes k € N und jedes 1 < p < o0o.

Bemerkung 8.2.3. Q € C! geniigt fiir jedes k.



116 KAPITEL 8. SOBOLEV-RAUME IM RN

Beweis von Satz 8.2.2. Uberdecke 99 mit Umgebungen Uy, ..., U, wie in der
L

Definition und wihle Uy CC Q offen mit Q@ < | U;.
1=0

Sei (i) eine Zerlegung der Eins auf Q beziiglich (U;).

Gegeben: u € WF?(Q)
L

Zerlege: u = Y w; mit u; = up; € WEP(Q) fiir jedes I.
=0

I =0: Da Uy CC Q, hat ug = uype Triger K = supp(ug) CC Q. Fiir € <
dist(K,0Q) gilt dann

vy = pexu € Cg°(R), und |[|v§ — wollyyrr — 0 (k — 00),
analog zum Beweis von Satz 8.2.1.
[ > 1:Esgilt K = supp(u;) CC U;. OBdA gelte (nach Drehung der Koordinaten
und allenfalls Verkleinerung von U;) v(z) - €, > 3, fiir alle z € 9Q N U, wobei

v(x) die dussere Normale an 2 bezeichnet. Die Verschiebung T : ¢ — = — € e,
ist daher wohldefiniert mit

T.(Us(K)) cUnNQ
fiir 20 < e < €. Setze vf = u; o Te.
Beh.1. vf € WkEP(UP) fiir alle 25 < € < ¢ mit

-0
U} = U Bs(z) und |[v; — wllyr 1,00 =0.
zelU;N

Beweis. Es gilt vf = wjoT,, (0%u;)oT. € Lp(Ul‘S) fiir 20 < € < €. Dazu schéitzen
wir die LP-Norm wie folgt ab

o5 ooy = / WP of, da
Ulé ——
=supp(u;)=KCCU;

(Subst.) / [P da < [Jwll?, -
K )

€

cyy

Analog finden wir eine Abschétzung der Norm fiir (0%u;) o Te.
Als néchstes zeigen wir (0%w;) o T, = 0%vf € LP, V]a| <k, 0<e<¢.
Sei ¢ € C§° () beliebig, |a| < k. Fiir 0 < € < ¢ gilt

[ @) oTip ar ™" [ 0ui(po ) do = (-1 [wo* (oot ) ds
Q Q Q S————

—(9%p)oTt

= (—1)‘0‘| /Qul oT. 0% dx.

— €
=vy



8.3. WEITERE EIGENSCHAFTEN VON WP (Q) 117
Beh.2. |lujo T — wl|;,, [|(0%u) o T — 0%wi]|;, — 0 (e — 0).

Beweis. Fiir f € C%(Q) gilt ||f o T. —fllzr — 0 (e — 0). Da u; und jedes
9wy durch Funktionen fi,, fo, € C%(Q) auf U; in LP(U;) approximiert werden
konnen, folgt die Behauptung. O

Da v in Ul‘S definiert ist, kénnen wir gldtten! Setze
v?’E = ps xvj € C(U)).
Wie in Lemma 7.3.1 folgt

J,€ €
Hvz -

—0 (6 —0),
Lr(U)

. 5
und fiir 970, = ps * 0*vf

9% — 9%uf 0 (6§ —0);
[ —omat],, ., =0 G=0)
also
d,€
C—y 0 (6 —0).
Hvl v Ww(U,)H (6 —0)

Fiir v > 0 gibt es also 26 < € < ¢ mit

S,€ d,€ € €
v —ulH < Hv —v + vy — ug||virk. < 27.
H ! Wk (U)) ! Hlwer @) ‘H ! lww "),
<y <7

8.3 Weitere Eigenschaften von W1?(Q)

Sei 2 C R™ offen.

Satz 8.3.1. Sei 1 <p <oo,u € LP(Q). Es sind dquivalent:
i) ue WhHr(Q)
i) 3C Vo € C3°(Q):

[

ii) 3C VY CC Q VIh| < dist(Q,09):

0 1 1
890' dz] < C-|lellq s 1<i<mn, wobei — + — =1,
T; p q

[Thu — U’HLP(Q/) < C-nl,

wobei Tpu(z) = u(r + h), x € Q.
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Beweis. iii) = ii) 3" i) wie in Satz 7.3.2.

i) = iii) : Sei w € CY(Q), und sei Q' CC Q. Fiir |h| < dist(V,00Q), z €
gilt

1
Thu(x) —u(r) =u(z + h) —u(z) = / h - Vu(z +th) dt.
0
Es folgt
1
| Thu — u”LP(Q’) < |l /0 [Vu(- +th)||Lp(Qf) dt < |h|- ||VU||Lp(Q)- (8.3.1)

p < oo: Sei u € WHP(Q). Nach Satz 8.2.1 gibt es (ux) C C1(Q) N WLP(Q) mit
up — u in WHP(Q) fiir k — oo, und (8.3.1) gilt fiir jedes uy. Mit k — oo folgt
(8.3.1) fiir w.

p=o00:ZuQ CC Qwihle Q” mit Q' CC Q” CC Q. Da Wh>(Q) — Wr(Q")
fiir jedes p < oo, folgt mit (8.3.1) fiir |h| < dist(Q', Q")

Holder n st L
| Thu — u”Lp(Q’) < |hl- ||vu||LP(Q”) < [h[-L(Q7)7 - ||vu||L°Q(Q) .
Fiir p — oo erhalten wir
[Tnu = ull poe oy < ] - V]| o s
wie gewiinscht. [l

Korollar 8.3.1. Seiu € L*°(2). Dann sind dquivalent:
i) u€ Wh>(Q)

ii) u besitzt einen lokal Lipschitz-stetigen Reprisentanten 4 = wu, und es gibt
C € R, so dass

lu(z) —u(y)| < C -dista(z,y), Y,y € 8, (8.3.2)
wobei disto(x,y) = inf{L(y); v € C*([0,1],), v(0) =z, v(1) = y}.

Bemerkung 8.3.1. Fulls Q C R™ konvez, so gilt distq(z,y) = |z — y|; d.h.
u € WH(Q) genau dann, wenn u (gleichmissig) Lipschitz stetig ist.

Beweis des Korollars. i) = ii): Seien x,y € , dazu v € C*([0,1],Q) mit
v(0) =z, v(1) = y. Sei 26 = dist(y([0,1]), ) > 0.

Wihle 0 = tg < t1 < ... < ty = 1 mit |’y(t1') —’Y(ti—l)| < 6. Mit Q' =
U(S(’Y([Oa 1])) cc Q) h = ’Y(ti) _’Y(tifl) folgt

[u(v(t:)) — w(y(tima) = Imnu(y(ti1)) — w(y(tiz1))

i)
<O byl =C-|y(t:) —y(tiz1)], 1<i<N.
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Nach Summieren iiber 7 folgt

N N
|u(y) =1 _uly Z (y(ti-1))l

=1

\ /\

N
€3 oh(t) = 2(t)] < C- 10).

Mit Ubergang zum Infimum bzgl. v folgt ii).

i) = 1) : Sei u lokal Lipschitz mit (8.3.2). Fiir 29 € Q, r > 0 mit Ba,(x9) C Q2
gilt fiir alle € B, (z9) und 0 < |h]| <7

|u(z +h) —u(z)] < C-|h|=C - disto(x,x + h),

also
e 1) - ute)]

Insbesondere gilt die gleichméssige Abschiatzung
u(z + he;) — u(x)
h

Da L*°(B,(z0)) & (L*(By(0)))*, L'(Br(z0)) separabel, gibt es nach Satz 5.3.1
von Banach Alaoglu eine schwach-* konvergente Teilfolge

|0 u()| = | |<Cfir0<h<r, VoeB.(z), 1<i<n.

8{1’% N gi, 1 <1i<n fiir geeignetes hy, | 0 (k — 00),
wobel g; € LDO(Bl(J?o)), ||g7||Lm < Cl, 1<i<n.
Beh.1. g; = %, 1<i<n.

Beweis. Sei g € C§°(Q). Fiir 0 < h < dist(supp(p),0Q) gilt
/ Ougp do = / ulz +he:) ~ ulz) o(x) dx
Q Q

h
(y=2+he;) o(u —he;) — p(y
J:‘g/u(y)( h) ()dy
Q
= / ud; "o da
Q
Mit h — 0 erhalten wir
0]

/ gip dr = / 8;2 dx,

d.h. g; ist schwache Ableitung von u in Richtung e;, 1 <i < n. O

Satz 8.3.2. (Kettenregel) Sei G € CH(R) mit G(0) = 0, |G'(s)| < L, und sei
ue€ WhP(Q), 1 <p < oo. Dann gilt G ou € WHP(Q) mit

V(Gou)= (G ou)-Vue LP(Q).
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Im Unterschied zum Fall n = 1 kann man auf die globale Annahme |G'(s)| < L
nicht verzichten.

Beispiel 8.3.1. u(x) = |z|~2 € WH2(B,(0)).
~——
CR4
Aber u*(z) = |z|7t ¢ W12 |V(u?)| =2 |2|72 ¢ L2
Beweis von Satz 8.3.2. Setze v = G o u. Dann gilt
[v(@)] = [G(u(@)) = G(0)| < L |u(x)]| € LP(Q),
~——
=0

analog
g9(z) = |G (u(x))| - [Vu(z)| < L-[Vu(z)| € LP(Q).

Die Behauptung des Satzes folgt somit aus

Beh.1. g = Vu.

Beweis. Sei ¢ € C3°(2). Da supp(p) CC Q gibt es ' CC Q mit supp(p) C .
Fasse u|q auf als u € WH(Q).

Nach Satz 8.2.1 gibt es (ux) C C1 N WHL(Q') mit up — w in WHH(Q'). Nach
der iiblichen Kettenregel gilt

/(G(uk)) 0% g — —/(G’(uk))aukgo dv, 1<i<n, keN.
Q ‘ Q Oz;

Weiter gilt

de (k—00)

[ (G~ Gw) 52 ds| < = ule) =0
Q) ——r 0T
FISL jug—u| 7
[1<C

Analog
, Oug — , Ou
[ (6 G - G )e dal

ou ou du
< |/Q GI(Uk)(a—; - 87)80 dx| + |/Q(G/(uk) o Gl(u))é)mgp daf
8uk ou ’ ! du
<IL.C. - . — -
<pec [g - SderC [ 6w~ Gw] 5] do

(9.237;
||<2L, —0 f.ii..
<Clug—ully1,1 =0 (k—o0) eLt

—0 (dom. Konvergenz)

— 0.

Es folgt

/ Gw) 22 i = — / (@ () 2L d.
———

=v
=gi
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Satz 8.3.3. (Substitutionsregel) Seien Q,Q C R"™ offen, H € C*(Q/,R™) Dif-
feomorphismus mit H(Q') = Q und |dH|, |dH | < Cy < co. Fiir u € WHP(Q)
gilt dann v :=uo H € WLP(Q'), und

ov  OuoH) " Ou 0H; )
== 7 —oH)—=:1¢g;, 1<i<n.
yi 9yi ;( Ty )891‘ I

Beweis. Wir zeigen v,g; € LP(2), 1 < i <n.

/ of? dy:/ o HIP dy T2 /|u|p|det(dH‘1)| do
Q Q Q S————

<c
<C- ||U||I£p(9) 5

analog
/|gl|pdy<C /|VUOH|pdy<C ||Vu||Lp(Q 1<i<n.

Beh.1. gi:(’%’ 1<i<n.

Beweis. Sei ¢ € C§°(). Wihle Q) CC ' mit supp(p) C £, und setze
0o = H(Q) cC Q.

Da W1P(Q) — Whi(Qp), gibt es nach Satz 8.2.1 (ux) C C' N WH1(Qp) mit
lur = ullyra(q,) — 0 (k — 00). Nach der klassischen Kettenregel gilt

8uk
__Z// al'jo Yi dy

Schitze ab

Iy
[ (o —om)3E a SC-/%|(uk—u)oH| dy

(e=H(y))
<

C- | |up —u|lde <C-lup —ulwiig, — 0 (k— o0).
Qo
Analog
Ouy, ou 0H; Ouy, ou
9 Ty om ko H|d
| ( Oz &frj) ) 0y; |(8xj &frj)o | dy
S C'/O|a—‘xj_—| d{E<C ||uk u||W1,1(QO)—>0 (kﬁoo).
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8.4 Fortsetzung von W!'P-Funktionen, Spursatz
Betrachte zunéchst den Zylinder

Q={z=("2s) ER" xR |o'| <1, |za| <1}
mit
Qi = {o = (@, 20) € Qs 7, >0}

und

Qo ={z = (2',2,) € Q; z, = 0}.
Lemma 8.4.1. Seiu € W1P(Q,). Setze

u(z', zy), Ty >0,

u(r', —xy), xn <O0.

u* (2’ x,) = {

Dann gilt u* € WHP(Q), und e o) < C - lullwinig,)-

Beweis. Setze g; = (%)*, 1<i<n-—1, bzw.

, B %fn(x’,xn), Ty >0,
9ol Tn) = — Ou (', —xn), zp <0
81‘n bl nj)y n .

Dann gilt u*, g; € LP(Q) mit

a1y = 2 Tl » fiix p < o,

bzw.
[l oo (@) = l1tell ooy > falls p = o0,
d.h.
el oy = 27 - lull o,y < 2 lull g -
Analog
loill oy =2 Hgg L(Qs) PR

Beh.l. g; =2 1<i<n.

— Oz,

Beweis. Sei p € C§°(Q). Es gilt fuir 1 <i<n-—1

/Qu* g;i dx = /Q+ u(m’,xn)(g—fi(x',xn) + g;i (2, —x,)) dx,

= / U Oy dx, wobei ¥(z',x,) = p(a',2,) + o(z', —x4),
Q+ 9

T

bzw. fiir i = n:

*8_()0 _ / 8_@ / 8_§0 r_
/Qu Oz, dm—/QJru(x,xn) (&Un(x,xn)—l—axn(x, xn)) dx

:%v wo p(z’,zn)=p(z",xn)—p(z',—zn)
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Sei 1 < i <n—1. Wahle n € C*(R) mit n(¢t) = 1 fir t > 2, n(t) = 0 fiir
t <1, 0<n <1 Fiir k € N setze ni(t) = n(kt). Dann gilt oy := n(x,) €
CSO(Q+)7 ke N, und

O
U der = — d}k dx.
/Q L Oz 0. 8x7

Ok _ OV (o) D
or,  omF T o

Mit dominierter Konvergenz folgt

:/ uaw dxr = lim uawk dxr = lim —/ Ou Y dx
Q k—o0 Q
+ +

(9.237' k—oo Jo ox; Ox;

ou
©y da /( )*wdw=—/gmdw.
Qi 8x7 Q 8331 Q

Sei i = n. Beachte p(z’,0) =0, p € C1(Q), also

Beachte

o Yp = — L

P

lp(x", 20)| < C - |2 (8.4.1)

Sei pi, = n(an)p € C§° (Q+). Dann gilt

/ uaplC —pi dz (k2 _ ﬁ . p dz
oz, Q. axn Q. o0z, N
=0 2n)—¢(,—2n)

Schitze ab

3Pk Oy dp
P _ =P < . _
| v gyl < [ ul GG o do ) [ ut—m g
—_——
<Ck

=: I+ 1.

Wegen ny, Fhzpo)_, 1 f.i. folgt ITy, — 0 (k — o0). Mit Definition von 7 und

(8.4.1) folgt |a"k p| < C, und absolute Stetigkeit von [|u| dz ergibt

I, <C- |u| da )

{I:(z/:wn); 0<517n<%}

B ap dp
_/an<pdx_/ uaxndx—/ 8xndx

Es folgt

Betrachte nun ein beliebiges offenes 2 C R™ mit 9Q =T.

Satz 8.4.1. Sei Q won der Klasse C' mit kompaktem Rand T'. Dann gibt es
einen stetigen, linearen Fortsetzungsoperator E : W1P(Q) — WLP(R™) mit
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1) (BEu)|g = u,
”) ||Eu||L1’(an) <C- ||u||LP(Q)7

iii) ||Eu||W1,p(]Rn) <- ||U||W1,p(9)7

wobei C = C() unabhdngig von p.

Beweis. Da Q von der KLasse C', ' kompakt, existieren Umgebungen Uy, ... Ur,
L
mit ' € J U; und C'-Diffeomorphismen H; : Q — U; mit
=1

Hl(Q+) =U;NQ, HZ(QO) =U,nNnT, 1<I<L. (842)

B L
Wihle Uy C Q offen mit dist(Uy,T') > 0 und mit Q C | U;.
1=1
Weiter sei (¢1)o<i<r, eine Zerlegung der Eins auf Q bzgl. (U;)o<i<r, mit

L

0<@ <1, supp(e)) C Ui, Y @1 =1in Q.
=0

L
Sei u € WLP(Q). Zerlege u = > u;, wobei u; = pju.
=0

Beh.1. ug = @g - u € WHP(Q) lisst sich durch

O P

fortsetzen zu vg € WHP(R™).

Beweis. vo € LP(R"), und [[vo|[p.p(gny < [[ullp(q)- Setze

Q
g(x) _ {(VQOOU' + WOVU)(x), T € i,
0, sonst.

Sei ¢ € C§°(R™). Beachte (¢ - ¢o) € C§°(£2). Dann folgt
/ vV dx = / upoVp dr = / uV(po - p) de — / uVop dx
n Q Q Q
= —/ Vu(po - ) do — / uVop dz
Q Q
:—/gcpd;v:—/ g dz.
Q n
Weiter gilt g € LP(R™) mit

||g||Lp(]R“) <C- ||U||Lp(Q) + ”vu”LP(Q) <C- ”u”leP(Q) :
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Beh.2. Fir1 <1 < L gibt es v; = Eu; € WYP(R™) mit den Eigenschaften
i)-iii) des Satzes.

Beweis. Setze
v (x) = {((ul o H))* o H')(z), @ €U,
0, sonst.

Analog zu Behauptung 1 gilt v; € WP (R"), da supp(p;) CC Uy, supp(v;) CC
U;. Weiter folgt mit Satz 8.3.3

(Subs

st.)
< O (woH) e

Hvl”Lp(]Rn) = ||(UloHl)*OHl_1||LP(UZ) =

<C-luo Hl||LP(Q+) <C- ||ul||LP(UlmQ) <C- ||u||Lp(Q) .
Analog zeigt man
VUil pogny < C - lullyrmgny » 1<I< L.

O

Mit der Linearitdt der verwendeten Zerlegung, und mit den Behauptungen 1
und 2 folgt der Satz. O

Korollar 8.4.1. Falls Q von der Klasse C1, 1 < p < oo, so ezistiert zu jedem
u € WHP(Q) eine Folge (ur) C C§°(R™) mit ||ug|q — ullyringy = 0 (k— o).

Bemerkung: 0€) muss nicht kompakt sein.

Beweis. Sei § > 0 vorgegeben
Beh.1. 3a € WYP(Q) mit supp(@) CC R™ und || — ullyrip(q) <9

Beweis. Sein € C§°(B2(0)) mit 0 <n < 1und n =1 auf B1(0). Fiir k¥ € N setze

m(z) = n(F) € C5°(Bar(0)) mit ng (b2g0) 1, f.i. Mit dominierter Konvergenz

folgt
H%u—Mﬁw=/WO—nwF¢ﬁﬁ0(kﬂaﬂ
Q

Weiter gilt fiir V(ny - u) = uVn + n Vu mit

C
- tom|,, <7l =0 (k= o0)
~—~—I1LP k

<%
und
V=Vl — 0 (k — o)
ebenfalls
IV(neu) = Vull, =0 (k— o0),
also

1w = ullyrp — 0 (b — oo).

Fiir ein k > ko(0) setze 4 = ngu. O
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Da I" N supp(@) kompakt, liefert das Argument wie Beweis von Satz 8.4.1 eine
Fortsetzung © = B4 € W1P(R™) mit i)-iii) aus Satz 8.4.1; insbesondere ¥|q = @
und supp(v) CC R™.

Glattung durch Faltung liefert 0. = p. * 0 € C§°(R™) mit ||o — 17||W1,,,(]Rn) —
0 (e — 0) gemdss Satz 8.2.1. Wahle € = €(6) > 0 mit [[0c — 0[[yy1.(gny < 0. Es
folgt

[Tl = ullyre < 110e = Bllyrn@n) + 10l =l gy < 26.

<d =lli—ullyy1,p)<d

Wann kann man fiir « € WP(Q) sinnvoll von der ,,Spur® u|sq sprechen?

Lemma 8.4.2. Sei u € W'P(Q4),1 < p < oco. Dann ist u|lg, € LP(Qo)
wohldefiniert, und der ,Spuroperator

WhP(Q4) 3 u s ulg, € LP(Qo)
ist linear und stetig.
Beweis. i) Sei u € C1(Q). Fiir 2’ € Qo gilt

n Oy

0 Oxy,

w(@’,0) = u(@', z,) — (2, 8) ds

Es folgt nach Mittelung bzgl. x,,

1 1
|u(x/,0)|§/ (', )| dxn+/ V(e s)| ds.
0 0

Fiir 1 < p < oo folgt mit der Minkowski- Ungleichung

1 1
la(@', 0) | oy < / oty )Ly dn + / IVa, 20l o iu dn

Holder

< Mullpogyy +IVUllieg,) = llullwire,) -

ii) Sei u € WHP(Q), 1 < p < oco. Nach Satz 8.2.1 gibt es ux, € WHP N CHQ)
mit [Jur — ully, — 0 (B — 00). Mit i) folgt

(k,l—>00)
lurlQo = wlQollpo(ge) < luw —wllying,)y —

Da LP(Qo) vollstandig ist, existiert u|g, := klim uklo, € LP(Qo), und
—00

||U’|QO||LP(QO) = klglgo ||uk|Qo||Lp(Q0)

= klggo ||uk||W1’p(Q+) - ||u||W1"’(Q+) ‘

iii) Sei u € W1P(Q4), 1 < p < oco. Betrachte u* € W1P(Q) gemiss Lemma
8.4.1 und benutze ii)!
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iv) Sei u € WH*°(Q,). Da Q+ CC R", gilt u € WHP(Q,), Vp < oo, und

lalaull 1o e < lulwinig,) < Nulwimq,) -

Mit p — oo folgt die Behauptung.
O

Fiir ein © der Klasse C'' mit kompaktem Rand 9Q = I" kann man den ,,Spur-
raum® LP(I") mittels lokaler , Kanten“ H : Q@ — R™" mit H(Q4) = QNU, H(Qo) =
I'NU erkliren. Die durch verschiedene Uberdeckungen von I definierten Normen
auf LP(T') sind dquivalent.

Satz 8.4.2 (Spursatz). Sei 2 C R" offen, von der Klasse C*, und sei der Rand
O kompakt. Dann ist der Spuroperator

WhP(Q) 3w ulp € LP(T)
fir alle 1 < p < oo wohldefiniert und stetig; d.h.
||U|F||LP(F) <C- ||u||W1,p(Q) .

Beweis. Ubung O

Bemerkung 8.4.1. i) Der Spuroperator ist nicht surjektiv (Fir p = oo ist dies
offensichtlich). Daher definiert man fir 1 < p < oo als Spurraum

WD) = {ulr;u € W)

ii) Fiir Q € C' mit kompaktem Rand T folgt
HY(Q) C {uec HY(Q); ulr =0 fi. bzgl. H" '}
D.h. die schwache Losung u € H}(SY) des Dirichlet Problems
—Au=finQ, u=0 auf 00

erfillt die Randbedingung u = 0 fast tiberall.
Betrachte nun auch Randdaten ug|r, ug € H ().
Satz 8.4.3. Sei Q CC R™ von der Klasse C'. Dann gilt

HY(Q) = H}(Q) @ {uo € H(Q); Aug =0}
und fiir u = ug +u1 € H(Q) mit uy € HE(Q), Aug =0 gilt

IVul7z = [ Vuoll7> + Va7 -

D.h. zu jedem u € H(Q) gibt es eine eindeutige harmonische Fortsetzung ug
von ulr, und ug hat minimale Dirichlet-Energie

E(ug) = / |Vug|? do =
Q

min
vEH(Q), vlr=u|r
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Beweis. Zu u € H'(Q) sei u; € H}(Q) die eindeutige Losung des Problems

L2
2 1
/ VuiVe dx = / Vu Vo dz, Vo € Hy(Q), (8.4.3)
Q Q

gemiéss Riesz, Satz 4.3.2. Setze ug = u — u;. Dann gilt wegen (8.4.4)

Distr.-Abl. cL?
/ (—Aug) ¢ dz = / Vug Ve dx
Q Q

= / VuVy dz — / Vu1V dz =0,
Q Q
fiir alle p € C§°(Q2); d.h. Aug = 0. Schliesslich
[Vullhs = V(o + w52 = [ Vuollzs + [ Vur 72 +2 / VuoVuy da.
Q
Da uy € H}(Q), existiert (¢r) C C§°(Q) mit ¢ — uy in H (), also

/ VuoVuy dx = klim VugVy dz (843) 0. (8.4.4)
Q —oo Jo

Mit (8.4.4) folgt auch, dass u = 0 fiir u € H}(Q) mit Au = 0; d.h. die Zerlegung
von H'(Q) ist direkt. O

Korollar 8.4.2. H}(Q) = {u € HY(Q); u|F =0 fast iberall}.

8.5 Sobolev-Einbettung, p < n

Betrachte zunéchst = R™.

Satz 8.5.1 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Sei 1 < p < n und sei p* > p
gegeben durch pi =1_Ll.gph p= 7t Dann gilt WLP(R™) «— LP"(R™), und

p n
[l Lo @ny < C - VUl Lo gn)

fiir alle w € WHP(R™), wo C = C(n, p).

Bemerkung: p* heisst Sobolev-Exponent.

Bemerkung 8.5.1. Bei Skalierung u — ug(x) = u(Rx) gilt
IVurll, = [ [Vunp dz = B |Vl
]Rn
lurllzs = R lullZ, -
Falls es eine Beziehung ||ul| o < C - ||Vull;, gibt, so auch

R™% ||ull gy = Jurllpe < C- | Vuglly, = C- R % | Vull,,



8.5. SOBOLEV-EINBETTUNG, P < N 129
fiir alle R > 0, also

n_n 1 1 1
RG=i7Y <C(n), YR>0, dh - ——=-=.
p n q

ist somit der einzige mdgliche Exponent.

Beweis von Satz 8.5.1. i) Betrachte zuniichst p =

1 und v € C§°(R™). Fiir
festes i € {1,...,n}, © = (x1,...,x,) schiitze ab
lu(x)] = |u(z1, ..., 2n) — glir_noou(xl, ey Tim1, 8y L1y e, )]
i ou
=| ...,xi_l,s,xi+1,...,xn) dSl
oo
§/ IVu(x, ..., Tie1, 8, Tix1, -, 2n)| ds = fi(x}),
o0
wobei ¥} = (T1,...,Ti—1,Tit1,.--,2Tn) € R?7L

1 <i < n. Es folgt

jua)|=T < [[(fi) ™

=1

Die gewunbchte Unglelchung folgt aus
Beh.1. H (fi(z}))™ € LY(R™) mit

i=

(8.5.1)

Tt

=1

Sﬁ(/ﬂw D dy) " <Ol

Beweis. (Induktion nach n)
n = 2: Mit Fubini folgt

2 oo oo
L= [ [ n@)- b don do,
i=1 —ooJ—oo
2
-11 [, 50 do = 19l e

n — n + 1: Fiir festes 41 folgt mit Holder

n+1 1, n—1__

REEDE ds " Z T Wl ( /. f[(ﬂ( NatO
=1

Ind.-Vor.

1
< sl ey - H(/ fi(y, Tng1) dy) :
Mit Holder folgt erneut

1
o0 n n n l
/ H <A . fl(y7 xn+1) dy) dxn,+1 S H ||f1||£1(]Rn) ,
oo i=1 n— b
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1 1
dal=—+---4+—. Also
n n
—_———
n—meal

n+1

/Rn+1 (n fz‘(%“é))

=1

ntl 1 ntl
dzy .. -dxn—i-l < H ||fi||£1(Rn) < ||Vu||L11L(]R"+1)'
=1

3=

Es folgt fiir alle n > 2, u € C§°(R"™):

ol s gy < 1Vl 1 g (8.5.2)

ii) Sei 1 < p < n, und sei zunéchst weiter u € C§°(R™). Betrachte v = u? fiir
ein noch zu bestimmendes ¢t > 1. Sei ¢ = p%l zu p konjugiert. Mit (8.5.2) folgt

t
||U||Lﬁ(Rn) = ||u||L%(Rn

t—1
—t. / V| uft! de (85.3)
eLr eLq

< Vol

t—1
<t Vull o e ||U||L(t71>q(nq<n) :

Wahle t so, dass

tn (t—1)p
— = (=1 P
d.h. . » »
t — =0
(n -1 p- 1) + p—1
oder
) pl)
pln—1)—-n(p-1) n-p
und
tn pn . 1 1 1
= = p 5 —* = - — —.
n—1 n-—p p p n
Abschétzung (8.5.3) liefert
p(n—1)
lull o <t VUl pogny = ——= IVullpogn) -

iii) Seiw € WP(R™). Nach Satz 8.2.1 gibt es (ux) C C§°(R™) mit [|u — ugl|yr. —
0 (k — o0). Mit (8.5.2), bzw. (8.5.3) folgt

ue — wll o R") < C [|V(uk — w)ll pogny — 0 (k1 — 00),

k—oo . *
also w, " win L7 (R™), und ull e gy < C [ Vull gy
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Bemerkung 8.5.2. Fiirp =1 gibt es eine enge Bezichung zwischen Satz 8.5.1
und der isoperimetrischen Ungleichung

(LM(Q)" " < C(n) H*1(09) (8.5.4)
fiir @ CC R" der Klasse C*.

Sei 0 < u € C§°(R™) mit nur endlich vielen kritischen Punkten in supp(u). Nach
lokaler Substitution ®(z’,x,) = (', u(x)) (in geeigneten Koordinaten, so dass
;T“n # 0) folgt

IVl dx:/ (/ o) (8.5.5)
R 0 {z;u(z)=t}

Setze Q(t) = {z;u(x) > t}, t > 0. Dann

umrzlmxmw@>ﬁ,

und mit der Minkowski-Ungleichung folgt

n—1

|MNL§A mmmﬁﬁﬁzA(ﬂmm»Tw

(8.5.4) o0 (8.5.5)
< C(n)/ HH0Q@1) dt < C(n) ||[Vull. -

0

Der Grenzfall p = n: Nach Beispiel 8.1.2.ii) gilt

1
loglog(—) € Wh™(B

. 0), n>2.

D.h. Whn(R") o L°(R™), n > 2. Bemerkung 8.5.1 zeigt, dass keine Unglei-
chung der Art
lull e < C IVullpn

fiir ein ¢ < oo bestehen kann.

Satz 8.5.2. WL (R") — LP(R") fiir n < p < oo, und

il ey < CCmp) ullyn gy - Y € W R,

Beweis. Sei v € C§°(R™). Mit (8.5.3) folgt

eL”
N
lall o <t [ TV [l de<t [Valg, lull o -
Ln—1 L {=1n
Rn ~—— L n—1

eLﬁ
Fiir t = n folgt

n—1 Young
< [[Val gl <

n—

el Vullgn + (n+1) [lullLn

< C lullyin-
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Iteriere mit ¢ = n+1, n+2, ... Es folgt ||| », < Ck |luyy1.n fiir eine Folge von
Exponenten pi, — oo (k — 00). Interpolation liefert die Behauptung fiir jedes
q > n, wobei %z %—Fl*—ka mit a = ay, € [0, 1] fiir ein pr > ¢. Also

lull o < lullzn Nullgee < C llullyrn -

O

Satz 8.5.3. Se:i Q) CC R” von der Klasse C', und sei 1 < p < n mit Sobolev-
Exponent p*, wo pi == . Dann gilt Wl’p(Q) — L1(Q) fir alle 1 < g < p*,
und die Einbettung ist kompakt fiur g < p*.

Bemerkung 8.5.3. Wegen Skalierungsinvarianz nach Bemerkung 8.5.1 konnen
wir fiir ¢ = p* keine Kompaktheit erwarten. Sei z.B. d = B1(0), u € C§°(B1(0)).
Fiir R — oo betrachte up(z) = R 7 u(Rx) € C’(C]’O(B% (0)) mit

IVurlff, = B"P7P7" | Vullf, , ur =0 in WHP(B1(0)) (R — o0).

=1

Beweis von Satz 8.5.3. 1) Sei u € W1P(Q). Nach Satz 8.4.1 gibt es v = Eu €
WLP(R™) mit v|q = u und mit Satz 8.5.1 folgt

ull o (@) < 10l Lor ®ny < C IVVrp@ny < C lullpeg) -
Da Q@ CC R™ beschrinkt, folgt u € L9(Q2), 1 < ¢ < p* und

el ey < €, 0, 2) ullypsny -

ii) Sei F C W'P(Q) beschrinkt. Wihle Q cC R™ offen mit Q C €. Nach Satz
8.3.1 gilt

su TR —U <C- su Vo A c|h
v:Eu,puef || '\f‘h ||LP(Q) - v= upu || ||LP(Q) | |
=v(-+h)
<C'’'<oco

fiir alle |h| < dist(Q,99Q). Mit dem Satz von Fréchet-Kolmogorov (Satz 6.3.2)
folgt relative Kompaktheit von F in LP(€2).

Sei nun 1 < ¢ < p* beliebig, (ux) C W1P(Q) beschrinkt. OBdA gelte uj, — u
in LP(Q). Fiir ¢ < p schétze ab (da Q@ CC R"™)

lur —ull e <C Jluk —ull, =0 (k— o00).

Fiir p < ¢ < p* wahle 0 < a < 1 mit % = % + 1};‘”‘ und schéitze ab mit Holder

ke = ull o < JJux = wl7p Jlux = ull,® =0 (k= oo).

—0(k—00) <c
O

Korollar 8.5.1. Sei Q CC R" von der Klasse C'. Dann gilt W™ (Q) — L%(Q)
fiir 1 < q < oo, und die Finbettung ist kompakt fiir jedes q.

Beweis. Whn(Q) — WHP(Q) , ¥p < n. O
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8.6 Sobolev-Einbettung, p > n

8.6.1 Holder-Raume:

Sei Q CR" offen, u: Q2 -R, 0 < a<1.
Definition 8.6.1. u ist Holder stetig mit Exponent «, falls
lu(z) —u(y)| <C |z —y|*  Vo,y el

Der Ausdruck
o i s L@ =1
’ otyaye T —Y|*

heisst Holder-(Halb-) Norm. Setze

C%*(Q) := {u € C°Q);u ist Holder stetig mit Exponent a}.
Bemerkung 8.6.1. Falls Q CC R"”, so ist

[ullgo.e = llullgo + [ulgo

eine Norm auf C%%(Q).
Beispiel 8.6.1. i) u € C%1(Q), genau dann, wenn u Lipschitz stetig ist.
ii) Sei Q =]0,1[; dann ist u(x) = 2> € CO*(Q).
i) Fir0< 8 <a<1 gilt C%*(Q) — C*?(Q), wo C%0(Q) = C°(Q).
Satz 8.6.1. C%(Q) ist vollstindig, 0 < a < 1.

Beweis. Sei (u) C C%*(Q) eine Cauchy-Folge. Dann ist (uj) auch Cauchy-
Folge in CY(2), und es existiert u € C°(Q) mit

ke~ o =0 (k= ).
Beh.1. u € C%%(Q).
Beweis. Fiir © # y € Q) schiitze ab
u(@) —u(y)| = lim Jug (@) —ur(y)] < Sl;p[Uk]covalx —y|*
—_————
=C<oo
Beh.2. u;, — u (k — o00) in C%%(Q).

Beweis. Fiir x # y € Q schétze ab

|(uk —w)(x) = (ux —w)(y)] _ . [ —w)(2) — (ux —w)(y)|
|z — y|@ =00 |z — y|@

< lim [ug — w]coe — 0 (kK — 00)

l—o0

gleichmissig bzgl. = # y € Q. Nach Ubergang zum Supremum bzgl. z # y € Q
folgt die Behauptung. O
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Satz 8.6.2. Sei Q) CC R™. Dann ist fir 0 < <« <1 die Finbettung
C%(Q) — C%P(Q)

kompakt.

Beweis. Sei F C C%*() beschrinkt. Dann ist F C C°(Q) beschriinkt.

Beh.1. F ist gleichgradig stetig.

Beweis. Fiir x # y schitze ab

IM@—u@HSWngﬂM—M? Vue F
ve

Mit Satz 6.3.1 (Arzéla-Ascoli) folgt, F ist relativ kompakt in C(€).
Beh.2. F C C%#(Q) ist relativ kompakt.

Beweis. Sei (ug) C F. OBdA ur, — u(k — o00) in C°(). Zu § > 0 wiihle
ko = ko(&) € N mit

||ug — ucho < 6%, Vk,l > k.

Firz #y € Q, k1 > ko(d) schitze ab

[(ugp — wp)(x) — (ug — ug)(y)] < 2 Jlugp — il qo 5P <2690, falls |z —y| > 6
|z —yl? [ur, — wilco.e |z —y|*=P < C §°7F, sonst.

Mit 6 — 0 folgt, dass (uj) eine Cauchy-Folge in C%8(Q) ist. Da C%4(Q) nach
Satz 8.6.1 vollstindig ist, folgt u € C%%(Q) und

|(ug = u)(x) — (ug = w)(y)| |(ur = w) (@) = (ux — w)(y)|

= lim
|z —yl? =00 |z =yl
< llim [U,k — U,l]co,ﬁ — 0 (]4} — OO)
gleichméssig in « # y € Q, d.h.
[ur — u]gos — 0 (k — 00).

Bemerkung 8.6.2. Fiir 0 < o < 1 liegt C*(Q) nicht dicht in C%(Q).

Beweis. Betrachte z.B. Q =]0,1[, u(z) = 2%, 0 < o < 1. Nimm an 3(ug) C
C*(]0,1]) mit
lur — ul|go.a — 0 (k — o).
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Beachte, dass fiir alle k € N, 0 < z < 1 gilt

|ur(x) — uk(0)] < suplug|-|z].
——

=C}j <00

Es folgt

[up — u]coa > sup

0<z<1 ||
—ug(0
= aup up(@) —w(0) >1, VkeN
0<z<1 ||
<Oy fa]'=2=0  (2—0)
im Widerspruch zur Annahme. O

Wir kénnen nun den Sobolev-Einbettungssatz auf R™ formulieren.

Satz 8.6.3. Seip > n. Dann gilt WHP(R") — CO*(R") mit a = 1 — 2, und
mit einer von u unabhdngigen Konstanten gilt

HU”cOya(Rn) <C ||“||W1,p(]Rn) 3 Vu € WHP(R™).

Zum Beweis beniitzen wir eine #quivalente Integral-Norm auf C%%(Q).

8.6.2 Morrey-Companato Riume

Sei Q C R™ offen. Fiir g € Q, r > 0 setze
QT({E()) = BT({E()) N Q.

Definition 8.6.2. Q heisst vom Typ A fiir ein A > 0, falls fiir alle xg € 9,
0 < r < min{l, diam()} gilt

LM (x0)) > Ar™.

Beispiel 8.6.2. Jedes Q CC R™ von der Klasse C! ist vom Typ A. Fiir Q vom
Typ A, uw € L}, .(Q), 20 € Q, 0 <1 <1o() setze

ol f
Ugo,r = A7 7 v u dr =: u dz.
T L (Q(20)) Ja, (a0) Q. (20)

Definition 8.6.3. Fiir 1 <p < oo, A > 0 setze

1

LPANQ) = {u € LP(Q); [u] zor(q) = sup (T_A/Q ( )|U—Um0,r|p dx) ' < OO}-

o EQO<r<ry

Satz 8.6.4. LP(Q) ist vollstindig bzgl. der Norm
lullzor = llull gy + [l

Beweis. Ubung. O
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Satz 8.6.5 (Campanato). SeiQ von Typ A fiir ein A > 0, und seien 1 < p < oo,
)\( ) efefzg COO‘( ) und

lullgo.e <C lullgorgy, — YueLP?,

A>n, a=2

mit einer von u unabhingigen Konstanten C.

Satz 8.6.3 lisst sich auf Satz 8.6.5 zuriickfithren mit
Satz 8.6.6 (Poincaré). Sei u € WHP(R"), 1 < p < oo. Dann gilt fir alle

zo €ER™, r>0
/ [t — ugy r|P dz < C rp/ [Vul|P da.
Br(mo) BT(II:Q)

Beweis von Satz 8.6.3. Mit Satz 8.6.5 folgt

Wl’p(]Rn) FEN Lp’p(Rn) N C«O,oz(Rn)7 a=

Beweis von Satz 8.6.6. Sei u € C§°(R™), z9 € R™, r > 0. OBdA z9 = 0,
B, (0) = B,. Schétze ab

Pdx = L u(z) —u P dx
[ utw) v o= [ s [ ) ) dyp

=C r_"p/

(Holder)

< C r””ﬁn(p*l)/ u(z) —u(y)|P dy dx.
3 ,’rBrl() (y)]

—p—n

p
[ L ) uw) dy)
LT eLr

Mit
)~ )l = | [ Gule 4y =) el
<lo=yP ([ 1Vatty+ -0 ar)’

1
<z —yl? / Vulty + (1 — )P dt
N—— JO
<2r

erhalten wir

1
/ () — ttay [P dz < C rp—"/ / / Vulty + (1— )2)|P dt dz dy
B,

S mm z,1 1/2
e / / [Vulty+ (1= @) da dy di

(z= ty+(1 f)r 1/2
/ / / |Vu(2)|P dz dy dt
Ba_yr(ty)

<C r”/ [Vu(2)|P dz.
B,
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Beweis von Satz 8.6.5. Sei u € LPA(L).

i) Konstruktion eines geeigneten Repriisentanten.
Zuzg € 2,0 <r <ro(Q) = min{l,diam(Q)} setze r; = 27" r und betrachte

(uﬂ?oﬂ’i)ieN-
Beh.1. (ug, r,)ien ist Cauchy-Folge.

Bewets. Schitze ab

| <o [ @) d
Ugo rion — Uag,rs| < ——— w(T) — Ugy,r; | dx
0,Ti41 ZTo,T ‘CH(QT«;-H (Z‘O)) Q”_H(wo) Zo,T
<Cr" / 1 Ju(x) — ugyr,| dx
41 Q,,ai(:ro) N _L, zo,T
eLp-1 eLr
(Holder) n+n-P=1

< A - |P B

s On (/97..@0)'“ oo dm) (8:6.1)
1 b

<C|———— / U — Ugy.r, [P dx

- (ﬁn (Qri ({E())) Q. (z0) | o )

A—n 1
<Cr?” (r;’\/ lu — ugg,r, [P dx) i
Qr; (z0)

Also

k k
< Z|umo7m+_7‘ - umoﬂ’i+_7‘—1| <C ZT?—H‘ [U'][,Pv’\

j=1 j=1
< Crif[u]ppr — 0 (t— 00, k=k; €N)

|u-75077’i+k = Ugg,r;

O
Folge: Fiir alle zy € Q existiert 4(xzo) = lim ug, ,,, und
|ﬂ($0) — Ugq,r; <C T? [u]ﬂp,/\- (862)

Wegen Absolutstetigkeit des Integrals ist fiir festes » > 0 die Funktion xy +—
Ug,,r Stetig. Gemiéss (8.6.2) konvergiert (ug,,r,)ien gleichméssig gegen @; also
ist @ stetig. Schliesslich gilt mit dem Differentiationssatz von Lebesgue

1
u = 1’[[) _— =
w(wo) = limy L1 (- (o)) /Qr(mo) w do = u(wo)

fast iiberall. D.h. @ ist Repréisentant von u. OBdA @ = u (iiberall).
ii) Wir zeigen: u € C%%(Q), und

||u||00~a <C ||u||gpk .
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Zunichst folgt mit (8.6.2) fiir r = ro
suplu(zo)| < suplsg |-+ suplu(zo) = s,
S C ullpe +C Julgon <C lullgpa -
Beh.2. u e C"*(Q), und fir xo # yo € Q mit 0 < |xg — yo| =7 < % gilt

[u(zo) — u(yo)] < C 7 [u]zonr.

Beweis. Schitze ab mit (8.6.2)
u(zo) = u(yo)| < |w(wo) = g 20| + [tag,2r = ty,r| + [tgo,r —u(yo)]
< Cr® [ulgon + [uag,2r = tyo,rl-

Weiter folgt wie in (8.6.1)

1
tap i~ el < gy [ et do
L2 (yo)) Q- (o)

1
Sci/ |U—Um.r|dx
L(Q2-(Y0)) S, (o) ”

(Hijgier) C( 1 / | |p d )%
< - - U — Ugq,2r €z
L7(Q2r(@0)) Jo, (20) '

(wie in Beh.1)
< C r [u] g

Es folgt
[u]co.a <C [u]cp,x.

O

Satz 8.6.7. Sei Q CC R™ vom Typ A fiir ein A > 0, und seien 1 < p < o0,
A>n, a:% < 1. Dann gilt

LPAQ) = C%(Q).
Beweis. i) LPA(Q) — C%%(Q) folgt mit Satz 8.6.5.
ii) Da Q CcC R™, gilt

C%(Q) — C%Q) — LP(Q).

Weiter gilt fiir zg € Q, 0 < r <rg

1
u_uTTpde/ 7/ ulxr) —u Pd dx
/Q'”(wo)| o) Q- (w0) (Cn(Qr(ffo)) QT.(IO)%| @) _/(y)l y)

<C rep [“]go,(y

<C ,Tap+n, [u]go,a-

=r
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D.h.

1
[u]ppr = sup (r_)‘ / [u — Uggr|P da:) " < C [u)goa.
Qr(z0)

zo, 0<r<rg
O
Satz 8.6.8. Sei Q CC R™ von der Klasse C*, und sei n < p < oo. Dann gilt
WhP(Q) — C%* ()
firo<a<a*=1- %, und die Finbettung ist kompakt fir 0 < a < a*.

Beweis.
Wl’p(Q) E, Satz 8.4.1 Wl’p(Rn) Satz(j.&?) CO’O[* (Rn)
«  — (a<a™, Satz 8.6.2, kompak _
oy gl (g (VST B2 om0 gy

Anwendung: Variante der Poincaré-Ungleichung
Satz 8.6.9. Sei Q CC R"™ zusammenhingend, von der Klasse C, und sei
1 < p < oo. Dann gibt es C = C(n,p, Q) mit
/|u —uqlP de < C /|Vu|p dz, Yu e WHP(Q),
Q Q

wooer
/SZ v

Beweis. (indirekt) Nimm an, es gibt (uy) C WHP(Q) mit
1=/|uk—l—tkyg|p dx > k /|Vuk|p dx, k € N.
Q Q

Dann ist die Folge vy, := ug, — g0 € WHP(Q) beschréinkt in W1P(Q) mit

Vo ¥ 0 in LP(9).

Nach Satz 8.5.3 ist (vg) C LP(Q) relativ kompakt, also existiert ein v € LP(Q)
mit v, — v in LP(Q) fiir k — oo, k € A. Weiter folgt v € W1P(Q) mit

|v|p dr=1, 9g= lim ¥p0 =0,
k—o0, kEA

Vv = lim Vv, =0.
k—oo, kEA

Falls n > p, so folgt mit Satz 8.5.3, dass v € L?" (Q), wo p% =
Ve=0e (] LYQ),
1<g<oo

folgt v € W14 fiir ein ¢ > n. Mit Satz 8.6.8 folgt v € C%¥(Q) — L>(Q),
d.h. v € WHe°(Q) ist lokal Lipschitz. Mit Korollar 8.3.1 folgt nun jedoch v =
const. = vg = 0, und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. O
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Korollar 8.6.1. (Dirichlet Growth-Theorem, Morrey) Sei @ CC R™ von der
Klasse C', und sei 1 < p < oo. Sei weiter u € WHP(Q), und es gelte

/ |VulP do < MP p—ptpe (8.6.3)
Q. (z)

mit 0 < a < 1, M > 0, gleichmdssig in xg € Q, 0 < r < rg. Dann gilt
u € C%(Q), und [u]co.. < C-M.

Beweis. OBdA € = R™. (Die nach Satz 8.4.1 konstruierte Fortsetzung v = Eu €
WhP(R™) erfiillt offenbar ebenfalls (8.6.3).) Mit Satz 8.6.6 (Poincaré) folgt

/ |u — um07T|P de < C rP / |vu|p dr < C MP Tn—}—pa;
Br(wo) By (zo)
d.h. u € £LPA(Q) fiir A = n + pa und

1
[ulgpr =  sup (7"4‘/ |t — Ugy r|P dx) "<CO-M.
Br,«(wo)

0,0<r<ro
Da A > n folgt mit Satz 8.6.5, dass u € C%(Q) und

[U]Co,a S C [U][,p,k S C - M.

8.6.3 Schwache und klassische Differenzierbarkeit

Satz 8.6.10. Sei Q CC R™ von der Klasse C', und sei n < p < oco. Dann
ezistiert C' = C(n,p,), so dass fir alle w € WHP(Q), alle yo € Br(z¢) C
B, (x0) C Q gilt

) = (o) < € (7 s | Ve sed

Beweis. Nach Satz 8.6.8 gilt WhP(Q) — C%*(Q) mit a = 1 — 7 >0, ins-
besondere ist jedes u € W1P(Q) stetig, und fiir alle zg € Q mit B,(z9) C Q
gilt

u(xO) = }i}l’go Uzo,r;

wobei 7; = 27% 1, i € Np.
Fiir yo € By (x0) C Bar(x0) C £ schitze ab
[u(zo) — u(yo)| < [u(zo) — Usg2r| + [Uag,2r — Uyo,r| + [tye,r — u(Yo)]

und weiter

o
|u(x0) - umo727’| = ,lim |umo7h‘ - umo727’| < Z|umo7h‘ — Uzg.ri_y
1— 00 1/:0
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Mit (8.6.1) und Satz 8.6.6 folgt
1 1
Ugy.r; — Uzgri ]| < C —/ U — Ugy.r; 4 |F dz i
| 0, 0, 1| (En’(BTi_1(x0)) B'r,;_l(wo)| 0, 1| )
1 1
C(rf —/ |Vul? dz i
( ) 1£"(Bn_1($0)) By, (z0) )

. 1 v
C 2(1—1)@—”)7«?7/ VulP dz)”;
( »Cn(BQT(xO)) Bzr(m0)| | )

IA

IN

d.h.

. A-d-n) 1 1
w(zg) — Uy, or| < C 2 P rpi/ VulP dz
| ( 0) 0,2 | ;ﬁ( ﬁ”(Bgr(xo)) B2T(m0)| | )

—c2
1 5
<C (r? 7/ VulP dz) .
(" ) oy T )
Analog

) 5
w(yo) — Uyy,r| < C rpi/ vl de
u(y0) — uyo,r| ( L"(B; (o)) Br(yo>| | )

1 »
<C pi/ VaulP dz ).
- (’I“ »Cn(BQT(xO)) Bzr(m0)| U| x)

Schliesslich gilt

: /
- |u — Ugy 2r| dx
L(Br(Y0)) J B, (yo) ’

1 b
<C- 7/ U — Uy, 2r [P dz
- (ﬁn(Bzr(ffo)) Bgr(m0)| o] )

1 g
<C(rP—mo / Val? da)? .
( £n(B2T(xO)) BQ,«($0)| | )

|uw0,27’ - uyo,r| <

O

Satz 8.6.11. Sei Q C R" offen, u € Wlif(Q) fiir ein p > n. Dann ist (der
stetige Reprdisentant von) u in fast allen x € Q klassisch differenzierbar und das
klassisch definierte Differential reprisentiert die schwache Ableitung von u.

Beweis. OBdA p < 00. Sei g € (2 ein Lebesgue-Punkt der schwachen Ableitung
Vu € LP(Q). D.h.

1

m /Br(mo)|VU(x0) — Vu(z)|P de — 0 (r —0). (8.6.5)

Sei Bay,(x0) C Q, Cop = Co(n,p, Bar,(z0)) die Konstante aus Satz 8.6.10. Be-
trachte die Funktion

v(y) = u(y) — u(wo) — Vu(xo) - (y — 0)-
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Fiir r < ro,y0 € Br(x0) mit [yo — xo| > 5 liefert Satz 8.6.10
=0

~ =

u(yo) — u(zo) — Vu(zo) - (Yo — o) _ 2 [v(yo) — v(xo) |

|0 — Yol - T

1 »
<20 7/ VolP de) —0 r—0
0 (ﬁn(BQT(xO)) Bar(z0) | ) | ) | |
=|Vu(z)—Vu(zo)|

nach (8.6.5). Also ist u im Punkt z¢ klassisch differenzierbar mit Ableitung
Vu(zg). O



Kapitel 9

Regularitat schwacher
Losungen

9.1 Klassische Regularitit via Sobolev
Sei Q CC R™ mit glattem Rand 99, f € C®(Q), u € H}(Q) die schwache
Losung des Dirichlet-Problems

—Au=f in Q,
u=20 auf 09.

~—~~
© ©
— =
~—

Wir erwarten v € C*° (). Wie zeigt man dies?

Erinnerung: n = 1. Sei Q = [ =Ja,b[CC R, u € H} (I) schwache Losung von
(9.1.1),(9.1.2). Dann ist wegen (9.1.1) u € H2( ) mit v’ = Au = —f € L*(I),
und u € H3(I) mit " = — f' € L*(I). Mit Satz 7.3.1 folgt u € C?*(I) und dann
u € C>(I).

Analog fiir n > 1; jedoch benétigt man i. Allg. mehr schwache Ableitungen.
Gemiiss Definition von WkP(Q) gilt iterativ fiir k = 2,3, ...

WHEP(Q) = {u e WFLP(Q), Vue W LP(Q)}, 1 <p< oo,
und - - -
Ch(Q) = {uecC* ), VFue ™ (Q)}, 0<a<l.
Satz 9.1.1 (Sobolev). Sei Q@ CC R™ von der Klasse C*, k € N, und sei 1 <
p < o0o. Dann gilt
i) kp < n = WFP(Q) — LIQ) fir alle 1 < q < qo mit qio = % — £ und die
Einbettung ist kompakt fiir ¢ < qo.

i) kp = n = WhP(Q) — LI(Q) fir alle 1 < q < oo, und diese Einbettungen
sind kompakt.

ii) Falls kp>n mit k—2 ¢ N, so gilt WhP(Q) — Cb(Q) firl = [k — 2] €No
und < a<oqy=k—1-— %, und die Einbettung ist kompakt fir o < aqg.

143
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w) Falls kp>n mit k— 2 =1+1€N, so gilt WhP(Q) — Cb(Q), 1 <a <1,
und diese Einbettungen sind kompakt.

Beweis. 1) Mit Satz 8.5.3 folgt

WHEP(Q) — WHLPH(Q) s WFT2P2(Q) s L. s LPE

ii) klar.
iii) Sei l = [k — 2]. Mit i) folgt W*P(Q) « W*1(Q) mit ¢ = 1 — ==L Da

n

1 1 1
- m—(k—1
pR— np(n (k—1)p) <O,

gilt ¢ > n. Also folgt W14(Q) — C%(Q) und damit
WHLI(Q) — Ch*(Q) — Ch(Q)

fﬁrOSaSaoz1—%21—24—@-71:(14:—0—

iv) klar.

O

Bemerkung 9.1.1. Im Fall p = 1 kann man mit Methoden wie in Abschnitt
8.5 die Aussage von Satz 9.1.1 verbessern. Z.B. erhdlt man auf diesem Weg,
dass W™1(R") — L (R").

Korollar 9.1.1. Sei Q CC R" won der Klasse O, u € Hg () und zusitzlich
u € HH(Q) mit k> 2 +2, dann ist u € C*(Q).

Beweis. Mit k > § +2, [ =2 = p folgt (k —1) p > n. Die Behauptung folgt aus
Satz 9.1.1.iii). O

Formal erhiilt man H2-Abschiitzungen wie folgt. Sei u € C§°(Q). Mit
|Aul? = Z(a(a«ua?u) — Oiu 03 0; )

_Z 0i(0yudu) — 0;(dud;05u)) + > _|0;0;ul? (9.1.3)

2]

Divergenzterm =|V2ul|?

und dem Divergenzsatz von Gauss erhilt man

/|Au|2 dr = / IV2ul® dz,  Vue CP(9Q),
Q Q



9.2. INNERE REGULARITAT 145

Analog kann man die 4. Ableitungen abschitzen
/|V4u|2 do = /|V2(V2u)|2 do :/|A(V2u)|2 do
Q Q Q
= /|V2Au|2 dx
Q
- /Q|A2u|2 do VLY /Q|Af|2 o), Yue ().

Satz 9.1.2. Sei Q CC R" von der Klasse C*+2, f ¢ H*(Q) fiir ein k € Ny,
und sei u € H} () die eindeutige schwache Liosung von (9.1.1), (9.1.2). Dann
gilt w € HY™(Q), und

ull e < C | f | g (9.1.4)

mit C = C(Q, k,n).

9.2 Innere Regularitit

Satz 9.2.1. Sei f € H*(Q) fir Q cC R", u € H}(Q) schwache Lisung von
(9.1.1), (9.1.2). Dann gilt w € HFT2(Q), und fiir alle Q' CC Q gilt

loc

lull grive oy < C (1 f e @) + 1l 1)), (9.2.1)
wobei C = C(Q,Q, k,u).
Beweis. Sei @ cC Q. Wéhle ¢ € C§°(Q) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 auf . Fiir
v=up € H}(Q) C HY(R") gilt
—Av = (—Au)p — 2VuVy — ulp

9.2.2
= fp—2VuVp —ulp =: g € L*(Q) ( )

mit

9l < W fllLz +C IVullz +C Jlull 2
<N Fllpz +C llull g -

Mit (9.1.3) folgt (9.2.1) fiir k = 0, falls wir wissen, dass v € H2.

(9.2.3)

Frage: Geniigt die ,a-priori“ Abschiitzung (9.1.3) bereits fiir den Beweis von
Satz 9.2.17 Betrachte dazu

Beispiel 9.2.1. Sei Q = By,.(0) C R?, und sei u € Hg(Q) schwache Lésung
von

—Au=|Vul* inQ, (9.2.4)
u=20 auf 09. (9.2.5)

Lemma 9.2.1. (Ladyzhenskaya, Gagliardo-Nirenberg) Seiv € H} (R?). Dann
gilt fiir alle ¢ € C§°(R?)

/ lv[tp? do <8 / lv|? dx / (IVo*@* + |[v]*|Ve|?) da.
R2 supp(p) R2
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Beweis. OBdA v € C*®(R?). Sei p € C§°(R?). Fiir x = (21, z2) gilt dann

(U ©)(x1,22) |/ v ©)(s,z2) dz| </ |V(v2ga)|(s7m2) ds.
Analog
(@)l < [ VEPl ) dr
Es folgt

/ lo[*¢? da
R2
(Fubini) 0 0 0o o
< / / </ |v(v2§0)|(8,$2) ds / |V(v2(p)|(x1,t) dt) dx1 dxa
2 2
Fubini
R2 R2

3 2
<</Supp<@>'”'2 ar)” - ( /R 4 |Ve? d) / of? [Vl? dr)” )

<38 / [of? dz - / (VP + |02 Vel?) da
supp(p) R2

IN

O

Falls u € HZ . N H{ () schwache Losung von (9.2.4), (9.2.5), so folgt analog zu

(9.2.2) fiir ¢ € C§°(2) die Gleichung
—A(up) = |[Vul?p —2Vu - Vo —u Ap =: g.
Da nach Annahme v = Vu € H}. _, erhalten wir g € L? mit

lgllz= < [[IVulel 2+ Cl) llullm
S CO ||vu||L2(supp(¢)) HVQ(USO)H[Q +C(SD) ||u||H1

geméss Lemma 9.2.1. Mit (9.2.3) folgt
HVQ(USO)H[Q é ||g||L2 é CO ||vu||L2(supp(¢)) ||V2(u¢)||L2 + C(SD) ||u||H1 .

Wiéhle 0 < r, so dass

[\D|'—‘

1
Co sup(/ |Vul? dx) ‘<
o Bar (o)

Fiir ¢ € C§°(Bar(x0)) mit 0 < o <1, ¢ =1 auf Br(zg), wo Bar(z9) C Q, folgt

IV?ul| L2 5, (o)) < V@O 2 < C0) Nl
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d.h. die gewiinschte H foc—a—priori Abschétzung. Jedoch ist die Funktion

1
u(r) = loglog Tl € Hy(B1(0;R?))

unbeschréiinkte schwache Losung von (9.2.4), (9.2.5). Da H7 . — L;°, nach Satz
8.6.8, gilt u ¢ HE, .

Verifikation von (9.2.4) fiir u(z) = log log<ﬁ). Die Funktion v = e* = log (‘—i‘)
16st

0=Av=c"“(Au+|Vu*)  auf Q\{0}.
Weiter hat nach Beispiel 8.1.1 die Menge K = {0} verschwindende H!-Kapazitiit;
d.h. es gibt (¢x) C C§°(R?) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 in einer Umbegung von 0,
und ¢, — 0 .., [|[Vig||2 = 0 (k — o0). Fiir ¢ € C§°(Q) gilt dann

/ VuVedr= lim [ Vu V(p(l—1y)) do
Q k—oo Q

= lim [ (—Au) o(1 — ) de "= lim /|vu|2<p(1—¢k) dz
k—oo Q k—oo Q

/|Vu|2 ¢ dx.
Q

O

Aufgrund von Beispiel 9.2.1 miissen wir unterscheiden zwischen , a-priori“ Abschéitzun-
gen fiir ,,glatte“ Losungen und ,a-posteriori“ Regularitét!

Ersetze Differentialoperatoren durch Differenzen! D.h. betrachte

Dpu = Th@fm_ u’ 0 < |h| << 1. (Nirenberg)

Beweis von Satz 9.2.1. (vollendet) Wie gezeigt, ist v = up € H}(Q) C H}(R™)
schwache Losung von (9.2.2), d.h.

/ Vou-Vw dz = / gw dz, Yw € Hy(R™). (9.2.6)
Q Q

Wihle h € R™\{0} und setze w = D_j, Dyv € HE(R™). Offenbar gilt
VDyu = DpVu, Yu € H&,

und
=p(xz—h)
T_hp —p
YD _pp dx = (x)L dz
R7l R7l |h|
- [ e todo= [ Duwepds, vope
n Rn
Es folgt
Vu-Vw de = Vv - D_p(Dp, Vv) dz = |Dy, Vo|? da.
Rn R Rn
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(9.2.6) ergibt nun
| DL V|72 =/Vv-Vw da::/gw dx
Q Q

(Holder)
< gllze lwliz = llgll L2 1P Dnol| 2 -

(9.2.7)

Analog zu Satz 8.3.1 gilt nun
Beh.1. Firu € H}(R™), h # 0 gilt ||[Dpull . < ||Vull .

Beweis. Schitze ab (fir u € C§°(R™))

Th,u—u( ):/0 h - Vu(x + th)

1
dtg/ |Vu(z + th)| dt.
7 7 ; |

Mit Minkowski folgt

1
1Dl 2 S/ [Vu(- +th)|| L2 dt < |[|Vul|Ls .
0

Wir erhalten
[D-nDpv|[p2 < VD[l g2 = | DrVv]| 2 -

Mit (9.2.7) folgt
DRV 2 < lgllp2, Vh # 0.

Aus Satz 8.3.1 folgt nun Vv € H', d.h. v € H?, und

V20l L2y < 1V20[l 2 < Nlgllze < C (IFllze + llull ).

Dies ist (9.2.1) fiir £ = 0.

Der Fall k € N folgt mit Induktion nach Differenzieren der Gleichung (9.1.1).

ks k+1:Seiue HEPA(Q), f € H*(Q). Fixiere ¢ € C°(Q) mit 0 < ¢ < 1,
und
v=upec H"? N H}(Q)
erfiillt (9.2.2). Setze
ok Ly
vl = P TR
Oxi* ...0xyn?

fiir irgendwelche k; > 0 mit > k; = k + 1. Gemiiss (9.2.2) ist dann pEt+D) ¢
i=1
H} () schwache Losung von

— Ap(RHD) — (kD)
= (fo)*D  —2(Vu- V) * D — (uAp)* D) e L2(Q).

Il L2 SCI Il gresr Ml 2 SCNull k2 (supp(ey
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Mit dem Satz fiir k& = 0 folgt v**Y € H? mit

[vee2] < o)
L2

(Ind.Ann.)
< C (e + lullg)-

L < C(HfHHk-Jrl(Supp@) + ||u||Hk'+2(supp<p))

D.h. v e H3(Q), u e H3(Q), und

loc
[ull s @y < vl s < C ([ fllgren + lullgo)

auf ' = {z; ¢(z) =1}. O

9.3 Randregularitit

Betrachte zunéichst den Fall Q = R = {z = (2/,2,); 2, > 0}. Sei u € H}(R%)
schwache Losung von

—Au = f in RY, (9.3.1)

u = 0 auf ORY, (9.3.2)

mit supp(u) CC R™. Definiere @ € Hg(R"™) mit

O N
—u(z', —xn), xn <O.

Lemma 9.3.1. @ € H}(R") ist schwache Lésung von

—Au=f inR" (9.3.3)

mit supp(a) CC R™.

Beweis von (9.3.3). Sei ¢ € C§°(R™). Es gilt (mit 09; = ai)

Tq

n—1
VuaVy dx = Z/ ((&u - 0ip) (2 ) — Opu(x!, w0 Oip(2 —xn)) dx
i=1 /R

]Rn
—|—/ (Opubnp) (2, 2n) + Opu(x, 2,)0n (2, —x,) dx

RY
= VuV (o2, 2n) — (2, —ay)) da = VuVi dr,

n n
R™ R™

mit (', 2,) = @(a’, xn) —@(a’, —x,). Beachte ¢y € C°NHg(R™). Mit (9.3.1),(9.3.2)
folgt
VuV dx = fde = fo du.
]Rn

R} R™
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Mit Satz 9.2.1 folgt @ € H?, und

HvQ“Hm(Ri) < Hv2a||L2(]Rn) < HfHL?(]R”) <2 HfHLQ(Ri)'

(9.3.4)

Zwar ist f auch fiir glatte f i. Allg. nicht regulir, und Satz 9.2.1 versagt fiir

k > 0. Jedoch gilt

Satz 9.3.1. Sei v € H(R%}) schwache Lisung von (9.3.1), (9.3.2) mit f €

Hk(R’}r) fiir ein k € Ng. Dann gilt u € Hﬁ?(@) und

[ell vz @rmmny < C 1 llge + [lull )

mit C = C(Q,n).

Beweis. Fiir k = 0 benutze Lemma 9.3.1 und (9.3.4).

k = 1: Betrachte tangentiale Ableitung u; = d;u, 1 <i <n—1.Dau € H*(R?}),

gilt u; € Hi(R™), und
—Aui = 81]0 S LQ(R:’;),
u; =0 auf OR'}.

Mit (9.3.4) folgt u; € H*(R"), und

10:0;0kull 2 < lluill gz < C ([ fllgs + l[ullgn), 1<i<n—1, 1 <5k <n.

Mit der Gleichung (9.3.1) kann man den noch fehlenden Term abschétzen

n—1

102unll 2 < | Aunllz + D [[07unll 2 < CCIANgs + Nullo)-

—o,f !

k — k+1: Nimm an, u € H*"2(R" ). Betrachte beliebige tangentiale Ableitun-

gen
k+1
LD — kaiuk € H}(R?)
Orit ..z
mit
At — f(k+1) c 12
Mit Lemma 9.3.1 folgt u(**1) € H? und

[yt s el

L2’
Sei a = (a1, ..., ) ein Multi-Index mit

dlely
al = E a;, 0U= .
o] — oxt ... dzpm
3

Wie fiir k£ = 1 folgt unter Beniitzung von (9.3.1) fir l = k+3,k+2,...

M=  sup 0%l < M, +C Hf(’““)‘ <.
lo|=k+3, an<l L2
(k+1) (k+1)
SM2+C’JC HL?SCHJC ‘LZ'

iterativ
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Fiir den allgemeinen Fall betrachte Q CC R™ von der Klasse C**2, u € H}(Q)
schwache Losung von (9.1.1), (9.1.2) mit f € H*(Q), k € Ny.

Zu xg € 0N wihle Umgebung U von zg, mit zugehorigem Diffeomorphismus
H € C*2(Q,R™) von Q auf U, so dass

H(Qy) =UNQ, HQo) =UnoQ

und |dH|, [dH™'| < C. Fixiere ¢ € C§°(U) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 in der
Umgebung von zo und betrachte v = up € H} () mit supp(v) CC U.

Setze w =vo H € H}(Q4).

Frage:
i) Welche Gleichung erfiillt w?
ii) Sind die Techniken zum Beweis von Satz 9.3.1 auf w anwendbar?

Man erhilt die Gleichung fiir w auf variationellem Weg. Zunéchst gilt fiir v €
H(Q) mit
—Av=:g in{ (9.3.5)

die Charakterisierung

Lemma 9.3.2. Die eindeutige schwache Lésung v € HE(Q) von (9.3.5) erfiillt
1
mm=§/WM%M—/gmngWLVwemmU
Q Q

Beweis. Sei w € H(Q). schreibe w = v + ¢, mit p € H (). Entwickle E(w)!
Es gilt

1
E(w)=FEw+¢)=E{)+ / (VoVp — gp) dx + 5 / IVo|? de.  (9.3.6)
Q Q
Falls v die Gleichung (9.3.5) 16st, folgt
1
E(w) = B(v+¢) = E(v) + 5 / |Vo|? dz > E(v)
Q

= W =w.
und ,,=“ genau dann, wenn w = v [l

Lemma 9.3.3. Falls v € H}(QY) die Energie E unter allen w € H}(Q) mini-
miert, so ist v schwache Losung von (9.3.5).

Beweis. Ersetzt man in (9.3.6) die Funktion ¢ durch ey, so erhélt man

0= — 0E(v +ep) = /(VUVW — gp)dz.
Q
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Wir ziehen nun die ,,Energie“ E mittels H zuriick. Zur Vereinheitlichung der
Notation schreiben wir u anstelle von v.

Zuu € HJ(QNU) mit supp(u) CC U setze &« = uo H € H}(Q+) mit
supp(@t) CC Q. Sei weiter ® = H~1 € C'(U,R™) mit u = @ o ®. Dann gilt

1 diio® Olod
Eu:—/ — - , dx—/ guo® dx
) 2 Jonu 01" ox' QNU
—1/ ﬁa@kﬁa@l x—/ uwod dx
=2 Jorw OyF 0 0y O p—
Virl =3 Vinl
1 [ 00 90— —L
- —/ ai 28 O 1 )| dy—/ (7o B)ildet(am)) dy
2)q, Oy oy Qs
mit
0D 97 ” OH™ OH™
gl = (d®(d®)*)"”, h;; = ——-—— = ((dH)'dH) .
@7 9ak 9k (dR(d®)’) ", hiy Ayt OyI (@H)'d )lj’
und
|det(dH)| = \Jdet((dH)'dH) = \[det(hi) = /Th.
Beachte
d® (d®) - dH' dH = id;
————
id
d.h.

aVhje =0, (a7) = (hy) ™t = (V).
Bemerkung 9.3.1. i) Deute

- 1 ou ou
Dh(u).—§/Q+h oy 8J |h| d

als Dirichlet-Integral von @ bzgl. der Riemannschen Metrik h = (h;;) auf Q4!

ii) Das Dirichlet-Integral ist eine geometrische Grosse. Falls (M, g), (N, h) Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten, und falls S CC M, S CC N, H € C! Diffeomor-
phismus von einer Umgebung von S nach M mit H(S) = S und H*g = h,
wo

(H"g)(p)(X.Y) = g(H(p)) (dH (p)X,dH(p)Y), VX,Y € T,N,

dann gilt y R
Dy(u; S) = Dpu+g(uo H; S) = Dp(u; 5).

Sei nun wieder v € Hj(2) mit supp(v) CC U Losung von (9.3.5). Setze g =
go H, w=wvo H, und definiere

- 1 ow Jw -
E(w) = §/Q+h oy 0y |h| d /Q+ gw~/|h| dy.

Lemma 9.3.4. Seiv € H}(QNU) mit supp(v) CC U, und sei w =vo H €
HYQ4). Es sind dquivalent:
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i) v ist schwache Lésung von (9.3.5),

i)
E(v) < E(v+¢), Vo€ Hy(QNU); (9.3.7)

i) ) )
E(w) < E(w+1), V¢ € Hy(Qy); (9-3.8)

iv) w ist schwache Lb'sung der Gleichung

T &CZ( ”\/_ ) =ginQ,. (9.3.9)

Beweis. i) < ii): Siehe Lemma 9.3.2 und Lemma 9.3.3.

it) & iii): Zu o € HY(QNU) ist v = po H € Hj(Q4), und umgekehrt.
Weiter gilt R ~
E(v) = E(w), E(v+¢) = E(w+v).

iii) < iv): Sei ¢ € HY(Q+). Fiir € € R entwickle
. - oY Ow
— ij
E(w+ez/J)—E(w)+e/cg+(h By’ 0y gz/))\/|h dy

2}/ iy O 0y ] d
+62 0, 9y oy’

D.h. (9.3.8) gilt genau dann, wenn

O D
/Q (h” a;i 8—;‘; - gw)\/m dy =0, Vi€ HH Q). (9.3.10)

Dies ist die schwache Form von (9.3.8). O

Lemma 9.3.5. Sei w € Hj(Q4) mit supp(w) CC Q schwache Lisung von
(9.3.8), wobei (hij) € C*+1(Q4) mit

MEPP < hY(y)e'e? < AJE]* VE e R, (9.3.11)

mit Konstanten 0 < X\ < A, gleichmissig in Q, und sei §j € H*(Qy) fiir ein
k € Ny. Dann gilt w € H**2(Q,.), und

[wl o < C gl e,
wobei C = C(\, A, h,...) unabhingig von § und w.

Bemerkung 9.3.2. i) Eine Matriz (h;;) mit (9.3.11) heisst gleichmissig el-
liptisch.

i) Die Annahmen im Lemma sind erfiillt, falls Q von der Klasse C**2,

Beweis. Einsetzen von ¢ = w € H}(Q+) in (9.3.10) ergibt
/\/ Vol /] dy < / B gw g“; ] d

=/Q guv/Ih| dy < C-|gll 2 [wll 2 < C gl L2 [Vl L2
N
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mit (9.3.9) und Poincaré. Es folgt
[wl g < C llgll 2 - (9.3.12)

k=0: Fixiere 1 < ¢ < n — 1. Fiir h # 0 setze

The, W — W

Of'w = Dpe,w =
N [

Dann ist 1 = 9; "dw € H}(Q4) zuliissige Testfunktion in (9.3.10), und wir
erhalten

/Q+ g;ugz/;\/— / gu/Ih] dy

<C ||9||L2 ||81 hﬁ?“’”p <C ||§7||L2 ||V8£Lw||L2.
Andererseits gilt

ow 0 ubs 0 0
/Q hklauijcaz( 07 "0 w) /I dy (Sbt)/Q of (h*' /1] auz]c)az w) dy
+

0 0
> h“a = (0fw )a_( fw)/|h| dy — C ||h”||01/ Vw||Vo]w| dy
Q+ Q+

> CoM||Volrw|s, = C |V . [Vorw] . -
Mit (9.3.12) folgt
HV&Z”wHLz < C |19l gleichméssig in h # 0.

Wie in Satz 8.3.1 folgt 2% € H(Q4) mit

ow
V—I| <C ||gll,2, 1<i<n-—1.
e PECUEE

Mit (9.3.8) kann man auch den fehlenden Term

ow
o™

<C gl e
L2

abschitzen. Der Induktionsschritt & — k + 1 verlduft vollkommen analog zu
Satz 9.3.1. O

Beweis von Satz 9.1.2. Sei u € H}(Q) schwache Losung von (9.1.1), (9.1.2) auf
Q) cC R", wobei Q € CF*+2, f ¢ H*(Q) fiir ein k € Ny.

Uberdecke 0§ mit Umgebungen Uy, . .., Uy, fiir die ein C*+2-Diffeomorphismus
H;: Q — U existiert, mit

H(Q1)=U N H(Qo) =U, No, |dH,|, |dH; ' <C, 1 <1< L.
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L ..
Schliesslich wiihle Uy CC 2 so, dass Q C |J U; und wihle eine der Uberdeckung
1=0
(U)o<i<r untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;)o<i<r auf Q, mit 0 < ¢; €

C§°(U;) und
L
Y =1 Q.
=0

Setze u; = up; € HE(U; N Q) mit
—Au; = for —2VuVp, —ulAp; =: g (9.3.13)

und
supp(u;) CC U, (9.3.14)

fiir 0 <1 < L, und setze

wl:umHl, glzglOHl, l=1,...,L.

k = 0:Da g; € L?(U;) nach Voraussetzung, folgt mit Satz 9.2.1 und Lemma
9.3.5 wegen (9.3.13), dass u; € H?(U,) mit

||Ul||H2(Ul) <C (HngLQ(U,) + ”uHHl(Q))'

Weiter liefert Einsetzen von ¢ = u € H}(Q) in die schwache Form von (9.1.1),
(9.1.2) zusammen mit der Poincaré - Ungleichung die Abschétzung

O ul? < / Vul? dr = / fude < (|12 - lul

also
[ull g < C £l
und
L
lullge <) il ge < C-[1f g2 -
1=0

kv k+1: Sei f € H**1(Q) und nimm an, u € H**2 N H}(Q) erfiillt (9.1.3).
Mit (9.3.13) erhalten wir

g1 € HkJrl(Ul),O <I<L,

also auch
Gi=gioH € H"'(Q4),1<I<L

und
hy = dHFdH, € C*2(Q,).

Satz 9.2.1 und Lemma 9.3.5 liefern nun

i 6Hk+3,ul ZwZOHf1 EHk+3,1 <I<L,
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und
H“OHH’c%(Uo) < C (lgoll s + lluoll 1)
Ind.Vor.
< C U grsr @y T llullgere ) < C- I llgwer s
beziehungsweise
lwill grrs < C Nlwill grrss < CllGill grosa

Ind.Vor.
< Clallgrer <C (fllgrer + lullgres) < C Nl gaen -

Es folgt u € H*3(Q) mit

L

lallggiss < D Mol s < C Ml -
1=0

9.4 Erste Anwendungen

Wir konnen nun endlich den noch ausstehenden Beweis von Lemma 7.1.1 er-
bringen.

Zur Erinnerung: Betrachte Q CCR", A= —~A: Dy C L? — L?, wo

D= {uc C*Q); u=0 auf 00}.
mit Abschluss A: Dz C L? — L?, wobei

Dji={u€ L*Q); Juy € Da : uy A u, —Aug A f=:Au (k— o0)}.
Lemma 9.4.1. Falls Q CC R™ von der Klasse C? ist, so gilt D 5 = H*NHE(Q).

Beweis. Es gilt Dy C H? N H (), vgl. Korollar 8.4.2. Falls (uy) C D4 mit
up — w in L?(Q) und f, = —Aug — f in L?(Q), so folgt mit Satz 9.1.2
lur = will g < C | fi = fill 25
also up — u in H2 N HE(Q).
Sei Schliesslich u € H? N H}(Q) beliebig. Wihle fi, € C5°(Q) mit fr — —Au

in L?(Q) fiir k — oo, dazu uy € H}(Q) mit —Auy = fx, k € N. Mit Satz 9.1.2
folgt ug € Dy, und up — wu in HQQH(%(Q). O

Lemma 9.4.2. (= Lemma 7.1.1) Sei Q CC R"™ von der Klasse C? und sei
v € L2(Q) mit B
|(v, Au) 2| < C |lull;2, YueDg.

Dann gilt v € D.
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Beweis. Fir ¢ € C3°(2) C D4 gilt
[ v del =10 Apia| < Cll
also existiert f € L?(Q) mit
—/ vAgp dx:/fgo dx Yo € C5°(9).
Q Q
D.h. —Av = f € L}(Q).
Sei vg € H? N HE(Q) die eindeutige schwache Losung des Dirichlet-Problems
—Avg = f in Q,v9 = 0 auf 09,
gemiiss Satz 9.1.2. Es folgt
/(vo —0)Ap dx = /(f + Avg)p dx =0 (9.4.1)
Q Q
fiir alle p € C§°(Q), also auch fur alle uw € Dy.

Sei w € Dj = H?N H () die eindeutige schwache Losung von

—Au=v—1g € L*(Q)
u=0 auf 0Q.

Dann ergibt (9.4.1) die Identitét |[v — vgl|;. = 0, d.h. v = vy € H* N Hg(Q)
Dj.

Ol

Mit Lemma 9.4.2 ist der Definitionsbereich des zu A adjungierten Operators
mit D jz identisch, A also selbstadjungiert.

Die Kompaktheit der Einbettung H?(2) — L?({)) gemiiss Satz 8.5.3 bzw. 8.6.8
zusammen mit Satz 9.1.2 und dem Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte
Operatoren (Satz 6.7.2) liefert nun

Satz 9.4.1. SeiQ CC R™ von der Klasse C?. Dann gibt es eine L?-orthonormale
Hilbert-Basis (¢;)ien von L%*(Q)) bestehend aus Eigenfunktionen des Laplace-
Operators mit
—Ap; = A\ip; in €
p;i =0 auf 09

mit Figenwerten 0 < A\; — oo (i — 00).

Beweis. Der Operator K : L? — H? N H}(Q) — L? mit K f = u: die Losung
von

—Au=fin Q, u =0 auf 00
ist linear, stetig nach Satz 9.1.2 und kompakt wegen Satz 8.5.3 oder 8.6.8.
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Mit A = —A ist auch K selbstadjungiert. Da K stetig ist, geniigt es hierfiir, die
Symmetrie zu zeigen: Seien f,g € L*(Q2) mit u = K f, v = Kg. Dann gilt

(Kf,g)L2 = /Qu(—Av) dx = /(—Au)v de = (f, Kg)r=.

Q
Da ker(K) = {0}, liefert Satz 6.7.2 eine Schar von L2-orthonormalen Eigenvek-

toren (¢;)ien mit -
L?(Q) = span{yp;, i € N}

und zugehorige Eigenwerte p; — 0 mit
K(pi = WiPi, Hs 75 0. (942)

Wegen der Poincaré-Ungleichung, Lemma 7.1.1 gilt zudem

0 < [[Veill7- :/ —Ap; ¢ dx=p;! / (—AKp;)pi dx
QN Q S———

=fi =Kf; =pi
. 9 9 (9.4.3)
=K lpill72 = pi || fill 72 »
——
=K fill3 2 =13 1 £:113 2
also pu; >0, 1 € N.
Schliesslich folgt mit (9.4.2) auch die Identitét
pi = —AKpi = pi(—Ap;);
d.h.
mit 0 < \; = ;' — 00 (k — o0). Wegen
pi=NKp; € Dy =H?N Hy(Q)
gilt auch die Randbedingung
w; = 0 auf 9.
O

Bemerkung 9.4.1. Mit dem Courant-Fischer Minimazprinzip und (9.4.3) er-
halten wir zudem die Charakterisierungen

= sup g KL e

Y dim(V)=i, verr@ OATEV || fI12,
bzw.

Ai = inf sup Ve i €N,

dimV=i, VCHJ () 0£ueV Hu”m ’

vergleiche Bemerkung 6.7.3.
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9.5 Variable Koeffizienten

Satz 9.5.1. Sei Q CC R"™ von der Klasse C**2 a;; = a;; € CF1(Q), 1 <
i, 7 < n mit
n

AEP < ) a6 < AJ¢?, VE e R, (9.5.1)

ij=1
wobei 0 < X < A. Dann besitzt fiir jedes f € H*(Q) das RWP
0 Oou ‘
_8_3%(%(:5)8—%) =f nQ (9.5.2)
u=0 auf 09 (9.5.3)
genau eine schwache Losung u € HY(Q), und u € H*2(Q) mit

lull e < C N1l g -

Beweis. Definiere

(U, v)q := / Ou 8—“ dr, Yu,v € H&(Q)
Q

aija—xiaxj
Wegen (9.5.1) gilt
MVallze < (w,0)a <A |Vul7a, Yu e Hy(Q).

Mit der Poincaré-Ungleichung, Lemma 7.1.2, folgt, dass (-,-), ein zum Stan-
dardskalarprodukt fquivalentes SP auf H{(€2) definiert. Mit Satz 4.3.2 (Riesz)
folgt die Existenz genau einer schwachen Losung u € HJ () von (9.5.2),(9.5.3)
im Sinne

(u,v)a:/ Ou v dmz/fv dz, Yv € H3(Q).
Q Q

Fiir die hohere Regularitat verwenden wir Lemma 9.3.5.

Definiere die ,Metrik® (g;;) mit (g;;) ™' = (¢%), wo g¥ = a;;. Dann geht (9.5.2)
iiber in

1 0 i Ou i 0 ou

— —_ ) — LY -
Bgu = |g|axi(V|g|g axj)_\i; 9" 5, Uoe VIdl) 5
2 N—

€L R .

Lemma 9.3.5 liefert nun sowohl innere als auch Randregularitéit, da der Laplace-
Beltrami-Operator —A, unter einem Diffeomorphismus H € C**2(Q; R") {iber-
geht in —Ay mit h = H*g € C**1 wo

h(p)(X,Y) = g(H(p)) (dH(p)X7 dH(p)Y)~
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9.6 [P-Theorie

Fir 1 < p < oo gelten Sétze analog zu Satz 9.5.1, Satz 9.2.1, etc. D.h. fiir
f € Wkr(Q),ete, gilt u € WFT2P(Q) (mit Abschitzungen). Hierfiir benotigt
man harmonische Analysis, insbesondere die Calderon-Zygmund Ungleichung.



Kapitel 10

Schauder-Theorie

10.1 Motivation

Betrachte des RWP
_%(aij(x)g—;) - —%fi in Q, (10.1.1)
U = U auf 0Q, (10.1.2)
wo {2 CC R", a;; = aj; gleichméssig elliptisch mit
NEP < ag(2)€'¢? < AlEP?, V€ eR™, (10.1.3)
gleichméssig in x € Q, wo 0 < A < A.

Bemerkung 10.1.1. i) Spdter werden wir die allgemeine Form (10.3.1) be-
trachten.

ZZ) Zu f1,..., fn € LQ(Q;RH), uUg € Hl(Q), Q5 = Qj; € LDO(Q) mit (1013) gibt
es genau eine schwache Lisung uw € H*(Q) von (10.1.1), (10.1.2).

Beweis. OBdA ug = 0 (Betrachte sonst & = u—ug € H}(Q), f; = fi —a;; 9% ¢

d;
L3(Q)). (-, )4 definiert ein fiquivalentes Skalarprodukt auf HJ (€2). Die Behaup-
tung folgt mit Satz 4.3.2. |

iti) Fiir klassische Regularitit u € C?(Q) beniitigen wir gemdss Korollar 9.1.1

u € H*2(Q) mit k > 2; nach Satz 9.5.1 also f; € H*™' mit k > %, etc.

Kann man diese Anforderungen abschwé#chen?

10.2 Campanato-Abschitzungen

Sei v € H' schwache Losung von

0 v
Oy = -2 (O = i n
AT =—5- (% %j) 0 in Bg(0) CR", (10.2.1)

161
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wobei al(?) = ag.?) konstant, elliptisch (mit (10.1.3)). Fiir 0 < r < R setze

o,
Vp =V0p = ——— v(x) dx.
o = T B0 S0
Satz 10.2.1. Fiir v € H'(Bg(0)) mit (10.2.1) gilt
i)
2 m\" 2

/ o] dng(—) / ) dz, 0<r<R; (10.2.2)

B.(0) R/ JBgo
i)

2 r\"t2 2
/ v —5,% de < C’(—) / v —og|* dz, 0<r<R. (10.2.3)
B.(0) R Br(0)

Beweis. i) Sei zunichst A = —A. OBdA sei R = 1. Betrachte sonst #(x) =
v(Rz), = € B1(0). Es geniigt, r < 1 zu betrachten (wihle C' > 4™). Mit Satz
9.2.1 und 9.1.1 (Sobolev) erhalten wir fiir & > % — 2

=0

—_—
”’U”LOO(B%(O)) <C ||v||Hk+2(Bi(0)) < C(”AU”H’“(B%(O)) + ||U||H1(B%(O)))'

Wihle ¢ € C5°(B1(0)) mit 0 < ¢ <1, ¢ =1 auf B1(0). Dann
0 :/ (—Av)vp? dx :/ |Vo|?p* dx + 2/ Vv - vV dx
Bl(o) Bl(O) Bl(O)T \b/./
1
>5[ WP de-z [ PP do
2 /B0 B1(0)

da

a2

2|ab| < 5+ 202

Damit erhalten wir

HVUHiQ(Bl(o)) < / |Vo2p? do < C |v|? da. (10.2.4)
2 Bl(O) Bl(O)

Es folgt

|v|? doz < Cr™ ||v||2oo <Cr" Hv||2 < Cr"/ |v|? da,
/r<o> L=(B3O) HIBLO) B1(0)

wie gewiinscht.
Betrachte w = v — 7. Mit Poincaré (Lemma 7.1.2) folgt

/ lv — 0|2 dxz/ |w — o, |2 dx§0r2/ |Vwl|? da.
B..(0) B.(0) B..(0)
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Da mit w auch die Komponenten von Vw harmonisch sind, folgt mit (10.2.2)
(fir R =) und (10.2.4)

/ |Vw|? < Cr"/ |Vw|? do < C’r"/ lw|* da
B,(0) By (0) B1(0)

:CT”/ |v — 0% da
B1(0)

also (10.2.3).

ii) Sei agg) = ag.?) elliptisch. Nach einer Rotation R gilt al(.q) = M\0;; mit

0 <A< A <--- <)\, <A Nach einer Streckung S der Koordinaten-Achsen
gilt dann A; = 1. Sei T'= RS : R™ — R". Dann ist w = v o T" harmonisch auf
71 (Bg(0)).

Sei 0 < § <1 maximal mit

B5(0) C T(B1(0)) C B (0).

Dann folgt auch
Bs-(0) C Tfl(BT(O)) CB:(0), 0<r<1

Mit (10.2.2) fiir A = —A erhalten wir fiir 0 < r < %:

/ lv|? dx < C’/ lw|* da
B,(0) Bz (0)

T
B

<CrsT | |w|? de < C(d)r”/ lv|? d.
Bs B1(0)

Fiir (10.2.3) erfolgt die Abschitzung analog.

(|

Eine analoge Aussage gilt fiir Lésungen v € H' (B} (0)) von (10.2.1) auf B} (0) =
{(«',zp,) € Br(0); x,, > 0} mit

v =0 auf OR’} N Br(0). (10.2.5)

Satz 10.2.2. Sei v € HY(B}(0)) Losung von (10.2.1),(10.2.5), 0 < r < R.
Dann gilt

i)
n+2
/ [vf? dz < ¢( %) / (o[? da. (10.2.6)
B (0) R B} (0)
i)
n+2
/ |a” |2 dx§c<£) / |a”|dx, 1<i<n-—1,

iii)

ov r\" ov
L ra<o(Z / |=2 |2 de,



164 KAPITEL 10. SCHAUDER-THEORIE
i)

/Bm)|% - (%)f dz < C(%)HQ /B;(O)|% a (aaa;,)RF -

Bemerkung 10.2.1. Seizen wir v fort auf Br(0) mittels

v, x,) = —v(2', —zn), T, <0,

v 1 ov
(axi) £ (B,(0)) /Br(O) og; =0 1sizn—1,

T

so kinnen wir 1) und ) zusammenfassen zu
v)
Sy 12 T\t oo (2
/ Vo~ (o), de < O( %) / Vo — (Vo) u|? da.
~(0) R Br(0)

Im Allgemeinen ist das so erginzte v keine Lisung von A©v =0 in Bg(0).

Beweis von Satz 10.2.2. i) Sei zuniichst A(©) = —A. Setze v fort zuv € H'(Bg(0))
mit v(2’, x,) = —v(2’, —x,). Dann ist v schwach harmonisch mit

),
Tp = ——— vdx =0.
L(B;(0)) /B, (0

Die Behauptung folgt mit Satz 10.2.1.

Fiir allgemeine A(®) wiihle lineare Tranformation T : R” — R” mit w = v o
T harmonisch auf 7-}(B}(0)) =: Q. Wihle Ry > 0 maximal mit Bg,(0) C
T~YBgr(0)). Fiir 0 < 7 < Ry folgt die Behauptung mit i). Fiir Ry < r < R ist
die Behauptung wahr fiir geniigend grosses C'.

ii) Die Abschitzung (10.2.6) gilt auch fiir tangentiale Ableitungen g—;, 1<i<
n— 1.

iii) Zur Abschitzung von 8?71; betrachte wieder w = v o T mit Aw = 0 in
T~YB£(0)). Setze w antisymmetrisch fort auf Bsr(0) € T~1(Br(0)) und be-
nutze Satz 10.2.1. Dies ergibt

r\”n
|Vwl|? de < C( = / |Vw|? da,
/Br<o> (R) Br(0)

sowie

r

_ n+2 _
/ Vw — (Vw), > dz < C( ) / [Vw — (Vw)g|* da.
B,.(0) R Br(0)
Es folgt

/ |Vo|? do < C(L)n/ |Vo|? da.
BH(0) B2 I
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iv) Zum Beweis der noch fehlenden Abschétzung benutzen wir die folgende
Minimaleigenschaft des Mittelwerts.

Behauptung: Sei f € L?(2). Dann gilt fiir 2o € Q, 0 <r < 1

/ |f—ﬂ,m0|2 dx:min/ |f—a|2 dx.
2, (o) 9€R JQ, (z0)

Beweis. Sei

£ af do—min [ |f~af da.

Q. (zo0) Q. (zo0)

Die Behauptung folgt mit

0=5—|._. |f —al dxz/ (ap — f) dz.
2da’ =% Jo (x) Qv (x0)
O
Somit erhalten wir fiir 0 < r < 6?R die Ungleichung
/ Vv — (Vv),|* dz = min / |Vo —a|? da
B (0) a€R™ J B (0)
SCmin/ |Vw — a|?* dz = C |Vw—(W)§|2 dx
a€Rn By (0) By (0)
r\nt+2 -
<Cl5 / |Vw — (Vw)g|? dz
(R) Bsr(0)
n+2
zC(L) min/ |Vw — al? da
R a€R™ JB;sr(0)
r\nt2 . 9
<c(%) / Vo — (Vo)u|? da.
R B (0)
([l

Unser néichstes Ziel ist der Nachweis zu (10.2.2),(10.2.3),(10.2.6) analoger Abschétzun-
gen fiir Losungen u € H' von

0 ou af;
AT ox; (a” 8xj) ox; h. (102.7)

Lemma 10.2.1. Sei h € LQ(BE%H(O)), w € H&(Bgr)(O)). Dann gilt fiir jedes
0>0

| hw da| < 6 IVl dz+ 05—132/ 2 da.
Bg%—)(o) B§?+)(O) ng—)((])

Beweis. Schitze ab mit Young (2|ab| < ea® + ¢ 10?, e = 6R7?)

— 2 — 2
/| 0 0 41 < Wl ol < 6B ol + 67 B2 Il
R
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und weiter mit Poincaré (Lemma 7.1.2)

[ w|? do < CR? Vuwl? de.
L +) +)
B (0) B (0)

Mit der Konvention aus Bemerkung 10.2.1 erhalten wir nun

Lemma 10.2.2. Sei u € H*(Bgr(0)), bzw. sei u € HY(B}(0)) mit (10.2.5)
Lésung von (10.2.7) aufBI(;)(O), wobei f = (f;), h € LQ(Bg) (0)). Dann gelten
fir 0 < r < R die Ungleichungen

/ |Vul? dz < C(ﬁ)"/ |Vul? dz + C \f = frl* do
(0) R Br(0)

Br(0)
+CR2/ |h|? dx
Br(0)

r

sowie
. n+2 —
[ vu- @l ar<e(2)T [ Vu- (o
B, (0) R Br(0)
ve [ Ap-faP dsror? [ nf? do.
Br(0) Br(0)

Beweis. Zerlege u = v 4+ w, wobei A®v = 0 und w € H&(Bg)(O)). Mit Satz
10.2.1 und 10.2.2 folgt

/ |Vu|? de < 2/ |Vol|? dx+2/ |Vw|? da

B (0) B (0) B (0)

C(ﬁ)n/ Vo2 dx+2/ Vl? de
L0 B (0)

A" 2 2
C(R) /Bg><0>|w| dm+C/B$+)(O)|Vw| dz.

IN

IN

Weiter erhalten wir mit

/ Aowwdx:/ 8((3)8111) w dx
B (0) B (0) Oz ox

_ a(o )y Ow Ow e > /\||Vw||L2
B(+)(O)

Y Oz, 8
und Lemma 10.2.1 die Abschétzung

M| Vwl[7. g/ Ay da :/ (h— Of; Yw dx
B

A
< GIVulls + ORI+ [ (fi= (Ra) g da

B (0)

)\ _
< ISl [ 1F = Bl de ORI

(+)

Mit (10.2.3) folgt die 2. Behauptung analog. O
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Wie unterscheiden sich die gewonnenen Abschéitzungen fiir

/ |Vu|? dx, bzw. / Vu — (Vu),|* da?
B,(0) B.(0)
Definition 10.2.1 (Morrey). Sei Q C R™ offen, 0 < v <n. Setze

120@) = {f 2@ = swp (7 [ 11 ds) <o)

zo€Q2, 0<r<1

mit Norm
||f||L2vV(Q) = ||f||L2(Q) + [flL2v@)-

Bemerkung 10.2.2. i)
L*™(Q) =2 L>®(Q) N L*(Q).
i)
L*(Q) = {0}, Vv >n.
Lemma 10.2.3. Sei 2 vom Typ A fir ein A >0, und 0 < v < n. Dann gilt

LY (Q) = L.

Beweis. i) Seien f € L?>(Q), xo € Q, 0 < r < 1. Mit der Minimaleigenschaft
des Mittels folgt

/ 1 = Fool? do < / PP de < )2
Qr (o) Q- (o)

also

[fleze <\ fll 2w -
ii) Sei f € £2V(Q), zo € Q, 0 < r < 1. Schiitze ab

][ |f|2 deZ][ |f_fr,mo|2 dx+2|fr,mo|2-
Q- (z0) Qr(20)
Setze r; = 2'r, i € Ng. Dann (mit ip : 2 > 2%r > 1)

0
|fT,300| < Z'fm,ﬂﬂo - fn>1,$0| + |fn‘079€0|

i=1
und

1
|f - fr¢717960|2 d{E) ’

ri—1(z0)

Frowo — Freovomo] < (c][

Q

<Cr. 2 [fleaw.

Wir erhalten A A
Lo Lo v—mn
Z|fﬂ,ﬁ?o - ff’i—17370| S Czri 2 [f]EQ'"
i=1 i=1
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und damit fiir v <n

<oo
i e v—mn 2
rnil’<§0:|f_n‘,wo_frri71,wo|)2SC Z( % )T :C[f]LZ,V.
i=1 ii—l —~— )
—9i

Zusammen mit der Abschitzung

|ﬁwm304m%x

folgt

r_”/ IfI? dZ‘SZT_”/ |f = fraol dm+C[f]2£2,u—|—C/|f|2 dz
Qr(mo) QT(II:Q) Q

< Clf22n +C|Ifl22 < C | f |22 -
|

(a3

Bemerkung 10.2.3. Fiir v = n gilt die Aussage nicht, da einerseits L>"(Q)
L% () N L2(Y), andererseits aber wegen Beispiel 8.1.2 i)

£27(Q) 5 W(Q) 5 log log(ﬁ) ¢ 1°().

Lemma 10.2.4. Sei ¢ : ]0, Ro] — Ry monoton wachsend mit
B(r) < A((%)a+e>¢(R) +BRP, 0 <7 < R <Ry, (10.2.8)

wobei 0 < B < a, A, B € R. Dann ezistieren ¢y = eg(A,a,3) > 0 und C =
C(A,a,B) € R, so dass fiir 0 <e< e folgt

o(r) < 0((%)%(1%) +Brﬂ>, 0<r<R<Rq.

Beweis. OBdA sei A > 1. Wihle Zahlen v, 7 > 0mit S <y < a, 0 <7< 1
und

247% =77,

Nimm an, dass 0 < € < ¢ := 7*. Fiir 0 < R < Ry, 7 = 7R ergibt (10.2.8) die
Abschétzung

o(TR) < 2A7°¢(R) + BR® = 17 ¢(R) + BR".



10.2. CAMPANATO-ABSCHATZUNGEN 169

Tteration fiir k£ € N ergibt

#(T"IR) < 17¢(7*R) + B(r*R)?
< 727¢(Tk_1R) + T”B(Tk_lR)ﬁ + B(TkR)ﬁ

k
< T(k+1)’v¢(R) +B Z A (k=08 R

=0
k
=7+ 4(R)+ B Z(T”‘ﬂ)l(TkR)B.
<r(k+1)p =0
<C<oo

Zu 0 < r < 7R wihle k € N mit 7"2R < r < 7*+1R. Es folgt

(Monotonie)

¢(T') < ¢5(7‘k+1R) < T_ﬂ(%>’8¢(R) n BCT_QQ(TIH—ZR)/B

<r8

O

Satz 10.2.3. Seiu € HY(R™), bzw. w € H'(R") mit u = 0 auf OR"}, Lésung
von (10.2.7) mit supp(u) CC R™, wobei f = (f1,...,fn) € LQ"‘(]R?_H), h €

LP¥(RPy,)) mit 0 < p=v+2<n+2. Dann gilt
2, n
Vu e L 'u( (+)),
und

IVull 2. < Clull g + [flezw + 2] L2)-

Beweis. Zu zeigen ist fiir ¢ € R?_H, 0 < r <1 die Abschitzung

7‘_"/ Vu = (Va),* dz < O(lullzs + [flezm + 7]l g2.)- (10.2.9)
By (z0)(NR7)

Im Fall w € H'(R?) geniigt es, die Fille B,(z9) C R} und z9 € OR" zu
betrachten.
Setze

o(r) :/B( )|Vu— (W)TF dz,

wobei wir wie in Lemma 10.2.2 im Falle u € H'(R"), 2o € 9R?, die Funktion u
anti-symmetrisch ergénzen. Fiir 0 < r < R < 1 gilt wegen Minimaleigenschaft
des Mittels

o(r) < /B [V (T de < ()
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Weiter ergibt Lemma 10.2.2
T\ 712 2 2
o) <C(%) (R +C |f = Jrl> de + CR b2 do
R (+) (+)
BR (wo) BR (wo)

r n+2
<O(F) o) + CRAfThes + CR* A2
Mit Lemma 10.2.4 folgt fir p <n+2und 0<r<R=1
6(r) < Cro(1) + Cr* ([f12an + 132 )

Nach Division durch r# folgt (10.2.9). O

10.3 A-priori Abschéitzungen in Holder-Normen

Betrachte P P Y
u i
Au = —%(aij%j) cru=—goth (10.3.1)

mit a;; = aj; gleichméssig elliptisch und weiteren, zu spezifizierenden Regula-
ritdtsannahmen.

Lemma 10.3.1. i) Seiu € CH*(R"), 0 < a < 1, mit supp(u) CC R™ Lisung

von (10.3.1), wobei a;j, f; € C*, ¢,h € C°. Dann existiert C, 6 > 0, nur abhingig
(0)

von a;j(0) =: a;;", so dass

lullgra < C(lullg + Ifllge + 1Rllco),
falls

sup aij(x) —ai;(0)] < 0.
zE€supp(u)

ii) Analog, falls u € CY*(R%) Losung von (10.3.1) mit u = 0 auf IR} und
supp(u) CC R™.

Beweis. Schreibe (10.3.1) dquivalent als

A(O)U, _ 0 (a(o) ou )

0a; \" 9z,

= (AOy — Au) — % +h

i (10.3.2)
2, -
Setze 1 = n 4 2a. Dann C* = £2# und
5 (0) ou

-— @~ 2,
fi.—fi—i—(aij —aij)a—xjéc Yl
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bzw.

auf su
h:=h—-cueC® (o i_[})p(u)) L% — L%V
mit v =p—2=n—-242a <n. Mit Satz 10.2.3 folgt

IVullca < ClIVullga < Clullgn + 1]l o + ([Pl 2.)
< Clullm + 1 lga + 1Al ) + C1o IVl ga + C'llullc: -

Fiir § < % folgt
[ullera < Clullg + [ fllga + 1Rl L) + Cllullor,

Wende Lemma 10.3.2 an mit X = C1%(Q), Y = C1(Q), Z = H'(Q), wobei
supp(u) C Q CC R™ O

Lemma 10.3.2 (Ehrling, Gagliardo, Nirenberg). Seien X,Y,Z Banachrdiume
mit stetigen Einbettungen X — Y — Z, wobei X — Y kompakt. Dann existiert
zu € > 0 eine Konstante C(e) mit

[zlly <ellzlx +Cle)zll, VoeX.

Beweis. (indirekt) Nehme an, es existieren (z;) C X, € > 0 mit

L= [lzelly = ellzellx +kllzrllz, keN.
Dann ist (x;) C X beschrinkt. Da X — Y kompakt, gibt es eine Teilfolge
ACN, yeYmitay —yinY (k—o0, k€A).DaY — Z gilt auch z, — y
in Z (k— oo,k € A). Jedoch gilt

Iyllz =, lim_ |lzxll; =0; dh.y =0,
— ——

ookeA
<t
und mit
1= |zrlly =0 (k— o0, ke,
folgt der gewiinschte Widerspruch. O

Analog zu Lemma 10.3.1 gilt
Lemma 10.3.3. i) Seiu € C**(R") mit supp(u) CC R™ Lésung von (10.3.1),
wobei a;j, f; € CH*, ¢,h € C, und sei al?

i, = aij(0). Dann ezistieren C,0 =
5(@1(?)) > 0 so dass

lullga.e < Cllullgn + 1fllcre + 1Allca),

falls

sup |a;; — ag;])| < 4.
supp(u)

ii) Analog fiir u € C**(R%) mit u=0 auf OR"} und supp(u) CC R™.
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Beweis. Differenziere (10.3.2) in Richtung zy, wobei 1 < k < n — 1 im Falle ii).
Dann ist U, = ;T“k Losung von

mit Uy =0 auf R’} im Falle von ii), wobei

fim fit @) —ag) L e e h=h-cue O
J

Mit Satz 10.2.3 folgt

IVUllge < CU0kan + [ fllgr.e + [Allce)
< C(llullgz + 1l +l1hlle) + Cidllullgan +C llullca

Im Falle i) folgt nach Summation iiber k fiir C16 < % die Abschitzung
lullcz.e < Clullgz + [1fllora + llhllca) + Cllullc:
Mit Lemma 10.3.2 folgt
[ull g2 + lJullee < €llullgz.a + C llull g

und damit die Behauptung.

Im Fall ii) benutzen wir (10.3.1), um abzuschétzen
ou,
oxy,

Die Behauptung folgt wie im Fall i). [l

n—1

< C|lAullga +C D IIVUkllgo + C lltllca
ce k=1

< C(Ifllgre + hll e + lull =) + Cro flullga.a + Cllulles -

Um zu Lemma 10.3.3 vergleichbare Abschétzungen fiir Losungen von (10.3.1)
auf Gebieten 2 CC R”™ zu erhalten, benotigen wir eine geometrische Interpre-
tation der Divergenz.

Sei f=(f!,...,f™) ein Vektorfeld auf Q C R™. Dann gilt

/ de -f d:v:—/apdivgmnf dz, Yo e C5°(Q),
Q Q

_ 99  ri
=5ai 7

mit ,

aft

ort’

Analog erklidren wir fiir ein Vektorfeld f auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) die Divergenz bzgl. g durch

/dgo-f\/de::—/godivgf\/de
U U

divg,, f =
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fiir alle ¢ € C§°(U) auf einer Koorinatenumgebung U, mit

oo L OW/19lS)
dl'[}gf.—\/ﬁT.

Diese Definition ist ,natiirlich“: Falls H : N — M Diffeomorphismus einer
Koordinaten-Umgebung V' C N auf die Koordinaten-Umgebung U C M, mit
H*g=hund p € C°(U) mit H*¢=po H, H*f= (dH)"'fo H, so gilt

/ do - f/Td] dw=/ d(H* ) - H* f/TH] dy = —/ oo Hdion(H* ) /] dy.
M N N

Andererseits gilt
—/ edivg f+/]g| dz = —/ o H(divgf)o H+/|h| dz, Vo € C5°(U)
M N

Da ¢ € C§°(U) beliebig, folgt
(divgf) o H = H*(divg f) = divy-g(H* f) = divp, ((dH) "' fo H).  (10.3.3)

Satz 10.3.1. Sei Q CC R"™ von der Klasse C* fiir ein 0 < o < 1, und sei
ug € C%2(Q). Weiter sei a;; = aj; € CH*(Q) gleichmissig elliptisch, und seien
f = (flv . 7fn) € Cl,a(Q)’ G, h € CQ(Q)

Dann gibt es C > 0, so dass fiir jede Lésung u € C%*(Q) von (10.3.1) mit
u = ug auf O gilt

[ullgz.a < Cllullgr + [ llere + Bllce + lluollga.a)-

Beweis. OBdA sei ug = 0. Betrachte sonst @ = u — ug, ﬂ = fi+ aingqli. Sei
6 > 0 die klei{lste der in Lemma 10.3.1 und 10.3.3 auftretenden Konstanten
d(aij(x)) > 0. Uberdecke

L
Q C U U,
1=1
mit offenen U; CC R™, so dass fiir U; C Q gilt

sup |ag;(x) — ai;(y)| <, (10.3.4)
z,yelU;

und so, dass fiir U; ¢ Q ein C?°- Diffeomorphismus H; : Q — U; existiert mit

H(Q+)=UnQ, H(Qy) =U, NN (10.3.5)
und
sup|hi;(x) — hij(y)] <6 (10.3.6)
yeq

wobei (hi;) = (hg)) = Hl*(al(é)), mit a%) = a;;(x;) fir ein z; € U;.

Die Bedingungen (10.3.4) und (10.3.6) kann man durch Verfeinern einer gege-
benen Uberdeckung erreichen.
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Schliesslich sei (¢;) eine Zerlegung der Eins beziiglich (U;) und zerlege
uzZul mit u; = upy, 1 <1< L.

=1

i) Sei U; C Q. Dann 16st u; = uy; die Gleichung

- i(m%) D1 u
v 8xi Y &rj i a’El 85EJ

iy
“om (fvzsﬁl + aiju%j) + hop + fi

Aul = (Au

G, Qe 0u(103.7)
&fri ox; 8xJ

=fi.i =h;
mit supp(u;) CC R™. Lemma 10.3.3 ergibt

[uillgz.e < Clwl gr + [ fillore + [lullce)
< C(llullg + fllgra + 1Pllce) + Cllullgra -

ii) Sei U; ¢ Q. Analog zu (10.3.1), (10.3.2) betrachte die dquivalente Form von
(10.3.7):

A(l)ul _ 0 (a )(91“)

CQxg\ Y Oz

:A(l)ul—Aul— ~7;+l~ll,

wobei al! = a; i(x) und
17 ]
8 1 8ul
A )Ul Aul 83}1 ((a’z(‘j) — aij)%j) — Cuy.

Das heisst,

AWy = — it
mit

o F o _ g
gi,i = ,fl,z + (aij azj)axj;
jl = /~”Ll — Cuy.

Gemiiss (10.3.3) erfiillt v; = u; o H; € C?*%(Q) die Gleichung

—Apv = /] 9y (V [Pl 8_yj) = —divy, (H"g1) + ji © H,
1 0 . -
== Tl 9, (V1| (H " gi)s) + ju o His

d.h

0 8'Ul ” 0 .\
_ 0 (h ay]) (10g \/ |hl )h 83/1' (Hl gl)l

3 ) , 9 -
" (log v/ |hl|)(Hl gi); + o Hy = g, i T
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mit
a=H"g = dH_lgl o Hj,

g s /TR (i 5 = (), )

Jz
und
v = 0 auf Qq, supp(v;) C Q CC R".
Lemma 10.3.3 ergibt

Jwllgae < Cllullgae < C(lvill g + 1@l ore + [t ga) + C16 [0l g2,

< Cllullg +llgtllore + litllce + llullera) + C26 lull gz,
< Cllullgn + 1fllgra + IBllo + lullra) + C26 lull g2,

mit einer von [ unabhéngigen Konstanten Cy. Withle 6 < Cs /2. Es folgt

lullee < Cllullgy + 1fllora + Al ca + llullcra), 1<1< L.

Nach Summation iiber [ erhalten wir

L
lulcza <D lulleza < Cllulls + 1 fllgra + IRl ca + lulcra)-
=1

Mit Lemma 10.3.2 folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 10.3.1. i) Analoge Abschitzungen gelten fir C*®-Losungen u
von
—Agu = —divgf + h
auf einer geschlossenen (kompakt, ohne Rand) Mannigfaltigkeit (M, g).
ii) Dasselbe gilt fiir Operatoren
0%u
Au = —aij M —|— cu

mit a;; = aj; € C* gleichmdssig elliptisch. Schreibe dazu

Au= Ay + (Au — AOy),

wobet )
A0y, — O Fu 0 ( (0) 3“)
i 89[;183;] 8 U dg
mit agg) = a;;(zo) fiir ein xo € Q. Der Stérterm ldsst sich abschitzen
(e e [ “”)ﬂu < Ol + 8 Jull e
ce 7 Oz;0x ¢ e

wobei 6 = suplai; — a;j(xo)|. Koppelung mit geeigneter Uberdeckung (U;) von Q
liefert C%“-Abschditzung.
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10.4 Existenzsatze

Betrachte die Aufgabe

afi :
h in Q,
Ox; e (10.4.1)

U = Uug auf 09.

—Au = —

Satz 10.4.1. Sei Q CC R™ von der Klasse C*+2, k > 5+a, 0<a<1. Dann
gibt es zu jedem ug € C*, f = (f1,...,fn) € O, h € C* genau eine Lisung
u € C%%(Q) von (10.4.1), und

lulgze < CUIflcra + [1Allca + lluollc2.a) (10.4.2)

Beweis. OBdA sei ug = 0. (Sonst betrachte @ = u —ug, f = f — Vuo.) Weiter
gelte oBdA f = 0. (Sonst betrachte h = h — g—ﬁ e Cv)

Sei (pe)eso glittender Kern, he = h* p. € C®(Q), € > 0. Nach Satz 9.1.2
gibt es zu h. eine eindeutige Losung u. € H**2 N H}(Q) fir k > 2 + o von

—Auc=h in9

10.4.1
ue =0 auf 9Q. (10.4.1¢)

Satz 9.1.1 liefert u. € C?% und nach Satz 10.3.1 gilt
[tellcza < C(luell g + l[hell )

Weiter folgt aus (10.4.1¢) mit Lemma 7.1.2 die Abschétzung

— 2 2
¢y luellip < IVuelz. = /Q(—Aue)ue dw <||hell g2 luell 2 < lThell gz lJuell g s

d.h.
[uell g1 < Cllhell 2 < Cllhe]l o -
Zudem gilt
[hellpoe = sup|h * pe| < || o
h(z1 —vy) — h(zg — :
[he]c(" S Sup / | (xl y) (‘Tza y)|p (y) dy S [h]ca,
w12 JRP |z1 — 22|

und damit

[uellgza < Cllhllga -
Mit € — 0 folgt u. — u in C? (fiir eine Teilfolge), und u € C** 15st
—Au=~h in Q,
u=0 auf 9.
Nach Satz 9.1.2 ist u eindeutig. O

(10.4.3)
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Satz 10.4.2. Die Aussage von Satz 10.4.1 bleibt richtig fiir
0 ou
mit a;; = aj; € CY* gleichmdssig elliptisch, ¢ € C%, sofern ¢ > 0.

Bemerkung 10.4.1. Die Eigenfunktionen ¢; € Hg(Q)) des Laplace-Operators
erfiillen

—Agp; — Aip; =0 in Q,
w; =0 auf 09.

Satz 10.4.2 gilt also nicht fiir beliebige ¢ € C*.

Beweis von Satz 10.4.2. Wie vorher geniigt es, ug = 0 und f = 0 zu betrachten.
Wir benutzen die ,, Kontinuitdtsmethode“: Fiir 0 <t < 1 setze

0 ou
)y — < (&) g% (t)
AWy oz, (a” 8xj) + cVu

mit ag’-) = (1—=1)8;; + ta;; = ag-?, c® =te.
Offenbar ist (al(;)) gleichmiissig elliptisch mit Konstanten 0 < A < A unabhiingig
von t, und ¢®) > 0. Fiir u € C>* N H}(Q) folgt

)\||Vu||ig < / a(t)%% dx < /(A(t)u)u dx
Q Q

Y D, Oz,

<[ ADu| 1, [l g2 < ClADul| o el g1 -

Mit der Poincaré-Ungleichung folgt

ull g < C1||ADu]| ., (10.4.4)
mit Cy unabhéngig von ¢ € [0,1]. Zusammen mit Satz 10.3.1 folgt
[l < Cal| AV .., (10.4.5)

wo Cy unabhéngig ist von ¢. Setze
X =C*"NHN), Y =CYQ),
und betrachte
I={te]0,1]; AD . X Sy surjektiv}.

Wir zeigen: I = [0, 1]. Insbesondere 1 € I, und die Behauptung folgt. Beachte
I # 1), da 0 € I nach Satz 10.4.1.

Beh.1. [ ist abgeschlossen.
Beweis. Sei (ty) C I mit t, — t (k — 00). Zu vorgegebenem h € Y seien

up € X mit Ay = h. Dann ist (ug) C O wegen (10.4.4) beschrinkt. Eine
Teilfolge uj, — w in C2? und u € C** 16st Ay = h. O
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Beh.2. [ ist offen.

Beweis. Sei tg € I, und sei h € Y gegeben. Setze R := (C; + C2) ||h||qa. Fiur
tel,ve Byg(0;X) sei u = d®y Losung von

Alto)y = At0)y — ABy L he 0 =Y.

Da

HA(tO)v—A(t)vH = |t — to|
c(l

0 v
’8_337 ((5” — (L”)a—x‘j) + cv o

< CJt =to[ vl gz
folgt mit (10.4.4) und (10.4.5) die Abschétzung

)l = l[ullgaie + ]l 1 < (C1 + Co)||A%)u|
< Gsft —tol [lv] x + R < 2R,

Ca

falls |t — to| < ﬁ =: 4. Fiir v1, vy € Bagr(0; X), |t — to| < & gilt weiter
[ @ (1) = P (v2)]| ¢ < (C1 + Co)[[(A") — AD) (w1 — v3)]| e
< Galt —tol o1 — vally < 5 lloa = vall
d.h. fir t € [0,1] mit |t — to| < & definiert ) eine Kontraktion auf dem
vollstédndigen metrischen Raum M = Bgypr(0; X). Also existiert fiir derartige ¢

ein Fixpunkt u € Bag(0; X) von ®®) und A®wy = h. D.h. I D Bs(tp)N[0,1]. O

Da I # 0, folgt mit Beh. 1 und Beh. 2, dass I = [0,1]. O
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