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Kapitel I. Funktionen

 

 
 

Das Kapitel I behandelt grundlegende allgemeine Eigenschaften von Funktionen.  
Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem

einige multiple choice Fragen. 
 

 
Diese Kurzzusammenfassungen und die Fragen ermöglichen Ihnen eine
kontinuierliche effiziente Repetition des Stoffes. 

Sowohl für die Testfragen wie auch für multiple choice Fragen wählen wir mit
Absicht leichte Fragen. Sie dienen als Test für Ihre Orientierungsfähigkeit im eben
verarbeiteten Stoff und erlauben es, Verständnislücken frühzeitig zu entdecken. 

Sollten Sie irgendwelche Schwierigkeiten haben, die hier zusammengestellten
(leichten!) Fragen rasch zu beantworten, so ist das ein deutliches Zeichen dafür, dass
der Stoff noch nicht "sitzt". In diesem Fall sollten die Lücken sofort bearbeitet
werden. 

Denken Sie daran, dass das Folgende auf dem bereits Behandelten aufbaut!

Wir empfehlen, im Normalfall die Seiten zu bearbeiten bevor Sie sich mit den
Übungen zum entsprechenden Stoff beschäftigen. Die Beherrschung des Stoffes ist
eine Vorbedingung für die effiziente Bearbeitung der Übungen! 



Folgen, Konvergenz
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Kapitel I. Funktionen

I.1. Folgen, Konvergenz 

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Folgen, Konvergenz  

Versuchen Sie die Antworten auf die hier zu findenden Fragen ohne Nachsehen im Skript zu geben.
Es ist eine gute Idee, die Antworten schriftlich festzuhalten, als ob Sie sie von einer anderen Person

korrigieren lassen müssten.

Geben Sie sich nicht mit ``ungefährem" Wissen zufrieden!

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 1

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.1 Folgen, Konvergenz

Eine Folge reeller Zahlen ist definiert, wenn für jede natürliche Zahl n das n-te Glied
der Folge an gegeben ist. Z.B. kann an durch eine geschlossene Formel bestimmt
sein oder rekursiv, dh. durch eine Formel, die an aus den vorhergehenden Gliedern
a1, a2, . . . , an−1 bestimmmt. Man gebe explizit entsprechende Beispiele von Folgen
an.

Was ist eine Nullfolge? (Siehe p. 4)

Wichtige Eigenschaften von Folgen werden durch Begriffe wie beschränkt (siehe p. 4),
(strikt) monoton wachsend (siehe p. 4), (strikt) monoton fallend, konvergent (siehe
p. 6), divergent (siehe p. 6) beschrieben. Man gebe explizite Beispiele von Folgen an,
welche die erwähnten Eigenschaften besitzen bzw. nicht besitzen.

Was versteht man unter dem Grenzwert (Limes) einer (konvergenten) Folge? (Siehe
p. 6)

Kann eine Folge mehr als einen Grenzwert besitzen? (Siehe p. 7)

Kennen Sie ein mathematisches Resultat, das die Begriffe “monoton”, “beschränkt”,
“konvergenẗın Beziehung zueinander setzt? (Siehe p. 7)

Versuchen Sie die Antworten auf die folgenden Fragen ohne Nachsehen im Skript
zu geben. Beantworten Sie die Fragen, indem Sie die Antworten für sich schriftlich
festhalten, als ob Sie sie von einer anderen Person korrigieren lassen müssten.

Was ist eine geometrische Folge? (Siehe p. 12)

Was ist die geometrische Reihe? (Siehe p. 12)

Wann ist die geometrische Reihe konvergent? (Siehe p. 13)

Man rufe sich die Summenformel einer konvergenten geometrischen Reihe in Erin-
nerung. (Siehe p. 13)

Ich ehre die Mathematik als die erhabendste und
nützlichste Wissenschaft, so lange man sie da anwen-
det, wo sie am Platze ist.

Johann Wolfgang Goethe



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Folgen

Gegeben ist die Folge

an =
n

n + 1
, n = 1, 2, 3, . . .

Klicke die falsche Aussage an.

A Die Folge ist monoton wachsend.

B Die Folge ist beschränkt.

C Die Folge ist eine Nullfolge.

D Die Folge ist konvergent.

E Der Limes der Folge ist 1.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Folgen

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat monoton
wachsend.

B: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat beschränkt.

C: Ja, diese Aussage ist falsch; die Folge ist keine Nullfolge.

D: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat konvergent.

E: Nein, diese Aussage ist richtig; der Limes der Folge ist in der Tat

1.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Folgen

Gegeben ist die Folge

an =
n2

n + 1
, n = 1, 2, 3, . . .

Klicke die falsche Aussage an.

A Die Folge ist monoton wachsend.

B Die Folge ist beschränkt.

C Die Folge ist divergent.

D Die Folge besitzt keinen Limes.

E Die Folge ist nicht konvergent.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Folgen

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat monoton
wachsend.

B: Ja, diese Aussage ist falsch; die Folge ist nicht beschränkt.

C: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist divergent.

D: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge besitzt keinen Limes. (Man

beachte, dass als Limes laut Definition nur reelle Zahlen auftreten.)

E: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat nicht kon-
vergent.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Folgen

Gegeben ist die Folge

an =
5n3 − 1

2n3 + 6n − 7
, n = 1, 2, 3, . . .

Klicke die falsche Aussage an.

A Die Folge ist divergent.

B Die Folge ist konvergent.

C Der Limes der Folge ist 5/2.

D Die Folge ist beschränkt.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Folgen

Antworten:

A: Ja, diese Aussage ist falsch; die Folge ist in der Tat divergent.
wachsend.

B: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat konvergent.

C: Nein, diese Aussage ist richtig; der Limes der Folge ist in der Tat
5/2.

D: Nein, diese Aussage ist richtig; die Folge ist in der Tat beschränkt.



Funktionen
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Kapitel I. Funktionen

I.2. Funktionen  

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Funktionen  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 2

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.2. Funktionen

Man rufe sich den allgemeinen mathematischen Begriff der Funktion in Erinnerung.
(Siehe p. 16)

Was ist eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen? Nennen Sie ein expli-
zites Beispiel. Geben Sie für Ihr Beispiel den zugehörigen Definitionsbereich und
Wertebereich an.

Nennen Sie verschiedene Arten der Beschreibung von Funktionen. Geben Sie für
jede Beschreibungsart mindestens ein konkretes Beispiel an. (Siehe p. 17)

Was versteht man unter dem Graphen einer reellwertige Funktion einer reellen Va-
riablen? (Siehe p. 16)

Wie äussert sich am Graphen einer solchen Funktion die Tatsache, dass die Funktion
gerade, ungerade, strikt monoton wachsend, strikt monoton fallend, periodisch ist?

Geben Sie ein konkretes Beispiel einer Funktion an, die auf einem Bereich der Ebene
definiert ist und Werte im dreidimensionalen Raum annimmt.

Die Begriffe monoton wachsend, monoton fallend, gerade, ungerade, stetig, injektiv
beschreiben Eigenschaften von Funktionen (siehe p. 22, 32, 45). Man gebe für jeden
dieser Begriffe je ein explizites Beispiel einer Funktion an, welche die Eigenschaft
besitzt bzw. nicht besitzt.

It pays to know more than what is needed at the
moment.

Richard Hamming (1915-1998). Hamming war lange Jahre als
führender Ingenieur bei den Bell Laboratories tätig.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Funktionen

Gegeben ist die Funktion

f : x → y =
−x + 1

x + 3
.

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A Die Funktion f ist im Intervall (∞,−3) strikt monoton fallend.

B Die Funktion f ist im Intervall (−3,∞) strikt monoton fallend.

C Die Funktion f nimmt im Intervall (−∞,−3) nur negative

Werte an.

D Die Funktion f nimmt im Intervall (−3,∞) nur negative
Werte an.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Funktion

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig; die Funktion ist im angegebenen
Intervall strikt monoton fallend.

B: Nein, diese Aussage ist richtig; die Funktion ist im angegebenen

Intervall strikt monoton fallend.

C: Nein, diese Aussage ist richtig; die Funktion nimmt im angegebenen
Intervall nur negative Werte an.

D: Ja, diese Aussage ist in der Tat falsch. Im angegebenen Intervall
nimmt die Funktion sowohl positive wie negative Werte an. Nullstelle

bei +1.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Funktionen

Gegeben ist die Funktion

f : x → x3 − x .

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

A Die Funktion f ist gerade.

B Die Funktion f ist ungerade.

C Die Funktion f ist weder gerade noch ungerade.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Funktion

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch; die Funktion ist nicht gerade.

B: Ja, diese Aussage ist richtig; die Funktion ist ungerade, denn beide
Summanden sind ungerade Funktionen.

C: Nein, diese Aussage ist falsch; die Funktion ist ungerade.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Funktionen

Die auf allen reellen Zahlen definierten Funktionen f und g seien

ungerade. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A Die Funktion f + g ist ungerade?

B Die Funktion f − g ist ungerade?

C Die Funktion f · g ist ungerade?

D Die Funktion f/g ist gerade?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Funktion

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig; die Summe von zwei ungeraden
Funktionen ist wieder ungerade.

B: Nein, diese Aussage ist richtig; die Differenz von zwei ungeraden
Funktionen ist wieder ungerade.

C: Ja, diese Aussage ist falsch; das Produkt von zwei ungeraden Funk-

tionen ist gerade, und nicht ungerade.

D: Nein, diese Aussage ist richtig; der Quotient von zwei ungeraden
Funktonen ist gerade.



Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit
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Kapitel I. Funktionen

I.3. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit 

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit  

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 3

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.3. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Was versteht man unter dem linken, bzw. rechten Grenzwert einer Funktion f in
x0?

Was ist die Definition und Bedeutung der Symbole

lim
x→x−

0

f(x) , lim
x→x+

0

f(x) , lim
x→x0

f(x) ?

Man erkläre in einigen Sätzen das Verhalten der Funktion f von Seite 25 an den
beiden Stellen x = 2 und x = 4.

Es sei f eine in x = a nicht stetige Funktion, wobei a eine irrationale reelle Zahl ist,
z.B. π,

√
2, etc. Man erkläre, weshalb sich f(a) nicht mit Hilfe der (unendlichen)

Dezimalbruchentwicklung von a (approximativ) berechnen lässt?



Der Zwischenwertsatz für stetige Funktionen
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Kapitel I. Funktionen

I.4. Der Zwischenwertsatz für stetige Funktionen  

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Der Zwischenwertsatz für stetige Funktionen  

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 4

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.4. Der Zwischenwertsatz für stetige Funktionen

Man mache sich klar, dass der Graph einer stetigen, auf dem Intervall [a, b] definier-
ten Funktion unserem intuitiven Bild einer Kurve nahe kommt: jede Parallelgerade
zur x-Achse auf einem Niveau zwischen f(a) und f(b) schneidet den Graphen von
f (mindestens einmal). Man gebe ein Beispiel einer in [a, b] nicht überall stetigen
Funktion f an, für die es Parallelgeraden gibt, welche den Graphen von f nicht
schneiden.



Koordinatentransformationen
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Kapitel I. Funktionen

I.5. Koordinatentransformationen  

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Koordinatentransformationen  

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 5

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.5. Koordinatentransformationen

Test Man skizziere die Graphen x → tan(2x), x → 2 tanx, x → tan(x − π/2),
x → 1/ tanx.

Test Mit Hilfe der Transformationen von Abschnitt 5 skizziere man den Graphen
von

x → 4 sin(2x + 1).

Man liste dabei die in den einzelnen Schritten verwendeten Transformationen explizit
auf. Lässt sich 4 sin(2x + 1) in der Form A cos(ωx + φ) schreiben? Wenn ja, gebe
man die Grössen A, ω und φ explizit an.

Test Bekanntlich gilt log(ax) = log a + log x. Welche zwei verschiedenen(!) Trans-
formationen führen vom Graphen von x → log x zum Graphen von x → log(ax)?

Und gerade dadurch, dass man sich irrt, findet man
manchmal den Weg.

Vincent van Gogh



Die inverse Funktion
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Kapitel I. Funktionen

I.6. Die inverse Funktion  

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Die inverse Funktion  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 6

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.6. Die inverse Funktion

Was für eine Eigenschaft muss eine Funktion besitzen, damit die dazu inverse Funk-
tion existiert?

Test Ist die Funktion f : x → x3, D(f) = R injektiv? Wenn ja, was ist die dazu
inverse Funktion? Man skizziere deren Graphen.

Man gebe ein explizites Beispiel einer Funktion an, zu der die inverse Funktion
existiert und ein Beispiel einer Funktion, zu der keine inverse Funktion existiert.

Es sei f−1 die zu f inverse Funktion. Was ist die Beziehung zwischen den Graphen
von f und f−1? (Siehe Kap. I, p. 46.)

Es sei F eine (möglicherweise) nicht injektive Funktion. Man schränke den Defini-
tionsbereich von F auf einen Bereich B ein, auf dem F injektiv ist. Zur der auf B
eingeschränkten Funktion f gibt es die inverse Funktion f−1. Man rufe sich dieses
Verfahren im Falle der Funktion F : x → x2 in Erinnerung. (Siehe Kap. I, p. 48.)

Man rufe sich in Erinnerung, wie man von den trigonometrischen Funktionen sin,
cos, tan, cot zu den zyklometrische Funktionen arcsin, arccos, arctan, arccot kommt.
Man skizziere die Graphen dieser zyklometrischen Funktionen und gebe jeweils den
zugehörigen Definitionsbereich und Wertebereich an. (Siehe Kap. I, p. 51-56.)

Test Bei der Funktion x → sin x schränke man den Definitionsbereich ein auf
[π/2, 3π/2]. Man skizziere den Graphen der so entstehenden Funktion f . Ist f in-
jektiv? Man skizziere den Graphen der zu f inversen Funktion f−1. Man vergleiche
den Graphen von f−1 mit dem Graphen von arccos. Was fällt auf? Wie lässt sich
erklären, dass die beiden Graphen durch eine Verschiebung parallel zur y-Achse aus-
einander hervorgehen? (Die letzte Frage ist etwas schwieriger als die vorhergehen-
den.)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Inverse Funktion

Die inverse Funktion g(x) der Funktion f(x) = x3 + 1 ist

A g(x) = x3 − 1

B g(x) = 3
√

x3 + 1

C g(x) = 3
√

x − 1

D g(x) = 1
x3+1



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Inverse Funktion

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch. Man konsultiere Kap. I, Abschnitt
6.

B: Nein, diese Aussage ist falsch. Man konsultiere Kap. I, Abschnitt

6.

C: Ja, diese Aussage ist richtig.

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Man konsultiere Kap. I, Abschnitt
6.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Sinus I

Gegeben ist die Funktion

f : x → sin x , D(f) = [−π

4
,
π

4
].

Man klicke die falsche Aussage an.

A Die Funktion f ist monoton wachsend.

B Die Funktion f ist gerade.

C Die Funktion f ist stetig.

D Die Funktion f ist injektiv.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Sinus I

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig; für das angegebene Intervall ist die
Sinusfunktion monoton wachsend.

B: Ja, diese Aussage ist in der Tat falsch. Die gegebene Funktion f ist

nicht gerade, hingegen ist sie ungerade.

C: Nein, diese Aussage ist richtig; die gegebene Funktion f ist im
ganzen Definitionsintervall stetig.

D: Nein, diese Aussage ist richtig; die gegebene Funktion ist injektiv
(da strikt monoton wachsend).



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Sinus II

Was ist

sin

(
3π

4

)
?

A
√

3
2

B
√

2
2

C −
√

2
2

D 1
2

E Keines von diesen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Sinus II

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch.

B: Ja, diese Aussage ist richtig.

C: Nein, diese Aussage ist falsch.

D: Nein, diese Aussage ist falsch.

E: Nein, die richtige Antwort ist aufgeführt.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4, Cosinus

Was ist

cos

(
−π

6

)
?

A
√

3
2

B
√

2
2

C −1
2

D −
√

2
2

E Keines von diesen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4: Cosinus

Antworten:

A: Ja, diese Aussage ist richtig.

B: Nein, diese Aussage ist falsch.

C: Nein, diese Aussage ist falsch.

D: Nein, diese Aussage ist falsch.

E: Nein, die richtige Antwort ist aufgeführt.



Asymptoten
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Kapitel I. Funktionen

I.7. Asymptoten  

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Asymptoten  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 7

Repetition: Kapitel I. Funktionen

I.7. Asymptoten

Was versteht man unter einer Asymptote (für x → ∞ bzw. für x → −∞) einer
Funktion f? (Siehe Kap. I, 58-61.)

Geben Sie ein explizites Beispiel einer Funktion f mit horizontaler linearer Asym-
ptote.

Geben Sie ein explizites Beispiel einer Funktion g mit schiefer linearer Asymptote.

Test Man finde die Asymptoten (auch die vertikalen) von f : x → x3+1
x2−1

.

Test Man entscheide, ob die folgenden Funktionen lineare Asymptoten besitzen.
Wenn ja, gebe man die Asymptoten an.

x →
√

x , x → log x , x → arctan x

Today it is even less likely than ever before that the
knowledge and skills acquired at the beginning of a
career will remain relevant and sufficient for a working
lifetime.

R.R. Clements



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Asymptote

Gegeben ist die Funktion

f : x → x2

x − 3
.

Man klicke die falsche Aussage an.

A Die Funktion f besitzt keine Asymptote.

B Die Funktion f hat für x → ∞ und x → −∞ die lineare

Funktion g : x → x + 3 als Asymptote.

C Die Funktion f ist für x = 3 nicht definiert.

D Die Funktion f hat an der Stelle x = 3 einen Pol.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Asymptote

Antworten:

A: Ja, diese Aussage ist in der Tat falsch. Die gegebene Funktion be-
sitzt eine lineare Funktion als Asymptote und der Graph der Funktion

besitzt zusätzlich eine vertikale Asypmtote.

B: Nein, diese Aussage ist richtig; die lineare Funktion g ist in der Tat
Asymptote der gegebenen Funktion.

C: Nein, diese Aussage ist richtig; die Funktion ist an der Stelle 3

nicht definiert.

D: Nein, diese Aussage ist richtig; die Funktion besitzt an der Stelle

3 einen Pol.



Kapitel II. Differentialrechnung
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Kapitel II. Differentialrechnung

 

 
 

Das Kapitel II beschäftigt sich mit der Differentialrechnung von Funktionen einer Variablen.
Die Differentialrechnung erlaubt, eine ganze Reihe von neuen Fragestellungen der Mathematik

und der Anwendungsgebiete anzugehen: dieFrage nach der Steigung des Graphen, die Suche nach
Extrema von Funktionen, die Krümmung einer Kurve, die Schnelligkeit (Geschwindigkeit) und

Beschleunigung eines bewegten Massenpunktes und viele andere. 
 

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 
 

 
Diese Kurzzusammenfassungen und die Fragen ermöglichen Ihnen eine
kontinuierliche effiziente Repetition des Stoffes. 

Sowohl für die Testfragen wie auch für multiple choice Fragen wählen wir mit
Absicht leichte Fragen. Sie dienen als Test für Ihre Orientierungsfähigkeit im eben
verarbeiteten Stoff und erlauben es, Verständnislücken frühzeitig zu entdecken. 

Sollten Sie irgendwelche Schwierigkeiten haben, die hier zusammengestellten
(leichten!) Fragen rasch zu beantworten, so ist das ein deutliches Zeichen dafür, dass
der Stoff noch nicht "sitzt". In diesem Fall sollten die Lücken sofort bearbeitet
werden. 

Denken Sie daran, dass das Folgende auf dem bereits Behandelten aufbaut!

Wir empfehlen, im Normalfall die Seiten zu bearbeiten bevor Sie sich mit den
Übungen zum entsprechenden Stoff beschäftigen. Die Beherrschung des Stoffes ist
eine Vorbedingung für die effiziente Bearbeitung der Übungen! 



Begriff des Differentialquotienten
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Kapitel II. Differentialrechnung

II.1. Begriff des Differentialquotienten

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Begriff des Differentialquotienten  
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 1

Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.1. Begriff des Differentialquotienten

Gegeben sei die Funktion f : x → f(x) und x0 ∈ D(f). Man rufe sich in Erinnerung,
was man unter dem Differentialquotienten an der Stelle x0 der Funktion f versteht.
Was versteht man unter der Ableitung von f? (Achtung: Das eine ist eine reelle
Zahl, das andere ist eine Funktion!) (Siehe Kap. II, p. 3-4.)

Man rufe sich die Produktregel, die Quotientenregel und die Kettenregel des Differen-
zierens in Erinnerung. Für jede dieser Regeln denke man sich eine einfache Funktion
aus, bei deren Ableiten die Regel nützlich ist. (Siehe Kap. II, p. 7.)

Man rufe sich die Formel in Erinnerung, welche die Ableitung der inversen Funktion
f−1 liefert, wenn die Ableitung f ′ der ursprünglichen Funktion f bekannt ist. (Siehe
p. 10)

Als Anwendung dieser Formel leite man die Funktion arccot ab. Man vergleiche das
Resultat mit der Ableitung der Funktion arctan. Was schliesst man daraus für die
Ableitung der Funktion

x → arctan x + arccot x ?

Lässt sich dieses Resultat auch direkt, d.h. aus der Definition der beiden Funktionen
arctan und arccot erklären?

Die Menschen irren aber nicht, weil sie etwas nicht
wissen, sondern weil sie sich für wissend halten.

Jean-Jacques Rousseau



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Tangente

Gegeben ist die Funktion f(x) =
√

x − 2. Wie lautet die Geradenglei-

chung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle x = 6?

A y = 1
2x − 1

B y = −1
2x + 5

C y = x − 4

D y = −1
4x + 7

2

E Keine dieser.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Tangente

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch; die Steigung ist nicht 1/2.

B: Nein, diese Aussage ist falsch; die Steigung ist nicht -1/2.

C: Nein, diese Aussage ist falsch; die Steigung ist nicht 1.

D: Nein, diese Aussage ist die Steigung ist nicht -1/4.

E: Ja, die richtige Antwort kommt in der Tat nicht vor.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Ableitungen und Steigung

Gegeben sind die Graphen der 3 Funktionen f , g und h. Welche der
folgenden Aussagen ist richtig?

A f ′ = g

B g′ = f

C f ′ = h

D h′ = f

E Keine davon.
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U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Ableitungen und Steigung

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch; die Steigung von f nimmt monoton
zu.

B: Nein, diese Aussage ist falsch; die Steigung von g im Nullpunkt ist
positv.

C: Nein, diese Aussage ist falsch; die Steigung von f nimmt monoton

zu.

D: Ja, diese Aussage ist richtig.

E: Nein, die richtige Aussage kommt vor.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Ableitung

Es sei t die Tangente an die Kurve y = f(x) im Punkt P .

t

y = f(x)

P = (1, 2)

Q = (−3, 0)

Was ist f ′(1) ?

A 2

B
1

2

C −2

3

D −2



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Ableitung

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Ableitung an einer Stelle x gibt
die Steigung der Tangente an den Graphen an dieser Stelle an.

B: Ja, diese Aussage ist richtig.

C: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Ableitung an einer Stelle x gibt
die Steigung der Tangente an den Graphen an dieser Stelle an.

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Ableitung an einer Stelle x gibt

die Steigung der Tangente an den Graphen an dieser Stelle an.
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Biographie von Gottfried Wilhelm Leibniz

 
Gottfried Wilhelm Leibniz wurde 1646 in Leipzig geboren. Er starb 1716 in
Hannover.

Leibniz hat sich früh autodidaktisch und als Student an den Universitäten in Leipzig
und Altdorf umfassende Kenntnisse angeeignet. Kurz nach seinem Doktorat (als
Jurist) im Alter von 20 Jahren trat er in die Dienste des Kurfürsten von Mainz und
übernahm für diesen administrative und diplomatische Aufgaben. Auf Reisen nach
Paris und England trat er in persönlichen Kontakt mit damals führenden
Wissenschafter. Ab 1676 war er dann für die Herzöge von Hannover mit
wechselnden administrativen und archivalisch-historischen Aufgaben tätig. Seine
wissenschaftliche Arbeit verfolgte Leibniz im Grunde genommen nebenher; umso
erstaunlicher ist ihr Umfang und ihre Spannweite: Er gilt als einer der
bedeutendsten Philosophen, Mathematiker und Naturforscher jener Zeit.

Für die Mathematik ist Leibniz vor allem (aber nicht nur) wegen seiner Erfindung
der Differential- und Integralrechnung bedeutend. Seine ersten schriftlichen
Aufzeichnungen über dieses Gebiet stammen aus dem Jahre 1675. Bereits zu dieser
Zeit kannte Leibniz die Lösung des Tangentenproblems, also die Definition des
Differtialquotienten, die Lösung des Problems der Flächenberechnung, also die
Definition des Integrals, und auch der Zusammenhang zwischen diesen Problemen,
der sogenannte Hauptsatz der Infinitesimalrechnung, war ihm damals bereits
bekannt. Erste Veröffentlichungen erfolgten aber erst im Jahre 1682. Dank der
äusserst geschickten Notation - das d des Differentialquotienten und das
Integralzeichen gehen auf Leibniz zurück - verbreitete sich die Infinitesimalrechnung
Leibnizscher Prägung auf dem europäischen Kontinent sehr rasch. Auch viele der
heute im Gebiete der Analysis gebräuchlichen Bezeichnungen wie Funktion,
Konstante, Variable, Koordinate, Parameter, etc. gehen auf Leibniz zurück.

In England hatte etwa zur gleichen Zeit Newton die Infinitesimalrechnung mit einer
ganz anderen Notation entwickelt. Die jeweiligen Anhänger führten in den folgenden
Jahren einen erbitterten Prioritätsstreit, der durchaus auch nationalistische
Untertöne hatte. Als Folge davon wurde die geschickte Notation von Leibniz in
England während vieler Jahren nicht verwendet, und man versteifte sich dort statt
dessen ganz auf die weit umständlichere Newtonsche Notation. Dies hat die
Entwicklung der Mathematik in England in den darauf folgenden fast hundert
Jahren schwer behindert.
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Biographie von Isaac Newton

 
Isaac Newton wurde 1643 in Woolsthorp geboren; er starb 1727 in London.

Newton begann sein Studium an der Universität Cambridge für die damalige Zeit
relativ spät, nämlich erst 1661 (18jährig). Dabei konzentrierte er sich vor allem auf
die Naturwissenschaften und die Mathematik. Während der Pestzeit von 1665 bis
1667 zog er sich an seinen Geburtsort zurück, und in dieser Zeit entwickelte er die
Grundzüge seines ganzen wissenschaftlichen Werkes. Newton wurde 1669 Professor
in Cambridge. 1699 wurde er zum Direktor der Königlichen Münze ernannt, und
gab in der Folge sein Lehramt in Cambridge zu Gunsten dieses einträglicheren
Amtes auf. Ab 1703 war Newton ausserdem Präsident der einflussreichen Royal
Society.

Newton gehört nach allgemeiner Einschätzung zu den bedeutendsten
Naturwissenschaftern aller Zeiten. Er hat grundlegende Beiträge zur Mechanik, zur
Physik der Gravitation, zur Optik und zur Mathematik geliefert, um nur die
wichtigsten Gebiete zu nennen.

In der Mathematik ist er vor allem bekannt für die Entwicklung seiner
Fluxionsrechnung; es handelt sich dabei um eine Version der Infinitesimalrechnung.
Anders als Leibniz geht Newton von einer physikalischen Bedeutung der Funktionen
(der Zeit) aus; so interpretiert er die Ableitung (Fluxion) als Geschwindigkeit, die
Berechnung des zurückgelegten Weges aus der Geschwindigkeit entspricht der
Integration, etc. Diese Resultate wurden zusammen mit geometrischen Anwendungen
bereits 1671 niedergeschrieben, aber zu Newtons Lebzeiten seltsamerweise nicht
veröffentlicht. Erst 1736 erschien Newtons "Fluxionsrechnung" im Druck. Von der
umständlichen Newtonschen Notation hat sich nur der "Punkt" erhalten, den
Newton für die Ableitung nach der Zeit eingeführt hat.

Newtons Hauptwerk in der Physik ist das Buch "Philosophiae naturalis principia
mathematica", das 1687 erschien. Hier ist erstmals in der Geschichte eine
zusammenfassende Darstellung der Mechanik zu finden; sie enthält darüber hinaus
auch viele vollständig neue Elemente, die heute Newtons Namen tragen: Newtonsches
Gesetz der Mechanik, das Gesetz actio gleich reactio , das Newtonsches
Gravitationsgesetz, etc. Interessanterweise verwendet Newton in diesem seinem
Hauptwerk die eben entwickelte Infinitesimalrechnung nirgends, sondern versucht
überall, ohne diese Technik auszukommen.
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 2

Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.2. Linearisieren, Fehlerrechnung

Wie berechnet sich die lineare Ersatzfunktion der Funktion f : x → f(x) in x0?
(Siehe p. 15)

In welcher Beziehung steht der Graph der linearen Ersatzfunktion von f in x0 zum
Graphen der Funktion f? (Siehe p. 15)

Test Man berechne die lineare Ersatzfunktion von x → cos x in x0 = π/3.

In welcher Weise dient die lineare Ersatzfunktion zur Abschätzung der Funktions-
differenz ∆f = f(x + ∆x) − f(x)? (Siehe p. 17)

In welcher Beziehung steht das Differential df zur linearen Ersatzfunktion? (Siehe
p. 17)

Test Für die Funktion f : x → f(x) = sin x · cos x berechne man f(π/4) (genau)
und f(π/4 + 0.01) (approximiert, mit Hilfe der linearen Ersatzfunktion von f in
x0 = π/4).

Die Philosophie steht in diesem grossen Buch
geschrieben, dem Universum, das unseren Blicken
ständig offenliegt. Aber das Buch ist nicht zu ver-
stehen, wenn man nicht zuvor die Sprache erlernt
hat,..., in [der] es geschrieben ist. Es ist in der Sprache
der Mathematik geschrieben, ...; ohne sie irrt man in
einem dunklen Labyrinth umher.

Galileo Galilei: Il saggiatore
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 3

Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.3. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Man formuliere mit Hilfe einer Formel und geometrisch den Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung. (Siehe p. 24/25)

Man mache sich klar, dass die (offensichtliche!) Antwort auf die folgende Frage im
Grunde genommen durch eine Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung auf die Wegfunktion erhalten wird:

Ein Autofahrer legt eine Innerortsstrecke von 5 km Länge in 3 min zurück. Könnte
der Autofahrer auf Grund dieser Information wegen Überschreitens der Innerorts-
Höchstgeschwindigkeit (60 km/std) gebüsst werden?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Grenzwert

Was ist der Grenzwert

lim
x→0

1 − cos x

x2 ?

A 1

B 0

C 1
2

D Der Grenzwert existiert nicht.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Grenzwert

Antworten:

A: Nein, dieser Wert ist nicht richtig.

B: Nein, dieser Wert ist nicht richtig.

C: Ja, dies ist der richtige Wert. Man erhält ihn durch zweimaliges
Anwenden der Regel von Bernoulli-Hopital.

D: Nein, der Grenzwert existiert.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Verhalten einer Funktion

Es ist f : x → f(x) eine im Intervall [a, b] definierte und dort dif-
ferenzierbare Funktion. Welche der folgenden Aussagen fällt aus dem
Rahmen?

A f ′(x) > 0 für alle x ∈ [a, b]

B Die Funktion f ist in [a, b] strikt monoton wachsend.

C Die Funktion f ist in [a, b] strikt monoton fallend.

D f(b) > f(a)

E Die Tangente an den Graphen von f hat überall positive Stei-
gung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Verhalten einer Funktion

Antworten:

A: Nein, dies ist nicht die Aussage, die aus dem Rahmen fällt.

B: Nein, dies ist nicht die Aussage, die aus dem Rahmen fällt.

C: Ja, diese Aussage fällt aus dem Rahmen: die anderen Aussagen
drücken alle aus, das der Graph der Funktion mit zunehmendem x
ansteigt.

D: Nein, dies ist nicht die Aussage, die aus dem Rahmen fällt.

E: Nein, dies ist nicht die Aussage, die aus dem Rahmen fällt.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Mittelwertsatz

Gegeben ist die Funktion f : x → f(x) = e|x|. Warum ist der Mittel-

wertsatz der Differentialrechnung auf die Funktion f und das Intervall
[−1, 1] nicht anwendbar?

A f ist im Intervall [−1, 1] nicht überall definiert.

B f ′ ist im Intervall [−1, 1] nicht überall definiert.

C Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist nicht richtig.

D Weiss es nicht.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Mittelwertsatz

Antworten:

A: Nein, die Funktion ist im ganzen Intervall definiert und stetig.

B: Ja, dies ist der Grund: die Ableitung der Funktion f existiert an
der Stelle 0 nicht!

C: Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist richtig; die Voraus-
setzungen des Satzes müssen aber natürlich erfüllt sein.

D: Man studiere den entsprechneden Abschnitt noch einmal: Kap. II,

Abschnitt 3.
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Biographie von Michel Rolle

 
Michel Rolle wurde 1652 in der Auvergne in Frankreich geboren; er starb 1719 in
Paris.

Rolle war Sohn eines Krämers und erhielt nur eine bescheidene Ausbildung. Er
bildete sich autodidaktisch weiter, kam 1675 nach Paris und wurde dort Hauslehrer.
Offenbar war er in diesem Amt erfolgreich, jedenfalls wurde er 1699 Mitglied der
erlauchten Pariser Akademie.

Der heute so genannte Satz von Rolle erschien 1690 in seinem Werk "Traité
d'algèbre", allerdings wird der Satz dort nur für Polynome ausgesprochen.
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Biographie von von Guillaume F. A. L'Hopital

 
Guillaume Francois Antoine L'Hopital, Marquis de Saint-Mesme wurde 1661 in
Paris geboren; er starb 1704, ebenfalls in Paris.

L'Hopital gehörte dem französischen Hochadel an. Wegen einer Sehschwäche schlug
er aber nicht die übliche Offizierslaufbahn ein, sondern wandte sich der
Wissenschaft zu. Insbesondere für die Mathematik zeigte er grosses Interesse. Er
führte einen regen Briefwechsel mit Leibniz und Huygens und stellte 1691/92 Johann
Bernoulli als Hauslehrer an, um sich in die damals ganz neue Differential- und
Integralrechnung einführen zu lassen. Nur wenige Jahre später, 1896 veröffentliche
L'Hopital das Buch "Analyse des infiniment petits". Es war dies das erste Lehrbuch
der Analysis überhaupt. Darin ist u.a. auch die Aussage der heute so genannten
Regel von Bernoulli-Hopital zu finden. Johann Bernoulli hat nach dem Tode von
L'Hopital geltend gemacht, dass die Regel von ihm entdeckt worden sei: er habe sie
L'Hopital während des Unterrichts in den Jahren 1691/92 mitgeteilt ...
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Biographie von Johann Bernoulli

 
Johann Bernoulli wurde 1667 in Basel geboren, er starb 1748 ebenfalls in Basel.

Johann Bernoulli war das 10. Kind eines Basler Ratsherrn. Ab 1683 studierte er an
der Universität Basel Medizin. Gleichzeitig wurde Johann von seinem um 13 Jahre
älteren Bruder Jakob in die Mathematik eingeführt, insbesondere in die damals ganz
neue Infinitesimalrechnung. Seine ersten mathematischen Arbeiten datieren aus den
frühen 90er Jahren. 1691 begab sich Johann nach Paris und liess sich von L'Hopital
als Lehrer anstellen. In dieser Zeit überwarf er sich mit seinem Bruder Jakob; der
Streit wurde dabei in aller Oeffentlichkeit ausgetragen. Ab 1696 war Johann
Professor an der Universität Groningen. Nach dem Tode seines Bruders übernahm
er 1705 dessen Professur an der Universität Basel.

Johann Bernoulli hat in seinem Werk die neue Infinitesimalrechnung in virtuoser
Weise auf eine grosse Anzahl von mechanischen und physikalischen Probleme
angewandt. Es ist wohl nicht zuletzt ihm und seinem Bruder Jakob zu verdanken,
dass diese neue Theorie in der Leibnizschen Form so rasche Verbreitung gefunden
hat.

Persönlich war Johann Bernoulli ein von sich selbst in hohem Masse
eingenommener, streitbarer, wenn nicht sogar streitsüchtiger Mensch. Die Anzahl
der Zeigtgenossen, die Angriffe und Beschuldigungen von seiner Seite erdulden
mussten, ist Legion; L'Hopital und Johanns Bruder Jakob sind in dieser Beziehung
keine Ausnahmefälle.
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 4

Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.4. Extremalaufgaben

Wie sucht man die Extremalstellen einer Funktion f? Man rufe sich die drei Kan-
didatenmengen in Erinnerung. (Siehe p. 28/29)

Bekanntlich ist nicht jede Stelle ξ mit f ′(ξ) = 0 Extremalstelle der Funktion f . Man
gebe ein explizites Beispiel an.

Bekanntlich gilt für eine Extremalstelle ξ der Funktion f nicht notwendigerweise
f ′(ξ) = 0. Man gebe eine explizites Beispiel an.





U. Stammbach: Analysis, Teil A 5

Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.5. Zu Exponential- und Logarithmusfunktion

Was ist eine Differentialgleichung? Was versteht man unter der Lösung einer Dif-
ferentialgleichung? (Siehe p. 35/36)

Wie weit sind die Lösungen der Differentialgleichung f ′(x) = f(x) eindeutig be-
stimmt? (Siehe p. 35/36)

Man begründe, weshalb es genügt, sich bei der Untersuchung der Exponentialfunk-
tionen auf die “gewöhnliche” Exponentialfunktion x → ex zu beschränken, und
bei der Untersuchung der Logarithmusfunktionen auf x → log x, den “natürlichen”
Logarithmus. (Siehe p. 42)

Test Wie lässt sich die Exponentialfunktion zur Basis a, a > 1 durch die Exponen-
tialfunktion x → ex ausdrücken?

Test Wie lässt sich die Logarithmusfunktion zur Basis a, a > 1 durch den natürli-
chen Logarithmus x → log x ausdrücken?

Man rufe sich die Definition der beiden hyperbolischen Funktionen sinh und cosh in
Erinnerung. Man skizziere die Graphen dieser Funktionen. Was ist der Zusammen-
hang mit der Hyperbel? (Siehe p. 43)

Wie heissen die zu sinh und cosh gehörigen inversen Funktionen? Man rufe sich deren
wesentlichste Eigenschaften in Erinnerung (Symmetrie, Monotonität, Ableitungen).
(Siehe p. 44 - 48)

There are so many ways of being wrong, and so few
of being right!

Richard Hamming



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Exponentialfunktion

Es seien a und b zwei reelle Zahlen, a > 1, b > 1.

Man klicke die richtige Aussage an.

A Die Funktionen x → ax und x → bx unterscheiden sich um
eine additive Konstante.

B Die Funktionen x → ax und x → bx unterscheiden sich um
eine multiplikative Konstante.

C Die Funktionen x → ax und x → bx unterscheiden sich nur

durch “Stauchung” in Richtung der x-Achse.

D Die Funktionen x → ax und x → bx unterscheiden sich nur

durch das Vorzeichen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Exponentialfunktion

Antworten:

A: Nein, die beiden Funktionen unterscheiden sich nicht um eine ad-
ditive Konstante.

B: Nein, die beiden Funktionen unterscheiden sich nicht um eine mul-

tiplikative Konstante.

C: Ja, dies ist die richtige Aussage. Beide Funktionen unterscheiden
sich von der gewöhnlichen Exponentialfunktion dadurch, dass x durch

cx , c = log a bzw. c = log b, ersetzt wird (siehe Seite 42). Diese Ko-
ordinatentransformation entspricht einer Stauchung in Richtung der
x-Achse (siehe Kap. I, Abschnitt 5).

D: Nein, das Vorzeichen der Funktionswerte ist nicht betroffen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Logarithmusfunktion

Es seien a und b zwei reelle Zahlen, a > 1, b > 1.

Man klicke die richtige Aussage an.

A Die Funktionen x → alog x und x → blog x unterscheiden sich
um eine additive Konstante.

B Die Funktionen x → alog x und x → blog x unterscheiden sich
um eine multiplikative Konstante.

C Die Funktionen x → alog x und x → blog x sind so stark

voneinander verschieden, dass man sie gesondert untersuchen
muss.

D Die Funktionen x → alog x und x → blog x unterscheiden sich
nur durch das Vorzeichen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Logarithmusfunktion

Antworten:

A: Nein. Die Differenz der beiden Funktionen ist keine Konstante!

B: Ja. Sowohl die Logarithmusfuktion zur Basis a wie auch die Lo-
garithmusfunktion zur Basis b unterscheiden sich vom natürlichen Lo-
garithmus nur durch eine multiplikative Konstante (siehe Seite 42).

C: Nein. Sie unterscheiden sich nur “unwesentlich”.

D: Nein. Der Wechsel der Basis hat keinen Einfluss auf das Vorzeichen
der Funktionswerte.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Hyperbolische Funktionen

Man klicke die falsche Aussage an.

A sin2 x + cos2 x ≡ 1

B cosh2 x + sinh2 x ≡ 1

C cos(x + y) = cos x cos y − sinx sin y

D cosh2 x − sinh2 x ≡ 1

E cosh(x + y) = coshx cosh y + sinh x sinh y



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Hyperbolische Funktionen

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig: Pythagoras!

B: Ja, diese Aussage ist in der Tat falsch (Vorzeichen!) (siehe Seite
44).

C: Nein, diese Aussage ist richtig (siehe z.B. Grundlagen. Trigonome-

trische Funktionen.)

D: Nein, diese Aussage ist richtig (siehe Seite 44) und - wie sich später
zeigen wird - ausserordentlich wichtig!

E: Nein, diese Aussage ist richtig (siehe Seite 44)!



Grössenordnungen von Funktionen
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Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.6. Grössenordnungen von Funktionen

Test Was bedeutet die mathematische Aussage

f(x) = o(g(x)) für x → ∞ ?

Wie nennt man das Symbol “o”? (Siehe p. 49)

Man gebe ein Beispiel einer Funktion f an mit

f(x) = o(ex) für x → ∞ ?

Man gebe ein Beispiel einer Funktion f an mit

f(x) = o(x2) für x → ∞ ?

Gemäss Seite 15 und 16 gilt für die Differenz ϕ(x) zwischen dem Funktionswert und
dem Wert der linearen Ersatzfunktion von f im Punkte x0

lim
x→x0

ϕ(x)

x − x0
= 0 .

Man formuliere diese Aussage mit Hilfe des Landau-Symbols “o” und und gebe dafür
eine anschauliche Interpretation.



Die zweite und höhere Ableitungen
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Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.7. Die zweite und höhere Ableitungen

Man skizziere den Graphen einer auf [a, b] definierten Funktion f , wenn die Funktion
f im ganzen Definitionsintervall positiv, die Ableitung f ′ negativ und die zweite
Ableitung f ′′ positiv ist. (Siehe p. 58)

Man diskutiere alle anderen möglichen Fälle, wo man das Vorzeichen von f , f ′ und
f ′′ vorschreibt.

Test Man schreibe die harmonische Schwingung

t → 10 cos(3t + π/4)

zweiteilig! (Siehe p. 62)

Wissen entsteht nicht durch Anhäufung von Einzelin-
formationen, sondern durch theoretisch angeleitete
Integration in grössere Zusammenhänge.

T.A. Becker



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Höhere Ableitungen

Die Figur zeigt den Graphen von f . Man klicke die richtige Aussage

an.

A Die Funktion f ist positiv, die Ableitung f ′ ist positiv, die
zweite Ableitung f ′′ ist positiv.

B Die Funktion f ist positiv, die Ableitung f ′ ist negativ, die
zweite Ableitung f ′′ ist negativ.

C Die Funktion f ist positiv, die Ableitung f ′ ist negativ, die
zweite Ableitung f ′′ ist positiv.

D Die Funktion f ist negativ, die Ableitung f ′ ist negativ, die
zweite Ableitung f ′′ ist positiv.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Höhere Ableitungen

Antworten:

A: Nein, die Ableitung ist negativ!

B: Nein, die zweite Ableitung ist positiv!

C: Ja, dies ist die richtige Antwort.

D: Nein, die Funktion ist positiv!



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, gedämpfte Schwingung 1

Welche der beiden folgenden gedämpften Schwingungen

”schwingt schneller”?

A t → e−t cos(2t + π/3)

B t → e−2t cos(3t + π/4)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Gedämpfte Schwingung

Antworten:

A: Nein, die Kreisfrequenz dieser Schwingung ist kleiner. Deshalb er-
folgt die Schwingung langsamer.

B: Ja, die Kreisfrequenz dieser Schwingung ist grösser.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, gedämpfte Schwingung 2

Welche der beiden folgenden gedämpften Schwingungen
”klingt schneller ab”?

A t → e−t cos(2t + π/3)

B t → e−2t cos(3t + π/4)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Gedämpfte Schwingung

Antworten:

A: Beim Abklingen kommt es nur auf den Exponenten der Exponen-
tialfunktion an; dieser ist hier -1. Diese gedämpfte Schwingung klingt

deshalb langsamer ab.

B: Beim Abklingen kommt es nur auf den Exponenten der Exponen-

tialfunktion an; dieser ist hier -2. Diese gedämpfte Schwingung klingt
deshalb schneller ab.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4, gedämpfte Schwingung 3

Welche der beiden folgenden gedämpften Schwingungen
beginnt bei t = 0 mit der kleineren Auslenkung?

A t → e−t cos(2t + π/3)

B t → e−2t cos(3t + π/4)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4: Gedämpfte Schwingung

Antworten:

A: Ja, diese gedämpfte Schwingung hat am Anfang die kleinere Aus-
lenkung.

B: Nein, diese gedämpfte Schwingung hat am Anfang die grössere

Auslenkung.



Ebene Kurven
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Repetition: Kapitel II. Differentialrechnung

II.8. Ebene Kurven

Man rufe sich drei mögliche Darstellungen von Kurven in der Ebene in Erinnerung
und gebe für jede Art je ein explizites Beispiel an. (Siehe p. 65 - 68)

Wie kommt man von der Parameterdarstellung einer Kurve zur impliziten Darstel-
lung? Wie kommt man von der impliziten Darstellung einer Kurve zur expliziten
Darstellung? (Siehe p. 65 - 68)

Test Die Kurve K sei durch die Parameterdarstellung t → �r(t) = (x(t), y(t))
gegeben. Man beschreibe einen Tangentialvektor, die Steigung, einen Normalen-
vektor, die Krümmung im Punkte P der Kurve, der zum Parameterwert t0 gehört.
(Siehe p. 69, 71, 73)

Man beschreibe in Worten, was man unter der Krümmung einer Kurve im Punkte
P versteht. (Siehe p. 71)

Man beschreibe in Worten, was man unter dem Krümmungskreis einer Kurve im
Punkte P versteht. (Siehe p. 73)

Was versteht man unter der Evolute einer Kurve? (Siehe p. 74)

Test Man skizziere eine Kurve (ein kleines Stück einer Kurve) K, von der folgendes
bekannt ist: x(t) > 0, y(t) > 0, ẋ(t) > 0, ẏ(t) > 0, k(t) > 0.

Man variiere diese Testfrage, indem man das Vorzeichen von einzelnen bzw. von
mehreren dieser Grössen anders voraussetzt. Auf diese Weise mache man sich den
Einfluss der Vorzeichen klar.

Man gebe ein explizites Beispiel einer Kurve an, die durch eine Gleichung in Polarko-
ordinaten beschrieben wird und die verschieden ist von der Bernoullischen Spirale.
(Siehe p. 76)

Man gebe für diese gewählte Kurve eine Parameterdarstellung an, wobei man den
Polarwinkel als Parameter wählt und gebe die Steigung der Kurve im Punkte P an,
der zu ϕ = 0 gehört. (Siehe p. 76/77)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Krümmung

Gegeben sind die Kurven K1 (links) und K2 (rechts), die beide für

wachsenden Parameter t von links nach rechts durchlaufen werden.
Es bezeichnen k1(t) und k2(t) die Krümmungen der beiden Kurven.

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A k1 ist positiv

B k2 ist negativ

C t → k1(t) ist monoton wachsend

D t → k2(t) ist monoton fallend



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Krümmung

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig: die Krümmung von K1 ist positiv,
denn die Kurve ist nach links gekrümmt.

B: Nein, diese Aussage ist richtig: die Krümmung von K2 ist negativ,

denn die Kurve ist nach rechts gekrümmt.

C: Nein, diese Aussage ist richtig: die (positive) Krümmung nimmt
beim Durchlaufen der Kurve K1 zu.

D: Ja, dies ist in der Tat die falsche Aussage: die Krümmung nimmt
beim Durchlaufen der Kurve K2 zu, denn am Anfang ist sie stark

negativ, am Ende nur noch schwach negativ.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Bernoullische Spirale

Gegeben ist die Bernoullische Spirale

ρ = eϕ

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A Der Abstand des Punktes P auf der Kurve nimmt mit wach-

sendem ϕ exponentiell zu.

B Die Kurve schneidet die x-Achse in unendlich vielen Punkten.

C Der Winkel zwischen dem Fahrstrahl OP und der Tangente
an die Kurve im Punkte P ist überall gleich gross.

D Die Evolute der Kurve ist eine arithmetische Spirale?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Bernoullische Spirale

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig.

B: Nein, diese Aussage ist richtig.

C: Nein, diese Aussage ist richtig, siehe Seite 77.

D: Ja, dies ist in der Tat die falsche Aussage: die Evolute der Ber-

noullischen Spirale ist wieder eine Bernoullische Spirale, siehe Seite
79.
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Biographie von Jakob Bernoulli

 
Jakob Bernoulli wurde 1654 in Basel geboren, er starb 1705 ebenfalls in Basel.

Jakob Bernoulli, der ältere Bruder von Johann Bernoulli, den wir bereits kennen
gelernt haben, studierte zuerst Theologie an der Universität Basel. Er beschäftigte
sich aber bereits früh auch mit Mathematik. Auf Auslandreisen kam er nach
Abschluss des Studiums mit den neuesten Entwicklungen in Mathematik und Physik
in Berührung. Ab 1682 ist Jakob Bernoulli wieder in Basel, ab 1687 als Professor in
Mathematik an der Universität. Früh beschäftigte er sich eingehend mit der neuen
Differential und Integralrechnung von Leibniz, die er alsbald auf verschiedene
mechanische und physikalische Probleme anwandte. Sein um 12 Jahre jüngerer
Bruder Johann wurde von ihm in diese Theorien eingeführt. Bis zum Bruch
zwischen den beiden Brüdern um 1696 arbeiteten sie oft eng zusammen.

Jakob Bernoulli ist in der Mathematik Vieles zu verdanken: Die Lehre von
unendlichen Folgen und Reihen hat bei ihm ihren Ursprung. Verschiedene in der
Mechanik wichtige Kurven wurden vom ihm detailliert untersucht. Die Formel für
den Krümmungsradius wie auch die Verwendung von Polarkoordinaten, gehen auf
Jakob Bernoulli zurück. Die logarithmische Spirale (``spira mirabilis'') wird noch
heute nach ihm benannt. Ferner sind die Anfänge der sogenannten
Variationsrechnung und der Wahrscheinlichkeitsrechnung ihm zu verdanken.

 





Das bestimmte Integral
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 1

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.1. Das bestimmte Integral

Man rufe sich die einzelnen Schritte in Erinnerung, die zur Definition des bestimmten
(Riemann’schen) Integrals

∫ b
a f(x) dx führen. (Siehe p. 3/4)

(Bemerkung: Die Definition des Flächen- und des Volumenintegrals wird später
durch vollkommen analoge Schritte geschehen!)

Test Für das Integral
∫ b

0 x3 dx gebe man die Riemann’sche Summe an, wenn für das
Intervall [0, b] die gleiche Einteilung genommen wird wie im Skript (Seite 5) bei der
Berechnung der Fläche unter der quadratischen Parabel.

Man gebe eine anschauliche Interpretation für das bestimmte Integral
∫ b
a f(x) dx an.

(Siehe p. 4)

Man gebe ein Beispiel einer Funktion f an, für die
∫ 1

0 f(x) dx
(a) positiv ist,
(b) negativ ist.

(Siehe p. 4)

Test Ohne irgend etwas zu rechnen gebe man den Wert von

∫ a

−a
sin x dx

an.

Die Erfindung eines Problems ist oft wichtiger als die
Erfindung der Lösung.

Walther Rathenau
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Biographie von Bernhard Riemann

 
Bernhard Riemann lebte von 1826 bis 1866.

Riemann war Sohn eines Pfarrers. 1846 begann er in Göttingen das Studium der
Theologie und der Philosophie, wechselte aber bald zur Mathematik. Nach zwei
weiteren Jahren in Berlin kehrte er 1849 nach Göttingen zurück, wo er beim damals
berühmtesten Mathematiker, bei Carl Friedrich Gauss doktorierte. Ab 1854 war
Riemann Privatdozent und ab 1859 Professor in Göttingen.

Riemann war nur ein kurzes Wirken als Mathematiker vergönnt, aber er hat in den
wenigen Jahren absolute Spitzenleistungen vollbracht. Ein heutiger
Mathematikstudent hört Riemanns Namen in fast allen grundlegenden Vorlesungen:
Analysis, Differentialgeometrie, Zahlentheorie, komplexe Funktionen, etc.
Ausserordentlich viele zentrale mathematische Sätze und Resultate gehen auf ihn
zurück und tragen seinen Namen. Die Tatsache, dass die Nachwelt die von ihm
vertretene und untersuchte Definition des bestimmten Integrals als Riemannsches
Integral anspricht, ist so gesehen nur einen kleine Ehrbezeugung für Riemanns
mathematisches Werk überhaupt.

 



Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 2

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.2. Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

Was versteht man unter dem Begriff des unbestimmten Integrals? (Siehe p. 12)

Was ist eine Stammfunktion von f? (Siehe p. 10)

Wieviele Stammfunktionen gibt es zu einer gegebenen Funktion f? (Siehe p. 10)

Man rufe sich den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung in Erinnerung? (Siehe p.
10)

Wie berechnet man das bestimmte Integral
∫ b
a f(x) dx mit Hilfe einer Stammfunktion

von f? (Siehe p. 11) Warum kommt es nicht darauf an, welche Stammfunktion man
wählt?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Bedeutung des bestimmten Integrals

Welche der folgenden Funktionen ist für x > 0 nicht monoton wach-

send?

A

x →
∫ x

0
t dt

B

x →
∫ x

0
t2 dt

C
x →

∫ x

0
sin t dt

D
x →

∫ x

0
sin2 t dt



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Bedeutung des bestimmten Integrals

Antworten:

A: Diese Funktion ist monoton wachsend: die Fläche unter der Kurve
nimmt mit zunehmenden x zu. – Alternativ kann man die Ableitung

der gegebenen Funktion betrachten. Nach dem Hauptsatz der Infinite-
simalrechnung ist die Ableitung x, also im betrachteten Gebiet nicht

negativ.

B: Diese Funktion ist monoton wachsend: die Fläche unter der Kurve
nimmt mit zunehmenden x zu. – Alternativ kann man die Ableitung
der gegebenen Funktion betrachten. Nach dem Hauptsatz der Infinite-

simalrechnung ist die Ableitung gleich dem Integranden an der Stelle
x, also im betrachteten Gebiet nicht negativ.

C: Diese Funktion ist nicht monoton wachsend, denn die Fläche un-

ter der Sinus-Kurve oszilliert zwischen 2 und -2. – Die Ableitung der
gegebenen Funktion ist der Sinus!

D: Diese Funktion ist monoton wachsend: die Fläche unter der Kurve

nimmt mit zunehmenden x zu. – Nach dem Hauptsatz der Infinitesi-
malrechnung ist die Ableitung gleich dem Integranden an der Stelle x,
also im betrachteten Gebiet nicht negativ.



Das Integrieren
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 3

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.3. Das Integrieren

Man gebe ein explizites Beispiel einer Funktion an, dessen unbestimmtes Integral
durch eine zyklometrische Funktionen gegeben ist. (Siehe p. 12)

Man mache sich aus dem Gedächtnis eine Liste der Funktionen, die als Stammfunk-
tion eine hyperbolische Funktion besitzen. (Siehe p. 12/13)

Was sind die (alle!) Stammfunktionen von x → 1/x? Von welcher Funktion ist x →
log(3x) eine Stammfunktion? Gibt es einen Widerspruch zwischen Ihren Antworten
auf diese beiden Fragen?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Standardintegral

Was ist ∫
tanx dx ?

A sinx2

B cotx

C log | cos x|
D log | sin x|
E Keines von diesen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Standardintegral

Antworten:

A: Die Ableitung dieser Funktion ist nicht der Integrand.

B: Die Ableitung dieser Funktion ist nicht der Integrand.

C: Fast: das Vorzeichen stimmt nicht!

D: Die Ableitung dieser Funktion ist nicht der Integrand.

E: Dies ist richtig: die Stammfunktion des Tangens ist nicht auf-
geführt. Die Antwort C ist nur bis auf’s Vorzeichen richtig!



Die Methode der partiellen Integration
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 4

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.4. Die Methode der partiellen Integration

Man gebe ein explizites Beispiel einer Funktion an, deren Integration mit Hilfe der
Methode der partieller Integration erfolgen muss? (Siehe p. 15 - 18) Man führe die
einzelnen Schritte der Integration explizit durch.

Test Man führe die partielle Integration an
∫

xex dx explizit durch.

Im Verfahren der partiellen Integration schreibt man den Integranden bekanntlich
als Produkt u′(x) · v(x) und braucht dann im Zuge der Rechnung u(x) und v′(x).
Als Stammfunktion von u′(x) ist u(x) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Was geschieht, wenn in der Rechnung u(x) durch u(x) + C ersetzt wird?



Die Methode der Substitution
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Der Übertritt vom Gymnasium an die Hochschule ist für viele Studierende nicht
einfach: man hört in diesem Zusammenhang manchmal das Wort Kulturschock.
Lernstrategien, die am Gymnasium durchaus ihren Zweck erfüllt haben, genügen an
der Hochschule angesichts der Mengen an Lernstoff oft nicht mehr. So ist der
Studierende am Anfang seines Studiums zusätzlich zu allen anderen Ansprüchen
auch noch aufgerufen, sich andere, effizientere Lernstrategien zurechtzulegen. Zu
diesem Thema gibt es neuerdings eine Reihe von empfehlenswerten Büchern, die
man an einem ruhigen Tag -- wie ihn die Weihnachtsferien vielleicht mit sich
bringen -- mit Gewinn liest, z.B.

Stephan Becher: Schnell und erfolgreich studieren. Lexika Verlag, ISBN 3-89694-
215-8.

Verena Steiner: Exploratives Lernen. Pendo Verlag, ISBN 3-85842-371-8.

Hervorgehoben wird in diesen und anderen Büchern zum gleichen Thema
durchwegs, dass neben dem Wissen um mögliche Lernstrategien die kritische
Selbstbeobachtung beim eigenen Lernen das Wichtigste sei.



U. Stammbach: Analysis, Teil A 5

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.5. Die Methode der Substitution

Man gebe ein explizites Beispiel einer Funktion an, deren Integration mit Hilfe der
Methode der Substitution erfolgen muss? (Siehe p. 19 - 23) Man führe die einzelnen
Schritte der Integration explizit durch.

Test Man behandle das Integral

∫
f ′(x)

f(x)
dx

mit einer geeigneten Substitution. Welche Faustregel befolgt man dabei? (Siehe p.
19)

Test Welche Substitution drängt sich im Integral

∫ √
2x2 − 1 dx

auf? (Siehe p. 20-23)

Test Im bestimmten Integral ∫ 1

0
f(x) dx

macht man die Substitution x = cos t. Wie lauten die Grenzen der Integration nach
der Substitution? (Siehe p. 23)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Substitution

Das bestimmte Integral

I =
∫ 1

−1

√
1 + 4x2 dx

werde der Substitution 2x = u und möglicherweise weiteren Verein-
fachungen unterworfen. Welches der folgenden Resultate ist richtig?

A
I =

∫ 1

0

√
1 + u2 du

B

I =
∫ 1

−1

√
1 + u2 du

C
I =

∫ 2

0

√
1 + u2 du

D
I = 2

∫ 2

0

√
1 + u2 du



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Substitution

Antworten:

A: Nein. Die Grenzen müssen richtig transformiert werden.

B: Nein. Die Grenzen müssen ebenfalls der Substitution unterworfen
werden.

C: Ja. Dies ist richtig. Die Grenzen der neün Integration sind -2 und

+2. Da es sich um eine gerade Funktion handelt kann von 0 bis +2
integriert werden, was den Faktor 2 vor dem Integral ergibt.

D: Nein. Der Faktor 2 ist zuviel, denn es wird nur über die rechte
Hälfte des Intervals von -2 bis +2 integriert.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Integration 1

Gesucht ist das unbestimmte Integral

I =
∫

x2 cosx dx .

Wie würden Sie vorgehen?

A Substitution: u = cosx .

B Substitution: u = x2 .

C Partielle Integration: u′(x) = cosx, v(x) = x2 .

D Partielle Integration: u′(x) = x2, v(x) = cos x .



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Integration

Antworten:

A: Nein, diese Substitution bringt nichts.

B: Nein, diese Substitution bringt nichts.

C: Ja, diese partielle Integration liefert ein einfacheres Integral, das
leicht durch eine zweite partielle Integration behandelt werden kann.

D: Nein, diese partielle Integration erzeugt kein einfacheres, sondern
ein komplizierteres Integral.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Integration 2

Gesucht ist das unbestimmte Integral

I =
∫

x2 cos(x3) dx .

Wie würden Sie vorgehen?

A Substitution: u = cosx3 .

B Substitution: u = x3 .

C Partielle Integration: u′(x) = cos(x3), v(x) = x2 .

D Partielle Integration: u′(x) = x2, v(x) = cos(x3) .



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Integration

Antworten:

A: Nein, diese Substitution bringt nichts.

B: Ja, diese Substitution drängt sich auf, weil die Ableitung von u (im
wesentlichen) im Integranden als Faktor vorkommt.

C: Nein, diese partielle Integration führt zu nichts.

D: Nein, diese partielle Integration erzeugt kein einfacheres, sondern
ein komplizierteres Integral.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4, Integration durch Substitution

Gegeben ist das Integral

I =
∫ 4

1

dx

x
√

5 − x
.

Man mache die Substitution
√

5 − x = u. Wie lautet das neue Integral

(inkl. Grenzen)?

A

I =
∫ 4

1

−2u du

(5 − u2)u

B

I =
∫ 2

1

2

5 − u2 du

C

I =
∫ 1

2

2

5 − u2 du



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4: Integration durch Substitution

Antworten:

A: Nein, der Integrand ist zwar richtig, aber die Grenzen stimmen
nicht.

B: Ja, dies ist das richtige Resultat: Sowohl der Integrand wie auch
die Grenzen müssen transformiert werden. Das ursprüngliche Minus-

zeichen im Integrand wurde durch Vertauschen der Grenzen kompen-
siert.

C: Nein, die Grenzen sind zwar richtig umgerechnet aber im Integran-

den fehlt ein Minuszeichen. nicht.



Einige weitere Beispiele
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Kapitel III. Integralrechnung

III.6. Einige weitere Beispiele

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Einige weitere Beispiele  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 6

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.6. Einige weitere Beispiele

Man gebe die Werte der beiden folgenden Integrale

∫ π/2

0
sin2 x dx

∫ π/2

0
cos3 x dx .

Man rufe sich in Erinnerung, mit welchem “Trick” man die Integration rationaler
Funktionen angeht. (Siehe p. 29)

Test Was für einen Partialbruchansatz macht man für das Integral

∫ 2

x2 − x − 6
dx ?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Substitution

Gesucht ist das Integral
∫ √

1 + 4x2 dx

Was für eine Substitution führt zum Ziel?

A x = sin t

B x = sinh t

C x = 1
2 sinh t

D x = 1
2 cos t

E x = 1
2 cosh t



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Substitution

Antworten:

A: Diese Substitution hilft nicht weiter.

B: Diese Substitution hilft nicht weiter.

C: Ja, diese Substitution hilft weiter, siehe auch Seite 21.

D: Diese Substitution hilft nicht weiter.

E: Diese Substitution hilft nicht weiter.



Flächenberechnung
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Kapitel III. Integralrechnung

III.7. Flächenberechnung

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Flächenberechnung  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 7

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.7. Flächenberechnung

Die Kurve K sei durch eine Parameterdarstellung gegeben.
Wie lautet die Formel für den Fächeninhalt “unter der Kurve”? Was liefert die
allgemeine Formel, wenn (a) die Kurve unterhalb der x-Achse verläuft, (b) von
rechts nach links durchlaufen wird?
Wie lautet die Formel für den Inhalt der Sektorfläche? Unter welchen Bedingungen
liefert diese Formel ein negatives Resultat? (Siehe p. 37)

Die Kurve K sei durch eine Gleichung in Polarkoordinaten gegeben.
Wie lautet die Formel für den Inhalt der Sektorfläche? (Siehe p. 38)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Flächenberechnung

Gegeben ist die Kurve K als Graph der Funktion f : x → f(x),

durch die Parameterdarstellung t → (x(t), y(t)), durch die Gleichung
in Polarkoordinaten ρ = ρ(φ). Welche der folgenden Aussagen ist

falsch?

A Das Integral ∫ b

a
f(x) dx

liefert die Fläche unter der Kurve zwischen den x-Werten a und

b.

B Das Integral ∫ tB

tA
y(t)ẋ(t) dt

liefert die Fläche unter der Kurve zwischen den Kurvenpunkten

A und B.

C Das Integral

∫ tB

tA
(y(t)ẋ(t) − x(t)ẏ(t)) dt

liefert die Sektorfläche die durch die Kurvenpunkte A und B bes-

timmt wird.

D Das Integral
1

2

∫ φB

φA

(ρ(φ))2 dφ

liefert die Sektorfläche die durch die Kurvenpunkte A und B bes-
timmt wird.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Flächenberechnung

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig.

B: Nein, diese Aussage ist richtig, siehe Seite 34.

C: Ja, diese Aussage ist falsch, es fehlt ein Faktor 1/2, siehe Seite 37.

D: Nein, diese Aussage ist richtig, siehe Seite 38.



Bogenlänge
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Kapitel III. Integralrechnung

III.8. Bogenlänge

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
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Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 8

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.8. Bogenlänge

Die Kurve K sei durch eine Parameterdarstellung gegeben.
Wie lautet die Formel für die Bogenlänge der Kurve?

Die Kurve K sei durch eine Gleichung in Polarkoordinaten gegeben.
Wie lautet die Formel für die Bogenlänge der Kurve K? (Siehe p. 42)

Test Man gebe das Integral an, das den Umfang der Ellipse mit Halbachsen a und
b angibt. (Versuchen Sie nicht, das Integral zu berechnen: es ist nicht elementar
lösbar!)

Für die Betrachtung der Natur leistet die Mathematik
den grössten Beitrag, indem sie das wohlgeordnete
Gefüge der Gedanken enthüllt, nach denen das All
gebildet ist.

Johannes Kepler: Harmonices mundi, 1619.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Bogenlänge

Gegeben ist die Beschreibung der Bewegung eines Massenpunktes auf

der Kurve K,
t → �r(t) = (x(t), y(t)) ,

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A Das Integral ∫ tB

tA

√
(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2 dt

liefert den in der Zeitspanne von tA bis tB zurückgelegten Weg.

B Der Vektor
�̇r(t) = (ẋ(t), ẏ(t))

ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit t.

C Der Betrag des Vektors �̇r(t), also
√

(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2

ist die Schnelligkeit des Massenpunktes zur Zeit t.

D Bezeichnet s(t) den zurückgelegten Weg, so gilt

ṡ(t) =
√

(ẋ(t))2 + (ẏ(t))2 .

E Die Schnelligkeit des Massenpunktes ist durch ẋ(t)·ẏ(t) gegeben.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Bogenlänge

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig. Dieses Integral liefert die (Bo-
gen)Länge der Kurve, also den zurückgelegten Weg.

B: Nein, diese Aussage ist richtig. Das ist die Definition der Geschwin-

digkeit, wie sie in der Mechanik gegeben wurde.

C: Nein, diese Aussage ist richtig. Die Schnelligkeit ist laut Definition
in der Mechanik der Betrag der Geschwindigkeit.

D: Nein, diese Aussage ist richtig. Der Differentialquotient des Weges
nach der Zeit ist die Schnelligkeit.

E: Ja, diese Aussage ist in der Tat falsch.



Volumenberechnung
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Kapitel III. Integralrechnung

III.9. Volumenberechnung

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Volumenberechnung 

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 9

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.9. Volumenberechnung

Test Wenn man den Körper K mit der Parallelebene x = x0 zur (y, z)-Ebene schnei-
det, erhält man eine Schnittfigur, die den Flächeninhalt f(x0) hat. Man drücke das
Volumen des Körpers K zwischen den x-Koordinaten a und b durch ein Integral
aus.

Test Die Fläche zwischen x-Achse und der Kurve t → (x(t), y(t)), tA ≤ t ≤ tB
rotiere um die y-Achse. (Im Skript wurde die Rotation um die x-Achse betrachtet!)
Man berechne das Volumen des entstehenden Rotationskörpers.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Volumen eines Rotationskörpers

Es sei f : x → f(x) eine Funktion, die im Intervall [a, b] positive Werte

annimmt. Man betrachte den Rotationskörper, der durch Rotation des
Graphen von f um die x-Achse entsteht. Welche Formel beschreibt

das Volumen dieses Körpers zwischen den x-Koordinaten a und b?
(Formel selber herleiten!)

A
∫ b
a f(x) dx

B
∫ b
a(f(x))2 dx

C
∫ b
a π(f(x))2 dx

D
∫ b
a π(f(x))3 dx



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Volumen eines Rotationskörpers

Antworten:

A: Dieses Integral liefert die Fläche unter der Kurve!

B: Dieses Integral liefert das Volumen des Körpers, dessen Schnittfigur
an der Stelle x ein Quadrat mit Seite f(x) ist.

C: Ja, diese Formel liefert das Volumen des Körpers, dessen Schnitt-

figur an der Stelle x ein Kreis mit Radius f(x) ist.

D: Dieses Integral lässt sich nicht ohne weiteres als Volumen interpre-
tieren.



Oberflächenberechnung
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Kapitel III. Integralrechnung
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Oberflächenberechnung 

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 10

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.10. Oberflächenberechnung

Test Eine Kurve im ersten Quadranten der (x, y)-Ebene rotiere um die x-Achse.
Man drücke die Oberfläche des entstehenden Rotationskörpers zwischen den x-Koor-
dinaten a und b durch ein Integral aus. Man betrachte zwei Fälle: Kurve als Graph
einer Funktion f gegeben, Kurve durch eine Parameterdarstellung t → (x(t), y(t)
gegeben.



Schwerpunkt, Flächenmittelpunkt
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Kapitel III. Integralrechnung

III.11. Schwerpunkt, Flächenmittelpunkt
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Schwerpunkt, Flächenmittelpunkt 

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 11

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.11. Schwerpunkt, Flächenmittelpunkt

Test Ein Stab, Anfangspunkt xA und Endpunkt xB besitze die Längendichte λ(x).
Man berechne die Gesamtmasse des Stabes und seinen Schwerpunkt.

Man rufe sich die Formeln für die x- und die y-Koordinate des Schwerpunktes S
eines Flächenstückes (Flächenmittelpunkt) in Erinnerung. (p. 55)

Test Man berechne den Flächenmittelpunkt eines Halbkreises in der rechten Hal-
bebene Schwerpunkt eines homogenen Halbkreises (Mittelpunkt in O). (Für die
Rechnung, die bei einem Viertelkreis notwendig ist, siehe p. 55/56.) Man ver-
gleiche das erhaltenen Resultat mit demjenigen, das man für den Schwerpunkt einer
homogenen Halbkugel erhalten hat (siehe p. 56/57). Man begründe anschaulich
physikalisch, weshalb die Werte nicht übereinstimmen.



Trägheitsmoment
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Kapitel III. Integralrechnung
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U. Stammbach: Analysis, Teil A 12

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.12. Trägheitsmomente

Der Begriff des Integrals wurde in der Vorlesung auf viele verschiedene Probleme
angewendet: Flächenberechnung (p. 32 ff), Berechnung der Bogenlänge einer Kurve
(p. 39 ff), Volumenberechnung (p. 45 ff), Oberflächenberechnung (p. 49 ff), Schwer-
punktsberechnung (p. 54 ff), Berechnung des Trägheitsmomentes (p. 58 ff). Für
jede dieser Anwendungen formuliere man eine explizite Aufgabe und löse sie (selbst-
verständlich ohne Konsultation des Skripts) mindestens bis zum Punkt, wo ein be-
stimmtes Integral dasteht. Man nehme z.B. als Kurve den Graphen der Funktion
x → sin x für 0 ≤ x ≤ π und betrachte die unter der Kurve liegende Fläche, bzw.
den von der Kurve erzeugten Rotationskörper bezüglich der x-Achse.

Test Man berechne das Flächenträgheitsmoment des Kreises mit Radius r und Mit-
telpunkt (R, 0) um die y-Achse. Vergleiche mit dem Flächenträgheitsmoment des
Kreises mit dem gleichen Radius um seinen Durchmesser (siehe p. 59/60).

Man richte in diesem Abschnitt ein besonderes Augenmerk auf die verschiedenen
Techniken, mit denen für verschiedene (Rotations-)Körper das Trägheitsmoment
berechnet wird. Es gibt keine Technik, die für alle diese Körper die beste ist!



Uneigentliche Integrale
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Kapitel III. Integralrechnung

III.13. Uneigentliche Integrale
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Uneigentliche Integrale  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil A 13

Repetition: Kapitel III. Integralrechnung

III.13. Uneigentliche Integrale

Was versteht man unter einem uneigentlichen Integral? Man unterscheide dabei die
uneigentlichen Integrale 1. und 2. Gattung und gebe je ein explizites Beispiel an
(Kap. III, p. 67-73).
Welcher Limes ist für das Integral

∫ 1

−∞

1

x3
dx

zu betrachten?

Test Existiert ∫ ∞

0
e−x3

dx?

Test. Für welche Werte von k ≥ 0 existiert

∫ ∞

1

1

xk
dx ?

Test. Für welche Werte von k ≥ 0 existiert

∫ 1

0

1

xk
dx ?

Um etwas Schwieriges zu lernen, braucht es Anstren-
gung und inneres Engagement. Daran vermögen die
besten Unterrichtsmethoden nichts Grundsätzliches
zu ändern!

A.P. Speiser



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Uneigentliche Integrale

Welches der folgenden uneigentlichen Integrale existiert nicht?

A ∫ ∞

1

1

x2
dx

B ∫
1

0

1

x
dx

C ∫
1

0

1
√
x
dx

D ∫ ∞

1

1

x3
dx



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Uneigentliche Integrale

Antworten:

A: Nein, dieses Integral existiert (siehe Kap. III, Seite 71).

B: Ja, dieses Integral existiert in der Tat nicht (siehe Kap. III, Seite
73).

C: Nein, dieses Integral existiert (siehe Kap. III, Seite 73).

D: Nein, dieses Integral existiert (siehe Kap. III, Seite 71).



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Uneigentliche Integrale

Gegeben ist das Integral

∫
2

−1

1
3
√
x− 1

dx .

Welches ist die “gefährliche” Stelle?

A x0 = −1

B x0 = 2

C x0 = 1

D x0 = 0



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Uneigentliche Integrale

Antworten:

A: Nein, an dieser Stelle ist der Integrand stetig.

B: Nein, an dieser Stelle ist der Integrand stetig.

C: Ja, dies ist die gefährliche Stelle: der Integrand ist an dieser Stelle
nicht definiert und nimmt in jeder Umgebung dieser Stelle beliebig

grosse und beliebig kleine Werte an.

D: Nein, an dieser Stelle ist der Integrand stetig.



Kapitel IV. Funktionen von mehreren Variablen. Differentialrechnung
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Kapitel IV. Funktionen von mehrerer Variablen 
Differentialrechnung

 

 
 

Das Kapitel IV beschäftigt sich mit der Differentialrechnung von Funktionen von mehreren
Variablen.

Die Differentialrechnung angewandt auf Funktionen von mehreren Variablen bringt zwar eine
Reihe von Komplikationen mit sich, die sich allerdings nach kurzer Eingewöhnung leicht

überwinden lassen, sie erlaubt aber andererseits viele neuartige Anwendungen auf zwei- und
dreidimensionale Probleme, wie sie in Technik und Naturwissenschaften oft auftreten.  

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 

 
 

Mit dem Stoff dieses Kapitels treten wohl alle neueintretende Studierende in noch
unbekannte Gebiete ein. Es sei bei dieser Gelegenheit noch einmal erwähnt, dass es
ausserordentlich wichtig ist, keine Verständnislücken entstehen zu lassen. Eine
kontinuierliche Repetition des laufenden Stoffes ist dafür die beste Strategie. Diese
Strategie spart auch eine Menge Arbeitszeit, da ein gutes Verständnis des
gegenwärtigen Stoffes eine Voraussetzung nicht nur für das Verständnis des
Folgenden sondern auch für eine effiziente Bearbeitung der Übungen ist.

Sollten Sie irgendwelche Schwierigkeiten haben, die hier zusammengestellten
(leichten!) Fragen rasch zu beantworten, so ist das ein deutliches Zeichen dafür, dass
der Stoff noch nicht "sitzt". In diesem Fall sollten die Lücken sofort bearbeitet
werden. 



Funktionen von zwei Variablen
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Kapitel IV. Funktionen von mehreren Variablen 
Differentialrechnung

IV.1. Funktionen von zwei Variablen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Funktionen von zwei Variablen  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil B 1

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.1. Funktionen von zwei Variabeln

Man gebe ein explizites Beispiel einer Funktion f von zwei Variablen an, die sich
nicht in der Form f(x, y) = h(x) · g(y) schreiben lässt.

Man gebe eine explizite Stelle an, wo in der Mechanik eine Funktionen von zwei
Variablen gebraucht wird.

Man rufe sich in Erinnerung, was man unter dem Graphen einer Funktion von zwei
Variablen versteht. (Kap. IV, p. 4) Wie kann man sich den Graphen einer Funktion
von zwei Variablen veranschaulichen? Was versteht man unter den Niveaulinien
einer solchen Funktion? (Kap. IV, p. 4)

Test. Was versteht man unter einer linearen Funktion der beiden Variablen x und
y. Wie sieht der Graph einer solchen Funktion aus? Wie sehen die Höhenlinien
aus, die zu dieser Funktion gehören? ( Kap. IV, p. 4.)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Funktionen von mehreren Variablen 1

Welche der folgenden Funktionen ist auf ganz R
2 definiert ?

A f(x, y) =
√

x + log(y2)

B f(x, y) =
x2 + y
x + y

C f(x, y) = tan(x + y)

D f(x, y) =
√

x2 + 2y2

E f(x, y) = log (x + y) − log (y − x)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Falsch. Wo ist die Wurzel definiert ?

B: Falsch. Wo ist ein Bruch definiert ?

C: Falsch. Wo ist die Tangensfunktion definiert ?

D: Richtig.

E: Falsch. Wo ist die Logarithmusfunktion definiert ?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Funktionen von mehreren Variablen 2

Welche der folgenden Aussagen ist richtig ?

A Die Funktionen

f(x, y) = x + log y

g(x, y) = y + log x

besitzen denselben Definitionsbereich.

B Die Funktionen

f(x, y) =
√

1 − (x2 + y2)

g(x, y) =
√

1 − (x + y)

besitzen denselben Definitionsbereich.

C Der Definitionsbereich von f(x, y) = log(xy) ist
{(x, y) ∈ R

2 | x > 0, y > 0} .

D Der Wertebereich von f(x, y) = sin x + cos y ist das
Intervall [−1, 1].

E Die Funktion f(x, y) = x + log(1 + y2) ist überall definiert.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Falsch. Betrachte x und y getrennt...

B: Falsch. Wie sehen die zwei Definitionsbereiche aus ?

C: Falsch. Wann ist xy > 0 ?

D: Falsch. Die Werte von sin und cos summieren sich...

E: Richtig.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Funktionen von mehreren Variablen 3

Welche Funktion R
2 −→ R passt zum folgenden Graphen:

x

y

z

x

A f(x, y) = x2

B f(x, y) = y2

C f(x, y) = x2 + y2



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Richtig.

B: Falsch. Die Funktion hängt von x ab ...

C: Falsch. Hängt die Funktion überhaupt von y ab ?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4, Funktionen von mehreren Variablen 4

Welche Funktion R
2 −→ R passt zum folgenden Graphen:

x

y

z

x

A f(x, y) = x

B f(x, y) = y

C f(x, y) = x + y



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Falsch. Die Funktion f hängt auch von y ab...

B: Falsch. Die Funktion f hängt auch von x ab...

C: Richtig.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 5

Frage 5, Funktionen von mehreren Variablen 5

Welche Funktion R
2 −→ R passt zum folgenden Graphen:

x

y

z

x

A f(x, y) = x3 − y3

B f(x, y) = x4

C f(x, y) = x4 + y4



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 5

Frage 5: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Falsch. Wie sieht der Graph dieser Funktion aus ?

B: Falsch. Die Funktion f hängt auch von y ab...

C: Richtig.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 6

Frage 6, Funktionen von mehreren Variablen 6

Welche Niveaulinien passen zur Funktion f(x, y) = y2 ?

A

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

B

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 6

Frage 6: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Richtig.

B: Falsch. Die Funktion hängt nicht von x ab...



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 7

Frage 7, Funktionen von mehreren Variablen 7

Welche Niveaulinien passen zur Funktion f(x, y) = 1
4x

2 + y2 ?

A

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

B

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 7

Frage 7: Funktionen von mehreren Variablen

Antworten:

A: Falsch. Wie sieht die Gleichung eines Kreises aus ?

B: Richtig.
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 2

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.2. Partielle Ableitungen

Test. Was ist die anschauliche Bedeutung der ersten partiellen Ableitungen fx(x, y)
und fy(x, y) einer Funktion von zwei Variablen? (Kap. IV, p. 10.)

Formulieren Sie ein geometrisches oder mechanisches Problem, in dem Interesse
besteht, die partiellen Ableitungen einer Funktion von zwei Variablen zu kennen.

Nichts fällt einem von selbst zu: sogar eine Dummheit
muss man erst machen.

Stanislaw Jerzy Lec



Der Satz von Schwarz, die Integrabilitätsbedingung
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 3

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.3. Der Satz von Schwarz, die Integrabilitätsbedingung

Man rufe sich den Satz von Schwarz in Erinnerung. (Kap. IV, p. 18.)

Test. Welche partielle Ableitungen dritter Ordnung können gemäss dem Satz von
Schwarz identifiziert werden?

Es ist eine Funktion f : (x, y) → f(x, y) gesucht mit fx(x, y) ≡ ϕ(x, y) und
fy(x, y) ≡ ψ(x, y). Man rufe sich die einzelnen Schritte in Erinnerung, die man bei
der Lösung dieses Problems machen muss. Hat das Problem immer eine Lösung?
Man rufe sich die Integrabilitätsbedingung in Erinnerung. Ist die Lösung eindeutig
bestimmt, falls sie existiert? (Kap. IV, p. 21-23.)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Partielle Ableitungen 1

Welche der folgenden Aussagen fällt aus dem Rahmen?

A fxy ≡ 0

B fyx ≡ 0

C f(x, y) ≡ C

D f(x, y) ≡ U(x) + V (y)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Partielle Ableitungen

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist mit zwei anderen gleichbedeutend.

B: Nein, diese Aussage ist mit zwei anderen gleichbedeutend.

C: Ja, dies ist die Aussage, die aus dem Rahmen fällt: die drei anderen
sagen alle das gleiche aus (Satz von Schwarz und Beispiel auf Seite 17).

D: Nein, diese Aussage ist mit zwei anderen gleichbedeutend.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Partielle Ableitungen 2

Gegeben sind die folgenden Funktionen von zwei Variablen:

ϕ(x, y) ≡ C

ψ(x, y) ≡ x2

χ(x, y) ≡ x2 + y2

Welche der folgenden Aufgaben besitzt eine Lösung?

A Finde f : (x, y) → f(x, y) mit fx(x, y) ≡ ϕ und fy(x, y) ≡ ψ.

B Finde f : (x, y) → f(x, y) mit fx(x, y) ≡ ψ und fy(x, y) ≡ ϕ.

C Finde f : (x, y) → f(x, y) mit fx(x, y) ≡ ϕ und fy(x, y) ≡ χ.

D Finde f : (x, y) → f(x, y) mit fx(x, y) ≡ χ und fy(x, y) ≡ ϕ.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Partielle Ableitungen

Antworten:

A: Nein, diese Aufgabe hat keine Lösung, denn die Integrabilitätsbedingung
ist nicht erfüllt.

B: Ja, diese Aufgabe ist lösbar, die Integrabilitätsbedingung ist erfüllt
(siehe Kap. IV, Seite 21).

C: Nein, diese Aufgabe hat keine Lösung, denn die Integrabilitätsbedingung

ist nicht erfüllt.

D: Nein, diese Aufgabe hat keine Lösung, denn die Integrabilitätsbedingung
ist nicht erfüllt.
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Biographie von Hermann Amandus Schwarz

 
Hermann Amandus Schwarz wurde 1843 in Hermsdorf (Schlesien) geboren.

Nach dem Besuch des Gymnasiums in Dortmund studierte er ab 1860 am
Gewerbeinstitut und an der Universität in Berlin Mathematik und
Naturwissenschaften. Er promovierte 1864 bei Kummer und habilitierte sich 1866 an
der Universität Berlin. Bereits 1867 wurde er ausserordentlicher Professor in Halle,
und 1869 kam der 26jährige als Professor an das Eidgenössische Polytechnikum in
Zürich. 1875 wurde er von dort nach Göttingen berufen, und 1892 übernahm er die
Nachfolge von Weierstrass an der Universität Berlin, wo er bis 1917 tätig blieb. Er
starb 1921 in Berlin.
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 4

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.4. Linearisieren, Fehlerrechnung

Stellen Sie sich vor, Sie müssten einem Mitstudierenden, der die Vorlesungen der
vergangenen Woche versäumt hat, den Begriff der linearen Ersatzfunktion von Funk-
tionen von zwei Variablen erklären: Gegeben ist die Funktion f : (x, y) → f(x, y)
und ein Punkt (x0, y0) ihres Definitionsbereiches. Was versteht man unter der line-
aren Ersatzfunktion von f in (x0, y0)? Wie stellt sie sich formelmässig dar? Was
sind ihre Eigenschaften? Was ist ihr Graph? In welchem Sinn ist die lineare Ersatz-
funktion eine “gute Approximation” für die gegebene Funtion? Wozu braucht man
die lineare Ersatzfunktion in Anwendungen? (Siehe p. 25 ff.)

Test Gegeben ist die Funktion f : (x, y) → f(x, y) = sin(xy). Man bestimme die
lineare Ersatzfunktion in (x0, y0) = (π/2, π/3).

Was versteht man unter dem Differential von f : (x, y) → f(x, y) in (x0, y0)? (Kap.
IV, p. 28.)

Test Man berechne das totale Differential der Funktion f : (x, y) → x2y3 im Punkte
(1,−1). (Siehe p. 28)

Unser von der Industrie lebendes Volk bedarf für die
Erhaltung seines gefährdeten Brods (sic!) und seines
gefährdeten Glücks einer besseren Bildung.

Heinrich Pestalozzi in einem Briefentwurf, 1805



Extrema

file:///Volumes/Scratch/Users/stammb/amazonas/webdefmod/extrem.html[4/24/11 9:26:47 PM]

 
 

Kapitel IV. Funktionen von mehreren Variablen 
Differentialrechnung

IV.5. Extrema

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Extrema  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil B 5

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.5. Extrema

Gegeben ist eine Funktion von zwei Variablen f : (x, y) → f(x, y), definiert in D(f).
Was versteht man unter den folgenden Begriffen: globale Maximalstelle, globales
Maximum, lokale Maximalstelle, lokales Maximum? Man mache sich insbesondere
die Unterschiede zwischen “lokal” und “global” klar. (Siehe p. 31 ff.)

Man skizziere ein Programm zum Auffinden der globalen Maximalstelle(n) der Funk-
tion f : (x, y) → f(x, y). (Siehe p. 32 ff.)

Test Was bedeutet es für die Funktion, bzw. für den Graphen der Funktion, f :
(x, y) → f(x, y), wenn im Punkte (x0, y0) die beiden partiellen Ableitungen ver-
schwinden: fx(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) = 0? (Siehe p. 32)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Extremalprobleme

Gegeben ist die Funktion f : (x, y) → f(x, y). Welche der folgenden

Aussagen ist richtig?

A Jede globale Extremalstelle ist auch eine lokale Extremalstelle.

B Jede lokale Extremalstelle ist auch eine globale Extremalstelle.

C Jede lokale Extremalstelle, an der die beiden partiellen Ab-

leitungen fx und fy verschwinden, ist eine globale Extremalstelle.

D Jede Stelle, an der die beiden partiellen Ableitungen fx und

fy verschwinden, ist eine lokale Extremalstelle.

E Es gibt immer nur eine globale Maximalstelle.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Extremalprobleme

Antworten:

A: Ja, diese Aussage ist richtig.

B: Nein, nicht jede lokale Extremalstelle ist auch eine globale Extre-
malstelle (Üetliberg!).

C: Nein, nicht jede lokale Extremalstelle ist auch eine globale Extre-

malstelle, auch wenn dort die Tangentialebene horizontal ist.

D: Nein, eine Stelle mit horizontaler Tangentialebene braucht keine
Extremalstelle zu sein (Passübergang!).

E: Nein, es kann sehr wohl mehrere Stellen geben, an denen der sel-
be Extremwert angenommen wird: bei einer konstanten Funktion ist

sogar jeder Punkt (globale) Extremalstelle!



Verallgemeinerte Kettenregel
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 6

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.6. Verallgemeinerte Kettenregel

Test. Die Temperatur eines ebenen Blechstückes sei durch die Funktion f : (x, y) →
f(x, y) = x2 − y2 beschrieben. Ein Sensor bewegt sich gleichförmig auf einer Kreis-
bahn: t → (x(t), y(t)) = (a cos t, a sin t). An welchen Stellen misst er die grösste
Temperatur? Man versuche, allgemein zu rechnen, d.h. ohne bereits am Anfang x(t)
und y(t) einzusetzen. (Siehe p. 40)

Ein Gelände über der (x, y)-Ebene ist als Graph einer Funktion f : (x, y) → f(x, y)
gegeben. Wie steil ist der Weg, der vom Punkt (2, 3) in gerader Linie nach (8, 7)
führt, in seinem Mittelpunkt (5, 5)?

Nachdenken doch immer Mühe macht,
wie gut man euch auch vorgedacht.

Paul Heyse



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Steigung einer implizit gegebenen Kurve

Man betrachte die Kurve (Hyperbel), welche durch die Gleichung

x2 − 3y2 = 1 gegeben ist. Der Punkt P = (x0, y0) liege auf der Kurve.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

A Die Steigung in P beträgt −(2x0)/(6y0).

B Die Steigung in P beträgt (2x0)/(6y0).

C Die Steigung in P beträgt (6y0)/(2x0).

D Die Steigung in P beträgt −(6y0)/(2x0).



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Steigung einer implizit gegebenen Kurve

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Steigung lässt sich als negativer
Quotient der partiellen Ableitungen nach x und nach y erhalten (siehe

Kap. IV, Seite 40).

B: Ja, diese Aussage ist richtig. Die Steigung lässt sich als negativer
Quotient der partiellen Ableitungen nach x und nach y erhalten (siehe

Kap. IV, Seite 40). Insbesondere ist im ersten Quadranten die Steigung
der gegebenen Hyperbel positiv.

C: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Steigung lässt sich als negativer
Quotient der partiellen Ableitungen nach x und nach y erhalten (siehe

Kap. IV, Seite 40).

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Steigung lässt sich als negativer
Quotient der partiellen Ableitungen nach x und nach y erhalten (siehe

Kap. IV, Seite 40).



Funktionen von drei Variablen
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 7

Repetition: Kapitel IV. Funktionen von mehreren
Variablen. Differentialrechnung

IV.7. Funktionen von drei Variablen

Man “übersetze” die Begriffe, die man bei Funktionen von zwei Variablen eingeführt
hat, in die Situation von Funktionen von drei Variablen: partielle Ableitungen,
Niveaulinien (-flächen), Satz von Schwarz, Integrabilitätsbedingung(en). (Siehe p.
44 ff.)

Man rufe sich die explizite Form der Integrabilitätsbedingungen (wieviele?) bei
Funktionen von drei Variablen in Erinnerung. Warum gibt es zu φ(x, y, z) ≡ 0,
ψ(x, y, z) ≡ 0, χ(x, y, z) = x + y + z keine Funktion f : (x, y, z) → f(x, y, z) mit
fx ≡ φ, fy ≡ ψ, fz ≡ χ? (Siehe p. 46/47)

Was versteht man unter dem Gradienten der Funktion f : (x, y, z) → f(x, y, z)?
Man bestimme den Gradienten der Funktion f , die durch f(x, y, z) = xy2z3 gegeben
ist? Man berechne den Gradienten im Punkte (1,−1, 1). (Siehe p. 48)

Gegeben ist eine Funktion f : (x, y, z) → f(x, y, z) von drei Variablen. Man fixiere
einen Punkt (x0, y0, z0) im Definitionsbereich von f . Was versteht man unter dem
Gradienten von f im Punkte (x0, y0, z0)? Wie lautet die Formel mit den partiellen
Ableitungen? Wie lautet die geometrische Beschreibung (Richtung und Länge)?
(Siehe Kap. IV, p. 48, p. 50)

Test. Man gebe mit Hilfe der partiellen Ableitungen den Betrag der grössten und
der kleinsten Richtungsableitung von f im Punkte (x0, y0, z0) an. (Siehe Kap. IV,
p. 50)

Test. Was ist die Richtungsableitung von f : (x, y, z) → f(x, y, z) = xy2z3 im
Punkte (1,−1, 1) in Richtung 1√

2
(1, 0 − 1). Nehmen die Funktionswerte in dieser

Richtung zu oder ab? (Siehe p. 50)

Test. Gibt es eine Beziehung zwischen dem Gradienten von f und den Niveauflä-
chen von f? Wenn ja, beschreibe man diese. (Siehe Kap. IV, p. 51)

Test. Mit Hilfe der linearen Ersatzfunktion von f , f(x, y, z) = xy2z3 im Punkte
(1, 2, 3) schätze man den Funktionswert von f(1.01, 1.98, 3.03) ab. (Siehe Kap. IV,
p. 54)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Niveauflächen

Gegeben ist die Funktion f : (x, y, z) → f(x, y, z) = x2 + 3y2 + z3.

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

A Die Niveauflächen von f sind Oberflächen von Kugeln mit

Mittelpunkt O.

B Die Niveauflächen von f sind Ebenen senkrecht zum Vektor

(1, 2, 3).

C Die Niveauflächen von f sind Oberflächen von Ellipsoiden mit

Mittelpunkt O.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Niveauflächen

Antworten:

A: Nein, die Niveauflächen f(x, y, z) = C sind nicht Kugeloberflächen.

B: Nein, die Niveauflächen f(x, y, z) = C sind nicht Ebenen.

C: Ja, die Niveauflächen f(x, y, z) = C sind Ellipsoide. Man gebe
zusätzlich die Halbachsen an!



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Richtungsableitung

Gegeben ist die Funktion f : (x, y, z) → f(x, y, z) = x3y2z. Man setze

sich in den Punkt (1,−1, 1). Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A Man stellt in x-Richtung eine Zunahme der Funktionswerte

fest.

B Man stellt in y-Richtung eine Abnahme der Funktionswerte

fest.

C Man stellt in Richtung von 1√
3
(−1, 1, 1) eine Zunahme der

Funktionswerte fest.

D Man stellt in Richtung von 1√
3
(1, 1, 1) eine Zunahme der Funk-

tionswerte fest.

E Man stellt in Richtung von 1√
2
(1,−1, 0) eine Zunahme der

Funktionswerte fest.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Richtungsableitung

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig: die partielle Ableitung nach x ist

3.

B: Nein, diese Aussage ist richtig: die partielle Ableitung nach y ist
−2.

C: Ja, dies ist in der Tat die falsche Aussage: die Richtungsableitung
in der angegebenen Richtung ist negativ.

D: Nein, diese Aussage ist richtig: die Richtungsableitung in der an-

gegebenen Richtung ist positiv.

E: Nein, diese Aussage ist richtig: die Richtungsableitung in der an-
gegebenen Richtung ist positiv.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Gradient

Der Gradient der Funktion f : (x, y, z) → f(x, y, z) ist überall (1, 1, 1).
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

A f(x, y, z) hängt nicht von x ab.

B Die Funktion f nimmt auf Ebenen x + y + z = d überall
den gleichen Wert an; es gibt also eine Funktion F einer einzigen

Variablen mit f(x, y, z) = F (d), d = x + y + z.

C Die Niveauflächen von f sind Ebenen parallel zur (x, y)-Ebene.

D f(x, y, z) ist eine Konstante.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Gradient

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist nicht richtig. Wären die Funktionswerte
unabhängig von x, so wäre die partielle Ableitung von f nach x trivial.

B: Ja, diese Aussage ist richtig. Die Niveauflächen von f verlaufen
senkrecht zum Gradienten, müssen also in diesem Fall Ebenen senk-

recht zum Vektor (1, 1, 1) sein.

C: Nein, diese Aussage ist nicht richtig. Wären die Niveauflächen Ebe-
nen parallel zur (x, y)-Ebene, so müsste der Gradient überall parallel

zu z-Achse sein.

D: Nein, diese Aussage ist nicht richtig. Wäre f eine Konstante, so
müssten die partiellen Ableitungen alle trivial sein.



Koordinatentransformationen
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Biographie von Jean Baptiste le Rond d'Alembert

 
Jean Baptiste d'Alembert wurde 1717 in Paris geboren, er starb 1783 ebenfalls in
Paris.

D'Alembert war das uneheliche Kind einer Marquise und wurde von dieser vor einer
Kirche ausgesetzt. Er wuchs bei Pflegeeltern auf, wobei sein leiblicher Vater, ein
Artillerioffizier, für seine Ausbildung sorgte. Nach Studien in theologischer,
juristischer und medizinischer Richtung wandte sich d'Alembert ab 1739 der
Mathematik zu. Bereits 1741 wurde er von der Pariser Akademie aufgenommen. Er
galt bald als einer der ersten Gelehrten Europas und erhielt grosszügige Angebote
von Friedrich II von Preussen und Katherina II von Russland. 1772 wurde er zum
Sekretär der Pariser Akademie gewählt. In dieser Eigenschaft betreute er die
Herausgabe der "Encyclopédie", welche - ganz im Sinne der Aufklärung - das
gesamte damalige Wissen zusammenfassen sollte. D'Alembert hat zur
mathematischen Behandlung der Physik Grundlegendes geleistet: die "Traité de
dynamique" ist eines seiner Hauptwerke. In der Mathematik selbst lieferte er
wesentliche Beiträge zur Theorie der (gewöhnlichen und partiellen)
Differentialgleichungen und zur Theorie der Reihen.
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Kapitel V. Funktionen von mehrerer Variablen 
Integralrechnung

 

 
 
Das Kapitel V beschäftigt sich mit der Integralrechnung von Funktionen von mehreren Variablen.
Der Integralbegriff wird in diesem Kapitel ausgedeht auf Funktionen von mehreren Variablen. Als

Integrationsgebiet treten bei Funktionen von zwei Variablen Gebiete der Ebene, bei Funktionen
von drei Variablen Gebiete des dreidimensionalen Raumes auf. Die Berechnung solcher Integrale

führt auf zwei- bzw. dreifache gewöhnliche Integration.  

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 

 
 

Der Stoff dieses Kapitels verursacht bei der ersten Begegnung erfahrungsgemäss bei
einigen Studierenden etwas Schwierigkeiten. Die Reduktion der Gebiets- und
Volumenintegrale auf zwei- bzw. dreifache Integrale und das Bestimmen der
Grenzen der dann auftretenden Integrationen verlangt dabei besondere
Aufmerksamkeit.

Der Inhalt des Abschnittes V.4 Koordinatentransformationen bei Gebiets- und
Volumenintegralen hat eine Bedeutung, die weit über "das Integrieren" hinausgeht.
Dies kann allerdings hier (im Zusammenhang mit Robotern) nur angedeutet werden.
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Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen 
Integralrechnung

V.1. Das Gebietsintegral

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Das Gebietsintegral  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
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Repetition: Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen.
Integralrechnung

V.1. Das Gebietsintegral

Man rufe sich die vier Schritte (a), (b), (c) und (d) in Erinnerung, die zur Definition
des Gebietsintegrals führen und setze sie in Analogie zu den entsprechenden Schritten
bei der Definition des gewöhnlichen Riemann’schen Integrals bei Funktionen einer
Variablen.

Man gebe mindestens drei verschiedene Interpretationen (Anwendungen) an für das
Gebietsintegral ∫ ∫

B
f(x, y) dF .

(Siehe Kap. V, p. 10)

Die Berechnung eines Gebietsintegrals erfolgt mit einer zweifachen Integration. In
kartesischen Koordinaten wird zuerst über die eine Koordinate und dann über die
andere Koordinate integriert, also zuerst über x und dann über y, oder umgekehrt.
Die Grenzen der Integrationen hängen nur vom Integrationsgebiet ab.

Test. Das Gebiet B sei das Dreieck mit den drei Eckpunkten (0, 0), (1, 0), (1, 1).
Man schreibe das Integral

I =
∫ ∫

B
f(x, y) dF

auf zwei verschiedene Arten als zweifaches Integral. (Siehe Kap. V, p. 4 ff)

Die Mathematik ist eine Art Spielzeug,
welches die Natur uns zuwarf zum Troste
und zur Unterhaltung in der Finsternis.

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Gebietsintegral

Gegeben ist das Integral

I =

∫ ∫
D

√
x2 + y2 dF ,

wo D das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (1, 0), (1, 1) bezeichnet.

Je nach Wahl des Koordinatensystems und der Reihenfolge der Inte-
grationen lässt sich I auf verschiedene Arten als zweifaches Integral
ausdrücken. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A

I =

∫ 1

0
dx

∫ 1

0

√
x2 + y2 dy

B

I =

∫ 1

0
dx

∫ x

0

√
x2 + y2 dy

C

I =

∫ π/4

0
dϕ

∫ 1/ cosϕ

0
ρ2 dρ

D

I =

∫ 1

0
dy

∫ 1

y

√
x2 + y2 dx



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Gebietsintegral

Antworten:

A: Ja, diese Aussage ist in der Tat falsch. Die eine Grenze der inneren
Integration ist von x abhängig. Die hier gegebenen Grenzen wären

richtig, wenn das Integrationsgebiet das Quadrat wäre mit Eckpunkten
(0,0), (1,0), (0,1), (1,1).

B: Nein, diese Aussage ist richtig.

C: Nein, diese Aussage ist richtig.

D: Nein, diese Aussage ist richtig.
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Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen 
Integralrechnung

V.2. Koordinatentransformationen bei Gebietsintegralen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Koordinatentransformationen bei Gebietsintegralen  
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Repetition: Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen.
Integralrechnung

V.2. Koordinatentransformationen bei Gebietsintegralen

Wird ein Gebietsintegral mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnet, so ist die spezielle
Form des Flächenelementes zu beachten. Es ist in diesem Fall durch dF = ρ dρ dφ
gegeben (Abschnitt 2).

Test Man bestimme – wiederum für beide Reihenfolgen der Integrationen – die
Integrationsgrenzen für ein Integral in Polarkoordinaten über den Achtelkreis mit
Mittelpunkt in O, Radius 1 und Zentriwinkel φ zwischen 0 und π/4.



Das Volumenintegral
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Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen 
Integralrechnung

V.3. Das Volumenintegral

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Das Volumenintegral  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
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Repetition: Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen.
Integralrechnung

V.3. Das Volumenintegral

Man rufe sich in Erinnerung, was ein Volumenintegral ist, und wie es sich inter-
pretieren lässt (Abschnitt 3). Die Berechnung eines Volumenintegrals erfolgt durch
dreifache Integration.

Test Für das Integral auf Seite 21 bestimme man die Grenzen der drei Integratio-
nen, wenn in der Reihenfolge z, y, x integriert wird.

Das Volumenelement bei Kugelkoordinaten lautet dV = r2 sin θ dr dφ dθ, und bei
Zylinderkoordinaten dV = ρ dρ dφ dz (Abschnitt 3). Man wiederhole selbständig
die Herleitung für diese beiden Ausdrücke.

Test Im Beispiel Seite 24− 27 führe man die Integration für den Fall h ≤ a durch.
(Die Integration über r ist in diesem Fall in zwei Schritten durchzuführen: zuerst
von 0 bis h und dann von h bis a.)

Es hört doch jeder nur, was er versteht.

Johann Wolfgang Goethe



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Volumenintegral

Gegeben ist eine Kugel K (Dichte 1) mit Radius R und Mittelpunkt

im Ursprung. Welches der folgenden Integrale in Kugelkoordinaten be-
schreibt das Trägheitsmoment Θ der Kugel K bezüglich der z-Achse?

A ∫ 2π

0
dφ

∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ r2 sin2 θ

B ∫ 2π

0
dφ

∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ r3 sin2 θ

C ∫ 2π

0
dφ

∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ r3 sin3 θ

D ∫ 2π

0
dφ

∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ r4 sin3 θ



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Volumenintegral

Antworten:

A: Nein, das ist nicht richtig. Haben Sie berücksichtigt, dass sich das
Volumenelement in Kugelkoordinaten auf ganz spezielle Weise aus-

drückt?

B: Nein, das ist nicht richtig. Haben Sie berücksichtigt, dass sich das
Volumenelement in Kugelkoordinaten auf ganz spezielle Weise aus-

drückt?

C: Nein, das ist nicht richtig. Haben Sie berücksichtigt, dass sich das
Volumenelement in Kugelkoordinaten auf ganz spezielle Weise aus-
drückt?

D: Ja, dies ist richtig. Das Quadrat des Abstandes von der z-Achse lie-

fert je eine zweite Potenz von r und vom Sinus, das Volumenelement in
Kugelkoordinaten liefert zwei weitere Potenzen von r und eine weitere

Potenz vom Sinus.
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Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen 
Integralrechnung

V.4. Zur Transformation von Gebiets- und Volumenintegralen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Zur Transformation von Gebiets- und Volumenintegralen  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
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Repetition: Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen.
Integralrechnung

V.4. Zur Transformation von Gebiets- und Volumenintegralen

Das Studium neuer Koordinatensysteme führt in natürlicher Weise zu der so ge-
nannten Funktionalmatrix und der Funktionaldeterminante (Seite 37 ff). Man rufe
sich die Definition von Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante in Erinnerung.

Test Man gebe die allgemeine Formel für das Flächenelement im neuen Koordi-
natensystem und verifiziere damit die Formel für das Flächenelement bei Polarko-
ordinaten.

Test Worin besteht eine Koordinatentransformation in einer Dimension? Man
zeige, dass die in der Vorlesung entwickelte Theorie für Gebiets- und Volumenin-
tegrale im Falle von nur einer Dimension auf die Substitutionsregel bei bestimmten
Integralen führt.

Test Ist die Funktionaldeterminante des Polarkoordinatensystems überall von Null
verschieden? Was kann über die Punkte gesagt werden, in denen die Funktionalde-
terminante einer allgemeinen Koordinatentransformation verschwindet?

Nicht nur bei der Koordinatentransformation von Gebiets- und Volumenintegralen
tritt die Funktionalmatrix auf, sondern auch im Zusammenhang mit vielen Anwen-
dungen, z.B. bei der mathematischen Behandlung von Robotern. Man rufe sich in
Erinnerung, weshalb dies der Fall ist.

Test Im Arbeitsbereich des Roboters, der in der Vorlesung und im Skript (Seite 38
ff) besprochen wurde, skizziere man die Koordinatenlinien der “neuen” Koordinaten
φ und ψ. Wie äussert sich in dieser Skizze die Tatsache , dass für ψ = 0 und ψ = π
die Funktionaldeterminante

det

∣∣∣∣∣
xφ xψ

yφ yψ

∣∣∣∣∣
verschwindet.

Das Folgende ist etwas anspruchsvoller: Man konstruiere sich in Gedanken einen
Roboter, der aus einem Teleskoparm (Länge r) besteht, der im Nullpunkt des Ko-
ordinatensystem angebracht ist und frei schwenkbar um die Winkel φ, (0 ≤ φ ≤ 2π)
und θ, (0 ≤ θ ≤ π/2) ist. Die Grössen r, φ und θ entsprechen dabei den Kugelko-
ordinanten. Ein solcher Roboter modelliert einen Drehkran mit Teleskoparm oder
ein Radargerät, das durch die Stellung seiner Parabolantenne und durch die Ab-
standsmessung (Laufzeit des reflektierten Signals) die Flugbahn eines Flugzeugs
verfolgen kann.

Test Wie lässt sich aus den lokal am Radargerät gemessenen Grössen die Ge-
schwindigkeit des Flugzeuges bestimmen? (Man beachte, dass φ(t) und θ(t), und



U. Stammbach: Analysis, Teil B 5

damit auch ihre zeitlichen Ableitungen, lokal gemessen werden können. Mit Hilfe
des sogenannten Dopplereffekts lässt sich ferner auch ṙ(t) lokal bestimmen.)

Irrtümer haben ihren Wert;
nicht immer, aber hie und da:
nicht jeder, der nach Indien fährt,
entdeckt Amerika!

Erich Kästner



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Koordinatenlinien

Was sind Koordinatenlinien?

Klicke die richtige Aussage an:

A Die Parallelen zur x- bzw y-Achse in der (x, y)-Ebene.

B Die Parallelen zur u- bzw. v-Achse in der (u, v)-Ebene.

C Die Kurven in der (u, v)-Ebene, auf denen x bzw. y konstant
ist.

D Die Kurven in der (x, y)-Ebene, auf welchen u bzw. v konstant

ist.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Koordinatenlinien

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist nicht richtig, siehe Kap. V, Seite 31.

B: Nein, diese Aussage ist nicht richtig, siehe Kap. V, Seite 31.

C: Nein, diese Aussage ist nicht richtig, siehe Kap. V, Seite 31.

D: Ja, dies ist die richtige Aussage. Die Koordinatenlinien sind die
Kurven, auf denen eine der neuen Koordinaten konstant ist. Beim Po-

larkoordinatensystem sind die Koordinatenlinien einerseits die Kreise
um den Ursprung und andererseits die vom Ursprung ausgehenden
Strahlen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Funktionalmatrix

Gegeben ist eine Koordinatentransformation x = x(u, v), y = y(u, v).
Dazu gehört die Funktionalmatrix

[
xu xv

yu yv

]
.

Klicke die falsche Aussage an:

A Die Funktionalmatrix beschreibt, wie der Vektor (du, dv) bei

der Koordinatentransformation abgebildet wird.

B Die Funktionalmatrix ist die Grösse, die als Faktor im Flächen-

element des “neuen”Koordinatensystems (u, v) auftritt.

C Die Funktionalmatrix beschreibt, wie der Geschwindigkeits-

vektor (u̇(t), v̇(t)) bei der Koordinatentransformation abgebildet
wird.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Funktionalmatrix

Antworten:

A: Nein, die Aussage A ist richtig.

B: Ja, die Aussage B ist in der Tat falsch: Beim Flächenelement tritt
die Funktionaldeterminante, also die Determinante der Funktionalma-

trix als Faktor auf.

C: Nein, die Aussage C ist richtig.
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Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen 
Integralrechnung

V.5. Integrale mit Parametern

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Integrale mit Parametern  
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Repetition: Kapitel V. Funktionen von mehreren Variablen.
Integralrechnung

V.5. Integrale mit Parameter

Die Ableitung bestimmter Integrale nach einem Parameter (Abschnitt 5) tritt in
Anwendungen häufig auf. Man rufe sich die allgemeine Formel in Erinnerung (Satz,
Seite 47).

Test Man gebe die Ableitung nach dem Parameter t eines bestimmten Integrals an,
in dem t nur in der oberen und der unteren Integrationsgrenze vorkommt: die obere
Grenze sei t, die untere Grenze sei sin t.
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Kapitel VI. Vektoranalysis 

 

 
 

Das Kapitel VI beschäftigt sich mit der Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung auf Skalar- und Vektorfelder.

Skalar- und Vektorfelder, seien es Temperatur- oder Strömungsfelder spielen in den
Ingenieurwissenschaften eine grosse Rolle, man denke etwa an die Verhältnisse, die in einem

Zylinder eines Benzinmotors herrschen. Ihre mathematische Behandlung verlangt eine Reihe von
neuen Begriffen und Hilfsmittel, die in der sogenannte Vektoranalysis behandelt werden. Von

diesen Begriffen und den damit zusammenhängenden mathematischen Sätzen wird in den
nachfolgenden Lehrveranstaltungen über Kontinuumsmechanik und Fluiddynamik intensiv

Gebrauch gemacht.  

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 

 
 

In diesem Kapitel werden eine grosse Anzahl von neuen Begriffen eingeführt. Es ist
wichtig, den Überblick nicht zu verlieren: Nach der Einführung der
Differentialoperatoren zerfällt das Kapitel in natürlicher Weise in drei Teile, die mit
den Begriffen Divergenz und Fluss, Rotation und Arbeit sowie Gradient  und
Potential in Verbindung stehen.
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Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.1. Skalarfelder und Vektorfelder

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Skalarfelder und Vektorfelder  

 
 

 
Biographie von Charles A. Coulomb 1736-1806
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Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.1. Skalar und Vektorfelder

Man rufe sich die Definition eines Skalarfeldes und eines Vektorfeldes in Erinnerung.
Skalar- und Vektorfelder treten in Anwendungen sehr häufig auf. Man gebe je zwei
Beispiele an, die im Abschnitt 1 des Skripts nicht genannt worden sind.

Das Strömungsfeld einer Gasströmung um ein Objekt, etwa um einen Flugkörper,
sei im Detail bekannt. Formulieren Sie eine Frage, von der Sie meinen, dass deren
Antwort für den Ingenieur wichtig ist.
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Biographie von Charles Augustin de Coulomb

 
Charles Augustin de Coulomb wurde 1736 in Angoulême, im Südwesten Frankreichs
geboren; er starb 1806 in Paris.

Coulombs Vater war Jurist und in der regionalen Verwaltung tätig; er wie auch
seine Mutter stammten aus vermögenden Familien. Die Familie zog bald nach der
Geburt des Sohnes nach Paris um. Nach unglücklichen Finanz-Spekulationen, in
denen das gesamte Vermögen verloren ging, trennten sich die Eheleute und der Sohn
folgte seinem Vater nach Monpellier. Dort begann sich Coulomb ernsthaft für
Mathematik und Astronomie zu interessieren; 1760 bestand er die Aufnahmeprüfung
an der Ecole du Génie in Mézières, einer Ingenieurschule des Militärs. Als
ausgebildeter Ingenieur übernahm er von 1764 bis 1772 einen Posten in der
französischen Kolonie Martinique. Dort war er mit der Planung und der Ausführung
der neuen Festungsbauten betraut. Nach der Rückkehr nach Paris wandte er sich
mehr und mehr der Mechanik, der Physik und der Mathematik zu. Die Probleme,
die er bearbeitete, betrafen z.B Erdbewegungen, Reibung, Torsion von Stäben und
Ähnliches. Seine wissenschaftlichen Erfolge erregten Aufsehen und 1781 wurde er
Mitglied der Académie des Sciences. Ab etwa 1791 beschäftigte sich Coulomb mit
elektrischen und magnetischen Phänomenen, insbesondere mit der Leitfähigkeit von
Materialien. Seine Tätigkeit wurde durch die Revolution unterbrochen: er verliess
Paris und kehrte erst 1795 wieder zurück. In der Zeit bis zu seinem Tod betreute er
dann den Aufbau des französischen voruniversitären Schulwesens.

1802, also in einem bereits recht hohem Alter, heiratete Coulomb, seine beiden Söhne
waren zu jenem Zeitpunkt bereits 12 bzw. 5 Jahre alt.

 



Differentialoperatoren der Vektoranalysis
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Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.2. Differentialoperatoren der Vektoranalysis

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Differentialoperatoren der Vektoranalysis 

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
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Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.2. Differentialoperatoren

Zwischen Skalarfeldern und Vektorfeldern gibt es viele und verschiedenartige Be-
ziehungen. Davon wird im vorliegenden Kapitel über Vektoranalysis immer wieder
die Rede sein. Die Differentialoperatoren Gradient, Divergenz und Rotation be-
schreiben eine Art solcher Beziehungen (siehe p. 11-15).

Test Wie ist der Gradient definiert?

Test Wie ist die Divergenz definiert?

Test Wie ist die Rotation definiert?

Test Welcher der drei Operatoren Gradient, Divergenz und Rotation ordnet einem
SF ein VF, einem VF ein SF, einem VF ein VF zu?

Man gebe einen (gebräuchlichen) Differentialoperator an, der einem SF wiederum
ein SF zuordnet.

Man beschreibe in Worten die (geometrische) Beziehung zwischen dem Skalarfeld f
und dem Vektorfeld grad f .

Man gebe ein Beispiel eines Vektorfeldes �v an, zu dem kein Skalarfeld f mit �v =
grad f existiert.

Wir wollen die Feinheit und Strenge der Mathematik in
alle Wissenschaften hineintreiben, soweit das nur irgend
möglich ist.

Friedrich Nietzsche



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Differentialoperatoren I

Klicke die falsche Aussage an:

A div ordnet einem VF ein SF zu.

B div �v =
(

∂v1

∂x
, ∂v2

∂y
, ∂v3

∂z

)

C div des Coulombfeldes ist Null.

D grad ordnet einem SF ein VF zu.

E grad div �v ist eine sinnvolle Bildung.
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Frage 1: Differentialoperatoren I

Antworten:

A: Nein, die Aussage A ist richtig. Der Operator Divergenz ordnet
einem VF ein SF zu, siehe Seite 11.

B: Ja, die Aussage B ist in der Tat falsch. Die Divergenz liefert ein

Skalarfeld und kein Vektorfeld.

C: Nein, die Aussage C ist richtig. Siehe Seite 12, wo die Divergenz
des Coulombfeldes ausgerechnet worden ist.

D: Nein, die Aussage D ist richtig. Siehe Seite 11, wo der Gradient
definiert ist.

E: Nein, die Aussage E ist richtig. Siehe Seite 15, wo das Resultat

dieser Bildung mit anderen Zusammensetzungen verglichen worden
ist.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Differentialoperatoren II

Klicke die falsche Aussage an:

A div rot �v ist eine sinnvolle Bildung.

B rot grad �v ist eine sinnvolle Bildung.

C rot des Coulombfeldes ist Null.

D Die Vektoren rot �v eines VF �v in der (x, y)-Ebene sind parallel

zur z-Achse.

E Δf = fxx + fyy + fzz.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Differentialoperatoren II

Antworten:

A: Nein, Die Aussage A ist richtig. Siehe Seite 15, wo gezeigt worden
ist, dass diese Zusammensetzung Null ergibt.

B: Ja, die Aussage B ist in der Tat falsch. Der Gradient wird auf ein

Skalarfeld angewendet, und nicht auf ein Vektorfeld.

C: Nein, die Aussage C ist richtig. Die Rotation des Coulombfeldes
wurde auf Seite 13 ausgerechnet; sie ist in der Tat Null.

D: Nein, die Aussage D ist richtig. Wenn nur die erste und zweite
Komponente eines VF von Null verschieden ist und beide nur von x

und y abhängig sind, so ist gemäss Formel nur die dritte Komponente
der Rotation von Null verschieden. Die Vektoren des Rotationsfeldes

sind also alle parallel zur z-Achse.

E: Nein, die Aussage E ist richtig. Siehe Seite 14, wo der Laplace-
Operator als Zusammensetzung von Gradient und Divergenz beschrie-

ben wird.



Flächen in Parameterdarstellung
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 3

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.3. Flächen in Parameterdarstellung

Flächen im dreidimensionalen Raum werden gewöhnlich durch eine Parameterdar-
stellung mit zwei Parametern gegeben:

(u, v) → �r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) .

Das Koordinatennetz der (u, v)-Ebene liefert ein Netz von Parameterlinien auf der
Fläche. Die Parameterlinien sind diejenigen Kurven auf der Fäche, auf denen u bzw.
v konstant ist.

Man rufe sich die Parameterlinien auf der Kugeloberfläche in Erinnerung, wenn die
Kugelkoordinaten φ und θ als Parameter verwendet werden.

Test Es sei S eine Fläche im dreidimensionalen Raum. Ausgehend von einer
Parameterdarstellung von S beschreibe man einen Normalenvektor und einen Nor-
maleneinheitsvektor.

Test Ausgehend von einer Parameterdarstellung von S gebe man das Flächen-
element dO auf S an.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Parameterdarstellungen

Es ist eine Fläche gegeben durch die Parameterdarstellung

(u, v) → �r(u, v) .

Der Vektor �n(u, v) bezeichnet wie üblich den Normaleneinheitsvektor
zur Fläche. Es sei P0 der Punkt auf der Fläche, der zu (u0, v0) gehört.

Klicke die falsche Aussage an.

A �n(u0, v0) = �ru(u0, v0) × �rv(u0, v0)

B Der Vektor �ru(u0, v0) liegt in einer Tangentialebene zur Fläche
im Punkte P .

C Die Tangentialebene zur Fläche im Punkte P0 wird aufge-
spannt durch die beiden Vektoren �ru(u0, v0) und �rv(u0, v0).

D Der Vektor �ru(u0, v0) ist tangential an die u-Linie, die durch
P0 geht.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Parameterdarstellungen

Antworten:

A: Ja, die Aussage A ist in der Tat falsch: Die beiden Vektoren sind
zwar gleich (oder entgegengesetzt) gerichtet, sie haben aber i.a. nicht

die gleiche Länge.

B: Die Aussage B ist richtig: Der genannte Vektor ist tangential an
eine Koordinatenlinie, also insbesondere Tangential an die Fläche.

C: Die Aussage C ist richtig. Die genannten zwei Vektoren sind beide

tangential an die Fläche, sie spannen also die Tangentialebene auf.

D: Die Aussage D ist richtig: Der genannte Vektor ist tangential an

die entsprechende Koordinatenlinie.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Normalenvektor

Es ist eine Fläche S gegeben durch die Parameterdarstellung

(u, v) → �r(u, v) .

Die gleiche Fläche S sei auch durch die Gleichung f(x, y, z) = 0 ge-
geben. Man betrachte einen festen Punkt P0 auf der Fläche S; dabei

gelte �OP0 = �r(u0, v0).

Klicke die richtige Aussage an.

Die Vektoren grad f |P0
und �ru(u0, v0) × �rv(u0, v0)

A stehen senkrecht aufeinander;

B sind parallel;

C sind weder parallel noch stehen sie senkrecht aufeinander;

D sind gleich;

E sind entgegengesetzt gleich.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Normalenvektor

Antworten:

A: Die Aussage A ist falsch. Beide genannten Vektoren stehen senk-
recht zur Fläche, sie sind folglich parallel.

B: Die Aussage B ist richtig. Beide Vektoren stehen senkrecht zur
Fläche, sie sind folglich parallel.

C: Die Aussage C ist falsch. Die beiden Vektoren stehen senkrecht zur

Fläche, sie sind folglich parallel.

D: Die Aussage D ist im allgemeinen falsch. Die beiden Vektoren sind
zwar parallel, sie haben aber im allgemeinen verschiedene Länge.

E: Die Aussage E ist im allgemeinen falsch. Die beiden Vektoren sind

zwar parallel, sie haben aber im allgemeinen verschiedene Länge.



Der Fluss
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 4

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.4. Der Fluss

Man beschreibe anschaulich, was man unter dem Fluss eines VF durch S versteht,
indem man das VF als stationäres Strömungsfeld einer Flüssigkeit interpretiert.

Test Wie berechnet man den Fluss Φ eines VF �v durch ein durch eine Parameter-
darstellung gegebenes Flächenstück S?

Verlockend ist der äussre Schein.
Der Weise dringet tiefer ein.

Wilhelm Busch



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Flussberechnung

Es ist der Fluss Φ des VF �v durch die Einheitskreisscheibe in der (x, y)-

Ebene in Richtung der positiven z-Achse zu berechnen. Wie würden
Sie vorgehen? Klicken Sie die von Ihnen favorisierte Vorgehensweise

an.

A Parameter (x, y) einführen und Φ durch doppelte Integration

bestimmen.

B Parameter (ρ, φ) einführen und Φ durch doppelte Integration

bestimmen.

C Den Divergenzsatz anwenden.

D rot�v ausrechnen.

E Weiss es nicht.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Flussberechnung

Antworten:

A: Die Vorgehensweise A ist eine Möglichkeit. Allerdings spiegelt die
Wahl des Koordinatensystems die Symmetrie der Aufgabe nicht. Es

wäre der Aufgabe wohl angepasster, Polarkoordinaten zu verwenden.

B: Ja, das dürfte die beste Vorgehensweise sein.

C: Nein. Beachten Sie, dass der Divergenzsatz IMMER von einem
Fluss durch die Oberfläche eines DREIDIMENSIONALEN BEREICHS

handelt. Die Einheitskreisscheibe ist NICHT Rand eines dreidimensio-
nalen Bereichs.

D: Nein. Die Rotation hat NICHTS zu tun mit dem Fluss.

E: Man arbeite noch einmal das gesamte Kapitel Vektoranalysis im
Detail durch.



Der Divergenzsatz
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 5

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.5. Der Divergenzsatz

Der sogenannte Divergenzsatz bringt die Begriffe Fluss eines Vektorfeldes und den
Differentialperator div miteinander in Verbindung. Er ist einer der ganz grossen
und wichtigen Sätze der Vektoranalysis.

Man rufe sich den Inhalt des Divergenzsatzes in Erinnerung. Von was für Flächen
handelt der Divergenzsatz und worauf muss man beim Vektorfeld besonders achten?

Test Die Divergenz des Vektorfeldes �v sei im Punkte P0 positiv. Was bedeutet dies
anschaulich für das VF �v?

Man rufe sich die anschauliche Bedeutung der Divergenz in Erinnerung. Geben Sie
ein konkretes Vektorfeld an, dessen Divergenz überall positiv ist.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Inkompressibilität

Welche der folgenden Aussagen fällt aus dem Rahmen?

A Das VF �v ist quellenfrei;

B Der Fluss Φ von �v durch irgend eine geschlossene Fläche ist

Null;

C div�v = 0;

D rot�v = (0, 0, 0) ;

E Das VF �v könnte Strömungsfeld einer inkompressiblen Flüssig-

keit sein.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Inkompressibilität

Antworten:

A: Nein, die Aussage A gehört mit drei anderen in den gleichen Ge-
dankenkreis.

B: Nein, die Aussage B gehört mit drei anderen in den gleichen Ge-

dankenkreis.

C: Nein, die Aussage C gehört mit drei anderen in den gleichen Ge-
dankenkreis.

D: Ja, die Aussage D fällt aus dem Rahmen. Es sind ja die folgenden
Aussagen gleichbedeutend:

• Divergenz des VF ist Null

• Das VF ist qüllenfrei

• Der Fluss des VF durch jede geschlossene Fläche ist Null (Satz

von Gauss!)

Schliesslich sind Strömungsfelder inkompressibler Flüssigkeiten immer
quellenfrei (siehe Kap IV, Seite 42).

E: Nein, die Aussage E gehört mit drei anderen in den gleichen Ge-

dankenkreis.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Divergenzsatz

Es sei B die Einheitskugel um den Ursprung. Für welches der folgen-
den VF darf der Divergenzsatz für den Bereich B nicht angewendet
werden?

A �v = (x, y, z)

B �v = C · �r
|r3|

C �v = (xyz, x2z2, x3zey)

D �v = �ω × �r

E �v = �a



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Divergenzsatz

Antworten:

A: Auf dieses VF lässt sich der Divergenzsatz problemlos anwenden:
es ist in ganz B stetig differenzierbar.

B: Achtung: Hier muss man aufpassen, da das VF (Coulombfeld) im

Ursprung nicht definiert ist. Die Anwendung des Divergenzsatzes auf
B verbietet sich deshalb. Siehe auch Skript Kap. VI. Vektoranalysis,

Seite 45 ff.

C: Auf dieses VF lässt sich der Divergenzsatz problemlos anwenden:
es ist in ganz B stetig differenzierbar.

D: Auf dieses VF lässt sich der Divergenzsatz problemlos anwenden:
es ist in ganz B stetig differenzierbar.

E: Auf dieses VF (homogen) lässt sich der Divergenzsatz problemlos

anwenden.
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Biographie von Carl Friedrich Gauss

 
Carl Friedrich Gauss wurde 1777 in Braunschweig geboren; er starb 1855 in
Göttingen.

Gauss entstammt einer armen Familie. Nur dank der Unterstützung des Herzogs von
Braunschweig konnte er das Gymnasium besuchen, in Göttingen studieren und sich
danach für einige Jahre ganz der Wissenschaft widmen. 1807 wurde Gauss in
Göttingen zum Professor für Astronomie und zum Direktor der dortigen Sternwarte
ernannt.

Bereits 1796, also erst 19jährig löste Gauss ein seit der Zeit der Griechen offen
gebliebenes Konstruktionsproblem. Er konnte nachweisen, dass das regelmässige 17-
Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, im Gegensatz etwa zum regelmässigen
7-Eck, das eine derartige Konstruktion nicht zulässt.

Gauss wandte sich anschliessend der Zahlentheorie (Primzahlen) zu. In diesem
Gebiet verfasste er ein Buch ("Disquisitiones arithmeticae", 1801), das über die
nächsten 50 Jahre hinweg zum Leitfaden dieser mathematischen Disziplin wurde.

Aus der Vorlesung ist bereits der Satz von Gauss bekannt. Für den sogenannten
Fundamentalsatz der Algebra, also das Resultat, dass jedes Polynom vom Grade n
gerade n Nullstellen (mit Vielfachheiten gezählt) besitzt, hat Gauss als erster einen
stichhaltigen Beweis geliefert. Ausserdem ist uns die Gauss'schen Zahlenebene
bekannt, die Gauss eingeführt hat, um die komplexen Zahlen zu veranschaulichen.

Als Direktor der Sternwarte hat sich Gauss mit Berechnungen der Bahnkurven von
Planeten und Asteroiden beschäftigt, und dabei mit neuen Methoden Resultate
erhalten, die in der ganzen wissenschaftlichen Welt Erstaunen erregten.

In seinem späteren Leben wurde ihm die Vermessung des Königreiches Hannover
anvertraut. Auch in dieser doch sehr angewandten Wissenschaft hat Gauss mit von
ihm neu entwickelten Methoden Resultate erziehlt, die das damals Übliche an
Genauigkeit weit übertrafen. Zu nennen ist in diesem Zusammenhang etwa die von
ihm eingeführte Methode der kleinsten Quadrate. Sie dient auch heute noch dazu,
Messfehler auszugleichen.

Gegen Ende seines Lebens wandte sich Gauss mehr der Physik zu, insbesondere dem
damals neuen Phänomen des Elektromagnetismus. Zu seinen Ehren wurde für die
Einheit der magnetischen Feldstärke die Bezeichnung "Gauss" eingeführt.

Schon zu Lebzeiten war das mathematische Werk von Gauss hoch anerkannt; nicht
von ungefähr hat man ihn "princeps mathematicorum", den Fürst der
Mathematiker, genannt.

 



Anwendungen des Divergenzsatzes
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 6

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.6. Anwendungen des Divergenzsatzes

Test Formulieren Sie aus dem Gedächtnis das Newtonsche Erfahrungsgesetz über
die Wärmeleitung.

Versuchen Sie aus dem Gedächtnis die Kontinuitätsgleichung der Hydrodynamik
herzuleiten.

Um die Entdeckung von Archimedes rankt sich eine Geschichte; sie wird
z.B. erzählt in einem Brief von Johannes Kepler an seinen ehemaligen Lehrer
Mästlin vom 11.6.1598. Die Briefstelle in der Originalsprache lautet:

Archimedes hatte sich lang viel bedacht, wie man Unzerbrochener
guldenen Krone seines Königs erfahren möchte, wie viel Ire von
Silber zugesetzt. Da Ime nun solliches eingefallen, und er im Bad
gesessen, ist er, gleich wär er töricht, nackend aus dem Bad gelaufen,
und vor Freuden aufgeschrieen ”heureka”.



Die Arbeit
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 7

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.7. Die Arbeit

Neben dem Fluss eines VF durch ein Flächenstück ist die Arbeit eines VF längs eines
Weges der zweite zentrale Begriff der Vektoranalysis.

Man rufe sich die Definition der Arbeit A eines VF �v längs eines Weges W in
Erinnerung. Man beschreibe, wie man A berechnen kann.

Test Bezeichnen die Begriffe Weg und Kurve dasselbe oder gibt es einen Unter-
schied?



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Arbeit

Die Arbeit A eines Vektorfeldes �v längs des Geradenstücks von (1, 0, 0)

nach (−1,−1,−1) sei 5. Welches Resultat erhält man, wenn man die
Arbeit B von �v längs des Geradenstücks von (−1,−1,−1) nach (1, 0, 0)

berechnet?

Klicke die richtige Aussage an:

A Die Arbeit B lässt sich aus den Angaben nicht berechnen.

B Die Arbeit B beträgt ebenfalls 5.

C Die Arbeit B beträgt −5



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Arbeit

Antworten:

A: Doch, die Arbeit B lässt sich aus den Angaben durchaus berechnen.

B: Nein, dies ist nicht richtig.

C: Ja, dies ist in der Tat die richtige Antwort. Die Umkehrung des
Durchlaufssinn des Weges ändert das Vorzeichen.



Der Satz von Stokes
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 8

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.8. Der Satz von Stokes

Genau wie der Divergenzsatz gehört auch der Satz von Stokes zu den ganz grossen
und wichtigen Sätzen der Vektoranalysis. Er bringt den Begriff Arbeit eines Vek-
torfeldes und den Differentialoperator rot miteinander in Verbindung.

Man rufe sich den Inhalt des Satzes von Stokes in Erinnerung. Von was für Kurven
(Wegen) handelt der Satz von Stokes?

Test Die Rotation des VF �v sei im Punkte P0 nicht der Nullvektor. Was bedeutet
dies anschaulich für das VF �v?

Man rufe sich die anschauliche Bedeutung der Rotation in Erinnerung (siehe Seite
63/64). Geben Sie ein konkretes VF an, dessen Rotation nicht Null ist.

Und zum Schluss noch etwas zum Überlegen: In der Situation des Satzes von Stokes
lassen sich unschwer neben dem Flächenstück S andere Flächenstücke S ′ denken,
welche ebenfalls den Rand C besitzen. Offenbar gilt der Satz von Stokes unabhängig
davon, ob mit S oder S ′ gerechnet wird. Weshalb?

Die Antwort liegt nicht unmittelbar auf der Hand; sie soll aus diesem Grund hier
angefügt werden.

Es ist zu zeigen, dass der Fluss Φ des Vektorfeldes rot �v durch S gleich dem Fluss
Φ′ des gleichen Vektorfeldes durch S ′ ist, nämlich gleich der Arbeit von �v längs
der gemeinsamen Randkurve C. (Man mache sich eine entsprechende Skizze!) Die
beiden, in der Kurve C aneinander stossenden Flächenstücke schliessen gemeinsam
einen räumlichen Bereich B ein. Man wähle nun auf der Fläche S ′ den anderen
Normaleneinheitsvektor �m = −�n und berechne den Fluss Ψ′ von rot �v durch S ′ in
Richtung �m. Dann gilt natürlich Ψ′ = −Ψ. Die Summe Φ + Ψ′ ist der Fluss von
rot �v durch die gesamte Oberfläche des räumlichen Bereiches B. Dieser Fluss lässt
sich aber nach dem Divergenzsatz ausdrücken durch

∫ ∫ ∫
B

div (rot �v) dV .

Wegen div rot �v = 0 (siehe Kap. VI, p. 15) ist dieses Integral aber Null. Daraus
folgt Φ + Ψ′ = 0, also Φ = Ψ. Dies war nachzuweisen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, quellenfrei, wirbelfrei

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

A quellenfreie VF sind auch wirbelfrei;

B VF der Form �v = grad f sind quellenfrei;

C VF der Form �v = rot �w sind quellenfrei;

D VF der Form �v = rot �w sind wirbelfrei.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: quellenfrei, wirbelfrei

Antworten:

A: Die Aussage A ist falsch: Ein VF mit verschwindender Divergenz
braucht nicht auch verschwindende Rotation zu haben. Man gebe ein

Beispiel an!

B: Die Aussage B ist falsch: Ein Gradientenfeld braucht nicht ver-
schwindende Divergenz zu besitzen. Man gebe ein Beispiel an!

C: Die Aussage C ist richtig: Rotationsfelder haben verschwindende

Divergenz; siehe Kap. VI. Vektoranalysis, Seite 15.

D: Die Aussage E ist falsch: Rotationsfelder brauchen nicht verschwin-

dende Rotation zu besitzen; man gebe ein Beispiel an! Man vergleiche
dazu auch Kap. VI. Vektoranalysis, Seite 15, wo eine Formel für die

Rotation eines Rotationsfeldes zu finden ist.



4/23/11 6:33 PMBiographie von George Gabriel Stokes

Page 1 of 1file:///Volumes/Scratch/Users/stammb/amazonas/webcaspar/webctbio/biostokes.html

Biographie von George Gabriel Stokes

 
George Gabriel Stokes wurde 1819 in Irland geboren; er starb 1903 in Cambridge.

Stokes studierte an der Universität Cambridge. Dort wurde er 1849 Professor für
Mathematik. Während seiner Hauptschaffensperiode von 1842 bis 1860 beschäftigte
er sich mit den mathematischen Problemen der Fluiddynamik. Er behandelte dabei
den Fall einer zähen inkompressiblen Flüssigkeit; seine Resultate wurden später von
Navier auf den kompressiblen Fall ausgedehnt: Die Navier-Stokes'schen
Differentialgleichungen sind bis heute die zentralsten Gleichungen der
Fluiddynamik.

In weiteren Arbeiten beschäftigte Stokes sich mit dem Strömungswiderstand von
Körpern (Reynold-Zahl) und mit dem mechanischen Verhalten von elastischen
Medien.

Der in der Vorlesung behandelte Satz von Stokes der Vektoranalysis stammt aus
dem Jahre 1854.

 



Eine Anwendung des Satzes von Stokes
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 9

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.9. Eine Anwendung des Satzes von Stokes

Wie heisst das Induktionsgesetz von Faraday? Man formuliere dieses mit Hilfe des
Flussbegriffes.
Wie hängen elektrisches Feld �E und elektrische Spannung zusammen?

Welche Maxwellschen Gleichungen kennen Sie?



Potentialfelder
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U. Stammbach: Analysis, Teil B 10

Repetition: Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.10. Potentialfelder

In Anwendungen kommen sogenannte konservative (Kraft-)Felder, häufig vor.
Mathematisch sind die Begriffe konservatives Feld, Gradientenfeld und Potentialfeld
gleichbedeutend; siehe Kap. VI. Vektoranalysis, Seite 69. Was hat das für Konse-
quenzen für die Berechnung der Arbeit in einem konservativen Feld?

Test Man gebe ein VF an, das nicht konservativ ist.

Man weiss schon lange, dass Gradientenfelder verschwindende Rotation besitzen
(siehe Kap. VI. Vektoranalysis, Seite 15), sie sind also wirbelfrei. Umgekehrt sind
wirbelfreie VF in sehr vielen Fällen Gradientenfelder, aber nicht immer!

Test Unter welcher zusätzlicher Bedingung ist ein wirbelfreies VF ein Gradienten-
feld?

Test Man gebe ein wirbelfreies VF an, das kein Gradientenfeld ist.

To err is human; to really foul
things up requires a computer.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Potentialfelder

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A Potentialfelder sind wirbelfrei;

B Potentialfelder sind quellenfrei;

C Potentialfelder sind Gradientenfelder.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Potentialfelder

Antworten:

A: Die Aussage A ist richtig: Potentialfelder sind Gradientenfelder
und die Rotation eines Gradientenfeldes ist Null; siehe Kap. VI, Seite

15.

B: Die Aussage B ist in der Tat falsch: Potentialfelder sind Gradi-
entenfelder und die Divergenz eines Gradientenfeldes kann durchaus

verschieden sein von Null.

C: Die Aussage C ist richtig: Potentialfelder sind definitionsgemäss
Gradientenfelder.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Satz von Stokes

Welche der folgenden Aussagen fällt aus dem Rahmen?

A rot�v = (0, 0, 0) ;

B �v ist ein Potentialfeld;

C div�v = 0;

D Die Arbeit von �v längs jedes geschlossenen Weges ist Null;

E Es gibt ein SF f mit �v = grad f .



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Satz von Stokes

Antworten:

A: Die Aussage A gehört mit drei weiteren in den gleichen Gedanken-
kreis: Potentialfeld, Gradientenfeld, konservatives Feld, verschwinden-

de Rotation; (vgl. Kap. VI, Abschnitt 10).

B: Die Aussage B gehört mit drei weiteren in den gleichen Gedanken-
kreis: Potentialfeld, Gradientenfeld, konservatives Feld, verschwinden-

de Rotation; (vgl. Kap. VI, Abschnitt 10).

C: Die Aussage C fällt in der Tat aus dem Rahmen, denn “verschwin-
dende Divergenz” hat mit dem Gedankenkreis der anderen Aussagen
nichts zu tun.

D: Die Aussage D gehört mit drei weiteren in den gleichen Gedanken-

kreis: Potentialfeld, Gradientenfeld, konservatives Feld, verschwinden-
de Rotation; (vgl. Kap. VI, Abschnitt 10).

E: Die Aussage E gehört mit drei weiteren in den gleichen Gedanken-

kreis: Potentialfeld, Gradientenfeld, konservatives Feld, verschwinden-
de Rotation; (vgl. Kap. VI, Abschnitt 10).



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Quellen und Wirbel

Man löse die folgende symbolische Proportion!

quellenfrei : div = wirbelfrei : ???

A grad

B rot

C �

D �



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Quellen und Wirbel

Antworten:

A: Nein, der Gradient hat in dieser symbolischen Proportion nichts
zu suchen.

B: Richtig: Ein VF heisst quellenfrei, wenn seine Divergenz verschwin-

det, es heisst wirbelfrei, wenn die Rotation verschwindet.

C: Nein, der Laplace-Operator hat hier nichts zu suchen.

D: Nein, der Nabla-Operator spielt in dieser symbolischen Proportion
keine Rolle.



Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

 

 
 
Das Kapitel VII beschäftigt sich mit Differentialgleichungen von Funktionen einer Variabeln; diese

werden üblicherweise als gewöhnliche Differentialgleichungen bezeichnet.

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 

Eine Differentialgleichung für ein Funktion f ist eine Gleichung, welche f und die Ableitung (bzw.
Ableitungen) von f miteinander in Beziehung setzt. Zusammen mit weiteren Angaben (etwa

Anfangsbedingungen) wird mit einer solchen Differentialgleichung die Funktion f festgelegt. Da in
der Physik und in den Ingenieurwissenschaften die Gesetze der Natur in Form von

Differentialgleichungen ausgesprochen werden, spielen diese in den gesamten Naturwissenschaften
eine ganz zentrale Rolle. Mit Differentialgleichungen werden damit im Grunde genommen

abstrakte Modelle formuliert, die das reale Geschehen (mit einer gewünschten Genauigkeit)
abbilden.

 
Es ist ein häufiger Irrtum zu glauben, dass das Wesentliche in der Theorie der
Differentialgleichungen das explizite Auffinden und das formelmässige Beschreiben
der Lösungsfunktionen sei. Dies ist schon deshalb nicht der Fall, weil die "meisten"
Differentialgleichungen nicht in geschlossener, elementarer Form lösbar sind.
Vielmehr bilden Differentialgleichungen an sich eine valable Methode, Funktionen zu
beschreiben, und zwar ganz gleichgültig, ob diese elementar ausgedrückt werden
können oder nicht. So gesehen ist die geschlossene Lösung - wenn sie denn existiert -
nur eine unter vielen Möglichkeiten, Informationen über die Funktionen zu erhalten,
die durch die Differentialgleichung beschrieben werden. Viele andere Möglichkeiten
müssen hinzukommen, wobei man sich oft mit Teilinformationen zufrieden geben
muss.



Einleitung
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.1. Einleitung

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Einleitung  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 1

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.1. Einleitung

Wohl die meisten Anwendungen der Differential- und Integralrechnung geschehen
über Differentialgleichungen. Man rufe sich in Erinnerung, weshalb dies der Fall ist
(siehe Abschnitt 1).

Test Was versteht man unter einer gewöhnlichen Differentialgleichung? Was ver-
steht man unter einer partiellen Differentialgleichung? Man gebe je ein explizites
Beispiel an.

Test Was versteht man unter der Ordnung einer gewöhnlichen Differentialgleichung?

Test Was versteht man unter einer gewöhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung?

Man mache sich klar, dass sich das alte Problem, eine Stammfunktion einer gegebe-
nen Funktion x → f(x) zu suchen, als Differentialgleichung formulieren lässt. Man
gebe, als Beispiel, eine Differentialgleichung erster Ordnung an, welche die Funktion
x → ∫ x

0 e−t2 dt als eine der Lösungen besitzt.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Differentialgleichungen I

Klicke die falsche Aussage an:

Die Differentialgleichung

x2

2
y′′ − xy′ + y = 0

ist eine

A gewöhnliche Differentialgleichung;

B eine Differentialgleichung 2. Ordung;

C eine partielle Differentialgleichung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Differentialgleichungen I

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist richtig; es handelt sich um eine gewöhnliche
Differentialgleichung.

B: Nein, diese Aussage ist richtig; es handelt sich um eine Differenti-

algleichung zweiter Ordung.

C: Dies ist in der Tat die falsche Aussage, denn es finden sich nur
Ableitung nach einer einzigen Variablen in der Differentialgleichung.



Einige Beispiele
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.2. Einige Beispiele

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Einige Beispiele  

 
     



U. Stammbach: Analysis, Teil C 2

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.2. Einige Beispiele

Test Wie lautet die Differentialgleichung des ungestörten Wachstums? (Siehe Seite
7ff.)

Test Wie lautet die Differentialgleichung des freien Falls mit Reibung? Wie löst
man diese Differentialgleichung? (Siehe Seite 13ff.)

Besser ist’s, Weisheit zu erwerben als Gold, und
erwünschter, Einsicht zu erwerben als Silber.

Sprüche 16, Vers 16



Die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 1. Ordnung
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.3. Die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 1. Ordnung

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 1. Ordnung  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 3

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.3. Die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 1. Ordnung

Test Man rufe sich den Hauptsatz (Satz 3.1, Seite 18) über gewöhnliche Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung in Erinnerung? Was sagt er über die Lösungen einer
solchen Differentialgleichung aus?

Test Was versteht man unter dem Richtungsfeld einer Differentialgleichung 1. Ord-
nung? (Siehe Abschnitt 3, Seite 17)

Man mache sich den Unterschied zwischen einem Richtungsfeld und einem Vektorfeld
(in der (x, y)-Ebene) klar. (siehe Abschnitt 3, Seite 21)

Test Man gebe eine Differentialgleichung an, deren Lösungen den Feldlinien des VF
�v(x, y) = (v1(x, y), v2(x, y)) entsprechen. (Siehe Abschnitt 3, Seite 21)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Differentialgleichungen

Klicke die falsche Aussage an:

Die Differentialgleichung

x2

2
y′′ − xy′ + y = 0

A besitzt die Funktion y : x → x als Lösung;

B besitzt die Funktion y : x → x2 als Lösung;

C besitzt unendlich viele Lösungen;

D besitzt genau zwei Lösungen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Differentialgleichungen

Antworten:

A: Nein, diese Ausssage ist richtig: Einsetzen erfüllt die DG identisch
in x.

B: Nein, diese Ausssage ist richtig: Einsetzen erfüllt die DG identisch

in x.

C: Nein, diese Aussage ist richtig: Jede DG besitzt unendlich viele
Lösungen. Die allgemeine Lösung ist immer eine Schar von Funktio-

nen.

D: Dies ist in der Tat die falsche Aussage. Jede DG besitzt unendlich

viele Lösungen.



Separierbare Differentialgleichungen
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.4. Separierbare Differentialgleichungen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Separierbare Differentialgleichungen  

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 4

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.4. Separierbare Differentialgleichungen

Test Was ist eine separierbare Differentialgleichung? Was für Differentialgleichun-
gen lassen sich auf einfache Art auf separierbare zurückführen? (Siehe Abschnitt
4)

Man rufe sich kurz das zugehörige Lösungsverfahren in Erinnerung.

Test Bekanntlich lassen sich nicht alle gewöhnlichen Differentialgleichungen er-
ster Ordung in geschlossener Form lösen. Können Sie ein entsprechendes Beispiel
angeben? Wie kann man in einer solchen Situation Information über die Lösungen
gewinnen? (Siehe Einleitung zu Abschnitt 4)



Lineare Differentialgleichungen

file:///Volumes/Scratch/Users/stammb/amazonas/webdefmod/lin.html[4/25/11 11:16:51 AM]

 
 

Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.5. Lineare Differentialgleichungen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Lineare Differentialgleichungen  

 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 5

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.5. Lineare Differentialgleichungen

Test Was ist eine lineare Differentialgleichung? Wann heisst eine lineare Differen-
tialgleichung homogen, wann inhomogen? (Siehe Abschnitt 5)

Man überzeuge sich, dass eine homogene lineare Differentialgleichung die folgende
Eigenschaft hat:

Sind y1 : x → y1(x) und y2 : x → y2(x) Lösungen, so ist jede Linearkombination
y : x → y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) wiederum eine Lösung; dabei sind C1 und C2

beliebige reelle Zahlen.

Man überzeuge sich auch davon, dass eine nichtlineare Differentialgleichung und
auch eine inhomogene lineare Differentialgleichung diese Eigenschaft nicht hat.

Man betrachte die inhomogenen linearen Differentialgleichungen y′ = p(x)y + q1(x)
und y′ = p(x)y + q2(x). Die erste soll die Lösung y1 : x → y1(x) besitzen und die
zweite die Lösung y2 : x → y2(x). (Natürlich beschreiben hier y1 und y2 nicht die
gleichen Funktionen wie im oberen Abschnitt!) Man überzeuge sich, dass dann die
Funktion y : x → y(x) = y1(x) + y2(x) eine Lösung ist der inhomogenen linearen
Differentialgleichung y′ = p(x)y + (q1(x) + q2(x)).



Niveaulinien, exakte Differentialgleichungen, Orthogonaltrajektorien
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.6. Niveaulinien, exakte Differentialgleichungen, Orthogonaltrajektorien

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Niveaulinien, exakte Differentialgleichungen, Orthogonaltrajektorien  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 

 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 6

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.6. Niveaulinien, exakte Differentialgleichungen,
Orthogonaltrajektorien

Test Was versteht man unter einer exakten Differentialgleichung? (Siehe Abschnitt
6)

Man rufe sich kurz das zugehörige Lösungsverfahren in Erinnerung.

Man gebe ein Anwendungsbeispiel an, wo man sich für die Orthogonaltrajektorien
einer (einparametrigen) Kurvenschar interessiert. (Siehe Seite 52.)

Test Wie findet man die Orthogonaltrajektorien einer gegebenen Kurvenschar?
(Siehe Seite 52ff.)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Spezielle Differentialgleichungen I

Klicke die richtige Aussage an.

Die Differentialgleichung

y′ = x2 + 2xy + y2

A ist linear.

B lässt sich durch eine Substitution u = y/x lösen.

C ist exakt.

D ist separierbar.

E lässt sich durch eine Substitution u = x + y lösen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Spezielle Differentialgleichungen I

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch. Die rechte Seite der Gleichung ist
keine lineare Funktion in y.

B: Nein, die Aussage ist falsch. Die rechte Seite ist keine Funktion von

y/x.

C: Nein, die Aussage ist falsch. Die Differentialgleichung ist nicht ex-
akt.

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Differentialgleichung ist nicht
separierbar.

E: Ja, diese Aussage ist richtig. Die rechte Seite lässt sich mit Hilfe

der binomischen Formel leicht als Funktion von x + y schreiben. Die
angegebene Substitution führt dann auf eine separierbare Differenti-

algleichung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Spezielle Differentialgleichungen II

Klicke die richtige Aussage an.

Die Differentialgleichung

y′ =
xy

x2 − y2 + sin
y

x

A ist linear.

B lässt sich durch eine Substitution u = y/x lösen.

C ist exakt.

D ist separierbar.

E lässt sich durch eine Substitution u = x + y lösen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Spezielle Differentialgleichungen II

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch. Die rechte Seite der Gleichung ist
keine lineare Funktion in y.

B: Ja, diese Aussage ist richtig. Die rechte Seite lässt sich als Funk-
tion von y/x schreiben. Die angegebene Substitution liefert dann eine

separierbare Differentialgleichung.

C: Nein, die Aussage ist falsch. Die Differentialgleichung ist nicht ex-
akt.

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Differentialgleichung ist nicht

separierbar.

E: Nein, diese Aussage ist falsch. Die angegebene Substitution benützt
man im Falle, wo die rechte Seite eine Funktion von x + y ist.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3, Spezielle Differentialgleichungen III

Klicke die richtige Aussage an.

Die Differentialgleichung

y′ =
1

x2y + sin x

A ist linear.

B lässt sich durch eine Substitution u = y/x lösen.

C ist exakt.

D ist separierbar.

E lässt sich durch eine Substitution u = x + y lösen.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Spezielle Differentialgleichungen III

Antworten:

A: Ja, diese Aussage ist richtig. Die rechte Seite der Gleichung ist
eine lineare Funktion in y. Die Gleichung ist im übrigen inhomogen

mit Störglied sin x.

B: Nein, diese Aussage ist falsch. Die rechte Seite der Gleichung ist

nicht eine Funktion von y/x.

C: Nein, die Aussage ist falsch. Die Differentialgleichung ist nicht ex-
akt.

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Die Differentialgleichung ist nicht

separierbar.

E: Nein, diese Aussage ist falsch. Die rechte Seite der Gleichung ist
nicht eine Funktion von x+y.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4, Spezielle Differentialgleichungen IV

Klicke die richtige Antwort an.

Die Differentialgleichung

s(x, y) = t(x, y) · y′

ist exakt, falls

A sy(x, y) ≡ tx(x, y) ;

B sx(x, y) ≡ ty(x, y) ;

C sy(x, y) ≡ −tx(x, y) ;

D sx(x, y) ≡ −ty(x, y) ;

E sx(x, y) ≡ −1/ty(x, y) .



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 4

Frage 4: Spezielle Differentialgleichungen IV

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch. Man bringe zürst alles auf die gleiche
Seite des Gleichheitszeichens!

B: Nein, diese Aussage ist falsch. Man beachte, dass die Bedingung
aus dem Satz von Schwarz über die gemischten Ableitungen folgt!

C: Ja, dies ist in der Tat die richtige Aussage.

D: Nein, diese Aussage ist falsch. Man beachte, dass die Bedingung

aus dem Satz von Schwarz über die gemischten Ableitungen folgt!

E: Nein, diese Aussage ist falsch.



Enveloppen, Singuläre Lösungen, Clairaut'sche Differentialgleichungen
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.7. Enveloppen, Singuläre Lösungen, Clairaut'sche Differentialgleichungen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Enveloppen, Singuläre Lösungen, Clairaut'sche Differentialgleichungen  

 
 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 7

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.7. Enveloppen, Singuläre Lösungen, Clairaut’sche
Differentialgleichungen

Test Was versteht man unter einer Enveloppe? Was bedeutet die Enveloppe für die
Differentialgleichung der Kurvenschar? Besitzt jede (einparametrige) Kurvenschar
eine Enveloppe?

Man rufe sich in Erinnerung, wie man die Enveloppe einer Kurvenschar finden kann.

Überraschung, Verwunderung sind der Anfang des
Begreifens. Sie sind der eigenste Sport und Luxus
des geistigen Menschen.

Ortega y Gasset



Differentialgleichungen höherer Ordung, allgemeines
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.8. Differentialgleichungen höherer Ordung, allgemeines

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Differentialgleichungen höherer Ordung, allgemeines  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 

   



U. Stammbach: Analysis, Teil C 8

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.8. Differentialgleichungen höherer Ordnung, allgemeines

Die Kurven, die zur allgemeinen Lösung einer Differentialgleichung 1. Ordung gehö-
ren, bilden eine (reguläre) 1-parametrige Kurvenschar (siehe Abschnitt 3). Was
versteht man unter dem Wort regulär in diesem Zusammenhang?

Man rufe sich in Erinnerung, wie man umgekehrt von einer (regulären) 1-parametri-
gen Kurvenschar zur zugehörigen Differentialgleichung 1. Ordung kommt.

Die Kurven, die zur allgemeinen Lösung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung
gehören, bilden eine (reguläre) n-parametrige Kurvenschar (siehe Abschnitt 8). Was
versteht man unter dem Wort regulär in diesem Zusammenhang?

Man rufe sich den Satz über die Existenz und die Eindeutigkeit der Lösungen einer
Differentialgleichung n-ter Ordung in Erinnerung (siehe Satz 8.1).

Man rufe sich in Erinnerung, wie man umgekehrt von einer (regulären) n-parametri-
gen Kurvenschar zur zugehörigen Differentialgleichung n-ter Ordung kommt.

Facts are not much use, considered as facts. They bewilder by
their number and their apparent incoherency. Let them be di-
gested into theory, however and brought into mutual harmony,
and it is another matter. Theory is often the essence of facts.
Without theory scientific knowledge would be only worthy of
the mad house.

Oliver Heaviside im Vorwort seines um 1890 erschienenen Buches Elec-
tromagnetic Theory.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1,

Differentialgleichungen höherer Ordnung

Klicke die richtige Aussage an.

Gegeben ist die Differentialgleichung

y′y′′ − yy′′′ = 0 .

Wieviele Parameter erwarten Sie in der allgemeinen Lösung?

A Keinen Parameter.

B Einen Parameter.

C Zwei Parameter.

D Drei Parameter.

E Vier Parameter.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Differentialgleichungen höherer Ordnung

Antworten:

A: Nein, die Aussage A ist nicht richtig: Die allgemeine Lösung einer
Differentialgleichung enthält immer Parameter.

B: Nein, die Aussage B ist nicht richtig.

C: Nein, die Aussage C ist nicht richtig.

D: Ja, die Aussage D ist richtig: Die Anzahl Parameter in der allge-

meinen Lösung einer Differentialgleichung entspricht der Ordnung der
Differentialgleichung. Zur Differentialgleichung selbst vergleiche man
das Beispiel auf den Seiten 67/68.

E: Nein, die Aussage E ist nicht richtig.



Lineare Differentialgleichungen höherer Ordung
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Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.9. Lineare Differentialgleichungen höherer Ordung

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
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Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.9. Lineare Differentialgleichung höherer Ordnung

Test Was kann über die allgemeine Lösung einer linearen homogenen Differential-
gleichung n-ter Ordnung gesagt werden? (Siehe Seite 75.)

Test Gegeben sei eine lineare homogene Differentialgleichung 3. Ordnung. Man
weiss, dass die Funktionen x → ex, x → sin x und x → cos x Lösungen sind. Wie
sieht die allgemeine Lösung aus? (Siehe Seite 75.)

Test Was kann über die allgemeine Lösung einer linearen inhomogenen Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung gesagt werden? (Siehe Seite 77.)

Man beschreibe auf der Grundlage dieses Resultates ein (theoretisches) Lösungsver-
fahren für eine lineare inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung. (Siehe Seite
76 ff.)

Gegeben sei eine lineare inhomogene Differentialgleichung. Das Verfahren von La-
grange erlaubt, aus der allgemeinen Lösung der zugehörigen homogenen Differential-
gleichung eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung zu berech-
nen. Man rufe sich die Details dieses Verfahrens für den Fall einer linearen in-
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung in Erinnerung. (Siehe Seite 79.)

Die Tatsache, dass die allgemeine Lösung x → y(x) einer inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung (1. oder n-ter Ordung) die Superposition einer partikulären Lösung
der inhomogenen Differentialgleichung und der allgemeinen Lösung der zugehörigen
homogenen Differentialgleichung ist, steht in enger Beziehung zum entsprechenden
Resultat der Linearen Algebra über die Lösungen eines inhomogenen linearen Glei-
chungssystems:

Ist (in Matrizenschreibweise) A x = c ein (inhomogenes) lineares Gleichungssystem,
so gilt (siehe z.B. Chr. Blatter: Lineare Algebra, Seite 31, Mitte):

Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems A x = c ist gleich der allgemeinen
Lösung des zugehörigen homogenen Systems A x = 0 plus einer partikulären Lösung
des inhomogenen Systems.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1,

Lineare Differentialgleichungen I

Welche der folgenden Differentialgleichungen ist linear?

A (y′ − 2)2 = y

B y′′ +
y′

1 − x2 +
y

1 + x
=

1

x2

C y′ =
2xy

x2 − y2

D y′′ + y′ + y2 = 0

E y = xy′ + (y′)2



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Lineare Differentialgleichungen I

Antworten:

A: Nein, die Differentialgleichung A ist nicht linear

B: Ja, die Differentialgleichung B ist linear: Die linke Seite ist ein
linearer Ausdruck in y und seinen Ableitungen.

C: Nein, die Differentialgleichung C ist nicht linear. Man stellt ferner

fest, dass die rechte Seite als Funktion von y/x geschrieben werden
kann; die Differentialgleichung lässt sich somit durch eine Substitution

auf eine separierbare zurückführen.

D: Nein, die Differentialgleichung D ist nicht linear.

E: Nein, die Differentialgleichung E ist nicht linear. Man stellt ferner

fest, dass es sich um eine Clairaut’sche Differentialgleichung handelt.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2

Lineare Differentialgleichungen II

Gegeben ist eine lineare und homogene Differentialgleichung, welche
y : x → sin x als Lösung besitzt. Welche der folgenden Aussagen ist
richtig?

A x → cos x ist ebenfalls eine Lösung.

B x → sin(2x) ist ebenfalls eine Lösung.

C x → 2 sin(x) ist ebenfalls eine Lösung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Lineare Differentialgleichungen II

Antworten:

A: Nein, diese Aussage ist falsch; z.B. ist die Differentialgleichung
y′ = cosx linear und homogen. Sie hat sin x als Lösung, aber sin 2x

ist nicht Lösung.

B: Nein, diese Aussage ist falsch; z.B. ist die Differentialgleichung

y′ = cosx linear und homogen. Sie hat sinx als Lösung aber cosx ist
nicht Lösung.

C: Ja, diese Aussage ist richtig: Jede Linearkombination (also insbe-

sondere jedes Vielfache) der Lösung einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung (gleich welcher Ordung) ist wiederum eine Lösung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3

Lineare Differentialgleichungen III

Gegeben sei eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit Störglied
q(x), also z.B.

y′′ + x2y′ + (sinx)y = q(x) .

Es sei y0 : x → y0(x) eine Lösung. Kann daraus in einfacher Weise
eine Lösung der Differentialgleichung

y′′ + x2y′ + (sinx)y = 3q(x)

konstruiert werden? Und, falls ja, wie? Man klicke die richtige Aus-

sage an.

A Nein. Dies ist nicht in einfacher Weise möglich.

B Ja, die Funktion x → (y0(x))3 ist eine Lösung.

C Ja, die Funktion x → 3y0(x) ist eine Lösung.

D Ja, die Funktion x → 3xy0(x) ist eine Lösung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 3

Frage 3: Lineare Differentialgleichungen III

Antworten:

A: Doch, eine Lösung der neuen DG ist einfach hinzuschreiben.

B: Nein, die dritte Potenz ist keine Lösung der neuen DG.

C: Ja, dies ist die richtige Antwort: direktes Einsetzen liefert die
Bestätigung. Übrigens gilt allgemeiner bei inhomogenen linearen DGs:

Die Superposition von Störgliedern führt zur Superposition der ent-
sprechenden Lösungen.

D: Nein, die angeführte Funktion ist keine Lösung der neuen Diffe-
rentialgleichung.
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Biographie von Joseph Louis Lagrange

 
Joseph Louis Lagrange wurde 1736 in Turin geboren; er starb 1813 in Paris.

Lagrange entstammt einer bekannten, aber wegen unglücklicher Finanz-
Spekulationen des Vaters verarmten Familie; er war das älteste von 11 Kindern.
Bereits 1755, noch nicht 20jährig, wurde er Professor an der Turiner Artillerie
Schule, und seine mathematische Reputation erreichte bald Personen wie Euler und
d'Alembert. 1776 wurde er Eulers Nachfolger an der Akademie in Berlin. Dort hat
er sein berühmtes Werk Mecanique analytique fertiggestellt. 1787 wechselte er an die
Akademie in Paris.

In seiner Mathematik beschäftigte sich Lagrange mit einer breiten Palette von
Problemen, die sich in der mathematischen Behandlung der Mechanik ergaben.
Dazu gehört, neben vielen anderen, das in der Vorlesung behandelte Verfahren von
Lagrange. In späteren Jahren hat er sich vor allem mit Astronomie beschäftigt; seine
Veröffentlichungen in diesem Gebiet allein umfassen 14 Bände.

Nach der französischen Revolution wurde er Mitglied der Kommission für Masse
und Gewichte. Es ist dies die Kommission, auf die die Metrisierung der Masssyteme
zurückgeht.

 



Zwei Klassen von leicht lösbaren linearen Differentialgleichungen
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U. Stammbach: Analysis, Teil C 10

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.10. Zwei Klassen von leicht lösbaren linearen
Differentialgleichungen

Gewisse spezielle homogene Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich durch
einfache Ansätze lösen. Man beschreibe zwei derartige Klassen und die zugehörigen
Lösungsansätze. Was versteht man unter dem charakteristischen Polynom, was
unter dem Indexpolynom? In beiden Fällen beschreibe man, was im Falle einer dop-
pelten Nullstelle, bzw. einer komplexen Nullstelle vorzukehren ist. (Siehe Abschnitt
10.)

Engineers and physisists, in handling their problems, have to
devote serious thought to the question, how far should the ab-
straction and simplification go, which details can be neglected,
which small effects disregarded. They have to avoid two op-
posite dangers: they should not render the mathematical task
too formidable, yet they should not oversimplify the physical
situation.

George Polya (1887 - 1985). Polya war von 1928 bis 1942 Professor an
der ETH.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Gegeben ist die Differentialgleichung

y′′ − 2y′ + y = 0 .

Welches ist die allgemeine Lösung?

A ex + e−x + C0

B ex + xex + C0

C C1e
x + C2xex + C3

D C1e
x + C2xex

E C1 cosx + C2 sin x



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1:

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Antworten:

A: Nein! Die Exponenten entsprechen nicht den Nullstellen des cha-
rakteristischen Polyoms. Ausserdem enthält die Schar zuwenige Para-
meter.

B: Nein! Die zwei ersten Summanden sind zwar Lösungen, aber eine

von Null verschiedene Konstante ist keine Lösung. Ausserdem enthält
die Schar zuwenige Parameter.

C: Nein! Die Summe der zwei ersten Terme ist zwar eine Lösung, aber

eine von Null verschiedene Konstante ist keine Lösung. Ausserdem
enthält die Schar zuviele Parameter.

D: Ja! Dies ist in der Tat die allgemeine Lösung.

E: Nein! Nur für C1 = C2 = 0 erhält man eine Lösung, die Nulllösung.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2

Eulersche Differentialgleichungen

Das Indexpolynom einer (homogenen) Eulerschen Differentialgleichung

der Ordnung 4 hat die doppelte komplexe Nullstelle α = ±i. Wie lau-
tet die allgemeine Lösung der Differentialgleichung?

A
C1 cos(log x) + C2 sin(log x)

B
cos(logx) + (logx) cos(log x) + sin(logx) + (log x) sin(logx)

C
C1+C2 cos(logx)+C3(logx) cos(log x)+C4 sin(logx)+C5(log x) sin(log x)

D
C1 cos(log x)+C2(log x) cos(logx)+C3 sin(log x)+C4(logx) sin(logx)

E

C1 cos(log x) + C2 sin(log x) + C3



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Eulersche Differentialgleichungen

Antworten:

A: Nein, die in A aufgeführte Schar von Funktionen besteht zwar aus
Lösungen, aber es gibt daneben noch andere.

B: Nein. Die in B aufgeführte Funktion ist zwar eine Lösung der Dif-
ferentialgleichung, es gibt aber daneben noch andere.

C: Nein. Eine von Null verschiedene Konstante ist keine Lösung der

Differentialgleichung.

D: Ja. Die in D aufgeführte Schar von Funktionen ist in der Tat die
allgemeine Lösung der Differentialgleichung: alle Linearkombinationen

der hier aufgeführten vier linear unabhängigen Lösungen.

E: Nein. Eine von Null verschiedene Konstante ist keine Lösung der
Differentialgleichung.
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Biographie von Leonhard Euler

 
Leonhard Euler wurde 1707 als Sohn eines reformierten Pfarrers in Basel geboren;
er starb 1783 in St. Petersburg.

Euler begann seine Studien 1720 an der Universität Basel. Dort studierte er zuerst
Theologie, erhält aber bereits Privatstunden in Mathematik bei Johann Bernoulli. Er
wandte sich in der Folge ganz der Mathematik und der Physik zu. 1727 wurde Euler
an die Akademie in St. Petersburg berufen, zuerst als Adjunkt, dann als Professor
für Physik und schliesslich als Professor für Mathematik. Als Folge einer schweren
Infektionskrankheit verlor er 1738 sein rechtes Auge. 1741 folgte Euler einem Ruf
des Preussenkönigs Friedrich II an die berühmte Akademie in Berlin, als Direktor
der Mathematischen Klasse (und faktisch als Präsident der ganzen Akademie). 1766
holte ihn die Zarin Katherina II von Russland nach St. Peterburg zurück; dort
wurde ihm ein triumphaler Empfang bereitet. Trotz Erblindung (1777) im Gefoge
einer Staroperation blieb Euler in St. Peterburg bis zu seinem Tode unermüdlich
tätig.

Euler hat ein Werk hinterlassen, das in der Geschichte der Wissenschaft
seinesgleichen sucht, dies bezieht sich sowohl auf die Breite der behandelten
Gegenstände wie auch auf den reinen Umfang: Die Gesammelten Werke Eulers
umfassen allein über 80 Bände. Daneben war Euler ein fleissiger Briefeschreiber,
seine Briefe - die meisten davon mit einem wisenschaftlichen Inhalt - wurden in
weiteren gegen 20 Bänden herausgegeben.

Sein mathematisches und physikalisches Werk umfasst alle damals bekannten
Gebiete. Besonders berühmt wurden seine Werke über Mechanik "Mechanica
(1736)" und "Theoria motus corporum" (1765) sowie die mehrbändige Darstellung
(insgesamt 8 Bände!) der Differential- und Integralrechnung (1748), (1755), (1768).
Auch ausserhalb der wissenschaftlichen Welt sind seine "Lettres à une princesse
d'Allmagne" berühmt geworden, in denen er die damalige Mathematik und Physik
der jungen begabten Prinzessin Sophie Charlotte von Brandenburg-Schwedt erklärt.

In unserer Vorlesung begegnen wir dem Namen Eulers im Bereich der komplexen
Zahlen und später bei den Differentialgleichungen. Dies ist nur ein schwacher
Abglanz dieses ausserordentlich reichen Werkes; allerdings wird der Name Eulers
zweifellos auch in der Mechanik, in der Physik und in der Fluiddynamik - und
jeweils in ganz prominenter Weise - auftauchen.
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U. Stammbach: Analysis, Teil C 11

Repetition: Kapitel VII.
Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.11. Schwingungsprobleme

Die Schwingungsdifferentialgleichung (siehe Abschnitt 11) ist eine einfache lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

ẍ + 2λẋ + ω2x = s(t) .

Der homogene Teil beschreibt das System “an sich”, das Störglied beschreibt die
äussere Störung. Der Parameter ω hängt von der Federkraft, der Parameter λ von
der Dämpfungskraft ab.

Test Beschreibe zwei konkrete Systeme, deren Verhalten durch die Schwingungsdif-
ferentialgleichung beschrieben wird. Was sind die Näherungen, die getroffen werden
müssen, damit eine “lineare” Differentialgleichung erhalten wird? (Siehe Seiten
89-91, 97-99.)

Test Man beschreibe die Lösungen der homogenen Differentialgleichung, d.h. (s(t) ≡
0). Was versteht man unter starker, kritischer und schwacher Dämpfung? Wie
würden Sie ohne Messung bei einer gedämpften Feder herausfinden, ob starke oder
schwache Dämpfung vorliegt? (siehe Seiten 92-93).

Das für die Diskussion einfachste Störglied ist eine harmonische Schwingung s(t) =
P cos(σt). (Seite 93ff.)

Test Von welcher Form ist die allgemeine Lösung der inhomogenen Differential-
gleichung mit dem Störglied P cos(σt)? Was versteht man unter der stationären
Lösung? Weshalb heisst diese Lösung stationär? (Siehe 94.)

Man beschreibe die stationäre Lösung, insbesondere deren Amplitude, erstens im
Falle starker und kritischer Dämpfung, und zweitens im Falle schwacher Dämpfung.
Was versteht man unter Resonanz? Unter welchen Bedingungen an die Parameter
ω, λ, σ tritt Resonanz ein? (Siehe Seiten 95-97.)

Man beschreibe das Verhalten des Systems unter einer äusseren Störung der Form
der Form s(t) = P1 cos(σ1t) + P2 cos(σ2t).



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Schwingungsgleichung I

Es ist die Differentialgleichung

ẍ + 2ẋ + x = cos(σt)

gegeben. Für welche Werte von σ tritt Resonanz ein (Resonanzfre-
quenz)?

A σ = 1

B σ = 2

C σ =
√

2

D Es tritt nie Resonanz auf.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Schwingungsgleichung I

Antworten:

A: Nein, die Antwort A ist falsch.

B: Nein, die Antwort B ist falsch.

C: Nein, die Antwort C ist falsch.

D: Ja, die Antwort D ist richtig: Das System ist kritisch gedämpft,
während Resonanz nur in schwach gedämpften Systemen auftreten

kann (siehe Abschnitt 11).



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2, Schwingungsgleichung II

Es ist die Differentialgleichung

ẍ + 2λẋ + x = cos(σt)

gegeben. Für welche Werte von λ kann Resonanz eintreten?

A 0 < λ < 1

B 0 < λ <
√

2
2

C 0 < λ <
√

2



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Schwingungsgleichung II

Antworten:

A: Nein, die Antwort A ist falsch: Resonanz kann nicht für alle diese
Werte eintreten.

B: Ja, die Antwort B ist richtig (siehe Abschnitt 11)

C: Nein, die Antwort C ist falsch: Resonanz kann nicht für alle diese

Werte eintreten.



Systeme von Differentialgleichungen
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Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.12. Systeme von Differentialgleichungen

Was versteht man unter einem System von zwei Differentialgleichungen erster Ord-
nung? Wann heisst das System autonom? Man gebe ein explizites Beispiel eines
autonomen Systems von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung an. (Siehe
Abschnitt 12.)

Test Zu jeder Differentialgleichung n-ter Ordung gehört ein dazu äquivalentes Sys-
tem von n Differentialgleichungen 1. Ordnung. Was ist das zu y′′′ + 3xy′ + x2y = 0
gehörige System? (Siehe Seiten 102-104.)

Man rufe sich in Erinnerung wie ein (autonomes) Systems von zwei Differential-
gleichungen erster Ordnung zu einem Vektorfeld in der Ebene Anlass gibt. (Siehe
103.)

Test Was versteht man unter einer Trajektorie, was unter dem Phasenporträt eines
derartigen Systems? (Siehe Seite 104.)

Test Was versteht man unter einem Gleichgewichtspunkt eines derartigen Systems?
Wie findet man die Gleichgewichtspunkte? (Siehe Seite 106.)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Differentialgleichungssysteme

Es ist das folgende autonome System von linearen Differentialgleichun-

gen 1. Ordung

∣∣∣∣ ẋ1 = x1 + 2x2 + 3
ẋ2 = 2x1 + x2

∣∣∣∣
gegeben. Wo liegen der (die) Gleichgewichtspunkt(e) des Systems?

A Es gibt keinen Gleichgewichtspunkt.

B (0, 0)

C (1,−2)

D (−1, 2)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Differentialgleichungssysteme

Antworten:

A: Nein, die Antwort A ist falsch: es gibt durchaus einen Gleichge-
wichtspunkt.

B: Nein, die Antwort B ist falsch: (0, 0) ist kein Gleichgewichtspunkt.

C: Ja, die Antwort C ist richtig: der Punkt (1,−2) ist der (einzige)

Gleichgewichtspunkt (siehe Seite 106).

D: Nein, die Antwort D ist falsch: (−1, 2) ist kein Gleichgewichts-
punkt.



Lineare autonome Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
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U. Stammbach: Analysis, Teil C 13

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.13. Lineare autonome Differentialgleichungssysteme mit konstanten
Koeffizienten

Die einfachsten Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordung sind die linearen
homogenen mit konstanten Koeffizienten:

∣∣∣∣∣
ẋ1=a11x1 + a12x2

ẋ2=a21x1 + a22x2

∣∣∣∣∣ .

Eines der Verfahren zur Lösung besteht in der Elimination der einen Funktion und
der Zurückführung auf eine lineare(!) Differentialgleichung mit konstanten(!) Koef-
fizienten.

Man führe die Elimination von x1 und dann von x2 im allgemeinen Fall durch, und
zwar auf zwei Arten: einmal, indem man x1 eliminiert und dann, indem man x2

eliminiert. Man vergleiche die charakteristischen Polynome der beiden so erhaltene
Differentialgleichungen 2. Ordnung.

Es gibt in der Lernforschung ein Grundgesetz, das besagt, dass
ein Lernerfolg nur durch eigene Aktivität zu erzielen ist. Wenn
man ein Problem gelöst haben will, muss man es selber an-
packen.

NZZ Folio 11, 1998



Stabilitätsverhalten
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U. Stammbach: Analysis, Teil C 14

Repetition:
Kapitel VII. Gewöhnliche Differentialgleichungen

VII.14. Stabilitätsverhalten

Man mache sich noch einmal klar, dass zu jeder Differentialgleichung n-ter Ordung
ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung gehört. Die Lösungsmethode
für Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordung mittels Elimination zeigt, dass
auch die Umkehrung gilt: Ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordung gibt
Anlass zu einer Differentialgleichung n-ter Ordung. (Siehe Kap. VII, Abschnitte 12
und 13.)

Man spiele diese Beziehung im Falle n = 2 und einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten explizit durch. Was wird dabei aus
dem charakteristischen Polynom der Differentialgleichung 2. Ordnung? Was wird
umgekehrt aus dem charakteristischen Polyom der 2 × 2-Matrix des Systems der
zwei Differentialgleichung 1. Ordnung? (Siehe Kap. VII, Abschnitt 13.)

Test Was versteht man unter einem stabilen Strudelpunkt? Was bedeutet ein solcher
für die Stabilität des Systems? Man gebe ein explizites Beispiel an! (Siehe Kap.
VII, Seiten 119/120.)



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1, Stabilität

Gegeben ist das lineare homogene System von zwei Differentialglei-

chungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

∣∣∣∣ ẋ1= 2x1 + 3x2

ẋ2=−2x1 − x2

∣∣∣∣ .

Was ist das Stabilitätsverhalten dieses Systems?

A Das System ist instabil.

B Das System ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

C Es liegt ein stabiler Strudelpunkt vor.

D Es liegt ein instabiler Strudelpunkt vor.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Stabilität

Antworten:

A: Nein, die Antwort A ist nicht richtig. Ein System der gegebenen
Art ist nur dann instabil, wenn im Falle reeller Eigenwerte mindestens

der eine positiv ist oder im Falle konjugiert komplexer Eigenwerte der
Realteil positiv ist.

B: Nein, die Antwort B ist nicht richtig. Man nennt ein System der

gegebenen Art stabil, aber nicht asymptotisch stabil, wenn die beiden
Eigenwerte rein imaginär sind. Dies ist hier nicht der Fall.

C: Ja, die Antwort C ist in der Tat richtig. Es liegt ein stabiler Strudel-
punkt vor: die beiden Eigenwerte sind konjugiert komplex und besitzen

einen negativen Realteil.

D: Nein, die Antwort D ist nicht richtig. Es liegt ein instabiler Strudel-
punkt vor, wenn die beiden Eigenwerte konjugiert komplex sind und

einen positiven Realteil besitzen. Das ist hier nicht der Fall.
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Kapitel VIII. Potenzreihen

 

 
 

Das Kapitel VIII beschäftigt sich mit Potenzreihen. 
Mit diesem Hilfsmittel wird es u.a. möglich, neue Funktionen zu beschreiben, auch solche, die sich

einer elmentaren Darstellung entziehen. In einer Reihe von Problemen, die im bisherigen Stoff
angesprochen worden sind, aber ungelöst bleiben mussten, werden mit Hilfe von Potenzreihen

Fortschritte erzielt.

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 

 
 

Der Stoff dieses kurzen Kapitels wird rasch durchlaufen, und viele Punkte (etwa
Konvergenz), zu denen mathematisch vieles zu sagen wäre, werden hier nicht weiter
behandelt: Das Augenmerk liegt darauf, Potenzreihen als Hilfsmittel aufzufassen.
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Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.1. Zu Konvergenz und Divergenz von Reihen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Zu Konvergenz und Divergenz von Reihen  
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Repetition: Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.1. Zu Konvergenz und Divergenz von Reihen

Man rufe sich in Erinnerung, wann eine Reihe von reellen Zahlen konvergent heisst.
(Siehe Kap VIII, Abschnitt 1.)

Test Man gebe ein explizites Beispiel einer konvergenten Reihe an! Man gebe ein
explizites Beispiel einer divergenten Reihe an! Man gebe ein explizites Beispiel
an, das zeigt, dass eine Reihe divergieren kann, obschon die Glieder der Reihe mit
zunehmenden Index gegen Null streben. (Siehe Kap VIII, Abschnitt 1.)

Test Was versteht man unter einer alternierenden Reihe? Kennen Sie einen mathe-
matischen Satz, aus dem sich die Konvergenz von gewissen alternierenden Reihen
ergibt? (Siehe Kap VIII, Abschnitt 1.)



Potenzreihen
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Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.2. Potenzreihen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Potenzreihen  

 



U. Stammbach: Analysis, Teil C 2

Repetition: Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.2. Potenzreihen

Test Was versteht man unter einer Potenzreihe mit Mittelpunkt 0, was versteht
man unter einer Potenzreihe mit Mittelpunkt x0? Was wissen Sie über das Konver-
genzverhalten einer Potenzreihe? (Siehe Kap. VIII, Abschnitt 2.)

Man zähle Rechenoperationen auf, die für Potenzreihen im Innern des Konver-
genzbereiches erlaubt sind? (Siehe Kap. VIII, Abschnitt 2.) Weshalb kommt in
dieser Liste die Division nicht vor?

Unser Kopf ist rund, damit das Denken die Richtung
wechseln kann.

Francis Picabia



Das Taylorsche Polynom

file:///Volumes/Scratch/Users/stammb/amazonas/webdefmod/taylor.html[4/25/11 1:02:08 PM]

 
 

Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.3. Das Taylorsche Polynom

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Das Taylorsche Polynom  
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Repetition: Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.3. Das Taylorsche Polynom

Test In welchem Sinn ist das Taylorpolynom eine Verallgemeinerung des Begriffes
der linearen Ersatzfunktion?

Man beschreibe der Reihe nach die lineare Ersatzfunktion, die quadratische Ersatz-
funktion und das Taylorsche Polynom dritten Grades für die Funktion x → cos x an
der Stelle x0 = π/4.



Die Taylorreihe
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Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.4. Die Taylorreihe

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Die Taylorreihe

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 

 
 

Biographie von Brook Taylor 1685 - 1731
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Repetition: Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.4. Die Taylorsche Reihe

Man rufe sich die allgemeine Formel für die Taylorreihe einer Funktion f : x → f(x)
um x0 in Erinnerung. (Siehe Kap. VIII, Abschnitt 4.)

Man rufe sich die Exponentialreihe in Erinnerung! Für welche Werte von x kon-
vergiert diese Reihe? (Siehe Kap. VIII, Abschnitt 4.)

Test Man verifiziere durch Quadrieren der Exponentialreihe die Regel ex · ex = e2x.

Man rufe sich die Cosinusreihe und die Sinusreihe in Erinnerung. (Siehe Kap. VIII,
Abschnitt 4.) Man berechne ferner die Taylorrreihe um x0 = 0 der Funktionen
x → cosh x und x → sinh x und stelle einen Vergleich an. (Die Potenzreihen der
hyperbolischen Funktionen lassen sich auch leicht aus den Definitionen dieser Funk-
tionen und der Exponentialreihe gewinnen!)

Students learn by doing.
Students must study for themselves.

Andrew Granville and John Hollingsworth, University of Georgia
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Frage 1, Potenzreihen

Wie würden Sie die Potenzreihe um x0 = 0 der folgenden Funktion

x → 1

x2 + 2x + 1

berechnen?

A Alle Ableitungen bestimmen und die Formel für die Taylor-
reihe auswerten.

B Die Funktion als Quadrat von 1
1+x

schreiben und die Reihe als

Quadrat der Reihe für diese Funktion erhalten.

C Mit Hilfe eines Ansatzes und anschliessendem Koeffizienten-

vergleich.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Potenzreihen

Antworten:

A: Das in A beschriebene Vorgehen ist zwar möglich, aber recht mühsam.
Es gibt ein effizienteres Vorgehen.

B: Alle drei aufgeführten Vorgehensweisen führen zum Ziel; aber das

in B beschrieben Vorgehen dürfte am effizientesten sein, weil die Reihe
für die Funktion x/(1 + x) gut bekannt ist.

C: Das in C beschriebene Vorgehen ist zwar möglich, aber mühsam.

Es gibt ein effizienteres Vorgehen.
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Biographie von Brook Taylor

 
Brook Taylor wurde 1685 in Edmonton geboren; er starb 1731 in London.

Aus reicher Familie stammend studierte Taylor ab 1701 an der Universität
Cambridge Rechtswissenschaft. Nach dem Doktorat in diesem Fach wandte er sich
mehr und mehr dem Studium der Mathematik zu. Noch nicht dreissig Jahre alt
wurde er 1712 zum Sekretär der berühmten Royal Society gewählt. Dieses Amt gab
er - wohl aus gesundheitlichen Gründen - 1718 auf und lebte fortan als
Privatgelehrter. Die heute allgemein so genannte Taylorentwicklung einer Funktion
in eine Potenzreihe veröffentlichte er 1715 im Rahmen seines Hauptwerkes Methodus
incrementorum, das daneben auch Resultate über Differentialgleichungen und deren
Anwendungen auf physikalische Probleme (Schwingende Saite, etc) enthält.

 



Anwendungen des Divergenzsatzes

file:///Volumes/Scratch/Users/stammb/amazonas/webdefmod/anwendungen.html[4/24/11 5:45:04 PM]

 
 

Kapitel VI. Vektoranalysis

VI.6. Anwendungen des Divergenzsatzes

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Anwendungen des Divergenzsatzes 

 
 

 
Biographie von James Clerk Maxwell 1831 - 1879
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Repetition: Kapitel VIII. Potenzreihen

VIII.5. Anwendungen

Für viele Funktionen f gilt, dass ihre Taylorreihe um einen gegebenen Punkt x0 in
einem nichttrivialen Intervall um x0 konvergiert und dort die Funktion f darstellt.

(Zwar gilt diese Regel für viele Funktionen, aber nicht für alle. Klar ist, dass eine
Funktion, die sich durch eine Potenzreihe darstellen lässt, unendlich oft differenzier-
bar sein muss. Aber es ist umgekehrt nicht richtig, dass sich jede unendlich oft dif-
ferenzierbare Funktion in eine konvergente Potenzreihe entwickeln lässt. Allerdings
sind diese Ausnahmen eher pathologischer Natur und spielen bei Anwendungen im
Normalfall keine grosse Rolle. (Für Gwundrige: Wir haben bei unseren Bemerkun-
gen über analytische (d.h. komplex differenzierbare) Funktionen festgestellt, dass
diese automatisch unendlich oft differenzierbar seien; in diesem Bereich (im Kom-
plexen!) lässt sich dann der Satz beweisen, dass sich jede analytische Funktion in
eine in einem nichttrivialen Bereich konvergente Potenzreihe entwickeln lässt.)

Da man mit konvergenten Potenzreihen sehr einfach rechnen kann, nämlich wie
mit Polynomen (= “endliche” Potenzreihen), so liefern Potenzreihen eine neue Art,
mit Funktionen umzugehen. Dies ist deshalb besonders interessant, weil es viele
Funktionen gibt, die zwar nicht elementar (durch eine Formel der üblichen Art)
ausdrückbar sind, sich aber durch eine konvergente Potenzreihe darstellen lassen.

Test Man nenne Beispiele von Funktionen, die sich nicht “elementar” darstellen
lassen, für die aber eine Potenzreihe ohne weiteres berechnet werden kann. (Ab-
schnitt 5, Seiten 22-33.)

Wer Weisheit erwirbt, erwirbt Kummer, und wer sich viele
Gedanken macht, muss sich viel ärgern.

Prediger Salomo 1.18
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Biographie von James Clerk Maxwell

 
James Clerk Maxwell wurde 1831 in Edinburgh geboren; er starb 1879 in
Cambridge.

Maxwell studierte an der Universität Cambridge, wo er u.a. bei Stokes Vorlesungen
hörte. 1856 wurde er Professor in Aberdeen. Von 1860 bis 1865 war er am King's
College in London tätig. Nach einer "Ruhepause" als Privatmann wurde er 1871
Professor für Experimentalphysik in Cambridge.

Besonders intensiv beschäftigte sich Maxwell mit der Physik der Elektrizität und des
Magnetismus. In seiner Arbeit "Treatise on Electricity and Magnetisme", die 1873
erschien, entwickelte er die berühmten vier Maxwellschen Gleichungen (partielle
Differentialgleichungen), welche den quantitativen Zusammenhang zwischen
Elektrizität und Magnetismus vollständig beschreiben. Aus diesen Gleichungen ergab
sich die Existenz von elektromagnetischen Wellen (u.a. Radiowellen), deren Existenz
damals noch unbekannt war und die erst von H. Hertz experimentell nachgewiesen
wurden.

Weitere Arbeiten von Maxwell betreffen die Theorie der Wärme (Thermodynamik)
und die kinetische Gastheorie.
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Anhang. Komplexe Zahlen

 

 
 

In einem Anhang werden hier komplexe Zahlen übersichtsmässig behandelt. 
In vielen Teilen der Mathematik spielen komplexe Zahlen eine grundlegende Rolle. Sie machen
nicht nur an vielen Stellen die mathematische Theorie durchsichtiger und leichter verständlich,
sondern sie haben sich in verschiedenen Gebieten der Physik und der Ingenieurwissenschaften

auch als wichtiges und unverzichtbares Hilfsmittel erwiesen. Erwähnt seien in diesem
Zusammenhang die Elektrotechnik und die Strömugsmechanik, wo in höheren Vorlesungen

komplexe Zahlen eingesetzt werden.

Zu jedem Abschnitt finden sich hier eine Kurzzusammenfassung mit Testfragen und ausserdem
einige multiple choice Fragen.  An einigen Stellen sind biographische Angaben zu Mathematikern

eingebaut, die im Zusammenhang mit dem behandelten Stoff stehen. 

 
 

Komplexe Zahlen werden am Gymnasium i.a. im Zusammenhang mit quadratischen
Gleichungen eingeführt; bei den Studierenden dürften sie deshalb bekannt sein,
allerdings in sehr unterschiedlichem Ausmass. Aus diesem Grund ist dieser Anhang
sehr kompakt geschrieben und stellt nur die wichtigsten Dinge kurz zusammen. Der
Studierende sollte sich aber klar sein, dass ein freier Umgang mit komplexen Zahlen
nur nach einer längeren Phase der Eingewöhnung möglich wird. Die zahlreichen
Anwendungen in Physik und Ingenieurwissenschaften zeigen im übrigen, dass die
komplexen (und "imaginären") Zahlen eine ebenso reale Rolle spielen wie die reellen
Zahlen.
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Anhang. Komplexe Zahlen

1. Komplexe Zahlen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Komplexe Zahlen  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
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Repetition: Anhang. Komplexe Zahlen

Anhang 1. Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen und die überaus reiche Theorie, die damit verbunden ist, spielen
in vielen Gebieten der Ingenieurwissenschaften eine Rolle, so z.B. in der Strömungs-
mechanik und in der Elektrotechnik.

Eine komplexe Zahl z lässt sich in eindeutiger Weise als a+ ib schreiben, wo a und b
reelle Zahlen sind und i die sogenannte imaginäre Einheit bezeichnet. Man rechnet
mit komplexen Zahlen unter Berücksichtigung der üblichen Rechengesetze; wenn in
der Rechnung i2 auftritt, ist dafür −1 zu setzen. (Siehe Abschnitt 1, Seiten 1-10.)

Test Was versteht man unter Real- und Imaginärteil der komplexen Zahl a + ib?

Test Was ist die komplexe Zahlebene?

Test Was versteht man unter der Polardarstellung einer komplexen Zahl? Was ist
der absolute Betrag und was ist das Argument einer der komplexen Zahl a + ib?

Test Wo liegen in der komplexen Zahlebene die komplexen Zahlen vom Betrage 2?

Man beschreibe Addition und Multiplikation komplexer Zahlen als geometrische
Operationen in der komplexen Zahlebene.

Test Wann ist die Division durch eine komplexe Zahl möglich?

Test Es sei z eine komplexe Zahl vom Betrage 1, aufgefasst als Punkt in der
komplexen Zahlebene. Man konstruiere 1/z, z3, z10. Es sei w eine komplexe Zahl
mit w4 = z. Wieviele solche komplexen Zahlen w gibt es? Wo liegen sie in der
komplexen Zahlebene?

Lernen ist wie Rudern gegen den Strom.
Sobald man aufhört, treibt man zurück.

Benjamin Britten (1913-1976)
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Frage 1, Argument

Welche Antwort ist richtig?

arg

((
cos

π

6
+ i sin

π

6

)4
)

= ?

A π
3

B 2
3π

C 5
6π

D π

E 3
2π
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Frage 1: Argument

Antworten:

A: Nein, die Antwort A ist nicht richtig. Bei der Multiplikation kom-
plexer Zahlen addieren sich die Argumente.

B: Ja, die Antwort B ist richtig, denn bei der Multiplikation komplexer

Zahlen addieren sich die Argumente: Der vierten Potenz entspricht
also das vierfache Argument.

C: Nein, die Antwort C ist nicht richtig. Bei der Multiplikation kom-

plexer Zahlen addieren sich die Argumente.

D: Nein, die Antwort D ist nicht richtig. Bei der Multiplikation kom-

plexer Zahlen addieren sich die Argumente.

E: Nein, die Antwort E ist nicht richtig. Bei der Multiplikation kom-
plexer Zahlen addieren sich die Argumente.
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Frage 2, imaginäre Einheit

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

A i2 = −1

B 1
i = −i

C i3 = −i

D i17 = i

E 1
i4 = −1



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 2

Frage 2: Die imaginäre Einheit

Antworten:

A: Nein, die Aussage A ist richtig.

B: Nein, die Aussage B ist richtig: erweitere mit −i.

C: Nein, die Aussage C ist richtig.

D: Nein, die Antwort D ist richtig.

E: Die Aussage E ist in der Tat falsch: die vierte Potenz von i ist 1.
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Anhang. Komplexe Zahlen

2. Komplexe Zahlen und Funktionen

 

 
 

Zusammenfassung, Kommentare und Testfragen zum Abschnitt  
Komplexe Zahlen und Funktionen  

 
 

 
Nach dem Studium des zusammenfassenden Textes wende 

man sich den multiple-choice-Fragen zu.
 

     
 

Biographie von Leonhard Euler 1707 - 1783

Biographie von Carl Friedrich Gauss 1777 - 1855
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Repetition: Anhang. Komplexe Zahlen

Anhang 2. Komplexe Zahlen und Funktionen

Test Was versteht man unter eit, wo t eine reelle Zahl ist? Was versteht man unter
ei(a+ib), wo a und b reelle Zahlen sind?

Test Was versteht man unter dem Konjugieren einer komplexen Zahl? Welche geo-
metrische Operation in der komplexen Zahlebene entspricht dem Konjugieren kom-
plexer Zahlen? Wie lässt sich das Spiegeln an der imaginären Achse darstellen?

Test Was versteht man unter den Eulerschen Formeln? Man interpretiere diese
Formeln geometrisch in der komplexen Zahlebene?

Ist t eine relle Variable, so beschreibt t → z(t) = h(t) + ig(t) eine Kurve in der
komplexen Zahlebene. Dabei sind t → h(t) und t → g(t) reellwertige Funktionen.
Man rufe sich in Erinnerung, was man unter der Ableitung z′(t) und dem Integral∫

z(t) dt versteht? (Siehe dazu Abschnitt 2, Seiten 11-13.)

Man rufe sich die sogenannten Orthogonalitätsrelationen in Erinnerung. (Siehe dazu
Abschnitt 2, Seite 13.)

Test Man beschreibe mit Hilfe komplexer Zahlen eine Drehung der komplexen
Zahlen um den Ursprung um −π/2.

Test Man beschreibe mit Hilfe komplexer Zahlen eine vom Ursprung ausgehende
Streckung um den Faktor 3.

Test Man beschreibe mit Hilfe komplexer Zahlen eine Translation um 2 Einheiten
in Richtung “Nordwest”.

Bis anhin haben wir üblicherweise reellwertige Funktionen von einer oder mehreren
reellen Variablen betrachtet. Viele der Funktionen einer Variablen lassen sich ohne
weiteres auf komplexe Argumente ausdehnen; natürlich werden dann die Funktions-
werte i.a. auch komplex. Dieses Verfahren ist wohlbekannt z.B. für Polynome (siehe
Abschnitt 3); ausserdem wurde es für die Exponentialfunktion explizit durchgeführt
(siehe Seiten 16/17).

Test Ausgehend von der Definition der Funktion sinh definiere man die komplex-
wertige Funktion sinh : z → sinh z der komplexen Variablen z. Man gebe Realteil
und Imaginärteil von sinh z explizit an an.
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Frage 1, Produkt komplexer Zahlen I

Welche Aussage ist richtig?

Die Abbildung z → iz ist

A eine Spielgelung an der reellen Achse.

B eine Spiegelung an der imaginären Achse.

C eine Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden.

D eine Drehung um π/2.

E eine Drehung um π.



U. Stammbach: Analysis I/II. Multiple Choice Questions 1

Frage 1: Produkt komplexer Zahlen I

Antworten:

A: Nein, die Aussage A ist falsch: der Spiegelung an der reellen Achse
entspricht das Konjugieren (siehe Seite 5/6).

B: Nein, die Aussage B ist falsch.

C: Nein, die Aussage C ist falsch.

D: Ja, die Antwort D ist in der Tat richtig.

E: Nein, die Aussage E ist falsch.
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Frage 2, Produkt komplexer Zahlen II

Welche Aussage ist richtig?

Die Abbildung z → (−i) · z ist

A eine Drehung um π/2.

B eine Spiegelung an der reellen Achse.

C eine Spiegelung an der imaginären Achse.

D eine Drehung um −π/2.

E etwas anderes.
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Frage 2: Produkt komplexer Zahlen II

Antworten:

A: Nein, die Aussage A ist nicht richtig.

B: Nein, die Aussage B ist nicht richtig.

C: Nein, die Aussage C ist nicht richtig.

D: Ja, die Antwort D ist in der Tat richtig.

E: Nein, die Aussage E ist nicht richtig.
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Biographie von Leonhard Euler

 
Leonhard Euler wurde 1707 als Sohn eines reformierten Pfarrers in Basel geboren;
er starb 1783 in St. Petersburg.

Euler begann seine Studien 1720 an der Universität Basel. Dort studierte er zuerst
Theologie, erhält aber bereits Privatstunden in Mathematik bei Johann Bernoulli. Er
wandte sich in der Folge ganz der Mathematik und der Physik zu. 1727 wurde Euler
an die Akademie in St. Petersburg berufen, zuerst als Adjunkt, dann als Professor
für Physik und schliesslich als Professor für Mathematik. Als Folge einer schweren
Infektionskrankheit verlor er 1738 sein rechtes Auge. 1741 folgte Euler einem Ruf
des Preussenkönigs Friedrich II an die berühmte Akademie in Berlin, als Direktor
der Mathematischen Klasse (und faktisch als Präsident der ganzen Akademie). 1766
holte ihn die Zarin Katherina II von Russland nach St. Peterburg zurück; dort
wurde ihm ein triumphaler Empfang bereitet. Trotz Erblindung (1777) im Gefoge
einer Staroperation blieb Euler in St. Peterburg bis zu seinem Tode unermüdlich
tätig.

Euler hat ein Werk hinterlassen, das in der Geschichte der Wissenschaft
seinesgleichen sucht, dies bezieht sich sowohl auf die Breite der behandelten
Gegenstände wie auch auf den reinen Umfang: Die Gesammelten Werke Eulers
umfassen allein über 80 Bände. Daneben war Euler ein fleissiger Briefeschreiber,
seine Briefe - die meisten davon mit einem wisenschaftlichen Inhalt - wurden in
weiteren gegen 20 Bänden herausgegeben.

Sein mathematisches und physikalisches Werk umfasst alle damals bekannten
Gebiete. Besonders berühmt wurden seine Werke über Mechanik "Mechanica
(1736)" und "Theoria motus corporum" (1765) sowie die mehrbändige Darstellung
(insgesamt 8 Bände!) der Differential- und Integralrechnung (1748), (1755), (1768).
Auch ausserhalb der wissenschaftlichen Welt sind seine "Lettres à une princesse
d'Allmagne" berühmt geworden, in denen er die damalige Mathematik und Physik
der jungen begabten Prinzessin Sophie Charlotte von Brandenburg-Schwedt erklärt.

In unserer Vorlesung begegnen wir dem Namen Eulers im Bereich der komplexen
Zahlen und später bei den Differentialgleichungen. Dies ist nur ein schwacher
Abglanz dieses ausserordentlich reichen Werkes; allerdings wird der Name Eulers
zweifellos auch in der Mechanik, in der Physik und in der Fluiddynamik - und
jeweils in ganz prominenter Weise - auftauchen.
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Carl Friedrich Gauss wurde 1777 in Braunschweig geboren; er starb 1855 in
Göttingen.

Gauss entstammt einer armen Familie. Nur dank der Unterstützung des Herzogs von
Braunschweig konnte er das Gymnasium besuchen, in Göttingen studieren und sich
danach für einige Jahre ganz der Wissenschaft widmen. 1807 wurde Gauss in
Göttingen zum Professor für Astronomie und zum Direktor der dortigen Sternwarte
ernannt.

Bereits 1796, also erst 19jährig löste Gauss ein seit der Zeit der Griechen offen
gebliebenes Konstruktionsproblem. Er konnte nachweisen, dass das regelmässige 17-
Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, im Gegensatz etwa zum regelmässigen
7-Eck, das eine derartige Konstruktion nicht zulässt.

Gauss wandte sich anschliessend der Zahlentheorie (Primzahlen) zu. In diesem
Gebiet verfasste er ein Buch ("Disquisitiones arithmeticae", 1801), das über die
nächsten 50 Jahre hinweg zum Leitfaden dieser mathematischen Disziplin wurde.

Aus der Vorlesung ist bereits der Satz von Gauss bekannt. Für den sogenannten
Fundamentalsatz der Algebra, also das Resultat, dass jedes Polynom vom Grade n
gerade n Nullstellen (mit Vielfachheiten gezählt) besitzt, hat Gauss als erster einen
stichhaltigen Beweis geliefert. Ausserdem ist uns die Gauss'schen Zahlenebene
bekannt, die Gauss eingeführt hat, um die komplexen Zahlen zu veranschaulichen.

Als Direktor der Sternwarte hat sich Gauss mit Berechnungen der Bahnkurven von
Planeten und Asteroiden beschäftigt, und dabei mit neuen Methoden Resultate
erhalten, die in der ganzen wissenschaftlichen Welt Erstaunen erregten.

In seinem späteren Leben wurde ihm die Vermessung des Königreiches Hannover
anvertraut. Auch in dieser doch sehr angewandten Wissenschaft hat Gauss mit von
ihm neu entwickelten Methoden Resultate erziehlt, die das damals Übliche an
Genauigkeit weit übertrafen. Zu nennen ist in diesem Zusammenhang etwa die von
ihm eingeführte Methode der kleinsten Quadrate. Sie dient auch heute noch dazu,
Messfehler auszugleichen.

Gegen Ende seines Lebens wandte sich Gauss mehr der Physik zu, insbesondere dem
damals neuen Phänomen des Elektromagnetismus. Zu seinen Ehren wurde für die
Einheit der magnetischen Feldstärke die Bezeichnung "Gauss" eingeführt.

Schon zu Lebzeiten war das mathematische Werk von Gauss hoch anerkannt; nicht
von ungefähr hat man ihn "princeps mathematicorum", den Fürst der
Mathematiker, genannt.
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U. Stammbach: Analysis, Teil C 3

Repetition: Anhang. Komplexe Zahlen

Anhang 3. Polynome

Test Lässt sich jedes reelle Polynom in reelle Linearfaktoren zerlegen?

Man gebe ein reelles Polynom an, das keine reelle Nullstelle besitzt.

Test Was versteht man unter einer dreifachen Nullstelle eines Polynoms?

Gegeben sei ein reelles Polynom ungeraden Grades. Weshalb muss ein derartiges
Polynom eine reelle Nullstelle besitzen?
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