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Praambel

Das vorliegende Manuskript basiert auf einer an der ETH Ziirich gehaltenen
Vorlesung im Herbstsemester 2009, welcher wiederum das Buch “Complex
Analysis” von Lars Ahlfors zugrundeliegt. Es ist kaum moglich, ein besse-
res Buch zu diesem Thema zu schreiben, oder dem Meisterwerk von Ahl-
fors iiberhaupt nahe zu kommen. Das ist auch keinesfalls meine Absicht.
Auch ist dieses Vorlesungsmanuskript nicht als Ubersetzung des Buches von
Ahlfors gedacht, sondern als ein auf Studentinnen und Studenten der ETH
Ziirich zugeschnittener Text, der auf den Vorlesungen “Analysis I € 11”7 so-
wie “Lineare Algebra I € I1” des ersten Studienjahres aufbaut. Ein Teil des
Materials in [1], zum Beispiel iiber topologische und metrische Rédume, wird
in der Analysis-Vorlesung an der ETH thematisiert und daher hier nicht in
der gleichen Ausfiihrlichkeit wie in [1] behandelt. Andererseits beschrénkt
sich dieses Manuskript auf Themen, die sich in einer einsemestrigen Vor-
lesung (drei Wochenstunden in 14 Wochen) behandeln lassen, und deren
Auswahl natiirlich stark den Geschmack und die Préferenzen des Autors
wiederspiegelt. Es schneidet aus diesem Grunde eine Reihe wichtiger The-
men in [1] nicht an, die aber zur weiteren Vertiefung des Studiums wérmstens
empfohlen werden.

In der Vorlesung an der ETH wurden die Kapitel 1-5 behandelt (mit eini-
gen noch zu erwiihnenden Ausnahmen), nicht aber die im Anhang aufgefiihr-
ten Kapitel iiber harmonische Funktionen (Anhang A), zusammenh#ngende
Réume (Anhang B) und den Kompaktheitsbegriff (Anhang C). Dieses Ma-
terial wurde jedoch in der Vorlesung ohne Beweis verwendet, und steht auch
teilweise aus der Analysis-Vorlesung zur Verfiigung (B und C.1). In den Tei-
len des Anhangs, bei denen es sich um Erinnerungen an Themen aus der
Analysis-Vorlesung handelt, habe ich den Text entsprechend knapp gehal-
ten und auf ausfiihrliche Erlduterungen verzichtet. Im iibrigen hélt sich der
vorliegende Text in den Kapiteln 1-5 weitgehend an die in der Vorlesung
verwendete Reihenfolge.
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Im Vergleich zur Vorlesung habe ich habe den Text noch um einige Ab-
schnitte ergénzt, fiir die in der Vorlesung keine Zeit blieb, und die ihren Weg
in dieses Manuskript gefunden haben als Anregung fiir das weitere Studi-
um des so reichhaltigen und spannenden Gebietes der Funktionentheorie.
Dazu gehoren die Diskussion der Steinerkreise in Abschnitt 2.3, die Diskus-
sion unendlicher Produkte, der Gamma-Funktion, und der Riemannschen
Zeta-Funktion in Abschnitt 4.6, die Diskussion elliptischer Integrale und
der Weierstrass’schen g-Funktion in Abschnitt 5.6, sowie die Charakterisie-
rung der Biholomorphieklassen mehrfach zusammenhéngender Gebiete in
den Abschnitten 5.7 und 5.8. In diesem Zusammenhang ist ebenso der An-
hang A iiber harmonische Funktionen zu erwéhnen, der in der Vorlesung
zwar nur fiir den Beweis des Schwarzschen Spiegelungsprinzips verwendet
wurde, der sich aber andererseits in natiirlicher Weise in diesen Text ein-
gliedert, da sich die grundlegenden Eigenschaften harmonischer Funktionen
von zwei Variablen elegant aus der Funktionentheorie herleiten lassen.

Als Anmerkung zur Literatur sei hinzugefiigt, dass es neben dem Buch
von Ahlfors natiirlich eine grosse Vielzahl hervorragender Lehrbiicher auf
dem Gebiet der Funktionentheorie gibt, der ich in dieser Einleitung nicht
auch nur annéhernd gerecht werden konnte. Eher zufillig herausgegriffen
seien die Biicher von Remmert und Schumacher [4, 5], deren zweiter Band
unter anderem einen Beweis der Bieberbach-Vermutung enthélt, und das
Buch von Fischer und Lieb [2], das andere Schwerpunkte setzt als der vorlie-
gende Text, und unter anderem fiir ein tieferes Versténdnis der elementaren
Funktionen sehr hilfreich ist. Diese Biicher enthalten dariiber hinaus auch
viele Hinweise zur weiterfithrenden Literatur.

Ich bin insbesondere Paul Biran zu Dank verpflichtet fiir seine vielen
erleuchtenden Hinweise und Vorschldge zum Aufbau dieser Vorlesung. Mein
Dank gilt auch Maria Petkova fiir ihren hervorragenden Einsatz bei der
Betreuung der Ubungen sowie ihre Hilfe beim Korrekturlesen.

4. Mai 2010 Dietmar A. Salamon
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Kapitel 1

Die komplexen Zahlen

In der Funktionentheorie vereinigen sich Algebra, Analysis, und Geometrie
zu einem Ganzen. Dies spiegelt sich unter anderem darin wider, dass man
die komplexen Zahlen als einen Kérper, einen metrischen Raum, und einen
Vektorraum betrachten kann, und diese verschiedenen Aspekte nicht von-
einander zu trennen sind.

1.1 Der komplexe Zahlenkoérper

Im reellen Zahlenkorper ist jedes Quadrat nichtnegativ und insbesondere
hat die Gleichung 2> = —1 keine reelle Losung. Die Grundidee fiir die
Einfiihrung der komplexen Zahlen ist es, hier Abhilfe zu schaffen indem
man eine zusétzliche Zahl i einfithrt welche der Gleichung

i?=-1
geniigt. Eine komplexe Zahl ist per Definition ein Ausdruck der Form
z=x+1iy

mit x,y € R. Dies ist zunéchst als formale Summe zu verstehen, also als ein
Ausdruck der mit einer Summenoperation gar nichts zu tun hat. Die reelle
Zahl x heisst Realteil von z und y heisst Imaginérteil von z. Ist x =0
so schreiben wir z = 0 + iy = iy und nennen diese Zahl rein imaginér. Ist
y = 0 so identifizieren wir die komplexe Zahl z = x + i0 mit der reellen Zahl
x so dass jede reelle Zahl auch gleichzeitig eine komplexe Zahl ist. Damit ist
0 die einzige komplexe Zahl die sowohl reell als auch rein imaginér ist. Die
Menge der komplexen Zahlen bezeichnen wir mit

C:={z=z+1iy|z,y € R}.

1



2 KAPITEL 1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Auf dieser Menge sind zwei Operationen definiert. Die Summe und das
Produkt zweier komplexer Zahlen

z =1+ iy, w=u+iv
mit z,y,u,v € R sind definiert durch
z4+w:=(x +u)+i(y +v), 2w = (zu — yv) + i(zv + yu).

Diese Operationen erfiillen die gleichen Kérperaxiome wie die reellen Zahlen.
Das heisst erstens, sie sind kommutativ, assoziativ, und distributiv. Zweitens
sind die Zahlen Oc := 0+i0 = 0 und 1¢ := 14i0 = 1 die neutralen Elemente
beziiglich Addition und Multiplikation. Drittens besitzt jede komplexe Zahl
z = x + iy € C ein inverses Element —z = (—z) + i(—y) beziiglich der
Addition und, wenn sie von Null verschieden ist, auch ein inverses Element
2~ € C beziiglich der Multiplikation. Diese letztere Tatsache ist nicht so
offensichtlich. Ist eine komplexe Zahl z = x+1iy € C\ {0} gegeben, so suchen
wir eine Zahl w = 2z~ = 1/2z € C welche die Gleichung

zw =1

erfiillt. Schreiben wir w = u + iv mit u,v € R so ist diese Gleichung &quiva-
lent zu dem linearen Gleichungssystem

Tu —vy =1, yu + zv = 0.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x und die zweite mit y und bilden
die Summe (bzw die erste Gleichung mit y und die zweite mit  und bilden
die Differenz) so ergibt sich

(2% + y*)u = , (2% + y*)v = —y.
Damit ist die komplexe Zahl

1 T — iy
-1
=— 1= == 1.1

: z 2?4y (1.1)
die einzige Losung der Gleichung zz~! = 1. Wir kénnen nun den Quotienten
w/z = wz~! zweier komplexer Zahlen w, z € C bilden solange der Nenner z
von Null verschieden ist. Mit w = u + iv und z = z + iy und u,v,z,y € R
erhalten wir die Formel

w  (ux +vy) +i(ve — uy)

= . 1.2
z x2 + 92 (1.2)

Genau wie im Korper der reellen Zahlen kénnen wir nicht durch Null teilen.
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Ubung 1.1. Berechnen Sie die komplexen Zahlen

5 24+i\?2
1+ 2i)? 1T+ + (1 -1
(27 = (3—2i> o (DT A —)

Fir z = x + iy € C mit x,y € R bestimmen Sie die Real- und Imaginérteile
der komplexen Zahlen 2%, 1/22, (z—1)/(z+1). Beweisen Sie die Gleichungen

(—1ii\/§>3:1 <i1ii\/§>6:1

2 2

Die Quadratwurzel

Wir zeigen: Fliir jede komplexe Zahl w gibt es eine komplexe Zahl z so dass
22 = w. (1.3)

Wir nehmen an, dass w # 0 ist, denn andernfalls ist z = 0 offensichtlich
die einzige Losung von (1.3). Schreiben wir w = u + iv mit u,v € R und
z =2+ iy mit z,y € R so ist die Gleichung (1.3) dquivalent zu

-yt =u, 2zy = v. (1.4)
Gesucht sind also zwei reelle Zahlen z,y € R die das quadratische Glei-
chungssystem (1.4) 16sen. Jede solche Losung muss folgende Bedingung erfiil-
len: ) )
(a:2 +y2) _ (a:2 _ y2) +4r?y? = o 402

Hieraus ergibt sich

und damit
o Vur+vi+u 5 Vu+vi—u
O i . NP S e e S . (1.5)
2 2
Ist v # 0 so gibt es vier Losungen (x,7) € R? von (1.5) und jede dieser
Losungen erfiillt die Gleichung |2zy| = |v|. Genau zwei dieser vier Losungen

erfiillen die Gleichung (1.4) und damit auch (1.3). Im Fall v = 0 hat die
Gleichung (1.5) genau zwei Losungen, die beide auch (1.3) erfiillen. Wir
haben also gezeigt, dass die Gleichung (1.3) fiir jedes w € C \ {0} genau
zweil Losungen hat. Diese Losungen sind genau dann reell, wenn w eine
nichtnegative reelle Zahl ist, und sind genau dann rein imaginar, wenn w
eine nichtpositive reelle Zahl ist.
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Eine Losung von (1.3) wird oft auch mit z = \/w bezeichnet und Qua-
dratwurzel von w genannt. Es ist jedoch darauf zu achten, dass diese
Losung (ausser im Fall w = 0) nicht eindeutig ist, denn mit z ist auch
—z eine weitere Losung. Ist w € C\ (—00,0] so gibt es genau eine Losung
2z = y/w € C von (1.3), deren Realteil positiv ist, und diese Lésung wird oft
Hauptzweig der Quadratwurzel genannt.

Ubung 1.2. Bestimmen Sie die Quadratwurzeln

T
Vi, V4oL Vit ;¢3

Bestimmen Sie die vierten Wurzeln
1
Losen Sie die Gleichung
22+ (a+ib)z + (¢ +id) = 0.

Die komplexen Zahlen als Vektorraum

Da eine komplexe Zahl z = x + iy mit x,y € R durch ihren Realteil  und
Imaginérteil y eindeutig bestimmt ist, kénnen wir den Kérper der komplexen
Zahlen mit dem 2-dimensionalen reellen Vektorraum

R?=R xR
aller Paare von reellen Zahlen identifizieren. In dieser Schreibweise sind Sum-
me und Produkt zweier Vektoren z = (z,y) und w = (u,v) definiert durch
(@,9) + (w,0) == (x+uw,y+v),  (2,9) (u,v) = (Tu—yv,z0+Yu).

Die neutralen Elemente sind die Vektoren 0 := (0,0) und 1 := (1, 0). Das In-
teressante aus dieser Perspektive ist, dass auf dem R? {iberhaupt ein Produkt
existiert, durch welches dieser Vektorraum zu einem Korper wird. Gleich-
zeitig rechtfertigt sich mit

i:=(0,1)
die oben eingefiithrte Schreibweise.

Ubung 1.3. Zeigen Sie, dass die Menge der reellen 2 x 2-Matrizen der Form

=05 7)
Yy T
mit Matrix-Addition und Matrix-Multiplikation zum Korper der komplexen
Zahlen isomorph ist.
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Ubung 1.4. Sei R[t] der Ring der Polynome mit reellen Koeffizienten in
einer Variablen ¢t und (1 +t2) die Teilmenge aller Polynome p € R[t] die sich
in der Form p(t) = (1 + t?)q(t) fiir ein Polynom ¢ € R[t] schreiben lassen.
Dies ist ein Ideal: jedes Produkt eines Elements von (1 + t2) mit einem
beliebigen Polynom ist wieder ein Element von (14 ¢2). Zeigen Sie, dass der
Quotient R[t]/(1 + t?) zum Korper der komplexen Zahlen isomorph ist.

1.2 Konjugation und Absolutbetrag

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl mit x,y € R. Wir bezeichnen den Real-
und Imaginérteil von z mit

Rez =z, Imz:=y.

Die komplex Konjugierte von z ergibt sich durch Umkehrung des Vorzei-
chens des Imaginérteils und wird mit

Z:=x—1iy

bezeichnet. Eine komplexe Zahl z ist also genau dann reell wenn z = Z ist
und genau dann rein imaginédr wenn z + z = 0 ist. Mit anderen Worten die
Abbildung C — C: z — Z ist eine Involution (das heisst, fiihrt man sie zwei
Mal hintereinander aus so erhilt man die Identitét) und ihre Fixpunktmenge
ist die reelle Achse. Die komplexe Konjugation erfiillt folgende Rechenregeln
die sich durch einfaches Nachrechnen beweisen lassen.

Lemma 1.5. Fir alle z,w € C gilt

z+Zz zZ—Z -
= I = z = 1.
Rez 5 mz 5 z=z (1.6)
und
z+w=z+w, W = ZW. (1.7)

Die gleichen Rechenregeln gelten natiirlich fiir Differenz und Quotient.
Ebenso folgt aus Lemma 1.5 durch vollstdndige Induktion, dass

a2 +a1z2" N+ Hap_1z+an=ap" +a1Z" 4+ ap1z + an

fiir alle ag, a1, ..., a,, 2z € C. Insbesondere ist die Menge der Nullstellen eines
Polynoms mit reellen Koeffizienten invariant unter komplexer Konjugation.

Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy mit z,y € R ist definiert
als die Euklidische Norm des Vektors (z,y) € R?. Er wird mit

2] = Va2 + g2

bezeichnet.
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2 und

Lemma 1.6. Fiir alle z,w € C gilt |2|* = 2z = |Z|
|zw] = [2] |w] . (1.8)
Beweis. Schreiben wir z = z + iy mit x,y € R so gilt
2z = (e +iy)(z —iy) = 2” + 7 = [z
und daher, nach Lemma 1.5,
2 I - 2 2
|zw|® = zwzw = zzZww = |2]” |w|”.
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Aus Lemma 1.6 folgt, dass |w/z| = |w| /|z| fiir alle z,w € C mit z # 0.
Es folgt auch durch vollstdndige Induktion, dass |z1 - - z,,| = |21]| -+ - |2,] fiir
alle z1,...,2, € C.

Lemma 1.7. Fir jedes z € C gelten die Ungleichungen
—|z| <Rez < |z], —|z| <Imz < |z]. (1.9)
Fiir alle z,w € C gilt die Parallelogrammidentitit
24w + |z —w|* = 2|2]* 4 2 |w|? (1.10)
und die Dreiecksungleichung
|z +w| < |z| + |w]. (1.11)

Beweis. Die Ungleichungen (1.9) folgen sofort aus den Definitionen. Ausser-
dem folgt aus Lemma 1.5 und Lemma 1.6, dass

24w = (z+w)(z+w)
= 2Z+wZ+ 2w+ ww (1.12)
= |2)* + 2Re(zw) 4 |w|* .

Ersetzen wir nun w durch —w so ergibt sich
|z —w|? = 2> = 2Re(zw) + |w|?

und (1.10) ist die Summe dieser beiden Gleichungen. Die Dreiecksunglei-
chung folgt nun aus (1.12) und (1.9):

|2+ wl* = |2]” + 2Re(zw) + [w]* < |2 +2[2] + |w]* = (|2] + w])*.

Bei der letzten Gleichung haben wir Lemma 1.6 verwendet. U
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Die Dreiecksungleichung zeigt, dass die komplexen Zahlen einen normier-
ten Vektorraum bilden. Dies ist natiirlich aus der Analysis-Vorlesung [6] be-
kannt, da es sich ja um die Euklidische Norm auf dem R? handelt. Insbeson-
dere bilden also die komplexen Zahlen einen metrischen Raum, so dass alle
topologischen Begriffe wie offene, abgeschlossene, und kompakte Teilmen-
gen des Raumes der komplexen Zahlen einen Sinn ergeben. Zudem riihrt
die Euklidische Norm von einem inneren Produkt auf C her, das durch die
Formel

(z,w) := Re(Zw) = zu + yv

fir z =2 4+ iy und w = u + iv mit z,y,u,v € R gegeben ist. Die Existenz
eines solchen inneren Produktes ist dquivalent zur Parallelogrammidentitét.

Bemerkung 1.8. Eine normierte Algebra ist ein Hilbertraum V' mit einer
bilineare Abbildung VxV — V : (u,v) — uv so dass |uv| = |u| |v| ist fiir alle
u,v € V. Eine solche Struktur existiert nur in den Dimensionen 0, 1 (reelle
Zahlen), 2 (komplexe Zahlen), 4 (Quaternionen), und 8 (Oktonionen).

Lemma 1.9 (Cauchy—Schwarz). Fir alle ai,...,an,b1,...,b, € C gilt

n 2 n n
> aibi| < <Z \%’2) > Ib?
i=1 i=1 j=1
Beweis. Wir definieren die Zahlen A, B € R und z € C durch

n n n
A::Z‘aip, B::Z‘bﬂQ, Zizzaibi
i=1 j=1 i=1

und nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an dass B # 0 ist. Dann
gilt fiir jedes A\ € C, dass

n
0 < Z ‘ai — )\61‘2
i=1
n

= S (as - Aby) (@ - Aby)

=1
= A+ |M\?B—2Re(\2).

Hier haben wir Lemma 1.5 und Lemma 1.6 verwendet. Mit A := z/B ergibt
sich 0 < A — |z* /B und daraus folgt sofort die Behauptung. O
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Ubung 1.10. Beweisen Sie die Identitét von Lagrange

n 2 n n
S b —(Zraﬁ) S 02| = S by - ashif
i=1 i=1 j=1

1<J
fir alle a;,b; € C.

Ubung 1.11. Seien a,b, ¢ € C und betrachten Sie die lineare Gleichung
az+bz+c=0. (1.13)
fiir z € C. Wann hat diese Gleichung genau eine Losung?
Ubung 1.12. Zeigen Sie, dass fiir alle z1, ..., z, € C die Ungleichung
|21 4+ 2] <]+ 4 |20

gilt mit Gleichheit genau dann wenn z;/z; eine positive reelle Zahl ist fiir
alle 4, j mit z; # 0 und z; # 0.

Ubung 1.13. Zeigen Sie, dass alle z,w € C die Ungleichung

2] = w]] <[z — w] (1.14)
erfiillen.
Ubung 1.14. Zeigen Sie, dass jede komplexe Zahl z die Ungleichung

|z| < |Rez|+ |Imz| (1.15)
erfiillt.

Ubung 1.15. Zeigen Sie, dass drei verschiedene komplexe Zahlen z;, 22, 23
genau dann die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bilden, wenn sie die Glei-
chung

z% + zg + Z§ = 2129 + 2223 + 2321

erfiillen

Ubung 1.16. Seien z,w € C. Zeigen Sie

|z| <1lund |w| <1 = z—w‘<1
1—-2zw
und
|z] =1 oder |w| =1 — S )
1—-Zzw

Welche Ausnahmen miissen im zweiten Fall gemacht werden?
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1.3 Polarkoordinaten

Geometrisch kénnen wir eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = x+iy
mit z,y € R durch ihren Betrag r = |z| und den Winkel 6 zwischen der
reellen Achse und der Geraden durch den Ursprung und z darstellen:

z=re = r(cos(f) +isin(f)). (1.16)

Dies ist die Polarkoordinatendarstellung von z (siche Abbildung 1.1).
Algebraisch ist sie bestimmt durch die Gleichungen

T = 1E2 + y2, COS(G) = \/%TyQ’ 5111(9) = \/%Tﬁ (117)

Y- z:x+iy:reIe

e% arg(z)

X

Abbildung 1.1: Polarkoordinaten

Als reelle Zahl ist € durch z nur bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfa-
chen von 27 bestimmt. Die Zahl 6 wird auch das Argument von z genannt
und mit arg(z) := 0 bezeichnet, wobei hier stets die genannte Nichteindeu-
tigkeit zu beachten ist. Fiir eine genauere Formulierung ist es niitzlich, auf
R eine Aquivalenzrelation einzufiihren. Zwei reelle Zahlen 6 und €’ heissen
dquivalent, wenn ihre Differenz 6’ — 0 ein ganzzahliges Vielfachen von 27 ist.
Wir verwenden dafiir die Bezeichnung

0~0 — 0 —0c2rZ.

Den Quotienten (das heisst die Menge der Aquivalenzklassen) bezeichnen
wir mit R/27Z := {6 + 27Z| 0 € R} . Das Argument ist dann als Abbildung

arg : C\ {0} — R/27Z

zu verstehen. Genau genommen ist also arg(z) nicht ein Element von R son-
dern eine Teilemenge von R. In der Praxis werden wir uns jedoch nicht immer
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an diese Regelung halten und die Bezeichnung arg(z) auch fiir ein geeignetes
Element der zugehdrigen Aquivalenzklasse verwenden. Insbesondere besitzt
jede komplexe Zahl z € C\ (—o0,0] im Komplement der negativen reellen
Achse ein eindeutiges Argument im Intervall —m < arg(z) < m. Dieser Re-
priasentant wird héufig der Hauptzweig des Arguments genannt. Wir
werden noch sehen, dass die Mehrdeutigkeit des Arguments von durchaus
grundlegender Bedeutung fiir das gesamte Gebiet der Funktionentheorie ist.

Die Exponentialabbildung

Zur mathematischen Rechtfertigung der Polarkoordinatendarstellung ist es
hilfreich, wenn wir uns fiinf Fakten aus der Analysis [6] in Erinnerung rufen.
Erstens konvergiert die Potenzreihe

exp(w) =€ := Z o (1.18)
k=0

absolut fiir jede komplexe Zahl w. Zweitens erfiillt die resultierende Expo-
nentialfunktion C — C : w — e” die Bedingungen

.oev—1
lim
w—0 w

witwz _ ,W1,W2
)

€ (&

=1 (1.19)

fiir alle wy,wy € C (und wird in der Tat durch diese Bedingungen charakte-
risiert). Drittens gilt

lew| = eRew (1.20)
fiir jedes w € C und insbesondere || = 1 fiir # € R. (Ubung: Leiten
Sie (1.20) aus (1.19) und Lemma 1.6 her.) Viertens gilt fiir jedes w € C

e’ =1 = w € 27iZ. (1.21)

Fiinftens gibt es fiir jede von Null verschiedene komplexe Zahl z € C ein
w € C so dass e¥ = z ist.

Aus diesem fiinften Fakt und (1.20) folgt insbesondere, dass sich jede
komplexe Zahl A € C vom Betrag [A\| = 1 in der Form A\ = ¢! fiir ein § € R
schreiben lésst. Aus (1.21) folgt, dass 6 nur bis auf Addition eines ganzzah-
ligen Vielfachen von 27 bestimmt ist. Dies rechtfertigt die erste Gleichung
in (1.16). Die zweite Gleichung ist dann lediglich eine Tautologie. Man de-
finiert einfach Cosinus und Sinus als Real- und Imaginérteile der Funktion
0 — el Da el? = ¢~ ist, heisst das nach (1.6), dass
ei@ 4 efiG i6 —if

cos(f) = 5 , sin(f) = ———— (1.22)

fiir jedes 6 € R.
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Der Logarithmus

Es folgt aus den genannten Eigenschaften der Exponentialfunktion, dass die

Abbildung
exp: Q:={weC| —r<Imw <7} = C\ (—00,0]

bijektiv ist. Die Umkehrabbildung wird oft Hauptzweig des Logarithmus
genannt und mit log : C \ (—o0,0] — C bezeichnet. Sie ist durch

log(z) = log |z| + iarg(z) (1.23)
gegeben und es gilt

log(z122) = log(21) + log(22) =+ 2i, (1.24)
arg(z129) = arg(z1) + arg(zz) £ 2w '

fiir z1, 20 € C so dass keine der drei Zahlen z1, zo und z; 2z auf der negativen

reellen Achse liegt. Hieraus ergibt sich eine besonders anschauliche geome-

trische Darstellung des Produkts in der komplexen Zahlenebene. Sind zwei

komplexe Zahlen z1, z9 in Polarkoordinaten gegeben, das heisst

91 92

21 =1r1€" 29 = o€’

so erhélt man die Polarkoordinatendarstellung des Produkts zyzo = rei?
indem man die Betrige multipliziert und die Argumente addiert, das heisst
T =17172, 0 =01+ 0-.

(Siehe Abbildung 1.2.)

PARE2)
// \Zl
zZ,,
H
Z,2Z
122
6,+6,
1

Abbildung 1.2: Summe und Produkt geometrisch

Ubung 1.17. Zeigen Sie, dass der (Hauptzweig des) Logarithmus folgende
Gleichung erfiillt (siche Gleichung (1.19)):
1
lim 2282 _ . (1.25)

z—1 z
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Die n-te Wurzel

Sei a eine von Null verschiedene komplexe Zahl. Wir suchen die Losungen
der Gleichung

2" = a. (1.26)
Es ist zunéchst durchaus nicht offensichtlich, dass eine solche Losung iiber-
haupt existiert. Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung lassen sich jedoch
alle Losungen dieser Gleichung leicht bestimmen. Ist

a = pel?

in Polarkoordnaten gegeben mit p > 0 und ¢ € R und suchen wir eine
Losung z = re'? ebenfalls in Polarkoordinaten mit » > 0 und 6 € R, so gilt

M=a = e =p? = M=p nb—¢e2rZ.

Damit haben die Losungen von (1.26) die Form

. 2rk

z=re", ri=pt/", 9::?—|—L, E=0,....,n—1. (1.27)
n n

Es gibt also genau n solche Losungen. Ein besonders wichtiger Spezialfall ist

a = 1. Die Losungen der Gleichung 2" = 1 heissen n-te Einheitswurzeln

und sind gegeben durch

2mi

Wk, k=0,1,...,n—1, w 1= exp (—) (1.28)
n

(Siehe Abbildung 1.3.)

Abbildung 1.3: Die fiinften Einheitswurzeln

Ubung 1.18. Sei w wie in (1.28). Ist N € N nicht durch n teilbar so gilt

n—1

ZwkN =0.

k=0

3

Bestimmen Sie Real- und Imaginirteil von w, w?, w3, w* im Fall n = 5.
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1.4 Die Riemannsche Zahlenkugel

Die Topologie der komplexen Ebene

Wir beginnen mit einigen Erinnerungen aus der Analysis-Vorlesung [6]. Die
Standardmetrik auf der komplexen Ebene ist durch die Formel

d(z,w) = |z — w|

fir z,w € C gegeben. (Siehe Anhang B fiir den Begriff eines metrischen
Raumes.) Die offenen Bille in dieser Metrik bezeichnen wir mit

B, (20) :={z€C| |z — 20| <}

fiir zgp € C und r > 0. Eine Teilmenge 2 C C heisst offen wenn es fiir jeden
Punkt zp € 2 ein € > 0 gibt so dass B:(z9) C Q. In etwas anschaulicher
Sprechweise heisst dies, dass die Randpunkte von {2 nicht selbst zu € gehéren

(sieche Abbildung 1.4).
o

B, (20)

Abbildung 1.4: Offene Mengen

Die Gesamtheit der offenen Teilmengen von C bildet eine Topologie. Das
heisst die Mengen © = () und 2 = C sind offen, jeder endliche Durchschnitt
offener Mengen ist wieder offen, und jede beliebige (auch unendliche) Ver-
einigung offener Mengen ist wieder offen. Eine Teilmenge A C C heisst ab-
geschlossen wenn ihr Komplement C\ A offen ist oder, dquivalenterweise,
wenn der Grenzwert einer jeden konvergenten Folge in A auch selbst wieder
in A liegt (siche Anhang B.1). Eine Teilmenge K C C heisst kompakt wenn
jede Folge in K eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element von K konver-
giert. Nach Satz C.1 im Anhang C ist dies dquivalent zu der Bedingung,
dass jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Nach Heine-Borel ist eine Teilmenge K C C genau dann kompakt wenn sie
abgeschlossen und beschriankt ist. Insbesondere ist also der gesamte Raum
C nicht kompakt.
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Die Riemannsche Zahlenkugel

Es ist manchmal niitzlich, den Punkt oo zur komplexen Ebene hinzuzufiigen.
Die resultierende Menge heisst Riemannsche Zahlenkugel und wir be-
zeichnen sie mit

C:=CuU{o0}.
Auf dieser Menge ldsst sich eine Topologie wie folgt definieren.

Definition 1.19 (Die Topologie von C). Eine Teilmenge U C C heisst
offen wenn sie eine der folgenden Bedingungen erfillt.

(1) co ¢ U und U ist eine offene Teilmenge von C.
(ii) o0 € U und K := C\ U ist eine kompakte Teilmenge von C.

Man priift leicht nach, dass die hier definierten offenen Mengen tatséch-
lich eine Topologie auf C definieren. Nach Definition sind die abgeschlossenen
Teilmengen eines topologischen Raumes gerade die Komplemente der offenen
Mengen. Untersucht man dies im Fall von C so ergibt sich die folgende
Charakterisierung der abgeschlossenen Mengen.

Lemma 1.20. Eine Teilmenge A C C ist genau dann abgeschlossen wenn
sie eine der folgenden Bedingungen erfiillt.

(i) oo € A und ANC ist eine abgeschlossene Teilmenge von C.
(i) co ¢ A und A ist eine kompakte Teilmenge von C.

Beweis. Ubung. U

In der Topologie von Definition 1.19 enthélt jede offene Umgebung von
oo das Komplement eines hinreichend grossen Balles. Daraus folgt, dass der
topologische Raum C kompakt ist (im Sinne der Uberdeckungseigenschaft
von Satz C.1). Man kann auch direkt zeigen, dass C folgenkompakt ist. Hier-
zu verwendet man, dass eine Folge z, € C genau dann gegen oo konvergiert
(beziiglich der Topologie aus Definition 1.19) wenn es fiir jede Konstante
¢ > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir jedes n € N gilt

n > ng == |zn| > c.
Damit konvergiert eine Folge z, € C genau dann gegen oo wenn sie keine

beschrankte Teilfolge hat. Hat sie aber eine beschrinkte Teilfolge, so hat sie
auch eine in C konvergente Teilfolge, nach Heine-Borel.
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Bemerkung 1.21. Man kann aus jedem topologischen Raum X durch Hin-
zunahme eines Punktes einen kompakten Raum machen, dessen Topologie
wie in 1.19 definiert ist. Diesen Raum nennt man dann die Einpunktkom-
paktifizierung von X. Im Fall X = C fiihrt dieses Verfahren zur Riemann-
schen Zahlenkugel.

Wir bezeichnen die Einheitssphére im 3-dimensionalen Raum mit
S2 = {(xl,xg,xg) cR3 ]x% —i—m% —i—x% = 1} .

Es gibt eine natiirliche bijektive Abbildung ¢ : S? — C die sich geometrisch
wie folgt beschreiben ldsst. Der Nordpol (0,0,1) wird nach oo abgebildet.
Jedem anderen Punkt auf S? wird der Schnittpunkt der Geraden durch
diesen Punkt und den Nordpol mit der Ebene z3 = 0 zugeordnet. Eine
explizite Formel fiir diese Abbildung ist

Ty + izrg _ 2Rez 2Imz |2|°—1
¢($1,$2,$3) =7 ¢ 1(Z) = 2 ) 2 ) | |2 (129)
1 -3 2|74+ 1 |2+ 1 |2|"+1

fiir (z1, 72, 73) € S2\{(0,0,1)} und z € C (siehe Abbildung 1.5). Die stereo-
graphische Projektion ist ein Homéomorphismus beziiglich der Standardto-
pologie auf S? und der Topologie aus Definition 1.19 auf C. Insbesondere
gibt es auf C eine Abstandsfunktion, die diese Topologie induziert.

Abbildung 1.5: Die stereographische Projektion

Ubung 1.22. Die in Definition 1.19 definierten offenen Teilmengen von C
erfiillen die Axiome einer Topologie und die stereographische Projektion ist
ein Homoomorphismus. Die Formel

(|2 = D(jw]* = 1) + 4Re <2w>>
(|2 + D (wP + 1)

fiir z,w € C ergibt eine Abstandsfunktion d : C x C — [0, 7], die die Topo-
logie aus Definition 1.19 induziert. Welches sind die Abstédnde d(z, 00)?

d(z,w) := cos™ (
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Moébiustransformationen

Sei )
()
eine komplexe 2 x 2-Matrix mit von Null verschiedener Determinante
det(A) = ad — bc # 0.
Jede solche Matrix induziert eine Abbildung ¢ = ¢4 : C — C, genannt

Moébiustransformation, die durch

az+b

o) = (1.30)

fiir z € C definiert ist. Insbesondere kénnen Zihler und Nenner nicht gleich-
zeitig verschwinden und wir verwenden die Konvention A/0 := oo fiir A # 0.
Ausserdem ist ¢(co) = a/c und dies macht wiederum Sinn da a und ¢
nicht beide gleich Null sein kénnen. Wir iiberlassen es dem Leser als Ubung,
nachzupriifen dass jede Mobiustransformation stetig ist. Ohnehin sind die
einzigen Punkte an denen etwas zu zeigen ist zgp = —d/c und zy = oo; diese
Punkte stimmen iiberein wenn ¢ = 0 ist.

Die folgende Ubung zeigt, dass jede Mobiustransformation bijektiv ist
(was man natiirlich auch leicht direkt sehen kann) und dass die Mobiustrans-
formationen eine Gruppe bilden die isomorph ist zu

PSL(2,C) := SL(2,C)/{£1} = GL(2,C)/C".

Hier bezeichnet GL(2,C) die Gruppe der invertierbaren komplexen 2 x 2-
Matrizen und SL(2, C) die Untergruppe der Matrizen mit Determinante eins:

SL(2,C) := {A € C***| det(A) = 1}.

Die Gruppe
C*:=C\ {0}

der von Null verschiedenen komplexen Zahlen ist als Untergruppe der Dia-
gonalmatrizen in GL(2,C) zu verstehen.

Ubung 1.23. Fiir alle A, B € GL(2,C) gilt

$AB = QA ¢B.

Ausserdem gilt ¢4 = id genau dann wenn A = Al ist fiir ein A € C*.
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Ubung 1.24. Wir bezeichnen die offene Einheitskreisscheibe und die offene
obere Halbebene mit

D:={zeC| |z <1}, H:={(eC|Im¢ > 0}. (1.31)
Sei f : C — C die Mobiustransformation

() = lifz

Zeigen Sie, dass f die Einheitskreisscheibe bijektiv auf die obere Halbebene
abbildet. Finden Sie eine Formel fiir die Umkehrabbildung f~! : H — D.
Bestimmen Sie die Bildmenge f~1(R).

Ubung 1.25. Jede Mébiustransformation bildet die reelle Achse auf eine
Gerade oder einen Kreis ab. Hinweis: Seien a,b, ¢, d € C so gewéhlt dass

aw + b
cw+d

6 (w) =

Die Menge ¢(R) ist eine Gerade falls a¢ = ac. Andernfalls ist ¢(R U {o0})
der Kreis

ad — cb

ac — ca

ad — be

ac — ca

‘w_

Ubung 1.26 (Doppelverhiiltnis). Seien zg, 21,22 € C drei verschiedene
Punkte auf der Riemannschen Zahlenkugel. Dann gibt es genau eine Mobi-
ustransformation ¢ : C — C so dass

#(20) = 0, d(z1) =1, ¢(z2) = o0.

Fiir 23 € C nennen wir die Zahl ¢(z3) € C das Doppelverhéltnis der vier
Punkte zg, 21, 22, 23. Es ist durch die Formel

(21 — 22) (23 — 20)
(20 — 21)(22 — 23)

w(zo, 21, 22, 23) = (1.32)

gegeben. Dieser Ausdruck ist wohldefiniert solange unter den z; nicht drei
gleiche Punkte sind.

Ubung 1.27. Ist ¢ : C — C eine Mobiustransformation so gilt

w((20), ¥ (21), ¥ (22), ¥ (23)) = w(z0, 21, 22, 23)

fiir alle 2o, 21, 22, 23 € C von denen jeweils hochstens zwei iibereinstimmen.
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Ubung 1.28. Vier verschiedene Punkte zg, 21, 22, 23 € C liegen genau dann
auf einer Gerade oder einem Kreis, wenn ihr Doppelverhiltnis reell ist. Hin-
weis: Ubungen 1.25 und 1.26.

Ubung 1.29. Jede Mébiustransformation bildet Geraden oder Kreise auf
Geraden oder Kreise ab. Hinweis: Ubungen 1.27 und 1.28.

Ubung 1.30. Jede Mobiustransformation lisst sich als Komposition von
Abbildungen der Form
I(z) == -, T(z) =z +c, Sa(z) = az

mit a,c € C und a # 0 schreiben. Verwenden Sie diese Beobachtung fiir
einen alternativen Zugang zu Ubung 1.29. Hinweis: Sei ¢ wie in (1.30) und
betrachten Sie die Differenz ¢(z) — ¢/a.

Ubung 1.31. (a) Sei ¢ : C — C eine Abbildung der Form (2) = ¢(2) fiir
eine Mobiustransformation ¢, so dass
Yoy =id

ist. Eine solche Abbildung heisst anti-holomorphe Involution. Jede anti-
holomorphe Involution der Riemannschen Zahlenkugel hat die Form
Z+b
P(z) = 0zt aeC, b,c € R, (1.33)

cz—a’

mit |a|? + be # 0.
(b) Sei ¢ wie in (1.33) mit der Fixpunktmenge

C :=Fix(¢) = {2 € C|¢Y(2) = 2} .

Ist ¢ = 0 so ist C eine Gerade. Ist ¢ # 0 und |a|? 4+ be > 0 so ist C ein Kreis.
Ist |a® 4 be < 0 so ist C' = 0.
(c) Ist C C C ein Kreis oder eine Gerade so gibt es genau eine anti-
holomorphe Involution 1 : C — C mit Fix(¢)) = C. Diese Abbildung heisst
Reflektion an C. Welches ist die Reflektion an der reelle Achse, bezie-
hungsweise am Einheitskreis?



Kapitel 2

Holomorphe Funktionen

Wir beginnen damit, den Begriff der Differenzierbarkeit ins Komplexe zu
iibertragen, indem wir Funktionen in einer reellen Variablen durch Funktio-
nen in einer komplexen Variablen ersetzen. Da die komplexen Zahlen eben-
falls einen normierten Korper bilden, lidsst sich der gewohnte Begriff der
Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten direkt komplexifizieren.

2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 2.1. Sei Q2 C C eine offene Menge und zg € ). Fine Funktion
f:Q — C heisst komplex differenzierbar an der Stelle zj, wenn der

Grenzwert
e liy L0+ 1) — f(z0)
h—0 h

existiert; als logische Formel heisst das: 3a € CVe > 036 >0Vh € C

f(z0+h) = f(20)

0<|hl < = 20+heQ und |a— Y <e.

Die Zahl a, wenn sie existiert, ist eindeutig durch diese Bedingung bestimmit;
wir nennen sie die Ableitung von f an der Stelle zg und bezeichnen sie
mit f'(z0) := a.

Beispiel 2.2. Eine konstante Funktion f(z) = c ist offensichtlich iiberall
komplex differenzierbar und hat die Ableitung f’(z) = 0.

Beispiel 2.3. Die Identitéatsabbildung f(z) = z ist iiberall komplex diffe-
renzierbar und hat die Ableitung f'(z) = 1.

19
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Beispiel 2.4. Fiir jede natiirliche Zahl n € N ist die Funktion f(z) = 2"
iiberall komplex differenzierbar und hat die Ableitung

. R ) L L 4 ,
/ -1 (Z =1 hk 1 n—k _ n 1.
Fe) = fim R =t 5 (1) = s

Beispiel 2.5. Seien a,b,c,d € C gegeben mit ad — bc # 0 und ¢ # 0. Dann
ist die Mobiustransformation

az+b
¢(Z) T CZ+d

in Q:=C\ {—d/c} komplex differenzierbar und hat die Ableitung

§(z) = lml<az+ah+b_az+b>
h—0h \cz+ch+d cz+d
— lm ad — be
h—0 (cz + ch 4+ d)(cz + d)
~ad—bc
~ (cz +d)?

Beispiel 2.6. Die Exponentialfunktion exp : C — C ist iiberall komplex
differenzierbar und stimmt mit ihrer Ableitung iiberein:

exp(h) —1

exp’(z) = lim exp(z +h) = exp(z) = exp(z) lim

h—0 h h—0 - exp(z).

Hier haben wir die aus der Analysis bekannte Gleichung (1.19) verwendet.

Ubung 2.7. Die Funktion log : C\ (—00,0] — C in (1.23) ist iiberall
komplex differenzierbar und log’(z) = 1/z. Hinweis: (1.24) und (1.25).

Ubung 2.8. Die Funktion f(z) = Z ist nirgendwo komplex differenzierbar.
Die Funktion f(z) = |z|? ist nur an der Stelle zy = 0 komplex differenzierbar.

Um den Begriff der komplexen Differenzierbarkeit iiber diese elementaren
Beispiele hinaus besser zu verstehen, vergleichen wir ihn mit dem der reellen
Differenzierbarkeit in der Dimension zwei. Hierzu identifizieren wir, wie im
Abschnitt 1.1, den komplexen Zahlenkérper mit dem Vektorraum R? mittels
der Abbildung

R? = C: (z,y) — = + iy.
Unter leichtem Missbrauch der Schreibweise ist es manchmal niitzlich, so-
wohl den Vektor (z,y) € R? als auch die komplexe Zahl x + iy mit dem
Buchstaben z zu bezeichnen, obwohl diese beiden Objekte genau genommen
etwas Unterschiedliches bedeuten. Genau um diesen Unterschied soll es an
dieser Stelle gehen.
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Wir betrachten zunéchst lineare Abbildungen. Jede reelle 2 x 2-Matrix
_ (> B 2x2
A_<7 5>€R (2.1)
definiert eine lineare Abbildung

2 2. ~_ (€ al+pBn \ _
R—>R.§_<n>»—><%+6n>_z4§.

Die Identitédtsabbildung wird durch die Einheitsmatrix 1 induziert. Ein an-
deres wichtiges Beispiel ist die Multiplikation mit i als Abbildung von C
auf sich selbst. Unter unserer Identifikation von C mit R? wird hieraus die
lineare Abbildung (§,n) = &+ in — (€ +in) = —n + i€ = (—n,§). Die

dazugehorige Matrix ist
0 -1
(01 o

Lemma 2.9. Fir jede Matriz (2.1) gilt
ATl =1A — a=9, p[=-v

Ist dies erfiillt so ist die Abbildung C = R? Ay R2 = C durch Multiplikation
mit der complexen Zahl a := o + iy gegeben.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Formel

g4 [ Bty —a+d
AT IA_<5_a )

Die zweite folgt aus der Tatsache, dass die Komposition C = R? A R2xC
durch ¢ — a&—i—ﬁn—ki(w&—&n) fiir ( = £+in € C gegeben ist. Dieser Ausdruck
stimmt mit a( iiberein wenn 6§ = «, § = —v, und a = « + i7 ist. 0

Definition 2.10. Eine Matriz A € R?*? heisst komplex linear wenn sie
mit I kommutiert (das heisst AI = 1A) und komplex anti-linear wenn sie
mit I anti-kommutiert (das heisst AT = —IA).

Ubung 2.11. Jede Matrix A € R?*2 lisst sich auf eindeutige Weise als
Summe A = A’ + A” einer komplex linearen Matrix A’ und einer komplex
anti-linearen Matrix A” darstellen.

Ubung 2.12. Sei f : C — C die R-lineare Abbildung, die durch die Ma-
trix (2.1) induziert ist. Dann gibt es zwei komplexe Zahlen a,b € C so dass
fiir jedes z € C gilt: f(2) = az + bz.
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Der Differenzierbarkeitsbegriff in der reellen Analysis

Ist 2 C C eine offene Teilmenge und f : 2 — C eine komplexwertige Funk-
tion, so konnen wir durch unsere Identifikation C = R? die Menge ) auch
als offene Teilmenge von R? betrachten und f als Abbildung von  nach R2.
In der reellen Analysis [7] wird Differenzierbarkeit wie folgt definiert.

Eine Abbildung f :  — R? heisst (reell) differenzierbar an der Stelle

20 = (20,v0) €  wenn es eine Matriz A € R?*? gibt so dass

i [f(o+h) — flzo) — AR] _
R25h—0 |h]

0;

Als mathematische Formel heisst das 3A € R2%2 Ve > 03§ > 0 Vh € R?2
0<|h|<déd = z20+heQ und |f(z0+h)— f(z0) — Ah| < e|h].

Wenn dies gilt, ist die Matriz A durch diese Bedingung eindeutig bestimmit;
wir nennen sie die Ableitung von f an der Stelle zy und bezeichnen sie
mit df (z0) := A € R?>*2. Die Abbildung f heisst partiell differenzierbar
an der Stelle zg wenn die Grenzwerte

g(ZO) — lim f(x,y(]) - f(anyO)’ g(zo) — lim f(:l?o,y) — f(gco,yo)

Ox T—T0 T — X oy Yy—Yo Y—Yo

existieren. Diese Grenzwerte heissen partielle Ableitungen von f an der
Stelle z.

Die Funktion f ist also partiell differenzierbar an der Stelle zy wenn die
Funktion = — f(x,y0) von einer reellen Variablen an der Stelle x = g
differenzierbar ist, und die Funktion y — f(xo,y) an der Stelle y = yo.
Ist f an der Stelle zy differenzierbar so ist f an der Stelle zy auch partiell
differenzierbar und die beiden partiellen Ableitungen of f sind die Spalten
der Matrix df (z9). Das heisst, im Falle der Differenzierbarkeit lisst sich die
Ableitung von f in der Form

a1(en) = (52 o) L o0

schreiben. Dies ist die Matriz der partiellen Ableitungen und wird auch die
Jacobi-Matrix von f an der Stelle zy genannt. Die Umkehrung gilt je-
doch nicht. Zum Beispiel existieren die partiellen Ableitungen der Funktion
f(2) := 2%/z an der Stelle 29 = 0, jedoch ist diese Funktion im Nullpunkt
nicht differenzierbar.
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Die Cauchy—Riemann-Gleichungen

Satz 2.13. Sei Q C C eine offene Teilmenge, f : Q@ — C eine komplex-
wertige Funktion, und zg = xo + iyg € Q. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) f ist komplex differenzierbar an der Stelle zp.

(ii) f st reell differenzierbar an der Stelle zo und die Matriz df (z9) € R?*?
ist komplex linear.

(iii) Die Funktionen uw == Re f : @ - R und v :=Im f : Q@ — R sind

differenzierbar an der Stelle zg und es gilt

%(20) g—Z(zo), g—Z(Zo)Z—%(zo). (2.3)

Dies sind die Cauchy—Riemann-Gleichungen.

(iv) f ist reell differenzierbar an der Stelle zy und

%(ZO) + ig—g(zo) = 0. (2.4)

Sind diese vier dquivalenten Bedingungen erfillt, so ist die komplexe Ablei-
tung von f an der Stelle zy durch

F/z0) = 92 (z0) = T (z0) i (20) (2.

gegeben, und die lineare Abbildung df (29) : R? — R? ist unter unserer Iden-
tifikation R? = C durch Multiplikation mit f'(z) gegeben.

Beweis. Die Aquivalenz von (iii) und (iv) folgt aus der Tatsache dass

—x(Zo) = —x(Zo) + i—x(Zo), i==(20) = —5-(20) + ig—Z(ZO)-

Die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt sofort aus Lemma 2.9 und der Tatsa-
che, dass die reelle Ableitung df (z9) € R?*? durch die Jacobi-Matrix

[ 0u/ox(z9) Ou/Oy(zo)
df (z0) = ( O /dx(z0) Ov/y(20) >

gegeben ist. Nach Lemma 2.9 ist diese Matrix namlich genau dann komplex
linear wenn v und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen (2.3) erfiillen.
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Wir zeigen dass (i) dquivalent zu (ii) ist. Dazu wéhlen wir zwei reelle
Zahlen o,y € R und definieren a € C und A € R?*? durch

a:=«a+iy, A::<?; _Z>.

Nach Lemma 2.9 ist die Matrix A komplex linear und die Abbildung
C=R>*LR25C
ist durch Multiplikation mit a gegeben. Also gilt

J(z0+ h) — f(20) _ [f(zo+h) = f(z0) = Ablgs
h C || g2

fiir jedes h € C = R? mit 29 + h € Q. Hier betrachten wir die Terme auf der
linken Seite als komplexe Zahlen und die auf der rechten Seite als Vektoren in
R?. Insbesondere wird die komplexe Zahl ah € C unter dieser Identifikation
in den Vektor Ah € R? iiberfiihrt.

Ist (i) erfiillt und a := f/(z09) so konvergiert die linke Seite in (2.6)
gegen Null fiir |h| — 0. Daraus folgt dann, dass f and der Stelle zy reell
differenzierbar ist mit A = df (zg). Ist umgekehrt (ii) erfiillt und A := df (20)
so ist A komplex linear und wir kénnen a wie oben als erste Spalte von
A wihlen. Nach Voraussetzung konvergiert nun die rechte Seite in (2.6)
gegen Null fiir |h| — 0. Daraus folgt dann, dass f an der Stelle zy komplex
differenzierbar ist mit f’(z9) = a = 9f/0x(zp). Damit haben wir sowohl
die Aquivalenz von (i) und (ii) als auch die restlichen Aussagen des Satzes
bewiesen. O

(2.6)

Korollar 2.14. Ist Q C C eine offene Teilmenge und f : Q@ — C an der
Stelle zy € Q komplex differenzierbar, so ist f an der Stelle zg stetig; als
mathemtische Formel heisst das Ve >0 3§ >0 Vze C

|z — 20| <9 — 2€Q und |f(z) — f(20)| <e.

Beweis. Dies folgt aus Satz 2.13 und einem bekannten Satz aus der Analy-
sis [7], der sagt dass die Stetigkeit bereits aus der reellen Differenzierbarkeit
folgt. Alternativ kann man die Behauptung auch direkt beweisen mit dem
gleichen Argument wie fiir Funktionen einer reellen Variablen [6]. U

Die gleichen Rechenregeln wie im Reellen gelten auch fiir komplexe Ab-
leitungen. Insbesondere ist die Ableitung der Summe gleich der Summe der
Ableitungen, es gilt die Leibnitz-Regel fiir das Differenzieren von Produk-
ten, und es gilt die Kettenregel fiir Kompositionen. Das ist der Inhalt des
folgenden Satzes.
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Satz 2.15. (i) Sei Q C C eine offene Teilmenge, zo € Q, und f,g: Q2 — C
komplex differenzierbar and der Stelle zg. Dann ist f + g : Q — C an der
Stelle zg komplex differenzierbar und es gilt

(f +9)'(20) = f'(20) + g'(20)- (2.7)

(ii) Seien f,g und zy wie in (i). Dann ist fg : @ — C an der Stelle zy
komplex differenzierbar und es gilt

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g (20)- (2.8)

(iii) Seien f,g und zo wie in (i) und sei g(z) # 0 fir alle z € Q. Dann ist
f/g:Q — C an der Stelle zy komplex differenzierbar und es gilt

' P (20)9(20) = f(20)g (20)
(5) = 902 | 29

(iv) Seien U,V C C offene Teilmengen und zo € U. Sei f : U — C komplex
differenzierbar an der Stelle zy so dass f(U) C V und sei g : V. — C
komplez differenzierbar an der Stelle wg := f(z9). Dann ist die Komposition
go f:U — C an der Stelle zg komplex differenzierbar und es gilt

(g0 f)(20) = g'(f(20))f'(20)- (2.10)

Beweis. Es gibt hier zwei Moglichkeiten des Beweises. Entweder kann man
die Beweise der entsprechenden Aussagen iiber Funktionen in einer reellen
Variablen [6] direkt und Wort fiir Wort aufs Komplexe iibertragen. Oder
man kann Satz 2.13 und bekannte Sétze iiber reelle Differantiation in meh-
reren Variablen verwenden. Wir {iberlassen dem Leser die ersten Methode als
Ubung und konzentrieren uns hier auf die zweite Methode. Die Aussagen (i)
und (iv) folgen unmittelbar aus Satz 2.13 und den entsprechenden Aussagen
iiber die Ableitungen von reellen Funktionen in mehreren Variablen.

Zum Beweis von (ii) schreiben wir f = f; +ifs und g = g; + igo mit
f1, f2, 91,92 : © — R. Diese vier Funktionen sind alle an der Stelle 2y re-
ell differenzierbar und daher gilt das auch fiir die Real- und Imaginérteile
der Funktion fg = (f1g1 — feg2) +i(f192 + f291) . Ausserdem folgt aus der
Leibnitz-Regel fiir Funktionen einer reellen Variablen, dass

og) 01, 09 OUg) 05 09
oz oz oz’ oy y oy’
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Diese Ableitungen sind alle an der Stelle zg zu verstehen und die Produkte
in C. Nach Satz 2.13 erfiillen f und g beide die Gleichung (2.4) an der Stelle
zo und daraus folgt

Also ist fg nach Satz 2.13 an der Stelle zg komplex differenzierbar und die
Leibnitz-Regel folgt aus der Gleichung (fg)' (20) = 9(fg)/0x(20)-
Zum Beweis von (iii) bemerken wir, dass die Funktion
_I_Jg
9 g

wiederum nach Satz 2.13 und einem Satz aus der reellen Analysis [7] an
der Stelle zy reell differenzierbar ist. Aus der Gleichung f = gh und der
Leibnitzregel fiir reelle Ableitungen folgt, dass fiir jedes ¢ € C = R? gilt:

df (20)¢ = (dg(20)¢) h(z0) + 9(20) (dh(20)C)
und daher

1 h(z0)
dh(z9)¢ = ——df (2z0)C —

(20)¢ (20 If (20)¢ a(z0)
Daher ist dh(zg) € R?*? komplex linear und gegeben durch Multiplikation
mit der komplexen Zahl g(z0)~2 (f'(20)g(20) — f(20)9'(20)). Damit ist der
Satz bewiesen. O

f'(20)9(20) — f(20)9' (20)
9(20)?

dg(z0)¢ =

.

Definition 2.16. Sei Q) C C eine offene Menge. Fine Funktion f : Q) — C
heisst holomorph wenn sie an jeder Stelle zg € Q0 komplex differenzierbar
ist und die Ableitung f': Q — C stetig ist.

Beispiel 2.17 (Polynome). Es folgt sofort aus den Definitionen dass jede
konstante Funktion und die Funktion f(z) = z holomorph sind. Mit Hilfe
von Satz 2.15 (i) und (ii) folgt hieraus dass jedes Polynom

f(z) =ag+ a1z + a2’ + - + ap2"
mit komplexen Koeffizienten ap € C auf ganz C holomorph ist.

Beispiel 2.18 (Rationale Funktionen). Seien p,q : C — C Polynome
mit komplexen Koeffizienten so dass ¢ nicht identisch verschwindet und sei

Q:={z€C|q(z) #0}.
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Nach Satz 2.15 (iii) ist die Funktion
fi= P.asc
q
holomorph. Jede solche Funktion heisst rational. Insbesondere ist jede Mo-
biustransformation holomorph (siehe auch Beispiel 2.5).

Beispiel 2.19. Es folgt aus Beispiel 2.6 dass die Exponentialabbildung auf
ganz C holomorph ist.

Beispiel 2.20. Die Funktionen Cosinus und Sinus lassen sich auf die
gesamte komplexe Ebene erweitern und sind dort durch

el 4 12 ) ez _ iz
_ sin(z) :== ————
2 21

definiert (siche Gleichung (1.22) fiir z = # € R). Nach Satz 2.15 sind diese
Funktionen holomorph und erfiillen die Gleichungen

cos(z) :=

-/ / . .
sin’ = cos, cos’ = — sin, cos? 4 sin? = 1.

Beispiel 2.21. Der hyperbolische Cosinus und der hyperbolische Si-
nus sind die durch

z —z z_ =z
cosh(z) := %, sinh(z) := %

definierten Funktionen auf der komplexen Ebene. Sie sind holomorph und
erfiillen die Gleichungen

sinh’ = cosh, cosh’ = sinh, cosh? — sinh? = 1.

2.2 Biholomorphe Abbildungen

Seien Q,Q C C zwei offene Mengen. Eine bijektive Abbildung f : Q — Q’
heisst biholomorph oder holomorpher Diffeomorphismus wenn f und
f~! holomorph sind. Nach Satz 2.15 (iv) mit g = f=! : Q' — Q ist die
Ableitung einer biholomorphen Abbildung iiberall ungleich Null und die
Ableitung der Umkehrabbildung ist durch die Formel

(2.11)

fir w € Q' gegeben. Eine biholomorphe Abbildung von € auf sich selbst
nennen wir auch einen (holomorphen) Automorphismus von .
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Beispiel 2.22. Seien H und D die offene obere Halbebene und die offene
Einheitskreisscheibe wie in (1.31). Nach Ubung 1.24 ist die Abbildung

1
FDSH  f(2) ::i1+z,
—Z

biholomorph. Thre Umkehrabbildung hat die Form

w —1
w4+1i

Beispiel 2.23. Jede Mobiustransformation der Form

fHw) =

f(z) = 6192’—7;20, zo € D, 0 € R,
1— 2z
ist ein holomorpher Automorphismus der offenen Einheitskreisscheibe D
(Ubung 1.16).

Beispiel 2.24. Jede Mobiustransformation der Form

az+b
f(Z) = m, a,b,c,d € R, ad—bc> 0

ist ein holomorpher Automorphismus der offenen oberen Halbebene H.

Beispiel 2.25. Jedes Polynom der Form
f(z) =az+0, a,beC, a # 0,
ist ein holomorpher Automorphismus von C.

Satz 2.26. Sei Q) C C offen und zy € Q. Sei f: Q — C eine holomorphe
Funktion so dass f'(29) # 0 ist. Dann gibt es eine offene Umgebung U C
von zy so dass die Menge V := f(U) offen ist und die Einschrinkung f|y
eine biholomorphe Abbildung von U nach V ist.

Beweis. Schreiben wir f = u+iv mit u, v :  — R so ist die reelle Ableitung
von f die Matrix

[ Ou/ox(z) Ou/oy(z) \ [ Ou/dx(z) —Ov/0x(z)
df(2) = ( ov/0x(z) Ov/Iy(z) ) N < ov/0x(z)  Ou/dx(z) >

Hier folgt die zweite Identitéit aus den Cauchy—Riemann-Gleichungen (2.3).
Nach (2.5) ist die Determinante dieser Matrix

2 2

Ou — 7).

ov
5 )

det(df (z)) = + %(z)
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Also ist det(df(zp)) # 0. Daher gibt es, nach dem Satz iiber inverse Funk-
tionen in [7], offene Umgebungen U C € von zp und V' C C von wg := f(z0)
so dass die Einschrinkung f| : U — V ein C'-Diffeomorphismus ist. Aus-
serdem folgt aus der reellen Kettenregel, dass die Ableitung der Umkehrab-
bildung g := (f|y)~' : V — U die Gleichung

dg(f(2))df (z) =1

fir z € U erfiillt. Daher ist die Matrix df(z) fiir jedes z € U invertierbar
und es gilt dg(f(z)) = df(z)~! fiir jedes z € U. Diese Matrix ist komplex
linear und daher ist g holomorph, nach Satz 2.13. O

Beispiel 2.27. Wir betrachten die Exponentialabbildung
exp: Q:i={2€C| —m<Imz<7}—Q :=C\ (—00,0].

Diese Abbildung ist bijektiv und ihre Ableitung exp’ = exp ist iiberall un-
gleich Null. Daher ist ihre Umkehrabbildung log := exp~! : ' — Q holo-
morph, nach Satz 2.26, und hat die Ableitung

reoN 1 1
tog () = llog(w)) ~ w

fir w € . Diese Abbildung ist der Hauptzweig des Logarithmus. (Siehe
auch Ubung 2.7).

Beispiel 2.28. Die Abbildung
Q:={z€C|Rez >0} Lo = C\ (=00,0] : 2 = f(z) := 2°

ist bijektiv (siehe (1.5) in Abschnitt 1.1) und ihre Ableitung f/(z) = 2z ist
iiberall ungleich Null. Thre Umkehrabbildung ¢ := f~! : @ — Q ist der
Hauptzweig der Quadratwurzel:

glw) = Vo = /Tufel )2

Nach Satz 2.26, ist diese Umkehrabbildung holomorph und hat die Ableitung
1 1

) = Fomy ~ 2ove

fiir w € Q. Auch hier kann man die Formel fiir ¢’ direkt aus (1.5) herleiten.
Jedoch ist diese Herleitung recht miithsam.
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Beispiel 2.29. Die Abbildung f(z) = 2" ist eine Bijektion von der offenen
Menge
Q:z{reie —E<9<E}
n n
auf ' := C\ (—o00,0]. Ihre Ableitung ist wieder iiberall ungleich Null und

daher ist ihre Umkehrabbildung Q' — Q : w — {/w holomorph. Sie heisst
Hauptzweig der n-ten Wurzel.

Beispiel 2.30. Die Tangensfunktion

sin(z)

F(2) = tan(z) =

bildet die offene Menge Q := {z € C| — 7/2 < Rez < m/2} bijektiv auf die
Menge ' := C\{iy| |y| > 1} ab (Ubung). Nach Satz 2.15 und Beispiel 2.20,
ist die Ableitung des Tangens

cos(z)

tan () = S22 ()2()“ Bleoss) Cosl(z) 1+ tan?(2),

Nach Satz 2.26 ist die Umkehrfunktion arctan := tan™' : ' — Q holomorph
und hat die Ableitung

1 1
 tan’(arctan(w)) 1+ w?’
Satz 2.31. Sei Q C C offen, f : Q@ — C holomorph, und zy € 2 so dass

f(z0) # 0. Sein € N. Dann gibt es eine offene Umgebung U C Q wvon zy
und holomorphe Funktionen g,h : U — C so dass fir alle z € U gilt:

4B =f(z),  h(x)" = f(2).

Beweis. Da f(zg) # 0 ist gibt es eine von Null verschiedene komplexe Zahl
wg € C so dass

arctan’(w)

exp(wo) = f(20)-
Da exp’(wg) = exp(wp) # 0 ist, existieren nach Satz 2.26 offene Umgebungen
W C C von wg und V' C C von exp(wy) so dass ¢ :=exp|w : W — V ein
holomorpher Diffeomorphismus ist. Definiere

U:={2€Q|f(z) eV}, gi=¢tof:U—C.

Dann ist zg € U (da f(z9) = exp(wp) € V ist), die Funktion g ist holomorph,
und

) = (g(2)) = f(2)
fiir jedes z € U. Damit haben die Funktionen g und h(z) := e9*)/™ die
gewiinschten Eigenschaften. O
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2.3 Konforme Abbildungen

Sei Q2 C C eine offene Teilmenge und f : Q — C eine holomorphe Abbildung.
Dann erhiilt f die Winkel zwischen sich schneidenden Kurven und infinite-
simal die Lange von Vektoren bis auf einen von der Richtung unabhingigen
Faktor. Um diese Eigenschaften etwas genauer zu formulieren betrachten
wir eine Kurve in 2 und ihre Bildkurve unter f. Seien also a, b reelle Zahlen
mit a < b und

[a,b] = Q:t— 2(t) = x(t) + iy(t)

ene C1-Kurve. Wir betrachten die Bildkurve
[a,b] = C:t— w(t) = f(2(t)).

Aus der Kettenregel fiir reelle Ableitungen folgt, dass dies auch eine C'-
Kurve ist und ihre Ableitung durch

0lt) = SO0 + 00 = FE0i @12)

gegeben ist. Hieraus folgt, fiir ¢y € [a,b] und 2o := z(tg), dass

(a) arg(uw(to)) = arg(f'(20)) + arg(Z(to)),

(b) [w(to)l = [f'(20)] - |2(to)]

Das heisst, dass (a) die Winkel arg(w(tp)) und arg(z(tp)) sich durch einen
konstanten Summanden unterscheiden, und (b) die Betréige |w(tp)| und
|2(to)| sich durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Dies sind Bedin-
gungen an die Ableitungen einer C'-Abbildung und der Faktor bzw Sum-
mand héngt nicht von der Kurve (wohl aber vom Punkt zy) ab. Abbildungen

mit diesen Eigenschaften heissen konform. Die folgenden Ubungen zeigen,
dass in der Dimension 2 konforme Abbildungen holomorph sind.

Ubung 2.32. Fiir jede Matrix A € R?*? sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) Die Differenz arg(A¢) — arg(¢) ist unabhiingig von ¢ € R?\ {0}.

(ii) A ist komplex linear.

Ubung 2.33. Fiir jede Matrix A € R?*2 sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) Der Quotient |A¢|/|¢| ist unabhingig von ¢ € R?\ {0}.

(ii) A ist entweder komplex linear oder komplex anti-linear.
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Beispiel 2.34. Wir betrachten den konformen Diffeomorphismus

z—1

z2+1

Die Menge 2 besitzt ein Gitter, das aus Halbgeraden durch den Ursprung
und aus konzentrischen Halbkreisen mit Mittelpunkt im Ursprung besteht.

Die Halbgeraden werden auf Kreisb6gen durch +1 abgebildet und die Halb-
kreise auf Kreisbogen, die auf diesen senkrecht stehen (siche Abbildung 2.1).

¢:Q:={z€C|Rez>0} = D, #(2) =

exp Q

Abbildung 2.1: Konforme Abbildungen

Beispiel 2.35. Sei ) wie in Beispiel 2.34 und
0 7T
= —=—<I —} .
S {C € C‘ 5 <Im( < 5

Die auf S eingeschrinkte Exponentialabbildung ist ein konformer Diffeo-
morphismus exp : S — €2 der die horizontalen Geraden auf die Halbgeraden
abbildet und die vertikalen Intervalle auf die Halbkreise.

Beispiel 2.36. Die Komposition der Abbildungen aus den Beispielen 2.34
und 2.35 (siehe Abbildung 2.1) ist der konforme Diffeomorphismus

eSS —1
Y:i=¢oexp:S—D, w(C):m

Beispiel 2.37. Nach Beispiel 2.30 ist der Tangens ein konformer Diffeomor-
phismus

s
2
Ubung: Bestimmen Sie das Bild der Geraden {Re z = x} und des Intervalls
{Im z = yo}.

tan : {ZE(C‘ —g<Rez< }—)(C\i((—oo,—l]u[l,oo)).
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Steinerkreise

Die folgende Diskussion ist dem Buch von Ahlfors [1, Seite 84ff] entnommen.
Sie wird im weiteren Manuskript keine Rolle spielen und kann iibersprungen
werden. Seien a,b € C zwei verschiedene Punkte. Diese Punkte bestimmen
zwei Familien von Kreisen die aufeinander senkrecht stehen. Man kann diese
Kreise als Koordinatensystem auf der Riemannschen Zahlenkugel betrachten
und sie sind niitzlich fiir die geometrische Beschreibung von Mobiustrans-
fomrationen. Die Kreise des Apollonius werden durch die Gleichung

zZ—Q

z—b

=p (2.13)

mit 0 < p < oo beschrieben; fiir p — 0 konvergieren diese Kreise gegen a
und fiir p — oo gegen b. Geometrisch erhilt man einen Kreis des Apollonius
als die Menge aller Punkte in der komplexen Ebene deren Absténde zu a
und b ein festes Verhéltnis haben (siehe Abbildung 2.2). Der Kreis (2.13) ist

Abbildung 2.2: Steinerkreise

das Urbild des Kreise |¢| = p (mit Mittelpunkt Null und Radius p) unter
der Mobiustransformation

z—= (=

z—b
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Die Kreise durch a und b sind die Urbilder der Geraden durch den Ursprung
unter dieser Abbildung. Nennen wir A die Schar der Appoloniuskreise und
B die Schar der Kreise durch a und b. Dies sind die durch a und b bestimm-
ten Steinerkreise und sie haben eine Vielzahl interessanter Eigenschaften,
darunter die folgenden.

(a) Jeder Punkt auf der Riemannschen Zahlenkugel, mit Ausnahme von a
und b, liegt auf je genau einem der Kreis der Schar A und der Schar B.

(b) Die Kreise der Scharen A und B schneiden sich im rechten Winkel.

(c) Die Reflektion an einem Kreis der Schar A (siche Ubung 1.31) bildet
jeden Kreis der Schar B auf sich selbst ab und jeden Kreis der Schar A
auf einen anderen Kreis der Schar A. Das gleiche gilt wenn man A und B
vertauscht.

(d) Die Grenzpunkte a,b werden durch die Reflektion an jedem Kreis der
Schar A ineinander {iberfiihrt aber nicht durch eine Reflektion an irgendei-
nem anderen Kreis.

Im Fall @ = 0 und b = oo sind die konzentrischen Kreise mit Mittelpunkt
Null die Apolloniuskreise und die Geraden durch den Ursprung sind die
Kreise der Schar B. Ist ¢ eine M6biustransformation so bildet ¢ die durch a, b
bestimmten Steinerkreise auf die durch ' := ¢(a) und b’ := ¢(b) bestimmten
Steinerkreise ab. Das lédsst sich zum Beispiel daran ablesen, dass
w—a z—a

w = ¢(z) = —w—b’_k'z—b
fiir eine geeignete von Null verschiedene Konstante k£ € C. Diese Situation
ist offensichtlich besonders interessant, wenn ¢ und b Fixpunkte von ¢ sind,
denn dann bildet ¢ jeden Apolloniuskreis auf einen Apolloniuskreis und
jeden Kreis durch a, b auf einen Kreis durch a,b ab.

Ubung 2.38. Sei ¢ eine Mébiustransformation der Form

o) =S5 apiec (2.14)
und 512
= %. (2.15)

Wir bezeichnen mit Fix(¢) := {z € C| P(z) = z} die Menge der Fixpunkte
von ¢ in der Riemannschen Zahlenkugel C. Ist ¢ nicht die Identitét, so gilt

#Fix(¢) =1 <= (a—0>*+46y=0 <= r=4

Andernfalls hat ¢ genau zwei Fixpunkte.
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Definition 2.39. Seien ¢ und \ wie in (2.14) und (2.15). Ist ¢ # id so
heisst ¢ elliptisch wenn 0 < A < 4, parabolisch wenn A = 4, hyperbo-
lisch wenn A > 4, und loxodromisch wenn A € C\ [0, 00) ist.

Nach Ubung 2.38 ist eine Mobiustransformation ¢ genau dann parabo-
lisch wenn sie genau einen Fixpunkt hat. Hat ¢ genau zwei Fixpunkte a und
b, so gibt es eine von Null verschiedene Konstante k € C so dass

w—a z—a

w = ¢(2) = w—b:k.z—b (2.16)

Bringt man ¢ nun in die Form (2.14) und berechnet die Konstante A in (2.15)
so ergibt sich

1
A=k+ - +2.
+o+

Daher ist ¢ die Identitét fiir k = 1, elliptisch fiir £ € S*\ {1}, hyperbolisch
fiir k > 0 und k # 1, und loxodromisch fiir k ¢ [0,00) U S'. Hier bezeichnen
wir mit S den Einheitskreis in C:

St:={zeC||z|=1}.

Ist ¢ elliptisch, so bildet ¢ jeden Apolloniuskreis auf sich selbst ab und
rotiert die Kreise durch die Fixpunkte a,b. Ist ¢ hyperbolisch so bildet ¢
jeden Kreis durch die beiden Fixpunkte a,b auf sich selbst ab. Fiir £ > 1
verkleinert sich unter ¢ das Verhiltnis des Abstandes zu b zum Abstand
zu a, so dass die Apolloniuskreise unter Iteration von ¢ gegen b konverieren;
fiir 0 < k < 1 konvergieren sie gegen a.

Ubung 2.40. Welche der Mébiustransformationen

z 2z _32—4 z

22— 1’ 3z—1’ z2—1" 2—z
ist elliptisch, hyperbolisch, oder parabolisch?
Ubung 2.41. Sei ¢ : C — C eine Mébiustransformation mit genau zwei

Fixpunkten a, b.

(i) ¢ ist genau dann hyperbolisch, wenn es einen Kreis C' C C gibt, der die
Punkte a,b enthélt, so dass jedes der beiden Intervalle auf C, die a und b
verbinden, durch ¢ auf sich selbst abgebildet wird.

(ii) ¢ ist genau dann elliptisch, wenn es einen Kreis C' C C gibt, der die
Punkte a, b nicht enthélt und invariant unter ¢ ist.
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Ubung 2.42. Ist ¢ # id eine Mobiustransformation, deren n-te Iterierte
" = ¢popo---¢ die Identitat ist, so ist ¢ elliptisch.

Ubung 2.43. Ist ¢ eine hyperbolische oder loxodromische Mébiustransfor-
mation so konvergiert ¢"(z) gegen einen der Fixpunkte, solange z nicht der
anderen Fixpunkt ist.

Ubung 2.44. Wie verhalten sich die Steinerkreise im Limes b — a? Dies
fiihrt zu einer Diskussion von Kreisen, die fiir die Beschreibung parabolischer
Mébiustransformationen niitzlich sind (siehe Ahlfors [1, Seite 87/88]).

Ubung 2.45. Jede loxodromische Mébiustransformation lisst sich als Kom-
position einer elliptischen und einer hyperbolischen darstellen.

2.4 Harmonische Funktionen

Der Laplace-Operator auf dem R? ist der Differentialoperator

2 2
A= (9_ (9_
ox? = Oy?
Eine C2-Funktion u :  — R auf einer offenen Teilmenge 2 C R? heisst
harmonisch, wenn sie die Laplace-Gleichung Au = 0 erfiillt.
Sei nun F': Q — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge
Q) C C. Wir betrachten Q wieder als Teilmenge des R? und bezeichnen Real-
und Imaginérteil von F' mit

u := Re F| v:=ImF.

Dies sind reellwertige C''-Funktionen auf , die nach Satz 2.13 die Cauchy—
Riemann-Gleichungen erfiillen:
0 0 0 0
S (2.17)
or Oy ox y
Sind die Funktionen w,v : @ — R zweimal stetig differenzierbar (wie wir
spater sehen werden ist diese Bedingung immer erfiillt), so gilt

0 Ou 0 Ou 0 Ov 0 Ov

A _- _—_— — Y — —
Y= Bz ox + Oydy 0Oxdy Oyodx

Hier folgt die zweite Gleichung aus (2.17) und die dritte aus der Tatsache,
dass die zweiten Ableitungen kommutieren [7]. Ebenso gilt Av = 0. Also sind



2.4. HARMONISCHE FUNKTIONEN 37

1 und v harmonische Funktionen. Erfiillen zwei harmonische Funktionen die
Cauchy—Riemann-Gleichungen (2.17), so nennen wir v zu u konjugiert.
Die nichste Ubung zeigt, dass es lokal fiir jede harmonische Funktion u eine
dazu konjugierte Funktion v gibt. Mit anderen Worten, jede harmonische
Funktion ist lokal der Realteil einer holomorphen Funktion.

Ubung 2.46. Sei Q C C eine offene Menge und u : Q — R eine harmo-
nische Funktion. Wir nehmen an, dass ) beziiglich einem Punkt zy € Q
sternformig ist, das heisst, wenn z €  ist, so ist auch zg + t(z — zp) €
fiir 0 <t <1. Seiwv:Q— R definiert durch

1
v(z0 + C) 22/0 (%(204-75()77— g—Z(zo+t§)§> dt

fiir ( = £+in € Cmit z9+¢ € . Dann ist v harmonisch und zu u konjugiert.
Also ist u der Realteil der holomorphen Funktion F' :=u 4 iv : Q — C.

Ubung 2.47. Sei  C C eine offene Menge und u : Q — R zweimal stetig
differenzierbar. Zeigen Sie, dass u genau dann harmonisch ist, wenn die
Funktion

_ Ou — i@ Q= C

f:_% oy

holomorph ist.

Ubung 2.48. Sei F : Q — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge 2 C C.

(a) Ist F(Q) C R so ist F lokal konstant.
(b) Ist F(2) C St :={\ € C| |\ =1} so ist F lokal konstant.
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Kapitel 3

Die Integralformel von
Cauchy

Bisher haben wir den Begriff der komplexen Differenzierbarkeit in Anleh-
nung an die reelle Analysis eingefiihrt und einige grundlegende Eigenschaf-
ten in Analogie zur reellen Analysis hergeleitet. Es gibt jedoch dramati-
sche analytische Unterschiede zwischen reell und komplex differenzierbaren
Funktionen. Unter anderem ist die Ableitung einer iiberall komplex diffe-
renzierbaren Funktion notwendigerweise stetig und ist sogar selbst wieder
holomorph, jede holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar, die
Taylorreihe einer holomorphen Funktion konvergiert immer und stellt die
gegebene Funktion dar, und es folgt bereits aus der gleichméssigen Konver-
genz holomorpher Funktionen, dass der Grenzwert wieder holomorph ist.
Diese und viele andere wichtige Eigenschaften holomorpher Funktionen las-
sen sich auf elegante Weise aus der Integralformel von Cauchy herleiten.

3.1 Kurvenintegrale

Der Zusammenhangsbegriff

Sei Q C C eine offene Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) Q ist zusammenhingend: Sind U,V C  offene Teilmengen, so dass
Q=UUVistund UNV =, dann ist U = () oder V = ().

(b) Q ist weg-zusammenhingend: Fiir je zwei Punkte zg, z; € Q gibt es
eine stetige Abbildung ~ : [0, 1] — © mit v(0) = 2zp und (1) = 2;.

(c) Fiir je zwei Punkte 2o, z1 € 2 gibt es eine glatte (das heisst C*) Abbil-
dung ~ : [0,1] — ©Q mit v(0) = zp und (1) = ;.

39
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Die Aquivalenz von (a) und (b) wird in Anhang B bewiesen und die
Aquivalenz von (b) und (c) folgt aus dem Approximationssatz von Wei-
erstrass [6]. Es ist darauf zu achten, dass die Aquivalenz dieser Aussagen
nur fiir offene Mengen gilt. Man kann leicht Beispiele nicht-offener zusam-
menhéngender Teilmengen von C konstruieren, die nicht weg-zusammen-
hingend sind. Zudem ist die Definition des Zusammenhangsbegriffs in (a)
auf offene Teilmengen (2 zugeschnitten. Ist 2 nicht offen, so sind die offenen
Mengen U, V' durch relativ offene Teilmengen von €2 zu ersetzten.

Ubung 3.1. Ist Q C C eine zusammenhingende offene Menge und a €
dann ist auch Q \ {a} zusammenhéngend.

Definition 3.2. Sei Q C C offen. Fine glatte Kurve in € ist eine C°-
Abbildung v : [0,1] — Q. Zwei glatte Kurven o, : [0,1] — Q mit

70(0) =7(0) =120, (1) =n(1) = =
heissen homotop (mit festen Endpunkten) wenn es eine C*°-Abbildung
w: [0,1] x [0,1] — Q gibt so dass fiir alle \,t € [0,1] folgendes gilt:

u()" 0) = 20, U(A’ 1) = %1, u(o’ t) = WO(t)’ u(la t) = 71(75)'

Wir schreiben auch v (t) := w(\, t) und nennen u, beziehungsweise die Kur-
venschar {yx}o<r<1, eine (glatte) Homotopie von 7y nach ~;.

FEine glatte Kurve «y : [0,1] — € heisst geschlossen wenn v(0) = (1)
ist. Eine glatte geschlossene Kurve in ) heisst zusammenziehbar wenn
sie homotop (mit festen Endpunkten) zur konstanten Kurve ist.

Bemerkung 3.3. (i) Es ist manchmal niitzlich, als Definitionsbereich einer
glatten Kurve ein beliebiges abgeschossenes Intervall [a,b] C R mit a < b
zuzulassen anstelle des Einheitsintervalls.

(ii) Man kann die gleichen Begriffe fiir stetige Kurven mit stetigen Ho-
motopien einfiihren. Es folgt in dem Fall aus dem Approximationssatz von
Weierstrass, dass zwei glatte Kurven mit denselben Endpunkten genau dann
in Q stetig homotop sind wenn sie in €2 glatt homotop sind.

(iii) In der Topologie nennt man einen Raum einfach zusammenhdingend,
wenn jede geschlossene Kurve in diesem Raum zusammenziehbar ist. In An-
lehnung an Ahlfors [1] werden wir jedoch diese Definition nicht verwenden,
sondern durch eine andere ersetzen, die speziell auf offene Teilmengen der
komplexen Ebene zugeschnitten ist. Es wird sich erst im Kapitel 5 heraus-
stellen, dass der hier verwendete Begriff zur iiblichen Definition dquivalent
ist. Dieser Zugang hat den Vorteil, dass sich fiir eine Reihe interessanter Bei-
spiele von offenen Mengen der Beweis, dass sie einfach zusammenhingend
sind, dramatisch vereinfacht.
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Beispiel 3.4. Ist Q C C eine konvexe offene Teilmenge so sind je zwei
glatte Kurven 79,71 : [0,1] — © mit denselben Endpunkten homotop. Eine
explizite Formel fiir eine glatte Homotopie ist

() = (L= A)y0(t) + An (). (3.1)
Insbesondere ist jede glatte geschlossene Kurve in ) zusammenziehbar.

Explizite Beispiele konvexer offener Teilmengen sind die obere Halb-
ebene H und die Einheitskreisscheibe D. Es wird sich in Kapitel 5 heraus-
stellen, dass jede zusammenhéngende offene Teilmenge 2 C C (bis auf die
leere Menge und ganz C) die in unserem noch zu definierenden Sinne einfach
zusammenhéngend ist, zur Einheitskreisscheibe D biholomorph ist (dies ist
der Riemannsche Abbildungssatz), und deswegen, nach Beispiel 3.4, auch
im tiiblichen Sinne einfach zusammenhéngend ist. Explizite Beispiele solcher
biholomorpher Abbildungen haben wir bereits kennengelernt (siche die Bei-
spiele 2.22, 2.27, 2.28, 2.29, 2.34, 2.36 und deren Kompositionen).

Anmerkungen zur Homotopie

Es sei hier eine kurze Diskussion des Homotopie-Begriffs aus der Topologie
eingefiigt. Diese Betrachtungen werden nicht weiter verwendet und kénnen
iibersprungen werden. Sei 2 C C eine zusammenhéngende offene Teilmenge
und zg, z1 € Q. Wir bezeichnen mit

Pa(20,21) = {7 : [0,1] = Qv ist glatt, v(0) = 20, v(1) = 21}

die Menge der glatten Kurven in 2 mit Endpunkten zg und z;. Glatte Ho-
motopie definiert eine Relation auf Zq(2p, 21). Die folgende Bezeichnung ist
iiblich:

Yo~ <= 7 ist in Q glatt homotop zu 71 mit festen Endpunkten.

Diese Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation. Es gibt zwei Moglich-
keiten, dies zu zeigen. Zum einen kann man die Homotopie {v)}o<a<1 so
wéhlen, dass v, flir 0 < A < € und ¢ hinreichend klein unabhéngig von A
ist, und ebenso fiir 1 — e < A < 1. Man kann dann die Transitivitit der
Relation zeigen indem man zwei solche Homotopien von 7 nach v; und von
71 nach v einfach zusammensetzt. Die Details dieser Konstruktion bleiben
dem Leser iiberlassen. Ein zweiter Beweis ergibt sich aus der Tatsache, dass
die Existenz einer stetigen Homotopie von ~y nach v, dquivalent ist zur
Existenz einer glatten Homotopie.
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Eine weitere grundlegende Beobachtung ist die folgende:

Sind je zwei Kurven in Pq(zo, z1) homotop mit festen Endpunkten,
so gilt dies auch fir Pq(z),2)) fir alle 2, 2} € Q.

Hier ist eine Beweisskizze. Wir nehmen zunéchst an, dass 2] = z; ist. Da Q
zusammenhéngend ist, gibt es eine glatte Kurve « : [0,1] — € mit End-
punkten «(0) = zo und a(l) = z. Seien 8,7 € Pa(z,z1) gegeben und
definiere a#f : [0,1] — 2 durch

a(2t), fir 0 <t <1/2,
aftB(t) = { ﬁgzt)— 1), fir1/2 <t g/l.
Dann sind a#5 und a#y stetige Kurven in ) mit Endpunkten zg und z;.
Diese sind durch ein Approximationsargument stetig homotop zu glatten
Kurven und deshalb, nach Voraussetzung, stetig homotop zueinander. Sei
nun o~ ! : [0,1] — Q die glatte Kurve, die durch a=1(t) := a(1 — t) defi-
niert ist. Dann ist 3 stetig homotop zu a~'#(a#f), diese Kurve ist stetig
homotop zu o '#(a#~), und diese wiederum zu «y. Da stetige Homotopie
eine Aquivalenzrelation ist, sind also 8 und 7 stetig homotop und damit auch
glatt homotop. Damit ist die Behauptung fiir 2] = 2 gezeigt. Das Argument
fiir 2z, = zp ist genauso und damit folgt die Behauptung im Allgemeinen.
Insbesondere ist also jede glatte geschlossene Kurve in €2 (mit einem festen
Endpunkt) zusammenziehbar genau dann wenn, fiir alle zp, 21 € €, je zwei
Kurven in #q(zp, 21) glatt homotop sind.

Kurvenintegrale

Definition 3.5. Sei Q) C C eine offene Teilmenge, f : Q — C eine stetige
Funktion, und v : [a,b] —  eine C'-Kurve auf einem abgeschlossenen
Intervall [a,b] C R. Das Integral von f iiber ~ ist definiert durch

b
/ f(2)dz = / SO/ (t) . (3.2)

Die rechte Seite der Gleichung (3.2) ist zu verstehen als das Riemann-
Integral einer stetigen komplexwertigen Funktion iiber dem Intervall [a, b].
Der Wert des Integrals ist eine komplexe Zahl deren Realteil das Integral
der reellwertigen Funktion ¢ — Re(f(7(t))¥(t)), und deren Imaginérteil das
Integral der Funktion ¢ — Im(f(v(¢))¥(t)) ist. Das néichste Lemma zeigt,
dass das Integral nicht von der Parametrisierung der Kurve v abhéngt.
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Lemma 3.6. Seien f und v wie in Definition 3.5. Ist ¢ : [, 5] — [a, ] eine
C1-Abbildung mit

so gilt

F(z)dz = /y £(2) d.

Yo

Beweis. Definiere h : [a,b] — C und H : [a,b] — C durch

fir @ <t <b. Dann ist H stetig differenzierbar und dH/dt = h, nach dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung [6]. Daraus folgt

/f(z)dz - /bh(t)dt
' H
H

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Ubung 3.7. Secien f und + wie in Definition 3.5. Ist ¢ : [, 3] — [a, ] eine
C'-Abbildung mit

so gilt
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Beispiel 3.8. Fiir jede glatte geschlossene Kurve « : [0,1] — C gilt

i _[tda@®? (1) (0
[{zdz-/ofy(t)*y(t)dt—/oa 5 dt = 5T 3 =0.

Hier folgt die zweite Gleichung aus (2.12) und die letzte Gleichung aus der
Tatsache, dass v eine geschlossene Kurve ist.

Beispiel 3.9. Sei v : [0,1] — C die geschlossene Kurve 7(t) := €2, die
den Einheitskreis einmal durchliuft. Dann ist 4(t) = 27ie?™* und daher

1 _— .
/zdz = / e2mitrie?™ M gt = onri
o7 0

Wie wir sehen werden hat das Nichtverschwinden des Integrals etwas damit
zu tun, dass die Funktion z — Z nicht holomorph ist.

Homotopie-Invarianz

Wir zeigen als néchstes, dass das Kurvenintegral einer holomorphen Funk-
tion iiber ~ invariant unter Homotopie ist. Dazu benétigen wir folgendes
Lemma aus der reellen Analysis, welches besagt, dass man im Fall stetiger
Differenzierbarkeit Integral und Ableitung vertauschen kann.

Lemma 3.10. Sei u : [0,1] X [a,b] — C eine stetige Funktion so dass die
partielle Ableitung nach der ersten Variablen (die wir mit X\ bezeichnen)
tiberall existiert und stetig ist. Wir definieren U,V :[0,1] — C durch

U(N) ::/bu()\,t)dt, V(A = b%()\,t)dt.

Dann ist U stetig differenzierbar und es gilt U'(X) = V/(A) fir 0 < X < 1.

Ein entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis ist die Ungleichung

/a bh(t) dt‘ < / ’ \h()] dt, (3.3)

die fiir jede stetige Funktion h : [a,b] — C gilt (nach einem Satz aus [6])
und die wir wiederholt verwenden werden.

Ubung 3.11. Fiir jede stetige Funktion f : Q — C auf einer offenen Teil-
menge Q C C unde jede C-Kurve v : [a,b] — Q gilt

L £(2)dz

Die Zahl L(+y) heisst Linge der Kurve ~.

b
<L() sup [f@).  Ly) = / S de. (3.4)

a<t<b
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Beweis von Lemma 3.10. Sei € > (0 gegeben. Es ist zu zeigen, dass ein 6 > 0

existiert, so dass fiir alle A;h € R mit 0 < |h] < 6, 0 < A < 1, und

0 < A+ h <1 die folgenden Ungleichungen gelten:

UMN+h)=U(N)
h

Wir wissen aus der reellen Analysis [6], dass jede stetige Funktion auf ei-

nem kompakten metrischen Raum gleichméissig stetig ist. Daher gibt es eine

Konstante § > 0 so dass fiir alle (A, t), (N, t') € [0,1] x [a,b] gilt

ou ou €
Nt — —(\t .

3)\( t) 8)\( )| < b—a

Wir zeigen, dass die Behauptung mit diesem § gilt. Zunéchst folgt aus der
Definition von V', dass
ou ou
h,t t) | dt
[ (Geosnn-Stoun) a

/8u ou

a)\()\—i-h t) — )
< E.

VA +h) = V()| <e,

- V(A)‘ <e. (3.5)

N A+t —t]<s = (3.6)

VAA+h) =VN =

IN

2L, t)‘ dt

Hier folgt die zweite Ungleichung aus (3.3) und die letzte aus (3.6) (und der
Tatsache, dass der Integrand stetig ist und daher sein Maximum an einer
Stelle annimmt). Damit haben wir die erste Ungleichung in (3.5) bewiesen.
Fiir die zweite wihlen wir zundchst 0 < h < d sodass 0 < A< A+ h < 1.
Dann gilt

u(A+ h,t) —u(\t)  Ou 1 (o, ou ,
h ~me0=g [ (G- gen) o

und daher folgt aus (3.3), dass
_ At-h
w(A+h,t) —u(At) _8_()\ t)' < l/ Ju
h
€

ou
oA

/
- o T, t)‘ X

bh—
Hieraus wiederum folgt nach Definition von U und V', unter nochmaliger
Benutzung von (3.3), dass

'U(A+h})L—U(A)_V(>\)‘§/ab ; _5“ t)'dt<s.

Damit haben wir auch die zweite Ungleichung in (3.5) fiir A > 0 bewiesen.
Der Beweis fiir h < 0 ist dhnlich. O

u(A+ h,t) —u(At)  Ou
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Lemma 3.12. Sei Q C C ecine offene Teilmenge und f : @ — C eine
holomorphe Funktion. Seien ~o,71 : [0,1] — Q zwei glatte Kurven mit

Y0(0) = 71(0) =: 20, (1) =n(1) = 21

Sind vy und y1 homotop in  mit festen Endpunkten, so gilt

f2)dz= [ f(z)dz

Y0 71

Beweis. Wir wihlen eine glatte Homotopie
[0,1] x [0,1] = Q= (A1) = v(A, 1) = 7a(t)

von g nach ~y; mit
NnO0) =2, nml)== (3.7)

fiir alle A\. Nach Lemma 3.10 ist die Funktion A — f% f(z)dz stetig diffe-
renzierbar und es gilt

rYRGL = 2 [ reonZona
_ /0aA (760 t»‘; () d
- [ (roF 5 rogs)
= [ 2 (so0nFon) @

= SHOSIA) - F6O,0)
= 0.

Oy

(9)\()\ 0)

Hier folgt die erste Gleichung aus der Definition des Integrals, die zweite aus
Lemma 3.10 und der Tatsache, dass der Integrand eine C'' -Funktion ist, die
dritte und vierte Gleichung folgen aus der Tatsache dass f holomorph ist,
die fiinfte aus dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung,
und die letzte aus Gleichung (3.7). Damit ist das Lemma bewiesen. O

Korollar 3.13 (Cauchy). Ist f : Q — C eine holomorphe Funktion auf
einer offenen Teilmenge Q@ C C und v : [0,1] — Q eine glatte geschlossene
zusammenziehbare Kurve, so verschwindet das Integral von f tber y:

[/f(z) dz =
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Dieses Korollar ist bereits eine erste Version der Integralformel von
Cauchy, zudem mit einem sehr einfachen Beweis. Der Beweis verwendet
jedoch an entscheidender Stelle die Voraussetzung, dass die Ableitung von
f stetig ist. Eins unserer Ziele ist es, in Anlehnung an Ahlfors [1], die Inte-
gralformel auch ohne diese Voraussetzung zu zeigen, und die Stetigkeit der
Ableitung dann als Konsequenz der Integralformel zu beweisen.

3.2 Die Integralformel fiir Rechtecke

Es ist zunéchst niitzlich, den Begriff des Kurvenintegrals etwas zu verallge-
meinern, indem wir auch stiickweise glatte Kurven zulassen.

Definition 3.14. FEine Abbildung ~y : [a,b] — § heisst stiickweise glat-
te Kurve wenn es eine Partition a = tog < t1 < to9 < --- < ty = b
gibt so dass die Einschrinkung i == Y|y, 4, * [ti-1,t:] — Q glatt ist fir
i=1,...,N. Fine stiickweise glatte Kurve v : [a,b] — € heisst geschlossen
wenn y(a) = y(b) ist.

Ist Q C C eine offene Menge, f : @ — C eine stetige Funktion, und
v i [a,b] = Q eine stickweise glatte Kurve wie oben, so definieren wir das
Integral von f iiber v durch

N N 4
[fera:=3 [ f@a=> [ feoroe @9
i Vi i=1 3

i=1 ti-1

Beispiel 3.15. Ein abgeschlossenes Rechteck in 2 ist eine Teilmenge
R C Q der Form

R={zeClzg<Rez<uzxy, yo <Imz <y}

fiir reelle Zahlen z¢, 1, yo,y1 mit g < yo und x1 < y1. Der Rand R von
R wird im mathematisch positiven Sinn (also entgegen dem Uhrzeigersinn),
von einer stiickweise glatten geschlossenen Kurve durchlaufen und das Inte-
gral von f iiber diese Kurve ist durch

1 Y1
f(z)dz = / F(€ +iyo) dé + / fas +in)idn
OR x0o o Y0 " (39)
- / F(E+iy) dé — / F(zo+ in)idn
o Yo

gegeben (siehe Abbildung 3.1).
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Abbildung 3.1: Ein abgeschlossenes Rechteck

Beispiel 3.16. Fiir jede stiickweise glatte geschlossene Kurve 7 : [a,b] — C
zeigt man wie in Beispiel 3.8, dass f7 zdz = 0.

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, welcher stetige
Funktionen charakterisiert, die sich als Ableitungen von holomorphen Funk-
tionen darstellen lassen, die also eine komplexe Stammfunktion besitzen. Im
Fall der Funktion f(z) = z ist die Stammfunktion F(z) = 22/2.

Satz 3.17. Sei ) C C eine zusammenhdngende offene Menge und f : Q@ — C
eine stetige Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : Q — C mit Ableitung F' = f.
(ii) Fiir jede stickweise glatte geschlossene Kurve v in Q gilt f7 f(z)dz=0.

(iii) Das Integral von f iiber einer stickweise glatten Kurve ~ : [a,b] — Q
hingt nur von den Endpunkten v(a) und ~v(b) ab.

Beweis. Wir zeigen (i) = (ii). Ist F' :  — C eine holomorphe Funktion
mit F' = f und 7 : [a,b] — Q eine stiickweise glatte geschlossene Kurve wie
in Definition 3.14 so gilt

N N

/f(Z) dz=Y P W) dt = Y (F(1(t) = F(y(ti) = 0.

i=1 Y ti-1 i=1

Damit ist gezeigt, dass (ii) aus (i) folgt.

Wir zeigen (ii) = (iii). Sind 7o : [ag, bo] = Q und 1 : [a1,b1] = Q zwei
stiickweise glatte Kurven mit denselben Endpunkten ~y(ag) = v1(a1) und
v0(bo) = 71(b1), und definieren wir v : [a,b] — © durch

a::al—bo, b::bl—ao
und

(t) == Y1 (t + b), fiir a1 — by <t < by — by,
TEZ qolby — t), il by — by < £ < by — ay,
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so ist y eine stiickweise glatte geschlossene Kurve in 2 und daher gilt nach (ii)
OZ/f(z)dz: (z)dz—/ f(z)dz.
v g0 Yo

Damit ist gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.
Wir zeigen (iii) = (i). Wir wéhlen einen Punkt zp € Q. Fir jeden
Punkt z € Q gibt es dann eine stiickweise glatte Kurve v : [a,b] — © mit

Wa) =20, (b)) =2 (3.10)
und wir definieren

F(2) = / £(Q)dc.

(Da der Buchstabe z bereits fiir den Endpunkt vergeben ist, wéhlen wir einen
anderen Namen fiir die Integrationsvariable. Davon wird die Definition des
Integrals natiirlich nicht betroffen.) Nach (iii) ist dieses Integral unabhéingig
von der Wahl von . Wir miissen zeigen, dass F' komplex differenzierbar
und F’ = f ist. Dazu wéhlen wir einen Punkt z € €, eine stiickweise glatte
Kurve v : [a,b] — Q die (3.10) erfiillt, und eine Zahl ¢ > 0. Da f an der
Stelle z stetig ist, gibt es ein d > 0 so dass fiir alle 2’ € C gilt

‘z/—z| <4 = 7 €Q und ‘f(:/)—f(z)‘ <e. (3.11)
Sei h € C mit 0 < |h| < §. Wir definieren ~, : [a,b + 1] — C durch

() = ~(t), fiir a <t <b,
h z+(t—b)h, firb<t<b+1.

Diese Kurve nimmt Werte in {2 an, ist stiickweise glatt, und hat die End-
punkte v, (a) = 2o, 7 (b + 1) = z + h. Daher ist

1
F+) - Flo) = [ fQ)dc~ [ 1(¢)dc = /0 J(=+ th)hdt.
v

Th
Hieraus folgt

z — 'z '
F( +h})L F( )_f(z):/o (f(z+th) — f(2)) dt

und daher, nach (3.3) und (3.11),

F(z+h) — F(2)
R )

Also ist F' an der Stelle z komplex differenzierbar und es gilt F’'(z) = f(z).
Damit ist gezeigt, dass (i) aus (iii) folgt. O

< (1t~ sie) <
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Satz 3.18. Sei U C C eine offene Kreisscheibe und

ZZ{Cl;---;Cm}CU

eine endliche Teilmenge. Sei Q) := U\Z und f : Q — C eine stetige Funktion.
Dann ist folgende Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : Q — C mit Ableitung F' = f.
(ii) Fiir jedes abgeschlossene Rechteck R C U gilt

ORNZ =10 — / f(z)dz = 0.
OR

Beweis. Die Implikation “(i) = (ii)” folgt sofort aus Satz 3.17. Wir neh-
men also an, dass (ii) gilt und beweisen (i) zunichst unter der Annahme
Z = (). Wir wihlen einen Punkt 29 = zg +iyg € U. Ist 2 = z + iy ein
weiterer Punkt in U, so ist das abgeschlossene Rechteck . . mit diagonal
gegeniiberliegenden Ecken zp und z in U enthalten (siehe Abbildung 3.2).
Dabher folgt aus (ii), dass

| r@ac=o (3.12)
OR.y-
ist. Wir definieren

F(z) = /mf(§+iyo)d§+i/yf(x+i77)dn
o Yo (3.13)
=i/yf(wo+i77)dn+/xf(£+iy)d£- |
Yo o

Hier folgt die letzte Gleichung aus (3.12). Aus der ersten Gleichung in (3.13)
folgt, dass OF/0y(z) = if(z) ist und aus der zweiten Gleichung folgt, dass
OF/0x(z) = f(z) ist. Damit ist F eine C''-Funktion, die die Gleichung (2.4)
erfiillt. Also folgt aus Satz 2.13, dass F' holomorph und F’ = f ist.

Wir betrachten nun den Fall Z # (. In diesem Fall nennen wir eine
Paar von Punkten zp,z € U \ Z zuléssig, wenn 0R,, , N Z = () ist, wenn
also der Rand des Rechtecks mit diagonal gegeniiberliegenden Ecken zy, 2
die Ausnahmepunkte (; nicht trifft. Fiir ein zuléissiges Paar (29, z) definieren
wir die Zahl F'(zg, z) durch (3.13). Sind die drei Paare (zo, z1), (21, 22) und
(20, z2) alle zuléssig so folgt aus (ii) dass

F(Zo,Zl)+F(Zl,22) :F(Zo,ZQ). (314)
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Wir wihlen nun einen Punkt zg so dass sein Realteil von den Realteilen aller
¢; verschieden ist und ebenso fiir den Imaginérteil. Ist z € U \ Z, so wihlen
wir einen weiteren Punkt z; € U, dichter an z als alle (;, so dass die Real-
und Imaginérteile von z; ebenfalls von denen der (; verschieden sind. Dann
sind die beiden Paare (zp, z1) und (21, z) zuléssig (sieche Abbildung 3.2) und

Abbildung 3.2: Die Konstruktion einer Stammfunktion

wir definieren
F(2) = F(z0, 1) + F(1, 2).

Wiéhlen wir einen weiteren Punkt 2] mit den gleichen Eigenschaften so ist
das Paar (z1,2]) ebenfalls zulissig und daher folgt aus (3.14), dass diese
Definition von F(z) unabhingig von der Wahl des Punktes z; ist. Dass
diese Funktion F' holomorph und ihre Ableitung gleich f ist siecht man wie
im Fall Z = (). Damit ist der Satz bewiesen. U

Es ist an dieser Stelle hilfreich, einen neuen Begriff einzufiihren, und
zwar fiir Funktionen, die an jeder Stelle komplex differenzierbar sind, ohne
dass wir die Stetigkeit der Ableitung verlangen.

Definition 3.19. Sei Q) C C offen. Eine Funktion f :  — C heisst analy-
tisch, wenn sie an jeder Stelle zy € Q) komplex differenzierbar ist.

Wie sich herausstellen wird, ist die Ableitung einer analytischen Funkti-
on immer stetig und daher ist eine Funktion genau dann analytisch wenn sie
holomorph ist. Diese beiden Begriffe haben also in der Tat gar keine unter-
schiedliche Bedeutung und werden in der Literatur iiber Funktionentheorie
auch austauschbar verwendet. Jedoch haben wir ihre Aquivalenz an dieser
Stelle noch nicht bewiesen. Es ist daher auf den Unterschied von “analytisch”
und “holomorph” solange peinlich genau zu achten, bis wir die Stetigkeit der
Ableitung einer analytischen Funktion bewiesen haben. Wir bemerken noch,
dass jede analytische Funktion nach Korollar 2.14 stetig ist.
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Satz 3.20 (Cauchy). Sei U C C eine offene Menge, Z = {(1,...,(m} CU
eine endliche Teilmenge, und f : U\ Z — C eine analytische Funktion so
dass

lim (z — ) f(z) =0, i=1,...,m. (3.15)

z%(i

Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Rechteck R C U
ORNZ =1 == / f(z)dz=0.
OR

Korollar 3.21. Sei U C C eine offene Kreisscheibe, Z = {(1,...,(m} CU
eine endliche Teilmenge, und f : U\ Z — C eine analytische Funktion, die
die Bedingung (3.15) erfillt. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : U \ Z — C mit Ableitung F' = f.
(ii) Fir jede stiickweise glatte geschlossene Kurve v : [a,b] — U \ Z gilt

/f(z) dz = 0.

.

Beweis. Nach Satz 3.20 erfiillt f die Bedingung (ii) in Satz 3.18 und daraus
folgt (i). Teil (ii) folgt aus (i) und Satz 3.17. O

Beweis von Satz 3.20. Wir betrachten zunichst den Fall Z = (). Fiir jedes
abgeschlossene Rechteck R C U bezeichnen wir den Umfang von R mit A\(R)
und das Integral von f iiber OR mit

n(R) = [ fz)de
OR

Unterteilen wir R in vier kongruente Rechtecke RV, R RB) R® 5o gilt
n(R) = n(RW) +n(R®) + n(R®)) + n(RW) (siche Abbildung 3.3).

1 2
R() R()
3 4
R() R()

Abbildung 3.3: Die Unterteilung eines Rechtecks
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Nehmen wir nun an es gibt ein abgeschlossenes Rechteck R C U mit

n(R) # 0.
Dann gilt )
[n(RD)| = 7 In(R)

fiir mindestens ein Rechteck in der Unterteilung von R. Mit anderen Worten,
es gibt ein zu R kongruentes abgeschlssenes Rechteck Ry C R so dass

lln(R)l, MRy) = %A(R).

In(R1)| > 1

Unterteilen wir wiederum R; in vier kongruente Rechtecke, so finden wir ein
weiteres zu R kongruentes abgeschlossenes Rechteck Ry C R;, so dass

W) > L In(R)| > 2 In(B)], ARs) = TA(R).

|_16

Mit vollstandiger Induktion erhalten wir nun eine Folge kongruenter abge-
schlossener Rechtecke

RDRlDRQDRgD---

so dass

L\R).  (3.16)

1
R C By, [n(Ba)l 2 n(B), MBa) = o

Es folgt nun aus dem Satz iiber Intervallschachtelung [6] dass der Durch-
schnitt der Rechtecke R,, aus genau einem Punkt z* € R besteht:

ﬂ R ={=")

Sei d der Durchmesser und A = A(R) der Umfang von R und wéhle ¢ > 0
so dass

ed\ < |n(R)|. (3.17)
Waéhle § > 0 so dass fiir alle z € C gilt
0<|z—2|<d = 2€Q und %—f’(z*) <e. (3.18)

Wihle n so gross dass
R, C Bs(z"). (3.19)
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Nach Satz 3.17 wissen wir, dass faRn dz = 0 und faRn zdz = 0. Daraus folgt
(z)dz = / (f(2) = F(z") = f(z")(2 = 2%)) d= (3.20)
OR, ORy,
und daher, mit A, := A(R,,) und d,, gleich dem Durchmesser von R,,

f(z)dz

ORn,

/ (F(2) = F(=%) = F() (= — =) dz
OR,

‘H(Rn)‘ =

< A osup [f(2) = f(27) = f1(27)(2 — 27
2€EORy,
< Ay sup ez — 2"
2EORy,
< edpMg
_ oA
=
()]
< o

Hier folgt die erste Schritt aus der Definition von n(R,,), der zweite folgt
aus (3.20), der dritte aus (3.4), der vierte aus (3.18) und (3.19), der fiinfte
aus der Definition von d,, als Durchmesser von R,,, der sechste aus der
Tatsache dass A\, = A/2" und d,, = d/2" ist, und der letzte aus (3.17). Die
Ungleichung [n(R,)| < |n(R)|/4™ widerspricht aber (3.16). Damit ist der
Satz im Fall Z = () bewiesen.

Wir betrachten den Fall, dass Z = {(} aus einem Punkt besteht. Sei
R C U ein abgeschlossenes Rechteck, so dass ( € R\ OR. Sei Ry ein ab-
geschlossenes Quadrat mit Mittelpunkt ¢, einer noch zu bestimmenden Sei-
tenlédnge 2rg, und dem Umfang

)\0 = 87“0.

Sei € > 0 gegeben. Da lim,_,¢(z — () f(z) = 0 ist, gibt es ein § > 0 so dass
Bs5(¢) C R ist und fiir alle z € C gilt:

p-C<d = fEE-0l<e
Wir wihlen nun das Quadrat Ry so klein, dass v/2r < § ist und damit

Ry C Bs5(Q).
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Dann gilt, nach (3.4),

< Ao sup |f(2)| < Ao sup 7:)\03:85,

z)dz
) 2R, 2€dR, 12 — ¢ To

ORg

Waéhlen wir nun eine Unterteilung von R in abgeschlossene Rechtecke von
denen eins Ry ist (siche Abbildung 3.4), so erhalten wir nach dem ersten
Teil des Beweises die Ungleichung

(z)dz f(z)dz

ORy

f < 8e.
OR

Da & > 0 beliebig gewihlt war, ist faR f(2) dz = 0 wie behauptet. Damit ist

- [ -

L

P ——
P —

' i

' i

Abbildung 3.4: Ein Rechteck mit Singularitdt im Inneren

der Satz in den Fillen Z = ) und Z = {¢} bewiesen. Der allgemeine Fall
lasst sich leicht auf diese beiden Félle zuriickfiihren. g

3.3 Die Windungszahl

Definition 3.22. Sei I C R ein abgeschlossenes Intervall und v : I — C
eine stickweise glatte geschlossene Kurve. Die Menge

D= {20t e I}
heisst Bildmenge von «y. Fir a € C\ T heisst die Zahl

1 dz

W('Y, a) = %

,YZ—(Z

die Windungszahl von v um a.
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Beispiel 3.23. Fiir k € Z sei v : [0, 1] — C die durch
'Yk(t) — e27rikt

definierte glatte geschlossene Kurve. Dann ist 4 (t) = 2mikyg(t). Daher ist
die Windungszahl von 7 um den Ursprung a = 0 gegeben durch

1 .
w(yk,0) = 2%1/0 1:8 dt = k.

Lemma 3.24. Sind v und a wie in Definition 3.22 so ist w(vy,a) € Z.

Beweis. Fiir jeden Punkt ¢ € I ist () # a und daher gibt es eine komplexe
Zahl h(t) € C so dass

" = 4(t) — a. (3.21)

Gesucht ist nun eine stetige Funktion h : I — C die diese Bedingung erfiillt.
Sei

to<ti <t < -+ <IN

eine Partition von I so dass die Restriktion von v auf jedes Intervall
Ii = [ti-1, i

glatt ist. Falls h so gewihlt werden, kann dass h|;, differenzierbar ist, so
muss die Ableitung von h auf diesem Intervalle die Gleichung

§(1) = M0 = h)e"© = hD)(1(1) — a)
erfiillen. Wir definieren nun einfach h induktiv indem wir zunéchst h(tg) so
wéhlen, dass (3.21) fiir ¢ = t gilt. Wenn h auf dem Intervall [to,¢;_1] bereits
bestimmt ist, definieren wir h auf dem Intervall [t;_1,¢;] durch

t
dS, tifl S t S ti.

h(t) := h(ti-1) +/ _He)

ti—1 ’7(8) —a

Diese Funktion ist stiickweise glatt (also auch stetig) und erfiillt auf jedem
der Intervalle I; die Gleichung

d

40 (3(8) = ) = &0 (f'y(t) — () (v (t) - a)> —0.
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Also ist die Funktion ¢ — e (y(t) — a) konstant und daraus folgt, dass
h die Gleichung (3.21) erfiillt. Daher gilt

( ) 1 dz
w(v,a) = —
g 2ri J, 2z —a

Dies ist eine ganze Zahl da y(tnx) = v(to) ist. O

Lemma 3.25. Sei~: I — C eine stickweise glatte geschlossene Kurve mit
Bildmenge I'. Dann hat die Windungszahl von ~ folgende Figenschaften.

(i) Die Funktion C\T — Z: a — w(7,a) auf jeder Zusammenhangskompo-
nente von C\ I' konstant.

(ii) Ist U C C eine Kreisscheibe mit I' C U und a ¢ U so ist w(vy,a) = 0.

Beweis. Sei A\ die Linge der Kurve v und ayp € C\ I'. Wihle § > 0 so dass
Bys(ap) NT = 0. Ist a € Bs(ap) € C\T so folgt aus (3.4), dass

1 1

< A
= 9552 |a—a0|.

A
[W(vy,a) —w(v,a0)| < o Sup

T el | — A Z — Qg

Also ist die Funktion a — w(7,a) lokal Lipschitz stetig und daher, nach
Lemma 3.24, lokal konstant. Daraus folgt, dass die Menge

Qp:={aecC\T'|w(v,a) =k}

fiir jede ganze Zahl k € Z offen ist. Hieraus wiederum folgt, dass  fiir
jedes k € Z eine Vereinigung von Zusammenhangskomponenten von C \ T’
ist. Damit ist (i) bewiesen. Zum Beweis von (ii) bemerken wir, dass die
Menge C\ U nach Voraussetzung in einer Zusammenhangskomponente von
C\ T enthalten ist. Daher ist der Wert w(~, a) unabhéngig von a € C\ U.
Da

lim w(v,a) =0

a—r0o0

ist folgt w(y,a) =0 fiir alle a € C\ U. O
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Bemerkung 3.26. Die Windungszahl w(+y, a) ist unabhéngig von der Para-
metrisierung der Kurve «. Sei zum Beispiel v : I — C eine stiickweise glatte
geschlossene Kurve mit zugehoriger Partition tg < 1 < t9 < -+ < tn des
Intervalls I. Wéhle eine glatte Abbildung ¢ : [0, 1] — [to,tn] so dass fiir ein
hinreichend kleines 6 > 0 und alle ¢t € [0,1] und k¥ € {0,1,..., N} gilt:

it—k/N| <8 =  o(t) =t

Dann ist yo ¢ : [0,1] — C eine glatte Kurve mit derselben Bildmenge T,
so dass w(y o ¢,a) = w(v,a) ist fiir jeden Punkt a € C\ I'. Das folgt aus
Lemma 3.6. Die Kurve yo¢ lésst sich sogar zu einer glatten Kurve 5 : R — C
so fortsetzen, dass ¥(t + 1) = 4(t) ist fiir alle t € R und 5(¢) = v(¢(t)) fiir
0 <t < 1. Wir nennen 7 eine glatte Schleife und schreiben 74 : R/Z — C.

Bemerkung 3.27. Die Windungszahl einer glatten Schleife um einen Punkt
a ist eine Homotopie-Invariante im folgenden Sinne. Ist

[0,1] x R —= C: (A t) = a(t)
eine glatte Abbildung so dass

Mt +1) =), i) #a

fiir alle A € [0,1] und alle ¢ € R, dann ist die Windungszahl w(~y,a) un-
abhéngig von A und daher w(vg,a) = w(71,a). Das folgt aus dem Beweis von
Lemma 3.12 (der sich nicht &ndert, wenn man eine Homotopie mit festen
Endpunkten durch eine Homotopie glatter Schleifen ersetzt).

>

Abbildung 3.5: Die Windungszahl

Hélt man die Kurve « fest, so kann sich die Windungszahl von v um einen
Punkt a nach Lemma 3.25 nur &ndern wenn der Punkt a die Kurve tberquert.
Hier spielt die Orientierung der Kurve eine entscheidende Rolle. Man kann
sich das wie an einem Bahniibergang vorstellen. Kommt der Zug vor dem
Uberqueren der Schienen von links so erhéht sich die Windungszahl um eins,
kommt er von rechts, so verringert sie sich um eins (sieche Abbildung 3.5).
Dies ist der Inhalt des folgenden Lemmas.
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Lemma 3.28. Sei: I — 7Z eine stickweise glatte geschlossene Kurve mit
Bildmenge T' und Partition tg < t; < --- < ty. Sei t* € I\ {to,t1,...,tn}
und € > 0 so dass

YE) F 0, (@) EAINA{E), () +iIM(E) ¢T VA € [—e,¢]\ {0}
Definiere a™ = y(t*) £ ie¥(t*) (siche Abbildung 3.6). Dann gilt

w(y,at) —w(y,a) = 1.

Abbildung 3.6: Anderung der Windungszahl

Beweis. Fir 0 < A < ¢ sei
aif = (") £ iINy(t7).
Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

Schritt 1. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen
dass es eine Zahl § > 0 gibt so dass [t* — 0,t* + 6] C I\ {to,t1,...,tn} und

|t —t"] < ¢ = () =y (EF) + (t — 7)Y ("). (3.22)
Wiéhle § > 0 so dass [t* —2§,t* +26] C I\{to,t1,...,tn} und, fiir alle t € R,

t) —~(t* y(t*
[t —t"] <26 — ‘%—’y(t*) < Lz)’ (3.23)
Wihle eine glatte Funktion 8 : R — [0,1] so dass

1, fiir |t <6,
Blt) = { 0, fiir || > 20.

Definiere v, : I — C durch

Wlt) = (8 = Bt — ) (1) = (#) = (¢ = )3(E))  (3:24)

firt € Iund 0 < p < 1. Dann ist g = 7 und 7 erfiillt die Bedingung (3.22).
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Wir zeigen ausserdem, dass
Yult) #ay  VYuel0,1] Vtel VYA€ (0,¢] (3.25)

Hieraus folgt, dass die Windungszahl W(’y,“a)i\) unabhéngig von A und u
ist. Daher geniigt es dann, die gewiinschte Identitét fiir 4 = 1 zu zeigen.
Die Ungleichung (3.25) ist nach Voraussetzung fiir |t — t*| > 20 erfiillt (da
in diesem Bereich +,(t) mit v(t) iibereinstimmt). Daher geniigt es, den Fall
|t — t*| < 26 zu betrachten. Fiir solche ¢ erhalten wir nach Definition von ~,
in (3.24), dass

Yult) —ay = () = () FiN(E)
—pB(t =) (v(t) — (") — (t = t")H(t"))
= (t—t"FiN)y(t)
+(1 = Bt — %) (v(t) = (t*) = (t — t)A(t"))

und daher
@) —aE| > J— " FIN ) = ht) =) — (@ — )3
> (ie-e -5 )
> 0.

Hier folgt die zweite Ungleichung aus (3.23). Damit ist (3.25) bewiesen.

Schritt 2. Wir beweisen das Lemma unter der Voraussetzung, dass vy die
Bedingung (3.22) erfillt.

Fiir 0 < A < e gilt

W(V? a+) - W(77 a_) = W(V? aj\_) - W(77 a;)

- / (7(3(?@1 - w(t@%) “

t . + o —
_ 1 N ’Y(t) (a’)\ a’)\) dt.

2 Ji,  (4() —af) (1(t) —ay)

Hier betrachten wir 4 : I — C als Funktion die an den Stellen t1,...,tx5_1
unstetig ist. Nun konvergiert der Integrand auf den Intervallen [tg,t* — ¢]
und [t* + 0, tn] gleichméssig gegen Null fiir A — 0. Daher gilt

[ w
t—§ (7(75) - a}f) (7(75) - a;) .

W(’% a+) - W(77 ai) = }\g% %
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Nach (3.22) hat nun dieser Integrand eine einfache Form. Mit
YO =47, ay —ay =207,
und
(1) =@y = (t =" FiNF(TY),
ergibt sich

(v,a™) (v,a7) lim ! / o 21\ dt
w —-w = —
b 7 N30 278 Jyes (E—1* — IV —* + i)
1 t*4-0
~ lim © / ST
A—=0 T t*—§ (t—t*)2 +)\2

I LD
= lim — —d
)\1—>H107T/582—|—)\2 §

1 [ ds
- lim—/ s
A=0T o551+ 82

B 1/°° ds
T 1482

= 1.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Ubung 3.29. Sei v : R/Z — C eine glatte Einbettung, das heisst v ist
injektiv und 4(¢) # 0 fur alle ¢ € R. Sei I' := {7(¢) |t € R}. Dann hat C\ T’
zwei Zusammenhangskomponenten

Qo :={z€C\TI'|w(y,2z) =0}, Q) :={ze€C\T'| |w(v,2)] =1}.

Hinweis: Sei U. = {v(t) +iMy(t) |t € R, —e < A < ¢} und definiere die
Abbildung ¢ : R/Z x (—¢,e) — U, durch ¢(t, \) := y(t) + i\y(¢). Dann gilt
fiir hinreichend kleine € > 0 folgendes.

(a) U. ist offen und ¢ ist ein Diffeomorphismus. (Insbesondere ist ¢ injektiv!)
(b) Die Mengen UZF := {y(t) £i)\y(t)|t € R,0 < A < ¢} sind zusammen-
héngend und U, = U UT U U .

(c) Fiir jeden Punkt z € C\T gibt es eine glatte Kurve o : [0,1] — C\ T so
dass a(0) = z und a(1) € U\ T.

Ubung 3.30. Zwei glatte Schleifen 49,7 : R/Z — C* = C\ {0} sind genau
dann homotop wenn sie die gleiche Windungszahl beziiglich z = 0 haben,
das heisst wenn w(vp,0) = w(y1,0) ist.
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3.4 Die Integralformel auf Kreisscheiben

Wir haben bisher gezeigt, dass das Integral einer analytischen Funktion auf
einer offener Kreisscheibe iiber jeder stiickweise glatten geschlossenen Kurve
verschwindet und dabei noch endlich viele Ausnahmepunkte zugelassen (sie-
he Korollar 3.21 und fiir holomorphe Funktionen Korollar 3.13). Mit Hilfe
der Windungszahl kann man daraus eine Formel herleiten, die den Funk-
tionswert einer analytischen Funktion an einer Stelle a als Integral iiber
einer geschlossen Kurve, die diesen Punkt ¢ umlauft, darstellt. Dies ist die
Integralformel von Cauchy in ihrer klassischen Form, die wir zunéchst fiir
analytische Funktionen auf Kreisscheiben formulieren.

Satz 3.31. Sei U C C eine offene Kreisscheibe, Z = {(1,...,(m} C U eine
endliche Teilmenge, und f : U\ Z — C eine analytische Funktion so dass

ling(z—(l-)f(z):(), i=1,...,m.

1

Dann erfiillt f fiir jeden Punkt a € U\ Z und jede stiickweise glatte geschlos-
sene Kurve y: I — U\ (Z U {a}) die Gleichung

27 zZ—a

w(v,a)f(a) = 1 M 3.26
(v,0)f(a) / (3.26)

Beweis. Sei Zy := Z U {a} und definiere F': U \ Zy — C durch

zZ—aQ

Diese Funktion ist analytisch (nach Satz 2.15) und erfiillt die Voraussetzun-
gen von Satz 3.20. Insbesondere gilt

lim(z — a)F(z) = lim (f(2) — f(a)) = 0.

zZ—a z—a

Also folgt aus Korollar 3.21, dass fiir jede stiickweise glatte, geschlossene
Kurve v : I — U \ Zj folgendes gilt:

— d
0= /F(z)dz = / Mdz = / Jz)dz —2rriw(y, a) f(a).
. y Z—a Ny Z—a
Damit ist der Satz bewiesen. O
Ubung 3.32. Weder die Voraussetzung lim, (2 — ;) f(2) = 0 noch die
Voraussetzung, dass U eine Kreisscheibe ist, konnen in Satz 3.31 ersatzlos

fallengelassen werden. Finden Sie Beispiele, in denen die Formel (3.26) ohne
diese Voraussetzung nicht gilt.
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Als Anwendung der Formel (3.26) ist es besonder interessant, Kurven -y
zu betrachten, deren Windungszahl um a gleich eins ist. In dem Fall gilt

fla) = 5 [ L%
/), z—a
Da diese Formel fiir alle a in einer offenen Menge gilt, kann man mit ihrer Hil-
fe beweisen, dass sich die Funktion f in die singuldren Punkte {; € Z hinein
fortsetzen lidsst und zudem beliebig oft differenzierbar ist. Dazu benéGtigen
wir jedoch zunéchst eine komplexe Version des Lemmas 3.10, welches besagt

dass wir Integral und Ableitung vertauschen kénnen.

Lemma 3.33. Sei Q C C offen und [0,1] x Q@ — C : (t,2) — ¢(2) eine
stetige Funktion so dass ¢ : @ — C fir jedes t € [0,1] holomorph und
[0,1] x Q = C: (t,2) = ¢;(z) stetig ist. Definiere @, : Q — C durch

1 1
O(z) := / o¢(z) dt, U(z) = / ¢y (2) dt.
0 0
Dann ist ® holomorph und ® = W.
Beweis. Seien zp € 2 und € > 0 gegeben. Wahle r > 0 so dass
B.(20):={2€C| |z — 2| <e} CQ.

Dann ist die Funktion [0,1] x B.(20) — C : (t,2) — ¢}(2) gleichmissig
stetig. Also gibt es eine Konstante § € (0,7) so dass fiir alle ¢t € [0,1] und
alle z € C folgendes gilt:

|z — 20| < O — |9(2) — B1(20)] < e
Fiir |z — 29| < 0 folgt daraus, unter Verwendung von (3.3), dass

1
ww—wwmséwwa—wmnﬁ<e

Ausserdem gilt, wieder unter Verwendung von (3.3), dass

$1(2) — ¢(z0) /O 1(¢;<zo +5(z — 20)) — ¢}(20)) ds

Z— 20

—¢£(Zo)‘ =

1
< /0 |91(20 + 5(2 = 20)) — d4(20)] ds
< e

und daher, durch Integration iiber ¢,

P(z) — P(x !

2 - 2a) <[ - 6i(z0)
0

Z— 20
Damit ist das Lemma bewiesen. O

¢t(2) - ¢t(20)

Z— 20

— \I/(ZQ) dt <e.
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Satz 3.34. Sei Q C C offen und f : Q — C eine analytische Funktion.
Dann hat f folgende Figenschaften.

(1) f ist holomorph.

(ii) f ist beliebig oft komplex differenzierbar und die n-te Ableitung ) st
holomorph fiir jedes n € N. Insbesondere ist f eine C°°-Funktion.

(iii) Sei a € Q und r > 0 so dass B,(a) C Q. Sei v : [0,1] — Q die glatte
geschlossene Kurve
y(t) := a + re*™it,

Dann gilt fiir alle n € N und alle z € B,(a) dass
! d
g

~ ori (¢ — z)n+1°
Beweis. Fiir n=0,1,2,... definieren wir ®,, : B,(a) — C durch

nl [ fQdC bt ()
L(C—z)"“ “omi fy Gl — o

Dann folgt aus Lemma 3.33 mit

T 2omi

_nt fO@)HIE)
¢i(z) = 21 (7 (1) — 2yt

dass ®,, holomorph ist mit der Ableitung
7, (2) = Pnia(2)

fiir alle n € Ny und z € B,(a). Ausserdem koénnen wir Satz 3.31 auf eine
o_Ffene Kreisscheibe U C ) anwenden, die die abgeschlossene Kreisscheibe
B,(a) enthilt. Daraus ergibt sich, dass

Do(z) = f(2)

ist fiir jedes z € By (a). Hieraus folgt sofort dass f|p, () holomorph ist mit
/= ®1. Also ist f’ wieder holomorph mit f” := (f’) = ®5. Daraus ergibt
sich durch vollstdndige Induktion, dass f beliebig oft komplex differenzierbar
ist mit f .= (f(=D) = & | = &, fiir jedes n. Damit ist der Satz
bewiesen. O

Wir haben also jetzt gezeigt, dass jede analytische Funktion holomorph
ist und daher in der Tat kein Unterschied zwischen analytischen und ho-
lomorphen Funktionen besteht. Dariiber hinaus erhalten wir die folgende
Charakterisierung holomorpher Funktionen.
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Korollar 3.35. Sei Q2 C C offen und f : Q — C stetig. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) f ist analytisch (das heisst tiberall komplex differenzierbar).
(ii) f ist holomorph (das heisst analytisch mit stetiger Ableitung).
(iii) Fir jedes abgeschlossene Rechteck R C Q gilt [, f(z)dz = 0.

Beweis. Erfilllt f die Bedingung (iii), so besitzt die Restriktion von f auf
jede offene Kreisscheibe U C €2 nach Satz 3.18 eine holomorphe Stammfunk-
tion F: U — C mit F' = f|y. Nach Satz 3.34 ist also f|y holomorph. Da
dies fiir jede offene Kreisscheibe U C 2 gilt, folgt daraus dass f auf ganz Q2
holomorph ist. Also haben wir gezeigt, dass (ii) aus (iii) folgt. Dass (i) aus (ii)
folgt ist offensichtlich, und dass (iii) aus (i) folgt ist genau die Aussage von
Satz 3.20. Damit ist das Korollar bewiesen. U

Das folgende Korollar gibt eine hinreichende Bedingung fiir die komplexe
Differenzierbarkeit an, die als Satz von Morera bekannt ist. Im Gegensatz
zu Bedingung (iii) in Korollar 3.35 ist diese Bedingung nicht notwendig. Ein
Gegenbeispiel ist die Funktion f(z) =1/z auf Q = C\ {0}.

Korollar 3.36 (Morera). Sei Q C C offen und f : Q — C eine stetige
Funktion so dass fﬁ{ f(z)dz = 0 ist fir jede glatte Schleife v : R/Z — €.
Dann ist f holomorph.

Beweis. Es folgt aus Bemerkung 3.26, dass das Integral fv f(2) dz auch fiir
jede stiickweise glatte geschlossene Kurve v : I — Q verschwindet. Also gibt
es nach Satz 3.17 eine holomorphe Funktion F':  — C so dass F' = f ist.
Also ist f nach Satz 3.34 selbst holomorph. (Oder man kann hier verwenden,
dass f Bedingung (iii) in Korollar 3.35 erfiillt.) O

Korollar 3.37 (Hebbare Singularitéten). Sei Q C C offen, a € Q und
f:Q\{a} = C eine holomorphe Funktion. Erfillt f die Bedingung

lim(z —a)f(z) =0,

zZ—a
so gibt es eine holomorphe Funktion f: Q — C mit ﬂﬂ\{a} = f.

Beweis. Wihle © > 0 so dass B,(a) C Q und definiere 7 : [0,1] — © durch
y(t) := a+re®™i. Dann ist w(y, z) = 1 fiir alle z € B,(a), nach Lemma 3.25.
Also folgt aus Satz 3.31 dass

f(2) = = /M V 2 e By(a)\ {a}.
Y

T o (—=z
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Wir definieren f : Q — C durch f(2) := f(z) fiir z # a und

7 1 [ f(§)d¢
f@:ﬁﬁ/éjm
g
Dann gilt
7 L[ f(§)d¢
R
g
fiir alle z € B,(a). Nach Lemma 3.33 ist f also auf B,(a) holomorph. Daher
ist f auf ganz 2 holomorph und der Satz ist bewiesen. O

3.5 Konvergenz und Potenzreihen

Aus Cauchy’s Integralformel von Satz 3.31 fiir f und Satz 3.34 fiir die Ab-
leitungen ldsst sich leicht eine Abschitzung herleiten.

Satz 3.38 (Cauchy’s Ungleichung). Sei Q@ C C offen und f : Q@ — C
holomorph. Sei a € Q und r, M > 0 so dass B.(a) C Q und, fir alle z € C,

|z —al <r = If(2)] < M. (3.28)

Dann gilt fir jedes n € N

Mn!
‘ F™(q ‘ - (3.29)
,
Beweis. Fiir 0 < p < r definieren wir die Kurve v, : [0,1] — Q durch
Y,(t) = a+ pe*™, 0<t<L
Dann gilt nach Satz 3.34
1ot !
f(n)(a):i./ S ()7, 1 _n/ f2 t
277 0 (’Yp( )_ n+ e min
Also folgt aus (3.3), dass
@] < 2 [y a < U
o
und mit p — r erhalten wir die gewiinschte Ungleichung (3.29). O

Mit r — oo ergibt sich aus Satz 3.38, dass beschriankte holomorphe
Funktionen auf ganz C konstant sind, und das hat einen einfachen Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra zur Folge.
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Satz 3.39 (Liouville). Ist f : C — C eine beschrinkte holomorphe Funk-
tion so ist f konstant.

Beweis. Sei M > 0 so gewihlt, dass |f(z)] < M fiir alle z € C. Dann folgt
aus Satz 3.38, dass |f/(z)] < M/r fiir alle z € C und alle r > 0. Mit » — oo
ergibt sich daraus, dass f’(z) = 0 ist fiir alle z € C. Daher ist f konstant. O

Satz 3.40 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Poly-
nom p : C — C besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Da das Polynom p nicht konstant ist, hat es die Form
p(z) =ap+arz+---+ An_12""1 + ap 2"

mit n > 1 und a, # 0. Wihle R > 1 so dass R|a,| — Zz;é lag| > 1 ist.
Dann erhalten wir fiir z € C mit |z| > R, dass

n—1
Ip(2)| = <Ian| EEDD Iakl> 2" > T > L

k=0

Hat p keine Nullstelle so gibt es eine Zahl 6 > 0 so dass |p(z)| > J ist fiir alle
z € C mit |z| < R (da die stetige Funktion z — |p(z)| ihr Minimum auf der
kompakten Menge {|z| < R} annimmt). Also gilt |p(z)| > min{1, §} fiir alle
z € C. Damit ist 1/p eine beschrinkte holomorphe Funktion und ist daher
nach Satz 3.39 konstant, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. [l

Aus der Charakterisierung holomorpher Funktionen in Korollar 3.35
folgt sofort, dass der Grenzwert einer gleichmaissig konvergenten Folge holo-
morpher Funktionen wieder holomorph ist. Die Konvergenz der Ableitungen
ist dann eine weitere Konsequenz von Satz 3.38.

Satz 3.41 (Weierstrass). Sei Q C C eine offene Menge und f,, : Q2 — C,
n=1,23,..., eine Folge holomorpher Funktionen, die auf jeder kompakten
Teilmenge von ) gleichmdssig gegen eine Funktion f : Q — C konvergiert.
Dann ist f holomorph und die Folge der Ableitungen f| konvergiert gleich-
mdssig auf jeder kompakten Teilmenge von Q gegen die Ableitung f’ von f.

Zum Beweis dieses Satzes benttigen wir das folgende Lemma iiber kom-
pakte Mengen, das auch spéter noch niitzlich sein wird. Es gilt auch im R",
ist aus der Analysis [6] bekannt, und der Beweis ist standard. Wir wiederho-
len ihn jedoch hier, der Vollstandigkeit halber, fiir Teilmengen der komplexen
Ebene.
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Lemma 3.42. Sei Q) C C eine offene Menge und K C Q) eine kompakte
Teilmenge. Dann ist die Menge

K, = UFs(z):{we(CElzGKso dass |w —z| < e}
zeK

fiir jedes € > 0 kompakt. Ausserdem gibt es ein € > 0 so dass K. C § ist.

Beweis. Wir beweisen, dass K. fiir jedes € > 0 kompakt ist. Nach Heine—
Borel ist die Menge K abgeschlossen und beschréinkt. Hieraus folgt sofort,
dass die Menge K. ebenfalls beschrankt ist. Wir zeigen, dass diese Menge
auch abgeschlossen ist. Sei also (wp)nen eine Folge in K. die gegen w € C
konvergiert. Dann gibt es eine Folge (2, )nen in K so dass |w, — z,| < ¢ ist
fiir jedes n. Da K kompakt ist hat die Folge {z,} eine Teilfolge {2y, }ien, die
gegen ein Element z € K konvergiert. Daraus folgt

= 2] = lim fun, — 20| <

und somit ist w € K.. Wir haben also gezeigt, dass K. abgeschlossen und
beschrankt ist. Nach Heine—Borel ist K. kompakt.

Wir beweisen, dass es ein € > 0 gibt mit K. C €. Andernfalls gébe es,
fiir jedes n € N, ein Element w, € K, \ © und damit auch ein z, € K mit
|wp, — zn| < 1/n. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (2, )ien die gegen
ein Element z € K konvergiert. Da w,, — 2,, gegen Null konvergiert folgt
daraus z = lim;_, o wy,, € C\ Q, im Widerspruch zu K C Q. O

Beweis von Satz 3.41. Ist R C () ein abgeschlossenes Rechteck, so konver-
giert f,, auf R gleichmiissig gegen f. Ist A\ der Umfang R, so folgt aus (3.4):

< Asup [f(2) = fu(z)] — 0.
z€EOR

()dz — | fulz)dz
OR

f
OR
Daraus folgt, nach Satz 3.20, dass

f(z)dz = lim fn(2)dz=0
OR o0 JoR

ist. Also ist f nach Korollar 3.35 holomorph.
Sei nun K C () eine kompakte Teilmenge und wéhle ¢ > 0 so dass
K. C Q ist (sieche Lemma 3.42). Dann folgt aus Satz 3.38, dass

sup [ £1(2) — F/(2)| < & sup | ful2) — £(2)].
zeK € zeK.

Da f, auf K. gleichmissig gegen f konvergiert, folgt hieraus, dass f;, auf K
gleichmissig gegen f’ konvergiert. O
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Potenzreihen

Eine erste Anwendung des Konvergenzsatzes von Weierstrass betrifft Po-
tenzreihen. Nehmen wir an

f2) =) az" (3.30)
k=0

ist eine (zunéchst formale) Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten aj € C,
die einen positiven Konvergenzradius hat:

1
pi= > 0. (3.31)

lim SUPp— 00 |an | Hn

Dann wissen wir aus der Analysis [6], dass die Folge der Partialsummen

fn(z) = Zakzk
k=0

auf jeder kompakten Teilmenge der offenen Kreisscheibe
B, ={z € C| |4 < p}

gleichmiissig konvergiert. Also folgt aus Satz 3.41 dass die Formel (3.30) in
der Tat eine holomorphe Funktion f : B, — C definiert, die fiir |z| < p als
Grenzwert

f(z) = lim f,(2)

n—oo

der Partialsummen gegeben ist. Dariiber hinaus konvergieren auch die Ab-
leitungen und wir erhalten fiir f’ die Potenzreihendarstellung

o
f'(z) = Z kapz*~1. (3.32)
k=1
Durch vollstdndige Induktion ergibt sich fiir jedes n € N die Formel

F™(z) = i k(k—=1)--- (k —n+4 1apzt™. (3.33)
k=n

Insbesondere gilt £ (0) = nla, fiir jedes n € Nj.
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3.6 Die Taylorreihe

Wir koénnen nun umgekehrt vorgehen und mit einer holomorphen Funktion
[+ Q — C auf einer offenen Teilmenge 2 C C beginnen und einen Punkt
zo €  wihlen. Wir wissen, nach Satz 3.34, dass f beliebig oft komplex
differenzierbar ist. Wére f durch eine Potenzreihe in z — 2y gegeben, so wére
der n-te Koeffizient dieser Reihe nach der bisherigen Diskussion gerade die
Zahl a, := f(™(z)/n!. Die Potenzreihe

>, (2
(T f)(2) == fT(!O)(z — 20)" (3.34)
n=0

mit diesen Koeffizienten heisst Taylorreihe von f im Punkte zy. Die
naheliegenden Fragen sind, ob der Konvergenzradius dieser Reihe positiv ist
und, wenn ja, ob die Reihe auch gegen f konvergiert. Im Reellen héngt dies
von der Funktion f ab und im allgemeinen sind beide Fragen zu verneinen.
Im Komplexen jedoch ist die Antwort auf beide Fragen positiv.

Satz 3.43 (Taylor). Sei Q C C offen, f : Q@ — C holomorph, zy € Q und
r >0 so dass B,(z9) C Q. Dann gilt folgendes.
(1) Fir jedes n € N existiert eine holomorphe Funktion f, : Q — C so dass

by,
1= L e h@G o e
=0

ist fir alle z € Q2.
(ii) Sei f, wie in (i). Dann gilt

1 _ \n—1
fn(z) = /O %f(n) (Zo + t(z — ZO)) dt (3.36)

fiir jedes z € By(z9) und insbesondere fy(z0) = f™(z)/n!. Ist0 < R < r
und Yr(t) = zo + Re*™ fiir 0 <t <1, dann gilt

_ 1 f(€)d¢
falz) = 5~ /m a2 (3.37)

fir jedes z € Br(zp).
(iii) Sei p der Konvergenzradius der Taylorreihe (3.34). Dann ist p > r und

% em)(,
=% fT(!O)(Z )" (3.38)
n=0

fir jedes z € By (2).
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Die letzte Aussage diese Satzes sagt, dass die Taylorreihe auf der grossten
offenen Kreisscheibe um zg, die noch in €2 enthalten ist, konvergiert und dort
auch mit der gegebenen Funktion f iibereinstimmt. Der Beweis von Satz 3.43
beruht auf dem folgenden beiden Lemmas. Das erste ist aus der Analysis [6]
bekannt. Der Vollstédndigkeit halber beweisen wir es aber hier nochmals.

Lemma 3.44. Sein € N und ¢ : [0,1] — C eine C"-Funktion. Dann gilt

-1
e () A ) T
¢(1)—kzzo o _/0 ng( )(t) dt. (3.39)

Beweis. Fiir n = 1 folgt (3.39) aus dem Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung. Sei also n > 2. Wir nehmen an, dass die Behauptung
fiir n — 1 bewiesen ist. Dann gilt fiir jede C™-Funktion ¢ : [0,1] — C

n—2
o™) /1 (1=0)""2
_ ¢ D(0) /1 Q="'
= oy T, o ¢ Wt
Die letzte Gleichung folgt durch partielles Integrieren. O

Lemma 3.45. Sei zyp € C und R > 0. Dann gilt fir alle z,w € Bgr(z9) und

alle k, £ € N ac
=0, 3.40
/YR (= Z)k (= w)z ( :

wobei yg : [0,1] = C durch yg(t) := 2o + Re*™ definiert ist.

Beweis. Wir halten w fest und definieren Fj, ; : Br(z9) — C durch

_ dg
Fiele) = [y =2 (C—w)

Nach Lemma 3.33 ist F}, ¢ holomorph und F, ,; ; = kFjq10. Andererseits gilt
firk=/(=1

Fii(s) = — / << . ! ) d¢ = o M0 =W OR W) _
TR

z—w —z_C—w z—w

Daraus folgt durch vollsténdige Induktion Fj; = 0 fiir alle k. Aus Symme-
triegrriinden ist daher auch Fy y = 0 fiir jedes £ € N und daher, wieder durch
vollstdndige Induktion, Fj , = 0 fiir alle £,/ € N. Damit ist das Lemma be-
wiesen. [l
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Beweis von Satz 3.43. Sei z € B, (zp). Wir definieren ¢ : [0,1] — C durch
o(t) == f(z0 + t(z — 20)), 0<t<L

Dies ist eine C*°-Funktion, nach Satz 3.34, und
M () = ¥ (20 + t(z — 20)) (2 — 20)"

fir k € N und ¢ € [0,1]. Also folgt aus Lemma 3.44 dass

(k 1 _ f\n—1
Z f — )" = /0 %f(”)(zo—i—t(z—zo)) dt (z — zo)" .

Nun ist die durch (3.36) definierte Funktion

fn : BT(ZO) —C

holomorph (Lemma 3.33). Definieren wir also f,, : 2 — C durch (3.36) fiir
z € By(zp) und durch

n—1 (k:
fu(2) = Zf i 1 — (3.41)

(2 — 20)" et z—zo)"

fiir z € Q\ {20} so erhalten wir eine holomorphe Funktion f,, auf 2 die (3.35)
und (3.36) erfiillt.
Wir beweisen (3.37). Nach Satz 3.31 gilt fiir jedes z € Bgr(29), dass

1 [ fa@dC

2mi ), (—2 '

fu(2) =

Setzen wir fiir f,,({) den Ausdruck (3.41) ein, so ergibt sich

PR QR (57

2ri 20)" (C — 2)
—1
) 1 ¢
;; Rt 2m /m (¢=20)"" (¢ ~2)
1 f(Q)d¢

" 21 ), (C—20)" (C—2)

Hier folgt die zweite Gleichung aus Lemma 3.45. Damit sind (i) und (ii)
bewiesen.
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Wir beweisen (iii). Die Koeffizienten der Taylorreihe (3.34) sind
™ (2)

n!

Ay =

und ihr Konvergenzradius ist
1

lim SUPy 00 |an|

1/n’

Sei 0 < R < 7. Dann gilt Bg(z) C Q und daher ist
M:= sup |f(2)] < oo.

|z—z0|<R
Es folgt nun aus Satz 3.38, dass |a,| < M/R" ist und daher

1 S R
’anll/n — Ml/n

Mit n — oo ergibt sich fiir den Konvergenzradius p die Ungleichung

>——=R.
P = Yim, o MUn
Da dies fiir jedes R < r gilt folgt p > r.
Es bleibt zu zeigen, dass die Taylorreihe fiir jedes z € B,(z9) gegen den
Funktionswert f(z) konvergiert. Wir fixieren ein Element z € B,(zp) und
definieren

n—1 (k) 5
= 16 - T g = ) (e o

Zu zeigen ist, dass e, gegen Null konvergiert fiir n — co. Dazu wéhlen wir
eine reelle Zahl R so dass

|z — 20| <R <.

Wie oben sei M := supp_ () |f| < oc. Dann folgt aus (3.37) und (3.4) mit
L(yr) = 27R dass

70 RM
n <R s o < .
ISR swp G e S B R = =)

e < RM |z — 20| \"
n_R—|Z—Zo| R ’

Diese Folge konvergiert in der Tat gegen Null fiir n — oo. Damit ist der Satz
bewiesen. O

Hieraus folgt
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Beispiel 3.46. Die Potenzreihe
1 o
D DLl
n=0

hat den Konvergenzradius p = 1. Man beachte, dass dies auch der Radius
des grossten Kreises mit dem Mittelpunkt zg = 0 ist, auf dem f definiert
werden kann. Nach Satz 3.43 muss das so sein.

Beispiel 3.47. Die Potenzreihe

(e}

1 2
=S

n=0

hat ebenfalls den Konvergenzradius 1. Als reell analytische Funktion ist
x + 1/(1 + 22) jedoch auf der ganzen reellen Achse definiert. Der Konver-
genzradius “sieht” also die Singularitéiten +i. Ubung: Was ist der Konver-
genzradius der Taylorreihe der Funktion z + 1/(1 4 22) an einer beliebigen
Stelle a?

Beispiel 3.48. Die Taylorreihe der Exponentialfunktion an der Stelle zg = 0
ist per Definition die bekannte Formel (mit Konvergenzradius p = co)

Beispiel 3.49. Sei log : C\ (—o0,0] — C der Hauptzweig des Logarithmus
(mit Bildmenge {w € C| [Imw| < 7}). Die Ableitung ist, nach Beispiel 2.27,

1
log'(z) = ~.
0g'(z) = -
Daraus ergibt sich durch vollstédndige Induktion

(=) t(n— 1)

log™(z) =

Dabher ist die Taylorreihe von log an der Stelle zyp = 1 durch

2 3 4
f(z) =log(1+2) =z — % + % - ZZ (3.42)

gegeben. Diese hat den Konvergenzradius 1.
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Beispiel 3.50. Sei i € C gegeben. Fiir z € C\ (—o0, 0] definieren wir

2 .= exp(ulog(z)),

wobei log den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet. Dann ist die Funk-
tion C\ (—00,0] — C : z — z* holomorph und ihre Taylorentwicklung an
der Stelle zg = 1 hat die Form

gu(2) = (14 2)" =1+ pz + (’2‘>z2+ (';)z?’—i- (3.43)

wobei

n 1-2---n
Ubung: Seien f und g,, durch die Potenzreihen in (3.42) und (3.43) definiert.
Zeigen Sie, dass diese Potenzreihen den Konvergenzradius 1 haben und dass

f und g, die Gleichungen exp(f(z)) = z und exp(uf(z)) = gu(z) erfiillen.
(Hinweis: Das wurde in [6] fiir z, 4 € R bewiesen.)

(u) _ A= (p—n+1)

Beispiel 3.51. Die Ableitungen der Funktion

z
f(z) T ez _ 1
im Ursprung heissen Bernoulli-Zahlen. Sie sind, nach Satz 3.34, durch
! dz
B, = (">0:”—/ S 3.44
n f ( ) 27Ti |Z‘:1 (ez _ 1) Zn ( )

gegeben. Hier steht der Ausdruck |z| = 1 unter dem Integralzeichen stellver-
tretend fiir die Kurve v(t) = ¢*™, 0 < t < 1. Die Taylorreihe der Funktion
f im Ursprung ist also

S i Bz (3.45)

e —1

Die ersten zwanzig Bernoulli-Zahlen sind

1 1 1 1 1

By=1, Bi=—--, By=-, By=—-——, Bg=-—, Bg=-——

0 ) 1 % 2= 5 4 30 6= 75 8 30

5 691 7 3617 43867

Bigo=—, Bis=—-———, Bu=-, Bigg=-—— = —

10 = &6 12 2730 4= 5 16 510 18 708
mit B3 = By = By = --- = Byg = 0. I"Jbung: Der Konvergenzradius

der Reihe (3.45) ist 27. Die Bernoulli-Zahlen sind rational. Die ungeraden
Bernoulli-Zahlen Bg 1 verschwinden fiir £ > 1. Fiir k > 1 ist die Bernoulli-
Zahl By, positiv, wenn k ungerade ist, und negativ, wenn k gerade ist.
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Beispiel 3.52. Die Taylorreihen von Cosinus und Sinus im Ursprung haben
den Konvergenzradius p = oo und sind

6iz +6—iz 22 Z4 26
=0 T8 oy
cos(z) 2 o T T
eiz _ efiz 2’3 25 2’7
sin(z) % S TR

Beispiel 3.53. Die Taylorreihen des hyperbolischen Cosinus und Sinus im
Ursprung haben den Konvergenzradius p = oo und sind

e +e”® 22t 20
Cosh(z).—T_1+§+Z+E+...

0% g7 B 5 T
Slnh(z)::T:Z+§+a+ﬁ+"'

Beispiel 3.54. Die Taylorreihe des hyperbolischen Tangens im Ursprung
ist
sinh(z2) <= 2% (2% — 1) By o,

tanh(z) = cosh(2) 0!

k=1
wobei die By, die Bernoulli-Zahlen sind (siehe Beispiel 3.51). Ubung: Be-
weisen Sie diese Formel und zeigen Sie, dass der Konvergenzradius der Tay-
lorreihe 7 /2 ist. Was ist der Konvergenzradius der Taylorreihe von tanh an
einer beliebigen Stelle a?

Beispiel 3.55. Die Taylorreihe des Arcustangens ist

22 25 T

t =t -1 — 5 — — —+...
arctan(z) = tan™ " (z) = z 3 + T %

Dies ldsst sich am leichtesten dadurch beweisen dass die Ableitung des Ar-
custangens durch die Formel
1

:m:1—22+24—26i"'

arctan’(z)

gegeben ist und arctan(0) = 0 ist (siche Beispiel 2.30). Ubung: Bestimmen
Sie den Konvergenzradius dieser Potenzreihen.

Beispiel 3.56. Die Taylorreihe der Koebe-Abbildung z + z/(1 — 2)? ist

W:Z+222+323+424+
—Z

Ubung: Beweisen Sie diese Formel und bestimmen Sie den Konvergenzra-
dius.
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Anwendungen des Satzes von Taylor

Der Satz von Taylor hat eine Reihe wichtiger Konsequenzen, denen wir uns
im folgenden widmen. Dazu gehort der Identititssatz, der sagt, dass zwei
Funktionen mit der gleichen Taylorreihe an einer Stelle auf ihrem gesam-
ten (gemeinsamen) Definitionsgebiet iibereinstimmen. Eine zweite wichtige
Konsequenz ist die Tatsache, dass die Nullstellen einer nichtkonstanten ho-
lomorphen Funktion isoliert liegen, sich also nicht h&ufen kénnen.

Korollar 3.57 (Identitéitssatz). Sei Q C C eine zusammenhingende of-
fene Menge und a € Q. Sind f,g : Q@ — C zwei holomorphe Funktionen
mit

F™(a) = g™ (a) VneNy
so ist f(z) = g(z) fir alle z € Q.

Beweis. Wir definieren
Qg = {z eQ| M) =¢g™(2)Vne No} )

Diese Menge ist offen. Denn wenn zy € Qg ist, gibt es ein 7 > 0 so dass
B, (z9) C Q ist. Auf dieser Kreisscheibe stimmen f und g mit ihren Taylor-
reihen an der Stelle zp iberein (Satz 3.43). Also gilt

), ) (5
=3 T g =S B )
n=0 : n=0 :

fiir alle z € B,(zp); hier gilt die zweite Gleichung weil zy € Qg ist. Also
stimmen f und g auf B,(zy) iiberein, ebenso wie alle ihre Ableitungen, und
es folgt B,(z9) C Q. Nun ist aber Q\ Qg ebenfalls eine offene Menge, denn
fiir z; € Q\ Qo gibt es ein n € N mit f(z;) # ¢ (1) und, da f — g(*)
stetig ist, ein € > 0 so dass f(®) — ¢g(") auf B.(z1) iiberall ungleich Null ist;
daher ist B.(z1) C Q\ Qp. Da Q zusammenhéingend und Qg # 0 ist, folgt
daraus Qg = €. O

Korollar 3.58 (Nullstellen sind isoliert). Sei  C C eine zusammen-
hingende offene Menge und f : Q — C eine nichtkonstante holomorphe
Funktion. Ist f(z9) = 0 so gibt es ein € > 0 mit B:(z9) C Q so dass

0<|z—2|<e = f(z) #0.
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Beweis. Nach Korollar 3.57 gibt es ein n € N mit
f™(z)#0,  f®z)=0 k=0,...,n—1 (3.46)
Nach Satz 3.43 gibt es eine holomorphe Funktion f, : @ — C so dass

f(2) = fu(2) (2 = 20)"

fiir alle z € Q. Da fu(z0) = f™(20)/n! # 0 ist gibt es ein ¢ > 0 so dass
B:(z9) € Q und f, auf B.(z9) nicht verschwindet. Mit diesem ¢ ist die
Behauptung des Korollars erfiillt. O

Bemerkung 3.59. Es folgt aus dem Identitétssatz und Korollar 3.58, dass
jede holomorphe Funktion f : 2 — C auf einer zusammenhéngenden offenen
Teilmenge €2 C C, die eine der fogenden drei Bedingungen erfiillt, iiberall
gleich Null ist.

(a) f verschwindet auf einer offenen Teilmenge U C (2.
(b) Die Nullstellen von f haben einen Hiufungspunkt in .

(c) Es gibt eine nichtkonstante stetige Abbildung 7 : [a,b] — € so dass
f(y(t)) = 0 ist fiir alle ¢t € [a, b].

Definition 3.60. Ist f : Q) — C eine nichtkonstante holomorphe Funktion
und zp € Q mit f(z9) =0, so heisst die Zahl n € N, fiir die (3.46) gilt, die
Ordnung der Nullstelle zy von f.

Satz 3.61 (Die lokale Abbildung). Sei 2 C C eine offene zusammen-
hingende Teilmenge und f : Q0 — C eine nichtkonstante holomorphe Funk-
tion. Sei zp € Q, wo := f(20), und n € N die Ordnung von zy als Nullstelle
von f —wqy. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt eine offene Umgebung U C Q won zy, eine offene Umgebung
V C C von 0, und eine biholomorphe Abbildung ¢ : U — V', so dass

f(2) = wo + ¢(2)" (3.47)
fir alle z € U und ¢(z9) = 0 ist.
(ii) Sei U wie in (i). Fiir jedes € > 0 mit B.(z9) C U gibt es ein 6 > 0 so
dass fiir alle w € C gilt
0<|w—wp| <9 = #{z € B=(20) | f(z) =w} =n.

Mit anderen Worten: die Gleichung f(z) = w hat fir jedes w € Bs(wo)\{wo }
genau n Losungen in Be(zp).
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Beweis. Nach Satz 3.43 gibt es eine holomorphe Funktion g : 2 — C so dass

(n)(
F(2) — fla) = (s — )" g(2),  ala0) = L) g,

n!

Nach Satz 2.31 gibt es eine offene Umgebung Uy C €2 von zp und eine
holomorphe Funktion h : Uy — C so dass h(z)" = g(z) fur z € Uy. Wir
definieren ¢ : Uy — C durch

¢(2) = (2 — 20)h(2),
fiir z € Up. Diese Funktion erfiillt (3.47) und

¢(20) =0,  ¢'(20) = h(20) # 0.

Also gibt es nach Satz 2.26 offene Umgebungen U C Uy von zp und V C C
von 0, so dass ¢|y : U — V ein holomorpher Diffeomorphismus ist. Damit
haben wir (i) bewiesen.
Wir beweisen (ii). Sei € > 0 so dass B:(z9) C U und wéhle p > 0 und
0 > 0 so dass
B,(0) C ¢(Be(20)) CV,  d:=p".

Sei w € C mit 0 < |w—wp| < § = p". Dann gibt es genau n paarweise
verschiedene komplexe Zahlen (y,...,(, € C so dass

(= w — wy, k=1,...,n.

(Siehe Gleichung (1.27).) Diese Punkte haben einen Betrag (x| < p. Daher
gibt es Punkte z1,...,2, € B:(29) so dass ¢(z;) = (. Diese Punkte sind
paarweise verschieden und erfiillen die Gleichung

f(z6) = wo + ¢(2k)" = wo + (& = w.

Ist andererseits z € B(2g) irgendein Punkt mit f(z) = w, so ist z € U und
w—wy = f(z) —wp = ¢(z)". Daher muss ¢(z) eine der n Wurzeln (j sein
und z daher der entsprechende Punkt z;. Damit ist der Satz bewiesen. [

Korollar 3.62 (Offenheitssatz). Sei Q) C C eine zusammenhdingende offe-
ne Menge, f : Q — C eine nichtkonstante holomorphe Funktion, und U C €
offen. Dann ist f(U) eine offene Teilmenge von C.

Beweis. Sei wy € f(U) und wéhle ein zp € U mit f(z9) = wo. Wéhle ¢, 6 wie
in Satz 3.61 und so dass B:(z9) C U. Dann ist Bs(wg) C f(B:(20)) C f(U).
Damit ist das Korollar bewiesen. 0
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Korollar 3.63 (Biholomorphiesatz). SeiQ C C eine zusammenhdngende
offene Menge und f : Q — C eine injektive holomorphe Funktion. Dann ist
f'(z) £ 0 fiir alle z € Q und f ist eine biholomorphe Abbildung von 2 nach

QO = f(Q).

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein zy € Q gibt mit f/(z9) = 0 und bezeich-
nen mit n die Ordnung von zj als Nullstelle von f — wg, wobei wq := f(zp).
Dann ist n > 2. Also folgt aus Satz 3.61, dass die Gleichung f(z) = w fiir
w hinreichend dicht bei wg, aber ungleich wg, mindestens zwei Losungen
hat. Daher ist f in diesem Fall nicht injektiv. Damit haben wir gezeigt, dass
f'(z) # 0 st fiir alle z € Q und die Behauptung folgt daher aus Satz 2.26. O

Ubung 3.64. Welches ist die grosste Kreisscheibe um den Ursprung auf der
die Funktion f(z) = z+ 22 injektiv ist? Ebenso fiir die Funktionen f(z) = e?
und f(z) = z/(1 — 2)2.

Ubung 3.65. Sei f(z) := cos(z). Finden Sie eine explizite Formel fiir ¢ so
dass ¢/(0) # 0 ist und f die Form f(z) = f(0) + ¢(z)™ nahe bei zp = 0 hat.

Ubung 3.66. Sei f: Q — C holomorph in einer offenen Umgebung © von
0 mit f(0) = 0, f'(0) # 0. Zeigen Sie, dass es eine holomorphe Funktion g
in einer Umgebung von 0 gibt, die die Gleichung f(z") = g(2)™ erfiillt.

3.7 Das Maximumprinzip

Satz 3.67 (Maximumprinzip). (i) Sei Q C C eine offene zusammen-
hingende Menge und f : 0 — C eine nichtkonstante holomorphe Funktion.
Dann hat die Funktion Q — R : z — |f(2)| kein Mazimum in .

(ii) Sei Q C C eine beschrinkte offene Teilmenge und f : Q — C eine stetige
Funktion deren Einschrinkung auf @ holomorph ist. Dann gilt

max | f| = max|f].

Beweis. Wir beweisen (i). Sei zp € €. Nach dem Offenheitssatz (Korol-
lar 3.62) gibt es ein € > 0 so dass B:(f(20)) C f(2). Also gibt es ein z €
mit |f(2)] > [f(z0)[- _

Wir beweisen (ii). Sei zgp € € so dass |f(z0)| > [f(2)| fiir alle z € Q.
Sei 5 C 2 die Zusammenhangskomponente von zy. Dann ist g zusam-
menhéngend und |f(z0)| > |f(z)| fur alle z € €. Nach (i) ist also f auf Qg
konstant. Daher gilt f(2) = f(zo) fiir alle z € Qy und damit auch fiir alle
z € 0Qy C 00. Also gilt | f(z)| = maxg |f] fiir alle z € 9.
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Hier ist gleich noch ein Beweis von (ii), direkt mit Cauchy’s Integralfor-
mel aus Satz 3.31. Sei zp € Q und r > 0 so dass B,(z) C Q. Definiere die
Kurve 7 : [0,1] — Q durch y(t) := 2y + 7e?™. Dann gilt

RO 1RO 4 [ e
f(z0) = 27Ti/y B 27Ti/0 ~y(t) — 2o dt _/0 fz0+ ) dt.

¢—20

Daraus folge, nach (3.3), dass

1
£l < [ [7Go+rem)| ar
0
Ist nun zp € 2 ein Punkt mit |f(20)| = maxg|f] so gilt |f(2)| = |f(z0)| fiir
alle z € 0B, (2p), da sonst das Integral strikt kleiner als |f(zp)| wére. Dies
gilt fiir B, (29) C €, also auch fiir B,(z9) C . Wihlen wir r» maximal mit
dieser Eigenschaft, so gilt B, (z9) N9Q # (), und daher nimmt die Funktion
z + | f(z)] ihr Maximum auf dem Rand von 2 an. O

Insbesondere erfiillt jede nichtkonstante holomorphe Funktion f : D — C
mit |f(z)| < M fiir alle z € D sogar die strikte Ungleichung |f(z)| < M fiir
alle z € . Fiir Funktionen, die im Ursprung verschwinden, lisst sich diese
Aussage noch wie folgt verschirfen.

Satz 3.68 (Das Schwarzsche Lemma). Sei D := {2z € C| |2| < 1} die
offene Einheitskreisscheibe und f : D — C eine holomorphe Funktion so
dass f(0) =0 ist und |f(z)| <1 fir alle z € D. Dann gilt

[FOf <1, [f(2) <[] VzeD.
Ist |f/(0)] = 1 oder |f(2)| = |z| fir ein z € D\ {0}, so hat f die Form
f(z) = cz fir ein c € C mit |c| = 1.
Beweis. Definiere g : D — C durch

| f(z)/z, falls z € D\ {0},
9(2) = { £(0), falls z = 0.

Diese Funktion ist stetig und in D\ {0} ist sie holomorph. Nach Korollar 3.37
ist sie auf ganz D holomorph. Ausserdem gilt nach Voraussetzung

gtrein] = L0 1

T T
fir 0 <7 < 1 und 0 € R. Hieraus folgt nach Satz 3.67, dass |g(z)| < 1/r
fiir alle z € B,(0). Mit r — 1 ergibt sich daraus die Ungleichung |g(z)| <1
fiir alle z € D. Ist |g(z)| = 1 fiir ein z € D, so folgt wiederum aus Satz 3.67,

dass g konstant ist. Damit ist der Satz bewiesen. O
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Korollar 3.69. Jede holomorphe Abbildung f : D — D erfillt die Unglei-
chungen

f(z) = f(20) Z— 2
S eE] R .
und ,
PEC)I | (3.49)

L= 1f&)P 7 12

fiir alle z,zp € D.

Beweis. Sei wg := f(z9). Wir wihlen biholomorphe Abbildungen S : D — D
und 7' : D — D so dass S(wp) = 0 und T'(z) = 0 ist, namlich

w — Wy

S(w) = —— T(z) :=

_1—1D0w’ _1—202’

Z— 20

(siehe Beispiel 2.23). Dann erfiillt die Abbildung

Jf”v::SofoT_lle)—HD

die Bedingung f(0) = 0 aus Satz 3.68. Also gilt
SU@ @) <l ¥ zeD.

Daraus folgt

f(z) —wo

1 —wof(z)

Damit ist (3.48) bewiesen. Aus (3.48) folgt aber

Z— 20

= [S(f(2)] < IT(2)] =

1—2zyz

£&) ~ )| _ |- FEf )
zZ— 2 - 1— 2zyz
und mit z — zg folgt daraus (3.49). O

Korollar 3.70. Jede biholomorphe Abbildung f : 1D — D hat die Form

o i92—20
f(Z)_e 1— 2%z

fir ein zg € D und ein 6 € R.
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Beweis. Wenden wir Korollar 3.69 sowohl auf f als auch auf f~! an so ergibt
sich Gleichheit in (3.48) fiir alle z, zg € D. Das heisst, nach Satz 3.68, dass
die Abbildung fim Beweis von Korollar 3.69 durch Multiplikation mit einer
Zahl ei? gegeben ist. Wihlen wir nun zp so dass wy = f(z9) = 0 ist so ist
S =id und es folgt dass f(z) = €lT(z) die gewiinschte Form hat. O

Ubung 3.71. Sei f : H — C eine holomorphe Funktion auf der offenen
oberen Halbebene H := {z € C|Imz > 0} so dass Im f(z) > 0 ist fiir alle
z € H. Dann gelten die folgenden Ungleichungen fiir alle z, 2y € H:

£()~ 1) el 1
)= f(z0)] ’ Imf(z) ~ Imz

Ubung 3.72. Jede biholomorphe Abbildung f : H — H der offenen oberen
Halbebene ist eine Mobiustransformation mit reellen Koeffizienten.

Z — Z
< 0

(3.50)

Z— 2

Ubung 3.73. Die hyperbolische Linge einer C'-Kurve v : [a,b] — D ist

definiert durch
dz bt
oy = [ ML BOL
v 1=z a 1= ()

Zeigen Sie, dass jede holomorphe Abbildung f : D — D und jede C'-Kurve
v : [a,b] — D die Ungleichung A(f o) < A(y) erfiillen. Schliessen Sie
daraus, dass jede biholomorphe Abbildung f : D — D die hyperbolische
Lénge erhélt.

Ubung 3.74. Seien zy, z1 € D zwei verschiedene Punkte. Dann ist die C''-
Kurve 7 : [0,1] — D mit der kiirzesten hyperbolischen Lénge, die zy und z;
verbindet, ein Kreisbogen auf einem Kreis, der auf dem Einheitskreis

St=0D={z€C||z| =1}
senkrecht steht.

Ubung 3.75. Sei A C C das gleichseitige Dreieck mit den Ecken z; = 1,
Zo = e%i/3, 23 = 6*2“/3, und den verbindenden Kanten I'i9, I'az, I'sy.
Sei f : A — C eine stetige Funktion, die auf A holomorph ist und die
Ungleichungen |f(z)| < my; fiir z € I';; erfiillt. Dann gilt

1£(0)] < (migmagmsan)/?.

Hinweis: Rotation.
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3.8 Pole und wesentliche Singularititen

Definition 3.76. Sei ) C C eine offene Menge, a € Q, und f : Q\{a} — C
eine holomorphe Funktion. Die Zahl a heisst,

(I) hebbare Singularitit von f wenn

lim(z —a)f(z) =0

zZ—ra
18t,
(IT) Pol von f wenn

lim f(2) = oo

15t,
(III) wesentliche Singularitit von f wenn a weder ein Pol noch eine
hebbare Singularitit von f ist.

Bemerkung 3.77. (i) Nach Korollar 3.37 wissen wir, dass f sich im Fal-
le einer hebbaren Singularitéit zu einer holomorphen Funktion auf ganz
fortsetzen lasst. Daher schliessen sich die Fille (I) und (IT) gegenseitig aus.
(ii) Ist @ ein Pol von f, so folgt aus der Definition, dass f sich zu einer
stetigen Funktion f: Q — C fortsetzen ldsst mit f(a) := oo.

Beispiel 3.78. (i) Fiir n € N und a € C hat die Funktion

auf C\ {a} einen Pol an der Stelle a.
(ii) Seien p,q: C — C Polynome und

Z:={CeClq(¢) =0}
die Menge der Nullstellen von g. Sei f : C\ Z — C die rationale Funktion

fla) =22

()
Ist ¢ € Z mit p(¢) # 0 so hat f einen Pol an der Stelle ¢. Ist ( € Z
eine Nullstelle von p von der Ordnung m und ist n die Ordnung von ( als
Nullstelle von ¢, so ist ¢ eine hebbare Singularitéit von f im Fall m > n und
ein Pol im Fall m < n.
(iii) Die Funktion f(z) = exp(1/z) auf C\ {0} hat eine wesentliche Singu-
lariét an der Stelle a = 0.
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Satz 3.79 (Polstellen). Sei Q) C C offen, zo € Q, und f : Q\{20} — C eine
holomorphe Funktion mit einem Pol an der Stelle zy. Dann gilt folgendes.

(i) Es gibt genau eine natirliche Zahl n € N, so dass der Grenzwert

c:= lim (2 —20)" f(2) (3.51)

Z—Z20

in C existiert und ungleich Null ist.
(ii) Sei n wie in (i). Dann gibt es eine holomorphe Funktion g: Q — C, so
dass

fo =25 yica\(a), gl 20 (352)

(2 —20)"

(iii) Sei n wie in (i). Dann gibt es komplexe Zahlen by,...,b, € C mit
b, # 0 und eine holomorphe Funktion ¢ : Q) — C, so dass

bn bn— b

5+ e —

(2 — 20) (z — 20) z — 29
fir alle z € Q\ {z0}.
(iv) Sei n wie in (i), ¢ wie in (i), r > 0 so dass B,(z) C €, und sei
v :[0,1] — Q durch y(t) := 20 + re®™ definiert. Dann gilt

f(z) = + ¢(2) (3.53)

b(z) = QLM/ fg(g_)cf V2 € By(z). (3.54)

Definition 3.80. Die Zahl n in Satz 3.79 heisst Ordnung der Polstel-
le 20-
Beweis von Satz 3.79. Nach Voraussetzung ist lim,_,,, f(z) = oo. Das heisst

Ve>030>0V2eC:0<|z—2|<0 = z€Q&|f(2)]>c

Also existiert insbesondere eine offene Umgebung U C 2 von zy so dass
f(z) #0ist fir alle z € U \ {z0}. Definiere h : U — C durch

h(z) = { 1/f(z), firzeU\ {2},

0, fiir z = 2.

Dann ist h stetig und holomorph auf U \ {z}. Also folgt aus Korollar 3.37,
dass h auf ganz U holomorph ist. Da h(zp) = 0 ist und h(z) # 0 fir z €
U \ {20}, existiert nach Korollar 3.57 ein n € N so dass

R (29) # 0, A9 (z0) =0, k=0,1,...,n—1.
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Also existiert nach Satz 3.43 eine holomorphe Funktion h,, : U — C, so dass

QI
B() = (2 — 20 hn(s) V2€U\ {20},  hu(z0) = - n(, 0) £

Die Funktion h,, ist auf ganz U ungleich Null und wir definieren g : Q@ — C
durch
_ [ (z=2)" f(2), fiirzeQ\ {2},
9(2) = { 1/hn(2), fir z € U.

Dies macht Sinn, da

1 (z—z0)"

e e e

ist fiir alle z € U \ {z0}. Ausserdem ist g holomorph und erfiillt (3.52). Da
g(z0) # 0 ist, gilt auch (3.51). Damit haben wir (i) und (ii) bewiesen.

Wir beweisen (iii) und (iv). Nach Satz 3.43 gibt es eine holomorphe
Funktion ¢ : Q — C so dass

9(z) = o 20)" + (2 — 20)" ¢(2)
fiir alle z € Q und ¢(20) = g™ (20)/n!. Setzen wir diese Formel in (3.52) ein,
so ergibt sich (3.53) mit

g(nfk)(ZO)

b = (n—k)’

Es folgt aus (3.53) mit
V() = z0 + 1™, 0<t<1,

dass

n

fOde be d¢ ¢(¢) d¢
/w (=2 Z/v(C—Zo)Z(C—Z)JF/w ¢—2

(=1

_ /¢(C)dC
v €=z

= 2mip(2)

Hier folgt die vorletzte Gleichung aus Lemma 3.45 und die letzte Gleichung
aus Satz 3.31. Damit ist der Satz bewiesen. O
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Sei 2 C C eine zusammenhéngende offene Menge und zg € €. Sei
f:9Q2\ {20} — C eine holomorphe Funktion. Fiir « € R betrachten wir die
beiden Aussagen
(A) lim . |z — 20|* | f(2)] = 0.

(B) lim 2, |2 — 20" [ f(2)] = oc.

Bemerkung 3.81. Zunichst beobachten wir dass, wenn (B) fiir « = «g
gilt, dann gilt (B) auch fiir jedes a < «p. Ebenso, wenn (A) fir a = «ag
gilt, dann gilt (A) auch fiir jedes o > a.

Bemerkung 3.82. Nehmen wir an (B) gilt fiir ein o € R. In diesem Fall
wéhlen wir eine ganze Zahl k € Z mit k < «. Dann gilt (B) auch fiir k.

Damit hat die Funktion z — (z — 20)" f(2) einen Pol an der Stelle z. Sei ¢
die Ordnung dieses Pols. Dann existiert der Grenzwert

c:= lim (z—20)"" f(z) £ 0

Z—r20

in C. Also gilt (A) fiir alle « > n := k + ¢ und (B) fiir alle a < n.

Bemerkung 3.83. Nehmen wir an (A) gilt fiir ein &« € R und f # 0. In
diesem Fall wihlen wir eine ganze Zahl k € Z mit k > a. Dann gilt (A)
auch fiir k. Damit hat die Funktion z — (z — 20)" f(z) eine Nullstelle an der
Stelle zy. Sei ¢ die Ordnung dieser Nullstelle. Dann existiert der Grenzwert

c:= ZILIBO (z—20)" 7 f(z) £ 0

in C. Also gilt (A) fiir alle @ > n := k — ¢ und (B) fiir alle a < n.
Aus diesen Bemerkungen folgt, dass drei Moglichkeiten bestehen:

(I) (A) gilt fiir alle @ € R. Nach Korollar 3.57 ist dies dquivalent dazu, dass
f identisch verschwindet.

(IT) Es gibt eine ganze Zahl n € Z so dass der Grenzwert

c= ZILIQO (z—20)" f(2)

in C existiert und ungleich Null ist. In diesem Fall gilt (A) fiir alle « > n
und (B) fiir alle @« < n. Wir nennen n die algebraische Ordnung von f
an der Stelle 2. Fiir diese Ordnung gibt es drei Moglichkeiten:

n = 0: 2o ist eine hebbare Singularitét und f(zp) # 0.
n > 0: zg ist ein Pol der Ordnung n.
n < 0: zg ist eine Nullstelle der Ordnung —n.

(III) Fiir jedes o € R gilt weder (A) noch (B). In diesem Fall ist z eine
wesentliche Singularitét von f.
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Satz 3.84 (Casorati—Weierstrass). Sei ) C C eine offene Menge, zy € €,
und f: Q\{z0} — C eine holomorphe Funktion, so dass zy eine wesentliche
Singularitit von f ist. Dann gibt es fiir jede komplexe Zahl w € C eine Folge
zn € Q\ {20} die gegen zy konvergiert, so dass f(zy,) gegen w konvergiert.

Beweis. Wir nehmen an, dass dies nicht gilt. Dann existiert ein Punkt
wq € C,

der nicht als Grenzwert eine Folge f(z,) mit z, — 2o auftreten kann. Das
heisst

30>03e>0V2€Q:0<|z—2|<e = |f(z) —wo|>6.
Betrachten wir nun eine Zahl o < 0 so folgt

lim [z — 20" |f(2) — wol| = oo,

Z—20
da der erste Faktor gegen unendlich geht und der zweite Faktor von unten
durch § beschrankt ist. Hieraus folgt nach Bemerkung 3.82, dass es eine Zahl
n € Ny gibt, so dass der Grenzwert

lim (2 — 20)" (f(2) — wo) =t ¢

Z—r20
in C existiert und ungleich Null ist. (Wir haben n > 0, da fiir jedes n < 0
der Grenzwert der Betrige oo ist.) Nach Satz 3.79 folgt daraus, dass es eine
holomorphe Funktion g :  — C gibt so dass g(zp) # 0 ist und

9(2)
_ = Y Q .
f(z) —wo G20 z € O\ {20}
Im Fall n = 0 hat f eine hebbare Singularitit an der Stelle zp. Im Fall
n > 0 hat f einen Pol an der Stelle zy. Beides steht im Widerspruch zu der
Voraussetzung, dass zg eine wesentliche Singularitit von f ist. Damit ist der
Satz bewiesen. O

Bemerkung 3.85. Man kann sogar beweisen, dass unter den Vorausset-
zungen von Satz 3.84 die Restriktion von f auf U \ {z}, fiir jede noch so
kleine Umgebung U von zg, jeden Wert in C annimmt bis auf héchstens einen
Ausnahmepunkt a. Dies ist der Satz von Picard und wir behandeln den
Beweis in diesem Manuskript nicht. Als Beispiel kann man sich die Funktion
f(z) = exp(1/z) vor Augen halten. In diesem Fall ist der Ausnahmepunkt
a = 0, der von der Exponentialfunktion nirgends angenommen wird.



3.8. POLE UND WESENTLICHE SINGULARITATEN 89

Ubung 3.86. Sei f : D\ {0} — C eine holomorphe Funktion so dass der
Grenzwert lim,_,o Re f(2) existiert und eine reelle Zahl (also nicht gleich co)
ist. Zeigen Sie, dass 0 weder ein Pol noch eine wesentliche Singularitéit von
f sein kann und daher eine hebbare Singularitdt von f sein muss.

Ubung 3.87. Sei f : C — C eine holomorphe Funktion und n € N so dass
#{zeClf(z) =w}<n

ist fiir alle w € C. Beweisen Sie, dass f ein Polynom vom Grade deg(f) <n
ist. Hinweis: Zeigen Sie dass zg = 0 keine wesentliche Singularitdt der
Funktion C\ {0} — C: z — f(1/z) sein kann.

Ubung 3.88. Jede injektive holomorphe Funktion f : C — C ist ein Poly-
nom vom Grade 1.

Ubung 3.89. Sei f : C — C eine stetige Abbildung. Sie heisst holomorph
wenn die Funktionen

f1:Q1:={z€eC|f(2) # o0} — C, fi(z) = f(2),

fo: Qo :={zeC|f(z) #0} — C, fa(2) :=1/1(2),
f3:Q3:={zeC|f(1/z) #£ x} — C, fs(2) = f(1/2),
fa:Qu={2€C|f(1/z) #0} — C, fa(z) =1/f(1/z)

holomorph sind. Beweisen Sie folgendes.

(a) Die Menge C\ €; ist endlich fiir i = 1,2,3,4 und jede nichtkonstante
holomorphe Funktion f:C — C.

(b) Jede holomorphe Funktion f : C — C ist rational.
(c) Jede biholomorphe Funktion f : C — C ist eine Mbiustransformation.
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Kapitel 4

Der Residuenkalkiil

Bisher haben wir Cauchy’s Integralformel nur lokal bewiesen fiir holomor-
phe Funktionen auf einer Kreisscheibe (Korollar 3.21). In diesem Kapitel
soll es nun um die globale Frage gehen auf welchen Kurven denn das Inte-
gral einer holomorphen Funktion f : ) — C auf einem beliebigen Gebiet (2
verschwindet. Eine erste, und bestechend einfache, Antwort auf diese Frage
gibt bereits das Korollar 3.13, ndmlich auf zusammenziehbaren geschlosse-
nen Kurven. Dieses Resultat tduscht jedoch iiber das durchaus schwierige
Problem hinweg, zu bestimmen, wann denn eine Kurve zusammenziehbar
ist. Dariiber hinaus gibt es eine allgemeinere Klasse von Kurven, auf die die
Integralformel zutrifft, ndmlich die null-homologen Zyklen, die fiir Anwen-
dungen des Satzes eine gewichtige Rolle spielen. Im Gegensatz zur Frage der
Homotopie, ist es in vielen Fillen erstaunlich einfach, herauszufinden, wann
ein Zyklus null-homolog ist. Darum soll es im néchsten Abschnitt gehen.

4.1 Ketten und Zyklen

Sei 2 C C eine offene Menge. Wir erinnern an den Begriff einer stiickweise
glatten Kurve v : I — Q auf einem abgeschlossenen Intervall I C R. Das
Intervall besitzt eine Partition tg < t1 < to < -+ < ty, so dass die Ein-
schrénkung ~; := |7, auf das Teilintervall I; := [t;_1,¢;] glatt ist fiir jedes 1.
Wir kénnen uns v auch als Ansammlung von N verschiedenen glatten Kur-
ven ; : I; — Q vorstellen, und dies als formale Summey = y1+v2+---+yN
schreiben. In der Tat ist das Integral einer stetigen Funktion f : Q@ — C
iiber v ja gerade definiert als die Summe der Integrale iiber die ~;, so dass

/ f(z)dz = ()dz+---+ [ f(z)dz.
mNttyN 7 N
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Da das Integral von der Parametrisierung unabhéngig ist, konnen wir die
glatten Kurven, aus denen ~ zusammengesetzt ist, als Funktionen auf dem
Einheitsintervall [0, 1] schreiben. Dariiber hinaus hindert uns niemand dar-
an, auch Integrale iiber Kurven zu betrachten, die sich nicht zu einer einzigen
stiickweise glatten Kurve auf einem Intervall zusammensetzen lassen. Und
es kann sein, dass mehrere Teilstiicke unserer Kurve iibereinstimmen und
wir ersetzen dann einen Ausdruck der Form «y; + «; mit v; = ; durch 2v;.
Dies fithrt zum Begriff von Ketten und Zyklen in €.

Definition 4.1. Sei Q C C eine offene Menge. Fine Kette in () ist eine
formale Summe

Y =mav1 s MNYN (4.1)
mit m; € Z, wobei die ~y; : [0,1] — Q paarweise verschiedene glatte Kurven
sind. Wir identifizieren zwei Ketten die auseinander hervorgehen durch
(a) Vertauschen der Reihenfolge,
(b) Fortlassen oder hinzufigen von Summanden mit m; = 0.

Also kénnen wir die Kette (4.1) auch als Abbildung C*([0,1],Q) — Z schrei-
ben, die jeder der Kurven ~; thre Multiplizitat m; zuordnet und jeder an-
deren Kurve die Zahl 0. Die Menge

N

I=J{m®o<t<1}

i=1

heisst Bildmenge der Kette 7.
Ein Zyklus in Q ist eine Kette (4.1) in der jeder Punkt in Q gleich oft
als Anfangs- und Endpunkt erscheint, das heisst

Zmi— Zmi:O vV oz e (4.2)
Yi(1)=2 7i(0)==2

Ist f : Q0 — C eine stetige Funktion, so definieren wir das Integral von f
iiber einer Kette (4.1) durch

A F(2)dz ==

Ist (4.1) ein Zyklus mit Bildmenge T und ist z € C\ T so heisst die Zahl
1 d¢
w(7,2): / (4.4)
g

" 2ri (—=z

N

m; A | £(2)dz. (4.3)

=1

die Windungszahl von v um z.
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Es wird im folgenden niitzlich sein, fiir die Menge der Ketten in 2 eine
geeignete Notation einzufiihren. Wir bezeichnen diese Menge mit

% (Q) := {Ketten in Q}
und die Menge der Zyklen mit
Z(Q) :={y€€(Q)| ist ein Zyklus}.

Die Menge %(Q2) ist also die Menge aller Funktionen von C°([0,1],£2)
nach Z, die nur an endlich vielen Stellen einen von Null verschiedenen Wert
annehmen. Wenn wir v = Zf\il m;y; € € () schreiben so heisst das, dass
die Summe (4.1) die Abbildung C*°([0,1],§2) — Z : ~; — m; représentiert.
Die Menge %(2) ist eine abelsche Gruppe unter der punktweisen Additi-
on von Funktionen C'*°([0,1],2) — Z mit endlichem Tréiger. Das neutrale
Element ist die Null-Funktion, die jeder glatten Kurve in C*°([0, 1],2) die
Multiplizitdt 0 zuordnet, und kann reprisentiert werden durch eine formale
Summe (4.1) in der alle m; gleich Null sind, oder durch die leere Summe
ohne jeglichen Summanden. Die Menge Z(2) aller Zyklen ist offensichtlich
eine Untergruppe von %'(€2) und, fiir jede stetige Funktion f : Q — C, ist
die Abbildung
% () —>(C:7r—>/ f(z)dz

v

eine Gruppenhomomorphismus.

Definition 4.2. Zwei Ketten o, € €(Q) heissen dquivalent, wenn die
Integrale von f diber o und B fiir jede stetige Funktion f : Q — C diberein-
stimmen. Wir schreiben

a=pf L= /f(z)dz:/ﬁf(z)dz vV feC(Q).

(siehe Abbildung 4.1).

It

Abbildung 4.1: Zwei dquivalente Ketten

Bemerkung 4.3. Aquivalenz von Ketten ist eine Aquivalenzrelation.
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Bemerkung 4.4. Ist eine Kette

N
= mi € ()
=1

gegeben, so erhalten wir eine dquivalente Kette durch folgende Operationen.
(i) Reparametrisieren der ;.

(ii) Unterteilen eines 7; in zwei Kurven, oder umgekehrt Zusammensetzen
zweier Kurven ~; und ~; mit ;(1) = v;(0).

(iii) Richtungsumkehr: wir kénnen einen Summanden m;y; durch m;7; er-
setzen, wobei m; := —m; und 7;(t) := v;(1 — t) ist.

Bemerkung 4.5. Jeder Zyklus v € Z(Q) ist, durch ein einfaches kombina-~
torisches Argument, zu einer endlichen formalen Summe stiickweise glatter
geschossener Kurven dquivalent. Daher ist die Windungszahl w(vy, z) stets
eine ganze Zahl. Ausserdem folgt damit aus Satz 3.17, dass eine stetige Funk-
tion f :  — C genau dann eine holomorphe Stammfunktion F':  — C
mit F’ = f hat, wennn ihr Integral iiber jedem Zyklus verschwindet.

Beispiel 4.6. Sei zy = x¢ + iy und z; = x1 + iy; komplexe Zahlen mit
xo < x1 und yo < y1, und sei R C C das abgeschlossene Rechteck

R={zeClzg<Rez<zy, yo<Imz<y}.

Ist der Rand von R in € enthalten, so bezeichnen wir mit OR € Z(2) auch
den Zyklus, der den Rand von R entgegen dem Uhrzeigersinn durchléuft.
Er ist durch

OR =y +7+v+%

gegeben mit

Y1(t) 1= 20 + t(z1 — 7o),
Y2(t) =21 +1(1 = t)(y0 — ¥1),
v3(t) := 21 + t(xg — x1),
Ya(t) == 20 +i(1 = )(y1 — vo)

fiir 0 <t <1 (sieche Abbildung 3.1). Insbesondere stimmt damit die Defini-
tion des Integrals iiber R mit der in Beispiel 3.15 getroffenen Konvention
iiberein. Wir schreiben manchmal auch ;R := ~; fiir i = 1,2, 3,4.
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Definition 4.7. Sei 2 C C eine zusammenhdngende offene Teilmenge.
Wir nennen ) einfach zusammenhzingend, wenn ihr Komplement C\ Q
in der Riemannschen Zahlenkugel zusammenhdngend ist; das heisst, wenn
A, B C C abgeschlossene Teilmengen sind, so dass AU B = C\ Q und
AN B =0 ist, dann ist entweder A =0 oder B = ().

Beispiel 4.8. Die Mengen C, D, H, C\ (—o0, 0] sind offensichtlich einfach
zusammenhéngend. Etwas interessanter sind die Beispiele

N={zeC||[Imz| <7}, Q:=C\ ((—o0,-1]U[1,00)).

Diese Mengen sind auch einfach zusammenh#ngend, jedoch ist in diesen
beiden Féllen das Komplement C\ Q nicht zusammenhéngend, und wird es
erst durch Hinzunahme des Punktes co. Ein anderes Beispiel ist die Menge
Q:=C\ S mit

S={z=0+iyeClz>0,y=sin(l/z)} U{iy| —1<y<1}.

In diesem Fall ist S U {co} = C \ © zusammenhiingend, aber nicht weg-
zusammenhéngend.

Beispiel 4.9. Als weiteres Beispiel betrachten wir eine glatte Einbettung
v : R/Z — C (also eine glatte Kurve v : R — C, die die Periodizitétsbe-
dingung v(t + 1) = ~(t) erfiillt, deren Ableitung iiberall ungleich Null ist,
und die injektiv ist in dem Sinne, dass (t) = (s) genau dann gilt, wenn
s —t eine ganze Zahl ist). Sei I" := {v(t) |t € R} die Bildmenge dieser Kurve

Abbildung 4.2: Eine einfach zusammenhéingende Menge

(siehe Abbildung 4.2). Thr Komplement C \ I' = Qy U Q; ist die disjunkte
Vereinigung der Mengen

Qo :={z€C\TI'|w(y,2) =0}, O :={ze€C\TI'|w(y,2) #0}.
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Diese sind beide zusammenhingend, wie man leicht sieht (Ubung 3.29). Nach
Lemma 3.25 ist 2y die unbeschrinkte Komponente des Komplements. Daher
ist die Menge C \ €1 = Q9 UT' U {o0} zusammenhiingend, und somit ist €
einfach zusammenhéngend im Sinne von Definition 4.7. Es ist jedoch nicht
einfach, zu beweisen, dass jede geschlossene Kurve in {21 zusammenziehbar
ist. Wir bemerken noch, dass das Komplement von Qg in C zwei Kompo-
nenten hat, ndmlich A := Q; UI" und B := {oo}. Daher ist € nicht einfach
zusammenhéngend.

Beispiel 4.10. Ein umgekehrtes Beispiel ist die Mandelbrot-Menge M.
Sie spielt eine wichtige Rolle im Gebiet der komplexen Dynamik (siche Mil-
nor [3]) und ist definiert als die Menge aller komplexen Zahlen ¢ € C mit
der Eigenschaft, dass die rekursiv durch

2
zp =0, Zn+l = cCH+ %,

definierte Folge zg, 21, 29, 23, . . . beschrinkt ist. Die Menge M ist abgeschlos-
sen und beschrinkt. (Ubung;: |c| < 2 fiir alle ¢ € M.) Man kann auch zeigen,
dass sie zusammenhéngend ist. Dies ist eine nichttriviale Aussage, die 1982
von Douady und Hubbard bewiesen wurde; sie zeigten, dass sich im Kom-
plement C \ M jede Schleife zusammenziehen lisst, indem sie explizit einen
konformen Diffeomorphismus von C\M nach C\D konstruierten. Invertieren
wir die Riemannsche Zahlenkugel, so erhalten wir eine zusammenhéngende
einfach zusammenhéngende offene Menge Q2 := {z € C|1/z ¢ M} mit einem
sehr komplizierten Rand, der eine reichhaltige Struktur aufweist.

Satz 4.11. Sei Q C C eine zusammenhdngende offene Menge. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Q ist einfach zusammenhdngend.
(ii) Fir jeden Zyklus v € Z(Q) und jeden Punkt z € C\ Q gilt w(~y,z) = 0.

Beweis. Wir zeigen, dass (ii) aus (i) folgt. Sei also C\(2 zusammenenhingend
und v € Z(Q) ein Zyklus mit Bildmenge I' C 2. Wir definieren

Ag:={z€C\Q|w(y,z) =0}, A ={ze€C\Q|w(v,z2) #0}.

Diese beiden Mengen sind abgeschlossen und A; ist beschréankt. In der Tat,
ist z, eine Folge in Ay, die gegen z* konvergiert, so ist z* € C\Q C C\T. Also
gibt es ein € > 0 mit B.(z*) C C\ I und es gilt daher w(v,z2) = w(7, z¥)
fiir alle z € B:(z*) (siehe Lemma 3.25). Also gilt w(v,z*) = w(y,z2,) fir
hinreichend grosse v und daher ist z* € A;. Das gleiche Argument zeigt,
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dass Ay abgeschlossen ist. Dass A beschrankt ist, folgt aus der Tatsache,
dass w(vy, z) = 0 ist fiir |z| hinreichend gross (ebenfalls Lemma 3.25). Damit
haben wir gezeigt, dass A; kompakt und damit auch abgeschlossen in C
ist. Die Menge Ay := Ag U {oco} ist ebenfalls abgeschlossen in C und die
disjunkte Vereinigung von Ag und A; ist C \ Q. Da diese Menge nach (i)
zusammenhiingend und Ay # 0 ist, folgt daraus dass Ag = C\ Q ist und
damit Ayg = C\ Q. Das heisst aber genau, dass die Windungszahl von v um
jeden Punkt im Komplement von {2 gleich Null ist. Damit haben wir gezeigt,
dass (ii) aus (i) folgt.

Wir zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Der Beweis ist indirekt und wir neh-
men an, dass (i) nicht gilt, dass also das Komplement C \  nicht zusam-
menhingend ist. Dann gibt es zwei abgeschlossene Teilmengen A, B C C
mit

AUB=T\Q, ANB=0, A#0, B#0.

Eine dieser Mengen enthélt den Punkt oo und wir nehmen an dass dies die
Menge B ist. Dann ist A nach Lemma 1.20 kompakt. Daraus folgt, dass A
und B N C positiven Abstand haben:

d:=inf{la—b| |[ac A, be B\ {o0}} > 0.
Wihle einen Punkt zg € A und iiberdecke ganz C mit einem Gitter abge-

schlossener Quadrate ); der Seitenlinge r < &/ V2, so dass zy der Mittel-
punkt eines der Quadrate, sagen wir von Qj,, ist. (Siehe Abbildung 4.3.)

] ] B
™~

(1>
S]]
9

Abbildung 4.3: Konstruktion eines nichttrivialen Zyklus
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Dann ist die Indexmenge

Ji={jl@Q;NA#D}
endlich und wir betrachten den Zykus
v = Z 0Q);.
jed

Diese Zyklus trifft B nicht, da der Abstand von A und B grosser ist als der
Durchmesser von ); und daher jedes @, das nichtleeren Durchschnitt mit
A hat, zu B disjunkt ist. Zweitens ist v dquivalent zu dem Zyklus

F=> > 0Q

jeJ  1<i<4
B,L'QjﬁA:@

der nur die Kanten von @); beriicksichtigt, die A nicht treffen. Da alle andern
Kanten genau einmal in beide Richtungen durchlaufen werden, sind v und
~ in der Tat dquivalent. Ausserdem ist die Bildmenge von 7 per Definition
disjunkt von A und B, so dass 7 € Z(Q2) ist, und es gilt

w(¥,20) = w(v,20) = ZW(@QJ,ZQ) =w(0Qjy, 20) = 1.

jed

Damit haben wir gezeigt dass, wenn (i) nicht gilt, ein Zyklus 7 € Z/(Q2) mit
von Null verschiedener Windungszahl um einen Punkt im Komplement von
Q existiert, und damit auch (ii) nicht gilt. O

4.2 Die allgemeine Integralformel von Cauchy

Satz 4.12 (Cauchy). Sei Q C C eine offene Menge und f : Q — C eine
stetige Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist holomorph.
(ii) Fir jedes abgeschlossene Rechteck R C Q gilt

/ f(z)dz=0.
OR
(iii) Fir jeden Zyklus v € Z(Q) gilt

w(v,2) =0 VzeC\Q == /f(z)dz:O.
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Bemerkung 4.13. Wir haben den Satz in dieser Form mit drei dquivalenten
Bedingungen formuliert, weil das fiir die Anwendungen hilfreich ist. Jedoch
haben wir in Korollar 3.35 bereits bewiesen dass (i) und (ii) dquivalent sind.
Die Implikation “(iii) == (ii)” ist klar, denn jedes Rechteck R C Q erfiillt
offensichtlich die Bedingung w(9R, z) = 0 fir alle z € C\ 2 C C\ R. Die
nichttriviale Aussage des Satzes ist also “(ii) = (iii)”.

Bemerkung 4.14. Man kann in Satz 4.12 auch den Zyklus v € 2°(9)
festhalten. Dann sagt der Satz

fiir jede holomorphe

w(y,a) =0 VaeC\Q <+ Af(z)dz:O Funktion f: Q — C,

wobei nur die Richtung “ = ” nichttrivial ist; wenn die Integrale der spe-
ziellen Funktionen z — 1/(z — a) mit a € C\ Q iiber 7 verschwinden, dann
verschwinden die Integrale aller holomorphen Funktionen auf Q iiber ~.

Erste Anwendungen der allgemeinen Integralformel

Der néchste Satz folgt aus der allgemeinen Integralformel von Cauchy ge-
nauso wie Satz 3.31 aus der Integralformel fiir Kreisgebiete folgt.

Satz 4.15 (Cauchy). Sei Q C C eine zusammenhdngende offene Menge,
f:Q — C eine holomorphe Funktion, und v € 2 (Q) ein Zyklus mit Bild-
menge I', so dass w(v,z) = 0 ist fir jeden Punkt z € C\ Q. Dann gilt

1 d
L [IEdE S can (4.5)

zZ—aQ

w(y,a)f(0) = 5 -

Beweis. Definiere F : ) — C durch

F(z):= w fir z € Q\ {a},  F(a):= f'(a).
Nach Korollar 3.37 ist F' holomorph. Daher folgt aus Satz 4.12, dass
0= /yF(z)dz = /y Wdz = / Mdz —27if(a)w(7,a),

yZ—a
was zu beweisen war. O

Ist das Definitionsgebiet €2 einfach zusammenhéngend, so vereinfacht
sich der Satz von Cauchy wie folgt und zieht gleichzeitig die Existenz einer
holomorphen Stammfunktion nach sich.
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Satz 4.16 (Der einfach zusammenhingende Fall). Sei Q C C eine zu-
sammenhdngende einfach zusammenhdngende offene Menge und f : Q — C
eine stetige Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist holomorph.

(ii) faR f(z)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Rechteck R C €.
(iii) fv f(2)dz =0 fiir jeden Zyklus v € Z(Q).

(iv) Es gibt eine holomorphe Funktion F :Q — C mit F' = f.

Beweis. Nach Satz 4.11 erfiillt jeder Zyklus v € Z(Q2) die Bedingung, dass
w(v,2) =0 ist fiir alle z € C\ Q. Also folgt aus Satz 4.12, dass (i), (ii)
und (iii) dquivalent sind. Die Implikation “(iii) = (iv)” folgt aus Satz 3.17
und die Implikation “(iv) = (i)” aus Satz 3.34. O

Der folgende Satz behandelt einen in Anwendungen wichtigen Spezialfall.

Satz 4.17 (Logarithmus und Wurzel). Sei Q C C eine zusammenhdn-
gende einfach zusammenhdngende offene Menge und f : 0 — C eine holo-
morphe Funktion, die auf € nirgends verschwindet. Sei n € N. Dann gibt
es holomorphe Funktionen g,h : Q@ — C so dass exp(g(z)) = f(z) und
h(z)" = f(z) ist fir alle z € Q2.

Beweis. Nach Satz 4.16 gibt es eine holomorphe Funktion F' : @ — C so
dass

F(z) = ff/((;) V zeQ.

Dann ist die Funktion
p=etf:Q=C

holomorph und hat die Ableitung ¢/ = e ¥ (f' — F'f) = 0. Da Q zusam-
menhéngend ist, ist ¢ konstant. Wir wahlen einen Punkt zy € 2 und eine
komplexe Zahl wy so dass e"® = f(z) ist, und definieren g : Q@ — C durch

9(z) == F(z) — F(z0) + wp.
Dann ist g holomorph und es gilt fiir jedes z € €
e9(?) = PR Fz0)gwo — F() g (50) = FEg(2) = f(2).

Nun sei b : Q — C durch h(z) := e93)/" fiir 2 € Q definiert. Diese Funktion
erfiillt die Bedingung h™ = f. Damit ist der Satz bewiesen. U
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Beweis der allgemeinen Integralformel

Definition 4.18. Sei Q2 C C eine offene Menge. Fine Kette
N
y=) mv €€(Q)
j=1
heisst achsenparalleles Polygon wenn jedes v, die Form
yj(t):aj%—)\jt, 0<t<,

hat mit a; € C und \; € RUIR. (Siehe Abbildung 4.4.)

—
-

Y

A

A

—3
-

Abbildung 4.4: Ein achsenparaleles Polygon

Lemma 4.19. Sei  C C eine offene Menge und f : Q — C eine stetige
Funktion, so dass

f(z)dz=0 (4.6)
OR

ist fir jedes abgeschlossene Rechteck R C ). Dann gilt fiir jedes achsenpa-
rallele Polygon o € ()
w(o,a) =0 VaeC\Q — /f(z)dz:O. (4.7)

Lemma 4.20. Sei Q C C eine offene Menge und v € Z(2) ein Zyklus in
Q. Dann gibt es ein achsenparalleles Polygon o € 2 () so dass

/0 6(C) de = L 6(C) dc (4.8)

fiir jede holomorphe Funktion ¢ : Q0 — C.
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Beweis von Lemma 4.19. Sei 0 € Z(Q) ein achsenparalleles Polygon (und
ein Zyklus) so dass
w(o,z) =0 VzeC\ Q. (4.9)

Wir betrachten nun ein System von Geraden durch die Ecken von o, jeweils
eine parallel zur reellen Achse und eine parallel zur imaginéren Achse (siehe
Abbildung 4.5). Diese Geraden teilen die komplexe Ebene auf in endlich
viele

e Rechtecke R;, i € 1,

e und unbeschrénkte Gebiete R, j € J.

/ 0|0 00—1/
/ T1 1,1 140
( 1[2]1 0 |1] 0

o

70 11@10

1o>

| /

[

—
o
=
=
[EEN

Abbildung 4.5: Polygon und Rechtecke

Wir nehmen an, dass I # ). (Andernfalls Verlduft unser Polygon o ganz
auf einer Geraden, parallel entweder zur reellen oder zur imaginéren Achse,
und dann ist o sogar dquivalent zum Null-Zyklus.) Wir wihlen nun innere
Punkte

Zi ERi\aRi, Z; ER;\@R;,

je einen fiir ¢ € I und j € J. Wir definieren den Zyklus op € Z(€2) durch

op = ZW(J, 2i)OR;. (4.10)
i€l
Wir zeigen nun, dass

w(o,z) #0 - R; C L. (4.11)

Andernfalls gibt es ein ¢ € I mit w(o, z;) # 0 und einen Punkt a € R; \ Q.
Dann gilt nach Voraussetzung w(o,a) = 0 und as gilt dann auch w(o,2) =0
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fiir jedes z € C mit |z — a| hinreichend klein. Daraus folgt, dass es einen
Punkt z € R; \ OR; gibt mit w(o,z) = 0. Das steht aber im Widerspruch
zu unserer Voraussetzung w(o, z;) # 0, denn die Windungszahl von o ist fiir
alle Punkte im Inneren von R; die gleiche. Damit haben wir (4.11) bewiesen.

Wir zeigen als néchstes, dass ¢ und og &dquivalent sind im Sinne von
Definition 4.2. Dazu fithren wir folgende Bezeichnungen ein. Wir nehmen
an dass I C N eine Menge natiirlicher Zahlen ist, und damit eine geordnete
Menge. Fiir zwei benachbarte Rechtecke R; und Ry mit ¢ < k bezeichnen
wir mit oy, die gemeinsame Kante dieser Rechtecke, das heisst

o = R N Ry,.

Wir machen diese Menge zu einem Polygon indem wir sie so durchlaufen,
dass R; links und Ry rechts liegt. Ebenso bezeichnen wir die gemeinsame
Kante eines Rechtecks R; und eines unbeschrinkten Gebietes R; mit

Tij = R;N R;

und durchlaufen sie so, dass R; links und R;» rechts liegt. Wir wissen nun,
nach Konstruktion, dass sowohl ¢ als auch oy zu einer (eindeutigen) Summe
der o und 7;; #uivalent ist. (Denn zwei unbeschréinkte Gebiete kénnen
keine gemeinsame endliche Kante haben, solange I # () ist.) Daher gibt es
eindeutig bestimmte ganze Zahlen A, p1;; € Z so dass

o—00= Y NikOik+ > JijTij
i<k ij
ist. Wir zeigen, dass jedes A;; und jedes p;; gleich Null sein muss. Dazu

benutzen wir die Gleichungen

0, fir k #1,
w(OR;, z) = { L fir k iz w(OR;, ) = 0.

Hieraus folgt nach Definition von o in (4.10) dass

w(oo, zK) = ZW(J, 2i)W(OR;, z;) = w(o, z1)
i€l

und
w(00,2;) = Zw(a, zi)W(OR;, z;) = 0 = w(o, 25).
el
Betrachten wir nun den Zyklus o — o9 — A;pOR; so wird hier die Grenze
zwischen R; und Rj aufgehoben, das heisst, in der dquivalenten Darstellung
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in unserer Basis kommt der Summand o;; nicht mehr vor. Daraus folgt, dass
dieser Zyklus um z; und z; die gleiche Windungszahl haben muss. Daher gilt

it = —Aixw(OR;, %)

= w(o — 09— A\irOR;, )
= w(o — 00— \ikOR;, 2)

= 0.
Ebenso zeigt man
—pig = —piW(ORs, z)
= W(O’ — 0) — ,U,Z‘jaRi, Zz)
= W(O’ — 0y — ,U,Z‘jaRi, Z;)

= 0.

Daraus folgt, dass 0 — o¢p = 0 ist, wie behauptet. Das heisst, die Integrale
von f iiber ¢ und oy stimmen iiberein. Daraus folgt

/aﬂz)dz - /g f@)dz=) wloz) | f(z)dz=0.

i€l OR;

Die letzte Gleichung folgt aus der Voraussetzung (4.6) und der Tatsache
dass, nach (4.11), R; C € ist wenn w(o, z;) # 0 ist. Damit ist das Lemma
bewiesen. |

Beweis von Lemma 4.20. Sei

N
7:me €Z(Q)

i=1

ein Zyklus mit Multiplizititen m; € Z und glatten Kurven ~; : [0,1] — Q.
Wir zeigen in vier Schritten, dass es ein achsenparalleles Polygon o € 2°(Q2)
gibt welches die Bedingung (4.8) fiir jede holomorphe Funktion ¢ : Q — C
erfillt.

Schritt 1. Es gibt ein € > 0 so dass
Be(Wj(t)) cQ

fiir jedes j € {1,..., N} und jedes t € [0,1].
Dies folgt sofort aus Lemma 3.42.
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Schritt 2. Es gibt ein 6 > 0 so dass fir alle j € {1,...,N} und alle
s,t € [0,1] folgendes gilt:

ls—t[<é6 = i(s) =750 <e.

Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass jede stetige Funktion auf einem
kompakten metrischen Raum gleichméissig stetig ist.

Schritt 3. Sei ¢ wie in Schritt 1. Dann kinnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass v;(t) € B:(v;(0)) ist fir alle j € {1,...,N}
und alle t € [0,1].

Zum Beweis wéhlen wir 6 > 0 wie in Schritt 2 und n € N so dass n > 1/0.
Dann ersetzen wir jedes 7; durch die Kurven v;4(t) := yj(k—;l + L) fiir

0<t<1lund k=1,...,n. Dann ist v dquivalent zu dem Zyklus
N n
i 3 i
j=1k=1

und 7 erfiillt die Bedingung von Schritt 3.

Schritt 4. Wir konstruieren o.

Abbildung 4.6: Approximation durch ein achsenparalleles Polygon

Wir nehmen an, dass jedes vy; die Bedingung von Schritt 3 erfiillt und defi-
nieren ;g : [0,1] = Q und o, : [0,1] = Q durch

j0(t) (0) +tRe (7;(1) = 7;(0)) ,

j1(t) (1) + (1 = )ilm (7;(0) = ~;(1)) -

(Siehe Abbildung 4.6.) Dann ist 0 040;,1—; eine stiickweise glatte geschlos-
sene Kurve in der offenen Kreisscheibe B.(7;(0)) C €. Daher verschwindet,

=7
=
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nach Korollar 3.21, das Integral jeder holomorphen Funktion ¢ : 2 — C
iiber dieser Kurve, das heisst

/ odc+ [ s dc= | $(¢)dc.
75,0 03,1 Vi

Also erfiillt das achsenparallele Polygon

N
o= m;(ojo+0j1)
j=1

die Behauptung des Lemmas. U

Beweis von Satz 4.12. Die Implikation “(i) = (ii)” folgt aus Satz 3.20, die
Implikation “(ii) == (i)” folgt aus Korollar 3.35, und “(iii) = (ii)” ist
offensichtlich. Wir beweisen “(i) = (iii)”. Sei also f : 2 — C holomorph
und v € Z(Q) ein Zyklus so dass w(v,2) = 0 ist fiir alle z € C\ Q. Nach
Lemma 4.20 gibt es ein achsenparalleles Polygon o € Z(f2) so dass (4.8)
gilt fiir jede holomorphe Funktion ¢ : Q@ — C. Mit ¢(¢) = 1/(¢ — z) folgt

daraus g i 1 i i
W(U’Z)_Z_ﬂ/aﬁ_Q_ﬂ/vC——z_W(%z)_

fiir jedes z € C\ Q. Ausserdem verschwindet das Integral von f iiber dem
Rand jedes abgeschlossenen Rechtecks R C €2 nach Satz 3.20. Also folgt aus

Lemma 4.19, dass
/ f(z2)dz=0

ist. Da f holomorph ist, kénnen wir (4.8) auf ¢ = f anwenden und erhalten

damit
/f(z) dz=0
¥

was zu bewelsen war. O

Homologie

Die allgemeine Integralformel von Cauchy in Satz 4.12 zeigt, dass fiir zusam-
menhéngende offene Mengen €, die nicht einfach zusammenhéngend sind,
die Zyklen, deren Windungszahlen um alle Punkte im Komplement von {2
verschwinden, eine besondere Rolle spielen. Es sind dies genau die Zyklen,
fir die Cauchy’s Integralformel gilt. Im einfach zusammenhéngenden Fall
sind es einfach alle Zyklen. Fiir allgemeine Mengen (2 fiithrt dies zu folgender
Definition.
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Definition 4.21. Ein Zyklus v € Z(Q)) heisst null-homolog wenn
w(v,2) =0 VzeC\ Q.

Zwei Zyklen o, € 2(Q) heissen homolog, wenn ihre Differenz null-
homolog ist, das heisst

w(a,z) =w(f,z2) VzeC\ Q.
Fir a, B € Z(Q) schreiben wir a ~  wenn « und 3 homolog sind.

Fiir glatte geschlossene Kurven ist der Begriff “null-homolog” schwécher
als “zusammenziehbar”. Mit anderen Worten, jede zusammenziehbare ge-
schlossene Kurve ist null-homolog (Ubung), aber die Umkehrung gilt nicht
fiir jedes Gebiet €2 (siche Abbildung 4.7).

() 5

O

—

Abbildung 4.7: Eine nicht zusammenziehbare null-homologe Schleife

Bemerkung 4.22. Es ist gar nicht so einfach, zu zeigen, dass die in Abbil-
dung 4.7 dargestellte glatte Schleife nicht zusammenziehbar ist. Ein Beweis
mit den Methoden der Differentialtopologie kann etwa wie folgt gefiihrt wer-
den. Man wihle zwei disjunkte glatte eingebettete Kurven a, 3 : [0,1] — Q,
die die beiden inneren Randkomponenten mit der dusseren verbinden. Wei-
ter wihle man zwei invertierbare Matrizen A, B € GL(2,R), die nicht mit-
einander kommutieren. Eine Schleife v : R/Z — € heisst zu « transversal
wenn ¢&(s) und 4(¢) immer dann linear unabhéngig sind, wenn «a(s) = 7(t)
ist. Sei nun v : R/Z — Q eine zu « und S transversale Schleife und seien
0 <t <ty < -+ <ty <1 die Schnittpunkte von v mit o und 3. Ist
~(t;) = a(s) und bilden &(s),7(t;) eine positive Basis von C so definieren
wir ¥; := A, und im Falle einer negativen Basis definieren wir ¥; := A~1.
Gilt das gleiche mit 8 statt a so definieren wir ¥; := B beziechungsweise
VU, := B~!. Wir erhalten dann eine Matrix

\I’(’)/) = \1’1\1’2 e \I/N.
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Schneidet v die Kurven o und § nicht, so setzen wir () := 1. Sind zwei
glatte Schleifen 9,71 : R/Z — Q zu o und S transversal und zueinander
homotop, so sind ¥(vp) und ¥(7;) zueinander konjugiert:

Yo~ n - Y(0) ~ ¥(71)-
Fiir eine zusammenziehbare Schleife gilt daher
U(y) =1

und fiir die in der Abbildung 4.7 dargestellte glatte Schleife v : R/Z —
erhalten wir die Matrix

U(y)=ABA™'B™' £ 1.

Damit ist v nicht zusammenziebar. Der schwierige Teil dieses Arguments ist
es, zu zeigen, dass die Konjugationsklasse der Matriz W(vy) tatséchlich eine
Homotopieinvariante ist. Man kann, bei einer geschickten Wahl der Matri-
zen A und B, auch zeigen, dass zwei glatte Schleifen vy und 1 genau dann
ohne festen Endpunkt homotop sind wenn ¥ (+y) und ¥(v;) zueinander kon-
jugiert sind, und dass sie genau dann mit festem Endpunkt homotop sind,
wenn W(vyg) = W(y) ist. Daraus folgt dann, dass die sogenannte Fundamen-
talgruppe des in 4.7 abgebildeten Gebietes €2 (die Gruppe der Homotopie-
klassen glatter Kurven in  mit einem festen Endpunkt) die freie Gruppe
von zwei Erzeugern ist. Dies alles geht weit iiber das Thema des vorliegenden
Manuskripts hinaus und die Beweise werden hier nicht erbracht.

Wir haben nun auf der Gruppe 2(Q) aller Zyklen in Q zwei Aquiva-
lenzrelationen = und ~. Zwei Zyklen o, § € Z(2) sind dquivalent, wenn die
Integrale aller stetigen Funktionen f : {2 — C iiber a und § iibereinstimmen:

_ B fiir jede stetige
a=p — /af(z)dz—/ﬁf(z)dz Funktion f: Q — C.

Diese Aquivalenzrelation hingt nicht von © ab (Ubung!). Im Gegensatz dazu
sind a und 8 homolog, wenn ihre Windungszahlen um jeden Punkt im Kom-
plement von 2 iibereinstimmen. Nach Satz 4.12 heisst das, dass die Integrale
aller holomorphen Funktionen f : Q) — C iiber a und g iibereinstimmen:

_ fiir jede holomorphe
an~ B — Af(z)dz_/ﬁf(z)dz Funktion f: Q — C.

Diese Relation héngt sehr stark von € ab.
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Die Menge der null-homologen Zyklen wird mit
B :={ye Z(Q)|w(y,2) =0Vz e C\ Q}

bezeichnet. Dies ist eine Untergruppe von 2(2). Fiir einen Zyklus o be-
zeichnen wir die Menge aller Zyklen die zu « homolog sind mit

[ = ={B e Z(Q)|a~p}=a+B(Q).

Diese Menge heisst Homologieklasse von «a. Die Menge der Homologie-
klassen wird mit
Z()

H(0) = (fol|ac Z@) = Zy = 2@)/ ~  (112)

bezeichnet und heisst (erste) Homologiegruppe von Q. Da %(f2) eine
Untergruppe von 2°(€) ist, ist auch der Quotient J#(Q) = 2(Q)/B(N)
eine Gruppe. Man addiert zwei Homologieklassen indem man zwei zugrun-
deliegende Reprisentanten addiert, d.h.

[o] + (8] := [ + f]

und die Summe héngt nicht von der Wahl der Représentanten ab. Das neu-
trale Element ist die Klasse [0] = Z(2) der null-homologen Zyklen. Andere
Bezeichnungen fiir die Homologiegruppe () sind H1(Q2) oder H1(;Z).

Man kann nun die Frage stellen, ob sich diese Homologiegruppen auch
berechnen lassen. Dies ist in der Tat sehr einfach, wie die folgenden représen-
tativen Beispiele zeigen.

Beispiel 4.23. Sei ) C C eine zusammenhingende offene Menge. Nach
Satz 4.11 ist Q genau dann einfach zusammenhéngend wenn w(vy,z) = 0
ist fiir alle v € Z(Q) und alle z € C\ Q. Nach Definition 4.21 heisst das,
dass jeder Zyklus in 2 null-homolog ist, was sich wiederum in der Formel

PB(Q) = Z(Q) ausdriicken ldsst. Also gilt
2 ist einfach zusammenhéngend = H(Q2) =0.
Beispiel 4.24. Wir betrachten den offenen Kreisring
U:={2€C|Ry<|z—a| < Ri}, a€C, 0 <Ry < R <oo.

(Siehe Abbildung 4.8.) In diesem Fall ist 57 (U) = Z.
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Abbildung 4.8: Die Homologie eines Kreisrings

Zum Beweis wihlen wir eine Zahl Ry < r < R; und betrachten den
Zyklus 7o : [0,1] — U, der durch 7(t) := a + 7e?™ definiert ist. Er hat die
Windungszahl w(g,a) = 1 und fiir jeden Zyklus v € Z(U) gilt:

v ~ w(v,a)%. (4.13)

In der Tat hat die Differenz

v =5 —=w(y,a)%

die Windungszahl w(7,a) = 0. Hieraus folgt, dass w(7,z) = 0 ist fiir jedes
z € C mit |z —a|] < Rp; und im Fall |z —a| > R; ist w(7,z) = 0 nach
Lemma 3.25. Also ist 4 null-homolog, wie behauptet. Daraus folgt, dass die
Abbildung

A (U) = Z:[y] = w(7,a)

ein Gruppenisomorphismus ist. Nun folgt aus (4.13) und Satz 4.12, dass

/ f(z)dz=w(v,a) [ f(z)dz (4.14)
gl Yo
fiir jede holomorphe Funktion f : U — C und jeden Zyklus v € Z(U).
Wenn also das Integral von f iiber g verschwindet, so verschwindet es iiber
jedem Zyklus in U und damit hat f eine holomorphe Stammfunktion, nach
Satz 3.17. Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Es existiert eine holomorphe — f(2)dz=0
Funktion F': U — Cso dass I/ = f o zjaz =4

Insbesondere ist das Integral der Funktion f(z) := 1/z iiber 7y gleich 2i.
Also besitzt die Funktion 1/z keine Stammfunktion in C*; das heisst, die
Logarithmusfunktion lésst sich nicht auf C* definieren.
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Beispiel 4.25. Sei 2 C C eine offene Menge, deren Komplement C \
genau n + 1 Zusammenhangskomponenten hat, das heisst

C\Q=AgUA U---UA,,

wobei jede der Mengen A; abgeschlossen und zusammenhéngend ist. Wir
nehmen ohne Einschréinkung der Allgemeinheit an, dass co € Ay ist. (Siehe

Abbildung 4.9.)

Abbildung 4.9: Eine fiinf-fach zusammenhéngende offene Menge

Ist v € Z(Q) ein Zyklus mit Bildmenge I', so ist jedes A; in einer
Zusammenhangskomponente von C\I' enthalten. Nach Lemma 3.25 ist also
die Funktion a — w(vy,a) auf A; konstant. Da oo € Ay ist, gilt w(vy,a) =
0 fiir a € AgNC. Nun zeigt der Beweis von Satz 4.11 mit A = A; und
B =J,4; Aj, dass fiir jedes i € {1,...,n} ein Zyklus v; € Z(2) existiert,
so dass

W( ‘a)_ 1, firae€ A;,
T T 0, firacAj,jA£i
Wiéhlen wir nun Punkte a; € A; fiiri = 1,...,n, so folgt wie in Beispiel 4.24,

dass die Abbildung
HQ) =Ly (wly,ar),...,w(y,an))

ein Gruppenisomorphismus ist. Mit anderen Worten, jeder Zyklus v € 27(2)
ist homolog zu Y ; w(7, a;)7y; und daher gilt, nach Satz 4.12, fiir jede ho-
lomorphe Funktion f: Q) — C, dass

/j (2)dz = gww, a;) / FOL2

Nach Satz 3.17 folgt daraus

Es existiert eine holomorphe

Funktion F': Q — C so dass F' = f — /%f(z)dz:o,z:l,...,n.
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Lemma 4.26. Seien U und g wie in Beispiel 4.24. Sei f : U — C eine
holomorphe Funktion und ¢ € C. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent.

(i) Es gibt eine holomorphe Funktion F : U — C so dass

VzelU

(ii) Es gilt

Beweis. Nach Beispiel 4.24 gilt (i) genau dann wenn

0:/% (f(z)—zfa> 2= [ )=~ 2ric

und dies ist dquivalent zu (ii). O

Im Fall Ry = 0 kann man die Zahl ¢ in Lemma 4.26 (ii) als Obstruktion
betrachten fiir die Existenz einer lokalen Stammfunktion in der punktierten
Kreisscheibe By, (a) \ {a}. Das fiihrt zu der folgenden Definition.

Definition 4.27. Sei Q C C eine offene Menge, a € Q und r > 0 so dass
B,(a) C Q, und
Yo(t) := a + re*™, 0<t<1.

Ist f:Q\ {a} — C eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singula-
ritdt an der Stelle a, so heisst die Zahl

Res(f,a) := L/ f(z)dz (4.15)

27
das Residuum von f and der Stelle a.

Die Residuen isolierter Singularititen spielen in der Funktionentheorie
eine besondere Rolle. Im zweiten Teil dieses Kapitels (also in den néchsten
drei Abschnitten) werden wir ausfiihrlich der geometrischen und analyti-
schen Bedeutung der Residuen nachgehen, zeigen wie man sie berechnet,
den Residuensatz beweisen, und in Anwendungen sehen, wie man diesen
Satz unter anderem auf elegante Weise fiir die Berechnung von Integralen
benutzen kann, oder auch fiir die Bestimmung der Anzahl der Nullstellen
einer holomorphen Funktion.
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4.3 Laurentreihen

Fiir ein besseres Verstdndnis der Residuen ist es niitzlich, holomorphe Funk-
tionen lokal, in der N&he einer Singularitit, etwas genauer zu betrachten.
Wie in Satz 3.43 gibt es auch hier eine Reihenentwicklung, bei der jedoch
auch negative Exponenten von z zugelassen sind. Diese Reihenentwicklung
hat sogar Giiltigkeit fiir holomorphe Funktionen auf einem beliebigen Kreis-
ring wie in Beispiel 4.24.

Satz 4.28 (Laurent). Seien a € C und 0 < Ry < Ry < 0o gegeben. Sei
U C C der offene Kreisring

U:={z€C|Ry<|z—a|] < Ri}

und f: U — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt folgendes.
(i) Es gibt eine Familie komplezer Zahlen ¢y, € C, k € Z, so dass

1
lim sup |c_k|1/k <Ry< R < T (4.16)
k—00 lim supy,_, o |ck| /
und, fir alle z € U,
_ PRV ok
f(z) = k_z ¢ (2 —a)" = lim k_z k(2 —a)”, (4.17)

mit gleichmdssiger Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge von U.
(ii) Die Koeffizienten cy in (i) sind durch f eindeutig bestimmt und es gilt
1 d
o= / _flQdc (4.18)
gl

ori | (C— a)Ft

fiir k € Z und Ry < r < Ry, wobei v, : [0,1] — U durch v,.(t) := a + re>
fir 0 <t <1 definiert ist.

Definition 4.29. Die Darstellung (4.17) heisst Laurententreihe oder die
Laurententwicklung der Funktion f.

Bemerkung 4.30. Seien f : U — C und ¢, wie in Satz 4.28. Nach Bei-
spiel 4.24 gibt es eine holomorphe Funktion F': U — C mit der Ableitung
F' = f genau dann, wenn c¢_; = 0 ist. In diesem Fall hat F' die Laurentent-
wicklung

Fz) =Y %t (z=-a)f,  Ro<le—al < B,
k#£0

und diese Reihe konvergiert ebenfalls gleichméssig auf jeder kompakten Teil-
menge von U.
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Bemerkung 4.31. Wir betrachten den Spezialfall Ry = 0, Ry = r. Ist
f: By(a)\ {a} — C eine holomorphe Funktion mit einem Pol der Ordnung
n an der Stelle a, so gibt es nach Satz 3.79 komplexe Zahlen by,...,b, € C
mit b, # 0 und eine holomorphe Funktion ¢ : B,(a) — C so dass

b
F) = g ot

+ ¢(2), Vz € By(a) \ {a}.

zZ—a

Nach Satz 3.43 hat ¢ eine Taylorentwicklung ¢(z) = > 27 ¢k (2 — a)® mit
Konvergenzradius p > r. Damit hat f die Laurententwicklung

oo
f@)=Y a-a*  zeBia)\{a},
k=—n
mit c_g := by fiir k = 1,...,n. Dies ist bereits der Beweis von Teil (i) in

Satz 4.28 in einem Spezialfall.

Bemerkung 4.32. Wir betrachten nochmal den Fall Ry = 0, R; = r mit
f:Br(a)\{a} — C und ¢; wie in Satz 4.28. Dann folgt aus Bemerkung 4.30
und Lemma 4.26, dass das Residuum von f an der Stelle a durch

Res(f,a) = c_; (4.19)

gegeben ist. Ausserdem folgt aus Bemerkung 4.31, dass a genau dann eine
wesentlich Singularitdt von f ist, wenn c_j fiir unendlich viele £k € N von
Null verschieden ist.

Beweis von Satz 4.28. Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit der Koeffi-
zienten ci. Nehmen wir also an, dass die Funktionenfolge

n

fn(z) = Z e (z—a)t

l=—n

auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichmissig gegen f konvergiert. Fiir
Ry < r < R; betrachten wir das Integral von f,, iiber v,. Da

1 d¢ [ 1, firk=2¢,
2mi )y, (¢ — )t 1 0, firk#¢,
ist, ergibt sich fiir n > |k| die Gleichung
1 / fn(€) d¢ ~ / d¢
— = — — — Ck;-
2mi Tr (C - a)kJrl gz_n 2mi r (C - a)k+1 ‘

Da die Folge f,, o7, : [0,1] — C fiir n — oo gleichmiissig gegen f o+, kon-
vergiert, folgt daraus (4.18). Damit haben wir Teil (ii) des Satzes bewiesen.
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Der Beweis von (i) besteht aus zwei Schritten. Im ersten Schritt konstru-
ieren wir holomorphe Funktionen auf den offenen Mengen

Up:={z€C]||z—a|] > Ry}, Up:={2€C]||z—a|] < R},

deren Summe gleich f ist. Fiir z € Uy, beziehungsweise z € Uj, definieren
wir fo und f1 durch die Formeln

fo(z) == —L, f(C)dC, min{|z — a|, Ry} > r > Ry,
2mi ), C—=z 190
L[ O (4.20)

fi(z) = s max{|z —a|,Ro} <r < Rj.

27/, C—z"~

Nach Satz 4.15 sind diese Funktionen wohldefiniert, das heisst unabhéingig
von der Wahl von r, denn fiir Ry < r <7’ < Ry ist der Zyklus v := v — 7,
in U null-homolog, und fiir z € C mit |z — a| < r (oder |z — a| > ') ist die
Windungszahl w(~, z) = 0. Ausserdem sind die Funktionen fy und f; beide
holomorph nach Lemma 3.33 und es gilt

lim fo(z) =0. (4.21)

Z—00

Abbildung 4.10: Die Konstruktion einer Laurentreihe
Fiir z € U wihlen wir reelle Zahlen Ry < 79 < |z —a|] <71 < Ry (siche
Abbildung 4.10). Dann ist der Zyklus v := 7, — ¥, null-homolog in U und
hat die Windungszahl

w(7,2) = W(Yr,2) — W(¥pg, 2) = L.
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Nach Satz 4.15 erhalten wir also die Gleichung

o = [0
L[ fQd 1 / £(Q)dg

2mi - (—=z 2mi (—=z

= f1(2) + fo(2).

0

Nun wenden wir den Satz 3.43 iiber Taylorreihen auf die Funktion f; an
und erhalten eine Folge komplexer Zahlen ¢y, ¢y, co,... so dass

1
p1 = E = Ry
TE——

und
fl(z):ch(z—a)k, |z —a| < Ry.
k=0

Da fy: Uy — C die Bedingung (4.21) erfiillt erhalten wir durch invertieren
eine holomorphe Funktion go : By/g,(0) — C so dass go(0) = 0 ist und

1 1
go(<)=f<a+z>, 0<|<|<R—O.

Wenden wir Satz 3.43 auf go an so erhalten wir eine Folge komplexer Zahlen
b1,bs, b3, ... so dass

1 1 o~ & 1
> = —.
1/k — RQ? gO(C) ;bkg ) ‘C‘ < RO

lim supy, _, oo |0 |

Mit c_j := by fiir k € N folgt daraus, dass

po := limsup e_x|"* < Ry

k—o0

und
-1

folz) = > a(z—a), |z —al| > Ro.

k=—o00

Damit ist der Satz bewiesen. O
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Nehmen wir einmal an, dass 2 C C eine offene Umgebung von 0 ist und
f,9:Q — C zwei holomorphe Funktionen sind so dass g eine Nullstelle der
Ordnung n an der Stelle 0 hat. Wir bezeichnen die Taylorentwicklungen von
f und g an der Stelle 0 mit

o o
= Z apz”, g(z) = Z bez’.
k=0 l=n

Es ist also b, # 0. Dann lésst sich die Laurentreihe des Quotienten
= 3 g
k=—n

durch Ausmultiplizieren der Laurententwicklungen in der Gleichung gh = f
bestimmen. Es ergibt sich

9(2)h(z) = bpc—p+ (bpric—pn +bpc_pni1) 2
+ (bn—l—QC—n +bpr1Cny1 + bnc—n+2) 2 + -

und daraus folgt die Rekursionsformel

ao
-n = 7
bn
a1 — bpi1c—n
Contl = ==
b b (4.22)
02 = 0n42Cn — On41C—n41
Cn+42 = b
n
_ ap — anrk:Cn - bn+kflc—n+1 - bn—i—lcfnJrkfl
C—nt+k = b .
n

Beispiel 4.33. Die Laurentreihe der Funktion z — 1/(e* — 1) ist

1 sz L2k 1
Ll

wobei die By die Bernoulli-Zahlen sind (siche Beispiel 3.51).

Beispiel 4.34. Die Laurentreihe des Cotangens ist

t = —1 + E Qk B -1
(¢10) Z
2k

wobei die By, die Bernoullizahlen sind. ["J'bung: Beweisen sie diese Formel
und benutzen Sie sie, um die Bernoulli-Zahlen Bs, By, Bg, Bg auszurechnen.
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4.4 Der Residuensatz

Definition 4.35. Sei 2 C C eine offene Menge. Eine Teilmenge A C
heisst diskret wenn sie keine Haufungspunkte in € besitzt, das heisst es gibt
keine Folge paarweise verschiedener Punkte in A, die gegen einen Punkt in
Q konvergiert.

Die Eigenschaft “A ist diskret” hingt von €2 ab. Mit anderen Worten,
eine discrete Menge A C (2 kann durchaus eine konvergente Folge paarwei-
se verschiedener Punkte enthalten, jedoch darf ihr Grenzwert dann nicht
in © liegen. Als logische Formel kann kann man die Bedingung, dass A eine
diskrete Teilmenge von {2 ist, so formulieren:

VzeQ 3J30>0 #(ANDBs(z)) < oo.

Es gibt hier zwei Fille zu unterscheiden:
(a) Ist z € 2\ A so gibt es ein 6 > 0 mit Bs(z) N A = 0.
(b) Ist z € A so gibt es ein 6 > 0 mit Bs(z) N A = {z}.

Beispiel 4.36. (i) Jede endliche Teilmenge A C € ist diskret.
(ii) Die Menge A = {1/n|n € N} ist diskret in {Re z > 0} aber nicht in C.
(iii) Die Menge A = {1/n|n € N} U {0} ist nicht diskret in C.

Ubung 4.37. Sei Q C C eine offene Menge und A C €. A ist genau dann
diskret wenn A N K fiir jede kompakte Teilmenge K C €2 endlich ist.

Ubung 4.38. Sei Q C C eine offene Menge und A C Q eine diskrete Teil-
menge. Dann ist A abzidhlbar und 2-abgeschlossen (das heisst A ist abge-
schlossen beziiglich der Relativtopologie von €2, beziehungsweis 2\ A ist eine
offene Teilmenge von C). Hier gilt die Umkehrung nicht (siehe Beispiel 4.36).

Ubung 4.39. Ist f : Q — C eine nichtkonstante holomorphe Funktion auf
einer zusammenhéngenden offenen Teilmenge Q C C, dann ist die Menge
der Nullstellen von f eine diskrete Teilmenge von 2.

Beispiel 4.40. Sei Q := C\ {0} und f: 2 — C gegeben durch
. 1 1 1 1 1
f(z) i=sin <;> T2 33 + 5127 717 £

fiir z # 0. Dann ist f(z) = 0 genau dann, wenn z = 1/7k ist fiir ein k € Z.
Die Menge A := {1/7wk |k € Z} der Nullstellen ist diskret in €2, aber nicht
in C, und 29 = 0 ist eine wesentliche Singularitéit von f.
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Satz 4.41 (Residuensatz). Sei Q C C eine offene Menge, A C Q eine
diskrete Teilmenge, und f : Q\ A — C eine holomorphe Funktion. Sei
v € B(Q2) ein null-homologer Zyklus, dessen Bildmenge I' zu A disjunkt ist,
das heisst T N A =0 (siche Abbildung 4.11). Dann gilt

#{a € A|w(v,a) # 0} < oc. (4.23)

und

L/vf(z) dz = Zw(%a)Res(f, a). (4.24)

a€A

27

Abbildung 4.11: Windungszahl und Residuen

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass die Menge Ay := {a € A|w(v,a) # 0}
endlich ist. Nach Lemma 3.25 ist die Menge

U:={aeC\T|w(y,a) =0}

offen und es gibt ein ¢ > 0 so dass {z € C||z| > ¢} C U ist. Da ~ null-
homolog ist, gilt ausserdem C \ 2 C U. Daraus folgt, dass K := C\ U eine
abgeschlossene und beschriankte, und damit kompakte, Teilmenge von 2 ist.
Nach Ubung 4.37 ist daher die Menge ANK = {a € A|w(v,a) # 0} endlich,
wie behauptet. Wir schreiben

{a € Alw(v,a) #0} ={a1,...,an}.

Nun wihlen wir § > 0 so dass die abgeschlossenen Kreisscheiben Bs(a;)
paarweise disjunkt und in Q enthalten sind, und dass Bs(a;) N A = {a;}
ist. Fiir j = 1,..., N definieren wir den Zyklus ~; : [0,1] — Q\ A durch
vj(t) = a; + 6e*™ fiir 0 < t < 1. Sei nun v € Z(Q) ein null-homologer
Zyklus, der A nicht trifft und
N
Fi=v =Y wr,a)y € Z(Q\A).

J=1
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Wir zeigen, dass 7 null-homolog in 2\ A ist. In der Tat gilt fiir jeden Punkt
z € C\Q und jeden Punkt z € A\ {ai,...,an}, dass w(vy,2) = w(v;,2) =0
ist. Fir k=1,...,N gilt

w(vy,ar) =1, w(vj,ar) = djk-

und damit
N
W(% ak) =W 7,(1]6 ZW Waa’] 7_7,049) 0.
7j=1

Also ist w(7,a) =0 fiir alle a € C\ Q und alle a € A, so dass 7 € B(2\ A)
ist, wie behauptet. Nach Satz 4.12 gilt daher

1
0 = %éf(z)dz

= 27”/]” dz—i 'y,aj K/f(z)dz

- 2771/f

was zu beweisen war. O

<.
Il
—

w(v,a;j)Res(f,a;),

||Mz

Ubung 4.42. Die Integralformel von Cauchy in Satz 4.15 folgt aus dem
Residuensatz 4.41 fiir die Funktion F'(z) := f(2)/(z — a).

Fiir Anwendungen des Residuensatzes ist es von entscheidender Bedeu-
tung, dass wir Residuen explizit berechnen kénnen. In vielen Fillen sind die
folgenden drei Lemmas dazu hilfreich.

Lemma 4.43. Sei Q2 C C offen, a € Q, und f : Q\{a} — C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt

Res(f,a) = ;g% (z—a) f(z) (4.25)

sofern dieser Grenzwert existiert und nicht gleich oo ist. Das ist genau dann
der Fall wenn lim,_,q (z — a)? f(z) = 0 ist.

Beweis. Ist der Grenzwert auf der rechten Seite von (4.25) gleich Null so
ist a eine hebbare Singularitit von f und daher ist Res(f,a) = 0. Ist der
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Grenzwert ungleich Null, so ist a ein Pol erster Ordnung und f hat, nach
Bemerkung 4.31, die Laurententwicklung
oo

)= ak-af=

k=-1

c_1

+ ¢(2),

z—a
wobei ¢ : 2 — C holomorph ist. Also folgt aus Bemerkung 4.32 dass
Res(f,a) = c_1 = lim(z — a) f(2)
z—a

ist. Gilt lim,_,q (z — a)® f(2) = 0, so hat die Funktion z — (z — a)f(z) an
der Stelle a eine hebbare Singulraitét (siche Korollar 3.37). Also existiert der
Grenzwert in (4.25) und ist ungleich oo. Damit ist das Lemma bewiesen. [

Lemma 4.44. Sei Q) C C offen, p,q : 2 — C holomorphe Funktionen, und
Z :={C € Q|q(¢) =0}. Definiere f : Q\ Z — C durch

f(2) ::]q%, z€Q\ Z

Sei a € Z eine einfache Nullstelle von q, so dass ¢'(a) # 0 ist. Dann gilt

Res(f,a) = 5/((2)) (4.26)

Beweis. Da g(a) =0 und ¢'(a) # 0 ist, erhalten wir

e 0 (z) = ;i—rgp(z)q(zj : Z(a) fZJ)’((CcLl)).

Damit folgt (4.26) aus Lemma 4.43. O

Lemma 4.45. Sei Q C C offen, ¢ : Q — C eine holomorphe Funktion,
a€Q, undn eN. Sei f:Q\ {a} — C die holomorphe Funktion

fo) =22 o qa)

Dann ist

=1 (g
Res(f,a) = %1()') (4.27)

Beweis. Nach Satz 3.43 hat f die Laurententwicklung

= ¢ (a)

(z) = (n+ k)]

and der Stelle a. Also folgt die Behauptung aus Bemerkung 4.32. O
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Beispiel 4.46. Wir betrachten die Funktion

cz

e
16 ===y
mit a,b,c € C. Im Fall a # b folgt aus Lemma 4.43, dass
Res(f,a) = ﬁ, Res(f,b) = e .
a—>b b—a
Im Fall @ = b ist f(z) := e®/(z — a)? und wir kénnen Lemma 4.43 nicht

anwenden. In diesem Fall folgt aus Lemma 4.45 dass Res(f,a) = ce®® ist.

Berechnung von Integralen

Beispiel 4.47. Wir beweisen die Formel

T do T
= 1. 4.2
/0 a + cos () a2 —1’ “= (4.28)

Die Grundidee ist es, die Formel

et 4 10
2

zu verwenden und das Integral damit in das Kurvenintegral einer geeigneten
holomorphen Funktion iiber dem Rand des Einheitskreis zu verwandeln. Wir
reprisentieren diesen Rand durch den Zyklus v(6) := ¢!, 0 < 6 < 27. Damit

ergibt sich
T db o df
/0 a + cos() - /0 2a + 2 cos(6)
2 do
- ), mere
[ ietdo
i /0 e210 4 2qel? + 1

B 1/ dz
i 722+2az—|—1

= QWZRGS(f, a),

a€D

cos(f) =

wobei die letzte Gleichung aus Satz 4.41 folgt mit

1
fz) = 224+ 2az+4+1
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Die singuléren Punkte von f sind die Nullstellen des Nenners. Es gilt aber
2?2 + 2az + 1 = 0 genau dann wenn (z + a)? = a® — 1 ist und die Losungen
dieser quadratischen Gleichung sind

a:=—a+Va2-1, Bi=—a—+Va%-1.

Also hat f(z) = 1/ (z — &) (2 — ) nur einen singuléren Punkt in D, und zwar
an der Stelle a.. Dies ist ein einfacher Pol und nach Lemma 4.43 erhalten wir

T dé 2
/0 = = 2mRes(f, @) :2712121(11(2—04)]”(2) = afﬁ =

Hier ist das allgemeine Prinzip hinter Beispiel 4.47. Sei R eine Funktion
zweier komplexer Variablen, wobei wir hier zunéchst den genauen Defini-
tionsbereich und die Eigenschaften dieser Funktion dahingestellt sein lassen.
Wir interessieren uns fiir das Integral

2m
I:= R(cos(#),sin(0)) db.
0
Dazu setzen wir die Ausdriicke
eiG 4 efiG ei@ _ efiG
)= —— in(f) = ————
cos(f) 5 , sin(0) o7

in den Integranden ein und erhalten, wiederum mit v(f) := €*, die Formel

;o /27r R <ei9 + e*i@j ei@ _.ei9> 50
0 2 21

1 (27 () +1/4(0) ~(8) —1/(6) 4(6)
/O R< : ) 09

i 2 ’ 2i ~(6)

B l/QwR z+1/z 2—1/z\ dz
iy 2 72 P
= QWZRes(f,a),

a€D

1 _(2z+41/z z—1/z
=—-R 4.29
F) = tr (SR 2 (4.20)
definiert ist. Hieraus ergibt sich also die Bedingung an R, dass dieser Aus-
druck (4.29) eine holomorphe Funktion auf einer Umgebung des abgeschlos-
senen Einheitskreises mit endlich vielen singuldren Ausnahmepunkten defi-
niert. Die Summe ist dann iiber diese Ausnahmepunkte zu verstehen.

wobei f durch
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Beispiel 4.48. Wir berechnen das Integral

2m db
L= /0 cos?(0) + sin*(0) =8, (4.30)

In diesem Beispiel ist

1

Rlcos(0).sin(0)) = ) s ™(@)

und daher

1 z+1/z z2—1/z
1z = ER< 2/’ 2i/>
1 16
Z(z+1/2)" + (2 = 1/2)"

1623
(2+ 1)+ (22— 1)
823
24624 +1°

Die Pole dieser Funktion sind die vierten Wurzeln der Losungen w der qua-
dratischen Gleichung
w? + 6w+ 1 =0.

Die Losungen sind w = —3 £ v/8 und nur die Losung w = /8 — 3 liegt in .

Ist
A=v8-3

so erhalten wir, nach Lemma 4.44 mit
p(z) = 823, q(z) =22+ 621 + 1,

dass B X
~_plz) 8z _ 1 _ L
Res(f,2) = q(z) 827 +2423 2443 R

Also sind alle vier Residuen gleich und damit ergibt sich

8T
I=21) Res(f,z)=—==mV3,
2 78

wie eingangs behauptet.
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Korollar 4.49. Seien p,q: C — C Polynome so dass

deg(q) > deg(p) + 2, q(z) #0 VzeR. (4.31)
Dann gilt
/OO f(z)dx = 2xi Z Res(f, 2), f(z):= M (4.32)
- Im 2>0 q(z)

Abbildung 4.12: Lokalisierung eines Integrals

Beweis. Wir betrachten den Zyklus v, := .0 + Yr,1 wobei 7,0 : [-7,7] = C
und 7,1 : [0, 7] = C die folgenden Kurven sind (siehe Abbildung 4.12):

WT,O(t) =1, —r<t< T,
Y1 (t) :=relt, 0<t<m.

Fiir r > 0 hinreichend gross sind alle Nullstellen von ¢ mit positivem Ima-
ginérteil in dem von -, eingeschlossenen Gebiet

G, ={z€C|Imz >0, |z| <7}
enthalten. Nach Satz 4.41 erhalten wir damit folgende Gleichung
27i Z Res(f,z) = f(z)dz

Im z>0 Or
s it

" ™ p(rett)ire
= x)dz +/ ————dt.
-r f( ) 0 Q(Telt)
Da deg(q) > deg(p) + 2 ist, gilt lim,_,o p(z)z/q(z) = 0. Daraus folgt
27T1I Z;O Res(f,z) = rlggo 7Tf(x) dx = /OO f(x)dex,

was zu beweisen war. O
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Beispiel 4.50. Wir betrachten die rationale Funktion

1 i/2  i/2

T 1+22 z4i z-—i

f(z):

Diese hat einen einfachen Pol ¢ = 1 in der oberen Halbebene mit Residuum
—i/2. Daher folgt aus Korollar 4.49, dass

* de . o _
/_OO T2 2miRes(f,1) = . (4.33)

Beispiel 4.51. Die rationale Funktion

() = gy =

VTR 1?2 2wz —w)?

mit

W= 627ri/3 — _1 + \/_gl’ o= 6—27ri/3 _ _1 _ \/—gl,
2 2 2 2
hat ebenfalls einen Pol w in der oberen Halbebene. Es gilt
1
4(2) L

f(Z):m, ¢()-—m

und daher folgt aus Lemma 4.45, dass

Res(f, ) = (1) =~ :_w;f’ S

w-)

Damit ergibt sich aus Korollar 4.49, dass

> dx . 47
/_OO m = 27miRes(f,w) = Wg (4.34)

Korollar 4.52. Seien p,q: C — C Polynome so dass
deg(q) > deg(p), q(z) #0 VzeR. (4.35)

Dann gilt

/00 f(x)dx = 27i Z Res(f, z), f(z) = @eiz. (4.36)

Im z>0
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- +ib g +it

& a

Abbildung 4.13: Lokalisierung eines Integrals

Beweis. Fur positive reelle Zahlen ag,a1,b betrachten wir das Rechteck
R(ag,a1,b) mit den Ecken —ayg, a1, —ag + ib, a; + ib (siehe Abbildung 4.13).
Waéhlen wir ag, a1, b hinreichend gross, so liegen alle Nullstellen von g mit po-
sitivem Imaginérteil in R(ag,a1,b). In dem Fall erhalten wir fiir das Integral
von f iiber den Rand dieses Rechtecks den Wert

al b
27i Z Res(f,z) = f(z)dx +/ flar +iy)idy
Im 2z>0 —ao 0
b a
- / f(—ao + iy)idy — f(z +1ib) dx.
0 —agp

Da der Grad des Polynoms ¢ grosser ist als der Grad von p, gibt es positive
reelle Zahlen ¢, r so dass fiir alle z € C gilt, dass

S - ‘M <<
a(z)| ~ |2]
Daraus folgt
. p(x+ib) ir—b C —b
b)| = /=Y < =
e+ 1) 'Q(ac—lrib)e =3¢
fiir b > r und daher
al
lim f(z+ib)dx| < lim Me_b =0.
b—o00 —ap b—o0 b

Damit ergibt sich

27i Z Res(f,z) = " f(zx) dx—i—/ooo f(al—l—iy)idy—/oOO f(=ap+iy)idy.

Im z>0
Nun gilt
& c [ c
lim / fla+ iy)idy‘ < lim — e Ydy= lim — =0
lal—oc | Jo jal—oc [al Jo lal—o0 |al

und daraus folgt die Behauptung mit ag,a; — oc. O
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Ubung 4.53. Beweisen Sie, dass die Formel (4.36) auch fiir die Funktion

L Meimz

mit m > 0 gilt. Hinweis: Verwenden Sie die Gleichung

[ [ e

Welche Formel ergibt sich im Fall m < 07

Beispiel 4.54. Nach Korollar 4.52 gilt

00 iz iz :
/ :c se'” dr = 2riRes LQ,i — 2milim ——— = T,
oo 1+ 142 z—iz +1 e

Daraus folgt

[ T = T PR
(&

oo 1+ 22 oo 14z

4.5 Das Prinzip vom Argument

Es ist manchmal niitzlich, Kurven zu betracheten deren Windungszahlen
alle 0 oder 1 sind (siehe Abbildung 4.14).

o8 (&

Abbildung 4.14: + berandet G

Definition 4.55. Sei G C C eine beschrdnkte offene Menge und v € Z(C)
ein Zyklus in C mit Bildmenge I'. Wir sagen v berandet G wenn gilt:

_ |1, firzed,
Gnr=9o, W(%Z)_{o, fiir € C\ (GUT).
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Ubung 4.56. Sind I und G wie in Definition 4.55 so gilt 9G C T. Kon-
struieren Sie ein Beispiel mit 0G # T'.

Ubung 4.57. Sei G C C eine offene beschriinkte Teilmenge deren Rand
I' := OG eine glatte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von C = R? ist.
Sei I' so orientiert, dass G “links von T" liegt” und sei v € Z(C) ein Zyklus,
der I' in positiver Richtung durchlduft. Dann wird G von v berandet.

Das folgende Korollar ist die klassische Version des Residuensatzes.

Korollar 4.58. Seien G,Q C C offene Mengen so dass G C . Sei v €
AB(Q) ein null-homologer Zyklus mit Bildmenge I, der G berandet. Sei A C
Q eine diskrete Teilmenge mit ANT = 0 und f : Q\ A — C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt

i/f(z)dz: Z Res(f,a). (4.38)
v

27
acANG

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 4.41 und Definition 4.55. O

Definition 4.59. Sei Q@ C C eine offene Menge. Eine stetige Funktion
f:Q — C heisst meromorph, wenn die Menge A := {a € Q| f(a) = oo}
diskret und die Einschrinkung von f auf Q\ A holomorph ist.

Bemerkung 4.60. Sei 2 C C offen und A C Q diskret. Eine holomor-
phe Funktion f : Q\ A — C lisst sich genau dann zu einer meromorphen
Funktion Q — C erweitern, wenn jedes a € A entweder ein Pol oder ei-
ne hebbare Singularitit ist. Umgekehrt, ist f : @ — C meromorph und
A= {a € Q] f(a) =00} soist jeder Punkt a € A ein Pol von f|g\ 4.

Ubung 4.61. Sei f : Q — C eine von Null verschiedene meromorphe Funk-
tion auf einer zusammenhéngenden offene Menge 2 C C. Sei

A:={aeQ]f(a) =0}, B:={beQ|f(b) =00}.

Dann ist AU B eine diskrete Teilmenge von © und die Funktion 1/f : Q@ — C
ist wieder meromorph.

Ubung 4.62. Sei Q C C eine zusammenhiingende offene Menge. Dann ist
der Raum .7 (Q2) := {f Q= C|fist meromorph} ein Korper. Insbesonde-
re sind Summe und Produkt zweier meromorpher Funktionen auf €2 wieder
meromorph.

Ubung 4.63. Eine meromorphe Funktion f : C — C ist genau dann ratio-
nal wenn der Grenzwert lim, o f(z) in C existiert.
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Satz 4.64 (Prinzip vom Argument). Sei Q2 C C eine zusammenhdngen-
de offene Menge und f : 8 — C eine von Null verschiedene meromorphe
Funktion mit Nullstellen a; der Multiplizitdten m; und Polstellen by, der Mul-
tiplizititen ng. Sei vy € B(Q) ein null-homologer Zyklus, dassen Bildmenge
keine Nullstelle und keinen Pol von f enthdlt. Dann gilt

1 '(z
s ; J;((z)) dz = ;W(’y, a;)m; — ;W(’y, br )Nk (4.39)
Beweis. Nach Ubung 4.61 bilden die Nullstellen und Pole von f eine diskrete
Teilmenge A := {a;} U{by} C Qund f'/f:Q\ A — C ist holomorph. Wir
zeigen, dass f’/f an jeder Stelle a € A einen einfachen Pol hat.
Ist a; € € eine Nullstelle von f mit der Multiplizitdt m; so existiert
(nach Satz 3.43) ein r; > 0 und eine holomorphe Funktion g; : By, (a;) — C
so dass By (aj) C © und

f2)=(2=a;)" gj(2),  gj(2) #0
fiir alle z € B, (a;). Daraus folgt

['(2) m 95(2)

f(z)  z—a;  gi(2)
fiir alle z € By, (a;) \ {a;} und daher

Res <f7/,aj> =m,. (4.40)

Ist by, € Q ein Pol von f mit der Multiplizitit ny so existiert (nach Satz 3.79)
ein s > 0 und eine holomorphe Funktion hy : B, (by) — C so dass
B, (ar) C  und

hy(2)

f(z) = — = hi(2) # 0
(z — be)
fir alle z € By, (bg) \ {bx}. Daraus folgt
flz) e Ig(2)

= — +
fz) 2=t hi(2)
fir alle z € By, (br) \ {bx} und daher
f/

Res <7,bk> = —ng. (4.41)

Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz 4.41 fiir f'/f und den
Gleichungen (4.40) und (4.41). O
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Lemma 4.65. Sei Q C C eine offene Menge, f : Q — C eine meromorphe
Funktion, und v € Z(Q) ein Zyklus deren Bildmenge I' die Nullstellen und
Pole von f nicht trifft. Dann gilt

1 [ f(z)
— dz = 0). 4.42
i | o 4 = v o0 (4.42)
Beweis. Sei vy = Zjvzl myjy; mit m; € Z und ~; : [0,1] — Q. Nach Voraus-
setzung ist f o~y; iiberall ungleich 0 und oo, und ist eine glatte Funktion mit
Werten in C* = C\ {0}. Es gilt fiir jedes j

dz 1 1 d
/];O'Yj? - /Omaf(%(t))dt
_ [rmone,,
o flu®)

e

Multiplizieren wir diese Identitét mit 1/27i und summieren iiber j so erhal-
ten wir die gewiinschte Gleichung (4.42). O

Lemma 4.65 zeigt, dass wir die Formel (4.39) in Satz 4.64 auch in der
Form

w(fov,0) = Zw(’y, a;)m; — Zw(fy, br ). (4.43)

j k

schreiben koénnen. Hieraus wird ersichtlich warum Satz 4.64 das Prinzip vom

Argument genannt wird. Ist ndmlich ~ : [0,1] — € eine geschlossene Kurve,

die ein Gebiet G berandet (siche Definition 4.55), so ist die Anzahl der

Nullstellen minus die Anzahl der Pole von f in G, nach (4.43), gleich der

Windungszahl von f o~ um 0. Diese Zahl ldsst sich iiber das Argument von

f(y(t)) bestimmen: Wihlen wir eine glatte Funktion « : [0, 1] — R so dass

arg(f(v(t)) = a(t)
oder, was das gleiche bedeutet, f(v(t))/|f(y(t))| = el*®, so ist

w(foy) = W20,

Insbesondere ist a genau dann eine geschlossene Kurve in R, wenn die An-
zahl der Nullstellen von f mit der Anzahl der Polstellen von f in dem von ~
eingeschlossenen Gebiet iibereinstimmt. Eine besonders niitzliche Anwen-
dung des Prinzips vom Argument ist der Satz von Rouché.
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Satz 4.66 (Rouché). Sei Q C C eine zusammenhingende offene Menge
und G C C eine offene Menge so dass G C Q. Sei v € B(Q) ein null-
homologer Zyklus mit Bildmenge I', der G berandet. Seien f,g : Q@ — C
holomorphe Funktionen so dass

1f(2) —g() < [f(2) +19(2)]  Vzel. (4.44)
Dann haben f und g die gleiche Anzahl Nullstellen (mit Multiplizitit) in G.

Beweis. Aus der Ungleichung (4.44) folgt insbesondere, dass f und g keine
Nullstellen auf I' haben kénnen, denn sonst wére die Ungleichung nicht
strikt. Wir betrachten die meromorphe Funktion

h::i

g

:Q — C.

Diese Funktion hat keine Nullstellen und Pole auf I' und es gilt

Nach Lemma 4.65 ist

1 / /
w(ho~,0) ——/ (2) z——/g(z)dz.
2mi /., f(2) 27i J, g(2)

Nach Satz 4.64 ist dieser Ausdruck die Differenz der Anzahl der Nullstellen
von f in G und der Anzahl der Nullstellen von g in G. Es bleibt also zu
zeigen, dass

o

w(ho~,0)=0
ist. Nun folgt aber aus (4.44), dass
|h(z) — 1| < |h(2)| + 1 Vzel.
Das heisst, dass h auf I' keine negativen reellen Werte annehmen kann:
h(z) € C\ (—o0,0] Vzel.

Damit ist ho~y ein Zyklus in der einfach zusammenhéngenden offenen Menge
C\ (—00,0]. Also folgt aus Satz 4.11, dass w(h o~y,a) = 0 ist fiir jedes a im
Komplement dieser Menge, insbesondere also fiir ¢ = 0. Damit ist der Satz
bewiesen. O
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Beispiel 4.67. Sei f : C — C ein Polynom vom Grade n > 1 mit fiihrendem
Koeffizienten 1, das heisst

f(2)=2"+an12"""+ - +arz +ag
mit ag, ai,...,a,—1 € C. Wahle r > 1 so dass r > |ag| + |ai| + -+ + |an—1] -
Mit g(z) == 2", G := {z€C||z|<r} und I' := 0G = {z € C]| |z| =1}
erhalten wir |f(z) — g(2)| < ™ = |g(2)| fur alle z € I'. Also folgt aus dem

Satz von Rouché, dass die Anzahl der Nullstellen von f in G gleich der
Anzahl der Nullstellen von g in G, also gleich n, ist.

Ubung 4.68. Wieviele Nullstellen z mit |z| < 1 hat das Polynom f(z) =
27 =225 4623 — z+1? Wieviele Nullstellen z mit 1 < |z| < 2 hat das Polynom
f(z) =2 —62+3?

Ubung 4.69. Sei Q C C eine offene Menge, die die Einheitskreisscheibe D
enthélt, und h : @ — C eine holomorphe Funktion, so dass |h(z)| < 1 fiir
|z| = 1. Dann hat h in D genau einen Fixpunkt z = h(z).

Ubung 4.70. Fiir A > 1 hat die Gleichung ze* * = 1 genau eine Lisung,
und diese ist reell und positiv.

Ubung 4.71. Wie viele Nullstellen mit positivem Realteil hat das Polynom
f(z) == 2% + 823 4+ 322 + 82 + 3? Hinweis: Skizzieren Sie das Bild der
imagindren Achse und wenden Sie das Prinzip vom Argument auf einen
grossen Halbkreis an.

Ubung 4.72. Sei Q C C eine offene Menge, die die Einheitskreisscheibe D

enthélt, und f : @ — C eine holomorphe Function, die auf dem Rand von D
nirgends verschwindet. Erfiillt f die Bedingung

fl(2)dz
L=

so hat die Gleichung f(z) = 0, nach Satz 4.64, in der Einheitskreisscheibe
genau eine Losung zg € . Beweisen Sie, dass zy durch die Formel

B z2f'(2)dz
0= /zl f(Z)

gegeben ist.

Ubung 4.73. Fiir jede beschrinkte holomorphe Funktion f : D — C gilt
die Bergmannsche Formel

1B
1Q =1 | {oogdudy,  CED.

Hinweis: Verwenden Sie Polarkoordinaten und den Residuensatz.
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Ubung 4.74 (Der Logarithmus einer Funktion). Sei f : Q@ — C cine
holomorphe Funktion ohne Nullstellen auf einer zusammenhéngenden offe-
nen Menge 2 C C. Zeigen Sie, dass es genau dann eine Funktion g : Q — C
mit e = f gibt, wenn die Windungszahl w(f o +,0) fiir jeden Zyklus
v € Z(Q2) verschwindet. Eine solche Funktion g wird auch mit log f be-
zeichnet, ist aber durch f nicht eindeutig bestimmt. Hinweis: Satz 4.17
und Lemma 4.65.

Ubung 4.75 (Die n-te Wurzel einer Funktion). Sei f : @ — C eine
holomorphe Funktion ohne Nullstellen auf einer zusammenhéngenden offe-
nen Menge € C C. Sei n € N. Zeigen Sie, dass es genau dann eine Funktion
h:Q — C mit h™ = f gibt, wenn die Windungszahl w(f o~,0) fiir jeden
Zyklus v € Z(Q) durch n teilbar ist. Eine solche Funktion h wird auch
mit {/f bezeichnet, ist aber durch f nicht eindeutig bestimmt. Hinweis:
Seien zp €  und wp € C so gewahlt, dass wy = f(zp) ist. Fiir z € 2 sei

h(z) := wq exp (% A f’;;zi;lz> |

wobei v : [0,1] — € eine glatte Kurve ist mit v(0) = z¢ und (1) = z.

Ubung 4.76. Sei f : C — C eine meromorphe Funktion und

Z:={C € C|f(¢) =0 oder (¢) = oc}

die (diskrete) Menge der Nullstellen und Pole von f. Fiir eine Polstelle ¢ € Z
sei m(¢) die Ordnung der Polstelle und fiir eine Nullstelle ( € Z sei —m/(()
die Ordnung der Nullstelle. Sei 2 C C eine zusammenhéngende offene Menge
mit QN Z = (). Beweisen Sie folgendes.

(a) Es gibt genau dann eine holomorphe Funktion g : 2 — C so dass ¢9 = f
ist, wenn fiir jede beschrinkte Zusammenhangskomponente A C C von C\ 2

gilt, dass
> m(¢)=0

CEANZ

ist, das heisst, dass die Anzahl der Nullstellen von f in A gleich der Anzahl
der Polstellen von f in A ist. Hinweis: Ubung 4.74 und das Prinzip vom
Argument.

(b) Sei n € N. Es gibt genau dann eine holomorphe Funktion h: Q — C
so dass h" = f ist, wenn die Zahl } .. 4, m(() fiir jede beschrénkte Zu-
sammenhangskomponente A C C von C \ Q durch n teilbar ist. Hinweis:
Ubung 4.75 und das Prinzip vom Argument.
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Ubung 4.77. (a) Existiert der Logarithmus log f der Funktion

z—1
z+1

f(z) =

in dem Gebiet Q \ {£1}? Gleiche Frage fir Q :=C\ [-1,1].
(b) Existiert die Quadratwurzel /f der Funktion

1
22 -1

f(z) =

in dem Gebiet Q \ {£1}? Gleiche Frage fur  :=C\ [-1,1].

Ubung 4.78. Sei Q C C eine offene Menge mit D € Q und f,g: Q — C
holomorphe Funktionen so dass f(z) # 0 ist fiir alle z € 9D. Sei z1,..., 2,
die Nullstellen von f in D und myq,...,m, € N ihre Multiplizitdten. Dann
gilt

1 f'(2)

2mi J) 2 9(2) f(z)

dz = Zn: g(zi)m;.
i=1

Ubung 4.79. Seien  und €’ offene Teilmengen von C, ¢ : Q' — § eine
biholomorphe Abbildung, und f :  — C eine meromorphe Funktion. Dann
ist auch fo¢ : ' — C meromorph. Besitzt f einen Pol (bzw. eine Nullstelle)
der Ordnung m an der Stelle zy € €2, so besitzt f o ¢ einen Pol (bzw. eine
Nullstelle) der Ordnung m an der Stelle 2}, := ¢~1(29) € .

Ubung 4.80. (Diese Ubung hat mir Paul Biran erklért.) Sei v : R/Z — C
eine glatte Einbettung mit Bildmenge I' und

G:={ze€C\T'|w(y,2) # 0}

die von ~ eingeschlossene beschrinkte zusammenhéingende einfach zusam-
menhiingende offene Menge. (Siehe Ubung 3.29 und Beispiel 4.9.) Sei Q ¢ C
eine offene Menge so dass G = GUT C Q. Ist f : Q — C eine holomorphe
Funktion, die auf I injektiv ist, dann ist f auch auf G injektiv.

Hinweis: Zeigen Sie folgendes.
(a) foy:]0,1] — C ist eine stiickweise glatte injektive geschlossene Kurve.

(b) Die Mengen W; := {be C\ f(I')||w(fo~,b)| =i}, i = 0,1, sind zu-
sammenhéngend und ihre Vereinigung ist C\ f(T').

(c) Esgilt Won f(G) =0, f(T')N f(G) =0, und Wy = f(G).
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4.6 Die Riemannsche Zeta-Zunktion

Unendliche Produkte

Sei (pp)nen eine Folge komplexer Zahlen. Wir sagen, das unendliche Pro-
dukt [[>7, p, konvergiert, wenn hichstens endlich viele p, gleich Null
sind und die Folge [] k<n.pp£0 Pk gegen eine von Null verschiedene komplexe
Zahl konvergiert. In diesem Fall konvergiert auch die Folge [[,_, pr und ihr

Grenzwert wird mit
oo n
[1pn:= tim TP
n=1 k=1

bezeichnet. (Dieser Grenzwert kann auch Null sein.) Wir sagen das Produkt
I1;2, pn konvergiert absolut wenn gilt:

o
nh_)rrgopn =1, Zl llog(pn)| < 0.
‘Pn;\<l

Hier ist log der Hauptzweig des Logarithmus.

Ubung 4.81. Beweisen Sie folgendes.
(a) Wenn das Produkt [ | p,, konvergiert, dann konvergiert p, gegen 1.

(b) Wenn das Produkt [[>; p,, absolut konvergiert, dann konvergiert es
und der Grenzwert ist unabhéngig von der Reihenfolge der p,,.

(c) Sei (zp)nen eine Nullfolge in C. Das Produkt [[>2 (1 + 25,) konvergiert

genau dann (absolut), wenn die Reihe Y7 2, (absolut) konvergiert.

Ubung 4.82. Beweisen Sie

ﬁ 1—i _1 ﬁ(1+z2"): ! fir |z] <1
n?2 2’ 1—z ’

n=>2 n=1

Ubung 4.83. Sei h € C mit |h| < 1. Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt
H (L+h?1e?) (14 h2"te™?) (4.45)

eine holomorphe Funktion # : C — C auf der ganzen komplexen Ebene
darstellt und dass diese Funktion die folgende Gleichung erfiillt:

0(z + 2log(h)) = h™te™20(2). (4.46)
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Die Gamma-Funktion
Ubung 4.84. Zeigen Sie, dass das unendliche Produkt

G(z) = ﬁ (1+ %) e=#/n (4.47)

n=1

absolut und gleichmiissig auf jeder kompakten Teilmenge von C konvergiert.
Zeigen Sie, dass jede negative ganze Zahl eine einfache Nullstelle von G ist
(und dass G keine anderen Nullstellen hat). Beweisen Sie:

S s

n=1

Ubung 4.85. Beweisen Sie die Formeln

= ; Eme (4.49)

und

1 1 1
meot(mz) = 2 + Tgo (z — + E) . (4.50)

Hinweis: Die rechte Seite in (4.49) konvergiert gleichmissig auf jeder kom-
pakten Teilmenge K C C, nach Fortlassen der Summanden mit n € K.
Zeigen Sie, dass die Differenz g der beiden Seiten in (4.49) an jeder Stelle
n € 7Z eine hebbare Singularitit hat und daher auf ganz C holomorph ist.
Zeigen Sie, dass g(z) fiir [Imz| — oo gleichmiissig gegen Null konvergiert.
Schliessen Sie daraus, dass g beschrinkt und daher konstant ist. Fiihren
Sie (4.50) auf (4.49) zuriick, indem Sie den Cotangens differenzieren.

Ubung 4.86 (Das Eulersche Sinus-Produkt). Beweisen Sie die Formel

sin(rz) = 7z [ | (1 - Z—Z) . (4.51)

n#0

Hinweis: Zeigen Sie, dass eine holomorphe Funktion g : C — C existiert,

die die Gleichung
sin(7z)

= e93)2G(2)G(=2)

s

fiir alle z € C erfiillt, wobei G : C — C durch (4.47) definiert ist. Verwenden
Sie (4.48) und (4.50) um zu zeigen, das g konstant ist.
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Ubung 4.87 (Die Eulersche Konstante). Zeigen Sie, dass die holomor-
phe Funktion G : C — C in (4.47) die Gleichung

G(z—1) =¢e"2G(z) (4.52)
fiir alle z € C erfiillt, wobei v die Eulersche Konstante ist:
= lim (14224t L log(n) (4.53)
v = nl_)ngo + 573 T og(n) | . .

Diese hat ungefihr den Wert v = 0,57721566490153286060651209. Hin-
weis: Zeigen Sie zuniichst unter Betrachtung der Nullstellen, dass es eine
holomorphe Funktion v : C — C gibt, die die Gleichung (4.52) erfiillt.
Zeigen Sie dann durch Differentiation, dass diese Funktion konstant ist. Be-
weisen Sie, dass die Konstante 7 durch (4.53) gegeben ist, indem Sie die
Gleichung (4.52) an der Stelle z = 1 auswerten.

Sei G : C — C die durch (4.47) definierte Funktion und v € R die
Eulersche Konstante. Die Gamma-Funktion ist die durch

T e 1 ((XE R

definierte meromorphe Funktion I' : C — C.

Ubung 4.88. Beweisen Sie, dass die Gamma-Funktion die Gleichungen

T(z+1)=20(2), TD()[(1-2)= sz;z), (4.55)
I'(n)=(n-1)! VneN, r (%) =/ (4.56)

erfiillt.
Ubung 4.89. Beweisen Sie die Identitiit

d (T'(2) > 1
iz <r<z> ) =2 G (4.57)

n=0

Beweisen Sie, dass die aus der Analysis bekannte Formel
o
I(z) = / et dt (4.58)
0

fiir Rez > 0 dieselbe Funktion definiert. (Hinweis: Verwenden Sie die Cha-
rakterisierung der Gamma-Funktion durch den Satz von Bohr—Mollerup als
die einzige logarithmisch konvexe Funktion F : (0,00) — (0,00), die die
Bedingungen F(z + 1) = zF(z) und F(1) = 1 erfiillt.)
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Ubung 4.90. Zeigen Sie, dass die Gamma-Funktion keine Nullstellen hat.
Zeigen Sie, dass jede nichtpositive ganze Zahl ein einfacher Pol der Gamma-
Funktion ist, und dass sie keine weiteren Pole hat. Beweisen Sie, dass die
Residuen der Gamma-Funktion durch

Res(T', —n) = 21131111(2 +n)'(z) = (_nl')
fiir n € NU {0} gegeben sind. Hinweis: Gleichung (4.55) und I'(1) = 1.
Ubung 4.91. Beweisen Sie die Legendresche Verdoppelungsformel
VaT(2z) = 227 I0(2)(z + 1/2) (4.59)
fiir € C. Hinweis: Beweisen Sie mit Hilfe von (4.57) die Gleichung
/ / /
i (r0) i () =2 (rag) oo

integrieren Sie diese, und substituieren Sie z = 1 und z = 1/2.

Das Buch von Ahlfors [1] enthélt einen Beweis der Stirling-Formel

LeVE o (4.61)

Rerseno (2/€)7

der auf der Gleichung (4.57) und dem Residuensatz beruht. Ahlfors verwen-
det dann die Stirling-Formel, um die Gleichung (4.58) herzuleiten.
Die Riemannsche Zeta-Funktion

Fiir Res > 1 ist der Wert der Riemannschen Zeta-Funktion an der Stelle s
durch

C(s):=) n* (4.62)
n=1

definiert.
Ubung 4.92. Beweisen Sie die Produkt-Formel

()= [ — (4.63)

]
plp

fiir Res > 1, wobei das Produkt iiber alle Primzahlen p zu verstehen ist.
(Hinweis: Multipliziert man ((s) mit dem endlichen Produkt [ [, (1—p~*)

S

so erhdlt man die Summe ) m™° iiber alle natiirlichen Zahlen m, die

keinen Primfaktor p < N enthalten.)
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Ubung 4.93. Beweisen Sie die Formel

xsfl

et —1

o0
C(s)I'(s) :/ dx (4.64)
0
fiir s € C mit Res > 1. (Hinweis: Multiplizieren Sie die Formel (4.58) mit
n~° und summieren Sie iiber alle n € N.)

Ubung 4.94. Fiir 0 < € < 27 sei 4. : R — C die stiickweise glatte Kurve,
die durch

—1—t+ei, firt<-—1,
Ye(t) =14 eexp(mi(1+%)), fir —1<t<1, (4.65)
1—t—ei, furt>1,

gegeben ist. Beweisen Sie die Formel

-5 —z)s1
¢(s) = — LU= )/ (=2 o, (4.66)
Ve

2mi er —1

fiir s € C mit Res > 1, wobei (—2)5~! := e(s=D108(=2) fiir » € C \ [0, 00)
mit [Imlog(—=z)| < m. Schliessen Sie daraus, dass ¢ sich zu einer meromor-
phen Funktion auf der ganzen komplexen Ebene fortsetzen lisst. (Hinweis:
betrachten Sie den Grenzwert ¢ — 0.)

Ubung 4.95. Beweisen Sie, dass ¢ ihren einzigen Pol an der Stelle s = 1
hat, und dass dies ein einfacher Pol mit Residuum 1 ist:

Res((,1) = ll_)f]%(s —1)¢(s) = 1. (4.67)

Ubung 4.96. Beweisen Sie die Formel

n! dz Byt

=05 e ey - Y e

(4.68)

fir n € N U {0}, wobei die B,,11 die Bernoulli-Zahlen sind (sieche Bei-
spiel 3.51). Insbesondere gilt ((0) = —1/2 und

((~2n) =0

fiir alle n € N. Dies sind die trivialen Nullstellen der Riemannschen Zeta-
Funktion.
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Die Zeta-Funktion erfiillt eine wichtige Funktionalgleichung
s, _s—1_: s
((s) =2°7°""sin (7> I'(1—s)¢(1—2s) (4.69)

fiir alle s € C. Diese Gleichung liefert eine Symmetrie, die es erlaubt, das
Verhalten der Zeta-Funktion in dem Gebiet Re s < 0 in Bezug zu setzen zu
ihrem Verhalten in dem Gebiet Res > 1, wo die Formeln (4.62) und (4.63)
gelten. Noch deutlicher wird diese Symmetrie, wenn man die Funktion

£(s) = %s(l —s)mrr (5 ¢(s) (4.70)

betrachtet. Es folgt leicht aus (4.69), dass £ eine holomorphe Funktion auf
ganz C ist und die Gleichung

&(s) = (1 — 5) (4.71)

fiir alle s € C erfiillt. Das Buch von Ahlfors [1, Seite 216] enthélt einen Beweis
von (4.69), der auf dem Residuensatz beruht, und den wir hier wiederholen.

Beweis von Gleichung (4.69). Da beide Seiten der Gleichung (4.69) mero-
morphe Funktionen auf ganz C sind, geniigt es nach dem Identitéitssatz
(Korollar 3.57), diese Gleichung fiir Res < 0 zu beweisen. Wir betrachten
dazu die meromorphe Funktion f, : C\ [0,00) — C, die durch

(=2

e —1

fs(z) =

definiert ist, wobei (—z)*~! := e(>=D18(=2) ynd log : C \ (—o0,0] — C der
Hauptzweig des Logarithmus ist mit |[Imlog(—z)| < 7. Nach Ubung 4.94 gilt
dann

'o—-s
) =522 [ feya,
i .
wobel ¥ = v, : R — C\ [0,00) durch (4.65) mit ¢ = 7 definiert ist. Wir
ersetzen nun das Integral iiber v durch das Integral iiber einer Kurve ~,, in

C\ [0, 00), die die Pole +27ik von fs mit |k| < n umlduft. Diese Kurve setzt
sich zusammen aus den Halbachsen

v, (o0, —(2n+ 1)w] — C, v, (t) == —t + i,

o [@n4Dmo0) = C, 4 (t) =t — i,
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2nmi

2Tt

M

Abbildung 4.15: Beweis der Funktionalgleichung

und der Kette v/, welche den Rand des Quadrats
Qn :={z€C||Rez| < (2n+ )7, [Imz| < 2n+ 1)7}

mit Ausnahme des Intervalls Re z = (2n 4 1)m, |Im z| < 7 durchlauft (siche
Abbildung 4.15). Da sich das Integral iiber - auch als Summe von Integralen
iiber ,,, 7,7 und einer Kette 7, ¢ schreiben lisst, ist die Differenz der Inte-
grale von f iiber 7, und v das Integral iiber dem Zyklus 7,, — 750, welcher
die Pole £27ik von f; mit 0 < |k| < n umlduft. Damit erhalten wir aus dem
Residuensatz 4.41 die Formel

n

%[{ Mffs(z) dz = Z(Res(fs,—%'ik)—|—Res(fs,27rik))
n k=1
= Y ((—2mik)*! + (27ik)* ")
k=1
_ Zn: <e(371)10g(27rik) _i_e(sfl)log(f%rik))
k=1

n
— 2 sin (5.
Z(QT(‘]C) sin
k=1
Hier haben wir die Gleichung log(£27ik) = log(2nk) £ wi/2 verwendet. Fiir

Res < 0 folgt damit aus der Definition der Riemannschen Zeta-Funktion
die Gleichung

lim i,( 5 dz—[{fs(z) dz) =21 - s)sin () (472)
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Dariiber hinaus iiberzeugt man sich leicht davon, dass der Betrag des Nen-
ners e — 1 der Funktion fs auf dem Rand von @, gleichméssig von unten
beschriankt ist durch eine Konstante, die nicht von n abhingt. Andererseits
gibt es eine Konstante ¢ so dass

‘(_Z)sfl| _ eRe((sfl)log(fz)) < cnResfl

ist fiir alle z € 0Q,, \ {(2n+1)7}. Da die Linge von ~,, durch eine Konstante
mal n beschrinkt ist, folgt daraus im Fall Res < 0, dass

lim fs(z)dz = lim / fs(z)dz=0

n—oo
Tn

ist. Verbinden wir diese Beobachtung mit den Gleichungen (4.66) und (4.72)
so ergibt sich
¢s) _ 1

T—s —%[{fs(z) dz = 257571 (1 — s) sin <?>

fiir alle s € C mit Res < 0. Daraus folgt sofort die Gleichung (4.69) O

Ubung 4.97. Beweisen Sie, dass die meromorphe Funktion ¢ in (4.70) keine
Pole hat (also auf ganz C holomorph ist) und die Gleichung (4.71) erfiillt.
Hinweis: Ersetzen Sie s durch 1 — s in (4.69) und beweisen Sie, mit Hilfe
der Legendreschen Verdoppelungsformel (4.59), die Gleichung

COS<E>F<1_S>F<1+S>:T(. (4.73)
2 2 2

Es folgt aus der Produktformel (4.63), dass ((s) # 0 ist fiir Res > 1. Mit
Hilfe der Funktionalgleichung (4.69) folgt daraus, dass die Zeta-Funktion
neben den trivialen keine weiteren Nullstellen mit Res < 0 haben kann.
Also liegen alle nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion
in dem sogenannten kritischen Streifen 0 < Res < 1. Die Riemannsche
Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen Nullstellen der Zeta-Funktion
den Realteil 1/2 haben. Dies ist eines der wichtigsten offenen Probleme in
der Mathematik. In einer Arbeit von 1896 zeigte Hadamard, dass die Rie-
mannsche Zeta-Funktion keine Nullstellen mit Re s = 1 hat, und griindete
darauf seinen Beweis des Primzahlensatzes. Dieser sagt, dass

i @) lo(@) |

T—00 €T

ist, wobei m(z) fir x > 0 die Anzahl der Primzahlen p mit p < z bezeichnet.
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Kapitel 5

Der Riemannsche
Abbildungssatz

Der Ausgangspunkt dieses Kapitels ist ein tiefliegender Satz von Riemann,
der sagt, dass sich jede nichtleere zusammenhéingende einfach zusammen-
héngende offene Teilmenge der komplexen Ebene, die nicht gleich C ist,
biholomorph auf die Einheitskreisscheibe abbilden lidsst. Man kann diesen
Satz verstehen als einen grundlegenden Schritt hin zur Klassifizierung ein-
dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten. Der Uniformisierungssatz sagt,
dass jede nichtleere zusammenhingende einfach zusammenhéingende ein-
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit zu C, S?, oder I biholomorph ist.
Eine wichtige Klasse eindimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten bilden
die offenen Teilmengen von C, und darum geht es im Riemannschen Abbil-
dungssatz. Wir untersuchen dann das Randverhalten der Riemannschen Ab-
bildung mit Hilfe des Schwarzschen Spiegelungsprinzips und beweisen eine
Formel von Schwarz und Christoffel fiir Mengen mit polygonalen Réndern.
Diese fiihrt hin zur Theorie der elliptischer Funktionen, die hier nur kurz
andiskutiert wird. Wir zeigen schliesslich, wie sich der Riemannsche Abbil-
dungssatz auf mehrfach zusammenhéngende Gebiete ausdehnen lésst.

5.1 Der Riemannsche Abbildungssatz

Satz 5.1 (Der Riemannsche Abbildungssatz). Sei Q C C eine nicht-
leere zusammenhdngende einfach zusammenhdngende offene Menge so dass
Q £ C ist. Dann gibt es fiir jeden Punkt zg € Q genau eine biholomorphe
Abbildung f : Q — D auf die Einheitskreisscheibe, so dass

f(z0) =0, f'(z0) > 0. (5.1)

145
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Beispiel 5.2. Ist
N=D={zeC]| |z| <1}

und zg € D, so ist die gesuchte Abbildung

zZ— 20 1

f(z) = f'(z0) = 1_7‘20’2-

N 1—202”

Beispiel 5.3. Ist  die rechte Halbebene, das heisst
Q={ze€C|Rez >0}, 20 =1,

so ist die gesuchte Abbildung

z—1

fz) = 7' =

1
z4+1’ 2’

Beispiel 5.4. Ist €2 die obere Halbebene, das heisst
Q=H={zeC|Imz >0}, zp = 1,
so ist die gesuchte Abbildung

z—1 . 1
1—rp,
zZ+1

f(z) =

Diese Abbildung ergibt sich als Komposition der Multiplikation mit —i, die
die obere auf die rechte Halbebene abbildet, mit der Abbildung von Besi-
piel 5.3, gefolgt von einer weiteren Multiplikation mit i so dass die Abbildung
der Normalisierungsbedingung (5.1) geniigt.

Beispiel 5.5. Ist € der erste Quadrant, das heisst

1+i
\/57

Q={ze€C|Rez>0,Imz >0}, 20 =

so ist die gesuchte Abbildung
14+iz22—i
=775
Die Abbildung z +— 22 bildet Q biholomorph auf H und zy auf i ab. Also

folgt aus Beispiel 5.4, dass f diese Form haben muss (bis auf den Faktor der
durch die Bedingung f’(zo) > 0 bestimmt wird).

f/(Zo) =1.
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Beispiel 5.6. Ist 2 der offene obere Halbkreis, das heisst
Q=HND={2€C||z|<1,Imz>0}, z:= (\/5—1)i,

so ist die gesuchte Abbildung

1224 2iz+1
f(Z):gm7 f'(z0) =2+ V2.
Diese Abbildung ergibt sich als Komposition der inversen Abbildung aus
Beispiel 5.3, die D NH auf den rechten oberen Quadranten abbildet, mit der
Abbildung aus Besipiel 5.5. Ein alternative Konstruktion wire, die inverse
Abbildung aus dem folgenden Beispiel 5.7 zu verwenden, die den oberen
Halbkreis auf den oberen Halbstreifen {0 < Im z < 1} abbildet, und ansch-
liessend die Abbildung aus Beispiel 5.8 zu verwenden.

Beispiel 5.7. Ist 2 der Streifen
Q={zeC|-1<Imz<1}, 20 =0,
so ist die gesuchte Abbildung

67rz/2 -1

(&)= —7——= f1(0) =

™
eﬂz/2+1’ Z

Diese Abbildung ist die Komposition der Abbildung z — ¢™/2, die den Strei-
fen auf die rechte Halbebene abbildet, mit der Abbildung aus Beispiel 5.3.

Beispiel 5.8. Ist 2 der Streifen

N={ze€C|0<Imz < 1}, zo:%7

so ist die gesuchte Abbildung
w4

—1i (1) T
&= f(5>—§-

In diesem Fall wird Q2 durch z — €™ auf die obere Halbebene abgebildet
und i/2 auf i, ao dass wir f durch Komposition mit der Abbildung aus
Beispiel 5.4 erhalten.
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Beispiel 5.9. Ist € die geschlitzte Ebene
Q=C\ (—o0,0], 2o =1,
so ist die gesuchte Abbildung
Vz—1 1

f(z):\/E—i—l’ f,(l):_'

4
Hier ist /z als der Hauptzweig der Quadratwurzel zu verstehen, der die
geschlitzte Ebene C\ (—o0, 0] auf die rechte Halbebene abbildet. Die Kom-
position mit der Abbildung aus Beispiel 5.3 liefert dann die gesuchte Formel.

Beispiel 5.10. Ist

Q=C\ (—o0,—1/4], z0 =0,
so ergibt sich leicht aus Beispiel 5.9, dass die gesuchte Abbildung die folgende

Form hat
Vdz+1-1
f(z) = ———  f0)=1
Vdz+1+1
Es ist hier interessant, die Umkehrabbildung zu betrachten. Eine kurze Rech-
nung zeigt dass F := f~1: D — Q durch

F(¢) = % =( 427 +3C +4¢ + - -
(1-¢)
gegeben ist. Dies ist die Koebe-Abbildung (siehe Beispiel 3.56). Nach Kon-
struktion ist die Abbildung F' : D — C injektiv, aber man kann das auch
leicht direkt zeigen. Dariiber hinaus enthé&lt das Bild von F' die Kreisscheibe
vom Radius 1/4, aber keine grossere. In der Tat stellt es sich heraus, dass
das Bild jeder injektiven holomorphen Abbildung F' : D — C mit F'(0) =0
und F’(0) = 1 die Kreisscheibe vom Radius 1/4 enthalten muss. Diese Ab-
bildung ist aus noch einem weiteren Grund interessant. Bieberbach hatte
1916 die Vermutung aufgestellt, dass jede injektive holomorphe Abbildung
F:D — Cmit F(0) =0 und F’(0) =1 die Ungleichung

‘F(”)(O)‘ <nl'n VYneN (5.2)
erfiillt, dass also die Koeffizienten in der Taylorreihe
F®) (@
F(2) =z+ a2’ +az2® +---, ap, = '()
n!

der Bedingung |a,| < n geniigen. Die Koebe-Abbildung zeigt, dass diese
Abschétzung scharf ist und nicht verbessert werden kann. Die Bieberbach-
Vermutung wurde 1985 von De Branges bewiesen.
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Ubung 5.11. (Diese Ubung hat mir Theo Biihler erklirt.) Sei f:D — C
eine injektive holomorphe Funktion mit

floy=o0,  f(0)=1
Beweisen Sie folgende Aussagen.
(i) Es gibt eine holomorphe Funktion i : D — C so dass

h(z)? = f(z?) VzeD, n'(0) = 1.
Diese Funktion ist injektiv und erfiillt die Bedingung
h(—z)=—h(z) VzeD.

Hinweis: Ubung 4.75.

(ii) Sei ¢ : D\ {0} — C eine injektive holomorphe Funktion mit der Lau-
rentreihenentwicklung

1 oo
o(z) = ~ + Zanz".
n=1

Dann gilt

[e.e]

Zn\an\ <1

n=1

Hinweis: Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Menge S, := ¢(B1(0)\B,(0))
mit Hilfe des Satzes von Stokes und betrachten Sie den Grenzwert r — 1.
(iii) Es gilt

|f7(0)] < 4. (5.3)
Hinweis: Wenden Sie (ii) auf die Funktion ¢(z) = 1/h(z) an.
(iv) Es gilt By/4(0) C f(D). Hinweis: Fiir ¢ ¢ f(D) betrachten Sie die
Funktion

¢f(2)

fe:D—=C, fe(z) = m

Zeigen Sie, dass diese Funktion injektiv ist und ebenfalls die Bedingungen
fc(0) =0 und f(0) = 0 erfiillt. Benutzen Sie die Formel 5.3 fiir f statt f.

Ubung 5.12. Sei m > 1/2 und A C C der offene Kreissektor aller kom-
plexen Zahlen mit 0 < |z| < 1 und 0 < arg(z) < m/m. Zeigen Sie, dass die

Abbildung
ma 2
fiASE f(Z)=<1+Z )

1—2zm

biholomorph ist. Finden Sie eine biholomorphe Abbildung von A nach D.
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5.2 Normale Familien

Wir nehmen in diesem gesamten Abschnitt an, dass Q C C eine zusam-
menhéngende offene Menge ist und bezeichnen mit

C(Q):={f:Q— C|fis stetig}

den Raum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf 2. Wir diskutie-
ren die Frage, wann eine Folge in C(Q2) eine Teilfolge besitzt, die auf jeder
kompakten Teilmenge von 2 gleichmiissig konvergiert. Diese Frage fiihrt
zunéchst zu folgender Definition.

Definition 5.13. (i) Eine Teilmenge F C C(Q2) heisst normal, oder nor-
male Familie, wenn jede Folge f, € F, n = 1,2,3,..., eine Teilfolge
besitzt, die auf jeder kompakten Teilmenge von € gleichmdssig konvergiert.

(ii) Fine Teilmenge F C C(2) heisst lokal beschrénkt, wenn es fir jede
kompakte Teilmenge K C ) eine Konstante cx > 0 gibt so dass

If(2)|<ex VfeF Vzek.

(iii) Eine Teilmenge F C C(2) heisst lokal gleichgradig stetig, wenn es
fir jede kompakte Teilmenge K C § und jedes € > 0 eine Konstante § > 0
gibt so dass fir alle f € F und alle z,w € K folgendes gilt:

fowl<d = If() - flw) <e.
Der folgende Satz charakterisiert die normalen Familien in C(£2).

Satz 5.14. Eine Teilmenge F C C(Q2) ist genau dann eine normale Familie
wenn sie lokal beschrdnkt und lokal gleichgradig stetig ist.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Satz von Arzéla—Ascoli (siehe Satz C.5
im Anhang C). Dieser Satz sagt folgendes.

Satz von Arzéla—Ascoli. Sei K ein kompakter metrischer Raum und C(K)
der Banachraum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf K mit der
Supremumsnorm. Eine Teilmenge

K c C(K)

st genau dann kompakt wennn sie abgeschlossen, beschrinkt, und gleichgra-
dig stetig ist.
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Wir nehmen zunéchst an, dass F C C(2) eine normale Familie ist. Sei
K C Q eine kompakte Teilmenge und

Fr ={flx|feF}. (5.4)

Dann besiztz jede Folge in Fg eine konvergente Teilfolge (deren Grenzwert
aber nicht notwendigerweise ein Element von Fx sein muss). Hieraus folgt,
dass der Abschluss Fx beziiglich der Supremumsnorm kompakt ist (siche
Bemerkung C.2). Damit ist dieser Abschluss, nach Satz C.5, beschriankt und
gleichgradig stetig. Das gilt natiirlich auch fiir Fx. Also ist jede normale
Familie 7 C C(Q) lokal beschrinkt und lokal gleichgradig stetig.

Fiir die Umgekehrung nehmen wir an, dass F lokal beschréinkt und lokal
gleichgradig stetig ist. Wir beweisen in drei Schritten, dass F eine normale
Familie ist.

Schritt 1. Es gibt eine Folge kompakter Teilmengenm
K1CK2CK3C"'CQ,

so dass fiir jede kompakte Teilmenge K C Q ein m € N existiert so dass

K C K, ist.

Fiir m € N definieren wir
K = {z€C| |z| <m, By/n(z) C Q}.

Diese Menge ist abgeschlossen (Ubung) und beschrinkt und daher, nach
Heine—Borel, kompakt. Ist K C € eine beliebige kompakte Teilmenge, gibt
es Konstanten € > 0 und ¢ > 0 so dass

lz| < e, B.(z) C Q Vz e K.

Fiir ¢ folgt das aus Heine-Borel und fiir £ aus Lemma 3.42. Wihlen wir nun
m > max{c,1/e} so ist K C K.

Schritt 2. Ist K C Q kompakt unf fi1, fa, f3,--- eine Folge in F, so gibt es
eine Teilfolge (fn, )ken, die auf K gleichmdssig konvergiert.

Die in (5.4) definierte Menge Fg ist, nach Voraussetzung, beschrinkt und
gleichgradig stetig. Daraus folgt, dass der Abschluss F i beziiglich der Supre-
mumsnorm ebenfalls beschriinkt und gleichgradig stetig ist (Ubung). Also ist
dieser Abschluss, nach Arzéla—Ascoli, eine kompakte Teilmenge von C(K).
Daher hat die Folge (f,|x)nen eine gleichmiissig konvergente Teilfolge.
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Schritt 3. Die Teilfolge in Schritt 2 kann unabhdngig von K gewdhlt werden.

Der Beweis ist das Standardargument mit Diagonalfolgen. Wir wihlen zu-
néchst, nach Schritt 2, eine Teilfolge ( fnm) heN die auf K gleichméssig kon-
vergiert. Dann wahlen wir, wieder nach Schritt 2, eine Teilfolge ( fn“) kN
der vorherigen Teilfolge, die auf Ks gleichmissig konvergiert. Mit vollstéandi-
ger Induktion erhalten wir auf diese Weise eine Folge von Teilfolgen

(fnkvm)k;EN 9

die auf K,, gleichmissig konvergieren und so, dass die m-te Teilfolge als
Teilfolge der (m — 1)-ten Teilfolge gew#hlt wird. Schliesslich betrachten wir
die Diagonalfolge

T = Frg s k=1,23,....

Diese Folge ist fiir £k > m eine Teilfolge von ( fnkm) eN und konvergiert
daher gleichmiissig auf K, fiir jedes m € N. Nach Schritt 1 konvergiert
diese Teilfolge daher gleichméssig auf jeder kompakten Teilmenge K C €,
was zu beweisen war. O

Satz 5.15. Sei F C C(Q) eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass jedes
f € F holomorph ist. Dann gilt

F is normal < F st lokal beschrdnkt.

Beweis. Dass jede normale Familie lokal beschrankt ist, wurde bereits in
Satz 5.14 bewiesen. Wir nehmen also an, dass F eine lokal beschrinkte
Teilmenge von C(£2) ist, die nur aus holomorphen Funktionen besteht.

Behauptung: Fiir jede kompakte Teilmenge K C ) gibt es eine Konstante
Lg >0 so dass

1f(2) = f(w)] < L [z — w
fir alle f € F und alle z,w € K
Ist dies bewiesen, so ist F auch lokal gleichgradig stetig (mit ¢ := e/Lk)
und damit, nach Satz 5.14 normal.
Wir fithren den Beweis der Behauptung indirekt und nehmen an, dass

es eine kompakte Teilmenge K C 2 gibt, fiir die sie falsch ist. Dann gibt es
fiir jedes n € N eine Funktion f, € F und zwei Punkte z,,w, € K mit

|f(wn) = f(2n)| > n|wn — 20|
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Insbesondere ist also w,, # z, fiir alle n € N. Ist cx > 0 die Konstante in
der Definition der lokalen Beschrianktheit von F, so gilt

‘f(wn) - f(zn)’ < 2ck

n T on

‘wn - Zn’ S

und damit lim, o (w, — z,) = 0. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
2, die gegen ein Element z* € K konvergiert; also gilt

klgr;o Wp, = klgrgo Zn, =2 € K CQ.
Wihle nun § > 0 so dass Bag(2*) C £ und wihle ¢ > 0 so dass
lf(z)] <c VfeF Vze Bys(z").

Dann folgt aus Cauchy’s Ungleichung in Satz 3.38 dass

[F() <5 VFEF VzeBi(z"),

Nach dem Schrankensatz in [7] gilt nun
& *
[f(w) = f) s 5lw—2  VfeF Vzuwe Bs(2).

Man kann dies auch leicht mit Hilfe von (3.3) zeigen. Wihlen wir nun & so
gross, dass zy, ,wn, € Bs(z*) und ng > ¢/d, so folgt daraus

c
|fnk(wnk) - fnk(znk)| < S |wnk - an| < Nk |wnk - an| )
im Widerspruch zur Wahl unserer Folge. Damit ist der Satz bewiesen. [J

Ubung 5.16. Sei Q C C eine offene Menge und K; € Ky C K3 C --- eine
wachsende Folge kompakter Teilmengen von §2 wie in Schritt 1 des Beweises
von Satz 5.14. Fiir f, g € C(Q2) definieren wir

g 32 L Sl
9T 2 am T supy, 1 — gl

Diese Funktion hat folgende Eigenschaften.

(i) Die Funktion d : C(2) x C(2) — R ist eine Metrik auf C(£2).

(ii) Eine Folge f,, € C(Q2) konvergiert genau dann beziiglich der Metrik d,
wenn sie gleichmissig auf jeder kompakten Teilmenge von €2 konvergiert.

(iii) Eine Teilmenge F C C(2) ist genau dann eine normale Familie, wenn
ihr Abschluss beziiglich der Metrik d kompakt ist.
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5.3 Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem vorbereitenden Resultat das auch
unabhéngig von unserer speziellen Anwendung fiir sich interessant ist.

Satz 5.17 (Hurwitz). Sei Q C C eine zusammenhdingende offene Menge
und f, : Q@ — C eine Folge holomorpher Funktionen, die gleichmdssig auf je-
der kompakten Teilmenge von €2 gegen eine Funktion f : Q0 — C konvergiert.
Wir nehmen an, dass die Funktionen f, keine Nullstellen haben:

fa(2) #0 VneN VzeQ.

Dann ist f entweder auf ganz Q gleich Null, oder f hat keine Nullstelle.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht iiberall auf 2 verschwindet. Nach
Satz 3.41 ist f holomorph und die Folge der Ableitungen f; konvergiert
gleichmissig auf jeder kompakten Teilmenge von Q gegen f’. Da f # 0 ist,
ist die Menge

A:={z€Q|f(z) =0}

der Nullstellen von f diskret (siche Korollar 3.58 und Definition 4.35).
Sei nun zp €  und wahle r > 0 so dass

FT(Z(]) C Q, 6Br(z0) NA=0.

Mit I' := 0B, (%) gilt
irﬁf |f| > 0.

Hieraus folgt, dass auch die Funktionenfolge 1/f, auf I' gleichméssig gegen
1/f konvergiert, Also konvergiert die Folge f]/f, auf I' gleichmiissig gegen

£/, Mit
A(t) == 2o + re?™, 0<t<1,

folgt daraus

~—

dz=20

1 ! 1 !
LGy LG
2ri J, f(2) n—oo 2mi [ fn(2
Die letzte Gleichheit folgt aus Korollar 3.21. Hieraus folgt wiederum nach
dem Prinzip vom Argument in Satz 4.64, dass f keine Nullstellen in B, (zp)

haben kann und insbesondere, dass f(z9) # 0 ist. Da aber zg € Q beliebig
gewdhlt war, haben wir den Satz damit bewiesen. U

~—
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Beweis von Satz 5.1. Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit der biholo-
morphen Abbildung f : Q@ — D, die (5.1) erfiillt. Seien also fy, f1 : @ — D
zwei biholomorphe Abbildungen mit

fo(z0) = fi(20) =0, fo(20) >0, fi(20) > 0.
Wir betrachten die Abbildung
f=fiofy':D—D.
Diese ist ebenfalls biholomorph und erfiillt die Bedingungen

_ fi(z0)
fo(z0)
Daraus folgt nach Satz 3.68, dass |f(z)| < |z ist fur alle z € D. Nun lésst

sich dieser Satz ebenso auf die Umkehrabbildung f~! : D — D anwenden
und wir erhalten

f(0) =0, f(0) > 0.

[f) =121 VzeD.

Daraus folgt nach Satz 3.68, dass es eine Konstante ¢ € C gibt, so dass
lc] = 1 und f(z) = cz ist fiir alle z € D. Da ¢ = f’(z) > 0 ist, kann diese
Konstante nur ¢ = 1 sein. Damit ist die Eindeutigkeit von f bewiesen.

Wir beweisen die Existenz einer biholomorphen Abbildung f: Q — D,
die die Normalisierungsbedingung (5.1) erfiillt. Dazu nehmen wir an, dass
) C C eine zusammenhéngende einfach zusammenhéngende offene Menge

ist, zp € Q und Q # C ist. Sei F C C(Q2) die Menge

f ist holomorph und injektiv,
F=0f:Q=>C| |f(2)] <1fiir alle z € Q, . (5.5)
f(z0) =0, f'(20) >0
Wir zeigen in fiinf Schritten, dass F eine biholomorphe Abbildung f : Q@ — D
enthélt.

Schritt 1. F # (.
Wihle ein Element a € C\ {0}. Dann ist die Funktion

Q—-C:z—2z—a

holomorph und hat keine Nullstellen. Da ) einfach zusammenh#ngend ist,
folgt aus Satz 4.17, dass es eine holomorphe Abbildung A : Q@ — C gibt so
dass

h(z)?=z—a vV z e
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Differenzieren wir diese Identitéit so ergibt sich
2h(2)W (2) =1 VzeQ.
Hieraus folgt, dass h folgende Bedingungen erfiillt
h(z) #0, K (z)#0, h(z)# +h(w) Vz,w e Q mit 2z # w. (5.6)

Ausserdem ist die Bildmenge h(2) offen, nach Satz 2.26. Also gibt es eine
Zahl p > 0 so dass

By(h(0)) C h(Q),  By(~h(z0)) N h(Q) = 0.

Hier folgt die zweite Gleichung aus der ersten unter Verwendung von (5.6).
Da 0 ¢ h(Q2) ist, ebenfalls nach (5.6), erhalten wir die Ungleichungen

[h(zo)l = p,  [h(z) +R(20)| Zp Vze (5.7)
Sei nun g :  — C definiert durch

_p [W(20)| h(20) h(2) — h(20)

T = L o) P W Cea) B(2) + hizo)

(5.8)

Diese Funktion ist wohldefiniert, da h(z) + h(zp) stets ungleich Null ist. Sie
ist holomorph nach Satz 2.15 und sie ist injektiv, da h injektiv ist und jede
Mobiustransformation injektiv ist. Ausserdem ist offensichtlich

p W (20)|
9(20) =0,  g'(20) =73 > 0.
8 [h(z0)[*
Es bleibt also zu zeigen dass g(2) C D ist. Fiir jedes z € Q gilt nach (5.8)
p_ | Mz) = h(z)
ya =
9EN = TGy ‘h(z) T hz0)
_ P ' ! 2
~ 4]h(z0)  h(2)+ h(z0)
1 p 2p )
< - +
4 <|h(20)| [h(2) + h(20)]
3
< -
- 4

Hier folgt die letzte Ungleichung aus (5.7). Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Se:

b:=sup f'(20).
ferF

Dann ist 0 < b < 0.

Da F # () ist, nach Schritt 1, gilt offensichtlich b > 0. Zum Beweis der

Endlichkeit von b wéhlen wir 7 > 0 so dass B,(zp) C Q. Dann folgt aus
Cauchy’s Ungleichung in Satz 3.38, dass

1 1

|f'(z0)| < = sup [f] <~

T Br(ZO) T

fir alle f € F. Also ist b < 1/r. Damit ist Schritt 2 bewiesen.
Schritt 3. Es gibt eine Abbildung f € F mit f'(z0) = b.

Nach Definition von b existiert eine Folge f,, € F so dass
b= lim f;(z)

Nach Satz 5.15 ist die Menge F eine normale Familie. Also existiert eine
Teilfolge (fn,),en, die auf jeder kompakten Teilmenge von €2 gleichméssig
konvergiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit
f(z) :== lim f,, (2), z € €.
k—o0
Nach Satz 3.41 ist f ist holomorph und die Folge der Ableitungen f,’% kon-

vergiert auf jeder kompakten Teilmenge von €2 gleichmissig gegen f’. Insbe-
sondere gilt

flz0) = lm fu(20) =0, f'(20) = lim f;, (20) = b,
und
[f(Z)] = lim [fo(z)| <1 VzeQ

Es bleibt zu zeigen, dass f injektiv ist. Dazu wéahlen wir einen Punkt z; €
und betrachten die Funktionen

9(2) = [f(2) = f(z1),  gn(2) := fu(2) = fu(21)

auf der zusammenhéngenden offenen Menge 2\ {z; }. Da jede der Funktionen
fn injektiv ist, hat g,, keine Nullstellen in €\ {z1}. Ausserdem konvergiert
die Teilfolge g, gleichméssig auf jeder kompakten Teilmenge von €\ {z;}
gegen g, und g ist nichtkonstant, da ¢'(z9) = b # 0 ist. Also hat g nach
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dem Satz 5.17 von Hurwitz keine Nullstelle in € \ {z1}. Da heisst aber
f(z) # f(#) fiir alle z € Q\ {z1}. Da z; € Q beliebig gewihlt war, haben
wir gezeigt, dass f injektiv und damit f € F ist.

Schritt 4. Die Abbildung [ aus Schritt 3 erfillt f'(z) # 0 fiir alle z € Q.

Das folgt sofort aus dem Biholomorphiesatz (Korollar 3.63) und der Tatsa-
che, dass f injektiv ist.

Schritt 5. Die Abbildung f aus Schritt 3 erfillt f(2) =D.

Zunichst folgt aus dem Maximumprinzip (Satz 3.67) dass f(Q2) C D ist.
Wir nehmen an, dass es ein Element wy € D gibt, so dass f(z) # wy ist fiir
alle z € Q. Da € einfach zusammenhéngend ist, gibt es nach Satz 4.17 eine
holomorphe Funktion F': Q — C so dass

F(Z)2 — f(Z)_— Wo
1 — o f(2)
Diese Funktion ist holomorph, injektiv und erfiillt die Bedingung |F'(z)| < 1
fiir alle z € Q (siche Ubung 1.16). Wir definieren nun G : Q — C durch
F’ F(z)— F
G(z) := | /(ZO)‘ (Z)_ (20) , z €. (5.10)
F'(20) 1— F(z)F(2)
Dann ist G wiederum holmorph und injektiv, nimmt Werte in D an, und
erfiillt unsere Normalisierungsbedingungen

VzeQ. (5.9)

Gy =0, &) =

Also ist G € F. Wir zeigen, dass G'(zy) > b ist. Dazu differenzieren wir
zunéchst die Gleichung (5.9) und erhalten

P (1= o)
(- wof(2))?

Mit z = 2o und f'(z9) = b folgt daraus 2F (z0)F'(z) = b(1 — |wo|?). Da
|F(20)* = |wol ist, gibt das

(5.11)

2F(2)F'(2) =

1— 2
|F/(ZO)| :b |’U)0|
24/ |wo

und damit, nach (5.11),
[F'(z0)]  _ L—Jwol* 1+ uwg|

G'(20) =
1 —|F(z)]? 2¢/|wo| (1 — |wol) 24/ |wo|

Das steht im Widerspruch zur Definition von b, und damit ist der Riemann-
sche Abbildungssatz bewiesen. O
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Bemerkung 5.18. Zunichst mag es ein bisschen nach Gliicksache aussehen,
dass am Schluss des Beweises die Ungleichung G'(z9) > b steht, die zu
dem gewiinschten Widerspruch fiihrt. Jedoch ergeben die Gleichungen (5.9)
und (5.10) zusammen einen Ausdruck der Form

f=¢0G

vwobei ¢ : D — I eine holomorphe Abbildung mit ¢(0) = 0 ist. Da ¢ einen
quadratischen Term (aus der invertierten Gleichung (5.9)) enthélt, ist ¢ kei-
ne Mobiustransformation. Daher folgt aus dem Schwarzschen Lemma 3.68,
dass ¢ die strikte Ungleichung |¢'(0)| < 1 erfiillt, und daraus ergibt sich die
gewiinschte Abschéitzung

b=|f'(20)] = [¢'(0)] |G"(20)| < |G"(20)]

Korollar 5.19 (Einfach zusammenhingende Mengen). Sei Q@ C C
eine zusammenhdngende offene Menge. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent.

(i) Das Komplement C\ Q ist zusammenhdingend.
(i) Fir jeden Zyklus v € Z(Q) und jeden Punkt z € C\ Q gilt w(~v,z) = 0.

(iii) Jede glatte geschlossene Kurve in € ist zusammenziehbar.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) wurde in Satz 4.11 gezeigt.

Wir beweisen “(iii) = (ii)”. Jeder Zyklus v € 2°(f2) ist zu einer end-
lichen Summe 7 stiickweise glatter geschlossener Kurven dquivalent und
hat damit dieselben Windungszahlen wie 5 (Bemerkung 4.5). Durch repa-
rametrisieren kdéennen wir nun diese stiickweise glatten Kurven in glatte
geschlossene Kurven verwandeln (Bemerkung 3.26). Nach (iii) sind diese
glatten geschlossenen Kurven zusammenziehbar und, da die Windungszahl
eine Homotopie-Invariante ist (Bemerkung 3.27), folgt daraus (ii).

Wir beweisen “(i) = (iii)”. Fiir Q = C oder Q2 = () so ist (iii) offensicht-
lich erfiillt. Andernfalls folgt aus (i) nach dem Riemannschen Abbildungs-
satz 5.1, dass es einen (holomorphen) Diffeomorphismus f : @ — D gibt
mit f(zp) = 0. Ist nun ~ : [0,1] — Q eine glatte geschlossene Kurve mit
~7(0) = (1) = 2, so liefert die Formel

Nt =), 0 A<,
eine glatte Homotopie mit
Yo(t) = 20, 71(t) = (), A(0) = (1) = 2

fiir alle ¢ und \. Damit ist das Korollar bewiesen. O
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Mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes haben wir in Korollar 5.19
gezeigt, dass der hier verwendete Begriff einer einfach zusammenh#ngenden
Menge zu dem in der Topologie iiblichen Begriff dquivalent ist.

5.4 Regularitit am Rand

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Randverhalten der biholomorphen
Abbildung f : Q — D im Riemannschen Abbildungssatz. Am Anfang steht
eine einfache Beobachtung die ohne jede Einschrankung fiir jedes € gilt.

Definition 5.20. Sei Q C C offen und (z)nen eine Folge in Q. Wir sa-
gen z, konvergiert gegen den Rand von Q wenn fir jede kompakte
Teilmenge K C Q) eine Zahl ng € N existiert, so dass fir alle n € N gilt

n 2> ng — zn € Q\ K.
Wenn diese Bedingung erfiillt is schreiben wir abkiirzend z, — 2.

Ubung 5.21. Eine Folge z, € Q konvergiert genau dann gegen den Rand
von §2 wenn sie keine Teilfolge hat, die gegen ein Element von 2 konvergiert.

Ubung 5.22. Sei f: Q — Q ein Homdoomorphismus zwischen zwei offenen
Teilmengen von C und sei (z,)nen eine Folge in Q. Dann gilt

Zp, — OS2 = f(zn) — 09
Ubung 5.23. Fiir jede Folge (2,)nen in D gilt
Zp, —> OD = lim |z,| = 1.
n—o0

Satz 5.24. Sei Q C C eine offene Menge und f : Q — D ein Homdomor-
phismus. Dann gilt fiir jede Folge (zp)nen in €2, dass
Zn, — 0N) = lim [f(z,)] = 1.

n—oo
Beweis. Ubung 5.22 und Ubung 5.23. U

So elementar dieser Satz auch erscheinen mag, stellt er sich doch als
sehr niitzlich heraus. Er gibt uns eine erste Information iiber das Verhalten
von gegen den Rand konvergierenden Folgen unter unserer biholomorphen
Abbildung. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es jedoch, eine wesentlich
starkere Aussage zu beweisen fiir offene Mengen mit besonders reguldrem
Rand. Dazu benétigen wir das Schwarzsche Spiegelungsprinzip.
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Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Sei 2 C C eine zusammenhéngende offene Menge, die symmetrisch ist unter
Konjugation, das heisst

z €0 = z € (L. (5.12)
Wir bezeichnen die obere Hdlfte von € mit
QOF=QNH={2€Q|Imz > 0}.

(Siehe Abbildung 5.1.)

Abbildung 5.1: Ein spiegelsymmetrisches Gebiet

Satz 5.25 (Schwarz). Sei f: QT — C eine holomorphe Funktion, so dass

lim Ref(z)=0 VzeQnR. (5.13)

Qto5z—z

Dann gibt es eine holomorphe Funktion f: Q — C so dass

flov =1 [ =-f() Yzeq. (5.14)
Beweis. Sei u:=Re f : Q7 — R und definiere @ : Q — R durch
u(z), falls Imz > 0,

u(z) = 0, fallsImz =0,
—u(z), falls Imz < 0.

Dann folgt aus unserer Voraussetzung (5.13), dass u stetig ist.

Behauptung 1. @ ist harmonisch, das heisst u : Q — R ist eine C?-
Funktion und erfillt in Q die Laplace-Gleichung

Au = —=
YT 52 + Oy?

0.
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Behauptung 2. Es gibt eine harmonische Funktion v : Q — R so dass

ov o ov_ ou

% = ay, 8_y = ax’ il’l Q, (515)
0(z) = 0(2) VzeQ, (5.16)
(z) =Im f(z) Vze Q. (5.17)

Die Aussage von Satz 5.25 folgt aus diesen Behauptungen mit f:: u + iv.
Wir beweisen Behauptung 1. Die Funktion @ ist offensichtlich harmonisch

auf Q\R. Sei also 79 € QNR. Wir withlen r > 0 so dass B,.(xg) C  ist und

definieren 4 : B,(x9) — R durch (z) := u(z) fiir z € dB,(x0) und durch

1 T 2 _ 2 ~ .
u(z) := —/ L.xobu(xo + re't) dt, z € By(xzg).  (5.18)
21 J_n |wo + reit — 2]

Diese Funktion ist harmonisch in B,.(zp) und stetig auf B, (zg) (Satz A.11).
Ausserdem gilt
u(z) =0 Vz € By(xo) NR,

denn fiir z = x € R ist der Integrand in (5.18) eine ungerade Funktion von t.
Daraus folgt, dass u — u auf B,(z¢) N H harmonisch ist und auf dem Rand
diese Gebietes verschwindet. Ebenso fiir den unteren Halbkreis von B, (xo).
Nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen (Satz A.5) stimmen
uw und u auf B, (zg) iiberein, and daher ist w auf diesem Gebiet harmonisch.
Da zg € QN R beliebig geqdhlt war, folgt daraus Behauptung 1.

Wir beweisen Behauptung 2. Die Funktion v ist auf Q \ R durch (5.16)
und (5.17) eindeutig bestimmt und erfiillt dort auch die Bedingung (5.15),
nach Satz 2.13. Wir wéhlen nun zy und r wie im Beweis der Behauptung 1.
Fiir ( = ¢+ in € C mit || < r betrachten wir die Funktion

1
v(zo + () ::c—i—/O <n%(mo+tC)—§g—Z(9ﬂo+tC)> dt.

Diese Funktion erfiillt die Gleichung (5.15), nach Ubung 2.46. Daraus folgt,
dass v —Im f in B,(29) NH konstant ist. Wir kénnen also ¢ so wéhlen, dass
v =1Im f ist in B,(z9) NH. Damit erfiillt v also (5.15) und (5.17) in B, (z0).
Nun betrachten wir die folgenden Funktionen U,V : B,(z9) — R:

U(x’y) = ﬂ(:ﬂ,y) + ﬂ(:ﬂ, _y)’ V(x’y) = 5($,y) - fﬁ(x’ _y)'
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Da @ und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen in B, (xg) erfiillen, gilt dies
auch fiir U und V. Nun ist aber U = 0 und darus folgt, dass V' in B,(z¢)
konstant ist. Da V(x,0) = 0 ist folgt daraus V' = 0. Damit erfiillt v auch die
Bedingung (5.16) in B, (xg). Wir haben also gezeigt dass sich die Funktion

) Im f(2), fallsImz >0,
Q\R_)C'ZH{Imf(Z), falls Im z < 0,

zu einer harmonischen Funktion auf (2 \ R) U B, (x) fortsetzten lésst, die
dort (5.15), (5.16) und (5.17) erfiillt. Da zy € Q N R beliebig gewihlt war,
folgt daraus Behauptung 2. Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 5.26. Im Beweis von Satz 5.25 ist es notig, auf die Theorie der
harmonischen Funktionen zuriickzugreifen, weil wir keinerlei Bedingungen
an das Verhalten des Imaginérteils von f(z) fiir z — 2 € QNR stellen. Falls

dieser Limes fiir jedes z existiert, so folgt daraus, dass die durch f(z) = f(z)
fir Imz > 0 und f(z) := —f(2) fiir Imz < 0 definierte Funktion auf Q\ R
sich auf {2 stetig fortsetzen lésst, und dann kann man mit Hilfe von Satz 4.12

beweisen, dass diese Fortsetzung holomorph ist.

Ubung 5.27. Welche Schlussfolgerung ergibt sich in Satz 5.25 wenn der
Realteil von f(z) in (5.13) durch den Imaginérteil ersetzt wird?

Ubung 5.28. Sei f : C — C eine holomorphe Funktion so dass f(R) ¢ R
und f(iR) C iR ist. Zeigen Sie, dass f ungerade ist (das heisst f(—z) =
—f(z) fir alle z € C).

Ubung 5.29. Sei Q C C eine offene Menge, die (5.12) erfiillt. Dann lisst
sich jede holomorphe Funktion f : 2 — C als Summe f = f; +ifs schreiben,
wobei jedes f; eine holomorphe Funktion auf Q mit f;(2 NR) C R ist.

Ubung 5.30. Sei f : H — C eine beschrinkte holomorphe Funktion so dass
lim,_,, Re f(z) = 0 ist fiir alle 2 € R. Dann ist f konstant.

Ubung 5.31. Sei f : D — C eine holomorphe Funktion, die der Bedingung
1im_9|f(z)|:1 Vo eR

z—e!
geniigt. Beweisen Sie, dass [ rational ist. Hinweis: Beweisen Sie zuerst,
dass eine holomorphe Funktion f : C — C existiert, die auf D mit f tiber-
einstimmt und die Bedingung

f(/z)=1/f(z)  VzeC\{0}

erfiillt.
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Regularitit am Rand

Definition 5.32. Sei Q C C eine offene Menge. Fin Randpunkt ( € 02
heisst reguldr wenn es eine offene Umgebung U C C von  und eine injek-
tive holomorphe Funktion ¢ : U — C gibt so dass

dUNQ) =¢U)NH,  UNIN) =¢U)NR. (5.19)

(Siehe Abbildung 5.2.)

Abbildung 5.2: Ein regulidrer Randpunkt

Satz 5.33. Sei 2 C C eine zusammenhdngende einfach zusammenhdngende
offene Menge und
I':={¢ € 09| ist reguldr}

die Menge der reguldren Randpunkte. Ist f : Q2 — I eine biholomorphe Ab-
bildung, so existiert eine offene Menge () C C und eine injective holomorphe

Abbildung f : Q — C so dass QUT C Q und f|q = [ ist.

Beweis. Der Beweis hat vier Schritte.

Schritt 1. Fir jedes ¢ € I' gibt es eine offene Umgebung U: C C von ¢ und
eine injektive holomorphe Funktion fe: QU U — C so dass

onUccT,  fda=f
und, fir alle z € QU U,

ce0 = |LB)I<,
200 = |fe(2) =1, (5.20)
240 = i) > 1L

Insbesondere lisst sich f stetig auf QU fortsetzen und wir definieren

c={lm s |cerh=(0lceryc s G
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Sei U C C eine offene Umgebung von ¢ und ¢ : U — C eine injektive
holomorphe Funktion wie in Definition 5.32 so dass (5.19) gilt. Wir kénnen
U und ¢ so wihlen, dass

¢(U)=D,  ¢(()=0, 2:=[f"(0)¢U. (5.22)

Dazu verkleinern wir U, wenn nétig, so dass zg ¢ U und ¢(U) = B:(¢(())
eine kleine Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢(¢) ist, und ersetzen dann ¢ durch
die Abbildung z — (¢(z) — ¢(¢)) /e. Dann erfiillt die neue Abbildung die
Bedingungen (5.22). Mit dieser Wahl von U und ¢ ist

flo7t#®) #0 VteDNH.

Da DN H einfach zusammenhéngend ist, existiert nach Satz 4.17 eine holo-
morphe Funktion g : DNH — C so dass

e = fo ¢ prm.
Nach Satz 5.24 gilt
lim |f(¢~'(t)|=1 VazeDnR.

t—x
teDNH

Da {f(¢71(t)){ = eReg(t) ist, folgt daraus
lim Reg(t) =0 VYzeDNR.

teDNH
Nach Satz 5.25 existiert also eine holomorphe Funktion g : D — C deren

Einschrédnkung auf D N H gleich g ist. Wir definieren nun U := U und
fc: QUU; — C durch

fo(z) = e90(2)  fiir z € U,
G f(z), firze Q.

Diese Funktion ist wohldefiniert, da die beiden Ausdriicke auf QN U iiber-
einstimmen, und sie ist offensichtlich holomorph. Wir definieren nun einen
Diffeomorphismus

(5.23)

1¢: Ue = Ug, 7¢(2) == ¢71 <M) .

Dies enspricht der komplexen Konjugation auf ¢(U) = . Insbesondere ist
7¢ eine Involution, das heisst 7 o 7 = id, und es folgt aus (5.19), dass fur
alle z € Ug gilt:

2elUnNQ = odz)eld <= 71(2)elU\Q,
:Z’

zeUNIN =  P(r)eR <= 7(2) (5:24)
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Da g die Symmetriebedingung

g(t) =—g(t) VteD
erfiillt, erhalten wir

1
fc(Tc(Z)) = Vze UC‘ (5.25)
fe(2)
Es folgt sofort aus (5.23), (5.24), und (5.25) dass f¢ die Bedingung (5.20)
erfiillt. Es folgt wiederum aus (5.20) und (5.25), dass f; injektiv ist (Ubung).
Damit haben wir Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Se: C wie in Schritt 1. Dann existiert eine offene Menge W C C
und eine holomorphe Funktion F': W — C so dass

DcWw, WwWnS'=c, Flp=/f" (5.26)
und, fir allew € W,
w| <1 < F(w) e,
w =1 <<= F(w)edn, (5.27)
w|>1 <= F(w)¢Q.

Fiir jedes ¢ € I' kénnen wir die Umgebung U¢ in Schritt 1 so wéhlen, dass
Ve = fc(U¢) = B (f¢(€))
ist fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0. Dann stimmt die Abbildung
-1,
fC .DUVC%QUUC

auf V; N D mit f~! iiberein. Ausserdem ist die Menge V; N Ve N'D fiir
¢,¢" € T der Durchschnitt dreier Kreisscheiben, zwei davon mit Mittelpunkt
auf dem Rand der dritten. (Siche Abbildung 5.3.) Dieser Durchschnitt ist
einerseits zusammenhéngend, und andererseits ist er genau dann nichtleer,
wennn VeNVer # (0 ist. (Wenn VeNVer # () ist, enthélt die Gerade durch f¢(¢)
und fe(¢") ein Element von V¢ NV NID.) Daraus folgt, nach Korollar 3.57,
dass
[N w) = fat(w)  YweVenVy V¢ (el
Sei F': W — C definiert durch
Y (w), fiirweD,

W::DUUVC, ﬁ(w)::{ 1 .
o [ (w), firwe Ve
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Abbildung 5.3: Drei Kreisscheiben

Dies ist eine wohldefinierte holomorphe Funktion auf einer offenen Menge
W c Cmit DUC C W, die auf D mit f~! {ibereinstimmt. Dass diese
Funktion die Bedingung (5.27) erfiillt, folgt sofort aus (5.20). Wir bemerken
noch, dass
wns' =Jvns'=cC
cer
ist, denn fiir jedes ¢ € I gilt
VenSt = f(U:noQ) = fe(UsNT) C C
und fiir jedes w € C existiert ein ¢ € T mit w = f¢(¢) € Ve N S*. Damit gilt
auch (5.26) und wir haben Schritt 2 bewiesen.
Schritt 3. Die Finschrinkung von F auf DU C ist injektiv.

Seien w,w’ € DU C mit F(w) = F(w'). Ist w € D so folgt aus (5.27), dass
w' € D ist und daher gilt

w= f(F(w) = f(F)) ="

Ist w € C so folgt aus (5.26) und (5.27), dass w’ € W N S! = C ist. Daher
gibt es Punkte ¢, ¢’ € ' mit

w=fe(Q), W =fu(¢)
Nach Definition von F gilt
¢ = f7Hw) = F(w) = F(u') = f5' (') = ¢
und daraus folgt w = w’. Damit haben wir Schritt 3 bewiesen.

Schritt 4. Es gibl eine offene Teilmenge W CW sodassDUC C W und
F injektiv ist.
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Da C eine relativ offene Teilmenge von S ist, ist D U C eine relativ offene
Teilmenge von . Daraus folgt, dass die Menge

K, :={2€DUC|By,(z)NDcDuUC}

kompakt ist (Ubung). Damit haben wir eine wachsende Folge kompakter
Mengen K, C DU C deren Vereinigung D U C' ist.

Behauptung: Es gibt eine Folge offener Teilmengen W,, C C, die fiir jedes
n € N die folgenden Bedingungen erfillen

WnaUK, CW,,  W,CW,  Flg istinjektiv. (5.28)

Fiir n = 0 setzen wir Wy := (). Wir nehmen an, dass W,, C C konstruiert
wurde so dass (5.28) gilt. Dann gilt:

F st injektiv auf W, U K,,1. (5.29)

Seien w,w’ € W, U Kpyq mit F(w) = F(w'). Ist w € D so gilt nach (5.27),
dass F(w') = F(w) € QUON ist und daher gilt auch w’ € D. Also sind w, w’
beide in DN W = DU C und daraus folgt nach Schritt 3, dass w = w’ ist.
Im Fall w ¢ D folgt aus (5.27), dass w’ auch nicht in D liegt. Also sind dann
w,w’ beide in W, und es folgt aus (5.28), dass w = w’ ist. Damit haben wir
gezeigt, dass F auf W, U K,y injektiv ist, wie behauptet.

Wir zeigen nun, dass eine offene Menge W, .1 C C existiert, die die
Bedingung (5.28) mit n + 1 statt n erfiillt. Die entscheidende Bedingung ist
dabei, dass F' auf W, injektiv ist; die anderen beiden Bedingungen sind
nach Lemma 3.42 fiir jede hinreichend kleine e-Umgebung von W,, U K, 41
erfiillt. Wenn es also eine solche offene Menge W,,11 nicht gibt, existieren
Folgen z,,w, € W so dass

ﬁ(zy) = F(w,), 2y # Wy,
BI/V(ZV) N (Wn U Kn-i—l) =+ @, Bl/y(wy) N (Wn U Kn+1) =+ 0.

Durch Ubergang zu Teilfolgen kénnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dass z, gegen z* und w, gegen w* konvergiert. Damit
erhalten wir zwei Elemente

Zowt e Wa UKy,  F(zY) = Fw).

Nach (5.29) folgt daraus w* = z*. Nun ist aber die Einschrinkung von F
auf eine hinreichend kleine Umgebung von z* nach Konstruktion injektiv.
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Daraus folgt z, = w, fiir hinreichend grosse v, im Widerspruch zu der Wahl
unserer Folgen. Damit haben wir die Existenz der Folge offener Mengen W,,,
die die Bedingung (5.28) erfiillen, bewiesen. Nun definieren wir einfach

W= U W,.
neN

Nach (5.28) ist dies eine offene Teilmenge von W so dass

DUC:LJKﬁCﬁ;
neN

und die Einschrénkung von F auf W ist injektiv. Damit haben wir Schritt 4
bewiesen. Ist W wie in Schritt 4, so erfiillen

die Behauptungen des Satzes. O

Ubung 5.34. Sei Q C C eine nichtleere zusammenhiingende einfach zusam-
menhingende offene Menge und f :  — D eine biholomorphe Abbildung.

(a) Erfiillt © die Symmetriebedingung
z €} = ze€Q

und ist z := f~1(0) € R und f'(z0) > 0, so gilt

(b) Sei Q symmetrisch beziiglich 2o = f~1(0):
z20+C €N — 20— C €N

Was kann man iiber f sagen?

(c) Sei G eine Gruppe die auf Q durch biholomorphe Abbildungen wirkt.
Formulieren Sie genau, was das heisst, und beweisen Sie, dass es eine biholo-
mophe Wirkung von G auf D gibt so dass f eine G-equivariante Abbildung
ist. Formulieren Sie eine dhnliche Aussage fiir eine Gruppenwirkung durch
holomorphe und anti-holomorphe Diffeomorphismen.
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5.5 Die Schwarz—Christoffel-Transformation

In diesem Abschnitt betrachten wir offene Mengen, deren Rénder durch
Polygone beschrieben werden kénnen:

(P) © C C sei eine zusammenhéngende einfach zusammenhéngende offe-
ne Menge, deren Rand durch ein Polygon mit n > 3 paarweise ver-
schiedenen entgegen dem Uhrzeigersinn aufeinanderfolgenden Fcken

Z1,...,2n € C gegeben ist. Die Innenwinkeln bezeichnen wir mit
QY ...y Ty, 0< o <2,
und die Aussenwinkel sind 7f831,...,708, mit —1 < B :=1 — oy < 1.
TR
f
— T
Wn
Zn
Z Z
2 2 e WA
F W3

Wa
Abbildung 5.4: Eine Schwarz-Christoffel-Transformation

Die Innenwinkel 7wy, sind durch die z;, bestimmt mittels der Formel

(%—1 - Zk)

Tap =arg | —— |,

Zk+1 — 2k

wobei wir die Konvention zy := z, und z,41 := z; verwenden (siehe Ab-
bildung 5.4). Die Bedingung 0 < «p < 2 sagt, dass die beiden Vektoren
Zk—1 — 2, und zpy1 — 2x nicht positive Vielfache voneinander sind; wenn sie

also linear abhéngig sind, ist der Faktor negativ; in diesem Fall ist ay = 1.
Die Bedingung (P) sagt, insbesondere, dass der Zyklus

n
V=D e W) = a1+t (2 — )
k=1

sich nicht selbst schneidet und 2 entgegen dem Uhrzeigersinn umléduft. Mit
anderen Worten, bezeichnet I' die Bildmenge von -, so ist

N={2ze€C\I'|w(y,2) =1}.
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Man kann versuchen, kombinatorisch zu beschreiben, wann genau eine end-
liche Folge komplexer Zahlen zi,...,z2, die Bedingung (P) erfiillt, dies ist
aber gar nicht so einfach. Eine notwendige Bedingung ist

n n
dap=n-2 > B=2 (5.30)
k=1 k=1

Hier folgt die erste Gleichung per Induktion aus der Tatsache, dass die Win-
kelsumme im Dreieck gleich 7 ist, und die zweite Gleichung folgt aus der
ersten und der Tatsache, dass oy, + 8 = 1 ist.

Ubung 5.35. Q ist genau dann konvex, wenn £ > 0 ist fiir alle k.

Satz 5.36 (Schwarz—Christoffel). Seien Q, zy, ax, B wie in (P). Sei f :
Q — D eine biholomorphe Abbildung, F := f~! : D — Q die Umkehrabbil-
dung, und zo := F(0). Dann haben f und F folgende Eigenschaften.

(i) Fir k=1,2,...,n ezistiert der Grenzwert
wy, == lim f(z) € S (5.31)
Z—r2

(ii) f lisst sich zu einem Homdomorphismus f : Q — D fortsetzen.
(iii) Die Ableitung der Unkehrabbildung erfiillt die Bedingung
n
F'(w) H (w — wg)?* = ¢ Vw e D, (5.32)
k=1
fiir eine geeignete, von Null verschiedene, Konstante c € C.

(iv) Ist ¢ wie in (iii), so gilt

1 n
F(w):z0+c/ H(tw—wk)fﬁ’“wdt Vw e D. (5.33)
0 k=1
Bemerkung 5.37. (a) Die Grenzwerte wy, in (5.31) lassen sich nicht durch
eine explizite Formel bestimmen.

(b) Die Definition der Funktion
w— (w— wk)ﬁ’“ = P log(w—wg)

auf der Einheitskreisscheibe D héingt von der Wahl der Logarithmusfunktion
ab und ist nicht eindeutig. Das gleiche gilt fiir die Konstante ¢ in (5.32). Die
Logarithmusfunktion ist fiir jedes k zu wihlen. Andern wir diese Wahl, so
zieht das eine entsprechende Anderung der Konstanten ¢ nach sich. Die
Giiltigkeit der Gleichungen (5.32) und (5.33) wird dadurch nicht beein-
tréchtigt.
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Beweis von Satz 5.36. Die Aussage (ii) folgt aus (i) und Satz 5.33. Die Aus-
sage (iv) folgt aus (iii) durch integrieren.
Wir beweisen (i). Dazu wéhlen wir fiir jedes k € {1,...,n} ein Argument

O = arg (2k4+1 — 2) €R

so dass el% = 2z, 1 — 2z, (wobei 2,41 := z1). Weiter withlen wir ¢ > 0 so
klein, dass 2e < |z; — z;| ist fiir alle 7,5 € {1,...,n} mit i # j. Dann ist

Sk:Bg(zk)ﬂQ:{zk—i—rei@!é?k<6’<9k+7rak,0<7“<5}

ein offener Kreissektor und wir definieren eine Funktion v : S — C durch

Y(2) = (2 — ) /0% = pl/oweldon 2=z, +re? € Sy (5.34)

Sk <>Zk qu . H,
N‘ /gk

Wk Uy

Abbildung 5.5: Eine Schwarz-Christoffel-Transformation

Hier ist es von Bedeutung, dass das Argument 6 in dem offenen Intervall
I, == (0, 0 + may) gewéhlt wird. Andern wir 0, durch Addition von 27/¢
so #indert sich 1, um den Faktor €27/ Das Bild von v, ist der Halbkreis

0 0
0<p<€1/a’“,—k<¢<—k+7r}
(657 (672

Hy = {C = pe'?
mit Mittelpunkt Null (siche Abbildung 5.5)._ Da 0 < oy < 2 ist, lésst sich
Y stetig zu einem Homoomorphismus ¢y : S — Hj fortsetzen. Das Bild

von 00 N Sy, unter vy, ist der Durchmesser von Hy, und wird mit

80Hk = ¢k(89ﬂ§k) = {Seiek/ak | - 61/0% <s< 61/0%}

bezeichnet.
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Die Umkehrabbildung 1/),;1 : Hp — Si hat die Form
U H(Q) = 2+ G = 2 4 MO, (= pe,

wobei das Argument von ¢ in dem Intervall oz,;llk = (O /g, O/ + 7)
gewsihlt ist. Wann immer wir die Ausdriicke (z — 2z;)/** fiir z € S¥ und ¢
fiir ( € Hj, verwenden, ist auf diese Konvention zu achten.

Wir betrachten nun die Abbildung g := fo ¢,;1 : Hi, — . Wir kénnen
sie in der Form

9k(C) = flzk +¢™)

schreiben. Nach Satz 5.24 konvergiert |f(z)| gegen 1 fiir z — 0. Daraus
folgt, dass |gx(C)| gegen 1 konvergiert fiir ( — 9o H. Nun zeigt man wie in
Schritt 1 im Beweis von Satz 5.33 (mit Hilfe des Schwarzschen Spiegelungs-
prinzips in Satz 5.25), dass sich g zu einer holomorphen Funktion auf der
Kreisscheibe

Dy = {g eC|l¢| < 51/%}

fortsetzen lésst, die aus Hy, durch Spiegelung am Durchmesser entsteht. Dar-
aus folgt, dass der Grenzwert

wy, »= lim gx(C)

¢—0
CeHy,

existiert, und es gilt
wr = lim f(z).

z—zp
zZ€Q

Damit haben wir (i) bewiesen.
Wir beweisen (iii). Dazu treffen wir zunéchst folgende Konventionen.

(a) Fiir z € Si wihlen wir arg(z — zx) € Iy = (0, O + Ta).
(b) Fiir ¢ € Hj, wihlen wir arg(¢) € o ' I, = (0r /g, Ok /g, + 7).

(¢) Fiir w € C\{rwg |r > 1} wihlen wir arg(w—wy,) € Ji fiir ein geeignetes
offenes Intervall J;, C R der Léinge 2.

Mit diesen Konventionen sind log(z — zi) fiir z € S, log(¢) fir ¢ € Hy,
und log(w — wy) fiir w € D wohldefiniert, und damit auch alle Ausdriicke
der Form (w — wg)H := et log(w=wk) etc, wobei p ein beliebiger komplexer
Exponent ist. Wir zeigen nun, dass sich die Funktion H : D — C, die durch
n
H(w) := F'(w) [ ] (w — wy)? (5.35)
k=1

definiert ist, zu einer holomorphen Funktion auf einer Umgebung von D
fortsetzen ldsst und dort iiberall ungleich Null ist.
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Zum Beweis beginnen wir mit der Beobachtung, dass die Funktion
gk - Dk — C

auf dem Halbkreis Hy injektiv ist und das Komplement Dy \ Hy auf C\ D
abbildet. Daraus folgt, dass jeder Punkt w € D, der hinreichend nahe an
wy = gr(0) liegt, unter gi nur ein Urbild hat. Nach Satz 3.61 iiber die lokale
Abbildung ist also

9(0) # 0.
Damit kénnen wir Satz 2.26 anwenden und erhalten, wenn nétig nach Ver-
kleinern der Kreisscheibe Dy, dass

gk : Dy —= Uy, := gi(Dg)

eine biholomorphe Abbildung ist. Da g,;l(wk) = 0 ist, gibt es nach Satz 3.43
eine holomorphe Funktion ¢y : Uy — C so dass fiir alle w € Uy, gilt:

gr (W) = (w—w)g(w),  Pr(w) £ 0.
Mit der Notation
w=f()=gmC), (=@E-a)/"eH, z€8,
erhalten wir fir F = f~! die Formel
F(w) =2z =2, +¢%, (=g, (w) = (w—wy)py(w) € Hy,  (5.36)

fir w € Uy N D.
Ist w € Uy N D so ist ¢ = g; '(w) € Hy, und nach den Konventionen (b)
und (c) sind die Argumente von ¢ und w — wy, daher wohldefiniert. Da

1
or(w) = 9;_(w)

W — wy,
ist, kénnen wir also das Argument von ¢y (w) durch
arg(¢r(w)) = arg(g; ' (w)) —arg(w —wy),  weUpND  (537)

definieren. Da Uy, einfach zusammenhéngend ist und ¢ auf Uy nirgends
verschwindet, ldsst sich nach Satz 4.17 die Funktion w +— log(¢x(w)) auf
ganz Uy definieren. Das gleiche gilt dann natiirlich auch fiir die reellwertige
Funktion w +— Imlog(¢x(w)). Durch Addition eines geeigneten ganzzahligen
Vielfachen von 27 koénnen wir erreichen, dass diese Funktion auf Up N D
mit (5.37) tibereinstimmt.
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Damit ist insbesondere die holomorphe Funktion
Gr: Uy = C,  Gi(w) := dp(w)™
wohldefiniert und sie erfiillt die Bedingung
(w —wp)™* Gr(w) = (g (W)™ = F(w) = 2.

Hier haben wir die Formel (5.36) verwendet. Differenzieren wir diese Glei-
chung, so erhalten wir

Fl(w) = ag (w — wi)™ ™ Gr(w) + (w — wi)** G (w)
fiir w € Uy N'D. Da ay + B = 1 ist, erhalten wir daraus die Gleichung
(w —wp)™ F'(w) = apGr(w) + (w — wy,) Gy (w)

fiir w € Up N D. Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber eine holomorphe
Funktion auf ganz U, und sie ist ungleich Null an der Stelle wy. Durch
weitere Verkleinerung von Uy, wenn nétig, konnen wir erreichen, dass diese
Funktion auf ganz U ungleich Null ist. Daraus folgt, dass die Funktion
H sich auf D U (J;_, Uy zu einer holomorphen Funktion fortsetzen lésst
die nirgends verschwindet. Mit Satz 5.33 erhalten wir nun eine nirgends
verschwindende holomorphe Fortsetzung von H auf einer Umgebung von D.
Wir beweisen, dass H konstant ist. Dazu betrachten wir die Punkte

Wir wiihlen reelle Zahlen tg < t; < --- < t,, = to + 27 so, dass eltk = wy, ist
fir k= 1,...,n. Fiir t, < 0 <ty liegt der Punkt F(e'?) auf der Geraden
durch z; und zx11. Daher ist das Argument der Ableitung dieser Funktion
konstant. Mit der Formel

d . . .
@F(ele) — F/(ele)iele
folgt daraus, dass die Funktion

(tp,tgr1) > R: 60— arg(F’(eie)) +0

konstant ist. Ausserdem gilt

o0 _ itk — Gi(0H0)/295 gin (9 —th>

und daher ist die Funktion

N D

(tgytgr1) > R: 0 — arg(eig _ eitk) B

ebenfalls konstant.
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Wir fassen zusammen:
: w0 0 g
/0 160 _ i0 it _ _
arg(F (e )) + 6 = konst, arg(e —e ’“) =3 + konst, ;ﬁk =2.
Es folgt damit aus (5.35), dass

arg(H(e"?)) = arg(F'(")) + Z By arg (e — ')
k=1

= arg(F/(eiG)) +Z’8kg + konst
k=1

= arg(F'(e”)) + 0 + konst

= konst.

Wir wihlen nun eine Kreisscheibe W C C die D enthilt und auf die sich
H zu einer nirgends verschwindet holomorphen Funktion fortsetzen ldsst.
Da W einfach zusammenhéngend ist, folgt aus Satz 4.17, dass es eine ho-
lomorphe Funktion g : W — C gibt so dass e9 = H ist. Das heisst, dass
die Funktion w +— log(H (w)) auf W definiert werden kann. Nun haben wir
gerade gezeigt, dass Imlog(H (w)) = arg(H (w)) auf oD \ {wy,...,w,} lokal
konstant ist. Damit ist Imlog H auf dem ganzen Rand 0D konstant. Nach
dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen (Satz A.5) folgt daraus,
dass die harmonische Funktion Im log H auf der ganzen Kreisscheibe D kon-
stant ist. Daraus wiederum folgt, dass log H auf DD konstant ist und das
heisst, dass H konstant ist. Damit ist der Satz bewiesen. O

Ubung 5.38. Sei A C C das regelmiissige Polygon, dessen Ecken die n-
ten Einheitswurzeln z, = e2™%/" Lk =1,... n, sind. Beweisen Sie, dass die
biholomorphe Abbildung f : A — D so gewihlt werden kann, dass

lim f(z) = 2, k=1,...,n.

Z—Z

Zeigen Sie, dass die Formel (5.33) sich in diesem Fall auf

1
F(w) = c/ (1= (tw)™) " wdt
0
reduziert. Welchen Wert hat ¢?

Ubung 5.39. Zeigen Sie, dass in Satz 5.36 auch der Fall 5 = —1 zugelassen
werden kann. Was ist die geometrische Interpretation dieses Falles.

Ubung 5.40. Wie muss die Formel (5.33) im Fall 23 = oo modifiziert wer-
den? Was bedeutet in dieser Situation die Bedingung [ = 1 geometrisch?



5.6. ELLIPTISCHE INTEGRALE 177

Ubung 5.41. Seien Q, 2y, o, B, wi, wie in Satz 5.36. Sei Fp : D — Q die
Schwarz—Christoffel-Transformation (5.33) und ¢ : H — D die Mobiustrans-
formation ¢(¢) = (¢ —1i)/(¢ + i). Wir nehmen an, dass w, = 1 ist und
wihlen & € R fir k =1,...,n — 1 so, dass ¢(&) = wy, ist. Zeigen Sie, dass
die Komposition F' := Fp o ¢ : H — Q die Form
1n—1
F(¢) = [ —-¢&) P ¢at+c’,  ¢em, (5.38)
0 k=1
mit C,C" € C hat. Zeigen Sie, dass fiir jedes solche F der Grenzwert
lim¢_,o0 F(C) existiert. Hinweis: Berechnen Sie zunéchst die Ableitung F”.

Ubung 5.42. Finden Sie eine biholomorphe Abbildung der oberen Halbebe-
ne H auf das Gebiet Q:={z =z +iye C|z >0, y > 0, min{z,y} < 1}.

5.6 Elliptische Integrale

Ist © ein Rechteck, so ist in (5.38) n = 4 und Sx = 1/2. Ausserdem koénnen
wir durch Komposition mit einer Mobiustransformation von H erreichen,
dass & =0, & =1, und & = p > 1 ist. Damit ergibt sich fiir F' (mit C =1
und ¢’ = 0) die Formel

¢ dt

/\/t<t§—1 Yt —p)

Dieser Ausdruck heisst elliptisches Integral. Die Wurzelfunktionen +/C,
VC—1, v/C—p konnen fiir ¢ € H so gewihlt werden, dass sie positiven
Real- und Imaginérteil haben. Fiir { € R liegen diese Wurzeln dann auf
dem Rand des ersten Quadranten (also entweder auf der positiven reellen
Halbachse oder auf der positiven imaginiren Halbachse).

(5.39)

Ubung 5.43. Zeigen Sie direkt, dass F/(H) ein Rechteck ist.

Ubung 5.44. Sei R C C das Rechteck mit den Ecken +a/2 und +a/2 + ib.
Zeigen Sie, dass R fiir geeignete Konstanten A > 0 und 0 < k£ < 1 die Bild-
menge der folgenden Funktion F': H — C ist:

¢ dt
/ e et (5.40)

Zeigen Sie, dass F(co) = ib der Mittelpunkt der oberen Kante ist. Leiten
Sie das folgende Kriterium dafiir her, dass das Rechteck R ein Quadrat ist:

a=5b — k=(V2-1)%
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Ubung 5.45. Zeigen Sie, dass die Abbildung (5.40) fiir geeignete Konstan-
ten A und k aus (5.39) durch Komposition mit einer Mébiustransformation
von H und einer Translation der Bildmenge gewonnen werden kann. Zeigen
Sie, dass die Umkehrfunktion f := F~!: R — H sich zu einer meromorphen
Funktion f : C — C auf der ganzen komplexen Ebene so fortsetzen lisst,

dass f(z) = f(2) und f(z) = f(a — ) fiir alle z € C gilt. Was bedeutet das

geometrisch? Zeigen Sie, dass die Fortsetzung die Bedingungen
f(z4+2a) = f(z+2bi) = f(2) (5.41)
sowie f(—z) = —f(z) fiir alle z € C erfillt.

Meromorphe Funktionen auf C die eine doppelte Periodizitdtsbedingung
der Form (5.41) erfiillen, heissen elliptische Funktionen. Der Zusammen-
hang zwischen elliptischen Integralen und elliptischen Funktionen wurde von
Gauss Ende des 18. Jahrhunderts entdeckt, aber nicht ver6ffentlicht. Er wur-
de von Abel und Jacobi wiederentdeckt und ihre Theorie wurde spéter von
Weierstrass weiterentwickelt.

Die Schwarzschen Dreiecks-Funktionen

Wir betrachten den Fall n = 3 in (5.38) mit & = 0 und & = 1. Sind 7oy,
mag, mag die Winkel eines Dreiecks, so gilt a; + a9+ a3 = 1 und wir erhalten
die Funktion

r _ ! a1—1 - as—1
() = /O (1) (1 — 1) ¢t (5.42)

Das Bild A := F(H) dieser Funktion ist nach Satz 5.36 und Ubung 5.41 ein
Dreieck mit den Winkeln waq, mag, mas. Wie in Ubung 5.45 kann man die
Umbkehrfunktion f := F~! : A — H an den Kanten des Dreiecks reflektieren.
Dieser Prozess ist besonders dann interessant, wenn er, wie beim Rechteck,
zu einer auf ganz C definierten meromorphen Funktion fiihrt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn wiederholte Reflektionen zum urspriinglichen Dreieck A
zuriickfiithren, das heisst, wenn die Winkel die Form aj = 7/ny; mit ny € N
haben. Dazu benétigen wir drei natiirliche Zahlen nq,ns, ng mit

Diese Bedingung ist nur fiir (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6) erfiillt. (Ubung: Ver-
gegenwirtigen Sie sich die geometrische Bedeutung dieser drei Fille.) Die
so entstehenden meromorphen Funktionen auf C sind die Schwarzschen
Dreiecks-Funktionen.
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Die Weierstrass’sche p-Funktion
Wir betrachten die Funktion g : C — C, die durch

p(z) = % +> (ﬁ —~ %) (5.43)

w#0

definiert ist, wobei die Summe iiber alle von Null verschiedenen komplexen
Zahlen in dem Gitter
A := 2aZ + 2bi7Z

zu verstehen ist. Dies ist die Weierstrass’sche p-Funktion. Es ldsst sich
leicht zeigen, dass die Summe (5.43) auf jeder kompakten Teilmenge von
C gleichmiissig konvergiert. Die daraus resultierende Funktion o : C — C
ist dann offensichtlich meromorph, erfiillt die Periodizitdtsbedingung (5.41),
hat Pole an den Gitterpunkten in A, und ihre Ableitung ist

o(z)=-2) ﬁ (5.44)
weEA

Die Funktion g ist gerade und ihre Ableitung ist ungerade:

p(—2) = p(2), o (=2)=—¢'(z) VzeC.

Es stellt sich heraus, dass man jede meromorphe Funktion f : C — C, die die
Periodizititsbedingung (5.41) erfiillt und gerade ist, als rationale Funktion
von @ darstellen kann. Es stellt sich weiterhin heraus, dass die Funktion g
die Differentialgleichung

0'(2)? = 4p(2)* — gap(2) — g3 (5.45)
erfiillt, wobei g und g3 durch
1 1
9 .:6OZF, g3 = 1402E
w#0 w#0

definiert sind. Daraus wiederum folgt, dass ¢ = p(z) sich als Umkehrfunktion
des elliptischen Integrals

N /1 Cdt
z=c
0 VA(tC)? — g2t¢ — g3
schreiben lédsst. Diese Theorie lédsst sich auf beliebige Periodengitter iiber-

tragen. Wir werden dieses Thema hier jedoch nicht weiter vertiefen, sondern
verweisen stattdessen auf Kapitel 7 in Ahlfors [1].




180 KAPITEL 5. DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

5.7 Kreisringe

Der Riemannsche Abbildungssatz erlaubt es uns, beliebig komplizierte offe-
ne Teilmengen von C biholomorph auf die Einheitskreisscheibe abzubilden,
solange sie nur einfach zusammenh#ngend, nichtleer, und nicht gleich C sind.
Man kann sich nun fragen ob eine #hnliche Vereinfachung auch moglich ist
fiir offene Mengen, die nicht einfach zusammenhéngend sind. Wir betrachten
zunéchst zusammenhéngende offene Teilmengen der komplexen Ebene, de-
ren Komplemente in C genau zwei Zusammenhangskomponenten haben. Sol-
che Mengen heissen zweifach zusammenhéngend. (Siehe Abbildung 5.6.)

Abbildung 5.6: Eine zweifach zusammenhéngende Menge

Satz 5.46. Sei ()} C C eine zweifach zusammenhingende offene Menge, so
dass jede Komponente von C\ 2 mehr als einen Punkte enthdlt. Dann gibt
es reelle Zahlen 0 < r < R < 0o und eine biholomorphe Abbildung

f:Q=U:={weC|r<|wl <R}.

Der Quotient R/r ist durch Q eindeutig bestimmt. Die Abbildung f ist durch
Q bis auf Komposition mit einem holomorphen Automorphismus ¢ : U — U
eindeutig bestimmt. Jeder solche Automorphismus hat die Form

P(w) = ew

oder B
ioT

P(w) o

fir ein 6 € R.
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Sei Q2 C C eine zweifach zusammenhéngende Menge und seien Ag und A
die Zusammenhangskomponenten von C \ . Wir nehmen an, dass A; den
Punkt oo enthélt, und durch Translation konnen wir ebenfalls annehmen,
dass der Ursprung in Ay enthalten ist:

0 € Ay, o0 € Aj.

Insbesondere ist Ay eine kompakte Teilmenge von C (siche Lemma 1.20).
Sind beide Mengen Ay und A; einpunktig, so ist @ = C* = C\ {0}. Ist eine
der Mengen Ay und A; nicht einpunktig, so konnen wir annehmen, dass dies
Aj ist. (Andernfalls ersetzen wir einfach € durch ihr Bild unter der Transfor-
mation z — 1/z.) Dann ist QU A eine nichtleere zusammenhéngende einfach
zusammmenh#ngende offene Teilmenge von C, die nicht gleich ganz C ist.
Daher gibt es nach dem Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe
Abbildung von QU Ag nach I, die den Nullpunkt festhélt. Ist Ay einpunktig,
so folgt daraus, dass {2 zur punktierten Kreisscheibe D\ {0} biholomorph
ist. Andernfalls ist das Bild von Q U A; unter der Inversion z — 1/z wieder
eine nichtleere zusammenhéngende einfach zusammenhéngende offene Teil-
menge von C, die nicht gleich C ist und kann daher wieder biholomorph auf
D abgebildet werden. Nach diesen beiden Transformationen ist 2 C D eine
offene Menge mit reguldrem Rand

N =TguUTYy,

wobei I'j = S! ist und I'y das Bild einer reell analytischen Einbettung
Y : R/Z — D ist. Wir wéhlen ~yy so dass Q rechts von T'g liegt, und defi-
nieren 7; : R/Z — C durch v, (t) := €™, Dann ist

Q={zeC\ Toul'y)|w(y,2) =0, w(y,2) =1}.

Die zweite Randkomponente kann immer noch eine sehr komplizierte Men-
ge sein und hier schafft auch der Riemannsche Abbildungssatz keine Abhil-
fe. Wir bendtigen zu einer weiteren Vereinfachung unserer zweifach zusam-
menh#ngenden offenen Menge ein zusétzliches Resultat aus der Analysis.
Dies ist der Existenzsatz fiir Losungen des Dirichletproblems (Satz A.22).
Dieser Satz garantiert die Existenz einer stetiger Funktionen

u: Q>R

die auf €2 harmonisch ist und die Randbedingung

u(z) B 0, fiir z €y,
- 1, fir z eIy,

erfiillt.
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Wir wihlen nun eine reelle Zahl p so dass max.er, |2| < p < 1 ist, und
betrachten den Zyklus v, : [0,1] — €, der durch

Yolt) = pe™

gegeben ist. Nach Beispiel 4.25 mit n = 1 ist jeder Zyklus in € zu einem
ganzzahligen Vielfachen von v, homolog. Wir betrachten die reelle Zahl

-

(Siehe Anhang A fiir die Definition von *du.)

L ou u
kdu = 27Tp/0 (%(vp(t)) cos(2mt) + g_y(%(t)) Sin(27rt)> dt.

P

Lemma 5.47. o« > 0.

Beweis. Wir zeigen zunéichst, dass a # 0 ist. Andernfalls folgt aus Satz A.1,
dass u der Realteil einer holomorphen Funktion f : @ — C ist. Wie im
Beweis von Satz 5.33 lédsst sich f zu einer holomorphen Funktion auf einer
Umgebung von ) fortsetzen (siche auch Lemma 5.53). Diese Fortsetzung
hat den Realteil 0 auf I'g und 1 auf I';. Fiir @ € C mit Rea ¢ {0,1} gilt
daher

Re(f(z) —a) #0 Vzelguly.

Daraus folgt, dass die Windungszahlen w(f o vp,a) und w(f o v1,a) ver-
schwinden. Also ist

w(fom,a) =w(fon,a)=0

und damit folgt aus dem Prinzip vom Argument (Satz 4.64 und Lemma 4.65)
dass f—a keine Nullstelle in 2 hat. Also hat f(z) fiir jedes z € Q den Realteil
0 oder 1. Damit ist Re f konstant. Also ist f konstant, im Widerspruch dazu,
dass Re f(z) gleich 0 ist fiir z € T'g und gleich 1 ist fiir z € I'y. Damit haben
wir gezeigt, dass a # 0 ist.
Die Zahl « ist nach der Diskussion im Abschnitt A.1 unabhéngig von p

und der Beweis von Satz A.2 zeigt, dass

d ! «

o | s ar =2
ist fiir 1 — & < p < 1 und ¢ hinreichend klein. Nach dem Maximumprinzip
in Satz A.5 gilt 0 < u < 1. Also erreicht das Integral von u o v, seinen
maximalen Wert an der Stelle p = 1. Daraus folgt, dass a > 0 sein muss.
Da « # 0 ist, gilt also a > 0, was zu beweisen war. O
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Lemma 5.48. Sei zg € ) gegeben. Fiir z € Q definieren wir die komplexe
Zahl f(z) € C durch
27

£(2) == exp (U <u(z) —uz0) +i L *du)) , (5.46)

wobei v : [0,1] — Q eine glatte Kurve ist mit

W0) =20, (1) =2 (5.47)

Dann ist die Zahl f(z) fir jedes z € Q unabhdingig von der Wahl von ~y. Die
resultierende Abbildung f : Q — U, mit

U={weC|r<|wl <R}, r:= emaul0) Rz ¢ (rulz0)) (5.48)
ist ein holomorpher Diffeomorphismus.

Beweis. Wir betrachten die holomorphe Funktion

g::2—ﬂ<%—i%>:§2—>©
Y

(0%

(Sieche Ubung 2.47.) Das Integral von ¢ entlang einer stiickweise glatten
Kurve v : [0,1] — © mit v(0) = zp und (1) = z ist

Lg(() d¢ = %T <u(z) —u(zo) + iA*du) . (5.49)

Nach Definition von « ist das Integral von g iiber jeder stiickweise glatten
geschlossenen Kurve in ) ein ganzzahliges Vielfaches von 2mi. Daher sieht
man wie im Beweis von Satz 3.17, dass das Integral von g iiber einer stiick-
weise glatten Kurve bis auf ein ganzzahligen Vielfaches von 27i nur von
den Endpunkten dieser Kurve abhéngt. Daraus folgt wiederum, dass der
Ausdruck exp( f7 g(¢)d¢) nur von den Endpunkten zp und z der Kurve ~
abhingt. Es ist in diesem Fall gebriuchlich und hilfreich, den Ausdruck in

T

zu schreiben wobei hier v : [0,1] — € als stiickweise glatte Kurve gewihlt
ist, die die Randbedingung (5.47) erfiillt. Mit anderen Worten, der Ausdruck
f; steht stellvertretend fiir das Integral {iber einer Kurve die zy und =z
miteinander verbindet. Dass die Funktion z — exp( f;o 9(¢) d¢) holomorph
ist folgt aus dem Beweis von Satz 3.17. Damit ist gezeigt, dass f : Q@ — C
eine wohldefinierte holomorphe Funktion ist. Nach Satz A.5ist 0 < u(z) <1
fiir alle z € 2 und daher ist das Bild von f in U enthalten.
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Da der Rand von €2 regulér ist, und

11H1|f(2)|:{ T, fﬁrCGFO,

z—(C

R, fiir ¢ €Ty,

folgt wie im Beweis von Satz 5.33, dass f sich auf eine Umgebung von Q
holomorph fortsetzen ldsst (sieche auch Lemma 5.53). In dieser Umgebung
sind 7o und y; homolog zu 7,. Ausserdem gilt

fl(z) 27 (Ou .O0u
=0 = 2 (G - i)

und damit folgt aus (5.49), dass die Windungszahl von f o+, um den Ur-
sprung gleich 1 ist:

w(foy,,0) = QLm/y fJ(”%é)dC

= L[ g0

2mi v

1
= —/*du
a’Yp

= 1

Also erhalten wir
W(f OWO,O) = W(f 071,0) =1.

Da die Windungszahl von f o~; in jeder Komponente vom Komplement des
Bildes dieser Kurve konstant ist (Lemma 3.25), und

f@o) c{lwl=r},  f(T1) C{lw| =R},
erhalten wir die folgenden Windungszahlen:

1, fir jw| <, [ 1, fir |w| <R,
wlf o0,w) = { 0, fiir Jw| >, wifomw) = { 0, fiir Jw|> R.

Damit gilt
w(f oy, w) —w(forpw) =1  VweUl.

Also folgt aus dem Prinzip vom Argument, dass die Funktion f—w fiir jeden
Punkt w € U genau eine Nullstelle hat. Damit ist f : Q — U biholomorph,
wie behauptet. O
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Lemma 5.49. (i) Zwei offene Kreisringe
Uw={zeC|r<|s|<RB}, U= {zemm B <fe}

mit0 <r<R<oound0 <7 < R < oo sind genau dann biholomorph
wenn,

R/r = R/F.

(ii) Sei U wie in (i). Dann hat jeder holomorphe Automorphismus von U
die Form ¢(z) = €%z oder ¢(z) = erR/z fiir ein 6 € R.

Beweis. Sei _
¢o:U—->U

ein holomorpher Diffeomorphismus. Der Beweis von Satz 5.33 zeigt, dass
sich ¢ zu einer holomorphen Funktion auf einer offenen Umgebung von
U fortsetzen lisst. Das gleiche gilt fiir ¢~!. Also ist die Fortsetzung ein
Homé&omorphismus, der die Randkomponente |z| = r entweder auf |w| = 7
oder auf |w| = R abbildet. Wir nehmen ohne Beschréinkung der Allgemein-
heit an, dass der erste Fall vorliegt. (Der zweite Fall 1dsst sich auf den ersten
zuriickfiithren, indem wir diesen auf die Komposition von ¢ mit dem Auto-
morphismus U — U : z — rR/z anwenden.) Dann gilt

w(7,0) =w(po~,0) VyeZ(U). (5.50)
Dazu bezeichnen wir mit I' die Bildmenge von v und wéhlen a € U so dass

r < |a| < min|z|.
zel

Sei v, : [0,1] — U die Kurve v,(t) := re?™it, Nach Beispiel 4.24 ist der
Zyklus

V== w0
null-homolog in einer Umgebung von U. Daher gilt

w(p o7, ¢(a)) = w(7,a),

nach dem Prinzip vom Argument (siehe Satz 4.64). Da die Windungszahlen
w(7r,a) und w(¢ o 7,, ¢(a)) gleich Null sind, folgt daraus

w(¢ oy, d(a)) = w(y,a).
Damit folgt (5.50) aus Lemma 3.25.
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Wir betrachten nun die Funktion u : U — [0, 1], die durch

(o) o 0812D) — Tox(r)
" log(R) — log(r)

gegeben ist. Dies ist eine harmonische Funktion, die die Randkomponente
|z| = r auf 0 und die Randkomponente |z| = R auf 1 abbildet. Also ist die
Funktion

U=uod ! U— [0,1]

ebenfalls harmonisch, und lisst sich zu einer stetigen Funktion aud dem
Abschluss von U fortsetzen, die auf |w| = 7 verschwindet und auf |w| = R
gleich 1 ist. Also folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Losungen des Dirich-
letproblems (Korollar A.6), dass

w(6-L(w)) = 7i(w) — 08llwl) —log(r)
(07 (w)) = u(w) og(7) — log(7)

ist fiir alle w € U. Daraus folgt durch direktes Ausrechnen die Gleichung

2
—w(7,0) = /*du
g0 =
= / xdu
oy

27
= — W [¢] 7O
gy oY

fiir v € 2°(U). Mit (5.50) folgt daraus, dass 7/r = R/R =: X ist. Wenden
wir nun das Maximumprinzip auf die Funktion

U—=C:zm- ¢(2)/z2

an, so erhalten wir |¢(z)/z| < A. Das gleiche Argument fiir z — z/¢(z) zeigt,
dass

6(2)/2] = A
ist fiir alle z € U und, nach Satz 3.67, ist die Funktion z — ¢(z)/z daher
konstant. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Beweis von Satz 5.46. Die Existenzaussage folgt aus Lemma 5.48 und die
Eindeutigkeit aus Lemma 5.49. U
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5.8 Mehrfach zusammenhingende Mengen

Wir betrachten zusammenhéngende offene Mengen 2 C C deren Komple-
mente in C endlich viele, aber mindestens drei, Zusammenhangskomponen-
ten haben. Ist (n+1) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten, so spre-
chen wir von einer (n+ 1)-fach zusammenhingenden Menge. (Siche Ab-
bildung 5.7.)

2 - (22 -

— =

Abbildung 5.7: Eine sechsfach zusammenhéngende Menge

Satz 5.50 (Ahlfors). Sei n > 2 eine natirliche Zahl und Q@ C C eine
zusammenhdngende offene Menge, deren Komplement in C genau n+1 Zu-
sqammenhangskomponenten Ag, A1, ..., A, hat. Wir nehmen an, dass jede
der Mengen A; mehr als einen Punkt enthdlt. Dann existieren

(a) reelle Zahlen ry,...,rn mit1 <r; <r, firj=1,...,n—1,

(b) zusammenhingende abgeschlossene Teilmengen B; C {w € C||w| = r;}
firj=1,...,n—1, so dass #B; > 1 ist und B; N\ By, =0 fir j # k, und
(c) eine biholomorphe Abbildung

n
f:Q-U:=C\JB,,
=0
so dass f(z) gegen Bj konvergiert wenn z € ) gegen A; konvergiert, wobei
By :={w € C||w| <1} und B, :={w € C||w| > r,} ist.

Die Menge U und der holomorphe Diffeomorphismus [ sind durch € und
die Wahl der Mengen Ag und A, bis auf Rotation eindeutig bestimmi.

Bemerkung 5.51. Satz 5.50 sagt nichts dariiber aus, was fiir einen Effekt
eine Permutation der Mengen Ay, ..., A, auf U hat. Es kann in der Tat sein,
dass die daraus resultierenden Mengen U alle verschieden sind; in dem Fall
hat U keine nichttrivalen Automorphismen, bezichungsweise Symmetrien.
Falls einige der Mengen iibereinstimmen, hat U nichttriviale Symmetrien.
Nach Satz 5.50 ist die Gruppe der Automorphismen von U endlich.



188 KAPITEL 5. DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

In Vorbereitung des Beweises von Satz 5.50 fassen wir zunéchst einige
grundlegende topologische Beobachtungen tiber induzierte Abbildungen auf
der Homologie und die Konvergenz gegen den Rand zusammen.

Lemma 5.52. Seien €, Q C C zwei zusammenhdngende offene Mengen und
f:Q — Q eine holomorphe Funktion.

(i) Der Gruppenhomomorphismus Z(Q) — Z(Q) : v — f o~y bildet null-
homologe Zyklen auf null-homologe Zyklen ab und induziert daher einen Ho-
momorphismus fy : F(Q) — () der Homologiegruppen.

(ii) Ist f bikolomorph so ist f, : H(Q) — H(Q) ein Isomorphismus.

(iii) Ist f biholomorph und ﬁat@\Q genau n+1 Zusammenhangskomponen-
ten Ag,..., Ay, so hat C\ Q ebenfalls n + 1 Zusammenhangskomponenten;
diese lassen sich in der Form Ag, ..., A, so ordnen, dass fir alle i gilt:

Osz— A — f(z) — A, (5.51)

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Prinzip vom Argument in Satz 4.64,
denn fiir einen null-homologen Zyklus v € #(2) mit Bildmenge I' und jede
komplexe Zahl w € C\ f(T") ist die Windungszahl w(f oy, w) die Summe der
Zahlen w(~, z;)m; tiber alle Losungen z; € € der Gleichung f(z;) = w, wobei
m,; die Multiplizitdt der Losung z; ist. Fiir w € C\ Q hat diese Gleichung
aber keine Losungen. Also ist f o« ebenfalls null-homolog. Damit ist (i)
bewiesen. Behauptung (ii) folgt sofort aus (i) und der Funktorialitdt, die
besagt, dass fy o (ffl)* = id, die Identitit ist und ebenso fiir (ffl)* o fy.
Wir beweisen (iii). Wir nehmen also an, dass das Komplement C \
genau n + 1 Zusammenhangskomponenten Ag, Aq,..., A, hat. Nach Bei-
spiel 4.25 ist dann #(Q) isomorph zu Z". Also folgt aus (i), dass .#(Q)
ebenfalls isomorph zu Z" ist und daher hat @\ﬁ ebenfalls n+1 Zusammen-
hangskomponenten. Es bleibt zu zeigen, dass wir diese so ordnen kénnen,
dass (5.51) gilt. Dazu nehmen wir an, dass co € A,, ist und konstruieren
n + 1 glatte Einbettungen v; : R/Z — Q, i =0,...,n, die die Bedingungen

—1, fira € A;,

w(%,a)z{ 0 fiirac A, j i, i=0,...,n—1, (5.52)

und
0, fiirae€ Ay,

W, @) = { 1, firae Aj, j+#n, (5.53)

erfiillen, und deren Bildmengen I'; := ~;(R) paarweise disjunkt sind.
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Wir withlen zunéchst paarweise disjunkte offene Umgebungen V; C C der
Mengen A;. Fiir 7, wihlen wir, nach dem Riemannschen Abbildungssatz,
einen holomorphen Diffeomorphismus

n—1
foii=QuU ] 4; - D
j=0
Sei 7 < 1sodass f(V;) C B, fir j =0,...,n—1und 0B, C f(V,, N Q).
Sei v, : R/Z — V,, C Q die glatte Einbettung

() = fH(re®™).
Sei j €{0,...,n—1} und a € A;. Dann ist f,(a) € B, und daher

1= W(fn © Tn, fn(a)) = W(’Yma)'

Hier folgt die zweite Gleichung aus dem Prinzip vom Argument (Satz 4.64)
fiir die holomorphe Funktion ©, — C : z — f,(2) — fn(a), denn diese
hat genau eine Nullstelle an der Stelle @ und ~, ist null-homolog in €2,.
Andererseits gilt w(v,,a) = 0 fiir alle a € A, NC, da A,, zusammenhéngend
ist und den Punkt oo enthilt. Also erfiillt ~,, die Bedingung (5.53).
Firi=0,...,n — 1 wihlen wir einen Punkt a; € A; und bezeichnen

ﬁ::{ 1 ZGQ}, A\j::{ L
zZ — Q; a — a;

Die Menge €} ist eine offene Teilmenge von C \ {0} und die Mengen Xj sind
die Zusammenhangskomponenten ihres Komplements in C. Man beachte,
dass 0 € Xn und oo € EZ ist. Also gibt es nach der obigen Konstruktion eine
glatte Einbettung 7; : R/Z — Q, welche die Bedingung

G,GA]‘} 7=0,...,n.

W(A' a) o 0, firace A\Z’,
YT, fivae Ay, j A

erfiillt. Nun betrachten wir die glatte Einbettung

1
vi: R/Z — Q, ~i(t) a,—l—;y\i(t).
Da die Mengen ﬁj7 j # i, alle in derselben Zusammenhangskomponente
von C \ 7;(R) enthalten sind, sind auch die Mengen A;, j # i, in derselben
Zusammenhangskomponente von C\ v;(R) enthalten. Da oo € A,, und n # i
ist, folgt daraus w(v;,a) = 0 fiir a € A; NC, j # i. Ausserdem folgt aus
der Definition von v;, dass w(v;, a;) = —w(7;,0) = —1 ist. Also erfiillt v; die
Bedingung (5.52). Und ~; kann so gewihlt werden, dass I'; = v;(R) C V; ist.
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Wir betrachten nun die Mengen

Ui:={2€C\T;|w(y,2z)=-1}, i=0,...,n—1,
Uy = {ZGC\Fn‘W(’YnaZ):O}'

Dann ist A; C U; und jede Folge z, € €, die gegen A; konvergiert, liegt fiir
hinreichend grosse v in U;. Ausserdem ist jede der Mengen 2 N U; zusam-
menhiingend. (Dies ist eine Ubung mit Hinweis: Man verbinde zwei Punkte
in 2 N U; zunéchst durch eine Kurve « : [0,1] — €; verlédsst diese Kurve
das Gebiet U; so muss sie die Einbettung +; schneiden, deren Bildmenge der
Rand von Uj; ist; dann kann man die Kurve a so modifizieren, dass sie in U;
verbleibt.) Daher gibt es eine Zahl €; so dass

w(foy,w)=¢  Ywe fQANT).

Da fo~; eine Einbettung ist, kann ¢; nur den Wert 0, 1, oder —1 annehmen.
Ausserdem ist der Zyklus vy + - -+ + ¥, in  null-homolog. Also gilt, nach
dem Prinzip vom Argument, fiir jeden Punkt z € Q\ ;" I'; die Gleichung:

{ 0, furzGQﬂUZ-ZOEi, (5.54)

Zw(fo%f(z)) = ZW(%Z) = 1, firzeQ\ U, U

=0 i=0

Fiir jedes i ist die Funktion Q\T'; = Z : z — w(f o 7;, f(2)) lokal konstant
(Lemma 3.25), nimmt nur die Werte 0, 1, —1 an (Ubung 3.29), und hat den
Wert ¢; auf QN U;. Da sich nur der Summand w(f o ~;, f(2)) dndern kann
wenn z die Kurve I'; iiberquert und von Q\J;", U; nach QNU; iiberwechselt,
folgt aus Lemma 3.28 und (5.54), dass

w(fov, f(z)=e+1 V 2€Q\U..

Damit haben wir gezeigt dass

n

d (+e)=1

1=0

Also gibt es genau einen Index ig, so dass

__ [ o firi=i,
PT =1, fiir g # b,

(Siehe Abbildung 5.8.)
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Abbildung 5.8: Der Fall e; =0 und g9 = e9 = —1.

Wir definieren die offenen Mengen U; ¢ C durch

Ui:={weC\ fIy)|w(foy,w)=e}, i#io
Ui, = {w eC \ f(rio) |W(f 0 'Yio’w) = 6i0} U {OO}
Die Menge U; enthilt f(QNU;) fir jedes ¢ und hat den Rand
oU; = f(Ty).
Ausserdem gilt
w(foy,w)=e+1 YV weC\ (U;UfTy)).
Also ist
n n "
Y wiforw) =1 ¥ weC\|J@Uf(T).
i=0 i=0
Da Y " ;7 in Q null-homolog ist, folgt daraus nach dem Prinzip vom Argu-
ment (Satz 4.64), dass C\ U, U; C f() = Q ist. Wihlt man eine Folge 2,
in QNU;, die gegen A; konvergiert, so konverglert die Folge f(z,) € U; nach
Satz 5.24 gegen den Rand von Q. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen
wir annehmen, dass die Folge f(2,) in C konvergiert. Der Grenzwert liegt
dann in U;, da er nicht in Q liegt, der Rand von Uj; aber in Q enthalten ist.
Also enthilt jede Menge U; mindestens ein Element aus C \ Q. Die Men-
gen A; :=Uj; \Q sind also abgeschlossen und nichtleer, erfiillen (5.51), und
ihre Verelnlgung ist C \ Q. Da dieses Komplement genau n + 1 Zusammen-

hangskomponenten hat, sind die A; auch zusammenhéngend. Damit ist das
Lemma bewiesen. O
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Wir nehmen nun an, dass 2 C C die Voraussetzungen von Satz 5.50
erfiillt. Wie in Abschnitt 5.7 finden wir durch mehrmalige Anwendung des
Riemannschen Abbildungssatzes eine zu {2 biholomorphe zusammenhéngen-
de offene Menge, die (n+ 1)-fach zusammenhéngend ist und einen reguléren
Rand hat. Wir diirfen daher annehmen, dass jeder Randpunkt von €2 regulér
ist. Dann sind die Mengen

I; :=QnNA;, i=0,1,...,n,

die Bilder reell analytischer Einbettungen ; : R/Z — C. Wir wéhlen diese
Einbettungen so, dass € links von ~; und A; rechts von -y; liegt. Weiterhin
diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit (durch die Anwendung
einer Inversion, falls notwendig) annehmen, dass

€ A,

ist und daher die Mengen Ay, ..., A,—1 kompakt sind (siche Lemma 1.20).
Dann gilt

(' )_ -1, fl'irZGAi\Fi,
WY, 2) = 0, fiirzeC\ A4,

[0, firze A, \ (', U{oco}),
wlm, 2) = { 1, firzeC\ A,.

Hieraus folgt insbesondere, dass der Zyklus
Y=Yttt

in jeder offenen Umgebung von € null-homolog ist, denn fiir jedes z € C\ Q
gilt w(v, z) = 0 und fiir jedes z € Q gilt w(+y, z) = 1. (Siehe Abbildung 5.9).

Abbildung 5.9: Eine offene Menge mit reguldarem Rand.
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Da 0€) regular ist, gibt es nach Satz A.22 stetige Funktionen
Uj - ﬁ — R,

die in €2 harmonisch sind und die Randbedingungen

. 1, fir z € Iy,
ui(z) = { 0, firzely, j+#i, (5.55)

erfiillen.

Lemma 5.53. FEs gibt eine Zahl € > 0, so dass sich jedes u; zu einer har-
monischen Funktion auf der offenen Menge Q. := {z € C|B:(2) N Q # 0}
fortsetzen lisst. Diese Fortsetzung wird immer noch mit u; bezeichnet.

Beweis. Sei ( € 0. Da der Rand von () regular ist, gibt es eine offene
Umgebung Uy C C von ¢ und eine biholomorphe Funktion

QSIUC—)D
mit
dU N =DNH,  ¢U NN =DNR.

Dann ist u;0¢~ ! : DNH — R eine harmonische Funktion, die auf DNR kon-
stant gleich ¢ ist (mit ¢ = 0 oder ¢ = 1). Daher folgt aus dem Schwarzschen
Spiegelungsprinzip (Satz 5.25), dass die durch

ui(2) = c—u; (¢~ (4(2)))

fir z € Ug \ Q definierte Funktion die gewiinschte Fortsetzung von w; auf
QU U, ist. Fiir die Existenz einer globalen Fortsetzung wihlen wir, fiir jedes
¢ € 09, eine Zahl 6 > 0 mit

BQ5C (C) C UC
Wir iiberdecken 92 durch endlich viele Balle
V, = B(SCV (Cu)

und definieren
Wy = B25Cu (Cy)

Dann existiert eine harmonische Fortsetzung von u; auf Q U W, fiir jedes v.
Diese Fortzetzung wird mit u;, : QU W, — R bezeichnet.
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Wir behaupten, dass zwei solche Fortsetzungen w;, und u;,/ stets auf
QU (V, NV,) iibereinstimmen. Wir nehmen dazu an, dass V, N V,, #
und, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, dass d¢ , < dc, ist. (Andernfalls
kénnen wir v und v/ vertauschen.) Dann gilt

|CV’ - Cl/| < 26<u
Also ist ¢,y € W, NV, N 9N und daraus folgt
W, NV, N #0.

Sei zg € W,NV, N Wir wihlen zwei holomorphe Funktionen F,, : W, — C
und F,s : Vy — C mit Realteilen Re F,, = u;,|w, und Re F,y = u; |y,
die an der Stelle zg den gleichen Wert haben (sieche Ubung 2.46). Diese
stimmen in einer Umgebung von zg iiberein und miissen daher auf der offenen
zusammenhéngenden Menge W, NV, iibereinstimmen (siche Korollar 3.57).
Wir haben also gezeigt, dass die harmonischen Fortsetzungen von w; auf
QUV, und QUV,,» auf dem Durchschnitt dieser Mengen stets iibereinstimmen.
Damit existiert eine harmonische Fortsetzung von u; auf Q U (J, V,,. Diese
Menge enthilt €2, fiir jedes hinreichend kleine £ > 0 (siehe Lemma 3.42) und
damit ist das Lemma bewiesen. O

Nach Lemma 5.53 sind die Integrale
;

wohldefiniert fiir 4,5 =0,...,n.

Lemma 5.54. (i) Firi,j =0,1,...,n gilt oy = 0.
(ii) Firi=0,...,n gilt ao + 1 + - -+ + i, = 0.

(iii) Die Matrix (O‘ij)?j:1 ist nichtsinguldr.

Beweis. Fir alle 4,5 € {0,1,...,n} gilt

Qj :/ xdu; = /uj*dui :/ui*duj :/ *duj = ajj.
¥ ¥ ¥ Vi

J

Hier bezeichnet v den null-homologen Zyklus v := v9 + 1 + -+ + Yn- Also
folgt die mittlere Gleichung aus Ubung A.9. Die zweite Gleichung folgt aus
der Tatsache, dass u; auf I'; identisch gleich Eins ist und auf I'j, verschwindet
fiir k # j. Die vorletzte Gleichung folgt aus der zweiten unter Vertauschung
der Indizes ¢ und j. Damit ist (i) bewiesen.
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Behauptung (ii) folgt aus der Tatsache, dass das Integral von xdu; iiber
jedem null-homologen Zyklus verschwindet (siehe (A.5)). Da « in €. null-
homolog ist ergibt sich

az'0+04i1+---+am=/*duz‘=0
v

fiir jedes i.
Wir beweisen (iii). Sei A = (A1, A\1,...,An) ein Vektor in R™ so dass

alj)\l—i—agj)\g—i—---—i—anj)\n:O, j=1...,n,
und definiere u : . — R durch
U= AU + Agug + -+ -+ A up,.

Dann ist v harmonisch und es gilt

/*du:(), j=1...,n.
i

Nach Beispiel 4.25 ist jeder Zyklus in €. zu einer Summe der Zyklen ~;
homolog. Also folgt aus Gleichung (A.5), dass das Integral von xdu iiber
jedem Zyklus in 2. verschwindet. Damit existiert nach Satz A.1 eine zu u
konjugierte harmonische Funktion v : . — R. Also ist

f=u+iv

eine holomorphe Funktion auf )., deren Realteil auf I'; gleich A; ist fiir
j=1,...,n und auf I'g verschwindet. Ist a € C mit

Rea ¢ {O,)\l,)\Q,...,)\n}

so ist Re (f —a) auf dem Rand von €2 iiberall ungleich Null und daraus folgt,
dass w(f ov,a) = 0 ist. Nach dem Prinzip vom Argument kann f daher auf
Q nirgends den Wert a annehmen. Also ist das Bild von f nicht offen und,
nach dem Offenheitssatz 3.62, ist f auf €2 konstant. Da der Realteil von f
auf I'g verschwindet, folgt daraus Re f = 0. Also ist

)\j = Ref’r‘j =0

fiir alle j, was zu beweisen war. O
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Nach Lemma 5.54 existiert genau eine Losung (A1,...,A,) € R™ des
linearen Gleichungssystems

—2m, fiir j =0,
041]‘)\1 —i—()cgj)\z—i---- —i—Oénj)\n = 0, fur] =1,...,n—1, (5.57)
2w, fir j = n.
Fiir diese Losung betrachten wir die harmonische Funktion

w = AUy + Xug + -+ Aup - Q2 - R

Sie erfiillt die Gleichungen

/*du:—27r, /*du:O j=1....n—1, /*du:27r.
Y0 Vi Tn

Damit ist das Integral von *du iiber jedem Zyklus in €2 ein ganzzahliges Viel-
faches von 27. Damit erhalten wir wie in Abschnitt 5.7 eine wohldefinierte
holomorphe Funktion f : {2 — C durch die Formel

F(2) = exp (u<z> = *du) |

wobei zg € €2 ein fest gewahlter Punkt ist, und der Ausdruck f; xdu zu ver-
stehen ist als Integral {iber einer glatten Kurve v : [0, 1] — € mit 7(0) = zp
und (1) = z. Da dieses Integral bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfa-
chen von 27 von v unabhéngig ist, ist f wohldefiniert. Dass f holomorph ist,
zeigt man wie im Beweis von Satz 3.17 (unter Verwendung der Formel (A.4)
in Anhang A). Wir zeigen, dass f die Behauptungen von Satz 5.50 erfiillt.

Lemma 5.55. (i) Firj=1,....,n—1 gilt 0 < X\; <\, .
(ii) Die Funktion f : Q — C bildet f bihholomorph auf das Gebiet

U :(C\ CJBJ
7=0

Hier ist By := D, B, := {|w| > e¢*}, und B; eine abgeschlossene zusam-
menhéngende echte Teilmenge von {Jw| = eN} fir j =1,...,n — 1.

(iii) Die Mengen Bj in (ii) sind paarweise disjunkt, die Funktion f ldsst
sich fiir jedes hinreichend kleine € > 0 auf 2 holomorph fortsetzen, und die
Fortsetzung erfillt die Bedingungen

f(To)=0By, f(j)=B; j=1,....n—1,  f(I,)=0B,.
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Beweis. Dass f sich auf €. holomorph fortsetzen lasst, folgt unmittelbar aus
der Konstruktion, da u eine harmonische Funktion auf Q. ist. (Der Leser
sei jedoch gewarnt dass, im Gegensatz zum Riemannschen Abbildungssatz,
diese Fortsetzung im Fall n > 1 nicht injektiv ist.) Setzen wir Ag := 0 so gilt

1f(2)] = e"() = e, zely, j=0,...,n

Nach dem Prinzip vom Argument, Satz 4.64, ist fiir |w| ¢ {e* |j =0,...,n}
die Anzahl der Losungen z € Q der Gleichung f(z) = w, mit Multiplizitiit,
gleich der Windungszahl

n

w(f o, w) :jzoﬁlj%. (5.58)

Da f nach Konstruktion keine Nullstellen hat, wissen wir, dass w(fovy,0) = 0
ist. In der Tat ergibt sich aus der Definition von f und (A.4), dass

/
d
f(z)dz = du + ixdu
f(z)
ist und wir erhalten
1 -1, fiirj=0,
W(fO’Yj,O):—/ kdu = 0, firj=1,...,n—1,
2r .. .
Vi 1, firj =n.

Da die Abbildung f o+, : R/Z — C seine Werte auf dem Kreis |w| = eV
annimmt und die Windungszahl in jeder Komponente des Komplements von
f(T'j) konstant ist und in der unbeschrénkten Komponente gleich Null ist,
ergibt sich w(f o, w) =0 fiir |w| # e und j =1,...,n — 1 sowie

(fo ) = -1, fiir |w| <1, (fo )= 1, fiir jw| < e,
WA= 0, fir jw| > 1, YV CTYIT 0, i [w] > et

Ausserdem ist f nicht konstant. Daher ist die Menge f(2) offen und nicht-
leer. Also ist auch f(£2)\ f(99) offen und nichtleer und, fiir jeden Punkt
w € f(Q)\ f(02), muss die Zahl (5.58) positiv sein. Das ist nur moglich
wenn \, > 0 ist. Wir erhalten also w(f o~,w) = 1 fiir 1 < |w| < e und
|w| # e . Daraus folgt

{w€C|1<|w|<e’\",|w|7ée)‘f}Cf(Q)C{wG(C|1<|w|<e)‘"}.

Also gilt f(Q) = {w e C|1 < |w| <eM} und, da f(T;) C () ist, ergibt
sich 1 < \; < A, fiir alle j.
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Sei I' := Jj_( T'; = 0Q. Wir zeigen, dass

fO)NfE) =0

ist. Gibt es ndmlich Punkte ¢ € T" und z € Q mit f({) = f(z), und wihlen
wir 2z’ € Q hinreichend dicht bei ¢ so dass w’ := f(2') ¢ f(T') ist, so hat der
Punkt w’ nach dem Offenheitssatz (Korollar 3.62) ein weiteres Urbild unter
f in der Nihe von z. Da w(f ovy,w’) = 1 ist, widerspricht dies dem Prinzip
vom Argument (Satz 4.64). Dieser Widerspruch zeigt, dass f(I')N f(Q) =0
ist, wie behauptet. Daraus folgt

w(fovy,w)=1 Vwe f(Q)

und damit ist f injektiv. Hieraus wiederum folgt nach Lemma 5.52, dass das
Komplement C \ f(Q) genau n + 1 Zusammenhangskomponenten hat. Das
ist nur moglich wenn 0 < A\; < A, ist fiir j = 1,...,n — 1, wenn keine der
abgeschlossenen zusammenhéngenden Mengen B := f(I';), j =1,...,n—1,
gleich dem ganzen Kreis {w € C||w| = e} ist, und wenn diese Mengen
paarweise disjunkt sind. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Lemma 5.56. Seien

U:@\OBj, ﬁZC\Oéj
j=0 J=0

zwei offene Mengen wie in Lemma 5.55 (ii). Sei : U — U eine biholomor-
phe Abbildung, die die Randbedingungen

lm[1h(w)| =1, lim  [y(w)] = et
|w|—1 ‘w|*>e/\n

erfillt. Dann ist A, = A und es gibt eine Zahl 0 € R, so dass v durch
Multiplikation mit € gegeben ist.

Beweis. Wir ordnen zunéichst die Teilmengen Bi,...,B,_; so dass P(w)
gegen Ej konvergiert wenn w € U gegen Bj; konvergiert fiir j = 0,...,n.
Nach der Lemma 5.53 vorangehenden Diskussion gibt es eine biholomorphe
Abbildung f : Q — U auf einer offenen Menge 2 C C mit regulirem Rand.
Das Komplement C\ © hat nach Lemma 5.52 genau n + 1 Zusammenhangs-
komponenten Ag, Ay, ..., Ay, die so angeordnet werden kénnen, dass f(z)
gegen B; konvergiert wenn z € () gegen A; konvergiert. Wir bezeichnen
;.= aQn Aj so dass 02 = 'gUT'y U--- UT, ist. Ausserdem kénnen wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass oo € A,, ist. Seien ~;
und u; wie in der Diskussion vor Lemma 5.53 und «;; durch (5.56) gegeben.
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Wir kénnen nun den Beweis von Lemma 5.55 wie folgt umkehren. Sei
u:=log|f|: Q2 — R.

Dann ist v harmonisch und es folgt aus dem Randverhalten von f, dass sich
u zu einer stetigen Funktion auf {2 fortsetzen ldsst, die immer noch mit u
bezeichnet wird, und die den Randbedingungen

u‘ri = )\i

(mit Ao := 0) geniigt. Also folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Losungen
des Dirichlet-Problems (Korollar A.6), dass

w=>Y N\ (5.59)
=1

ist. Ausserdem sieht man wie im Beweis von Lemma 5.55, dass

-1, firj=0,
o xdu = w(f ov;,0) = 0, firj=1,...,n—1, (5.60)
T Jy; 1, fiir j =n,

ist. Hier folgt die zweite Gleichung aus der Tatsache, dass w(f oy, w) =0
ist fiir j = 1,...,n — 1 und alle w € C\ Bj, dass w(f oy, w) = 0 ist fur
lw| > 1, dass w(f o v, w) = 0 ist fiir |w| > e, dass > j—oW(foryjw)=1
ist fiir w € U, und dass Y77 o w(f ov;,w) = 0 ist fiir w € C\ U. Durch
Einsetzen von (5.59) in (5.60) ergibt sich die Gleichung

n —27‘(‘, furj = 0,
> Ny = 0, firj=1,....,n—1, (5.61)
=1

2w, fir j =n.

Wenden wir nun das gleiche Argument auf die Funktion f =vof:Q— U
an, so erhalten wir, dass die Zahlen Xl, e ,Xn ebenfalls eine Losung des
Gleichungssystems (5.61) sind. Daraus folgt nach Lemma 5.54, dass XZ =\
ist fur ¢ = 1,...,n. Daraus folgt wiederum |f| = ]ﬂ Also ist @ durch
Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1 gegeben, was zu
beweisen war. O

Beweis von Satz 5.50. Die Existenzaussage folgt aus Lemma 5.55 und die
Eindeutigkeit aus Lemma 5.56. O



200 KAPITEL 5. DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

Bei der Charakterisierung mehrfach zusammenhéngender offener Teil-
mengen der komplexen Ebene gibt es einige grundlegende Unterschiede zum
Riemannschen Abbildungssatz. Erstens gibt es nicht nur ein Modellgebiet,
sondern eine ganze Familie solcher Gebiete und zweitens ist die biholomor-
phe Abbildung f : Q2 — U nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt. Es
ist an dieser Stelle interessant, die Biholomorphieklassen aller (n + 1)-fach
zusammenhéngenden offenen Teilmengen der komplexen Ebene zu einer ein-
zigen Menge zusammenzufassen. Mit der Bezeichnung mo(X) fiir die Menge
der Zusammenhangskomponenten eines topologischen Raumes X erhalten
wir den Quotientenraum

My = QCC| #A> 1 fiir alle A € mp(C\ Q),

Q) ist nichtleer, offen, zusammenhéngend, /
#mo(C\ Q) =n+1

mit der Aquivalenzrelation
Q~Q = Q ist biholomorph zu .

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz besteht .Z; aus genau einem Ele-
ment: der Biholomorphieklasse von . Nach Satz 5.46 kann .#7 mit dem
offenen Intervall (1,00) identifiziert werden, wobei R > 1 fiir die Biholo-
morphieklasse des Kreisringes Ur := {z € C|1 < |z| < R} steht. Ist n > 2,
so ist nach Satz 5.50 jede (n + 1)-fach zusammenhingende Menge 2 C C
biholomorph zu dem Komplement von n — 1 konzentrischen disjunkten abge-
schlossenen Kreisbogen in einem Kreisring. Fiir den Kreisring bendtigen wir
einen Parameter, wihrend jeder Kreisbogen durch drei Parameter beschrie-
ben wird: den Abstand zum Ursprung, den Mittelpunkt, und die Lénge.
Damit haben wir insgesamt 3n — 2 Parameter. Da jede Rotation eine solche
Menge U in eine isomorphe Menge iiberfiihrt, erhalten wir

dim A, = 3n — 3.

Dies ist zunéchst rein formal zu verstehen als die Anzahl der reellen Para-
meter, die benétigt werden, um eine Aquivalenzklasse in ., zu bestimmen.
Es ist damit noch nichts tiber die genaue Struktur des Raumes .#,, gesagt.
Da die Mengen 2 nichttriviale Automorphismen haben konnen, stellt sich
heraus, dass man .#,, in natiirlicher Weise mit der Struktur einer “Orbifal-
tigkeit” (eine Verallgemeinerung des Begriffes einer “Mannigfaltigkeit”) ver-
sehen kann. Ausserdem ist der Raum .#,, nicht kompakt, kann aber in einer
geometrisch natiirlichen Weise kompaktifiziert werden. Dies sind spannen-
den Themen, die aber iiber den Rahmen dieses Manuskriptes hinausgehen,
und hier nicht weiter vertieft werden.



Anhang A

Harmonische Funktionen

Die Theorie der harmonischen Funktionen wird nur im Kapitel 5 benétigt,
und zwar zum einen das Maximumprinzip und die Poisson-Formel fiir den
Beweis des Schwarzschen Spiegelungsprinzips (im Abschnitt 5.4), und zum
anderen die Losung des Dirichlet-Problems fiir die Charakterisierung mehr-
fach zusammenhéngender Gebiete (in den Abschnitten 5.7 und 5.8). An-
dererseits konnen die grundlegenden Sétze iiber harmonische Funktionen in
der Dimension 2 auf die Theorie der holomorphen Funktionen zuriickgefiihrt
werden. Das entscheidende Hilfsmittel ist Cauchy’s Integralformel. In der
logischen Reihenfolge wire dieser Anhang daher zwischen den Kapiteln 4
und 5 anzusiedeln.

A.1 Die Mittelwerteigenschaft

Sei 2 C C = R? eine offene Menge. Eine C?-Funktion u : © — R heisst
harmonisch, wenn sie die Laplace-Gleichung

0%u n 0%u B
ox2 oy
erfiillt. Sind u,v : Q — R zwei harmonische Funktion, so nennen wir v zu u

konjugiert wenn v und v die Cauchy—Riemann-Gleichungen

ou_o0  ou_ ov a2)
or Oy oy ox
erfiillen. Wie wir im Abschnitt 2.4 gesehen haben, ist jede harmonische Funk-
tion lokal der Realteil einer holomorphen Funktion. Insbesondere ist jede

harmonische Funktion C°*°, und die Komposition einer harmonischen mit

Au = 0 (A1)

einer holomorphen Funktion ist wieder harmonisch.

201
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Wir werden die Existenz einer konjugierten Funktion in grosserer Allge-
meinheit beweisen. Dazu beginnen wir mit der Beobachtung, dass fiir jede
harmonische Funktion u : 2 — R die Funktion

f=—-1—:0->C (A.3)
Y
holomorph ist. Das komplexe Differential f(z)dz ist

f(z)dz = <%dx + @dy> +i <@dy — %d$> =du+ixdu, (A.4)
€z Yy

0 0 ox oy
wobei 9 9 9 5
u u u u

Diese 1-Formen kénnen wir iiber einer glatten Kurven v : [0,1] — € inte-
grieren. Mit der Notation

a(t) :==Rev(t),  y(t):=Im~(t)

erhalten wir

1 u u
/y du = /0 (%«y(t)mw T g—yw))y(o) dt = u(~(1)) — u(~(0))
und

[ | 1 (G0 - o)) d.

Insbesondere ist fy du = 0 fiir jeden Zyklus v € Z(Q2). (Dies gilt fiir beliebige
glatte Funktionen u :  — R.) Ausserdem folgt aus Satz 4.12, dass

/y*du =Im Lf(z) dz=0 (A.5)

ist fir jeden null-homologen Zyklus v € #(Q2). (Dies gilt nur fiir harmonische
Funktionen u : Q — R.)

Satz A.1 (Konjugierte Funktionen). Sei Q C C eine zusammenhdngen-
de offene Menge und u : Q0 — R eine harmonische Funktion. Es gibt genau
dann eine zu u konjugierte harmonische Funktion v : ) — R wenn

/ wdu=0 Ve ZQ) (A6)

Insbesondere ist diese Bedingung immer dann erfillt wenn Q einfach zusam-
menhdngend ist.
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Beweis. Sei f :  — C die durch (A.3) definierte holomorphe Funktion.
Wenn u die Bedingung (A.6) erfiillt, verschwindet das Integral von f iiber
jedem Zyklus v in €. Nach Satz 3.17 und Bemerkung 4.5 existiert daher eine
holomorphe Funktion F' = U +iV : Q — C so dass F/ = f ist. Da U und V
die Cauchy—Riemann-Gleichungen erfiillen ist V' zu U konjugiert. Da

ou oV oU 0U

= F/ = — 1— = — — 1——

/ Oz 1 Oz or y
ist, gilt dU = du und damit ist V' auch zu w konjugiert. Ist andererseits
v:  — R eine zu u konjugierte harmonische Funktion, so ist dv = *du und

/*du:/dv:O
¥ ¥

fiir jeden Zyklus v € Z(f2), was zu beweisen war. O

Satz A.2 (Hebbare Singularititen). Seien zp € C und R > 0 gege-
ben und sei v : Br(z) — R eine stetige Funktion, deren Einschrinkung auf
Br(20) \{z0} harmonisch ist. Dann ist u auf Br(z9) harmonisch und erfillt
die Gleichung

1
u(z) = / u(zo+re®™)dt,  0<r<R, (A7)
0

Beweis. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass zp = 0
ist und verwenden die Bezeichnung By := Bgr(0) = {z € C| |z| < R}. Fiir
0 <7< Rseivy :[0,1] = Bg\ {0} der Zyklus v,(t) := re?™ 0 <t < 1.
Eine kurze Rechnung ergibt

d [! o

ar o u(y(t)) dt = o o= /T xdu.
Die Zahl « ist unabhéngig von r, da ~, und 7,» homolog sind in Bp \ {0}.
Daraus folgt, dass es eine Zahl 8 € R gibt, so dass

1
/0 u(r (8)) dt = alog(r) + B

ist fiir 0 < r < R. Da der Ausdruck auf der linken Seite gegen u(0) konver-
giert fiir r — 0, folgt daraus, dass & = 0 und 8 = u(0) ist. Da f% *du = 0
ist, folgt aus Beispiel 4.24 und Satz A.1, dass es eine zu u konjugierte Funk-
tion v : Br \ {0} — R gibt. Also ist f := u + iv eine holomorphe Funktion
auf Bg \ {0} und der Grenzwert lim,_,o Re f(z) existiert in R. Daraus folgt,
dass 0 eine hebbare Singularitéit von f ist (siehe Ubung 3.86). Daher ist u
auf ganz Br harmonisch. O
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Bemerkung A.3. Interessiert man sich in Satz A.2 nur fiir die Formel (A.7)
und nicht fiir die hebbare Singularitit, so kann man annehmen, dass u auf
Br(z) harmonisch ist. In dem Fall folgt bereits aus Ubung 2.46, dass es eine
zu u konjugierte harmonische Funktion v : Br(z9) — R gibt. Fir 0 <r < R
betrachten wir nun die glatte geschlossene Kurve v,(6) := zy + rel? auf
dem Intervall 0 < 0 < 2. Nach Satz 3.31 erfiillt jede holomorphe Funktion
F : Br(zy) — C die Integralformel
27
! F(z)dz L F(zo +re?) db.

zZ— 20 2 Jo

F(z) = o
Yr

Mit F := u + iv folgt daraus die Gleichung (A.7).

Definition A.4. Fine stetige Funktion v : 2 — R hat die Mittelwertei-
genschaft, wennn sie die Bedingung

1

u(z) = o

1
/ u(z + rel?) db (A.8)
0
fiir alle z € Q und alle r > 0 mit B,(z) C Q erfiillt. Sie heisst subharmo-
nisch, wenn sie die Bedingung

u(z) < S /1 u(z +rel?) do (A.9)
0

27
fiir alle z € Q und alle v > 0 mit B.(z) C Q erfiillt.

Nach Satz A.2 hat jede harmonische Funktion die Mittelwerteigenschaft
und ist damit insbesondere auch subharmonisch. Wir werden sehen, dass die
Mittelwerteigenschaft sogar die harmonischen Funktionen charakterisiert.
Dazu bedarf es jedoch noch einiger Vorbereitung.

Satz A.5 (Maximumprinzip). Sei Q@ C C offen und u : Q — R subhar-
monisch. Ist Q zusammenhdingend und u(zg) = supq u fir ein zy € £ so ist
u konstant. Lésst sich u stetig auf Q) fortsetzen, so nimmt diese Fortsetzung
ihr Mazimum auf dem Rand an.

Beweis. Ist zgp € Q mit u(z) = maxgu und r > 0 mit B,(z9) C ©Q, so
gilt u(z) = u(zg) fiir alle z € 0B, (), da sonst das Integral in (A.9) strikt
kleiner als u(zp) wére. Im zusammenhéngenden Fall heisst dies, dass die
Menge der Punkte, an denen w ihr Maximum annimmt, offen, abgeschlossen
und nichtleer, und daher gleich 2 ist. Im zweiten Fall wahlen wir » maximal
mit B,(29) C Q. Dann ist u konstant auf B,.(z) und, da 9B, (z9) N9 # 0
ist, nimmt » dann ihr Maximum auf dem Rand von €2 an. ]
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Sei f: 902 — R eine stetige Funktion. Das Dirichlet-Problem besteht
darin, eine stetige Funktion u : © — R zu finden, die auf € harmonisch ist
und auf dem Rand mit f {ibereinstimmt:

Au=20 in €,

u=7f in 0Q2. (A.10)

Korollar A.6. Es gibt hochstens eine Lisung des Dirichlet-Problem.

Beweis. Sind u,v :  — R zwei Losungen des Dirichlet-Problems so ist u—v
harmonisch auf Q und verschwindet auf dem Rand. Also folgt aus Satz A.5,
dass u — v auf ganz {2 verschwindet. O

Beispiel A.7. Sei Q := D\ {0} die punktierte Kreisscheibe und definiere
f: 09 — R durch f(e?) := 0 fiir # € R und f(0) := 1. Fiir diese Randbedin-
gungen hat das Dirichlet-Problem (A.10) keine Losung. Eine Losung wére
eine stetige Funktion auf D die auf D\ {0} harmonisch ist. Nach Satz A.2
wiire sie auf ganz D harmonisch. Und aufgrund der Randbedingung wire sie
dann nach Satz A.5 iiberall gleich Null.

Ubung A.8. Sei v : R/Z — C eine Einbettung, die ein Gebiet Q C C so
berandet, dass Q links von v liegt, das heisst w(y,z) = 1 fiir alle z € Q
(und w(7,2) = 0 fiir alle 2 € C\ Q und I' := 9Q ist die Bildmenge von 7).
Zeigen Sie, dass das Integral von xdu iiber 7y in der klassischen Formulierung
dem Integral der Ableitung von u in Richtung des nach aussen gerichteten
Einheitsnormalenvektorfeldes entspricht:

/*du:/ @dS.
0 00 ov

Ubung A.9. Sei Q C C eine zusammenhingende offene Menge und u, v
zwei harmonische Funktionen auf (2. Beweisen Sie die Gleichung

/(u sdv — v xdu) =0 (A.11)

fiir jeden null-homologen Zyklus v € #(f2). (Hinweis: Betrachten Sie zu-
nichst den Fall, dass v der Rand eines Rechtecks R ist. Fiihren Sie den
allgemeinen Fall darauf zuriick mit der Methode im Beweis von Satz 4.12.)
Falls u der Realteil einer holomorphen Funktion F ist, vergleichen Sie (A.11)
mit dem Integral von Fg mit g := Ov/0z — i0v/dy. In der Situation von
Ubung A.8, schreiben Sie die Formel (A.11) in ihrer klassischen Form als
Integral iiber dem Rand von €.
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A.2 Die Poisson-Formel

Die Mittelwerteigenschaft liefert eine Formel, die den Wert einer harmoni-
schen Funktion im Mittelpunkt eines Kreises durch ein Integral iiber dem
Rand ausdriickt. Eine Formel fiir alle anderen Punkte im Inneren des Kreises
kann man aus den Mobiustransformationen von D gewinnen.

Satz A.10 (Poisson-Formel). Ist u : Bp — R eine stetige Funktion, die
auf Br harmonisch ist, so gilt fiir alle z € Bg:

1 2 RZ _ |Z|2 "
u(z) = — ———— u(Re') db. A12
=50 | e 1) (A12

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall R = 1. Der allgemeine Fall l#sst
sich auf den Fall R = 1 zuriickfithren, indem man diesen auf die Funktion
2+ u(z/R) anwendet. Sei also u : D — C eine stetige Funktion, die auf D
harmonisch ist. Fiir z € D sei ¢ die Mobiustransformation aus Beispiel 2.23:

_(C+z
Die Komposition u o ¢ ist stetig in D und harmonisch in D (nach Satz A.1).
Nach Satz A2 hat sie also die Mittelwerteigenschaft in jeder Kreisscheibe
B, mit r < 1 und daher auch in . Daraus folgt

1 27 ;
u(z) = u(6(0)) = 5 [ ulolet))at
™ Jo
Die Variablentransformation
i0
it —1,i0y_ € —Z
r=9(en) = 1 — zel?
ergibt
; NTRUNGRT -z .
ielt dt = (¢_ )/(61 )iel d9 = ﬁiel d@
(1 — ze'?)
und damit
1—zel? 1—|2f 1—|z)?
dt = — = 2 Sl d = % do.
eld _ » (1 _ 2619) |619 _ Z|

Daraus folgt (A.12) fur R = 1. O
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Man kann Satz A.10 umkehren und die Formel (A.12) verwenden um
eine Losung des Dirichlet-Problems auf einer Kreisscheibe zu finden.

Satz A.11 (Schwarz). Sei R > 0 und f : 0Br — R eine stetige Funktion.
Definiere Py : Br — R durch

1 27 R2 _ |Z|2 .
Pi(2) = —/ — " f(Re'?) do A.13
7 (2) 27 Jy TR0 o7 f(Re™) ( )

fir z € Bg. Dann ist Py eine Losung des Dirichlet-Problems (A.10) in Bpg.

Beweis. Wir betrachten den Fall R = 1. Die Poisson-Formel kann in der

Form 27 i0
Py(z) = — / Re <e.€+z> F(Re?) db (A.14)
0

2 et

geschrieben werden. Nach Lemma 3.33 ist Py auf D der Realteil einer holo-
morphen Funktion und ist daher harmonisch. Es bleibt zu zeigen, dass

lim Py(z) = f(C) V¢ €D, (A.15)

z—(C

Dazu wenden wir zunéchst Satz A.10 auf die konstante Funktion v = 1 an
und erhalten die Gleichung

1 27 1 _ 2
2 Jo  |el? — 2|

fiir alle z € D und 6 € R.
Nun sei ¢ € D und € > 0. Wahle p > 0 so dass fiir alle § € R gilt

<o = |HEN-s0) <5 @

und wéhle 6 > 0 so klein, dass

1) 1 €
— <min< =, —— o, fll == max|f]|.
PR o SRl
Dann gilt fiir alle z € D und 6 € R mit |z — {| < § und ‘eie—qudass
L—[2? <201 = [z)) = 2(/¢] = |2]) < 2I¢ — 2] < 20

und
e =2 = (e —¢[—[¢—2| > p—0>E.
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Wir haben also gezeigt, dass

1—|2)* 46 £

|z — (|l <0 max —— .
|e0—¢|>p elf — 2|2~ p  4lf]]

(A.18)

Fiir z € D mit |z — {| < 0 ergibt sich damit die Abschétzung

P10 = 5| %%(ﬂei%—f«)) a
< o /jﬂ%(ﬂe”)—f@)(d@
L
: %/\WCIQﬁ%
+%/e,e_q>p ;9_ oL 3 [ 1) = Q)| a8
< g2l d%
< e

Hier folgt der erste Schritt aus (A.16), der zweite folgt aus (3.3), der dritte
aus (A.17), der vierte aus (A.16) und der Dreiecksungleichung, und der letzte
Schritt folgt aus (A.18). Damit haben wir (A.15) bewiesen. O

Mit der Poisson-Formel konnen wir nun zeigen, dass die Mittelwertei-
genschaft die harmonischen Funktionen charakterisiert.

Satz A.12 (Mittelwerteigenschaft). Fine stetige Funktion u :  — R
auf einer offenen Menge Q C C ist genau dann harmonisch wenn sie die
Mittelwerteigenschaft hat.

Beweis. Sei z € Q und 7 > 0 so dass B,(z) C Q. Nach Satz A.11 existiert
eine Losung @ : B,(z) — R des Dirichlet-Problems auf B, (z) mit der Rand-
bedingung u(¢) = w(¢) fiir alle ¢ € 9B, (z). Damit ist @ — u eine stetige
Funktion auf B,.(z) die, nach Satz A.2, die Mittelwerteigenschaft hat. Also
folgt aus Satz A.5, dass & — u : B.(z) — R ihr Maximum auf dem Rand
annimmt, wo sie verschwindet. Daraus folgt, dass u auf B,(z) mit u iiber-
einstimmt und dort also harmonisch ist. Da z beliebig gew#hlt war, ist v in
ganz ) harmonisch. O
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A.3 Die Harnack-Ungleichung

Lemma A.13 (Harnack-Ungleichung). Ist u : B — R eine positive
stetige Funktion, die auf Br harmonisch ist, so gilt fiir alle z € Bg

R — |7] R+ |2|
0) < < 0). A19
) < ) < 2o (A19)
Beweis. Mit r := |z| gilt offensichtlich
1 1 1
< <

(R+7’)2 " |Rel? —z|2 - (R—r)2

und daher
R—r< R2 — 2 R+r

R+7r = |Rel? — 2> = R—7’

Multipliziert man nun diese Ungleichung mit der positiven Funktion u(Re'?)
und integriert tiber 0 < 6 < 27, so folgt die gewiinschte Ungleichung aus der
Poisson-Formel (A.12). O

Satz A.14 (Monotone Konvergenz). Sei u, : 2, — R eine Folge har-
monischer Funktionen auf einer Folge offener Mengen €, C C. Sei Q C C
eine zusammenhdngende offene Menge mit der folgenden Eigenschaft. Fiir
jeden Punkt zg € Q0 gibt es eine offene Umgebung U C ) von zg und eine
Zahl ng € N so dass U C Qy, ist fiir n > ng und

Unt1(2) > up(z) Vn>ng VzeU.

Dann gilt entweder, dass die Folge u,, auf jeder kompakten Teilmenge von
Q gleichmdssig, gegen oo divergiert, oder dass sie, auf jeder kompakten Teil-
menge von ) gleichmdssig, gegen eine harmonisch Funktion u :  — R
konvergiert.

Beweis. Wir nehmen zunéichst an, dass es einen Punkt zy € £ gibt so dass
lim wuy,(z9) = o0
n—oo

ist. Nach Voraussetzung existieren Zahlen r > 0 und ng € N so dass die

Einschrénkungen u, |z, (zo) flir > ng eine monoton wachsende Folge bilden.
Nach Lemma A.13 gilt

R-lz= 2l )

n > n
el 2 R =

fiir all z € Br(20). Also konvergiert u,, gleichméssig gegen oo auf Bg/s(20)-
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Nehmen wir andererseits an, dass es einen Punkt zg € Q gibt, so dass
der Grenzwert
co:= lim wu,(29) €R
n—oo

existiert. Mit R und ng wie oben folgt dann aus Lemma A.13, dass

R+ |z — 2]

<
|un(z)| — R— |Z—Zo|

Un(z0)

fiir all 2 € Bgr(z0). Also ist die Folge u, auf Bp/s(z0) gleichméssig be-
schrinkt. Ausserdem konnen wir Lemma A.13 auf die Funktion u,, — u,, fiir
n > m > ng anwenden und erhalten, dass

R+ |z — 2|

R— |Z _ Z(]| (un(ZO) - Um(Z())) < 3(un(20) — um(ZO))

Un(2) — um(z) <

fiir |z — 29| < R/2. Also ist die Folge

(u"‘BRﬂ(zO))neN

in diesem Fall eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm und daher
konvergiert die Folge uy, gleichméssig auf Bp/s(20)-
Insbesondere haben wir gezeigt, dass die Mengen

0 = {zo €Q| Tim fu(z0) < oo}

und

0 = {z0 € Q| lim fu(z0) = oo}

beide offen sind. Daher kann nur eine von ihnen nichtleer sein und in beiden
Fillen folgt aus der Uberdeckungseigenschaft kompakter Mengen (Satz C.1)
die gleichméissige Konvergenz auf jeder kompakten Teilmenge von (2.

Nach Satz A.2 hat w, fiir jedes n die Mittelwerteigenschaft. Da diese
unter gleichméissiger Konvergenz erhalten bleibt, hat auch u die Mittelwert-
eigenschaft, falls der Grenzwert endlich ist. Nach Satz A.12 ist v harmonisch.
Damit ist der Satz bewiesen. O

Ubung A.15. Sei Q C C offen und K C Q kompakt. Beweisen Sie, dass es
eine Konstante ¢ > 0 gibt, die nur von 2 und K abhéngt, so dass jede po-
sitive harmonische Funktion u :  — (0, 00) die Ungleichung u(zg) < cu(z1)
fir alle zg, 21 € K erfiillt.
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A.4 Subharmonische Funktionen

Wir benétigen die folgende Charakterisierung subharmonischer Funktionen.
Lemma A.16. Sei Q C C eine offene Menge und v : & — R eine stetige
Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) v ist subharmonisch.

(ii) Ist U C Q eine zusammenhdngende offene Teilmenge, u : U — R eine
harmonische Funktion, und zo € U so dass

v(20) — u(z0) > v(z) — u(z) Vzel,
dann ist v — u auf U konstant.

Beweis. Wir beweisen (i) = (ii). Ist w : U — R eine harmonische Funktion
auf einer zusammenhéngenden offenen Teilmenge U C Qsoist v—u: U — R
subharmonisch, nach (i) und Satz A.2. Damit folgt (ii) aus Satz A.5.

Wir beweisen (ii) = (i). Sei 29 € Q und r > 0 mit B,(zp) C Q. Sei

U := B,(20)

und definiere u : U — R durch

1 2w .2 . 2 .
u(z) == —/ I ZlE— Al ‘Z 0l 5 (20 + rei?) de.
21 Jo  |zo +rel? — z|

Nach Satz A.11 ist u harmonisch und lisst sich auf den Abschluss B, (z0)
stetig fortsetzen durch u(¢) := v(() ist fiir € B, (zp). Daraus folgt

1 2m .
v(20) < uzp) = %/ v(zo + rel?) do.
0

Ist némlich v(z9) > wu(zp), so ist v — w nicht konstant, nimmt aber ihr
Maximum and einer Stelle in U an, im Widerspruch zu (ii). Damit ist das
Lemma bewiesen. g

Lemma A.17. Sei ) C C eine offene Menge. Dann sind die Summe und das
Mazimum zweier subharmonischer Funktionen auf Q) wieder subharmonisch.

Beweis. Fiir die Summe folgt die Behauptung sofort aus den Definitionen.
Seien vy, v9 : 2 — R zwei subharmonische Funktionen und v := max{wvy, v }.
Sei U C € eine zusammenhéingende offene Menge, v : U — R eine harmoni-
sche Funktion und zg € U, so dass

v(z0) — u(z0) > v(z) — u(2) VzeUl.
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Ist v(z9) = v1(20), so gilt
v1(20) — u(z0) > v(z) —u(z) > vi(z) —u(z) Vzel.

Da v1 subharmonisch ist, folgt aus Lemma A.16, dass v; — u konstant ist.
Damit folgt aus derselben Ungleichung, dass v—u ebenfalls konstant ist. Das
gilt natiirlich auch im Fall v(zp) = v2(z9). Also erfiillt v die Bedingung (ii)
in Lemma A.16 und ist demnach subharmonisch ist. O

Lemma A.18. Sei v : © — R eine subharmonische Funktion auf einer
offenen Teilmenge Q C C. Sei zg € Q und r > 0 mit B,(z9) C . Definiere
0:Q = R durch v(z) :=v(2) firz e Q\ By(z) und

_ 1 2 2 . . |2
3(2) r |z — 2o

= | ————— " u(zn+re?)dd,  z€B(z). (A.20)
21 Jo  Jzo + rel? — z|

Dann ist v subharmonisch und es gilt v(z) < v(z) fir alle z € Q.

Beweis. Nach Satz A.11 ist v stetig. Ausserdem folgt aus Lemma A.16, dass

v(z) <v(z2)
ist fiir alle z € B,(2p) und daher fiir alle z € €. Sei nun U C Q eine
zusammenhéngende offene Menge, u : U — R eine harmonische Funktion,
und z* € U so dass

0(2") —u(z*) > v(z) — u(z) Vz e U.
Ist 2* € U\ By(20) so gilt
v(z") —u(z*) =0(2%) —u(z") > 0(z) —u(z) > v(z) —u(z) Vzel.

Nach Lemma A.16 ist dann v — u auf U konstant und daher ist auch v — u
auf U konstant. Ist z* € UN B, (2p) so ist v —u auf der Zusammenhangskom-
ponente von U N B,(zy), die z* enthélt, konstant. Diese ist entweder gleich U
oder es gibt einen Punkt in UNJB,(zp) an dem v—wu ihr Maximum annimmt.
In beiden Féllen folgt daraus, dass v — u auf U konstant ist. Also erfiillt v
die Bedingung (ii) in Lemma A.16 und ist damit subharmonisch. O

Ubung A.19. Eine C?-Funktion v : @ — R auf einer offenen Teilmenge
Q) C Cist genau dann subharmonisch wenn Av > 0 ist. Hinweis: Ist Av > 0
so ist die Funktion v.(2) := v(z)+¢ |z — 2| fiir jedes € > 0 subharmonisch.
Im Fall Av < 0 betrachten Sie die Funktion —wv,.
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Ubung A.20. Sei f : Q — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Menge Q C C. Zeigen Sie, dass die Funktionen v(2) := |f(2)|" fir p > 0
und v(z) :=log(1 + |f(2)*) subharmonisch sind.

Ubung A.21. Ist v : Q@ — R subharmonisch und ¢ : ' — Q holomorph,
dann ist v o ¢ : ' — R subharmonisch.

A.5 Das Dirichlet-Problem

In diesem Abschnitt beweisen wir den folgenden Existenzsatz.

Satz A.22. Sei Q) C C eine beschrinkte offene Menge. Wir nehmen an,
dass fiir jeden Randpunkt (o € 02 ein Punkt (1 € C existiert, so dass

0<t<l1 — (= Co+ (G — Co) ¢ Q- (A.21)

Dann hat das Dirichlet-Problem (A.10) fiir jede stetige Funktion f : 9 — R
eine Losung.

Der Beweis stammt von O. Perron. Seine Methode besticht durch ihre Ein-
fachheit und sehr allgemeine Giiltigkeit. Sei 2 C C eine beschriinkte offene
Menge und

f:00—=>R

eine stetige Funktion auf dem Rand von 2. Nach Heine-Borel ist der Rand
eine kompakte Teilmenge von C und f daher beschrinkt. Wir betrachten
die Menge

v ist stetig,
¥ =S v:Q—R| vlg ist subharmonisch,
v(z) < f(z) fiir alle z € 99

Diese Menge ist offensichtlich nichtleer, da jede konstante Funktion v(z) = ¢
mit ¢ < mingo f ein Element von ¥ ist.

Lemma A.23. Die durch

u(z) := supv(z) (A.22)
veYV

definierte Funktion u : Q — R ist harmonisch.
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Lemma A.24. Sei(y € 00 und w : Q — R eine stetige Funktion, die auf Q
harmonisch ist und die Bedingung

w(Co) =0, w(¢)>0  V¢eQ\{G}

erfillt. Dann erfillt die Funktion v in Lemma A.28 die Randbedingung

lim w(z) = f(¢o). (A.23)

Z%Co

Beweis von Satz A.22. Sei (y € 99 und wihle ¢; € C so dass (A.21) gilt.
Betrachte die Menge

und die Mobiustransformation

z—=Co
z) = —.
o(z) = =
Diese erfiillt die Bedingung
G —Co ¢
0 G—CG t-1

Also bildet ¢ die offene Menge C\ A bijektiv auf C\ (—oo, 0] ab. Sei w + /w
der Hauptzweig der Quadratwurzel, der C\ (—oo, 0] auf die rechte Halbebene
abbildet und definiere w : Q — R durch

w(2) = Re j_éo, 2T\ {G}cC\ A
—G1
und w({p) := 0. Dann ist w stetig, harmonisch in 2, und positiv in Q\ {¢o}.
Also folgt aus Lemma A.24, dass die harmonische Funktion v : 2 — R aus
Lemma A.23 die Randbedingung (A.23) fiir jeden Punkt (y € 9Q erfiillt.
Damit ist der Satz bewiesen. U

Beweis von Lemma A.23. Sei u: Q — R durch (A.22) definiert und

My = C1€nanf(C), M, = (Selg?z f(€). (A.24)

Es folgt aus dem Maximumprinzip von Satz A.5, dass v(z) < M; fiir alle
z € Q und alle v € ¥. Ausserdem ist jede konstante Funktion v = ¢ mit
¢ < My ein Element von ¥. Daraus folgt

My <u(z) < M; Yz € Q.
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Sei nun zp € Q und 7 > 0 so dass B,(z) C (2 ist. Dann gibt es eine Folge
Vi € ¥ so dass limy, o0 Vi (20) = u(z0). Nach Lemma A.17 gehort die Funk-

tion vy, := max{Vi,...,V,} zu unserer Menge ¥ und es gilt offensichtlich
U < Upgt, lim vy, (20) = u(z0).
n—oo

Sei nun v, : @ — R die Funktion die auf Q\ B, (z¢) mit v,, iibereinstimmt und
in B, (zp) durch das Poisson-Integral (A.20) gegeben ist. Nach Lemma A.18
ist v, € ¥ und, nach Satz A.5, gilt

Un SUpyr,  lim 0p(20) = u(z0)-

Da die Folge v, beschrinkt und in B,(zp) harmonisch ist, konvergiert sie
nach Satz A.14 auf jeder kompakten Teilmenge von B,(zy) gleichmissig.
Wir bezeichnen den Grenzwert mit

0(z) := lim v,(2) z € By(z0).

n—o0

Dann ist v : By(2z9) — R eine harmonische Funktion mit
v(z) <u(z) Yze€ Bp(z), v(z0) = u(2p)-

Ist 21 € B, (29) so existiert eine Folge W), € ¥ mit lim,, oo Wy (21) = u(z1).
Betrachten wir nun die Folge w,, := max{Wy,Ws,... , Wy, v,} € ¥ und
ersetzten w, auf der Kreisscheibe B,(zp) durch das Poisson-Integral, so er-
halten wir eine Folge w,, € ¥ mit den Eigenschaften

Wpt1 > Wn, Wy, > U, nl;rrgo wn(21) = u(21).

Da die Folge w,, beschrinkt und in B,(zp) harmonisch ist, konvergiert sie
nach Satz A.14 auf jeder kompakten Teilmenge von B,(zy) gleichmissig.
Wir bezeichnen den Grenzwert mit

w(z) = nh_)rgoﬁn(z) z € By(2p).

Dann ist w : By(zp) — R eine harmonische Funktion so dass
w(z) >v(z) Yz € Br(20), w(z1)=u(z1), v(20)=u(z0) = w(z0).

Hier folgt die letzte Gleichung aus der Ungleichung v,,(z9) < wy(20) < u(2o)
und der Tatsache, dass vy, (29) gegen u(zp) konvergiert. Aus dem Maximum-
prinzip in Satz A.5 folgt nun, dass w(z) = v(z) fiir alle z € B,(zp). Insbe-
sondere gilt

U(z1) = w(z1) = u(z1).
Da z; € B, (2) beliebig gewihlt war, folgt daraus, dass v auf B, (zp) mit u
iibereinstimmt. Also ist u auf B, (zy) harmonisch, was zu beweisen war. [
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Beweis von Lemma A.24. Sei € > 0 gegeben und wiéhle p > 0 so dass fiir
alle ¢ € 0 folgendes gilt:

£
¢ =Gl <p - £(C) = F(G)l < 5
Da w :  — R stetig und auf Q \ {¢o} positiv ist, gilt

wo:= inf w(z)>0.
|z—Col=p

Wir definieren die Funktionen vg,v; : @ — R, durch

v1(2) :== f(Co) + % + M_T‘f(@)w(z), (
A.25)
wie) = 7o) - 5 - L=

fiir z € Q, wobei My and M; durch (A.24) gegeben sind. Diese Funktionen
sind stetig, sind auf {2 harmonisch, und erfiillen die Ungleichung

v(¢) < f(C) <vi(() V¢ e

Insbesondere ist vy € ¥ ist und damit {iberall kleiner oder gleich u. Aus-
serdem folgt aus dem Maximumprinzip dass v(z) < vy(z) ist fiir alle v € ¥
und alle z € Q. Daraus folgt

vo(z) <u(z) <wi(z) Vze (A.26)

Da w: Q — [0, 00) stetig und w((p) = 0 ist, gibt es eine Konstante § > 0 so
dass fiir alle z € Q gilt:

EWQ
z— <9 — w(z) < ——mm—.

Mit (A.25) und (A.26) folgt daraus, dass |u(z) — f({o)| < ¢ ist fiir alle z € Q
mit |z — (p| < 9. Damit ist das Lemma bewiesen. O



Anhang B

Zusammenhingende Raume

B.1 Topologische Begriffe

Sei (X, d) ein metrischer Raum, d.h. X ist eine Mengeundd : X x X — R
ist eine Funktion mit folgenden Eigenschaften

(i) Fir alle z,y € X gilt d(z,y) > 0 und d(z,y) =0 <= z =y.
(ii) Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) = d(y, x).
(iii) Fir alle z,y,z € X gilt d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Die Funktion d heisst Abstandsfunktion und Bedingung (iii) ist die Drei-
ecksungleichung. Eine Teilmenge U C X heisst offen wenn es fiir jedes
x € U ein € > 0 gibt so dass

B.(z):={y € X |d(z,y) <e} CU.
Offene Mengen haben folgende Eigenschaften.
(i) Die leere Menge und der ganze Raum X sind offene Teilmengen von X.
(ii) Sind Uy,..., U, offene Teilmengen von X so ist auch (), U; offen.

(iii) Ist I eine Menge und U; C X eine offene Teilmenge fiir jedes i € I so
ist auch (J;c; Us offen.

Eine Folge (x,)nen in X konvergiert gegen € X wenn es fiir jedes e > 0
ein ng € N gibt so dass fiir jedes n € N gilt: n > nyg = d(z,,z) < e. Eine
Teilmenge A C X heisst abgeschlossen wenn fiir jede Folge (2, )nen in X
und jedes z € X folgendes gilt: ist xz,, € A fiir jedes n € N und konvergiert

217
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T, gegen x, so ist x € A. Eine Teilmenge A C X ist abgeschlossen genau
dann wenn ihr Komplement U := X \ A offen ist. Abgeschlossene Mengen
haben folgende Eigenschaften.

(i) Die leere Menge und der ganze Raum X sind abgeschlossene Teilmengen
von X.

(ii) Sind Ay,..., A, abgeschlossene Teilmengen von X so ist auch [J;; A4;
abgeschlossen.

(iii) Ist I eine Menge und A; C X eine abgeschlossene Teilmenge fiir jedes
i € I so ist auch [);c; A; abgeschlossen.

Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y
heisst stetig wenn es fiir jedes g € X und jedes € > 0 ein § > 0 gibt so
dass fiir alle z € X gilt: dx(z,z9) < 0 = dy(f(z), f(z0)) < e. Fiir jede
Abbildung f : X — Y sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist stetig.

(ii) Ist (zy)nen eine Folge in X die gegen = € X konvergiert, so konvergiert
auch f(z,) gegen gegen f(x) €Y.

(iii) Ist V eine offene Teilmenge von Y soist f~1(V) :={x € X | f(z) € V}
eine offene Teilmenge von X.

B.2 Die Relativtopologie

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge. Dann
ist die Restriktion der Abstandsfunktion d: X x X — R auf Y x Y wieder
eine Abstandsfunktion, und wir bezeichnen sie mit

dy 2:d‘y><y:YXY—)R.

Die durch dy induzierte Topologie auf Y wird auch die Relativtopologie
auf Y genannt. Eine Teilmenge V' C Y heisst Y-offen wenn sie beziiglich der
Relativopologie offen ist. Eine Teilmenge B C Y heisst Y-abgeschlossen
wenn sie beziiglich der Relativtopologie abgeschlossen ist. Das folgende Lem-
ma charakterisiert die Y-offenen und Y-abgeschlossenen Teilmengen von Y
mit Hilfe der offenen und abgeschlossenen Teilmengen von X.
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Satz B.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X.
(i) Eine Teilmenge V. C Y ist genau dann Y -offen wenn es eine offenen
Teilmenge U C X gibt so dass V =UNY ist.

(ii) Eine Teilmenge B C Y ist genau dann Y -abgeschlossen wenn es eine
abgeschlossene Teilmenge A C X gibt so dass B= ANY ist.

Beweis. Wir beweisen (i). Ist V' C Y offen beziiglich dy so gibt es fiir jedes
y € V ein € > 0 su dass

B.(y;Y) :={zx €Y |d(z,y) <e} C V.
Nach dem Auswahlaxiom gibt es also eine Abbildung
V = (0,00) : y — e(y)
mit B, (y;Y) C V fiir jedes y € V. Damit ist die Menge

U:= U Be(y)(y;X)
yeVv

offen in X und es gilt

uny = U (Bs(y)(y; X) ﬂY) = U Bz—:(y)(gﬁy) =V
yev yev
Gibt es andererseits eine offene Teilmenge U C X mit U NY = V und ist
y € V, so ist auch y € U, also existiert ein ¢ > 0 mit B.(y; X) C U, und
daher gilt B-(y;Y) = B-(y; X)NY CcUNY = V. Also ist V offen beziiglich
dy . Damit haben wir (i) bewiesen.

Um (ii) zu zeigen nehmen wir zunéchst an, dass B C Y abgeschlossen
ist beziiglich dy. Dann ist V := Y \ B offen beziiglich dy. Nach (i) gibt es
also eine offene Menge U C X so dass UNY = V. Damit ist A := X \ U
abgeschlossen und es gilt ANY = (X\U)NY =Y\ (UNY)=Y\V =B.
Ist andererseits A C X abgeschlossen und B := ANY, so ist X \ A offen.
Nach (i) ist daher (X \A)NY =Y\ (ANY) =Y \ B offen beziiglich dy, und
folglich ist B abgeschlossen beziiglich dy. Damit ist der Satz bewiesen. [J

Beispiel B.2. Sei X = R mit der Standardmetrik d(z,y) := |z —y| fiir
z,y € R.

(i) Ist Y :=[0,1] so ist [0,b) fiir 0 < b < 1 eine Y-offene Teilmenge von Y.
Hingegen ist eine Teilmenge B C Y genau dann Y-abgeschlossen wenn sie
abgeschlossen ist (da Y selbst eine abgeschlossene Teilmenge von X ist).
(ii) Ist Y := (0,1) soist (0, 5] fiir 0 < b < 1 eine Y-abgeschlossene Teilmenge
von Y. Hingegen ist eine Teilmenge V' C Y genau dann Y-offen wenn sie
offen ist (da Y selbst eine offene Teilmenge von X ist).
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B.3 Der Zusammenhangsbegriff

Ein metrischer Raum (X, d) heisst zusammenhi#ngend wenn er sich nicht
als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen darstellen
ldsst, d.h. wenn fiir je zwei offene Teilmengen U,V C X folgendes gilt:

Uuv=X UnV=>0 — U=0 oder V =0;

das heisst, dass die leere Menge und der ganze Raum die einzigen Teilmengen
von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Eine Teilmenge ¥ C X eines metrischen Raumes (X, d) heisst zusam-
menhingend, wenn sie beziiglich der induzierten Metrik dy zusammen-
héngend ist. Nach Satz B.1 heisst das, dass fiir je zwei offene Teilmengen
U,V C X folgendes gilt:

ACUUV, AnUNV =10 = ANU =0 oder ANV =0.

Satz B.3. Sei X = R mit der Standardmetrik d(z,y) = |z —y|. Eine
Teilmenge I C R st genau dann zusammenhdngend wenn sie ein Intervall
15t.

Beweis. Ist I C R kein Intervall, so gibt es drei reelle Zahlen a,b, c € R mit
a,bel, cé¢lI, a<c<hb.

Definieren wir U := {z € R|x < ¢} und V := {z € R|z > ¢} so sind dies
offene Mengen mit I C UUV, INU # 0, INV # §. Also ist I nicht
zusammenhéngend.

Nehmen wir andererseits an, I sei ein Intervall und A C I sei eine Teil-
menge die sowohl offen als auch abgeschlossen ist (beziiglich der Metrik dr)
und die weder leer noch gleich dem gesamten Intervall I ist. Dann ist auch
B := I\ A nicht leer und wir wéhlen a € A und b € B. Wir nehmen 0.B.d.A.
an dass a < b ist und definieren

¢ :=sup(A4 N a,b]).

Dann gilt ¢ € [a,b] C I und es gibt eine Folge a; € A mit a; < ¢ die
gegen ¢ konvergiert. Da A abgeschlossen beziiglich dj ist, folgt hieraus dass
¢ € A und damit ¢ < b ist. Damit ist das halboffene Intervall (¢,b] in B
enthalten. Also gilt ¢+ 1/n € B fiir jede hinreichend grosse natiirliche Zahl
n und damit ¢ = lim,, o (c+ 1/n) € B, da auch B abgeschlossen beziiglich
dy ist. Wir haben daher gezeigt, dass ¢ sowohl ein Element von A als auch
ein Element von B ist, im Widerspruch zu AN B = (). Damit ist der Satz
bewiesen. O
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Satz B.4. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume und f : X — Y
eine stetige Abbildung; ist A C X zusammenhingend so ist auch f(A) CY
zusammenhdngend.

Beweis. Seien U,V C Y zwei offene Mengen so dass
f(A) cUUYV, f(ANUNV =0.

Zu zeigen ist, dass mindestens eine der Mengen f(A)NU oder f(A)NV leer
ist.

Da f stetig ist, sind f~1(U) und f~!(V) offenen Teilmengen von X.
Diese Teilmengen haben folgende Eigenschaften:

Ac AU HY),  AnfiO) N fHV) =0.

(Ist a € Asogilt f(a) € U oder f(a) € V; im ersten Fall gilt a € f~1(U) und
im zweiten Fall gilt a € f~(V). Dies beweist die erste Inklusion. Die zweite
zeigt man am besten indirekt: Gibt es ein Element a € AN f~1(U)N f~1(V)
so gilt f(a) € f(A)NU NV, im Widerspruch zu unserer Annahme iiber U
und V.) Da A zusammenhéngend ist, folgt hieraus dass mindestens eine der
Mengen AN f~1(U) oder AN f~1(V) leer ist. Wenn aber AN f~1(U) = ( ist,
so heisst das kein Element von A wird unter f auf U abgebildet und damit
ist auch f(A)NU = 0; ebenso mit V statt U. Damit ist mindestens eine der
Mengen f(A)NU oder f(A)NV die leere Menge, wie behauptet. Damit ist
der Satz bewiesen. O

Satz B.5 (Zwischenwertsatz). Sei (X, d) ein zusammenhdingender metri-
scher Raum und f : X — R eine stetige Funktion. Seien z,y € X und c € R
gegeben mit

flx) <e < f(y)
Dann gibt es ein Element z € X mit f(z) = c.

Beweis. Da X zusammenhéngend ist, folgt aus Satz B.4 dass auch f(X)
zusammenhéngend ist. Nach Satz B.3 ist also f(X) ein Intervall. Da f(x)
und f(y) Elemente des Intervalls f(X) sind, folgt aus der Definition eines
Intervalls dass ¢ € f(X) ist. Damit ist der Satz bewiesen. O

B.4 Weg-zusammenhingende Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heisst weg-zusam-
menhingend wenn es fiir je zwei Elemente xg,x1 € A eine stetige Abbil-
dung ~ : [0,1] — A gibt so dass v(0) = zp und (1) = z; ist.
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Satz B.6. Jede weg-zusmmanhdngende Teilmenge eines metrischen Raumes
(X, d) ist zusammenhingend. Jede offene zusammenhingende Teilmenge des
R™ (mit der eukldischen Metrik) ist weg-zusmmanhdingend.

Beweis. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine weg-zusammen-
hiingende Teilmenge. Ist A = ) so ist nichts zu beweisen. Sei also A # () und
seien U,V C X offene Teilmengen so dass

AcUUYV, ANUNV =0.

Dann gilt entweder ANU # () oder ANV # (). Wir nehmen ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit an, dass A N U # () und wihlen ein Element
9 € ANU. Sei x € A. Da A weg-zusammenhéngend ist gibt es eine stetige
Abbildung v : [0,1] — A so dass 7(0) = xg und (1) = z ist. Das (zu-
sammenhéngende) Intervall I := [0, 1] ist nun die disjunkte Vereinigung der
beiden offenen Teilmengen

Iy =7 '(U) = {tel|7(t) €Uy, Iy =y (V) ={tel|y() e V}.

Also gilt entweder Iy = () oder Iy = (). Da 0 € Iy ist, folgt hieraus Iyy = ()
und damit Iy = I. Also gilt x = (1) € U. Da = € A beliebig gewéhlt war,
haben wir bewiesen, dass A C U und daher ANV = () ist. Dies zeigt, dass
A zusammenhéngend ist.

Sei nun U C R” eine weg-zusammenhéngende offene Teilmenge. Fiir
jedes x € U definieren wir U, C U als die Menge aller Punkte y € U, die
sich mit & durch einen stetigen Weg in U verbinden lassen:

Uz == {y € U| 3y € €°((0,1],U) so dass 7(0) = z und 7(1) = y} .

Wir zeigen, dass U, fiir jedes x € U eine offene Teilmenge von R"™ ist. Sei
y € U,. Da U offen ist, gibt es ein € > 0 so dass B:(y) = {z e R"| ||z — y|| <
e} C U ist. Da y € U, ist, gibt es eine stetige Abbildung v : [0,1] — U so
dass

10) ==, (1) =y

Fiir z € B.(y) definieren wir die Abbildung =, : [0,1] — R™ durch

(t) = v(2t), fir0<t<1/2,
UEE ey (2t - 1)z, fir1/2<t <1

Diese Abbildung ist stetig, da (1) = y ist; sie nimmt Werte in U an, da
B.(y) C U gilt; und sie erfiillt 7,(0) = z und 7,(1) = 2. Damit ist z € U,
fiir jedes z € B(y). Also haben wir gezeigt, dass es fiir jedes y € U, ein
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e > 0 gibt mit B.(y) C U,. Also ist U, eine offene Teilmenge von R™ fiir
jedes x € U. Andererseits gilt fiir alle z,y € U:

U NU, 40— Up=U,

(Ubung!) Hieraus wiederum folgt, dass U, = U ist fiir jedes € U; andern-
falls giibe es ein x € U, so dass U \ U, # 0; damit wiren dann U, und
UyEU\Ux U, zwei disjunkte offene Teilmengen von R™ deren Vereinigung U
ist; dies aber widerspriche unserer Annahme dass U zusammenhéingend ist.
Also haben wir gezeigt dass U, = U ist fiir jedes x € U. Dies heisst aber,
dass U weg-zusammenhéngend ist, wie behauptet. O

B.5 Zusammenhangskomponenten

Lemma B.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum, I eine Menge, und A; C X
eine zusammenhdngende Teilmenge fir jedes i € 1. Ist (\,c; Ai # 0 so ist
A= ;er Ai zusammenhdingend.

Beweis. Seien U,V C X zwei offene Teilmengen so dass

AcCcUUYV, ANUNV =0.

Sei xg € (\;c; Ai- Dann gilt entweder zg € U oder zo € V. Nehmen wir
an g € Uundseii € I.Da A, CUUV und A, NUNV = (0 und A4;
zusammenhingend ist, gilt entweder 4, N U = () oder A; NV = (). Da xg €
A;NU folgt hieraus A;NV = @) und damit A; C U. Also gilt A; C U fiir jedes
i € I und damit A C U und ANV = (). Daher ist A zusammenhéingend. O

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir definieren auf X folgende Aquiva-
lenzrelation: zwei Elemente z,y € X heissen dquivalent (Notation z ~ y)
wenn es eine zusammenhéngende Teilmenge A C X gibt mit z,y € A. Nach
Lemma B.7 ist dies in der Tat eine Aquivalenzrelation. Dariiber hinaus folgt
aus Lemma B.7, dass die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation zu-
sammenhéngend sind; wir nennen sie die Zusammenhangskomponenten
von X. Ist g € X so heisst nennen wir die Teilmenge

Ap:={r e X |z ~ux0}

die Zusammenhangskomponente von xg; dies ist die grésste zusammen-
héangende Teilmenge von X die zy enthélt.
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B.6 Beispiele

Beispiel B.8. Sei X := R" mit der euklidischen Metrik und K C R"
eine konvexe Teilmenge. Diese Teilmenge ist weg-zusammenhéngend, denn
fir zg,z1 € K definiert vy(t) := (1 — t)xg + tx; eine stetige Abbildung
v :10,1] - K mit v(0) = 29 und (1) = z;. Also ist K nach Satz B.6
zusammenhéngend.

Beispiel B.9. Sei X := Q die Menge der rationalen Zahlen mit der Stan-
dardmetrik d(z,y) := |z — y|. Dann besteht jede Zusammenhangskompo-
nente nur aus einem einzigen Element. Einen solchen Raum nennt man auch
total unzusammenhingend.

Beispiel B.10. Sei X = R™ mit der euklidischen Metrik

d(z,y) = [lz —ylly =

Dieser Raum ist zuammenhingend. Das Komplement Y := R” \ {0} des
Nullvektors is zusammenhéingend fiir n > 2 und hat zwei Zusammenhangs-
komponenten fiir n = 1. (Es ist die leere Menge fiir n = 0.)

Beispiel B.11. Sei X = R" mit der euklidischen Metrik wie in Beispiel 2.
Die Einheitssphére

S hi={z e R |z, = 1}
ist zusammenh&ngend. Thr Komplement
Y i=R"\ 5"
h'z?t zwei Zusammenhangskomponenten falls n > 1, und drei fiir n = 1.
(Ubung mit Hinweis: verwenden Sie den Begriff “weg-zusammenhéngend”.)

Beispiel B.12. Die Menge

A= {(z,y) |2 >0,y =sin(l/z)} U{(0,y)| -1 <y <1}

ist eine abgeschlossene und zusammenhingende Teilmenge von R?, ist aber
nicht weg-zusammenhéngend.

Beispiel B.13. Die Gruppe GLT(n,R) := {4 € R™*"| det(A) > 0} ist fiir
jede natiirliche Zahl n zusammenhéngend. Dies wird hier nicht bewiesen.
Hieraus folgt, dass die Menge der n x n-Matrizen mit negativer Determinante
ebenfalls zusammenhéngend ist. Daher hat die Gruppe GL(n,R) genau zwei
Zusammenhangskomponenten.



Anhang C

Kompakte metrische Riume

C.1 Der Kompaktheitsbegriff

Sei X eine Menge. Eine Uberdeckung von X ist eine, durch eine Menge
I indizierte, Ansammlung U = {U; };c; von Teilmengen U; C X so dass die
Vereinigung dieser Teilmengen der gesamte Raum X ist:

Yui=x.

el

Man kann eine Uberdeckung auch als eine Menge I/ C 2% von Teilmengen
von X beschreiben mit der Eigenschaft, dass deren Vereinigung ganz X ist:

Uv=x

veu

Die Beziehung zwischen diesen beiden Formulierungen desselben Phinomens
ist, dass eine Teilmenge U C X genau dann ein Element von U/ ist wenn es
ein ¢ € I gibt so dass U; = U. Wenn die Mengen U, paarweise verschieden
sind (d.h. U; # Uj fiir i # j), so ist die Abbildung I — U : i — U; bijektiv.

Eine Uberdeckung U (bzw {U;}icr) heisst endlich, wenn die Menge U
(bzw die Indexmenge I) endlich ist.

Eine Teiliiberdeckung von U (bzw {U,};cs) ist eine Teilmenge von U
die immer noch eine Uberdeckung ist (bzw eine Teilmenge J C I so dass die
Ansammlung {U;};c; immer noch eine Uberdeckung ist).

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist eine offene Uberdeckung von
X eine Uberdeckung, die nur aus offenen Mengen besteht; im Fall {U;};er
heisst das, dass die Menge U; fiir jedes i € I offen in (X, d) ist.

225
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Ein metrischer Raum (X, d) heisst total beschrénkt, wenn es fiir jedes
€ > 0 endlich viele Elemente &1, ...,&,, € X gibt so dass

m

UB-(&) =X

i=1

Hier bezeichnen wir mit B.(§) := {z € X |d(x,§) < €} den offenen Ball in
(X,d) vom Radius £ mit Mittelpunkt £. (Insbesodere ist die leere Menge
total beschrénkt.)

Satz C.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Folgende Aussagen sind dqui-
valent:

(i) Jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.
(ii) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckunyg.
(iii) (X, d) ist vollstindig und total beschrankt.

Beweis. Die leere Menge X = () erfiillt alle drei Bedingungen. Wir nehmen
daher an, X sei nichtleer. Damit keine Verwirrung entsteht, bezeichnen wir in
diesem Beweis die Menge aller offenen Teilmengen von X mit 7 (X, d) C 2.
(T wie in “Topologie”.)

“(i) = (ii)”. Wir nehmen an, dass jede Folge in (X, d) eine konvergente
Teilfolge besitzt. Sei U C T(X,d) eine offene Uberdeckung von X. Wir
beweisen in zwei Schritten, dass U eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Schritt 1. Es gibt ein € > 0 so dass fiir jedes x € X ein U € U existiert so
dass Be(x) C U.

Als logische Formel kann man diese Aussage wie folgt schreiben:
(e > 0)(Vz € X)(3U € U)(B:(z) C U).

Wir beweisen dies indirekt und nehmen an, das Gegenteil sei der Fall; das
heisst
(Ve > 0)(Fz € X)(VU e U)(B:(x) ¢ U).

Wiéhle € := 1/n mit n € N. Dann gibt es ein Element z,, € X so dass
Bijp(wn) £ U YU e U.

Da X Folgen-kompakt ist, besitzt die Folge (zy,)nen eine konvergente Teil-
folge (xn,)ien. Sei x¢ := lim;_, o oy, und wihle U € U so dass zg € U. Da U
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offen ist, gibt es ein € > 0 so dass B:(zp) C U. Da x,, gegen z( konvergiert,
gibt es eine natiirliche Zahl N € N so dass fiir alle ¢ € N gilt:

i>N — d(xn,, ) <

| ™

Wihle i > N so dass 1/n; < £/2. Dann gilt
Bin,(xn;) C Beja(wn;) C Be(xo) C U.

Dies steht im Widerspruch zur Konstruktion unserer Folge (x,). Damit ha-
ben wir Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. U besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

Wir nehmen an U habe keine endliche Teiliiberdeckung. Sei £ > 0 eine Zahl
fiir die die Behauptung von Schritt 1 gilt. Wir werden induktiv eine Folge
(Zn)nen in X und eine Folge (U, )nen in U konstruieren so dass

Ba(xl) C U1
und, fiir jede natiirlich Zahl n > 2,
B () C U, Tp UL U---UU,_1.

Zunichst wahlen wir ein beliebiges Element z1 € X. Dann gibt es nach
Schritt 1 ein Element Uy € U so dass B:(r1) C U;. Nehmen wir nun an
wir hétten x1,...,x, und Uy, ..., U so konstruiert, dass unsere Bedingun-
gen fiir n =1,...,k erfiillt sind. Da U keine endliche Teiliiberdeckung be-
sitzt, muss es ein Element zy,; € X geben das in keiner der Teilmengen
Uj,...,Us enthalten ist. Nach Schritt 1 gibt es nun wieder ein Uiy1 € U so
dass B:(zk+1) C Ugs1. Damit ist das Induktionsargument beendet und wir
haben die gewiinschten Folgen konstruiert.
Nach Konstruktion unserer Folge gilt fiir alle m,n € N, daf}

n>m — Tn & Unp.

Da B.(xy,) C Uy, ist, folgt daraus, dass x,, ¢ Be(xy,) und somit d(zy,, Tn,) >
e fiir n > m. Vertauschen wir n und m, so erhalten wir

d(Tp, xm) > €

fiir alle n # m. Damit hat die Folge (x,)nen keine konvergente Teilfolge, im
Widerspruch zu (i). Also folgt (ii) aus (i).
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“(ii) = (iii)”. Wir nehmen jetzt an, dass jede offene Uberdeckung von
X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dass X total beschrinkt ist, folgt
nun durch die Wahl der Uberdeckung U := {B.(z) |z € X}. Die Existenz
einer endlichen Teiliiberdeckung besagt, dass es Elemente &1,...,6ny € X

gibt so dass
N

X =|JB:(&).
=1
Damit ist X total beschréankt.

Wir zeigen, dass (X, d) vollstindig ist. Sei also (x,,)nen eine Cauchy-folge
in X. Nehmen wir an, diese Folge konvergiere nicht. Dann konvergiert auch
keine Teilfolge von (z,)nen. (Denn wenn eine Cauchy-Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt so konvergiert sie, nach einem Satz in [6].) Damit besitzt die
Folge (7 )nen nach einem weiteren Satz in [6] auch keine Haufungspunkte.
Das heisst folgendes: Fiir jedes £ € X gibt es ein £(§) > 0 so dass der Ball
B.(¢)(§) nur endlich viele Glieder der Folge (7n)nen enthilt. Damit folgt,
dass die offene Uberdeckung

U:={B.(&) € € X}

von X keine endliche Teilitberdeckung enthélt, im Widerspruch zu (ii). Also
folgt (iii) aus (ii).

“(iii) = (i)”. Wir nehmen nun an, dass (X, d) vollstindig und total
beschriankt ist. Sei (x,)nen eine Folge in X. Wir miissen eine konvergente
Teilfolge von (z,,) finden. Dazu werden wir induktiv eine Folge unendlicher
Teilmengen T, C N, £k =0,1,2,3, ..., konstruieren so dass

NOTyDT1 DTy D ---

und
n,m € Ty — d(zp, zm) < 27F.

Da (X,d) total beschrénkt ist kénnen wir X durch endlich viele Bille
By2(&i), i = 1,...,m, iiberdecken. Einer dieser Bille muss unendlich viele
Glieder unserer Folge enthalten. Sei dies der Ball By /5(§;) und definiere

Ty := {n € N’.%'n S B1/2(§z)} .
Nach Konstruktion ist dies eine unendliche Teilmenge von N und es gilt
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fir alle n,m € Ty. Sei nun k£ > 1. Wir nehmen an, die Teilmengen
ToDOT1 D - DTk

seien bereits konstruiert. Da (X, d) total beschrinkt ist kénnen wir X durch
endlich viele Bélle By-x-1(§;), ¢ = 1,...,m, iiberdecken. Einer dieser Bille
muss unendlich viele der Folgenglieder x, mit n € Tj_; enthalten. Sei dies
By-r-1(&;) und definiere

Ty = {TL €Tr 1 |:Cn S Bz—kfl(gi)} .
Dann ist T}, eine unendliche Teilmenge von T}_; und es gilt
d(@n, @m) < d(@n, &) +d( wm) <27

fiir alle n, m € Ty. Damit sind die Mengen T}, fiir alle £ € N konstruiert.

Da jede der Teilmengen T}, unendlich ist, konnen wir induktiv eine Folge
xy, € T}, wahlen so dass ng < ngy; fiir alle £ € N. Dann gilt z,,, € T, C Tj,
fir £ > k und damit

L>k = d(wk,mg) < ok

fir alle k,¢ € N. Damit ist die Folge (z,, )ren eine Cauchy-Folge und, da
(X, d) vollsténdig ist, konvergiert sie. Wir haben also gezeigt, dass jede Folge
in X eine konvergente Teilfolge besitzt. Also folgt (i) aus (iii). O

Bemerkung C.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teil-
menge. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) Jede Folge in A besitzt eine Teilfolge, die gegen ein Element von X
konvergiert.

(ii) Der Abschluss A ist kompakt.

Die Implikation “(ii) == (i)” ist offensichtlich. Fiir die Umkehrung nehmen
wir an, dass A Bedingung (i) erfiillt und wiihlen eine Folge z,, € A. Dann
gibt es eine Folge a, € A so dass d(zy,a,) < 1/n. Nach (i) existiert eine
Teilfolge (an, )ren die gegen ein z* € X konvergiert. Die Folge (2, )ken
konvergiert dann ebenfalls gegen z* und es gilt offensichtlich z* € A. Also
hat jede Folge in A eine Teilfolge, die gegen ein Element von A konvergiert.
Damit ist A kompakt.
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C.2 Der Satz von Arzéla—Ascoli

Satz C.1 zeigt, dass die kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes
(X,d) nur durch die Topologie des Raumes (also die Gesamtheit der offe-
nen Mengen) bestimmt werden. In allgemeinen topologischen Rdumen wird
Bedingung (ii) in Satz C.1 zur Definition des Kompaktheitsbegriffes benutzt.

Nach dem Satz von Heine-Borel ist eine Teilmenge des R” (mit der Stan-
dardmetrik, also der Euklidischen) genau dann kompakt wenn sie abgeschlos-
sen und beschrinkt ist. Insbesondere ist also der abgeschlossene Einheitsball
im R™ kompakt. Dies gilt auch fiir jeden beliebigen endlichdimensionalen
Vektorraum (oder dquivalenterweise fiir jede beliebige Norm auf dem R™).
Im Gegenzug zeigt die folgende Ubung dass diese Eigenschaft die endlichdi-
mensionalen (normierten) Vektorrdume charakterisiert.

Ubung C.3. Sei V ein normierter reeller Vektorraum mit kompaktem Ein-
heitsball B := {x € V| ||z|| < 1}. Dann ist V endlichdimensional.

Hinweise: 1. Jeder endlichdimensionale Unterraum ist abgeschlossen.

2. Ist W C V ein abgeschlossener linearer Unterraum und v € V'\ W so gilt
d(v, W) := infyew |Jv — w| > 0.

3. Ist W C V ein abgeschlossener linearer Unterraum so gibt es einen Vektor
veVmit ||| =1 und d(v, W) > 1/2. (Sei vg € V' \ W und wihle wy € W
so dass ||vg — wo| < 2d(vg, W); definiere v := |Jug — wo |~ (vo — w).)

4. Ist V unendlichdimensional so gibt es eine Folge v, € V mit |v,]| = 1
und ||v, — v, || > 1/2 fiir alle n,m € N mit n # m.

Die vorangegangene Ubung gibt uns ein wichtiges Kriterium fiir die End-
lichdimensionalitét eines normierten Vektorraumes. Andererseits zeigt sie
auch, dass das Heine-Borel-Prinzip in unendlichdimensionalen normierten
Vektorrdumen nicht gilt: es gibt dort abgeschlossenen und beschrénkte Teil-
mengen die nicht kompakt sind. Damit stellt sich die Frage, welche Teil-
mengen eines solchen unendlichdimensionalen Raumes denn kompakt sind.
Eine Antwort auf diese Frage ist in vielen Anwendungen von grundlegender
Bedeutung. Ein besonders wichtiges Kompaktheitskriterium fiir Teilmengen
des Raumes der stetigen Funktionen gibt uns der Satz von Arzéla-Ascoli.

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und C(X) der Raum der kom-
plexwertigen stetigen Funktionen f : X — C. In der Analysis Vorlesung [6]
wurde bewiesen, dass dieser Raum mit der Supremumsnorm

11l := sup |f(z)]
zeX
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ein Banachraum ist (das heisst ein vollstdndiger normierter Vektorraum).
In [6] wurde ebenfalls gezeigt, dass jede stetige Funktion f : X — C gleich-
méssig stetig ist. Eine Teilmenge K C C(X) heisst gleichgradig stetig
wenn die Zahl § > 0 in der Definition der gleichméssigen Stetigkeit un-
abhingig f € K gewihlt werden kann, das heisst, wenn fiir jedes € > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass fiir alle f € C(X) und alle z,y € X gilt:

fekr, dz,y) <d = If(z) = fly)l <e.

Ubung C.4. Jede endliche Teilmenge von C(X) ist gleichgradig stetig. Seien
c und p zwel positive reelle Zahlen. Dann ist die Teilmenge

|f(z) — f(y)|
K= {fGC(X) Il <e, il;l;’d(x—y)f/ SC}

abgeschlossen, beschrénkt, und gleichgradig stetig. Finden Sie eine Folge in
C([0,1]) die beschriankt aber nicht gleichgradig stetig ist.

Satz C.5 (Arzéla-Ascoli). Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum.
Eine Teilmenge K C C(X) des Raumes der stetigen komplexwertigen Funk-
tionen auf X ist genau dann kompakt beziiglich der Supremumsnorm wenn
sie folgende Eigenschaften hat:

(1) K ist abgeschlossen.
(ii) K ist beschrinkt.
(iii) K ist gleichgradig stetig.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass K eine kompakte Teilmenge von
C(X) ist. Dann ist K abgeschlossen, nach einem Lemma in Analysis I (sie-
he [6]). Ausserdem ist K beschrénkt, da eine Folge f, € K mit || f,| — oo
keine konvergente Teilfolge hétte. Es bleibt also zu zeigen, dass die Menge
K gleichgradig stetig ist. Sei € > 0. Da die Menge K C C(X) nach Satz C.1
total beschrankt ist, gibt es endlich viele Funktionen f1,..., fi, € K so dass

K c | Beys(fis (X))

i=1

Da (X,d) kompakt ist, ist jede der Funktionen f; : X — C gleichmissig
stetig (nach einem Satz aus Analysis I; siche [6]). Daher gibt es fiir jedes
i€{l,...,m} ein §; > 0 so dass fiir alle z,y € X gilt:

d(z,y) <6 — |fi(z) — fily)| <e/3.
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Wahle
d :=min{dy,...,0m} > 0.

Sei f € K. Dann gibt es ein i € {1,...,m} so dass || f — fi|| < ¢/3. Daher
gilt fiir alle z,y € X mit d(z,y) < § < d;:

[f (@) = F)l < [f(2) = filo)| + [filz) = filw)| + [fily) = Fy)] <e.

Also ist die Menge K gleichgradig stetig.

Umgekehrt nehmen wir nun an, die Menge K C C(X) sei abgeschlossen,
beschréankt und gleichgradig stetig. Wir werden in vier Schritten beweisen,
dass I kompakt ist.

Schritt 1. Es gibt eine Folge (xk)ken in X mit der folgenden FEigenschaft.
Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein m = m(d) € N so dass
m(9)
X = | Bs(x).

k=1

Wir konstruieren die Folge induktiv. Zun#chst wissen wir, nach Satz C.1,
dass der metrische Raum (X, d) total beschrénkt ist. Also existieren, fiir
0 =1, endlich viele Punkte z1,...,2,, € X so dass

mi
X = Bulaw)-
k=1

Ebenso gibt es fiir 6 = 1/2 endlich viele Punkte z,, 41,...,Zm, € X so dass

m2 m2
X = U Byja(xr) = U By ja(g).
k=mi+1 k=1
Wenn z1,...,2m,_, konstruiert sind, wéhlen wir z,,, ,4+1,...,%m, € X so
dass
mn mn
X= U Byal@) = Byala).
k=mp_1+1 k=1

Damit gilt die Behauptung von Schritt 1 mit m(d) = m,,, wobei n so gewihlt
wird dass 1/n < 0.

Schritt 2. Sei (fn)nen eine Folge in K. Dann ezistiert eine Teilfolge (fn,)ien
so dass der Limes

Y = lim f, (xg)
71— 00

fiir jedes k € N existiert.
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Dies ist ein typisches Diagonalfolgen-Argument. Zunéchst sei k = 1, dann
ist die Folge (f,(x1))nen komplexer Zahlen beschrénkt und hat daher, nach
dem Satz von Bolzano—Weierstrass, eine konvergente Teilfolge. Mit anderen
Worten, es existiert eine strikt monoton wachsende Funktion ¢g; : N — N so
dass der Limes
= li .
yi = lim fg, (1)

existiert. Nun ist die Folge (fy,(;)(z2))nen ebenfalls beschrénkt und besitzt
somit auch eine konvergente Teilfolge. Also gibt es eine strikt monoton wach-
sende Funktion g2 : N — N so dass der Limes

Y2 = Zlg& f91092(i) (w2)

existiert. Mit vollstédndiger Induktion finden wir nun eine Folge strikt mo-
noton wachsender Funktionen g; : N — N so dass der Limes

Yk = leglo fglo---ogk(i) (xk;)
fiir jedes k € N existiert. Nun sei
n; = gpo---ogi)
fiir 7 € N. Dann ist (fp,(x))i>k eine Teilfolge von (fy,o...oq, (5)(Tk))ien und

konvergiert somit gegen y;. Da dies fiir jedes k € N gilt, ist Schritt 2 bewie-
sen.

Schritt 3. (fy,)ien ist eine Cauchy-Folge in C(X).

Sei € > 0. Da K gleichgradig stetig ist, gibt es ein 6 > 0 so dass fiir alle
f€C(X) und alle z,y € X folgendes gilt:

feK, dx(zy) <o = [f(z) = fly)l <e/3. (C.1)

Nach Schritt 1 gibt es eine natiirliche Zahl m = m(d) € N so dass
m
X = | Bs(z). (C.2)
k=1

Nach Schritt 2 (und Cauchy’s Konvergenzkriterium) gibt es eine natiirliche
Zahl N € N so dass fiir alle i, j, k € N folgendes gilt:

k<m, i,j >N — | fr () = [, ()| < €/3. (C.3)
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Wir behaupten, dass mit dieser Wahl von N die Ungleichung H Jni — In; H <e
fir alle ¢,j > N gilt. Um dies zu zeigen, fixieren wir ein Element x € X.
Dann existiert, nach (C.2), eine natiirliche Zahl k < m so dass

d(xz,x) < 0.
Dabher folgt aus (C.1), dass

() = fi(p)| < &/3
fir alle ¢ € N. Damit gilt fiir alle 4,7 > N:

| fri (@) = fn; ()|

< | fri(@) = fra @) + | fri(@r) = fr; @E)| + | o, (@) = frn, ()]
< 2e/3 4 | fui(@k) = fn,; ()|

<e

Hier folgt die letzte Ungleichung aus (C.3) und benutzt ¢,7 > N. Damit
haben wir gezeigt, dass die in Schritt 2 konstruierte Teilfolge (fn,)ien eine
Cauchy-Folge in C(X) ist.

Schritt 4. Die Folge (fn,)icn konvergiert gegen eine Funktion f € K.

Da C(X) nach einem Satz aus Analysis I vollsténdig ist (siehe [6]), folgt aus
Schritt 3, dafidie Folge (fy,)ien in C(X) convergiert. Da K abgeschlossen ist,
gehort der Grenzwert zu K. Also haben wir gezeigt, dass jede Folge in K
eine konvergente Teilfolge hat (mit Limes in K). Daher ist  kompakt. O

Bemerkung C.6. Der Satz von Arzéla-Ascoli und sein Beweis lassen sich
Wort fiir Wort auf den Raum C(X, V) der stetigen Funktionen auf X mit
Werten in einem endlichdimensionalen Banachraum V' iibertragen. Im un-
endlichdimensionalen Fall bedarf es einer Zusatzbedingung welche die Be-
dingung, dass K beschriankt ist, verschérft. Diese Bedingung besagt, dass
die Menge der Bildpunkte {f(x)|f € F} fiir jedes € X einen kompakten
Abschluss hat.

Ubung C.7. Ist A C C(X) gleichgradig stetig, so ist auch der Abschluss
A beziiglich der Supremumsnorm gleichgradig stetig. Zeigen Sie, dass eine
Teilmenge A C C(X) genau dann einen kompakten Abschluss hat wenn sie
beschriankt und glechgradig stetig ist.

Ubung C.8. Finden Sie eine Teilmenge des Raumes BC(C) (der beschrink-
ten stetigen Funktionen f : C — C mit der Supremumsnorm), welche zwar
abgeschlossen, beschrinkt und gleichgradig stetig, aber nicht kompakt ist.
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