ANALYSIS 11

Dietmar A. Salamon
ETH Ziirich

2. April 2019



1



Preface

Bei diesen Notizen handelt es sich um ein Manuskript fiir die Vorlesung
“Analysis I1” fiir Studierende des zweiten Semester auf den Gebieten der Ma-
thematik, der Physik, und der Ingenieurswissenschaften an der ETH Ziirich.
Vorausgesetzt werden die Inhalte der Vorlesungen “Analysis I” und “Linea-
re Algebra I” des ersten Semesters.

Das Manuskript wurde erstellt fiir die Analysis II Vorlesung am D-ITET
im F'S 2017. In dieser Vorlesung wurden im Kapitel {1 nur endlichdimensiona-
le Banachrdume und Matrixnormen behandelt, die Resultate von Kapitel [
wurden ohne Beweise zusammengefasst, und Kapitel [7] iiber Differentialfor-
men und den Satz von Stokes wurde nicht behandelt.

Der Anhang enthélt sowohl Material, das aus anderen Vorlesungen als be-
kannt vorausgesetzt wird, als auch Material, das zum Inhalt dieser Vorlesung
gehort. Zum letzteren gehoren der Anhang [A] iiber den Abschluss und das
Innere von Teilmengen eines metrischen Raumes und der Anhang [B]iiber zu-
sammenhdngende metrische Rdume, wihrend der Anhang [D|iiber die Deter-
minante aus der Linearen Algebra, und Teile des Anhangs [C] iiber kompakte
metrische Rdume sowie der Anhang [E| iiber den Banachschen Fixpunktsatz
aus der Analysis I vorausgesetzt werden. (Der Satz von Arzela-Ascoli im
Anhang [C] wurde in der Vorlesung weder behandelt, noch wird er im Text
verwendet. )

4. Mai 2017 Dietmar A. Salamon
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Kapitel 1

Banachriume und Lineare
Operatoren

1.1 Aquivalente Normen

Dieser erste Abschnitt ruft einige Definitionen und Resultate in Erinnerung,
die aus der Analysis I Vorlesung bekannt sind. Sei X ein reeller Vektorraum.
Eine Norm auf X ist eine Abbildung X — R : z +— ||z| mit folgenden
Eigenschaften.

(i) Fiir alle z € X gilt ||z|| > 0 und ||z =0 < 2 =0.
(ii) Fiir alle z € X und alle A € R gilt |[|[\z|| = |A] ||z
(iii) Fir alle z,y € X gilt ||z +y|| < ||=| + l|y]l-

Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (X, ||-||) welches aus einem reel-
len Vektorraum X und einer Normfunktion ||-|| auf X besteht. Eine wichtige
Klasse normierter Vektorrdume sind solche bei denen die Norm von einem
inneren Produkt erzeugt wird. Ein inneres Produkt auf X ist eine sym-
metrische bilineare Abbildung X x X — R : (z,y) — (z,y), welche die
Bedingung (z,z) > 0 fiir alle z € X \ {0} erfiillt. Ist solch ein inneres Pro-
dukt gegeben, so definiert die Formel

x| == \/(z, ) fir v e X (1.1.1)

eine Norm und es gilt die Cauchy—Schwarz-Ungleichung [(x,y)| < ||z|| ||y]|
fiir alle z,y € X.
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Sei (X, ]|-]|) ein normierter reeller Vektorraum. Dann definiert die Formel
d(z,y) = |z — vy fir v,y e X (1.1.2)

eine Abstandsfunktion d : X x X — R, so dass X damit zu einem metrischen
Raum wird. Der normierte Vektorraum (X, ||-||) heift Banachraum wenn
der zugehorige metrische Raum (X, d) vollsténdig ist, das heifit, wenn jede
Cauchy-Folge in X konvergiert. (Es sei daran erinnert, dass eine Folge (2, )nen
in X eine Cauchy-Folge ist, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt, so dass
fir alle n,m € N gilt: n,m > ng = d(z,, z,) < €.) Ein (reeller) Hilber-
traum ist ein Paar (X, (-, -)) welches aus einem reellen Vektorraum X und
einem inneren Product (-, -) auf X besteht, so dass der zugehorige metrische
Raum (X,d) mit der durch und definierten Abstandsfunkti-
on vollstdndig ist. Also ist jeder Hilbertraum auch ein Banachraum mit der
durch definierten Normfunktion.

Es sei nun (X, ||||) ein normierter Vektorraum. Ist z € X und r > 0, so
wird die Menge

By (w) = B(w; |]) = Br(w; X, 1) == {y € X | o —yll <r}

der (offene) Ball vom Radius r mit Mittelpunkt x genannt. Eine Teil-
menge U C X heifit offen, wenn es fiir jedes Element z € U ein ¢ > 0 gibt
so dass B.(z) C U ist. Die Gesamtheit der offenen Mengen wird mit

U (X, ||-|) = {U c X | U ist offen beziiglich |-[|} (1.1.3)
bezeichnet.

Beispiel 1.1.1. Sei R" der euklidische Raum aller Vektoren x = (x1,...,x,)
mit x; € R. Fiir 1 < p < oo definiert die Formel

n 1/p
ol = (Llal) " s (114)
=1

eine Norm auf dem R™. Die Dreiecksungleichung fiir diese Norm heif3t Min-
kowski-Ungleichung. ITm Fall p > 1 verwendet ihr Beweis die Hdélder-Un-
gleichung (x,y) = >, xys < ||z, [|yll, fir 2,y € R und 1/p +1/q = 1.
Fiir p = oo definiert die Formel

|z|lo, = max{|zi],...,|zal}, r e R, (1.1.5)

eine Norm auf R™.
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Beispiel 1.1.2. Eine symmetrische Matrix A = AT € R™", mit Koeffizi-
enten a;; = ajy; fir 4,7 = 1,...,n, heifft positiv definit wenn sie die Be-
dingung #" Az = 377, wa;;x; > 0 fiir alle 2 € R™ \ {0} erfiillt. Jede positiv
definite (n x n)-Matrix A definiert ein inneres Produkt

(T,y)a = SUTAZ/ = Z TiQijY
ij=1
auf dem R". Die zugehorige Norm eines Vektors x € R™ ist durch die Formel
|lz]| , := VaT Az gegeben.

Beispiel 1.1.3. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Denn ist der Raum
BC(M) := {f M —R } f is stetig und beschréinkt}

mit der durch
11l = Sgﬂglf(p)! fiir f € BC(M) (1.1.6)
p

definierten Norm ein Banachraum. Die Vollstédndigkeit folgt aus der Tatsache,
dass der Grenzwert einer gleichmifig konvergierenden Folge stetiger Funktio-
nen selbst wieder stetig ist, und dass gleichméflige Konvergenz dquivalent ist
zur Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm. Ist (M.d) kompakt (das heifit
jede Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge) so ist jede stetige Funkti-
on f: M — R notwendigerweise beschrénkt. In diesem Fall stimmt also der
Raum BC(M) mit dem Raum C(M) aller stetigen reellwertigen Funktionen
auf M iiberein, und der Raum C(M) ist mit der Supremumsnorm ({1.1.6|) ein
Banachraum.

Beispiel 1.1.4. Sei I = [a,b] ein kompaktes Interval reeller Zahlen (mit
a < b). Fiir 1 < p < oo definiert die Formel

I11,= ( b|f(t)|”dt) "t sec (117)

eine Norm auf dem Raum C(7) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf I.
Der Raum C(I) ist mit der Norm nicht vollsténdig (Ubung) und ist
daher kein Banachraum. Im Fall p = 2 wird die Norm durch das
innere Produkt

(f.g) ::/ FBgtrdt  fir f.g€ C(I) (1.1.8)

erzeugt.
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Beispiel 1.1.5. Sei I = [a,b] ein kompaktes Interval reeller Zahlen (mit
a < b) und sei £ > 0 eine nichtnegative ganze Zahl. Dann ist der reelle
Vektorraum

CHI) = { f:I—=R ‘ f ist £ mal stetig dlfferenmerbar}

mir der durch
Ifllge := max sup | F® )]

.....

fir f € CYI) definierten Norm ein Banachraum. Fir ¢ = 0 ist dies der
Raum C(I) der stetigen Funktionen f : [ — R mit der Supremumsnorm wie

in Beispiel [1.1.3]

Definition 1.1.6. Seien ||-|| und ||-||" zwei Normfunktionen auf einem reellen
Vektorraum X . Die Normfunktion ||-|| heift Aquivalent zu ||-||" (Schreibweise
|-l ~ |III') wenn eine Konstante ¢ > 0 emistiert, so dass

1
- H{EH < |lz|" < ||z fir alle x € X. (1.1.9)

Bemerkung 1.1. 7 (i) Sei X ein reeller Vektorraum. Dann definiert die
“Aquivalenz von Normen” eine Aqulvalenzrelatlon auf der Menge aller Nor-

men auf X. Das heifit, fiir alle Normen ||-||, ||-||', ||-]|"” auf X gilt

o I~ I |

o I~ M= I~ L ,,

o -~ A P~ = A~

(ii) Seien ||| und |[|-||" zwei dquivalente Normen auf einem reellen Vek-

torraum X. Dann erzeugen die beiden Normen dieselben offenen Mengen.
(Ubung; siche auch Beispiel [1.2.4)).

(iii) Seien ||-|| und ||-||" zwei dquivalente Normen auf einem reellen Vektor-
raum X. Da die offenen Teilmengen von X beziiglich der beiden Normen
dieselben sind, folgt, dass alle topologischen Aussagen in X (also Aussa-
gen die sich mit Hilfe offener Mengen formulieren lassen, zum Beispiel Kon-
vergenz, Stetigkeit, Abgeschlossenheit, Kompaktheit) nicht davon abhéngen,
welche der beiden dquivalenten Normen wir dazu verwenden. Ist zum Beispiel
A C X kompakt (beziehungsweise abgeschlossen) beziiglich der Norm ||-|| so
ist A auch kompakt (beziehungsweise abgeschlossen) beziiglich der Norm ||-|".
Weiterhin gilt, dass eine Folge (z)ren in X genau dann beziiglich der Norm
||-|| eine Cauchy-Folge ist, beziehungsweise konvergiert, wenn sie beziiglich
der Norm ||-||" eine Cauchy-Folge ist, beziehungsweise konvergiert. Daher ist
(X, ||-|l) genau dann ein Banachraum wenn (X, ||-||") ein Banachraum ist.
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Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b. Dann ist die Menge
U :={f € C(I)|sup;|f|] < 1} offen beziiglich der Supremumsnorm |||,
in Beispiel aber nicht beziiglich der Norm ||-||, in Beispiel fiir
1 < p < co. Also sind die Normen |[-[|, und [|-||, auf dem Raum C(I) nicht
dquivalent. Dies héngt damit zusammen, dass der Vektorraum der stetigen
Funktionen auf einem nichttrivialen kompakten Intervall unendlichdimensio-
nal ist. Der néchste Satz zeigt, dass auf endlichdimensionalen Vektorraumen
je zwei Normen &dquivalent sind.

Satz 1.1.8. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Dann sind
je zwei Normen auf X dquivalent.

Beweis. Der Beweis hat vier Schritte. Sei n := dim X € N. Wir bezeichnen
mit |||, die Euklidische Norm auf dem R” in ([1.1.4]) mit p = 2.

Schritt 1. Sei ||-|| eine beliebige Norm auf dem R™. Dann existiert eine
Konstante ¢ > 0 so dass jedes x € R™ die Ungleichung ||z|| < c||z||, erfillt.

Die Vektoren e; := (0,...,0,1,0,...,0) (mit der 1 an der iten Stelle) fiir
i =1,...,n bilden die Standardbasis des R™. Sei ¢ := (327, [le:[|)/? > 0.
Dann gilt z = > | x;e; fiir jeden Vektor x € R” und daher

n n n
lzll <Y fwillleall < 4| D l2il?y | D lleal® = ezl -
=1 i=1 i=1

Hier folgt die erste Ungleichung aus der Dreiecksungleichung fiir ||-|| und die
zweite aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung fiir die Euklidische Norm.

Schritt 2. Sei ||-|| wie in Schritt 1. Dann existiert eine Konstante § > 0 so
dass jedes x € R"™ die Ungleichung ¢ ||x||, < ||z| erfallt.

Die Einheitssphire S*~! := {z € R"| ||z||, = 1} ist mit der Abstandsfunkti-
on d(x,y) :== ||z — yl|, fiir z,y € S"! ein kompakter metrischer Raum nach
dem Satz von Heine-Borel. Wir definieren die Funktion f : S"~! — R durch
f(x) = ||z|| fiir z € S"~*. Nach Schritt 1 gilt | f(z) — f(y)| = [llz]| — [lyl]| <
lz —yl| < cllz—yl, fiir alle z,y € S*! und daher ist f stetig. Da S"!
kompakt ist, existiert ein zo € S"! mit infgn1 f = f(z0) =: § > 0. Fiir
x € R™\ {0} gilt daher

0 < f (lzlly @) = ally ]| = llzlly " Il

Hieraus folgt die Behauptung von Schritt 2.
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Schritt 3. Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent.

Nach Schritt 1 und Schritt 2 ist jede Norm auf dem R™ dquivalent zur Eu-
klidischen Norm. Daher folgt Schritt 3 aus Teil (i) von Bemerkung [1.1.7]

Schritt 4. Je zwei Normen auf X sind dquivalent.

Wihle eine Basis ey, ..., e, von X. Dann ist die Abbildung
O:R" X, BEi=) Ge; fiir = (&,...&) €RY,
i=1

linear und bijektiv, und ist daher ein Vektorraum-Isomorphismus. Sind ||-||
und ||-||" zwei Normen auf X, so definieren die Formeln ||| := ||®€]| und
€]l = ||@€]|" fiir € € R™ zwei Normen auf dem R”. Diese sind nach Schritt 3
dquivalent und daher sind auch die Normen |[|-|| und ||-||" auf X &quivalent.
Damit ist Satz[L.1.§ bewiesen. O

Satz hat einige wichtige Konsequenzen.

Korollar 1.1.9. Jeder endlichdimensionaler normierter Vektorraum ist ein
Banachraum.

Beweis. In der Analysis I Vorlesung wurde gezeigt, dass der R™ mit der
Euklidischen Norm ein Banachraum ist. Nach Satz [L1.§ ist daher der R"
mit jeder beliebigen Norm ein Banachraum. Da jeder endlichdimensionale
normierte Vektorraum zum R” isomorph ist fiir ein n € Ny, folgt daraus die
Behauptung. O]

Korollar 1.1.10. Fine Teilmenge eines endlichdimensionalen normierten
Vektorraumes ist genau dann kompakt wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt
15t.

Beweis. Nach dem Satz von Heine-Borel gilt dies fiir den R™ mit der Euklidi-
schen Norm. Nach Satz sind aber je zwei Normen auf dem R"™ dquivalent
und daher sind alle drei Eigenschaften (Kompaktheit, Abgeschlossenheit, Be-
schrianktheit) einer Teilmenge des R"™ unabhéngig von der Wahl der Norm.
Also gilt die Behauptung fiir jede beliebige Norm auf dem R™. Da jeder end-
lichdimensionale reelle Vektorraum zum R” fiir ein n € Ny isomorph ist, folgt
daraus die Behauptung im allgemeinen. O]

Nach Korollar ist die Einheitssphire S := {x € X | ||z =1} in
jedem endlichdimensionalen normierten Vektorraum kompakt. Die folgende
Ubung zeigt, dass diese Eigenschaft genau die endlichdimensionalen normier-
ten Vektorrdume charakterisiert.
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Ubung 1.1.11. Sei (X, |-||) ein normierter reeller Vektorraum, so dass die
Einheitssphihre S := {x € X | ||z|| = 1} kompakt ist. Dann ist X endlich-
dimensional. Hinweis: Beweisen Sie folgendes.

(i) Jeder endlichdimensionale lineare Unterraum von X ist eine abgeschlos-
sene Teilmenge von X.

(ii) Sei Y C X eine abgeschlossene Teilmenge. Dann gilt fiir jedes z € X \ Y
die Ungleichung d(z,Y") := inf ey ||z — y|| > 0.

(iii) Sei Y € X ein abgeschlossener linearer Unterraum von X der nicht
gleich dem ganzen Raum X ist. Dann existiert ein Vektor x € X so dass
|z|| = 1 und d(z,Y) > 1/2 ist. (Sei xp € X \ Y. Dann existiert nach (ii) ein
Yo € Y so dass ||z — yo| < 2d(z0,Y) ist. Nun sei z := ||lz0 — yol| ™" (20 —%0).)
(iv) Ist X unendlichdimensional, so existiert eine Folge (z,)nen in S so dass
|xn — || > 1/2 ist fiir alle m, n € N mit m # n. Daher ist S nicht kompakt.

Ubung 1.1.12. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Eine
Teilmenge K C X heifit konvex wenn sie, fiir alle x,y € X und alle t € R,
die Bedingung

ryyeK, 0<t<1 = (1-tir+tye K
erfiillt.
(i) Sei f: X — R eine Funktion. Die offene Teilmenge

U:={(z,s) € X xR|s> f(z)}
ist genau dann konvex, wenn die Funktion f konvex ist.
(ii) Sei U C X eine offene, beschriankte, konvexe Teilmenge so dass fiir alle
x € X folgendes gilt:
relU — —x el

(Nach Satz hangen die Begriffe “offen” und “beschrdnkt” fiir Teilmengen
von X nicht von der Norm ab, welche fiir die Definitionen verwendet wird.)
Dann definiert die Formel

|z| :=inf {X > 0| Nz € U} firz e X
eine Normfunktion auf X und es gilt U = {x € X | ||z|| < 1}.
Ubung 1.1.13. Auf dem Raum C([0, 1]) betrachten wir die Normen ][, in
Beispiel fiir 1 < p < oo. Fiir welche p und ¢ gibt es eine Konstante ¢ > 0

so dass die Ungleichung || f[[, < c||f]l, fiir alle f € C([0,1]) gilt? Zeigen Sie,
dass die Normen ||-||, und ||-]|, fiir p # ¢ nicht dquivalent sind.
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1.2 Die Operatornorm

Seien (X, ||| ) und (Y, ||-||y) normierte reelle Vektorraume.

Definition 1.2.1. Ein linearer Operator A : X — Y heifit beschrinkt,
wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt so dass die Ungleichung

[Azlly < cllzllx (1.2.1)

fir alle x € X gilt. Die kleinste solche Konstante ¢ > 0 heifst Norm (bezie-
hungsweise Operatornorm) von A und wird mit

A
) = sup 122y

(1.2.2)
w20 [zl x

bezeichnet. (Hier ist das Supremum iber alle von Null verschiedenen Vektoren
r € X zu verstehen.) Die Menge der beschrankten linearen Operatoren von
X nach Y wird mit L(X,Y) bezeichnet.

Der Begrift “Operator” wird in der mathematischen Literatur oft gleichbe-
deutend mit dem Begriff “Abbildung” verwendet. Die Herkunft dieser Wort-
wahl liegt darin begriindet, dass viele der wichtigsten motivierenden Beispiele
Differentialoperatoren oder Integraloperatoren aus der mathematischen Phy-
sik sind, fiir deren Studium die Theorie der linearen Abbildungen entwickelt
wurde. Dies fiihrt hin zum Gebiet der “Funktionalanalysis” welches wir in
dieser Vorlesung nur am Rande beriihren.

Korollar 1.2.2. Sei X endlichdimensional. Dann ist jeder lineare Operator
A: X =Y beschrdankt.

Beweis. Wir definieren eine Funktion
X >Rz |z, =zl + || Az]ly - (1.2.3)

Da A linear ist, ist die Funktion ([1.2.3)) eine Norm. Da X endlichdimensional
ist, existiert nach Satz[I.1.8|eine Konstante ¢ > 1 so dass fiir jedes z € X die
Ungleichung ||z]|, < cllz|y gilt. Daraus folgt unmittelbar die gewiinschte
Ungleichung [|Az|y < cljz||y fir alle z € X. O

Satz 1.2.3. Sei A : X — Y ein linearer Operator. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) A ist beschrdankt.

(ii) A ist stetig.

(iii) A ist stetig an der Stelle x = 0.
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Beweis. Wir zeigen, dass (ii) aus (i) folgt. Wenn A beschrankt ist, so ist A
Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten ||Al|, denn es gilt

dy (Ao, Az1) = |[Azo — Azl = ||A(zo — z1) ||y
< A |wo — 21l x = [[All dx (o, 21)

fir alle zg,z; € X; damit ist A auch stetig. Daf (iii) aus (ii) folgt, ergibt
sich unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit.

Wir zeigen, dass (i) aus (iii) folgt. Sei also A an der Stelle 2 = 0 stetig.
Dann folgt aus der Definition der Stetigkeit mit € = 1, dass ein § > 0 existiert,
so dass jedes z € X mit ||z]|y < 0 die Ungleichung ||Az|l,, < 1 erfiillt. Sei
nun z € X \ {0}. Dann gilt

4]
I, -
2l 1ix
und daher
1> ||-——Az|| =—|A4z| .
‘ lellxlly  llellx v
Hieraus folgt || Az|y < 07! |z fiir alle z € X. Also ist A beschrinkt. [
Beispiel 1.2.4. Seien ||-|| und ||-||" zwei Normen auf einem rellen Vektor-
raum X. Wir betrachten die Aussage
Je>0Vz e X : |z <cllz]. (1.2.4)
Diese Bedingung gilt genau dann, wenn der lineare Operator
id: (X, ) = (X, ) (1.25)

beschréankt ist. Nach Satz heifit das, dass die Abbildung ([1.2.5)) stetig
ist. Das wiederum heiBt, dass das Urbild jeder offenen Menge in (X, |-||")
unter der Abbildung ([1.2.5)) offen in (X, ||-||) ist. Dies bedeutet

% (X, |1 € 7 (XD (1.2.6)
Also haben wir gezeigt, dass die Aussagen (1.2.4) und (1.2.6]) dquivalent sind.
Daraus folgt die Aussage
1~ 111 = U (X ) =% (X |1)

fiir je zwei Normen auf einem reellen Vektorraum X (siehe auch Teil (ii) von
Bemerkung . Nach Satz heifit das wiederum, dass die Gesamtheit
der offenen Mengen fiir einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum X
unabhéngig von der Wahl der Norm ist. Damit besitzt jeder endlichdimen-
sionale reelle Vektorraum eine kanonische Topologie.
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Lemma 1.2.5. L(X,Y) ist ein normierter Vektorraum.

Beweis. Folgende drei Aussagen sind zu beweisen.

(a) Furalle A e L(X,Y) gilt |A]| =0 = A=0.

(b) Firalle A e £(X,Y)und A € Rgilt NMA € L(X,Y) und || AA]| = |\ [|A]|.
(c) Firalle A, B € L(X,Y)gilt A+B € L(X,Y)und ||[A+ B < || A||+||B]-
Die Aussagen (a) und (b) folgen unmittelbar aus den Definitionen. Wir be-

weisen (c). Seien A, B : X — Y beschréankte lineare Operatoren. Dann gilt
fiir alle x € X folgende Ungleichung

I(A+ B)zlly = [|Az + Bzl
< [Azlly + Bzl
< ([l x + 1Bzl
= (1Al +1BID Nl -

Also ist A + B beschriankt und fir z € X \ {0} gilt

A+ Bz
1A+ B)ally 4.
N

Damit folgt die Dreiecksungleichung
A+ Bl < [[All + B
aus der Definition der Operatornorm. O]

Beispiel 1.2.6. Im Fall X = R"” und Y = R™ ist L(R",R™) der Raum
aller linearen Abbildungen von R™ nach R™ (Korollar [1.2.2). Wir kénnen ihn
daher mit dem Raum R™*™ der reellen (m x n)-Matrizen identifizieren, da
jede linear Abbildung von R™ nach R™ durch Multiplikation mit einer Matrix

aip -+ Qi
A= . : c R™M*n
Am1 - Gmn
gegeben ist. In dieser Situation wird die Operatornorm der durch A indu-

zierten linearen Abbildung beziiglich geeigneter Normen auf dem R"™ und
dem R auch eine Matrixnorm genannt. Hier sind drei Beispiele.
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(i) Mit
lzlly == il lylly = _lwil
j=1 i=1

fir x € R” und y € R™ ist die Operatornorm von A = (a;;) € R™*™ die Zahl

| Az] .
[All, == sup b= max Y ayl.
0#£z€R? HIHI J=l n i=1
(if) Mit
lzlloe := max lzgl,  flylle = max lyil

fir x € R” und y € R™ ist die Operatornorm von A = (a;;) € R™*™ die Zahl

A
Al _:= sup |4z]ls = max a;il .
00 . m J

oivern |[@llo =l
(iii) Mit

llly =

fir x € R und y € R™ ist die Operatornorm von A = (a;;) € R™*" die Wur-
zel des grossten Eigenwertes der Matrix AT A € R™", das heif3t

A
|All, == sup | Az}l = max{\ > 0| ker(\*1 — AT A) # {0} }.

oxzekr || 7],

(iv) Fir n > 1 und m > 1 ist keine der Operatornormen in (i), (ii),
und (iii) die Norm eines inneren Produktes auf dem Raum der reellen (m xn)-
Matrizen. Dazu betrachten wir den Fall m = n = 2 und die Matrizen

-(h0) o= (22)

Dann haben die Matrizen A, B, A+ B, A — B alle die Norm 1 beziieglich
jeder der drei Normen in (i), (ii), und (iii). Also gilt

IA+BI* + A - B|* =2 #4 =2|A|" + 2||B|

und damit ist die Parallelogrammidentitat verletzt.
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Satz 1.2.7. Ist Y ein Banachraum so ist auch L(X,Y') ein Banachraum.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass £(X,Y") vollstandig ist. Sei also (A, ),en eine
Cauchy-Folge in £(X,Y). Dann zeigt die Ungleichung

[Anz = Ay < |[lAn = Al l2]x

dass die Folge (A,x),en fiir jedes x € X eine Cauchy-Folge in Y ist. Da YV
vollstandig ist, konvergiert diese Folge und wir definieren A : X — Y durch

Az = lim A,x

n—0o0

fiir z € X. Wir werden beweisen, dass A ein beschrinkter linearer Operator
ist und dass die Folge A,, in der Operatornorm gegen A konvergiert.

A ist linear. Fiir zg,z; € X gilt
Alxg+x1) = ILm Ay (zo + 1)
= lim A,zq+ lim A,z
n—oo n—oo
= Axy + Ax;.
Genauso zeigt man, dass A(Ax) = M\Ax ist fiir alle A € R und alle x € X.
A ist beschrankt. Zunéchst folgt aus der Ungleichung

dass die Folge (||A,|)nen eine Cauchy-Folge reeller Zahlen ist und daher
konvergiert. Sei
c:= lim ||A,] .
n—oo

Dann erfiillt jedes x € X die Ungleichung

[Az]ly =

lim A,z

\
= Jim || 4,al,

IN

Tim |4, 2]
= c|lally

Daher ist A beschréinkt und || Al < c.
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A, konvergiert gegen A. Sei ¢ > 0. Da A,, eine Cauchy-Folge ist, gibt es
ein ng € N so dass fiir alle n,m € N gilt:

m>mn > ng == A, — Al < e.

Hieraus folgt die Ungleichung [|A,x — A,,x||y < € ||z] y fir alle z € X und
m > n > ng und daher

[Aue — Azlly = Tim | 4,2~ Agelly <l
m—0o0

fur alle x € X und alle n € N mit n > ng. Teilen wir durch ||z|/ im Fall
x # 0 so ergibt sich

Ay — A
||An . A” = sup || o xHY <
0 lellx
fir alle n € N mit n > ng. Damit ist Satz bewiesen. O

Ein wichtiger Spezialfall ist Y = R. Der Banachraum X* := L(X,R)
heifit Dualraum des normierten Vektorraumes X. Satz zeigt, dass
dieser Dualraum stets vollsténdig ist, auch wenn X nicht vollstandig ist.

Ubung 1.2.8. (i) Sei X ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum.
Dann ist X* = £(X,R) endlichdimensional und dim X* = dim X.

(ii) Sei n € N und seien 1 < p,¢ < co mit 1/p+ 1/q = 1. Fir y € R”
definieren wir die lineare Abbildung A, : R®™ — R durch

Ay(z) = Z%Z/z = (z,y)

fiir x € R™. Dann ist die Abbildung
R" - (R")*:y — A,
ein Vektorraum-Isomorphismus und es gilt

ol = sup 2280 _ o A0
o ell, ~ 2 Tall,

fir alle y € R™. (Siehe Beispiel fiir [[z[|,, und lyll,-)
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1.3 Banachalgebren

Sei (X,||-]) ein Banachraum. Dann ist auch der Raum £(X) := L(X, X)
aller beschrénkten linearen Operatoren von X nach X ein Banachraum (siche
Satz [1.2.7)). Dieser Raum besitzt eine Produktstruktur (S,7) — So T, die
durch die Komposition gegeben ist. Diese Produktstruktur ist im allgemeinen
nicht kommutativ, und es gibt auch nicht fiir jeden von Null verschiedenen
Operator T' € L(X) ein invereses Element; also ist £(X) kein Korper; dieser
Raum erfiillt aber alle anderen Eigenschaften eines Koérpers; einen solchen
Raum nennt man eine Algebra. Der Begriff einer Banachalgebra ist niitzlich
fiir das Rechnen mit inversen Operatoren und Exponentialmatrizen.

Definition 1.3.1. Eine reelle Algebra besteht aus einem reellen Vektor-
raum A, einer Abbildung A x A — A: (x,y) — zy, (das Produkt genannt)
und einem Element 1 € A (das 1-Element genannt) welche folgende Axiome
erfillen.

(i) Das Produkt ist assoziativ, das heifst fir alle z,y,z € A gilt
(zy)z = x(yz).
(ii) Das Produkt ist bilinear, das heifst fir alle x,y, z € A und alle A € R gilt
r(y +2) = xy + 2z, (x +y)z =22+ yz, z(Az) = Mzz) = (A\x)=z.

(iii) Fir jedes v € A gilt 1z = 21 = =.
Fine reelle normierte Algebra besteht aus einer reellen Algebra A und
einer Norm A — [0,00) : & +— ||x|| welche die Produkt-Ungleichung

eyl < {l lyll (1.3.1)

fiir alle z,y € A erfillt. Fine reelle Banachalgebra ist eine reelle normier-
te Algebra in der jede Cauchy-Folge konvergiert (das heifit, als normierter
Vektorraum betrachtet ist A vollstindig, also ein Banachraum,).

Man beachte, dass das 1-Element in einer reellen Algebra A durch das
Produkt eindeutig bestimmt ist. Ist ndmlich 1" € A ein weiteres Element wel-
ches die Bedingung 1'z = 21’ = 1’ fiir alle x € A erfiillt, so gilt 1" = 1'l1 = 1.
Eine Algebra unterscheidet sich von einem Koérper dadurch, dass sie auch
eine (mit dem Produkt kompatible) Vektorraumstruktur besitzt, dass das
Produkt nicht kommutativ sein muss, und dass nicht jedes von Null ver-
schiedene Element von A invertierbar sein muss.
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Definition 1.3.2. Sei A eine reelle Algebra. Ein Element v € A heifst in-
vertierbar, wenn ein Element y € A existiert, welches die Bedingung

ry=yr=1 (1.3.2)

erfillt. Fxistiert ein solches Element, so ist es durch x eindeutig bestimmt
(denn jedes weitere Element y' € A, welches der Bedingung y'x = 1 gendigt,
erfillt die Gleichung v' = y'1 = ¢/(xy) = Wzr)y = ly = y). Ist z € A
invertierbar so wird das eindeutige Element y € A, das die Bedingung
erfiillt, das inverse Element von z genannt und mit x=1 := y bezeichnet.
Die Gruppe der invertierbaren Elemente von A bezeichnen wir mit

g::{x€A|esgibteiny€Asodassxy:yx:ﬂ}.

Lemma 1.3.3. Sei A eine reelle Algebra mit 1-Element 1. Dann gilt folgen-
des.

() 1€Gund 17" = 1.
(ii) Ist x € G so ist x™' € G und es gilt (z7')~' ==

(iii) Sind z,y € G so ist zy € G und es gilt (vy)~' =y~ lz7L.

Beweis. Diese Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition. O

Beispiel 1.3.4. Die reellen und die komplex Zahlen bilden Banachalgebren
mit dem {iiblichen Produkt und der Betragsfunktion als Norm. Ein dhnliches
Beispiel ist durch die Quaternionen gegeben. Die Quaternionen sind durch
eine geeignete Produktstruktur auf dem reellen Vektorraum H = R* definiert.
Wir schreiben die Elemente von H als formale Summen

T =X+ il‘l +j272 +kl’3
mit x; € R und definieren die Produktstruktur so, dass die Gleichungen

jk=-kj=1i, ki=-ik=j, ij=-ji=k, ?=j=Kk>=-1

gelten und 1 das 1-Element ist. Die Norm auf H ist |z| := />0 22 und
es gilt |xy| = |z||y| fir alle z,y € H. Eine bilineare Abbildung, die ebenfalls
diese Figenschaft hat aber nicht mehr assoziativ ist, gibt es noch in der
Dimension acht (die Oktonionen), aber in keiner Dimension ausser 1,2, 4, 8.
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Beispiel 1.3.5. Ist X ein Banachraum so ist £(X) mit der Operatornorm,
der Komposition, und der Identitét eine Banachalgebra. Die Vollstdndigkeit
folgt aus Satz|1.2.7, Ubung: Die Operatornorm auf £(X) erfiillt die Bedin-

gung (L.3.1).

Beispiel 1.3.6. Der Raum R™*™ der quadratischen Matrizen ist eine Ba-
nachalgebra mit jeder Norm welche der Bedingung geniigt. Eine sol-
che Norm auf dem Raum R™" wird Matrixnorm genannt. Zum Beispiel
kann dies die zu einer beliebigen Norm auf dem R"™ gehorige Operatornorm

auf R™*™ sein. Ein anderes Beispiel ware die euklidische Norm die sich durch
die Identifiktion R™*" =~ R"’ ergibt; in diesem Fall erhélt man

n 1/2
- (300

ij=1

fir A = (a;;) € R™". Ubung: Diese Norm erfiillt die Bedingung (1.3.1)
sowie ||Az|, < ||A]l ||z, fiir jede Matrix A € R™*" und jeden Vektor € R".

Beispiel 1.3.7. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist C(X)
mit der Supremumsnorm eine Banachalgebra (siehe Beispiel |1.1.3)).

Beispiel 1.3.8. Eine Folge © = (29, 1, 22, .. . ) reeller Zahlen heifit absolut
summierbar wenn die Reihe ) ;7 x; absolut konvergiert. Die Norm einer
solchen absolut summierbaren Folge ist definiert durch

ol =3 Jan
k=0
Wir bezeichnen mit ¢! den Raum aller absolut summierbaren Folgen (k) keN,
reeller Zahlen. Der Vektorraum ¢! ist mit dieser Norm ein Banachraum. Die
Faltung zweier Folgen z,y € ¢! ist definiert durch

k
(I * y)k = szykfz fur k S No.
=0

Diese Folge ist ebenfalls absolut summierbar und es gilt ||z x y|| < ||z [|y||-
(Dies folgt aus dem grossen Umordnungssatz in [4].) Damit ist ¢! eine Banach-
algebra. Ubung: ¢! ist vollstindig.

Ubung 1.3.9. In jeder Banachalgebra gilt ||1|| > 1. Fiir welche der oben
genannten Banachalgebren ist das Produkt kommutativ? Ist A eine Banach-
algebra so ist A% mit der Normfunktion A% — R : (z,y) — ||z|| + |ly|| ein
Banachraum und die Produktabbildung A% — A : (z,y) — zy ist stetig.
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Reihen in Banachriaumen

Die Begriffe von Konvergenz und Stetigkeit wurden in der Analysis I Vorle-
sung fiir beliebige metrische Rdume eingefiihrt. Sie gelten also insbesondere
fiir Funktionen und Folgen mit Werten in einem Banachraum oder einer
Banachalgebra. Aufgrund der Vektorraumstruktur 148t sich der Begriff der
Konvergenz einer Reihe auf Reihen mit Werten in Banachrdumen iibertra-
gen. Ist (X, ]|-]|) ein Banachraum und (xj)ken, eine Folge in X, so nennen
wir die Reihe ) ;- x; konvergent, wenn die Folge der Partialsummen
Sp 1= Y r_o Tx konvergiert; in dem Fall bezeichnen wir den Grenzwert mit

o0 n

E T = lim E Tk
n—o0

k=0 k=0

Wir benutzen also die gleiche Bezeichnungsweise wie fiir Reihen reeller oder
komplexer Zahlen, das heifit der Ausdruck “Y"/° ;)" hat zwei Bedeutungen:
er steht zum einen fiir die Folge der Partialsummen (s,,)nen, und zum anderen
fiir deren Grenzwert, falls dieser existiert. Wir nennen die Reihe Y 7,y
absolut konvergent, wenn die Reihe Y 7~ ||zx|| konvergiert. In diesem Fall
nennen wir auch die Folge (z)ren, absolut summierbar.

Satz 1.3.10. Sei (X, ||-||) ein Banachraum und sei (xy)ken, eine Folge in X .
Konvergiert die Reihe ), x) absolut, so konvergiert sie.

Beweis. Sei s, = Y ;_,x) die Folge der Partialsummen und sei ¢ > 0.
Da die Reihe ) ;7 x; absolut konvergiert, konvergiert die Reihe >/~ |||
in R. Das heifit, die Folge der Partialsummen o, := > ;_, ||zl der Reihe
der Normen konvergiert und ist daher eine Cauchy-Folge. Also gibt es eine
natiirliche Zahl ny € N so dass fiir alle m,n € N folgendes gilt:

n>m > ng = On = Om = [[Tppa || + -+ 2] <e.

Es folgt aus der Dreiecksungleichung, dass fiir alle m,n € N mit n > m > nyg
die folgende Ungleichung gilt

Hsn - SmH = me-&-l + +xn|| < me-&-IH +-eet Han <é&.

Damit ist gezeigt, dass (s,)nen, eine Cauchy-Folge in X ist. De X ein Ba-
nachraum (und somit vollstindig) ist, konvergiert diese Folge, und das heift,
dass die Reihe >,z konvergiert. Damit ist Satz|1.3.10| bewiesen. ]
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Potenzreihen in Banachalgebren

Sei A eine reelle Banachalgebra und
P(z) = Zakzk (1.3.3)
k=0

eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten a; € R und Konvergenzradius

1
p:i=pp = :
limsup, _,_ |a,|""

Wir nehmen an, dieser Konvergenzradius sei positiv (oder sogar unendlich).
Wir wollen nun die Variable z durch ein Element der Banachalgebra A erset-
zen. Formal macht dies Sinn, da ja in einer Banachalgebra die Produkte z*
erklirt sind. Insbesondere definieren wir 2° := 1 fiir jedes # € A. Die daraus
resultierende Reihe in A ist

Pu(x) = apa®. (1.3.4)

Man kann nun die Frage stellen, fiir welche x € A diese Reihe konvergiert.
Korollar 1.3.11. Die Reihe (1.3.4) konvergiert fiir jedes x € A mit ||z|| < p.

Beweis. Sei x € A mit ||z|| < p. Es folgt aus der Bedingung (1.3.1)) in der
Definition einer Banachalgebra, dass die Ungleichung

laxa®|| < Jax] lz]*

fiir jedes k € N gilt. Da ||z|| < p ist, konvergiert die Reihe Y .2 |ay| ]|
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert auch die Reihe .- Hakka.
Dies heifit aber genau, dass die Reihe Y ;2 arz” in A absolut konvergiert

und somit, nach Satz|1.3.10, konvergiert. O
Wir haben also gezeigt, dass die Formel (1.3.4]) eine Abbildung
Po:B,={zecAl||z| <p}— A (1.3.5)

definiert, wobei p der Konvergenzradius von P ist. Das néchste Lemma zeigt,
dass diese Abbildung stetig ist. Zunichst bemerken wir noch, dass sich der
Begriff der Differenzierbarkeit, und der der Ableitung, auf Funktionen mit
Werten in einem Banachraum Wort fiir Wort iibertragen l148t.
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Definition 1.3.12. Sei I C R ein Intervall und (X, |||) ein Banachraum.
Fine Funktion f : I — X heifit differenzierbar an der Stelle t € [ mit
Ableitung a =: f'(t) € X wenn gilt: Ve > 0 3§ > 0 Vh € R:

I/ (¢t +h) — f(t) — hal
1]

Aquivalenterweise heifit das, dass der Differenzenquotient h=*(f(t+h)— f(t))
in X gegen a konvergiert (fir h — 0). Mit anderen Worten

0 o tim D) = O

h—0 h

0<|hl <6, t+hel =

?

falls dieser Grenzwert existiert, und wenn er existiert so nennen wir f diffe-
renzierbar an der Stelle t.

Satz 1.3.13. Sei A eine reelle Banachalgebra und sei (1.3.3|) eine Potenzrei-
he mit reellen Koeffizienten und Konvergenzradius p > 0. Dann gilt folgendes

(_1) Fiir jedes r < p ist die Restriktion der Abbildung auf die Teilmenge
B, :={x € A| ||z|| < r} Lipschitz-stetig; es gilt

1Pa(@) = Pa@)ll < e llz —yll . eoi= ) klag| e,
k=1

fir z,y € A mit ||z|,||yl| <.
(ii) Fir jedes x € A ist die Funktion t — Pys(tx) auf dem offenen Intervall
(=p/ x|, p/ ||z||) differenzierbar und es gilt

%PA(m) = xQ4(tx), Q(z) == P'(z) = ; kapz*1, (1.3.6)

fir alle t € R mit [t|]|z] < p.

Beweis. Wir beweisen (i). Es gilt 2% — y* = Zle 27 (x — )yt fiir alle

k € N und alle 2,y € A, und daher
z| < flyll < — |2 = y*|| < krF =yl

Hieraus folgt
1Pa(@) = Pa@) | <> lal [[o* = ¥ <D klanl 7w —yll = e [lz — y]
k=0 k=0

fir alle z,y € A mit ||z|| <r und ||y|| < r. Damit ist (i) bewiesen.
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Zum Beweis von (ii) beachten wir, dass Q4(z) = > o, kagz*! ist. Daher
gilt

| Pa((t + h)z) — Pa(tr) — haQa(tz)||

> ((t+h)F =% — kht* ") aga®

= [p([t] + |hl) = p(It]) — 2] p([])] -

Hier bezeichnet p die Potenzreihe
k
p(A) =) lax] [l]|* A"
k=0

mit dem Konvergenzradius p/ ||z||. Sei t € R mit |t| < p/ ||x||. Dann existieren
zwel Konstanten 6 > 0 und ¢ > 0 so dass [t| +0 < p/ ||z| ist und jedes h € R
mir |h| < § die Ungleichung
(It + ) = p(|t]) = Rl B(ED] < ¢ [hf?

erfiillt. Daraus folgt

| PA((t + h)z) — Pa(tz) — haQa(tz)| < c¢|h|?
fiir jedes h € R mit |h| < . Damit haben wir gezeigt, dass
Pa((t + h)x) — Pa(tr)

li — =

lim N rQa(tx)|| =0

ist und daraus folgt (ii). Damit ist Satz |1.3.13| bewiesen. O
Betrachten wir den Spezialfall A := R™ " mit einer Matrixnorm ||-||.

Dann folgt aus Satz , dass die Matrix-Reihe P(A) := >3 apA* fiir
jede Matrix A € R™" mit || A|| < p in dieser Norm konvergiert. Wahrend die
Schlussfolgerung (Konvergenz) nach Satz unabhéngig von der Wahl der
Norm ist, benttigen wir bei der Voraussetzung (||A|| < p) eine Matrixnorm.
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1.4 Die geometrische Reihe

Die geometrische Reihe hat den Konvergenzradius p = 1 und stellt die

Funktion
o
S
k=0

dar. Nach Satz[1.3.13] ergibt sich daraus folgendes Resultat.

fir € Cmit |2| < 1

Satz 1.4.1. Sei A eine reelle Banachalgebra mit ||1]| = 1 und sei G C A die
Gruppe der invertierbaren Elemente. Dann gilt folgendes.

(i) Seixz € A mit ||z|| < 1. Dann ist 1 — 2z € G und

= ixk. (1.4.1)

(i) Seix € G undy € A so dass

lz =yl ||~ < 1. (1.4.2)
Dann ist y € G und
N - 2=l =y
T M) e S sy 049
k=0

(iii) Die Gruppe G der invertierbaren Elemente in A ist eine offene Teilmen-
ge von A und die Abbildung G — G : x +— x~! ist stetig.

Beweis. Sei x € A mit ||z|| < 1. Dann gilt
k
'] < ||1'||
Daher konvergiert Reihe > 77 x* nach Satz[1.3.10 Fiir alle n € N gilt
Il—x)Zxk:Zxk(]l—x) :Zxk—Zxk“ =1 —a2™
k=0 k=0 k=0 k=0

und daraus folgt (1— )Y 2 2" => 2 j2f(1—2)=1. Alsoist 1 —z € G
und (1—2)~' =577, 2% und damit ist (i) bewiesen.
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Nun seien z € G und y € A gegeben mit ||z — y|| [[z7!|| < 1. Dann gilt
11— ya™| = [ = y)27H| < lle =yl l27]] < L.

Nach Teil (i) folgt daraus yz=! € G und (yz=')~! = > 77 (1—yz~')*. Daher
ist y € G und es gilt

yfl _ xfl(ylfl)fl — ! Z(]l _ yl‘il)k
k=0
und

o =) =

iﬂ yr 1)
k=

< I -l
k=1

et e

= e

—1112
== 11" ll= =y
L= [lz=t ]l =yl

Damit ist Teil (ii) bewiesen und Teil (iii) folgt unmittelbar aus (ii). Damit
ist Satz [L.4.1] bewiesen. O

Beispiel 1.4.2. Wir betrachten die Banachalgebra
A — RTLX’H

aller reellen n x n-Matrizen. Jede Matrix A € R™*" bestimmt eine lineare Ab-
bldung T4 : R” — R" durch Tyx := Ax fiir x € R™. Nach Definition ist eine
Matrix A € R™™"™ genau dann ein invertierbares Element von A, wenn ei-
ne Matrix B € R™*" existiert, welche die Gleichungen AB = BA = 1 erfiillt.
Solch eine Matrix B existiert genau dann wenn die lineare Abbildung T4
bijektiv ist. In diesem Fall induziert die inverse Matrix A~! = B die Um-
kehrabbildung T;' = T4-1. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass die in-
vertierbaren Matrizen gerade die mit Determinante ungleich Null sind (siehe
Anhang @ Daher ist die Gruppe der invertierbaren Elemente in A = R™*"
durch GL(n,R) := {A € R™*"| det(A) # 0} gegeben. Diese ist die allgemei-
ne lineare Gruppe. Nach Satz ist dies eine offene Teilmenge von R™*"
und die Abbildung GL(n,R) — GL(n,R) : A — A~ ist stetig.
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1.5 Die Exponentialabbildung

Die Potenzreihe exp(z) := > o, 2 /k! hat den Konvergenzradius p = oo und
induziert damit eine Exponentialabbildung auf jeder Banachalgebra.

Definition 1.5.1. Sei A eine reelle Banachalgebra. Die Exponentialab-
bildung auf A ist die durch

>k
exp(x) :=e” := Z % firxze A (1.5.1)
k=0
definierte Abbildung
exp: A— A

Nach Satz konvergiert die Reihe in (1.5.1]) absolut fiir jedes x € A.

Satz 1.5.2. Sei A eine reelle Banachalgebra. Dann ist die Fxponentialabbil-
dung exp : A — A in (1.5.1)) stetig und hat folgende Eigenschaften.

(i) Fir jedes x € A und jede Folge (zy)nen in A gilt

lim z, =2 = exp(z) = lim (]1 + %)n (1.5.2)

n—y00 n—y00
(ii) Es gilt exp(0) = 1 und, fir alle z,y € A,
Ty = yx = exp(z + y) = exp(z) exp(y). (1.5.3)
(iii) Fir jedes x € A gilt
exp(z) € G, exp(z) ™! = exp(—x). (1.5.4)
(iv) Fir jedes x € A und jedes y € G gilt
exp(yary~') = yexp(a)y . (1.5.5)

(v) Fir jedes v € A ist die Funktion R — A : t — exp(tz) stetig differen-
zierbar und thre Ableitung ist

% exp(tr) = z exp(tx). (1.5.6)
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Beweis. Die Stetigkeit der Exponentialabbildung folgt aus Satz und
die Aussage (i) beweist man wie im Fall A = R (siche [4]). Hier ist noch
einmal das Argument zum Beweis von (i). Sei ¢ > 0 gegeben und sei N € N
so gewéhlt, dass ||z, — x| < 1 ist fiir jede natiirliche Zahl n > N und

i (el + 1% % (1.5.7)

k!
k=N

Dann gilt lim,, ., (Z) 5= k, fir jedes k € {0,1,..., N — 1}. Daher existiert

eine ganze Zahl ng > N so dass fiir alle n € N folgendes gilt:

e
k)nk kKl

Sei nun n € N mit n > ng. Dann ist n > N und es gilt

N-1

n > ng — Z

k=0

£
< - 1.5.8
. (159)

Tn . " n ZJ:L > xk
[(1+5) =] = Z(k)n——xﬁ
k=0 k=0
N—-1 k k n k ] k
n\z, T O |ES |||
< Y0 E-5[ )=k 2k
k=0 k=N k=N
N-1 k k S k
n\r, (Jlz| + 1)
< 2 (k)ﬁ_ﬁ T2
k=0 k=N
< E.

Hier folgt der vorletzte Schritt aus den Ungleichungen ||z,|| < |z| + 1 ﬁir
n > N und ( ) 1< 1 - fiir n € Nmit n > k. Der letzte Schritt folgt aus
und ( . Damit 1st (i) bewiesen.

D1e Aussage (ii) beweist man ebenfalls genau wie im Fall A = R (sie-
he [4]). Man kann diese Aussage jedoch auch direkt aus (i) herleiten, denn
wenn z,y € A kommutieren so dass xy = yx ist, dann gilt

(1+5) (1+4)" - (H W)

n n n
fiir jedes n € N. Beim Grenziibergang n — oo ergibt sich daraus nach (i) die
gewiinschte Gleichung exp(z) exp(y) = exp(x + y).

Teil (iii) folgt unmittelbar aus Teil (ii) mit y = —x, Teil (iv) folgt aus der
Gleichung (yazy~")* = yaby~! fir y € G, und Teil (v) folgt aus Satz [1.3.13]
Damit ist Satz[L.5.2] bewiesen. O
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Lineare Differentialgleichungssysteme

Die Exponentialabbildung auf der Banachalgebra A4 = R™" aller (n x n)-
Matrizen spielt eine wichtige Rolle bei der Losung eines Systems von n li-
nearen Differentialgleichungen erster Ordnung in n Variablen. Ein solches
Differentialgleichungssystem hat die Form

T1 = Q1171 + a12T2 + - -+ + A1pTh, 21(0) = xo1,
To = A21T1 + G22To + * -+ + A2, Tp, 22(0) = zo2,

(1.5.9)
:tn = Qp121 + Ap2l2 + -+ - + ApnTn, l‘n<0) = Zon-

Hier sind die a;; € R konstante reelle Koeffizienten und, fiir jedes ¢, ist die
Variable x; eine stetig differenzierbare Abbildung x; : R — R. Wir stellen
uns das Argument dieser Abbildung als Zeitvariable ¢ vor und bezeichnen
mit &; = dx;/dt die Ableitung der Funktion z; nach der Zeit t. In der physi-
kalischen Interpretation bezeichnet das n-Tupel

z(t) = (x1(t),...,x,(t)) € R®

den Ortsvektor eines Teilchens (oder mehrerer Teilchen gleichzeitig) zum
Zeitpunkt ¢ und die Ableitung z(t) = (Z1(t),...,%,(t)) € R den Geschwin-
digkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢. Fasst man die konstanten Koeffizienten zu
einer Matrix A = (a;;)7;-; € R™™ zusammen so 1df}t sich das Differential-

gleichungssystem ((1.5.9) auch in der Kurzform
T = Az, z(0) = o, (1.5.10)

schreiben. Hier bezeichnet zy := (zo1,...,%0,) € R" den Anfangsvektor
(oder den Ortsvektor zum Zeitpunkt ¢ = 0). Es folgt nun aus der Glei-
chung (L.5.6)), dass die eindeutige Lésung der Differentialgleichung
durch die Formel

z(t) == ey (1.5.11)

gegeben ist, wobei
=\ ARtk
At nxn
e’ = e eR
k=0
die Exponentialmatrix bezeichnet. Die Konvergenz dieser Reihe folgt aus der
Konvergenz der Exponentialabbildung fiir beliebige Banachalgebren A im

Spezialfall A = R"*" (siehe Satz[1.5.2]).
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Beispiel 1.5.3. Fiir

A = diag(A, ..., \n)
gilt AF = diag(\F, ..., \¥) und damit

Ak
kzk— = diag(e™,...,eM).

Beispiel 1.5.4. Fiir A € R gilt

Al 1t t2)2
A= 0 \ — eAt:e)\t 0 1 t
0 0 00 1

> = O

Ubung: Verwenden Sie diese Formel zur Bestimmung der Lisungen eines
geeigneten Systems von drei Differentialgleichungen erster Ordnung in drei
Variablen. Verallgemeinern Sie die Formel in diesem Beispiel auf vier und
fiinf Variablen, dann auf Matrizen beliebiger Grosse.

0 —1
m=(1 7))
gilt H?* = (—1)*1 und damit
2t 1
Ht p— —_— — E— . —_ — ..
et = (1 R )]H—(t TRERE )H

B cost —sint

N sint  cost )’
(Siehe [4] fur die Potenzreihendarstellungen von Cosinus und Sinus.) Da die
Matrizen a1 und bH kommutieren, gilt fiir die Matrix

-(37)

G v )

Beispiel 1.5.5. Fiir

die Gleichung

fir alle t € R.
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1.6 Komposition von Potenzreihen

Seien (ag)r>1 und (be)e>o zwei Folgen reeller Zahlen, so dass die Potenzreihen

P(z) = iakzk, Qz) = i bzt
k=1 =1

positive Konvergenzradien haben, das heif3t

1 1

pp = > 0, po = > 0.
lim supy o i O timsup, o [b”
Insbesondere gilt P(0) = 0. Sei 0 < p < pp so gewihlt, dass
ze€C, |zl<p — Z|ak||z|k < pg- (1.6.1)
k=1

Ist z € C mit Betrag |z| < p < pp so gilt |P(z)| < pg nach (1.6.1]). Damit ist
die Komposition Qo P : {z € C||z| < p} — C, wohldefiniert. Der folgende
Satz besagt, dass sich diese Komposition als Potenzreihe darstellen 148t.

Satz 1.6.1. Fir k € Ng = NU{0} sei

k m;
=0

>;mi=£ €N
Zi imi:k m; >0

Die zweite Summe in ist iber alle Folgen (m;);en nichtnegativer gan-
zer Zahlen zu verstehen, die die Gleichungen ) . im; = k und ) . m; = {
erfillen. Da m; < k st fir alle © und m; = 0 ist fir ¢ > k, ist diese Summe
endlich und verschwindet fiir ¢ > k. Sei

(1.6.2)

R(z) := Z crzt (1.6.3)

die Potenzreihe mit den Koeffizienten c,. Dann gilt folgendes.

(i) Der Konvergenzradius pg := (limsupy_,.|cx|"/*)~! der Potenzreihe R ist
grosser oder gleich p und R(z) = Q(P(2)) fir alle z € C mit |z| < p.

(ii) Sei A eine reelle Banachalgebra. Dann erfillt jedes x € A mit ||z|| < p
die Ungleichung |Pa(x)|| < pg und die Gleichung

Ra(z) = Qa(Pa(x)). (1.6.4)
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Beweis. Fiir k € Ny und N € N seien die reellen Koeffizienten ¢ y durch

N
| alay? - G%N
Ckx,N ‘= E bgﬁ E I
ml ...
=0

my!
mq+-+m =~ N
SN | im=k

gegeben. Dann gilt ¢x v = ¢ fir £ < N und ¢ n = 0 fir £ > N? (weil
jedes N-Tupel (myq,...,my) € NI mit > .m; = ¢ < N die Ungleichung
k=>,im; < N> ,m; = N{ < N? erfiillt). Insbesondere ist die Funktion

RN<Z) = Z Ck7NZk
k=0

ein Polynom. Fiir N € N seien die Polynome Py und @) durch

N N
Py(2) =) a,  Qn(z):=) bzt
k=1 —0
fiir z € C definiert. Dann gilt fiir alle z € C die Gleichung
RN(Z) = z:CkJ\[Z]c
k=0
> N mi M2 N
= Z bl Z a4y @ ANk
k=0 ¢=0 mlTv"'meze my! my!

=0 midamy=t LN
N

= Zbg (alz+a222+---+aNzN)e
(=0

= Qn(Pn(2)).

Sei nun 0 < r < p. Dann gilt s := Y27 |ax| ¥ < pg. Sei auferdem z € C
mit |z| < 7. Dann konvergiert Py(z) gegen P(z) und es ist |Py(2)] < s
fir alle N € N. Da Qx auf dem Ball {z € C||z| < s} gleichmifig gegen Q
konvergiert, folgt daraus, dass Qn(Pn(z)) gegen Q(P(z)) konvergiert, und
daher gilt

A}im Rn(2) = Q(P(z)) fir alle z € C mit |z| <. (1.6.5)
—00



1.6. KOMPOSITION VON POTENZREIHEN 29

Ersetzen wir die Koeffizienten a; und b, durch ihre Betrége, so erhalten wir

k o
wa=yme ¥ 5
=0 >imi=t ieN mi:
> imi=k m; >0
N
|Cl<:N| <ékN':Z|bg|f' Z ’al|m1 ’a2’m2,..|aN|mN
| N 7 =0 m1+"'+mN:Z ml! e mN!
27%\;1 im;=k

Da ¢ ny < ¢ ist fiir alle k, N sowie ¢ n = ¢ ist fiir alle £ < N und ¢ ny =0
ist fiir alle & > N2, folgt daraus, fiir jedes N’ € N,

N

Nl S \/N — Zék,N’Tk S Eka S Zék’]\ﬂ‘k. (166)
k=0 k=0

k=0

Hier konvergieren die beiden dusseren Terme gegen

e.) oo Z o
> bl <Z|ak|7’k) = |b| s
=0 k=1 =0

fiir N, N — oo, nach dem gleichen Argument wie oben. Also konvergiert die
Differenz Zk>N Ek,Nrk der letzten beiden Terme in ([1.6.6) gegen Null, und
fir z € C mit |z| < r gilt daher

o0
E Ck7NZk

k=N+1

< 3 a0 (167)
k=N+1

N
Rn(z) — Z cpzt
k=0

Es folgt aus ([1.6.5)) und (1.6.7)), dass die Gleichung

[e%S) N
k : k -
R(z) = ;Ckz = A}l_lr}r(lmkz:;ckz = A}l_tgo Rn(z) = Q(P(2))
fiir jedes z € C mit |z| < r gilt. Da r als beliebige reelle Zahl 0 < r < p
gewihlt war, folgt daraus, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe R die
Ungleichung pr > p erfiillt und dass R(z) = Q(P(z)) ist fur jedes z € C
mit |z| < p. Damit ist (i) bewiesen. Teil (ii) folgt aus dem gleichen Argument,
indem man z € C durch x € A und den Betrag einer komplexen Zahl durch
die Norm in A ersetzt. Damit ist Satz [[.6.1] bewiesen. ]
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Beispiel 1.6.2 (Logarithmus). Die Reihe

2 3 4

0 (_1)k712k P . e
k=1

hat den Konvergenzradius p;, = 1 und stellt die Funktion
L(z) =log(1l + z2)
fir z € C mit |2| < 1 dar. Das heifit, L erfiillt die Gleichung
exp(L(z))=1+=z2 fir alle z € C mit |2| < 1.

(Siehe [2, Seite 44, Ubung 1.7.18].) Nach Teil (i) von Satz folgt daraus
zunéchst, dass die Koeffizienten ¢ = ¢; = 1 und ¢, = 0 fiir £ > 2 der
Potenzreihe 1+ z durch die Formel mit a; = (—1)"!/i und b, = 1/¢!
gegeben sind. Das heif3t, fiir alle k € Ny gilt

1 1, falls k=0.1
_1\k—£ — ) y Ly
> 0 > I { 0, falls > 2. (1.6.8)

k
=0 >;mi=£ €N
S im=k m; >0
Weiterhin folgt aus Teil (ii) von Satz dass, wenn A eine Banachalgebra
ist, jedes x € A mit ||z]| < 1 die Gleichung

exp (i ﬂ) — 14z (1.6.9)

k=1

erfiillt. Insbesondere gilt die Gleichung ((1.6.9) fiir jede Matrix = € R™*" mit
||z|| < 1, wobei ||-|| eine beliebige Matrixnorm auf R™*™ ist.

Schlussbemerkungen

Der Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen wird in Kapitel 4] in viel grosserer Allgemeinheit (auch
fiir nichtlineare Differentialgleichungen) bewiesen. Formeln wie in den Bei-
spielen im Abschnitt erlauben es uns im Prinzip, ein lineares Differential-
gleichungssystem beliebiger Ordnung explizit zu 16sen (indem wir es zunéchst
in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung verwandeln, anschlieend
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die Eigenwert-Zerlegung, das heif3t die Jordansche Normalform, der Matrix A
bestimmen, und schliellich die Exponentialmatrix der Jordanschen Normal-
form ausrechnen). Bei nichtlinearen Differentialgleichungen ist es aber nur in
den seltensten Fillen moglich, explizite Losungen hinzuschreiben, und man
kann oft bestenfalls hoffen, etwas iiber das qualitative Verhalten der Losungen
aussagen zu konnen. Dies fithrt hin zur qualitativen Theorie dynamischer
Systeme, einem ganz eigenen und spannenden Gebiet der mathematischen
Forschung.

Ein génzlich anderes Thema, das hier kurz angeschnitten wurde, ist das
der Banachriume und der linearen Operatoren. Diese Begriffe stehen am An-
fang der Funktionalanalysis, einem wichtigen Gebiet der Mathematik, das
erst im 5. Semester vertieft wird, und in weiten Teilen sowohl der Mathematik
(Partielle Differentialgleichungen bis hin zur Topologie und Geometrie) als
auch der Physik (zum Beispiel Quantenmechanik) eine zentrale Rolle spielt.

Schlielich haben wir hier einen kurzen Einblick in die Banachalgebren
erhalten, die im Schnittpunkt zwischen Analysis, Topologie und Algebra ste-
hen, und auch ein ganz eigenes Gebiet der mathematischen Forschung sind.
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Kapitel 2

Differenzierbare Abbildungen

Dieses Kapitel beginnt in Abschnitt mit einer Einfithrung in den Begriff
der Differenzierbarkeit fiir Funktionen von mehreren reellen Variablen, oder
allgemeiner fiir Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Banachrédumen.
Das Thema des Abschnitts sind die Grundlegenden Rechenregeln fiir
die Ableitung, wie die Leibnizregel und die Kettenregel in hoheren Dimen-
sionen. Abschnitt behandelt den Schrankensatz (eine Art héherdimen-
sionaler Mittelwertsatz) und einige seiner Konsequenzen. Anschliefend be-
trachten wir hohere Ableitungen (Abschnitt [2.5]), diskutieren Taylor-Reihen
(Abschnitt [2.6]), und untersuchen lokale Extrema (Abschnitt [2.7)).

2.1 Grundbegriffe

Zu Beginn dieser einfithrenden Betrachtungen sei daran erinnert, dass eine
Funktion f : R — R an einer Stelle a € R differenzierbar genannt wird, wenn

der Grenzwert h
4y e )~ f(a)

lim . (2.1.1)

existiert. In préziser mathematischer Formulierung ist dies die Aussage

JAceRVe>03d>0VheR

(O <|h| < = |feh=il) A‘ < 5). (2.1.2)
Mit anderen Worten, es existiert eine reelle Zahl A, so dass fiir jede noch
so kleine reelle Zahl € > 0 eine reelle Zahl § > 0 existiert, so dass jede reelle
Zahl h mit 0 < || < § die Ungleichung |A — L= o erfiillt,

33
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Die Frage, um die es in diesem Abschnitt gehen soll ist, wie man diesen
Begriff der Differenzierbarkeit aus der Analysis I auf Funktionen erweitern
kann, die auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorrau-
mes definiert sind. In der Tat gibt es drei solche Verallgemeinerungen, die
wir im folgenden diskutieren werden.

d

Abbildung 2.1: Die Ableitung als lineare Approximation.

Zunéachst ist zu beachten, dass man durch Vektoren nicht dividieren kann,
so dass sich die rechte Seite in nicht auf Funktionen auf Vektorrdumen
iibertragen 148t. Jedoch kénnen wir die Ungleichung in so umformen,
dass sie auch fiir Elemente eines normierten Vektorraumes Sinn macht:

flath) — f(a) _A' B ‘f<a+h> ~ f(a) — Ah
h h

|t h) — fla) - AR

A |

(2.1.3)

Die Bedingung fiir die Differenzierbarkeit sagt nun, dass dieser Aus-
druck beliebig klein wird fiir hinreichend kleine |h|. Dies hat die geometrische
Bedeutung, dass die Funktion h — f(a) + Ah als Tangente an den Graphen
von f an der Stelle a interpretiert werden kann, und eine gute erste Néhe-
rung an die Funktion A — f(a + h) darstellt, in dem Sinne, dass die Differenz
dieser beiden Funktionen fiir kleine Werte von A klein ist im Vergleich zu |h|

(siehe Abbildung [2.1).
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Der Begriff der Differenzierbarkeit

Suchen wir fiir Funktionen auf offenen Teilmengen eines normierten Vektor-
raumes nach einer analogen Nidherung, so ist die Zahl A = f’(a) im ein-
dimensionalen Fall zu ersetzen durch eine lineare Abbildung. Fiir endlichdi-
mensionale Vektorraume X, Y erinnern wir an die Bezeichnung £(X,Y) fiir
die Menge aller linearen Abbildungen von X nach Y.

Definition 2.1.1 (Differenzierbarkeit).

Seien (X, ||| yx) und (Y,|||ly) endlichdimensionale normierte Vektorrdiume,
sei U C X eine offene Menge, sei f : U — Y eine Abbildung, und sei a € U.
Die Abbildung f heifst differenzierbar an der Stelle a, wenn eine lineare
Abbildung A € L(X,Y) existiert, so dass fir jede reelle Zahl ¢ > 0, eine
reelle Zahl 6 > 0 existiert, so dass fir alle h € X folgende Aussage gilt:

a+heU und

0<llbllx <8 = it n) - fla)— ARl < by, LY
Als logische Formel geschrieben heifst das
Ve>03d0>0Vhe X
<0 <|Ihlly <6 = a+z€U und Hf(a—&-h)[hj‘”‘(;z)—Ah||y - 6>. (2.1.5)

Zu dieser Definition sei angemerkt, dass die aus der Analysis I bekannte
Definition der Differenzierbarkeit von Funktionen einer reellen Variablen als
der Spezialfall X = Y = R auftritt, denn in diesem Fall ist eine lineare
Abbildung von X nach Y stets durch Multiplikation mit einer reellen Zahl A
gegeben. Zweitens sei daran erinnert, dass eine lineare Abbildung A : X — Y
zwischen endlichdimensionalen normierten Vektorrdumen nach Korollar
stets beschrankt ist, was heifit, dass ihre Operatornorm

4= sup 127l
oreex |7l x

endlich ist. Damit 148t sich die Definition wortlich auf den Fall {iber-
tragen, dass X und Y beliebige Banachraume sind; es ist lediglich darauf zu
achten, dass £(X,Y’) dann den Raum aller beschrinkten linearen Operatoren
von X nach Y bezeichnet (Definition [1.2.1)). Drittens sei noch einmal betont,
dass in der Definition der Differenzierbarkeit die Ezistenz einer linearen Ab-
bildung A : X — Y verlangt wird, die der Bedingung geniigt. Dies
wirft die Frage auf, ob nur ein solches A existiert. Lemma gibt eine
positive Antwort auf diese Frage.
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Ubung 2.1.2. Seien X und Y endlichdimensionale normierte Vektorraume,
sei U C X eine offene Menge, sei f : U — Y eine Abbildung, und sei a € U.
Dann héngt die Aussage “f ist differenzierbar an der Stelle a” nicht von der
Wahl der Normen auf X und Y ab. Hinweis: Satz [L1.8

Lemma 2.1.3. Seien X,Y,U, f,a wie in Definition |2.1.1. Dann existiert
hochstens eine lineare Abbildung A € L(X,Y), die (2.1.5) erfillt.

Beweis. Seien A, B : X — Y zwei lineare Abbildungen, die (2.1.5)) erfiillen,
und sei € > 0 gegeben. Dann existiert nach Voraussetzung ein § > 0 mit

Bsla) = {z € X| | —ally <8} U,
so dass jeder Vektor h € X mit 0 < ||| < 0 die Ungleichungen

[f(a+h) = fla) = Ahlly <Al
[f(a+h) = f(a) = Bhlly <ellhlx

erfillt. Fir h € X mit 0 < ||h]|x < ¢ folgt daraus

[Ah — Bhlly = [[Ah + f(a) = fa+h) + f(a+ h) = f(a) = Bhly
< [If(a+n) = fla) = Ahlly + || f(a +h) = f(a) = Bhl|y
<2 ||h]y -

Damit erhalten wir die Ungleichung ||h]| " |[(A — B)hl|y < 2¢ fiir alle h € X
mit 0 < ||h]|y < ¢ und deshalb durch reskalieren sogar fiir alle h € X \ {0}.
Bilden wir nun das Supremum iiber alle h € X \ {0}, so erhalten wir

[(A = B)

h
|A— Bl = sup Iy <o

0£heX 12|
fir jedes ¢ > 0. Daraus folgt ||A — B|| = 0 und daher A = B. Damit ist
Lemma 2.1.3] bewiesen. O

Definition 2.1.4 (Ableitung). Seien XY endlichdimensionale normier-
te Vektorrdume, sei U C X eine offene Menge, und set f : U — Y eine an
der Stelle a € U differenzierbare Abbildung. Dann wird die eindeutige linea-
re Abbildung A : X — Y, die erfillt, die Ableitung von f an der
Stelle a genannt und mit df (a) := A: X — Y bezeichnet]]

! Andere in der Literatur {ibliche Bezeichnungen fiir die Ableitung sind Df(a), D, f,
dof, Tof, f'(a). In diesem Manuskript wird in der Regel die Notation df (a) verwendet.
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Lemma 2.1.5 (Differenzierbare Abbildungen sind stetig).

Seien X, Y endlichdimensionale normierte Vektorrdume, sei U C X eine of-
fene Menge, und sei f:U —Y eine an der Stelle a € U differenzierbare
Abbildung. Dann ist f an der Stelle a stetig.

Beweis. Sei A := df(a) € L(X,Y) und sei € > 0 gegeben. Wihle 6 > 0 so
dass gilt und definiere

e 1
p = min 5,—,—}>0.
{ 2[4l 2

Nun sei h € X mit [|h||y < p < 0. Nach (2.1.4)) ist dann a+h € U und
erfiillt die Ungleichung

1f(a+h)—= fla)lly < |If(a+h)— fla) = Ah[ly + || ARy
< e |[hllx + Al IR
<ep+[|Allp
<e.

Damit ist Lemma [2.1.5] bewiesen. ]

Beispiel 2.1.6. Sind X, Y endlichdimensionale Vektorrdume und ist U C X
eine offene Menge, so ist jede konstante Abbildung f : U — Y an jeder
Stelle a € U differenzierbar und hat die Ableitung f(a) = 0. Die Umkehrung
gilt nur fiir zusammenhéngende offene Mengen (Anhang und wird im
Abschnitt 2.4 bewiesen.

Beispiel 2.1.7. Seien eine Matrix A € R™*™ und ein Vektor b € R gegeben.
Diese bestimmen eine affine Abbildung f : R — R™ durch

f(z):=Ax+0b  firx e R™

In diesem Fall gilt f(a + h) — f(a) — Ah =0 fur alle a, h € R™. Daher ist f
an jeder Stelle a € R™ differenzierbar und hat dort die Ableitung

df (a) = A.

Hier ist hier anzumerken, dass wir die Matrix A € R™*" mit der linearen
Abbildung R™ — R™ : £ — A¢ identifizieren (Multiplikation von Matrix und
Vektor). Eine solche Identifikation kénnen wir immer dann vornehmen, wenn
unsere Vektorrdume X und Y kanonische Basen besitzen. Wir werden jedoch
auch Beispiele sehen, in denen das nicht der Fall ist. Es bleibt das Grund-
prinzip bestehen, das besagt “die Ableitung ist eine lineare Abbildung” (die
oft, aber nicht immer, mit einer Matrix identifiziert werden kann).
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Beispiel 2.1.8. Sei Q = QT € R™*" eine symmetrische Matrix und definiere
die Abbildung f : R — R durch

f(z) = %xTQx = %(x, Q) fir x € R™.

Hier ist 27 der aus x durch Transposition gewonnenen Zeilenvektor und

<.CE, y) = Z TiYi
i=1

firz = (x1,...,2,) € R"und y = (y1, . ..,ys) € R" das standard innere Pro-
dukt auf dem R”. Fiir a, h € R™ gilt

1 1
fla+h) = fla) = 5(a+ 1) Qa+h) - 5a"Qa
_ 1 L7 L7
= 5a Qh+2h Qa+2h Qh
1
=a’Qh + §hTQh
und daher, nach der Cauchy—Schwarz-Ungleichung,

[Fla+h) ~ f(a) — a"Qh| = 5 |17

1
= —|(h,Qh
1, Q1)
1
< 5 IRlIQn]
QI IA]
< hl .
< LOLIAL
Ist also € > 0 gegeben, so erfiillt
2e
0i=—->0
QI

die Bedingung ([2.1.4) mit
A:=ad"Q e R*"

(verstanden als lineare Abbildung von R™ nach R). Die Abbildung f ist daher
differenzierbar mit der Ableitung

df(a) =a’Q

fir alle a € R™.
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Richtungsableitungen

Wir befassen uns nun mit den am Anfang bereits angekiindigten weiteren
zwei Moglichkeiten, die aus der Analysis I bekannte Definition der Differen-
zierbarkeit auf Funktionen von mehreren Variablen zu erweitern. Dies sind
die Richtungsableitung und die partiellen Ableitungen.

Definition 2.1.9 (Richtungsableitung). Seien XY endlichdimensiona-
le normierte Vektorrdume, sei U C X eine offene Menge, und seien eine
Abbildung f:U — Y und Elemente a € U und £ € X gegeben. Die Rich-
tungsableitung von f an der Stelle a in Richtung £ ist der Grenzwert

Oef(a) = lim 110+ 18) = /(@)

t—0 t

€y, (2.1.6)

falls dieser existiert.

Wir betrachten nun den Spezialfall X = R™ und ¥ = R™ und bezeichnen
mit eq, ..., e, € R" die Standardbasis des R", das heifit

e;:=(0,...,0,1,0,...,0), i=1,...,n,
(n Eintrédge mit der 1 an der iten Stelle).

Definition 2.1.10 (Partielle Ableitung). Sei U C R" eine offene Menge
und seien eine Abbildung f : U — R™ und ein Element a € U gegeben. Die
Abbildung f heifst an der Stelle a partiell differenzierbar, wenn die
Richtungsableitungen

9:f(a) := ., f(a)

fla+te;) — f(a) (2.1.7)

= —|  flay,...,qi1,0; +t a1, .., a,)

firi=1,...,n existieren. In diesem Fall werden die Vektoren 0;f(a) € R™
die partiellen Ableitungen fon f an der Stelle a genannt.
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Lemma 2.1.11. Seien X,Y endlichdimensionale normierte Vektorrdume,
sei U C X eine offene Menge, und sei f:U — Y differenzierbar an der
Stelle a € U. Dann ezistiert die Richtungsableitung O¢ f(a) fir jeden Vek-
tor £ € X und ist durch

O f(a) = df (a)§ (2.1.8)
gegeben.

Beweis. Sei A :=df(a): X — Y und sei £ € X gegeben. Fiir £ = 0 folgt die
Existenz der Richtungsableitung ebenso wie die Gleichung 0¢ f(a) = 0 = A¢
unmittelbar aus der Definition. Nehmen wir also an, dass £ # 0 ist. Zu zeigen
ist dann die Aussage

i OO =) e (2.1.9)

t—0 t

Sei also € > 0 gegeben und sei € := ¢/ ||{||y. Dann existiert nach Definiti-

on cine Zahl § > 0, so dass jeder Vektor h € X mit 0 < Al < § die
Bedingung a + h € U und die Ungleichung

[f(a+h) = fla) = Ablly < &|[Allx
erfiillt. Nun sei § := 6/ €]l und sei ¢ € R mit 0 < |t| < 6. Dann gilt

0 < [ltllx = Ml < olillx =9,
daher ist a +t£ € U und

1f(a+1t8) — fla) — tAL]ly < £l = lt]e,
und daraus folgt

— A€l <e.

Y

Damit sind (2.1.9) und Lemma [2.1.11| bewiesen. O

Lemma [2.1.11] zeigt, dass aus der Differenzierbarkeit die Existenz der
Richtungsableitungen folgt, und aus der Existenz der Richtungsableitungen
folgt offensichtlich die partielle Differenzierbarkeit. Ebenso wissen wir dass
aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt (Lemma [2.1.5)). Die folgenden
Beispiele zeigen, dass sich keine dieser Implikationen umkehren 148t. Auch
wissen wir bereits aus der Analysis I, dass aus der Stetigkeit nicht einmal die
partielle Differenzierbarkeit folgt. (Die stetige Funktion R” — R : z — ||z||
ist an der Stelle @ = 0 nicht partiell differenzierbar.)

Hf(athf) — f(a)
t
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Beispiel 2.1.12. Dieses Beispiel zeigt, dass die Existenz der Richtungsablei-
tungen nicht die Differenzierbarkeit impliziert. Sei f : R? — R die Funktion

2y
f(z,y) = 212
mit f(0,0) := 0. Diese Funktion erfiillt die Bedingung

f@€,tn) =tf(&n)

fiir alle ¢ = (&,7) € R? und alle t € R. Daher existieren alle Richtungsablei-
tungen von f an der Stelle a = 0 € R? und es gilt d:f(0) = f(¢) fiir ¢ € R*.
Da die Abbildung R* — R : ¢ — 0, f(0) = f() nicht linear ist, kann f nach
Lemma 2.1.1T] an der Stelle a = 0 nicht differenzierbar sein.

fiir (z,y) € R*\ {(0,0)}

Beispiel 2.1.13. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Existienz der Richtungs-
ableitungen nicht einmal die Stetigkeit folgt. Sei f : R? — R die Funktion

2 2
fla,y) == £y

mit f(z,0) := 0. Diese Funktion erfiillt die Bedingung f(t() = tf((), fiir
alle ¢ € R? und alle t € R, so dass die Richtungsableitungen von f an der
Stelle a = 0 alle existieren. Jedoch ist f(e,e3) = 7! + &3 > ¢! fiirallee > 0,

und daher ist f an der Stelle a = 0 unstetig. Nach Lemma ist f an der
Stelle @ = 0 auch nicht differenzierbar.

falls y #£ 0,

Beispiel 2.1.14. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der partiellen Differenzier-
barkeit nicht die Existenz der Richtungsableitungen folgt. Sei f : R*> — R
die Funktion

xy

mit f(0,0) := 0. Diese Funktion erfiillt die Bedingung

f(t& tn) = [t| (&)

fir alle ¢ = (§,n7) € R? und alle ¢ € R. Daher existiert die Richtungsablei-
tung von f an der Stelle @ = 0 € R? in Richtung von ¢ = (£,7) € R? genau
dann wenn f(&,n) = 0 ist. Dies ist der Fall fiir die Basisvektoren e; = (1,0)
und ey = (0,1). Damit ist f an der Stelle a = 0 partiell differenzierbar, je-
doch existieren nicht alle Richtungsableitungen von f an der Stelle a = 0.
Ubung: Die Funktion f ist stetig.

fla,y) = fiir (z,y) € R\ {(0,0)}
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Die Jacobi-Matrix

Nehmen wir nun an, dass U C R" eine offene Menge und f : U — R™ eine an
der Stelle zy € U differenzierbare Abbildung ist. Dann ist df (zg) : R™ — R™
eine lineare Abbildung. Wie wir aus der Linearen Algebra wissen, ist eine
jede solche Abbildung durch Multiplikation mit einer Matrix A € R™*" gege-
ben. Dies wirft die Frage auf, welche Matrix die Ableitung df (zo) : R — R™
unserer Funktion repréasentiert, und wie wir sie berechnen kénnen. Zur Be-
antwortung dieser Frage benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.1.15. Sei X ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum,
sei U C X eine offene Menge, sei

fi
f= : |:U=R" (2.1.10)
fm

eine Abbildung, und sei xog € U und & € X. Dann gilt folgendes.

(i) Die Richtungsableitung O¢ f (zo) existiert genau dann, wenn die Richtungs-
ableitungen O¢ f;(xo) fiir j =1,...,m existieren. Ist dies der Full, so gilt

e f1 (o)
ékf(l’o) = e R™. (2.1.11)
g fm (o)
(ii) Die Abbildung f:U — R™ ist genau dann an der Stelle xq differen-
zierbar, wenn die Funktionen f; : U — R fir j =1,...,m an der Stelle x
differenzierbar sind. Ist dies der Fall, so gilt
df1(zo)
df (20) = : :R™ — R™. (2.1.12)
dfm($0)

Beweis. Wir beweisen Teil (i). Dazu nehmen wir zunéchst an, dass die Rich-
tungsableitung von f an der Stelle zy in Richtung ¢ existiert, und wir be-
zeichnen diese Richtungsableitung mit

a1
a:= : = Ocf(z0) € R™.

am
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Dann gilt
fi(zo + t&) — fi(xo
t -
fir allet € R\ {0} und alle j € {1,...,m}. Da die rechte Seite nach Voraus-
setzung gegen Null konvergiert fiir ¢ — 0, folgt daraus
. t&) — f.
fJ(xO_i_éz f](%)—aj =0 firj=1,...,m.
Daher existiert fiir jedes j die Richtungsableitung von f; an der Stelle x( in
Richtung von £ und es gilt

) o,

) Hf(sco +16) — fz0) _
- t

lim
t—0

0 f (o) — lim filwo + té;) — filzo) _ 0

Nehmen wir umgekehrt an, dass die Richtungsableitung a; := O¢ f;(zo) fiir
alle j = 1,...,m existiert, und definieren wir a := (ay, ..., a,) € R™, so gilt

Hf(onrtg) — flw) filwo +16) = fi(xo) _|°
t t an

m

2>

Rm™ i=1

Nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite dieser Gleichung gegen Null
fir ¢ — 0, und daraus folgt die Existenz der Richtungsableitung ¢ f(zo) = a.
Damit ist Teil (i) bewiesen.

Wir beweisen Teil (i) mit dem gleichen Argument. Ist f an der Stelle
differenzierbar mit der Ableitung A := df (z¢) : X — R™, und bezeichnen wir
mit A; : X — R die Komposition von A mit der Projektion von R™ auf
die jte Koordinate, so folgt die Differenzierbarkeit von f; an der Stelle x
mit df;(xg) = A; : X = R aus der Ungleichung

[f5 (o +h) = fi(wo) = Ash| _ [[f(wo +h) = f(z0) = Allgm

17/l x - 172/l x '
Setzen wir umgekehrt voraus, dass f; an der Stelle z, differenzierbar ist
mit A; := dfj(xo), und definieren wir die lineare Abbildung A: X — R™

durch A¢ := (A4, ..., A¢) fiir £ € X, so folgt die Differenzierbarkeit von f
an der Stelle xy aus der Gleichung

1f (o + 1) = f(x0) = Ahllgn” <~ (1fi(xo +h) = fi(zo) = A\’
171l x -2 ( 171l x ) '

Damit ist Lemma 2.1.15] bewiesen. ]

J=1
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Lemma 2.1.16 (Jacobi-Matrix).
Sei U C R™ eine offene Menge und sei f: U — R™ eine Abbildung mit den

Koordinaten fi, ..., fm, die an der Stelle xy € U differenzierbar ist. Dann ist
die Ableitung df (xg) : R™ — R™ durch die Multiplikation mit der Matrix
Nwo) Gh(we) - §L(mo)
o (z0)  giz(wo) - §l(wo)
Df(xg) == e R™*" (2.1.13)
%fT’f(xo) %fT";(iUO) ng’Z(ﬁo)

der partiellen Ableitungen gegeben.

Proof. Bezeichnen wir mit eq, .. ., e, die Standardbasis des R", so erfiillt jeder
Vektor £ = Y"1 | &e; € R™ die Gleichung

Z&clf zo)e Z@aﬁf 7o) Z@af (w0) = Df (x0)€.

Hier folgt die erste Gleichheit aus der Linearitdt von df(zg), die zweite
aus Lemma [2.1.11] die dritte aus der Definition der partiellen Ableitungen,
und die vierte aus Teil (i) von Lemma [2.1.15| sowie der Definition der Ma-

trix D f(x) in (2.1.13)). Damit ist Lemma [2.1.16| bewiesen. ]

Definition 2.1.17. In der Situation von Lemmal2 116 wird die durch Glei-
chung (2.1.13) definierte Matriz D f(xg) € R™™ der partiellen Ableitungen
von f die Jacobi-Matrix von f an der Stelle xo € U genannt.

Wir merken an, dass das Symbol Df(xg) fiir die Jacobi-Matrix hier
um der Klarheit willen verwendet wurde, zur formalen Unterscheidung zwi-
schen der Ableitung als linearer Abbildung df (z¢) : R™ — R™ und der Jacobi-
Matrix der partiellen Ableitungen D f(z) € R™*™. Da Lemma nun
bewiesen ist, wird diese Unterscheidung jedoch hinfillig, und wir werden
im folgenden zu unserem Standardsymbol df (xq) fiir die Ableitung zuriick-
kehren, sei es als Jacobi-Matrix, oder als lineare Abbildung. Denn es wird
im allgemeinen nicht nétig sein, zwischen einer linearen Abbildung von R™
nach R™ und der sie reprisentierenden Matrix in der Notation zu unterschei-
den.
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2.2 Stetige Differenzierbarkeit

In Abschnitt haben wir gesehen, dass jede differenzierbare Funktion auf
einer offenen Teilmenge des R™ partiell differenzierbar ist, wahrend die Um-
kehrung nicht gilt. Setzt man aber voraus, dass die partiellen Ableitungen
iiberall existieren und zudem stetig sind, so zeigt der folgende Satz, dass
unsere Funktion dann auch differenzierbar ist.

Satz 2.2.1. Sei U C R" eine offene Teilmenge und sev xq € U gegeben. Wei-
terhin sei f : U — R™ eine Abbildung, die an jeder Stelle in U partiell diffe-
renzierbar ist, und deren partielle Ableitungen O;f : U — R™ fiiri=1,...,n
an der Stelle xq stetig sind. Dann ist f an der Stelle xy differenzierbar.

Definition 2.2.2. (i) Sei U C R”™ eine offene Teilmenge. Eine Abbildung
f U — R™ heifit stetig differenzierbar wenn sie partiell differenzierbar
ist und ihre partiellen Ableitungen O;f : U — R™ firt=1,...,n stetig sind.
(ii) Seien X,Y endlichdimensionale normierte Vektorrdume und set U C X
eine offenen Menge. Fine Abbildung f: U — Y heifit stetig differenzier-
bar wenn sie differenzierbar und ihre Ableitung df : U — L(X,Y) stetig ist.

Ubung 2.2.3. Fir X = R” und Y = R™ sind die beiden Definitionen in
Definition zueinander dquivalent.

Beweis von Satz[2.2.1. Nach Lemma geniigt es, den Satz fiir m =1
zu beweisen. Sei also f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion, deren
partielle Ableitungen alle an der Stelle z stetig sind. Zu zeigen ist, dass f an
der Stelle x( differenzierbar ist. Dazu verwenden wir die Euklidische Norm

|zl ;== /22+ -+ 22  firz=(1,...,2,) € R,

und bezeichnen mit ey, ..., e, die Standardbasis des R".
Sei € > 0 gegeben. Da die Funktionen 0;f : U — R an der Stelle xq stetig
sind, existiert eine Konstante 6 > 0, so dass fiir alle h € R" folgendes gilt:

l’o—l-hEUund, fﬁr’i:lj.__’n,
|0 f (xo + h) — 0i f (z0)| < g/n.

Sei ein Vektor h = (hy, ..., h,) € R" mit 0 < ||h]| < § gegeben. Dann definie-
ren wir die Vektoren xy,...,z, € R" durch

Ih] <o — (2.2.1)

Ty =20 + hie] + -+ hpep fuirk=1,...,n.
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Man beachte dass die x; hier alles Vektoren im R™ sind, und nicht die Koor-
dinaten eines Vektors. Sie erfiillen die Gleichungen

Tp = Tp_1+ hpep, firk=2,...,n, Ty, = To + h. (2.2.2)
Da ||z — zo| < ||h|| < d ist, gilt 2, € U nach (2.2.1) und daher, nach (2.2.2)),

n

flao+h) = f(zo) =Y (flar) — flzao)). (2.2.3)

k=1

Ebenso gilt ||zx_1 + thger — xo|| < d fiirallet € [0,1] und alle k € {1,...,n}.
Nach ([2.2.1)) folgt daraus zj_q + threp € U und

10 f (251 + ther) — O f(w0)| < % (2.2.4)

fir 0 <t <1und k=1,...,n. Fiir jedes solche k definieren wir die Funkti-
on ¢ : [0,1] = R durch

Or(t) := f(rp—1 +they)  fir 0 <t <1

Nach dem Mittelwertsatz existiert fiir jedes k € {1,...,n} ein ¢, € (0,1)

PO f (wh—1 + tihger) = ¢ (tr) = f(or) — f(2h-1)- (2.2.5)
Aus (2.2.3)), (2.2.4), und (2.2.5) ergibt sich

flwo+h) = flwo) = > hudi f(wo)

_ Z< F(ren) — F(ex) — hidef (20))

_ an: hie (O f (w1 + trhrer) — O f (fvo))|
< Z gl 104 (211 + tiuer) — O (o)
<.

Damit folgt die Behauptung von Satz [2.2.1] aus der Definition der Differen-
zierbarkeit in Definition 2.1.1] ]
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Mit Hilfe von Satz konnen wir fiir viele Besipiele von Funktionen von
mehreren Variablen die Differenzierbarkeit auf die aus der Analysis I bekann-
te Differenzierbarkeit von Funktionen einer reellen Variablen zuriickfiihren.

Beispiel 2.2.4. Die durch
flx,y) =a¥ = ey log(z)

definierte Funktion f : U := (0,00) x R — R definierte Funktion ist stetig
differenzierbar, denn nach Resultaten aus Analysis I ist sie partiell differen-
zierbar, und ihre partiellen Ableitungen sind durch

of

—(l', y) = eylog(az)g = yxyila
T

ox
0
O (2.) = €75 Log() = log ()2
Ay
fiir x > 0 und y € R gegeben. Diese Funktionen % : U — R und g—f; U —R
sind stetig, ebenfalls nach Beispielen aus Analysis I und einem Resultat aus
Analysis I, welches besagt, dass die Summe, das Produkt, und der Quotient
zweier stetiger Funktionen (auf beliebigen metrischen Rdumen) wieder stetig
sind. Daraus folgt nach Satz dass unsere Funktion f : U — R stetig
differenzierbar ist. Nach Lemma wird ihre Ableitung df (z,y) : R* - R
(als lineare Abbildung) durch die, ebenfalls mit df (z,y) bezeichnete, Jacobi-
Matrix

4f (2, ) = (y2*~", log(x)") € RV

reprasentiert.
Beispiel 2.2.5. In der gleichen Weise sieht man, dass die durch

T1+ To + T3
f(z) = | x122 + 2321 + 2223
T1T2T3

fiir z = (21, x9, 23) € R definierte Abbildung f : R® — R3 stetig differenzier-
bar ist. Thre Jacobi-Matrix an der Stelle z € R3 ist

1 1 1
df(l') = To+ T3 Tz+T1 T1+ To
ToX3 T3x1 T122

Dies ist nur ein Beispiel. Nach Satz und den entsprechenden Resul-
taten aus Analysis I ist jede polynomiale Abbildung f : R®™ — R™ stetig
differenzierbar.
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Der néchste Satz betrifft Folgen stetig differenzierbarer Funktionen und
besagt dass, wenn sie ebenso wie ihre partiellen Ableitungen gleichméfig
konvergiert, ihr Grenzwert wieder stetig differenzierbar ist. Anwendungen
dieses wichtigen Satzes finden sich in den Abschnitten 2.3} 2.5 und [2.6]

Satz 2.2.6 (C'-Konvergenz).

Sei U C R™ offen und sei f, : U — R eine Folge stetig differenzierbarer Funk-
tionen, so dass die Funktionenfolgen (fx)ren und (O;fi)ken firi=1,...,n
auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichmdfiig konvergieren. Seien

flx) = klim fr(x), gi(x) = klim Oife(x) firzeUundi=1,...,n.
—00 —00
Dann ist f: U — R stetig differenzierbar mit 0;f = g firi=1,... n.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
lim sup |f(z) — fu(z)] =0,  lim sup|gi(z) — O, fu(z)| =0  (2.2.6)

fiir e = 1,...,n und jede kompakte Teilmenge K C U. Da der Grenzwert ei-
ner gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen selbst wieder stetig
ist (Analysis I), sind die Funktionen f,¢,...,¢9,: U — R stetig. Es bleibt
zu zeigen, dass die partielle Ableitung 0;f(z) fur alle z € U und alle i exi-
stiert und gleich g;(z) ist. Dazu wihlen wir x € U und ¢ > 0 mit B.(z) C U.
Seii € {1,...,n} und sei ¢; € R" der Standardbasisvektor. Nach Vorausset-
zung ist die Funktion [—e,e] — R : t — fp(x + te;) stetig differenzierbar mit
Ableitung %fk(x + te;) = O; frx(x + te;), und daraus folgt

0

fir alle k € N und alle t € [—¢, ¢]. Auerdem gilt nach [5, Satz 3.1]

t t t
/ gi(z + se;) —/ Oi fr(x + se;) ds g/ lgi(z + se;) — O fr(x + se;)| ds
0 0 0

<e sup [0ifr(y) — g9:(y)]
yEBe(x)
fiir t € [—¢,¢] und alle k£ € N. Nach (2.2.6)) konvergiert die rechte Seite dieser
Ungleichung gegen Null fiir £ — oo, und nach ([2.2.7)) folgt daraus

t
flx+te;) = / gi(x + se;) ds fir —e<t<e. (2.2.8)
0

Die Funktion [—¢,e] = R : t — f(x + te;) ist daher stetig differenzierbar und
es gilt 0;f(z) = L|i_of(x + te;) = g;(x). Damit ist Satz bewiesen. [
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2.3 Die Kettenregel

Wir wenden uns nun den grundlegenden Rechenregeln der Differentialrech-
nung zu, die insbesondere die Leibnizregel und die Kettenregel beinhalten.
Hier sind die Hauptresultate dieses Abschnitts.

Satz 2.3.1 (Rechenregeln). Sei (X, ||-||) ein endlichdimensionaler nor-
maerter Vektorraum, sei U C X eine offenen Teilmenge, sei xo € U, und sei-
en f,g:U — R Funktionen, die an der Stelle xy differenzierbar sind. Dann
qilt folgendes.

(i) Die Summe f+g: U — R ist an der Stelle xq differenzierbar, und es gilt

d(f + 9)(x0)€ = df (w0)§ + dg(x0)§ (2.3.1)

fur alle £ € X.

(ii) Das Produkt fg : U — R ist an der Stelle xy differenzierbar, und ihre
Ableitung ist durch die Leibnizregel

d(fg)(x0)§ = g(wo)df (x0)€ + f(w0)dg(20)§ (2.3.2)

fiir alle £ € X gegeben.

(iii) Ist g(z) # 0 fir alle x € U, so ist der Quotient f/g:U — R an der
Stelle xo differenzierbar, und es gilt

i L)€ — 9(xo)df (z0)§ — f(w0)dg ()&
1(1) e o 233

fir alle £ € X.
Beweis. Siehe Seite B0 O

Satz 2.3.2 (Kettenregel). Seien (X, |x), (Y,|lly), (Z,]]|,) endlich-
dimensionale Vektorriume, seien U C X und V CY offenen Teilmengen,
sei f:U —V eine an der Stelle xo € U differenzierbare Abbildung, und
sei gV — Z eine an der Stelle yo := f(xg) € V differenzierbare Abbildung.
Dann ist die Komposition go f : U — Z an der Stelle x( differenzierbar, und
ihre Ableitung an der Stelle xy ist die Komposition der Ableitungen von f
und g, das heif§t

d(g o f)(wo) = dg(f(zo)) 0 df (z0) : X — 7. (2.3.4)
Beweis. Siehe Seite 52 O



50 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN

Den Beweis von Satz 2.3.1] kann man auf dreierlei verschieden Weisen
fithren. Erstens kénnte man den Beweis des entsprechenden Satzes fiir Funk-
tionen einer reellen Variablen auf Funktionen mehrerer Variablen {ibertragen.
Zum zweiten konnte man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass X = R" ist und dann, mit Beschrinkung der Allgemeinheit, zuséatzlich
voraussetzen, dass f und g stetig differenzierbar sind, was fiir die allermei-
sten Anwendungen ausreicht. In dieser Situation folgen die Behauptungen
von Satz unmittelbar aus Satz und den entsprechenden Resul-
taten iiber die Summe, das Produkt, und den Quotienten von Funktionen
einer reellen Variablen in Analysis I. Insbesondere ergeben sich die For-
meln in Satz dann aus der Betrachtung der Funktionen ¢ — f(xq + t£)
und ¢ — g(zo + t£). Die dritte Methode ist es, Satz auf die Kettenregel
in Satz zuriickzufiithren, und diese Methode werden wir hier verwenden.

Satz[2.3.d = Satz[2.53.1. Die durch
_ [ f@) ) .
F(x):= < o(z) firz e U

definierte Abbildung F' : U — R? ist nach Lemma [2.1.15] an der Stelle
differenzierbar und ihre Ableitung dF(xg) : X — R? ist

dF (z0)¢ = ( gﬁgﬂié ) fiir € € X. (2.3.5)
Wir beweisen Teil (i). Die durch
h(y,z) =y+ =z

definierte Funktion A : R? — R ist nach Satz [2.2.1] differenzierbar und ihre
Ableitung dh(y, z) : R? — R an der Stelle (y, z) € R? ist durch

dh(y,z)(n,¢) =n+¢

fiir (n,¢) € R? gegeben. Daraus folgt nach Satz dass die Funktion
f+g9g=hoF:U—R

an der Stelle xy differenzierbar ist mit der Ableitung

d(f + g)(z0)§ = dh(F(0))dF (x0)§

= dh(f(z0), 9(z0))(df (x0)&, dg(z0)E)
= df (z0)€ + dg(20)§

fir £ € X.
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Wir beweisen Teil (ii). Die durch

h(y, z) == yz
definierte Funktion h : R — R ist nach Satz 2.2.1] differenzierbar und ihre
Ableitung dh(y, z) : R? — R an der Stelle (y, z) € R? ist durch
dh(y, 2)(n,¢) = zn+y¢
fiir (n, ) € R? gegeben. Daraus folgt nach Satz , dass die Funktion
fg=hoF .U —R
an der Stelle xy differenzierbar ist mit der Ableitung
d(f + g)(wo)§ = dh(F (xo))dF (x0)€
= dh(f(20), g(x0))(df (z0)€, dg(x0)§)
= g(wo)df (x0)& + f(z0)dg(xo)&
fiir £ € X.
Wir beweisen Teil (iii). Da g(x) # 0 ist fiir alle x € U, gilt
FU)cV:=Rx (R\{0})

Nun ist die durch y
h(y7 Z) = ;

definierte Funktion A : V — R nach Satz 2.2.1] differenzierbar und ihre Ab-
leitung dh(y, z) : R* — R an der Stelle (y, z) € R? ist durch

dhy, 2)(n,¢) = 1 — 45

z 22

fiir (n,¢) € R? gegeben. Daraus folgt nach Satz [2.3.2] dass die Funktion
fg=hoF :U —R

an der Stelle xy differenzierbar ist mit der Ableitung

d(f + g)(x0)§ = dh(F (x0))dF (z0)§
= dh(f(x0), g(x0))(df (z0)€, dg(x0))
_ g(wo)df (20)§ — f(w0)dg(wo)&
9(x0)?
fiir £ € X. Damit ist Satz bewiesen. O
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Der folgende Beweis von Satz 148t sich Wort fiir Wort auf differen-
zierbare Abbildungen zwischen Banachrdumen erweitern.

Beweis von Satz[2.3.2. Seien A € L(X,Y) und B € L(Y,Z) die linearen
Abbildungen

A = df (o), B := dg(yo)-
Zu zeigen ist, dass die Komposition

gof:U—2Z
an der Stelle xy € U differenzierbar ist mit der Ableitung
d(go f)(zo) = BA € L(X, Z),

Sei dazu £ > 0 gegeben. Da g an der Stelle yg = f(xg) € V differenzierbar ist
mit dg(yo) = B, existiert eine Konstante p > 0 mit

By(yo; V) ={y €Y | ly—wlly <p} CV, (2.3.6)
so dass jedes Element y € B,(yo;Y') die Ungleichung

l9(y) — 9(y0) — By — wo)ll; < ER)] ly — yolly (2.3.7)

erfiillt. Da f an der Stelle zy € U differenzierbar ist mit df (x¢) = A, existiert
eine Konstante > 0 mit

Bs(z; X) ={z € X| |l — zolly <8} C U, (2.3.8)
so dass jedes Element x € Bs(xo; X) die Ungleichung
€
1 (x) = flzo) = Alz — z0)|ly < 5——5m ll# — ol (2.3.9)
YT 2(e+ 1Bl X
erfiillt. Wéhlen wir dieses 6 > 0 hinreichend klein, so gilt
(1+ ||A])S < p. (2.3.10)

Nun sei € X fest gewéhlt mit ||z — z¢||y < 0. Dann ist x € U nach (2.3.§)
und aus (2.3.9) und (2.3.10)) folgt mit f(x¢) = yo die Ungleichung

1 () = wolly < [1f(2) = f(zo) — Al — zo)[ly + [|A(z — o) ly

15
< e —zolx + Al |z —
< (1 +[JA) |z — 2ol o
< (1+[|A])o

< p.
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Daraus folgt f(z) € V nach und
lg(f(2)) = g(f(@0)) — BA(z — o)l
< llg(f(x)) = g(yo) — B(f(x) = yo)ll z + |1 B(f(x) = f (o)

= /() = wly e
AT 1B @) = £(0) = Al =)l

>
B

( 5” ” )ux—xoux
18]

<elr— xOHX

Hier folgt der zweite Schritt aus (2.3.7) und der dritte Schritt aus ({2.3.9))

und (2.3.11]). Damit folgt die Behauptung von Satz aus der Definition
der Differenzierbarkeit in Definition R.1.1] O

Korollar 2.3.3. Seien U C R™ und V- C R™ offenen Mengen und seien
f:(f177fm)U_>‘/7 92(91,---794)1V—>R£

stetig differenzierbare Abbildungen. Dann ist go f : U — RY stetig differen-
zierbar, und es gilt

— Alr = 0))ll

IN

IN

gk o f (9gk (9f]
Z 8yj (’%Z( z)

,n, undk:zl,...,ﬁ.

Beweis. Sei e; € R™ der ite Basisvektor in der Standardbasis. Dann gilt

(2.3.12)

firzeU,i=1,...

A2 D) ) = atgeo e
— dgi(f(a)df (),
dfi(z)
(P @) |
1 " dfm(2)
00k 401
-3 Sl

Hier folgt die erste Gleichhheit aus Lemma [2.1.11], die zweite aus Satz
die dritte aus Lemma [2.1.15 und Lemma [2.1.16, und die vierte aus Lem-

ma[2.1.11] Damit ist die Gleichung ([2.3.12]) bewiesen, und daraus folgt sofort
die Stetigkeit der partiellen Ableitungen von g o f. ]
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Die Gleichung ([2.3.12)) sagt, dass die Jacobi-Matrix von g o f an der Stel-
le x das Produkt der Jacobi-Matrix von g an der Stelle f(z) mit der Jacobi-
Matrix von f an der Stelle x ist. Diese Gleichung kann auch in der Kurzform

Oz _ N 0 Dy,

(%ci a = &yj 0:61

(2.3.13)

geschrieben werden. Hier steht y; fiir f;(z) und 2 fiir gx(y). Diese Schreib-

weise ist dann niitzlich, wenn die y; als Funktionen der Variablen x4, ..., z,
und die z; als Funktionen der Variablen vy, ..., y, verstanden werden.
Beispiele

Beispiel 2.3.4 (Gradient). Sei U C R" eine offene Menge und f: U — R
eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Ableitung von f an der
Stelle € U eine lineare Abbildung df (z) : R* — R, welche durch die Jacobi-
Matrix df (x) = (68—51(1’), ey 8%(;15)) € R™" (einen Zeilenvektor) reprisen-
tiert wird. Es ist oft niitzlich, die Ableitung als einen Spaltenvektor zu
schreiben. Dies entspricht dem Ubergang von einem linearen Funktional auf
dem R" zu einem Vektor im R". Im Fall der Ableitung von f wird dieser

Vektor der Gradient von f an der Stelle x genannt und mit

a2 ()
Vf(x):= : (2.3.14)

)
ae ()

bezeichnet. Diese Schreibweise ist besonders niitzlich im Verbindung mit dem
standard inneren Produkt (§,n) = Y"1 | &n; zweler Vektoren &,n € R™. Die
Richtungsableitung von f an der Stelle z € U in Richtung £ € R" ist dann

@)=Y S = (Vf(2).€) 23.15)

Ist nu z : [ — U eine C'*-Kurve, so ergibt die Kettenregel die Formel

S 0) = dra@)i®) = Y 5 @lb)in(0) = (VFale). 4(0). (2310

(Hier hat der Vektor z = (z1,...,x,) zwei Bedeutungen! Zum einen bezeich-
net er die unabhéngigen Variablen in der Menge U C R", und zum anderen
bezeichnet er die Abbildung I — U : ¢ — x(t) = (x1(¢),...,z,(t)).)
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Beispiel 2.3.5. Sei f: U := (0,00) x R — R die Funktion
flz,y) =¥ firx >0und y € R
und sei die Kurve I = (0,00) = U : t — (z(t), y(t)) durch
x(t) =y(t) =t fir ¢ >0
gegeben. Dann ist f(z(¢),y(t)) = t* fiir ¢ > 0 und nach Beispiel gilt

0 0
a—i(%y) =y’ a—i(%y) = log(z)x"

fiir alle x > 0 und alle y € R. Daher ergibt Gleichung ([2.3.16|) die Formel

Dt = 2L o), (e + g—iwmu))yu) — (1 tlog()f'.  (23.17)

Beispiel 2.3.6. In der allgemeinen Situation von Beispiel ist es oft
interessant, die Losungen x : I — U der Differentialgleichung

(t) = =V f(x(t)) (2.3.18)
zu betrachten. Fiir diese Losungen hat die Gleichung (2.3.16|) die Form

%ﬂx(t)) = (Vf(2(1)),&(t) = = IV f (@) (2.3.19)

Nach dem Mittelwertsatz folgt daraus, dass die Funktion I — R : ¢ — f(z(t))
monoton fallend ist. Ubung: Die Funktion I — R : ¢ — f(x(t)) ist entwe-
der auf ganz I strikt monoton fallend, oder die Losung I — U : ¢ — x(t) ist
konstant. Schlielen Sie daraus, dass die Differentialgleichung keine
nichtkonstanten periodischen Lésungen haben kann.

Beispiel 2.3.7. Eine andere interessante Situation entsteht in Beispiel
wenn die Funktion f : U — R entlang einer Kurve x : I — U konstant ist,
so dass f(x(t)) = c ist fiir alle ¢ € I und eine Konstante ¢ € R. In dem Fall

folgt aus die Gleichung
d
0=~ fz(t) = (VF(z(?)),2(t)).

Das heifit, der Geschwindigkeitsvektor & (¢) steht senkrecht auf dem Gradi-
enten von f an der Stelle z(?).
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Beispiel 2.3.8. Eine weitere Anwendung von Beispiel ergibt sich aus
den Newtonschen Gleichungen

() = —VV (2(t)). (2.3.20)

Hier ist U C R" eine offene Menge und V' : U — R eine glatte Potentialfunk-
tion. Thr Gradient ist das Kraftfeld und die Gleichung ist das Newton-
sche Gesetz “Kraft gleich Masse mal Beschleunigung” (mit Masse gleich 1).
Die Energie einer Losung x : [ — U zum Zeitpunkt ¢ ist die Summe aus
kinetischer und potentieller Energie und ist durch

L.
B(t) = [la®)]* + V (x(1)) (2.3.21)
Nach der Kettenregel in (2.3.16) ist die Zeitableitung der Energie

E(t) = (&(t), @(1)) + (VV(2(1)), (1)) = (@(8), (1) + VV(2(t))) = 0.

Also ist die Energie entlang jeder Losung von (2.3.20) konstant. In dem
Spezialfall n = 3 mit U = R*\ {0} und

Vi) = - W) =

erhdlt man das Keplerproblem.

Beispiel 2.3.9. Lemma[2.1.TT kann auch als Spezialfall der Kettenregel her-
geleitet werden. Seien also X, Y endlichdimensionale normierte Vektorraume,
sei U C X eine offene Menge, und sei f : U — Y eine Abbildung, die an der
Stelle = € U differenzierbar ist. Weiterhin sei ¥ € X gegeben und sei I C R
ein offenes Intervall mit 0 € I, so dass

Y(t)=z+tz el

ist fiir alle ¢ € I. Nach Beispiel ist die Abbildung v :1 — U differen-
zierbar mit 4(t) = ¥ fur alle t € I. Nach Satz ist daher die Abbildung
fovy:I—Y an der Stelle t = 0 differenzierbar und es gilt

%tﬂf@+¢®_'%?ﬂﬁfow@)—dﬂvmﬁﬁm)—dﬂ@a (2.3.22)

Dies ist die Gleichung ([2.1.8]) in Lemma [2.1.11{ mit ¢ = x und £ = 7.
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Die folgenden Beispiele zeigt, dass es durchaus sinnvoll sein kann, mit
allgemeinen endlichdimensionalen Vektorrdumen zu arbeiten, anstatt mit
dem R". Man entledigt sich dadurch der Notwendigkeit, eine Basis zu wéhlen,
und manchmal ist es auch sinnvoll, eine andere als die Euklidische Norm zu
verwenden. So sind etwa die Normen auf R™*" in Beispiel nicht die
Normen von inneren Produkten.

Beispiel 2.3.10. Sei der Raum X := R™ " mit einer der Normen in Bei-
spiel versehen und sei g : X := X x X — X die Abbildung

g(A,B) = AB fir A, B € R™*".

Diese Abbildung ist differenzierbar nach Beispiel und Lemma [2.1.15
Thre Ableitung dg(A, B) € L(X x X, X) an der Stelle (4, B) € X x X 1af}t
sich mit Hilfe von Beispiel bestimmen. Fiir (4, B) € X x X gilt

o~ o~ d - ~
dg(A. B)(A,B)= —| [(A+1tA B+1tB)
t=0
d ~ N
— —| (A+tA)(B+tB)
dt 0
_ L (AB+1(AB + AB) + 123B)
dt 0
— AB + AB.

Beispiel 2.3.11. Sei X := R™*". Dann ist die Abbildung ¢, : X — X mit
op(A) = A" firAe X

stetig differenzierbar und ihre Ableitung d¢y(A) € L(X, X) ist

N

-1
dop(A)A =S A AA=T  fir A, A€ X. (2.3.23)

J

Il
o

fiir A,A\ € X gegeben. Beweis: Fiir k£ = 1 erfilllt ¢; = id : X — X
die Behauptung nach Beispiel 2.1.7] Erfiillt f;, die Behauptung fiir ein k €
N, ist ¥ : X = X x X durch ¢y (A) := (A, ¢r(A)) fir A € X definiert, und
ist g: X x X — X die Abbildung aus Beispiel 2.3.10} so ist ¢r41 = g oy
nach Satz stetig differenzierbar mit diy,1(A)A = dg(¢vr(A))dir(A)A
fiir A, A € X. Daraus folgt auch die Formel fiir k + 1 (Ubung).
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Potenzreihen von Matrizen

Sei ag, ai, as, . . . eine Folge reeller Zahlen mit

1
pi= > 0. (2.3.24)

 limsupy o a7
Sei ||-|| eine Matrixnorm auf dem Raum X := R™*" (siehe Beispiel |1.3.6).
Nun sei U := {A € R™"™| ||A|| < p}, und sei f: U — X die Abbildung

fA) =" aA* (2.3.25)
k=0
fiir A € U. Dass diese Reihe fiir jedes A € U absolut konvergiert wurde
in Korollar (1.3.11| bewiesen, und dass die durch (2.3.25|) definierte Abbil-
dung f : U — X stetig ist, wurde in Satz|1.3.13| bewiesen.

Satz 2.3.12. Die Abbildung f : U — X in ([2.3.25)) ist stetig differenzierbar
und ihre Ableitung df (A) € L(X, X) an der Stelle A € U ist

[e%S) k—1
df(A)A = a, Y AIAAT fir Ae X. (2.3.26)
k=1 7=0

Beweis. Fiir £ € N sei f; : U — X die Abbildung
¢

)4
F(A) =Y arpn(A) =Y aAF fir A€U.
k=0

- k=0
Nach Beispiel 2.3.11f und Satz ist f; stetig differenzierbar mit
¢ k—1
dfo(A) = a®@i(A),  (A)A =) ATAAR,
k=1 j=0
Fir 0 <r <psei B,:={A € X | ||A|| <r}. Dann gilt
k—1
1Pk(A)A <D AAATT | < kJAIFHIA] < krFIA]
j=0

fir A € B,, A € X, und daher > et Nar®u(A) | 2ox ) < 2ok klag|r*! < oo
fiir A € B, nach (2.3.24). Damit folgt aus (dem Beweis von) Satz [1.3.10}
dass die Abbildungsfolge df, : U — L(X, X) auf jeder kompakten Teilmenge
von U gleichméflig konvergiert. Da auch f, : U — X auf jeder kompak-
ten Teilmenge von U gleichméfBig gegen f konvergiert, ist f: U — X nach

Satz stetig differenzierbar mit der Ableitung ([2.3.26)). O
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Beispiel 2.3.13. Nach Satz [2.3.12| ist die Exponentialabbildung
. nxn nxn
exp : R™" — R™*", exp(A Z R (2.3.27)
stetig differenzierbar mit der Ableitung

dexp(A)A=Y" L™ i a1 (2.3.28)

fiir alle A € R™™. In Korollar werden wir sehen dass die Exponen-
tialabbildung glatt ist. Die hoheren Ableitungen werden im Abschnitt
eingefiihrt.

Beispiel 2.3.14. Die Abbildung
Inv : GL(n,R) — GL(n,R), Inv(A) := A7! (2.3.29)
ist stetig differenzierbar mit der Ableitung
dinv(A)A = —A71AA™! (2.3.30)

fir A € GL(n,R) und A € R"*". Beweis: Fiir A € GL(n,R) und X € R"*"
mit || X|| [[A7!]] < 1 gilt nach Teil (ii) von Satz [1.4.1]

A+ X eGL,R), (A+X)"'=A4") (-X

k=0

Das heifit Inv(A + X) = A7 f(XA™') = Lo fo R(X) fiir | X|| < ||A7Y7Y,
wobei die linearen Abbildungen L, R : R™" — R™" durch L(Z) := A™'Z
und R(X) := XA~ und die Abbildung f: {Y € R™"| ||| < 1} — R™"
durch f(Y) :=>"2 0( Y)* definiert sind. Nach Satzist f stetig diffe-
renzierbar mit df (0 )Y = Y fiir Y € R™". Damit folgt die Behauptung aus
der Kettenregel in Satz [2.3.2] fiir die Abbildung Lo f o R.
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2.4 Der Schrankensatz

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass X und Y endlichdimensionale

normierte Vektorrdume sind. Fiir lineare Operatoren A € £(X,Y") verwenden

wir die stets die Operatornorm

| Az]]y

4= 14l ey, = swp
(X¥) 0#£zEX ||x||X

(Siehe Abschnitt [1.2]) Der Schrankensatz kann als Erweiterung des Mittel-

wertsatzes auf differenzierbare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen

normierten Vektorraumen betrachtet werden.

Satz 2.4.1 (Schrankensatz). Sei U C X offen und f : U — Y eine stetig
differenzierbare Abbildung.

(i) Sei K C U eine kompakte konveze Teilmenge und cr = sup,c g ||df (z)]].
Dann gilt

1f(x0) — flz)lly < ek llzo — 21l x (2.4.1)
fiir alle x,x' € K.

(ii) Sei K C U eine kompakte Teilmenge. Dann existiert ein ¢ > 0 so dass
die Ungleichung

1/ (xo) = flz)lly < cllzo — zal x (2.4.2)
fiir alle x,x' € K erfillt ist.

Beweis. Siehe Seite [64]. O

Der Beweis von Satz benotigt die Definition des Integrals einer ste-
tigen Funktion auf einem kompakten Intervall mit Werten in einem endlich-
dimensionalen normierten Vektorraum X. Im Fall X = R"” ist die Idee, dass
man das Integral einfach Koordinatenweise definiert, was bedeutet, dass das
Integral einer stetigen Funktion = = (x1,...,2,) : [a,b] — R™ der Vektor ist,
dessen ite Koordinate durch das Integral der Funktion z; : [a,b] — R gege-
ben ist. Ist unser Vektorraum noch nicht mit einer Basis versehen, so kann
man fiir diese Definition eben zunéchst eine Basis wihlen. Dann ist jedoch zu
zeigen, dass die dadurch gegebene Definition des Integrals nicht von der Wahl
der Basis abhéngt. Eine andere Moglichkeit fiir die Definition des Integrals
einer vektorwertigen Funktion wére es, dieses erneut iiber die Konvergenz
der Riemannschen Summen zu konstruieren. Will man beide Methoden ver-
wenden, so ist ebenfalls zu zeigen, dass diese zum selben Ergebnis fiihren.
Das ist nicht weiter schwierig und wird im folgenden Lemma bewiesen.
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Lemma 2.4.2. Sei X ein n-dimensionaler normierter Vektorraum mit einer
Basis ey, ..., e, seien a < b reelle Zahlen, und sei & : [a,b] — X eine stetige
Abbildung. Dann sind fiir jedes x € X die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Fir jedes lineare Funktional A : X — R gilt

b
Alz) = / A(E(1)) dt. (2.4.3)

(ii) Sind &, ...,& :[a,b] = R die durch £(t) =: Y ¢ &(t)e; firt € [a,b]
definierten stetigen Funktionen, so gilt

= i ( / "e) dt) . (2.4.4)

(iii) Der Vektor z ist der Grenzwert

N
) b—a b—a
x:]\}l_rgog N £(a+k N > (2.4.5)

Auferdem existiert genau ein Vektor x € X, der diese dquivalenten Bedin-
gqungen erfillt.

Definition 2.4.3. Der eindeutige Vektor x € X in Lemma |2.4.29 wird das
Integral von ¢ iiber [a,b] genannt und mit f:f(t) dt := x bezeichnet. Das
heif$t, das Integral ist durch die Bedingung

A ( / bg(t) dt) - / bA(g(t))dt (2.4.6)

fiir jede lineare Abbildung A : X — R charakterisiert.
Beweis von Lemma [2.4.9. Wir beweisen (i) = (ii). Seien A;: X — R die

durch A;(e;) :=;; fiir 4,5 = 1,...,n definierten linearen Funktionale. Dann

gilt Ai(€(1)) = Mi(Qo7-, &i(t)ey) = &(t) fiir alle ¢ und 4 und daher, nach (i),

n

T = ZZZ;AZ.(;C)@ => (/b A (E(2)) dt) e = 2: (/b &(t) dt) e

i=1

Damit ist gezeigt, daf§ der Vektor = die Bedingung (ii) erfiillt.
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Wir beweisen (ii) = (iii). In der Situation von (ii) gilt

= b£~(t)dt—1im f:b_—ag 4R
) T TN A TN TN

fir ¢ =1,...,n nach [5, Satz 4.1]. Da £(t) = Y1, &(t)e; ist fiir alle ¢ nach
Voraussetzung, und = = > | x;e; ist nach (ii), folgt daraus

- ) Y b—a b—a
x=Z<J$E&ZT@(“+’f N ))

i=1

N n
. b—a b—a
ZJ&LH;OZk_l Z N & (“*’f N )

N
. b—a b—a
:]\}g};Okil N £<CL+I{ZT),

und daher erfiillt der Vektor x die Bedingung (iii).
Wir beweisen (iii) = (i). Da jedes lineare Funktional A : X — R stetig
ist nach Korollar [1.2.2] folgt aus (iii) die Gleichung

A(x):A<lim 3 b‘“g<a+kb_“)>
N—>o<>k:1 N N
Nop— b—

= yim A (kz N% <a+k Na)>
- 1im§:b_a/\ ¢ P
N—o00 N N

Hier folgt die letzte Gleichheit aus [5], Satz 4.1]. Dies zeigt, dass der Vektor
die Bedingung (i) erfiillt.

Die Existenz und Eindeutigkeit eines Vektors z € X, der diese drei dqui-
valenten Bedingungen erfiillt, folgt sofort aus Teil (ii). Damit ist Lemma[2.4.2]
bewiesen. O

Im folgenden bezeichnen wir fiir a < b mit C([a,b], X) den Vektorraum
der stetigen Funktionen x : [a,b] — X.
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Lemma 2.4.4 (Eigenschaften des Integrals). Fir a < b gilt folgendes.
(i) Die Abbildung C([a,b],X) — X 1z +— fabm(t) dt ist linear.
(ii) Fir alle x € C([a,b], X) und alle A € L(X,Y) gilt

be(t) d—af x(t) dt. (2.4.7)
/ /

(iii) Fir alle x € C(la,b], X) gilt

/bx(t) || < /b |(t)|l ¢ dt (2.4.8)
a x  Ja
(iv) Fir alle z € C([a,b], X) und alle c € (a,b) gilt
/Ca:(t) dt + /ba:(t) dt = /bx(t) dt (2.4.9)
(v) Ist x : [a,b] — X stetig differenzierbar, so gilt
/b:'c(t) dt = z(b) — (a). (2.4.10)

(vi) Ist & : [a,b] — X stetig so ist die Funktion

x(t) == /tf(s) ds, a<t<hb, (2.4.11)

stetig differenzierbar mit &(t) = £(t) fir alle t € [0, 1].

Beweis. Teil (i) folgt direkt aus der Definition des Integrals.
Fiir Teil (ii) wéhlen wir ein lineares Funktional A : Y — R. Dann gilt

A (/abe(t) dt) _ /abA(A:):(t))dt _A <A /abx@) dt)

und damit folgt (ii) aus der Eindeutigkeit in Lemma [2.4.2]

Zum Beweis von (iii) verwenden wir die Ungleichung

Y b—q b—a Y b—a b—a
< - -

S o) B e (o)
k=1 k=1
fir N € N. Daraus folgt (2.4.8) mit N — oo nach Teil (iii) von Lemma

Die Aussagen in (iv), (v), und (vi) folgen direkt aus den entsprechenden
Aussagen fiir die Integrale reellwertiger stetiger Funktionen und Teil (i) von
Lemma 2.4.2] Damit ist Lemma 2.4.4] bewiesen. O




64 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN

Beweis von Satz[2.4.1. Wir beweisen Teil (i). Sei also K C U eine kompakte
konvexe Teilmenge und sei cx := sup,cx ||df (z)||. Dann ist cx < oo da K
kompakt ist. Seien zg, 7 € K. Dann ist zq + t(z; — x9) € K, da K konvex
ist. Wir definieren nun die Funktion y : [0,1] — Y durch

y(t) == f(xo+ t(x1 — x0)) fir 0 <t <1.
Diese Funktion ist stetig differenzierbar nach Satz mit der Ableitung
y(t) = df (zo + t(z1 — x0)) (21 — x0).
Daraus folgt
9@y < lldf (o 4tz — o)) 121 — zollx < excller —wollx - (24.12)

Auflerdem folgt daraus nach Teil (v) von Lemma die Gleichung

Fla1) = flxo) = y(1) — y(0) = / J(t) dt.

Daraus wiederum folgt nach Teil (iii) von Lemma die Ungleichung

1
1 (z1) = f(zo)lly < /0 9@y dt < ez — ol x -

Hier folgt der letzte Schritt aus und damit ist Teil (i) bewiesen.

Wir beweisen Teil (ii) mit einem indirekten Argument. Sei also K C U
aine kompakte Teilmenge, so dass die Behauptung von Teil (ii) nicht gilt.
Dann existieren zwei Folgen (ay)gen und (bg)ren mit

1f(ar) — FO)lly > K law — billy  fiir alle k € N (2.4.13)

Da K kompakt ist, konnen wir durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge
annehmen, dass die Grenzwerte

a:= lim ay, b:= lim by (2.4.14)

k—o00 k—00

existieren. Diese Grenzwerte liegen notwendigerweise in K und wir zeigen,
dass sie iibereinstimmen.
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Dazu betrachten wir die Differenz a; — b. Nach (2.4.13)) gilt

lax = bell < 1 17 aw) = 70l
< 2O @l + 1 Boly)
< 2o f @y
Da K kompakt ist, haben wir

sup || f(z)]| < o0
zeK

und daher

||a - bHX = kh_{go ||ak - kaX =0.

Also gilt
a=0beK. (2.4.15)

Wir wéhlen nun ein € > 0 mit
B:={zeX||z—al|y<e}CU.
Dann ist B eine kompakte Teilmenge von U Daher ist

cp = sup [[df (z)]| < oo
zeB

und nach Teil (i) gilt

| f(z) = f(@)]ly <ecpllz—2'|x fiir alle z,2’ € B. (2.4.16)

Nach (2.4.14)) und (2.4.15)) existiert eine Konstante ko € N, so dass ax, b, € B

sind fiir alle £ € N mit k > ky. Daraus folgt nach (2.4.13) und (2.4.16]) die
Ungleichung

kllax = brllx < [[f(ar) = f(0u)lly < e llar — bl

fiir jede ganze Zahl k > ko. Fiir £ > max{ko, cp} ist dies ein Widerspruch.
Damit ist Satz 2.4.1] bewiesen. O
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Mit Hilfe des Schrankensatzes sind wir nun in der Lage, die Umkehrung
der Beobachtung, dass konstante Funktionen die Ableitung Null haben, zu
beweisen. Wir benétigen dazu den Zusammenhangsbegriff im Anhang [B]

Satz 2.4.5. Sei U C X eine nichtleere offene zusammenhdangende Teilmen-
ge und sei f:U =Y eine differenzierbare Abbildung mit df (z) =0 fir al-
lex € U. Dann ist f konstant.

Beweis. Ist U konvex, so folgt die Aussage direkt aus der Ungleichung
in Satz mit cx = 0. Andernfalls argumentieren wir wie folgt.

Sei xg € U und yo := f(xg). Zu zeigen ist, dass f(z) = yo ist fir allex € U.
Dazu definieren wir die Menge

A:={z e U|f(z)=yo}
Diese Menge ist offensichtlich nichtleer, da xy ein Element von A ist. Aus-
serdem ist f stetig nach Lemma , und daher ist A = f~1(yy) eine U-
abgeschlossene Teilmenge von U. Mit anderen Worten, A ist abgeschlossen
beziiglich der Relativtopologie von U (siche Lemma .
Wir zeigen nun, dass A eine offene Teilmenge von U ist. Sei also x € A.
Da U offen ist existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

B.(z)={2d" e X||lz—2|| <e} CU.

Ist 2/ € B.(x), so ist x + t(2' — ) € B.(z) C U fiir alle t € [0, 1]. Daraus
folgt nach Teil (v) von Lemma die Gleichung

f(@") = yo = f(2') — f(x)
:/0 %f(a:+t(:v’—x))dt

1

= / df (x + t(z' — 2)) (2’ — x) dt

0

=0
Hier folgt der erste Schritt aus der Voraussetzung = € A, der zweite Schritt
aus der Differenzierbarkeit der Komposition [0,1] = Y : ¢t — f(z + t(2' — z))
in Satz sowie Teil (v) von Lemma|2.4.4] der dritte Schritt aus der Formel
fiir die Ableitung in Satz [2.3.2] und der letzte Schritt aus der Tatsache, dass
die Ableitung von f nach Voraussetzung verschwindet. Damit haben wir
gezeigt, dass B.(z) C A ist. Also ist A eine nichtleere Teilmenge von U, die

sowohl offen als auch abgeschlossen beziiglich der Relativtopologie von U ist.
Da U zusammenhéingend ist, ist A = U, was Satz beweist. O
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2.5 Hohere Ableitungen

Sei U C R" eine offene Teilmenge und sei f : U — R™ eine auf ganz U partiell
differenzierbare Abbildung. Dann sind die partiellen Ableitungen

(9if:8f:U%Rm, i=1,...,n,
3@-
selbst wieder Abbildungen von U nach R™ und wir kénnen den Fall betrach-
ten, dass diese wieder partiell differenzierbar sind. Dazu rufen wir zunéchst
noch einmal an die Definition der partiellen Ableitung nach der iten Varia-

blen z; in Erinnerung. An der Stelle = = (x4, ...,z,) € U ist diese durch

Oif (x) = P l(x)

f(z +te;)

d
i flry, o mi, i+t g, T)
=0

gegeben, wobei e; € R™ den iten Standardbasisvektor bezeichnet. Das heifit,
man erhélt die ite partielle Ableitung an der Stelle x dadurch, dass man die

Koordinaten z; fiir j # 7 festhélt, und die dadurch entstehende Funktion von
einer reellen Variablen an der Stelle x; differenziert.

Definition 2.5.1. Eine Abbildung f : U — R™ auf einer offenen Teilmen-
ge U C R" heifst zweimal partiell differenzierbar wenn sie partiell diffe-
renzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen 0;f : U — R™ firj=1,...,n
wieder partiell differenzierbar sind. Ist eine solche Abbildung f:U — R™
zweimal partiell differenzierbar, so werden die durch

0 f

g oOf

d of
= a_ B S PRLY) ta i1y -y dn
di t:oaxj(xl, s Tim1, Tj + 1, Tiga Tn)
fir x €U und i,j =1,...,n definierten Abbildungen 0;0;f : U — R™ die
zweiten partiellen Ableitungen von f genannt.

@@f(.r) =
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An diese Definition schliefit sich natiirlicherweise die Frage an, welchen
Effekt die Vertauschung der Reihenfolge auf die partiellen Ableitungen hat.
Hierzu ein Beispiel.

Beispiel 2.5.2. Sei f: R? — R die durch f(0,0) = 0 und

x3y — xy3

flay) = —3 )

fiir 2 + y? # 0 definierte Funktion. Diese Funktion ist partiell differenzier-
bar. Thre partiellen Ableitungen verschwinden an der Stelle x = y = 0, und
sind durch

OF (p ) = (32%y — y*)(2® + ¢?) — 22(2%y — 2y°)
oxr""’ (22 + y?)?
_3aty 4 3%y’ — 2%y® — P — 22ty + 2277
(22 + 12)?
Caty+datyt — P
- (:c2 +y2)2
af 2 — 4x3y? — xyt
Y T T @ e

fir 2% + y* # 0 gegeben. Hier folgt die zweite Formel aus der ersten durch
Vertauschung von = und y. Die partiellen Ableitungen 0f/0x und 0f /0y sind
(auch an der Stelle z = y = 0) stetig, und daher ist f stetig differenzierbar.
Insbesondere gilt

of
ox

of
ox

of aof

(377()) =0, (Ouy) =Y, a_y(xvo) =7, Ay (0,3/) =0.

Daraus folgt, dass f (auch an der Stelle x = y = 0) zweimal partiell differen-
zierbar ist mit

0 f
0x0x

82f an a2f

Die gemischten zweiten partiellen Ableitungen stimmen also an der Stel-
le z = y = 0 nicht iiberein. Dariiber hinaus ergibt die Berechnung der zweiten
partiellen Ableitungen auf R?\ {(0,0)}, dass diese an der Stelle z =y =0
nicht stetig sind (Ubung).
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Der folgende Satz von Hermann Amandus Schwarzﬂ zeigt, dass die Asym-
metrie der gemischten zweiten partiellen Ableitungen in Beispiel ein
Sonderfall ist, der nicht auftreten kann, wenn die zweiten partiellen Ablei-
tungen nicht nur iiberall existieren, sondern auch stetig sind.

Satz 2.5.3 (Schwarz). Sei U C R" eine offene Teilmenge, sei f: U — R™
eine partiell differenzierbare Abbildung, und seien Indizes i,j € {1,...,n}
mit i # j und ein Element xo € U gegeben. Wir nehmen an, dass die Abbil-
dung 0f /0x; : U — R™ nach der Variablen x; tberall partiell differentierbar
ist, und dass die Abbildung

o of

— R™
c%i 85(,’]' U=

an der Stelle xq stetig ist. Dann ist die Abbildung Of /Ox; : U — R™ nach der
Variablen z; an der Stelle xy partiell differenzierbar und es gilt

O 0F oy = 298

8:I:j &cl 0/ 0:61 aiCj 0/

Beweis. Nach Lemma [2.1.15] geniigt es, den Fall m = 1 zu betrachten. Au-
Berdem betreffen die Behauptungen des Satzes nur die Einschréankung der
Abbildung f auf die Teilmenge von U in der alle Variablen bis auf z; und z;
festgehalten sind. Daher geniigt es ebenfalls, den Fall n = 2 zu betrachten.
Wir nehmen also neu an, dass U C R? eine offenen Menge ist und verwen-
den die Bezeichung (z,y) fiir die Variablen in U. Weiter nehmen wir an,
dass f:U — R eine partiell differenzierbare Funktion ist, dass die zweite
partielle Ableitung
2 1
@axéfy (x,y) = lim 5 (g—‘;(x +h,y) — g—‘;(x, y)) (2.5.2)

h—0

fiir alle (z,y) € U existiert, und dass die Funktion % : U — R an der Stel-
le (zg,y0) € U stetig ist. Ihren Wert an dieser Stelle bezeichnen wir mit

0?
ag == ax—gy(:co,yo). (2.5.3)

2 Hermann Amandus Schwarz war ein Schiiler von Ernst Eduard Kummer und Karl
Weierstrafl. Er war von 1869 bis 1875 Professor an der ETH Ziirich und ihm wurde im
Jahr 1914 die Ehrendoktorwiirde der ETH Ziirich verliehen.
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Zu zeigen ist die Gleichung

1 of

, 0
tin 5 (o4 1) = - ane)) = o 254

Sei e > 0 gegeben. Da die Funktion 0%f/0x0y : U — R an der Stelle (x,y)
stetig ist und dort den Wert aq hat, existiert eine Konstante § > 0, so dass
fir alle (z,y) € R™ folgende Aussage gilt:

2

|x — o] < 0, (z.9) —a
Oxdy "’ 0

ly —yo| <9

Mit dieser Wahl von 0 beweisen wir in drei Schritten, dass jedes y € R
mit 0 < |y — yo| < 0 die Ungleichung

0 0
21 (0r) — 2L (0,10) — oty — )

—  (x,y) € U und <e. (2.5.5)

<ely — ol (2.5.6)

erfiillt. Da ¢ > 0 beliebig gew#hlt war, wire damit die gewiinschte Glei-

chung ([2.5.4) bewiesen.

Schritt 1. Fir alle x,y € R mit 0 < |z — x| < 6 und |y — yo| < J gilt

0 0
a—g(x,y) — a—g(mo,y) —ap(r —x0)| < elx —x0]. (2.5.7)
Wir halten zwei reelle Zahlen x,y fest mit
0 < |z — x| <9, ly — yo| < 0.

Wir nehmen zunéchst an, dass xy < x < o + 0 ist. Dann ist (§,y) € U fiir
alle & € [zg, z] nach (2.5.5) und die Funktion

[l’o,l’] —R: 5 = %(572/)

ist nach Voraussetzung iiberall differenzierbar. Thre Ableitung an der Stel-
le € € [xg, 7] ist die Zahl 9% f/0xdy(&,y). Nach dem Mittelwertsatz existiert
daher eine Zahl xy < £ < x mit

9% f &, y) — (w0, y)

%®@w) pra—

Nun bilden wir die Differenz mit ay und nehmen den Betrag. Mit [§ — x| < ¢

und |y — xg| < 9 folgt dann nach (2.5.5)) die gewiinschte Ungleichung ([2.5.7)).
Im Fall z < xy argumentiert man genauso mit der gleichen Funktion auf dem

Intervall [z, x]. Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Fir alle x,y € R mit 0 < |z — 29| < und 0 < |y — yo| < 0 gilt
f('ray) B f(x()uy) B f<x7y0) + f(3707y0)

—ap| < €. (2.5.8)
(z — 20)(y — vo) "
Wir halten zwei reelle Zahlen z,y fest mit
0<|z—z0] <, 0<|y—wo <9.

Wir nehmen zunéchst an, dass yo < y < yo + ¢ ist. Dann ist (z,n) € U fiir
alle 7 € [yo, y] nach (2.5.5) und wir definieren ¢ : [y, y] = R durch

g(n) = f(z,n) — f(xo,n)  fiiryo<n<wy.

Diese Funktion ist nach Voraussetzung differenzierbar. Nach dem Mittelwert-
satz existiert daher eine Zahl yy < 7 < y mit

9\y) — 9y
Y—Y
Nach Definition von g 148t sich diese Gleichung in der Form

aof of _ f(z,y) = f(xo,y) = f(z,90) + f(20, %0)
a—y(w,n) - a—y(:vo,n) = p—

schreiben. Nun teilen wir durch x — zq, bilden die Differenz mit ag, und neh-
men den Betrag. Mit 0 < |z — 2| < d und |n — yo| < 6 folgt dann nach
in Schritt 1 die gewiinschte Ungleichung . Im Fall y < yo argumentiert
man genause mit der gleichen Funktion g auf dem Intervall [y, yo]. Damit ist
Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Jedes y € R mit 0 < |y — yo| < & erfiillt (2.5.6]).

Wir halten eine reelle Zahl y mit 0 < |y — yo| < ¢ fest und schreiben die
Ungleichung ([2.5.8) in Schritt 2 in der Form

f(xay:z : isx()ay) . f(xvyOI). : i(ExOvyO) — ao(y — yO)

<ely —yol

fir alle x € R mit 0 < |z — zo| < §. Mit dem Grenziibergang = — z ergibt
sich daraus die gewiinschte Ungleichung

‘8]‘ of

%(%,y) — %(xoyyo) —ao(y —yo)| < ely —wol -

Damit sind Schritt 3 und Satz 2.5.3] bewiesen. ]
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Definition 2.5.4. Seien {,m,n € N und sei U C R" eine offene Teilmenge.

(i) Eine Abbildung f : U — R™ heif$st zweimal stetig differenzierbar wenn
sie stetig differenzierbar ist und thre partiellen Ableitungen

of:U—R™, 1=1,...,n,

stetig differenzierbar sind.

(ii) Fine Abbildung f : U — R™ heifst ~-mal stetig differenzierbar, wenn
sie stetig differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen

of :U—R™, i=1,...,n,

(¢ — 1)-mal stetig differenzierbar sind.

(iii) Die Menge der (-mal stetig differenzierbare Abbildungen von U nach R™
bezeichnen wir mit

CHUR™) == {f : U — R™| f ist (-mal stetig differenzierbar} .
Die Elemente von C*(U,R™) werden auch C*-Abbildungen genannt.

Definition 2.5.5 (Hohere partielle Ableitungen). Seien ¢,m,n € N,
sei U C R™ eine offene Teilmenge, und sei f : U — R™ eine C*-Abbildung.
Fiir iy,...,ip € {1,...,n} wird die partielle Ableitung

o f

— U > R™
8xi1 cee a.ﬁﬂié -
der Ordnung ¢ induktiv definiert durch
o' f 0 o-Lf

8%189@2 cee 8!@'2 ' 0@1 (91‘,‘2 cee 85Eig '

Bemerkung 2.5.6 (C‘~-Abbildungen). Nach Definition [2.5.4/und Definiti-
on ist eine Abbildung f : U — R™ genau dann ¢-mal stetig differenzier-
bar wenn alle ihre partiellen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ existieren und
stetig sind. Dies bedeutet, dass fiir jede Indexfolge i1, ...,i, € {1,...,n} (der
Lange /) erstens die partielle Ableitung 0f/0x;, iiberall existiert und stetig
ist, zweitens diese wieder nach x;, , partiell differenzierbar ist und die dar-
aus resultierende zweite partielle Ableitung 92 f /Ox;, O stetig ist, drittens
diese dann nach z;, , partiell differenzierbar ist und die daraus resultierende
dritte partielle Ableitung 9°f/dz;, ,0x;, Oz stetig ist, und so weiter bis
hin zur partiellen Ableitung 0°f/dx;, - - - Ox;, der Ordnung ¢, die ebenfalls
stetig ist.
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Bemerkung 2.5.7 (Multiindizes). Da die Reihenfolge der partiellen Ab-
leitungen einer C*-Abbildung nach Satz das Resultat nicht beeinflusst,
ist es sinnvoll, fiir die partiellen Ableitungen eine vereinfachende Schreibweise
einzufiihren, die Wiederholungen unter den Indizes 41, ... ,%, beriicksichtigt.
Da es nur darauf ankommt, wie oft ein Index ¢ € {1,...,n} in einer solchen
Indexfolge auftritt, ordnen wir jedem solchen Index eine Haufigkeit «; zu.
Diese ist ein Element der Menge

No:=Nu{0} ={0,1,2,3,...}.
Wir erhalten damit einen Multiindex
a=(ag,qe,...,a,) €Np.
Die Ordung eines solchen Multiindex ist die Zahl
o] == a1 +ay+ -+ ay, € N,

Fiir f € C1*(U,R™) wird die partielle Ableitung 0°f : U — R™ durch

|| |
O = a@aﬁc{ = 8:60‘18378‘12 ! Oz
1 2 DY nn
el (2.5.9)

- Oxy -+ 0x10Ty - Oxg -+ Oxpy - - - 0T,

definiert. In dem letzten Ausdruck tritt der Term Ox; genau «;-mal auf,

Definition 2.5.8 (Glatte Abbildungen). Seien m,n € N und sei U C R™
eine offenen Menge. Fine Abbildung f : U — R™ heifst glatt wenn sie beliebig
oft stetig differenzierbar ist, das heifit, wenn sie fir jedes £ € N zu der Men-
ge CY(U,R™) gehért und damit (-mal stetig differenzierbar ist. Eine glatte
Abbildung f - U — R™ wird auch C*°-Abbildung genannt. Die Menge der
glatten Abbildungen von U nach R™ wird mait

C¥(UR™) == {f : U = R™| f ist glatt} = (| C*(U,R™)

leN

bezeichnet.
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Der folgende Satz fasst einige wichtige Eigenschaften von C*-Abbildungen
zusammen, die sich direkt mit vollstdndiger Induktion aus den Eigenschaften
differenzierbarer Abbildungen herleiten lassen.

Satz 2.5.9. Sei { € NU {00}, seien XY, Z endlichdimensionale normierte
Vektorriume, und seien U C X und V CY offen. Dann gilt folgendes.

(i) PEine Abbildung f = (fi,...,fm) : U — R™ (mit m € N) ist genau
dann C*, wenn f; : U — R fiir jedes i € {1,...,m} eine C*-Funktion ist.
(ii) Sind f,g € CY(U,R) so ist f +g € CU,R).

(iii) Sind f,g € C*(U,R) so ist fg € C*(U,R).

(iv) Sind f,g € CY(U,R) und g(x) # 0 fiir allex € U, soist f/g € C*(U,R).
(v) Sind f:U—=V und g:V — Z zwei C*-Abbildungen, so ist auch die
Komposition go f : U — Z eine C*-Abbildung.

(vi) Ist U C R"™ offen und f;. : U — R eine Folge von C*-Funktionen, so dass
die Funktionenfolge (0 fi)ken fir alle o € N§ mit |o| < £ auf jeder kompak-

ten Teilmenge von U gleichmdf$ig konvergiert, so ist f :=limy_,oo fr : U = R
eine C-Funktion und es gilt 0% f = limy,_,oo 0% fy fiir alle o € N2 mit |a| < L.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass X = R” ist, und damit die Ableitung
von f als Abbildung df : U — R™ " betrachten, die jedem Element x € U
die Jacobi-Matrix df (x) € R™*" zuordnet. Nun folgt Teil (i) fiir £ =1 di-
rekt aus Lemma[2.1.15] Ist £ > 2 und gilt Teil (i) fiir C*~'-Abbildungen, so
schliefen wir daraus, dass df : U — R™™ genau dann eine C*~!-Abbildung
ist, wenn 0;f; : U — R fiir alle 4,j eine C*~! Abbildung ist, was wiederum
dazu dquivalent ist, dass df; : U — R fiir jedes i eine C*~'-Abbildung ist.
Damit folgt Teil (i) durch vollsténdige Induktion iiber /.

Teil (ii) folgt aus Teil (i) von Satz durch vollstdandige Induktion
tiber ¢ mit 0;(f + g) = 0;f + Oig.

Genauso verhilt es sich mit dem Beweis von Teil (iii) unter Verwendung
von Teil (ii) und der Leibnizregel 9;(fg) = g0;f + fdig in Satz[2.3.1]

Auch Teil (iv) 148t sich nun mit Hilfe der bereits bewiesenen Teile (ii)
und (iii) und der Formel 0;(f/g) = (g0;f — fig)/g* in Satz durch
vollstandige Induktion iiber ¢ beweisen.

Mit X = R", Y = R™, Z = R’ verwendet das Induktionsargument fiir
den Beweis von Teil (v) die Kettenregel 9;(gx o f) = 7", ((9;gx) © f)0: f; aus
Satz sowie die Teile (i), (ii) und (iii).

Teil (vi) folgt mittels vollstandiger Induktion aus Satz und damit
ist Satz [2.5.9 bewiesen. O



2.5. HOHERE ABLEITUNGEN 5

Ubung 2.5.10. Was fiir Formeln ergeben sich aus der Leibnizregel und der
Kettenregel fiir die hoheren partiellen Ableitungen von Produkt und Kom-
position?

Beispiel 2.5.11. Jeder Multiindex o = (o, ...,a,) € Nj bestimmt eine
glatte Funktion f, : R” — R, die durch

Qn

ful) = 2 = gt

fir x = (z1,...,2,) € R™ definiert ist. Fiir die partiellen Ableitungen von f,
nach z; erhalten wir die iiblichen Formeln

0
0o (4 = caprtage -,
1
82
855 (z) = ar (o — D)ot 2ag? - aln,
1
5% )
5 gla (;p) = al(al — 1) e (041 _ 61 + 1)1,?1 311,32 . ':Eg"
Ty
! _
STy A R

fiir 0 < 87 < ay. Fiir die partiellen Ableitungen nach den anderen Variablen
erhélt man natiirlich die gleichen Formeln. Insgesamt ergibt sich daraus mit

al i=ai!-ap! -yt

die Gleichung

P fo(x) = (@f—!a)!xa_ﬂ (2.5.10)

fiir jeden Multiindex 5 = (fy,...,5,) € N§ mit §; < o fiir i =1,...,n. Ist
andererseits 3 € N ein Multiindex mit 8; > «; fiir ein 4 so ist 9°f, = 0.
Insbesondere folgt daraus die Formel

3 o, falls B =,
9 £,(0) _{ 0. falls 3 % o (2.5.11)

fiir die partiellen Ableitungen von f, an der Stelle x = 0.
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2.6 Die Taylorreihe

Fiir Multiindizes a = (a4, ..., a,) € Nj und Vektoren z = (z4,...,z,) € R”
hat es sich in Bemerkung[2.5.7 und Beispiel [2.5.11] als niitzlich herausgestellt,
die Abkiirzungen

lal =01 + s+ + ay,

al:=a! -l !, (2.6.1)
¢ = oty

einzufithren. Hier verwenden wir im Fall a; = 0 die iblichen Konventio-
nen 0! := 1 und s° := 1 fiir jede reelle Zahl s. Nun sei eine Abbildung

Ng = R™:a— a,

gegeben, die jedem Multiindex o € Njj einen Vektor a,, € R™ zuordnet derart,
dass nur endlich viele a,, von Null verschieden sind. Dann definiert die Formel

f@) =) asz” (2.6.2)
aeNg
fiir x € R™ eine glatte Abbildung f : R” — R™, da es sich hier um eine

endliche Summe handelt und jeder Summand eine glatte Abbildung ergibt.
Jede Abbildung dieser Form heifit Polynom. Die Gleichung ([2.5.10)) in Bei-

spiel 2.5.11| zeigt, dass die partiellen Ableitungen des Polynoms ([2.6.2]) durch

|
I f(x) = Z Laaxa_ﬁ (2.6.3)
@;>pi (a B B)'
fiir x € R” und 8 € Njj gegeben sind, wobei die Summe iiber alle Multiin-
dizes o € Njj mit a; > ; fiir ¢ = 1, ..., n zu verstehen ist. Wertet man die
Gleichung ([2.6.3) an der Stelle x = 0 aus so ergibt sich

o0 f(0
Qo = ﬁ (2.6.4)
a!
fiir alle o € Njj. Damit lassen sich die Koeffizienten des Polynoms f aus den
partiellen Ableitungen an der Stelle x = 0 zuriickgewinnen. Da die Abbil-

dung x — f(x¢ + x) ebenfalls ein Polynom ist, erhalten wir die Gleichung
0 f(x
fz) = % %(:p — p)® (2.6.5)
a&lg

fiir jedes Polynom f und alle z, zy € R™. Dies fiihrt zur folgenden Definition.
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Definition 2.6.1 (Taylorpolynom). Sei U C R" eine offene Teilmenge,
sei g € U, und sei f € CYU,R™) mit { € Ng. Das Taylorpolynom der
Ordnung ¢ von f an der Stelle xq ist das durch

(T5 () =) %(f“)(x — x0)" (2.6.6)
|o|<e
fiir x € R™ definierte Polynom Tfof :R" - R™. In st die Summe
iber alle Multiindizes o € N§ mit |a| < £ zu verstehen.

Ist f ein Polynom, so zeigt die Gleichung , dass f mit all seinen
Taylorpolynomen der entsprechenden Ordnung {ibereinstimmt. Im allgemei-
nen ist das nicht der Fall. Jedoch ist das Taylorpolynom der Ordnung ¢ einer
Funktion f an der Stelle x( in einem noch zu beschreibenden Sinne die beste
Ndherung an f in der Nahe von zy. Dazu ist es niitzlich, fiir die Differenz
einer Funktion zu ihrem Taylorpolynom eine geeignete Formel zu finden.

Satz 2.6.2 (Das Restglied in der Taylorentwicklung). Sei U C R™
eine offene Teilmenge und sei f € C**Y(U,R™) mit £ € Ny. Sind x,& € R?
mit x +t€ € U fir0 <t <1, so qilt

aa 1 aa
fla+)=> ifm)»:a:/ (C+1)(1-1)" > w€ dt. (2.6.7)
la|<t ' 0 | =t+1 '
Proof. Siehe Seite [81] O

Korollar 2.6.3. Sei f € C**'(U,R™) wie in Satz[2.6.8, sei xy € U, wihle
eine Zahl r > 0 mit B,(x¢) C U, und definiere

Cop1 i=  Sup Z W (2.6.8)

x€Br(x0) |Oz‘:€+1

Dann erfiillt jedes Element v € B,(xq) die Ungleichung
[ £ (@) = (TH H)(@)]| < con [lw = ol (2.6.9)
Beweis. Nach Satz und Lemma gilt

Hf(x)_ H / g—l—l t)é Z ||aa (x0+t§)|| ’5 |dt

o
|a|=0+1

= / (C+ 1)1 =) dt cora €7 = cern €]

0
Hier haben wir die Ungleichung |¢2] < ||€]|'*! verwendet. O
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Fiir die Abschéitzung in Korollar ist es von Bedeutung, dass
die Abbildung f (¢ + 1)-mal stetig differenzierbar ist. Ist f nur ¢-mal stetig
differenzierbar, so erhélt man eine schwéchere Abschéitzung fiir die Appro-
ximationseigenschaft des Taylorpolynoms. Diese geniigt, um das Taylorpoly-
nom damit eindeutig zu charakterisieren (Bemerkung [2.6.7)).

Korollar 2.6.4. Seien f € CY(U,R™) und x9 € U wie in Definition [2.6.1]
Dann gilt
o @) = (D@

”H””O E —l“o||

= 0. (2.6.10)

Beweis. Fir € € R™ mit

ro+t&EelU fir 0 <t <1,
und z := xo + & folgt aus Satz die Gleichung
9° f (wo)

f(@) = (T, N)@) = f(2) = (T, ) = Y — =
o=t
_ /1 o1 =ty Z O f (o + ti)' - aaf(l'o)fa gt

|al=¢

Nun sei € > 0 gegeben. Da alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung ¢
stetig sind, existiert ein 0 > 0 mit Bs(zo) C U und

— ol _,

x € B(;(ZE()) — Z Ha

laf=¢

Fir x € Bs(xp) und £ := x — xg erhalten wir daher unter Verwendung von

Lemma die Ungleichung

Hf(x)_(Tfof)(x)H S/O g(l Z 1 Z ||aa CL’O"‘tf) o (IO)H |£ |dt

al
laf=¢

1
< / (1 - de e e
0

‘
=c |z — x| -

Damit ist Korollar 2.6.3] bewiesen. m
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Bemerkung 2.6.5. Im Fall £ =1 ist

(T3, /) (o + &) = flao) + Z 0if(20)& = f(xo) + df (x0)&.

i=1
Daher 148t sich die Gleichung ([2.6.10f) in der Form

o+ 8) = ) — df (a0l
) 4]

schreiben. Dies ist genau die Definition der Differenzierbarkeit.

0

Bemerkung 2.6.6. Sei p: R" — R™ ein Polynom der Form
p(x) = Z aax®
la|<e

fiir x € R™. Erfiillt p die Bedingung

tim 2O _ (2.6.11)

0|z

so sind alle Koeffizienten des Polynoms gleich null. Beweis: Im Fall ¢ =0
ist das Polynom konstant, und nach (2.6.11)) mit ¢ = 0 kann diese Konstante
nur Null sein. Sei nun ¢ > 1 und die Behauptung fiir £ — 1 erfiillt. Definiere

q(z) = Z A" fir x € R".

laf<e-1

Dann gilt ||¢(z) — p()|| < ¢|jz|° fiir alle 2 € R™ und eine geeignete Kon-
stante ¢ > 0. Daraus folgt lim,_ [|z]|' ™ [|¢(2)|| = 0 und daher ist ¢ = 0 nach
Induktionsannahme. Das heifit, p ist ein homogenes Polynom vom Grade ¢
und erfiillt daher die Bedingung p(tz) = t‘p(z) fiir alle # € R” und t € R.
Daher folgt aus fir jedes x € R™\ {0} die Gleichung

o) _ 1 Ip@) _ leto)]

= 7 A
IR L2 U Igdl
Also ist p = 0 und daher a,, = 0 fiir alle o nach (2.6.4]).

Bemerkung 2.6.7. Es folgt aus Bemerkung dass das Taylorpoly-
nom Tgfo f einer C*-Abbildung f : U — R™ durch die Bedingung (2.6.10) in
Korollar eindeutig bestimmt ist. (Fiir £ = 1 siche auch Bemerkung[2.6.5

und Lemma [2.1.3])
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Der Beweis von Satz beruht auf den beiden folgenden Lemmas. Das
erste ist ein Spezialfall der Kettenregel fiir hohere Ableitungen. Das zweite
ist ein Resultat aus Analysis I und liefert die Integralform des Restgliedes
fiir die Taylorentwicklung in einer reellen Variablen.

Lemma 2.6.8. Secien f € CY(U,R™) und oy € U wie in Definition |2.6.1]

Dann gilt
k

k!, N
ar| flzo+1t8) = Z aa f(xo)§ (2.6.12)

|lal=k

fir alle £ € R™ und k=0,1,...,¢.

Beweis. Fiir k = 0 sind beide Seiten der Gleichung f(zo) und fiir £ = 1 ist
dies die Kettenregel

d
dt flazo+t&) = Zé?f 20)&; = df (m0)¢.
t=
Sei nun die Gleichung ([2.6.12)) fiir ein k € {1,...,¢ — 1} erfiillt. Dann folgt
dkt1 p dk
k|, flxg +1&) = % dtk (20 + £€)
d !
Tt M o0 f (g + te)6¢,
El " »
=D DO flag)ete
laj=k " i=1
"Lk
= > | X | 0
|B|l=k+1 Bi:>11 (ﬁ - €1>'
kE+1
-y ( - kD! s 8.
|8|=k+1 :

Hier folgt die letzte Gleichheit aus der Formel

1
Zﬁl (Bi = D)!Bisa! -+~ Bl

B;=>1

Damit ist Lemma [2.6.8 bewiesen. m
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Lemma 2.6.9. Sei u: [0,1] — R™ eine C*™'-Funktion. Dann gilt

L 1
(1) — %:/{) uz—!t}ﬁu%l)(t)dt. (2.6.13)

Beweis. Fir ¢ = 0 ist (2.6.13)) der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.
Ist £ > 1, und gilt die Formel fiir £ — 1, so erhalten wir mit

o)=L ) = ) - w0

die Gleichungskette

Su®)  ra-ntt o, u®(0)
“(1)_2 k! _/0 (—1) u¥(t) dt — =

11 pye—1
- [ e e - o) @

_ / & (B0(t) dt
= [ oo
B 1 (1 —¢ y4

)° (e+1)
= — t)dt.
/0 4 ()

Damit ist Lemma [2.6.9] bewiesen. O
Beweis von Satz[2.6.3. Sei u(t) := f(x + t£) fiir 0 < ¢ < 1. Dann ist

!
a6 = 3 Bor o+ re)ee

|a|=k
nach Lemma m Daraus folgt (unter Verwendung von Lemma [2.6.9))
¢

fere -3 P ey -3 Luw)

|| < ’ k=0

_/1(1_tf
~ )0

:/1(6+1)(1—t)f 3 %ﬁtf)gadt.

|o|=¢+1

~—
IS
—~
~
+
=
~
—~
~+
~—
QU
~+

Damit ist Satz [2.6.2 bewiesen. ]
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Definition 2.6.10 (Taylorreihe).
Seien m,n € N, sei U C R" eine offene Teilmenge, sei f € C°(U,R™), und
sei xg € U. Die Taylorreihe von f an der Stelle x ist die formale Reihe

(T (@) = > %(!%)(x — x)® (2.6.14)

aeNg
fir x € R™.

Bei dieser Definition sind zwei Dinge zu beachten. Erstens handelt es
sich bei der rechten Seite der Gleichung um einen rein formalen
Ausdruck, und es ist damit nichts ausgesagt iiber die Konvergenz. In der
Tat kann man schon fiir n =1 glatte Funktionen f:R — R konstruieren,
deren Taylorreihen an der Stelle xy = 0 den Konvergenzradius Null haben,
und damit fiir jedes = # 0 divergieren (siehe Teil (ii) von Beispiel [2.6.11).
Zweitens ist der Ausdruck auf der rechten Seite von ([2.6.14]) streng genommen
keine “Reihe”, da die Indexmenge N nicht die Menge der natiirlichen Zahlen
ist, sondern eine (mdglicherweise nichtsummierbare) Familie von Vektoren
im R™ wie in [4]. Dennoch hat sich der Begriff “Taylorreihe” in der Literatur
durchgesetzt. Man erhélt auch tatséchlich eine Reihe, wenn man zunéchst
alle Summanden der Ordnung k zu einer endlichen Summe zusammengefasst,
und dann iiber £ € Ny summiert. Der relevante Konvergenzbegriff ist jedoch
die absolute Summierbarkeit in (2.6.14)).

Daran schlieflen sich nun zwei Fragen an, ndmlich erstens ob sich Be-
dingungen formulieren lassen, unter denen die Taylorreihe auf einer offe-
nen Umgebung des Punktes zy absolut und gleichméflig summierbar ist,
und zweitens, wenn Konvergenz vorliegt, ob die dadurch definierte Funk-
tion T2 f in einer Umgebung des Punktes xy mit f iibereinstimmt. Auch
hier gibt es bereits im Fall n = 1 wichtige Gegenbeispiele (siehe Teil (i) von
Beispiel . Ein Kriterium fiir eine positive Anwort auf beide Fragen
liefert die Abschitzung in Korollar [2.6.3] (siehe Korollar [2.6.13)).

Beispiel 2.6.11. (i) Die durch f(x) := e~"/*" fiir z # 0 und f(0) := 0 defi-
nierte Funktion f: R — R ist glatt und hat die Taylorreihe (75°f)(z) = 0.
(i) Die durch f(z) := [;°(1+ 2°t)'e~" dt definierte Funktion f : R — R ist
glatt und hat die Taylorreihe (T5°f)(z) = > pe o (—1)*klz*.

Im folgenden Satz sind n,m € N und wir verwenden die Bezeichnungen
B, :={zx e R"| ||z|| < r}, B, = {x e R"| ||z]| < r}
fiir r > 0.
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Satz 2.6.12 (Analytische Abbildungen).
Sei eine Abbildung Ny — R™ : a— a, gegeben mit

1
pi= — >0 a= ) laal. (2.6.15)
lim supy,_, . ¢ |a|=k

Dann gilt folgendes.
(i) Die Reihe
f(z) = Z aqx® (2.6.16)
a€eN?
konvergiert absolut fiir alle v € B, und die Konvergenz ist gleichmdfig auf
jeder kompakten Teilmenge von B,,.
(ii) Die Abbildung f : B, — R™ in (1) ist glatt mit den partiellen Ableitungen

0 f(x) =) (&—!aa$a_ﬁ (2.6.17)

_ |
;> @ ﬁ>

fiirx € B, und B € Ng. Auch die Reihe (2.6.17) konvergiert fiir jedes 3 € Ny
und jedes x € B, absolut, und fiir festes 3 ist die Konvergenz gleichmdf$ig auf
jeder kompakten Teilmenge von B,,.

(iii) Die Taylorreihe von f an der Stelle xo =0 konvergiert absolut und
gleichmdf$ig auf jeder kompakten Teilmenge von B, und stimmt mit der Funk-
tion f dberein, das heifit (Tg°f)(x) = f(x) fir alle x € B,.

Beweis. Der Beweis hat vier Schritte.

Schritt 1. Sei p € Ny und 0 < r < p. Dann gilt

> ket < oo (2.6.18)

k=p

Da 0 < r < pist, gilt rlimsup,_, c,lg/k < 1. Da die Folge k™/kr=P/k gegen 1
konvergiert fiir k& — oo, folgt daraus limsup, ,. k™ kc,lf/ Fri=p/k < 1. Nun
wéhlen wir eine reelle Zahl A mit

lim sup k;"p/kci/krl_p/k <A<

k—o00
Dann existiert ein kg € N, so dass jedes k € N mit k > ky die Ungleichung
knp/kcllg/krlfp/k <\

erfiillt. Das ergibt k™c,r*? < MF fiir alle k € N mit k > ko und daher folgt
Schritt 1 aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen reeller Zahlen.
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Schritt 2. Wir beweisen Teil ().

Fiir k € Nj sei fi, : R®™ — R das homogene Polynom

fr(z) = Z Ao x” (2.6.19)

la|=k

der Ordnung k. Sei r > 0. Dann gilt

k
@)l < D Naallla®] < ) Nlaall fall* < cxr’

laf=k |al=k

fiir alle x € B, und alle k € Ny. Ist 0 < r < p, so gilt Zzio cxr® < 0o nach
Schritt 1, und daraus folgt nach Satz [1.3.10] die absolute und gleichméBige
Konvergenz der Reihe f = "7, f auf B,. Damit ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Wir beweisen Teil (ii).

Fir k € Ny sei f : R* = R das homogene Polynom in (2.6.19)). Sei 5 € Nj
und p := |B|. Dann is 9°f;, = 0 fiir k = 0,1,...,p — 1, und fiir k > p ist

O’ fi(x) = laz_:k wf—la)!aaxa‘ﬁ (2.6.20)

a;j>pB;

fir alle z € R™ nach (2.6.3). Da (/3+‘a)' < k™ ist fiir alle @ € Ny mit |o| =k
und o; > f§; fir i = 1,...,n, folgt daraus die Ungleichung

sup 0% )| < K sup 3 flaa| [le]|* 7 < ket
z€B, z€B, la|=k
;> B4

fiir alle & € No mit k& > p. Daraus folgt nach Schritt 1 und Satz [1.3.10] die
absolute und gleichméfige Konvergenz der Reihe gg := ZZOZP 0% f, auf B,
fiir alle 0 < r < p. Nach Satz folgt daraus durch vollstandige Induk-
tion, dass f : B, — R™ ecine glatte Abbildung mit den partiellen Ableitun-
gen 0P f = gz ist. Damit ist Schritt 3 bewiesen.

Schritt 4. Wir beweisen Teil (iii).

Die Gleichung (2.6.17)) in Teil (ii) ergibt die Formel a, = 0*f(0)/a! fiir al-
le a € Nj. Daraus folgt Schritt 4 und damit ist Satz [2.6.12] bewiesen. O
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Korollar 2.6.13 (Konvergenz der Taylorreihe).
Seien m,n € N, set U C R" eine offene Teilmenge, sei [ € C>®(U,R™), und
seien xo € U und r > 0 mit B,(z9) C U und

1 0%f(x
r<pi= - 5 crp = sup Z 6% @)l '( )l (2.6.21)
lim sup;,_, . ¢, 2€Br(20) |o|=k a

Dann konvergiert die Taylorreihe 2;6.14, samt all threr partiellen Ablei-
tungen, absolut und gleichmapig auf B, (xo) und es gilt f(x) = (T30 f)(x) fir
alle x € B,(zy).

Beweis. Nach Korollar [2.6.3] gilt die Ungleichung

sup || f(x) — (T f)(@)]| < eprrt™
z€Br(z0)

fiir alle k € N. Da >3, ¢xr* < oo ist nach (2.6.21)) und Schritt 1 im Beweis
von Satz 2.6.12, haben wir limy_,o cx17%"! = 0, und daraus folgt

Fla) = Jim (% ) () = (152 ) ()
fiir alle z € B,(z¢) und die Konvergenz ist gleichmiBig. Die absolute und
gleichméflige Konvergenz der Taylorpolynome Tf f und aller ihrer partiellen
Ableitungen auf dem Ball B, (z,) folgt aus Satz mit a, 1= 0% f(zo)/al.
Damit ist Korollar 2.6.13] bewiesen. O

Definition 2.6.14 (Analytische Abbildungen).

Seien m,n € N und sei U CR" eine offene Teilmenge. Eine glatte Abbil-
dung f € C*(U,R™) heifit (reell) analytisch wenn fiir jedes xo € U eine
reelle Zahl r > 0 mit B,(x) C U existiert, die erfillt.

Nach Korollar [2.6.13 konvergieren die Taylorreihen einer analytischen Ab-
bildung f samt aller ihrer partiellen Ableitungen auf hinreichend kleinen
Ballen absolut und gleichméflig gegen f, beziehungsweise deren partielle Ab-
leitungen. Umgekehrt ist jede Funktion wie in Satz [2.6.12 reell analytisch.
Das Studium der reell analytischen Funktionen ist ein wichtiges Teilgebiet
der Mathematik, das tief hineinfiihrt in Fragen der Geometrie, Algebra, und
Analysis. Dieses Thema kann und soll hier nicht weiter vertieft werden. Statt
dessen betrachten wir an dieser Stelle nur zwei elementare Beispiele.
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Beispiel 2.6.15. Im Fall m =1 wird die Zahl p in der Konver-
genzradius der Reihe f in genannt. Im Gegensatz zum Fall n = 1
kann es hier jedoch durchaus sein, dass die Taylorreihe f in auf ei-
nem viel grofleren Gebiet als nur B, konvergiert. Als Beispiel betrachen wir

die Funktion .
= 2.6.22
R e — (2.6.22)

auf der offenen Menge
U={zeR"||z1+a2+ - +z,] <1}.

Diese Funktion 148t sich als geometrische Reihe

f(x) :Z(a:1+:1:2+...+xn)k

k=0

- k!
=> z_: e (2.6.23)

darstellen. Hier konvergiert die Reihe im der ersten Formel auf der rechten
Seite absolut fiir alle x in dem unbeschrinkten Gebiet U, wahrend der letzte
Ausdruck nur fiir € R” mit ||z|] < 1 eine summierbare Familie darstellt.
Dieser letzte Term ist auch die Taylorreihe von f an der Stelle 2o = 0 und
ihr Konvergenzradius ist p = 1 (Ubung).

Beispiel 2.6.16. Sei U := {(x,y) € R*|z > 0} und sei f : U — R die Funk-
tion

fl,y) = a¥ = ev18l®), (2.6.24)
Die Taylorpolynome der Ordnung 2 und 3 von f an den Stellen x4 = (1,0)
und xy = (1,1) sind

(T f)(w) =1+ (2 = 1y,

(T8 o)) (o) = 1+ (& = Dy — 50— 1%,

(T f)() =1+ (2 = 1)+ (e = (g — 1)

(T8 f) o) = 1 (= 1)+ (& = 1y — 1) + 5~ 1y~ 1)

(Beweis: Ubung.)
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2.7 Lokale Extrema

In diesem Abschnitt bezeichnet |z|| = /2% 4 - - + 22 stets die Euklidische
Norm eines Vektors = = (x1,...,2,) € R" und fir z € R" und r > 0 be-
zeichnet B, (x) :={y € R"| ||z — y|| < r} den offenen Ball im R™ beziiglich
der Euklidischen Norm.

Definition 2.7.1 (Lokales Extremum). Sei U C R" eine offene Teilmenge
und sei f : U — R eine stetige Funktion. Fin Element xq € U heifit

e lokales Minimum von f, wenn ein 6 > 0 existiert mit

x € Bs(xo) — x €U und f(z) > f(xo),

e striktes lokales Minimum von f, wenn ein 6 > 0 existiert mit

z € Bs(m) \ {zo} = z €U und f(z) > f(x),

e lokales Maximum von f, wenn ein 6 > 0 existiert mit

x € Bs(xo) - x e U und f(z) < f(xo),

e striktes lokales Maximum von f, wenn ein 6 > 0 existiert mit

x € Bs(xg) \ {z0} — z e U und f(z) < f(xo).

FEin Element o € U heifit lokales Extremum von f, wenn es ein lokales
Minimum oder ein lokales Maximum von f ist.

Satz 2.7.2. Sei U C R" eine offene Teilmenge, sei f:U — R eine stetige
Funktion, und sei xo € U ein lokales Extremum von f. Ist f an der Stelle x
differenzierbar, so gilt

Beweis. Sei xg ein lokales Minimum von f, sei § > 0 wie in Definition [2.7.1]
sei £ € R™\ {0}, und definiere die Funktion ¢ : (—¢,e) = Rdurche :=§/||{]|
und ¢(t) := f(xg + t&) fiir —e < t < e. Dann ist ¢ stetig, besitzt an der Stel-
le t = 0 ein lokales Minimum, und ist an der Stelle ¢ = 0 differenzierbar nach
Satz[2.3.2] Also ist ¢/(0) = 0 nach einem Satz aus Analysis I.
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Hier ist nochmals das Argument aus Analysis I. Fiir ¢ > 0 erhélt man

B(=t) = 9(0) _ ,  6(1) = 60
— =0 t
und daraus folgt
vy g (=) — 6(0) _o(t) —9(0) _
¢'(0) _1%——t Soﬁll\{‘%f—ﬁb(o»

Daher gilt nach der Kettenregel df (x){ = ¢'(0) = 0. Im Falle eines lokalen
Maximums argumentiert man genauso oder man erhélt das Resultat indem

man f durch —f ersetzt. Damit ist Satz bewiesen. O

Definition 2.7.3 (Kritischer Punkt). Sei U C R" eine offene Teilmenge
und sei f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion. Ein Element vy € U
heifit kritischer Punkt von f wenn df (xy) = 0 ist.

Mit dieser Terminologie sagt Satz[2.7.2] dass jedes lokale Extremum einer
stetig differenzierbaren Funktion ein kritischer Punkt ist. Wie wir bereits
aus der Analysis I wissen, ist aber nicht jeder kritische Punkt ein lokales
Extremum. Zum Beispiel ist o = 0 ein kritischer Punkt, aber kein lokales
Extremum, der Funktion f(z) = 2% in einer reellen Variablen. Hier sind

einige Beispiele in der Dimension zwei.

Beispiel 2.7.4. Die durch f(z,y) := \/2% + 4?2 fiir (z,y) € R? definierte ste-
tige Funktion f : R? — R hat im Nullpunkt (zo, yo) = (0,0) ein lokales Mini-
mum, ist an genau dieser Stelle aber nicht differenzierbar. Also ist Satz [2.7.2]
auf dieses Beispiel nicht anwendbar.

Beispiel 2.7.5. Die Funktion

fla,y) =2 +y°

hat im Nullpunkt ein lokales Minimum und dies ist auch die einzige Stelle, an
der die Ableitung von f verschwindet. Die Funktion f(z,y) := —x? — y? hat
im Nullpunkt ein lokales Maximum und dies ist ebenfalls der einzige kritische
Punkt von f. Die Funktion

flz,y) =y
hat ihren einzigen kritischen Punkt wieder im Nullpunkt, der in diesem Bei-

spiel jedoch kein lokales Extremum ist (siche Abbildung . Dies ist ein
Beispiel eines sogenannten Sattelpunktes.
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f<0 f>0

f>0 f<0

Abbildung 2.2: Die kritische Niveaumenge eines Sattelpunktes.

Beispiel 2.7.6. Die Funktion

flz,y) = vy(z +y)

hat ihren einzigen kritischen Punkt ebenfalls im Nullpunkt und dies ist kein
lokales Extremum. Die Funktion f)(z,y) = (xy — \)(x + y) hat fiir A > 0 ge-
nau zwei kritische Punkte and den Stellen #(+v/A,v/A) und auch fiir A < 0
genau zwei kritische Punkte an den Stellen +(1/[A[, —+/|)\]). Fiir A # 0 sind
dies Sattelpunkte. Fiir A = 0 handelt es sich um einen sogenannten degene-
rierten kritischen Punkt (siehe Abbildung [2.3).

f<O0
f>0
f>0
f<0
f<0
f>0

Abbildung 2.3: Ein degenerierter kritischer Punkt.

Beispiel 2.7.7. Die Funktion
(@, y) =2 = 3\x + 3

hat fiir A < 0 keinen kritischen Punkt, fiir A = 0 genau einen kritischen Punkt
an der Stelle (0,0), und fir A > 0 genau zwei kritische Punkte an den Stel-
len (—v/X,0) (Sattelpunkt) und (v/A,0) (lokales Minimum).
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Beispiel 2.7.8. Die Funktion f(z,y) := sin(27z) + sin(27y) auf dem R? hat
unendlich viele kritische Punkte. Betrachtet man sie jedoch als Funktion auf
dem Torus T? := R?/Z?, indem man zwei Elemente (z,y) und (z/,y') im R?
miteinander identifiziert wenn ihre Differenz (2’ — x,y’ — y) € Z* ein Vektor
mit ganzzahligen Koordinaten ist, so erhélt man eine Funktion mit genau
vier kritischen Punkten (einem lokalen Minimum, einem lokalen Maximum,
und zwei Sattelpunkten).

Fiir ein besseres Verstédndnis dieser und vieler anderer Beispiele ist es
niitzlich, die Hessematrixz an einem kritischen Punkt zu betrachten.

Definition 2.7.9 (Hessematrix). Sei U C R" eine offene Teilmenge und
sei f:U — R eine C?-Funktion. Fir x € U wird die Matriz

92 f 92 f 9% f
911071 (z) 921022 () - B11027, (z)
02 f 02 f 02 f
0x201T1 (.Z') Ox20xo (.CC) T 0x20Tn (CC)
d*f (z) := cR™"™  (2.7.1)
0?2 0?2 02
8:cnga:1 (.1') anafxz (ilf) T 8a:n8fxn (IE)

der zweiten partiellen Ableitungen die Hessematrix von f an der Stelle z
genannt. Nach Satz[2.5.5 ist die Hessematriz symmetrisch.

Beispiel 2.7.10. Die Hessematrix der Funktion f(z,y) = 2* + y* im Null-
punkt (einem lokalen Minimum) ist die positiv definite Matrix

# = (5 )

Fiir f(z,y) = —2? — %? erhélt man im Nullpunkt (einem lokalen Maximum)
eine negativ definite Hessematrix, und fir f(z,y) = xy erhélt man im Null-
punkt (einem Sattelpunkt) die indefinite Hessematrix

Pf (x) = (? (1))

Dies ist kein Zufall, wie wir im néchsten Satz sehen werden. Die Hessematrix
der Funktion f(x,y) = zy(x 4+ y) im Nullpunkt (einem degenerierten kriti-
schen Punkt) ist die Nullmatrix.
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Satz 2.7.11 (Kriterien fiir lokale Extrema). Sei U C R" eine offene
Teilmenge, sei f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, und
sei xg € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt folgendes.

(i) Ist zo ein lokales Minimum, so ist die Hessematriz d*f(xq) positiv semi-
definit, das heifit, fir alle ¢ € R™ gilt EXd*f (x)€ > 0.

(ii) Ist die Hessematriz d*f(xo) positiv definit, das heifst, fir alle £ € R"
mit € # 0 gilt ETd>f (29)€ > 0, so ist xg ein striktes lokales Minimum.

(iii) Ist xq ein lokales Mazimum, so ist die Hessematrixz d*f (zo) negativ semi-
definit, das heifit, fir alle ¢ € R™ gilt E7d?f(x0)€ < 0.

(iv) Ist die Hessematriz d*f(xq) negativ definit, das heift, fir alle £ € R"
mit € # 0 gilt ETd>f(x20)€ < 0, so ist xg ein striktes lokales Mazimum.
Beweis. Wir beweisen Teil (i). Sei & := (&1,...,&,) € R™ gegeben. Dann
existiert eine Zahl ¢ > 0, so dass xg +t§ € U ist fiir alle ¢ € R mit |¢| <e.
Wir definieren die Funktion ¢ : (—¢,¢) — R durch

o(t) = f(zo + &) fir —e<t<e.
Nach Satz ist diese Funktion zweimal stetig differenzierbar mit

o(t) =Y 0;f (x0 + 1),
e (2.7.2)
¢"(1) =D 0:0;f(wo + 16)&&; = £ df (w0 + )€

j=1 i=1
Da ¢ an der Stelle t = 0 ein lokales Minimum hat, gilt ¢”(0) > 0 nach ei-
nem Satz aus Analysis 1. Hier ist nochmals das Argument. Sei 0 < < ¢
so gewdhlt, dass ¢(0) < ¢(t) ist fir —0 <t <. Dann existiert nach dem
Mittelwertsatz fir jedes k € N eine Zahl 0 < ¢, < 6/k mit

_ ¢(0/k) — ¢(0)

Fltr) = =5 20

(Man kann etwa das grosste solche t; in dem Intervall 0 < t < §/k wihlen,
sollte einem daran gelegen sein, das abzéhlbare Auswahlaxiom zu vermeiden.)

Da ¢/(0) = 0 ist, folgt daraus unter Verwendung von (2.7.2)) die Ungleichung

€7 (r0)e = ¢/(0) = im T = iy 1

N0t k—oo T

> 0.

Damit ist Teil (i) bewiesen. Man beachte, dass dieses Argument die Stetigkeit
der zweiten partiellen Ableitungen von f nicht verwendet.
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Wir beweisen Teil (ii) in zwei Schritten.

Schritt 1. Sei A = AT € R™" eine symmetrische positiv definite Matriz,
das heift, fir alle ¢ € R™\ {0} gilt €T A > 0. Dann existiert eine Konstan-
tee >0, so dass jeder Vektor € € R" die Ungleichung £TAE > ¢||€||? erfiillt.

Die Einheitssphire S"~! := {¢ € R™| ||¢]| = 1} ist nach dem Satz von Heine-
Borel eine kompakte Teilmenge des R™. Da die durch g(§) := ¢ A€ definierte
Funktion g : "' — (0, 00) stetig ist, existiert nach einem Satz aus Analysis
ein Element & € R" mit g(&) < g(€) fiir alle £ € S"~!. Daraus folgt

lelI72em A = (€7 €)" A (€] €) > eF Agy = e > 0

fir alle £ € R™\ {0} und damit ist Schritt 1 bewiesen.
Schritt 2. Wir beweisen Teil (ii).

Da die Hessematrix von f an der Stelle xy positiv definit ist, existiert nach
Schritt 1 eine Konstante £ > 0 mit

TP (zo) > e ||€))® fiir alle € € R2 (2.7.3)

Nach Korollar existiert nun eine Zahl 6 > 0 mit Bs(zo) C U, so dass
jeder Vektor & € R™ mit 0 < [|£]| < ¢ die Ungleichung
|f (o +€) — (T3,f) (o + &)
lelr®

erfiillt. Mit (T7 f)(xo + &) = f(xo) + df (x0)€ + 367 d*f (20)¢ und df (xo) = 0
folgt daraus fiir jeden Vektor & € R™ mit 0 < ||£]| < 0 die Ungleichung

< (2.7.4)

A~ ™

flxo+&) — f(xo) = %deQf(l‘o)ﬁ + f(xo+ &) — (T2, f) (0 + €)
> CE P (a0)e — | flro +€) — (T2, f) o + ©)
> 7 el

Im letzten Schritt haben wir die Ungleichungen und verwendet.
Damit ist Teil (ii) bewiesen.

Die Aussagen in (iii) und (iv) folgen direkt aus (i) und (ii) indem man f
durch — f ersetzt. Damit ist Satz bewiesen. O
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Beispiel 2.7.12. Die Funktion f(x,y):= 3z?+ y? auf dem R? besitzt an
der Stelle (xg,yo) = (0,0) ein striktes lokales Minimum, jedoch ist ihre Hes-
sematrix an dieser Stelle nicht positiv definit.

Beispiel 2.7.13. Die Funktion
fl,y) == 32" + % — 4Py = (y — 2°)(y — 327)

besitzt an der Stelle (z, y9) = (0, 0) einen kritischen Punkt mit der folgenden
Eigenschaft. Schriankt man die Funktion auf eine beliebige Gerade durch
den Nullpunkt ein, so besitzt die so eingeschrinkte Funktion im Nullpunkt
ein striktes lokales Minimum. Genauer, definieren wir fiir einen beliebigen
Vektor (z,y) € R?\ {0,0} die Funktion ¢, , : R — R durch

Guy(t) = flta, ty) = 32't* — da?yt® + t*y?

fir t € R, so ist ¢y = 0 ein striktes lokales Minimum von ¢,, (sowohl im
Fall y =0 als auch im Fall y # 0). Jedoch ist der Nullpunkt kein lokales
Minimum von f, denn es gilt f(g,2¢?) < 0 < f(g,0) fiir alle € > 0.

Ubung 2.7.14. Sei f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funkti-
on auf einer offenen Teilmenge U C R"™ und sei xy € U ein kritischer Punkt
von f. Existieren zwei Vektoren &, € R™ mit £Td?f (z0)€ < 0 < nT'd?f (zo)n,
so ist xg kein lokales Extremum.

Ubung 2.7.15. Sei f: U — R stetig differenzierbar und sei Vf : U — R
an der Stelle xy € U differenzierbar. Dann gilt

i | f(zo + &) — flmo) — df (w0)€ — ST d?f (wo)¢]
£-0 lel®
Daraus folgt, dass alle Aussagen von Satz unter diesen schwécheren
Voraussetzungen giiltig bleiben. (Vergleiche (2.7.5) mit (2.6.10]).)
Ubung 2.7.16. Sei A = AT € R™" eine positiv semidefinite Matrix.
(i) Fiir alle £ € R™ gilt (£, A) =0 <— A{=0.
(ii) Die Matrix A ist genau dann positiv definit wenn det(A) # 0 ist.
Hinweis: Ist (¢, A¢) = 0 so besitzt die Funktion R” — R : z +— (z, Az) ein
lokales Minimum an der Stelle z = &. Fiir Teil (i) siehe Satz[D.3.7]
Ubung 2.7.17. Sei U C R™ eine offene Menge und sei f : U — R eine C*-
Funktion. Ein kritischer Punkt xy € U von f heifit nichtdegeneriert, wenn
die Hessematrix d?f(zy) eine von Null verschiedene Determinante besitzt.

Sei zg € U ein lokales Minimum von f und ein nichtdegenerierter kritischer
Punkt von f. Dann ist xg ein striktes lokales Minimum von f.

= 0. (2.7.5)




94 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN

Konvexe Funktionen

Es sei zunéchst daran erinnert, dass eine Teilmenge U C R™ konvex genannt
wird, wenn fiir je zwei Elemente g, x, € U auch alle ihre Konvexkombina-
tionen (1 — t)xg + try mit 0 < ¢ <1 in U enthalten sind. Wir verwenden im
folgenden den Begriff der lokalen Lipschitz-Stetigkeit (Definition , der
erst in Kapitel [4] ausfiihrlicher diskutiert wird (siche Lemma [4.1.2)).

Definition 2.7.18 (Konvexe Funktionen). Sei U C R" eine konveze Teil-
menge. Eine Funktion f : U — R heifit konvex, wenn sie fiir alle xo,z; € U
und alle 0 <t <1 die Ungleichung

f((1=t)zg +tzy) < (1 —1t)f(x0) +tf(21)

erfullt. Sie heifst strikt konvex, wenn sie fir alle xg,x1 € U mit xo # 1
und alle 0 <t < 1 die strikte Ungleichung

S =t)zo + tar) < (1 —1t)f(o) +1f(21)
erfillt.

Satz 2.7.19. Sei U C R" eine konvexe offene Teilmenge und sei f : U — R
eine konvexe Funktion. Dann gilt folgendes.

(i) f ist lokal Lipschitz-stetig.
(ii) Ist f an der Stelle xq € U differenzierbar mit df (zo) = 0 so gilt

f(zo) < f(x) fir alle x € U.

(iii) Die Menge {x € U | f(z) = infy f} ist konvez. (Sie kann auch leer sein.)

Beweis. Im Beweis von Teil (i) verwenden wir die Norm |[|z||  := max;|z;|
ebenso wie die Euklidische Norm ||z|| := /), 27 fiir © = (21,...,2,) € R",
und bezeichnen die Standardbasis des R™ mit ey, ..., e,. Sei nun x5 € U und
wahle r > 0 mit

Q:={xeR"| |z -, <3r} CU.
Wir zeigen in drei Schritten, dass f auf dem abgeschlossenen Ball
B:={zeR"| ||z —xo|| <r}cQcU

Lipschitz-stetig ist.
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Schritt 1. Es gilt M := sup,cq f(z) < oo.
Sei £ C R™ die endliche Indexmenge

8::{8:(81,...,6n)GR"’&‘E{_17+1}fﬁri:1""’n}’

und fiir € € & sei

n
Ve 1= Tg + 37”281‘61' € Q.
=1

Dies sind die Ezxtremalpunkte des Wiirfels () und das Maximum von f iiber
diese Punkte ist die Zahl M := max{f(v.)|e € £}. Sei nun = € Q). Dann exi-
stiert eine Abbildung A : € = [0, 1] mit # = > __o A(e)v. und Y _ o A(e) = 1.
Die Existenz einer solchen Abbildung kann mit vollstdndiger Induktion iiber
die Dimension n gezeigt werden. Da f konvex ist, gilt

) < A () < SSAEM = M
cel eel
und damit ist Schritt 1 bewiesen.
Schritt 2. Fir alle x € Q gilt f(z) > m :=2f(xg) — M.

Ist x € @, soist auch 229 — x € Q. Da xg = %:)3 + %(2% — x) ist, folgt aus der
Konvexitit von f die Ungleichung 2f(xo) < f(z) + f(2zo —x) < f(z) + M
und daher f(x) > 2f(z9) — M = m. Damit ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Fir alle z,y € B gilt | f(z) — f(y)| < 52 |lz -y -

Seien z,y € B mit x # y. Dann gilt 0 < ||y — z|| < 2r. Sei

ly — = y—a
t:= , = .
2r ¢ t

Dann ist ||£|| = 2r, daher ||z + & — x¢|| < 3r und daraus folgt z + £ € Q.
Weiterhin gilt y = x +t£ = (1 —t)x + t(z + &) und 0 < ¢ < 1 und daher

fly) <A =) f(z) +tf(z +¢)

(@) + LT,y

M —m
2r

Die Ungleichung f(z) < f(y) + 2= |ly — z|| folgt nun durch Vertauschen

der Rollen von = und y. Damit sind Schritt 3 und Teil (i) bewiesen.

—~

- =

IN

(z) + ly — |-
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Wir beweisen Teil (ii). Sei f an der Stelle z, differenzierbar. Dann gilt

f(x) > f(xo) + df (z0) (2 — 20) (2.7.6)
fiir alle x € U. Zum Beweis dieser Ungleichung halten wir ein Element z € U

fest und definieren £ := xy — x. Dann gilt zy + t£ € U fiir jedes hinreichend
kleine ¢ > 0. Mit ¢y — & = x und

(w9 — &) +

Zg (wo + £€).

T 14t 1+t

ergibt sich daraus die Ungleichung

1
Flao) < T f@) + a0+ 1)

Daraus folgt
fxo) +1f(xo) S tf(x) + f(xo + )

und daher ( ) ()
flzo+t&) — f(x
o) - (o) < L0 T =),
Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 folgt die behauptete Ungleichung ([2.7.6)).
Ist df(xg) =0 so gilt f(xo) < f(x) fiir alle € U nach (2.7.6). Damit ist
Teil (ii) bewiesen. Teil (iii) folgt direkt aus der Definition der Konvexitét
und damit ist Satz 2.7.19 bewiesen. O

Beispiel 2.7.20. Die durch f(z) :=0 fiir 0 < 2 < 1 und f(0) := f(1) :=1
definierte Funktion f : [0, 1] — R ist konvex aber unstetig am Rand. Auf die
Voraussetzung, dass U offen ist, kann also in Teil (i) von Satz [2.7.19| nicht

verzichtet werden.

Teil (ii) von Satz sagt dass jeder kritische Punkt einer stetig diffe-
renzierbaren konvexen Funktion f : U — R auf einer konvexen offenen Teil-
menge U C R” ein absolutes Minimum von f ist. Umgekehrt sagt Satz[2.7.2]
das jedes absolute Minimum von f ein kritischer Punkt ist. Daher folgt aus
Teil (iii) von Satz [2.7.19] dass die Menge der kritischen Punkte jeder ste-
tig differenzierbaren konvexen Funktion f:U — R eine konvexe Teilmenge
von U ist. Der folgende Satz charakterisiert zweimal stetig differenzierbare
konvexe Funktionen iiber die Eigenschaften ihrer Hessematrizen.
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Satz 2.7.21. Sei U C R" eine konvexe offene Teilmenge und sei f : U — R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt folgendes.

(i) f ist genau dann konvex, wenn die Hessematriz von f an jeder Stelle
positiv semidefinit ist, das heiffit wenn die Ungleichung £ d?*f(x)€ >0 fiir
alle v € U und alle £ € R™ erfillt ist.

(ii) Wenn die Hessematriz von f an jeder Stelle positiv definit ist, das heifst
wenn die Ungleichung ETd*f (x)¢ > 0 fiir alle v € U und alle £ € R™\ {0}
erfullt ist, dann ist f strikt konvez.

Beweis. Ist f konvex und zy € U, so ist auch die durch

g(z) = f(x) — f(x0) — df (z0) (2 — x0)

definierte Funktion g : U — R konvex. Diese Funktion g hat einen kriti-
schen Punkt an der Stelle zy. Nach Teil (ii) von Satz ist x( daher
ein lokales Minimum von ¢, und nach Teil (i) von Satz ist daher die
Hessematrix d%(xq) = d*f(z,) positiv semidefinit.

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Hessematrix d?f(z) fiir jedes x € U
positiv semidefinit ist. Seien xg,x; € U und sei ¢ : [0, 1] — R die Funktion

o(t) = F(1 — o+ try), 0<t<1.

Diese Funktion ist nach Satz [2.3.2] zweimal stetig differenzierbar und hat
nach (2.7.2)) die zweite Ableitung

¢"(t) = (21 — 20)Td*f (1 — t)xg + ty)(zy — 30) > 0.

Nach dem Mittelwertsatz ist daher die erste Ableitung ¢’ : [0,1] — R mono-
ton wachsend und daraus folgt fiir jedes ¢ € [0, 1] die Ungleichung

o(t) — 3(0) =t / §(ts)ds < t / §(s)ds = t(p(1) — 6(0).  (27.7)

Daher gilt ¢(t) < (1 —t)¢(0) + tp(1) und damit ist Teil (i) bewiesen.
Ist die Hessematrix d?f(x) fiir jedes € U positiv definit und ist zg # 1,
so gilt ¢”(t) > 0 in dieser Herleitung, damit ist ¢ strikt monoton wachsend,

und daher ist die Ungleichung in (2.7.7) fiir 0 < t < 1 strikt. Damit ist auch
Teil (ii) von Satz [2.7.21| bewiesen. O
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Beispiel 2.7.22. (i) Die Funktion f(z) := 1/x fiir x > 0 ist strikt konvex,
hat aber keine kritischen Punkte. Sie ist nicht global Lipschitz-stetig.

(ii) Die Funktion f(x) := z? ist strikt konvex aber ihre “Hessematriz” (in
diesem Fall einfach die reelle Zahl f”(x)) verschwindet an der Stelle z = 0.

(iii) Die Funktion f(z,y) := z? ist konvex, aber nicht strikt konvex, und die
Menge ihrer kritischen Punkte ist C' := {(z,y) € R? |z = 0}.

(iv) Die Funktion f(z,y) := |z| ist konvex, aber nicht strikt konvex, und ist
global Lipschitz-stetig. Sie hat die gleiche Menge C' der globalen Minima wie
in (iii), ist aber an genau diesen Stellen nicht differenzierbar.

Ubung 2.7.23. Sei U C R” eine konvexe offene Menge und sei f: U — R
eine zweimal stetig differenzierbare konvexe Funktion. Besitzt f einen nicht-
degenerierten kritischen Punkt xy € U, so gilt

f(zo) < f(x) fir alle z € U \ {zo}

und f besitzt keine anderen kritischen Punkte. Hinweis: Ubung und
Satz 2.7.19



Kapitel 3

Implizite Funktionen

Dieses Kapitel befasst sich mit den Losungen einer Gleichung der Form

f(z) =y,

wobei f : U — Y eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen
Teilmenge U C X eines endlichdimensionalen normierten Vektorraumes X
in einen anderen endlichdimensionalen normierten Vektorraum Y ist. Der
Abschnitt[3.I|behandelt den Fall, dass beide Vektorraume dieselbe Dimension
haben und liefert ein Kriterium fiir die lokale Existenz und Eindeutigkeit
der Losung x € U sowie deren differenzierbare Abhéngigkeit von y. Dies ist
der Satz von die Umkehrabbildung, der wichtigste Satz dieses Kapitels. Der
Abschnitt [3.2]behandelt den Fall dim(X) > dim(Y") und liefert Bedingungen,
unter denen die Losungsmenge sich lokal als Graph einer differenzierbaren
Abbildung darstellen 1&8t. Dies ist der Satz von der impliziten Funktion,
der sich leicht auf den Satz von der Umkehrabbildung zuriickfiihren 1&483t.
Dieser Satz fithrt zu dem Konzept einer Untermannigfaltigkeit des R™, das
im Abschnitt [3.3] behandelt wird. Der Abschnitt [3.4] beschéftigt sich mit der
Frage, wie man die Extrema einer differenzierbare Funktion auf einer solchen
Untermannigfaltigkeit findet, und das fithrt zu dem Begriff von Lagrange-
Multiplikatoren.

3.1 Der Satz von der Umkehrabbildung

Es sei zundchst vermerkt, dass wir den Begriff einer C*-Abbildung iiber die
partiellen Ableitungen eingefiihrt haben, und dies erfordert natiirlich, dass

99
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unsere Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C R"™ definiert ist. Es gibt
jedoch diverse Beispiele von glatten Abbildungen auf offenen Teilmengen
von endlichdimensionalen normierten Vektorrdumen, die nicht mit einer ka-
nonischen Basis ausgestattet sind, und es ist in diesem Fall niitzlich, von
C*-Abbildungen Abbildungen zu sprechen, ohne zuvor eine Basis zu wihlen.
Dies 148t sich induktiv wie folgt formulieren. Seien X, Y endlichdimensionale
normierte Vektorrdume, sei U C X eine offene Teilmenge, und sei ¢ € N. Wir
nennen eine Abbildung f: U — Y ¢-mal stetig differenzierbar, wenn sie
an jeder Stelle z € U differenzierbar und ihre Ableitung df : U — L(X,Y)
(€—1)-mal stetig differenzierbar ist. (Siche Definition [2.2.2]fiir den Fall ¢ = 1.)
Wir nennen sie glatt oder C*°; wenn sie fiir jedes ¢ € N /-mal stetig differen-
zierbar ist. Diese Definitionen funktionieren ebensogut fiir unendlichdimen-
sionale Banachraume.

Definition 3.1.1 (Diffeomorphismus). Seien X und Y endlichdimensio-
nale normierte Vektorraume und seien U C X und V CY offene Teilmen-
gen. Sei £ € NU{oc}. Fine Abbildung f : U — V heifit C*-Diffeomorphis-
mus, wenn f bijektiv ist und sowohl f:U — V als auch die Umkehrabbil-
dung f~1:V — U eine C*-Abbildung ist. Ein C*®-Diffeomorphismus wird
auch glatter Diffeomorphismus genannt. Die Mengen U und V' heiffen
diffeomorph wenn ein glatter Diffeomorphismus f:U — V' existiert.

Lemma 3.1.2. Seien U C X und V C Y offene Teilmengen von endlichdi-
mensionalen normierten Vektorrdumen, und sei f:U —V ein C*-Diffeo-
morphismus. Dann ist dim(X) = dim(Y'), fiir jedes x € U ist df (z) : X =Y
eine invertierbare lineare Abbildung, und fir jedes y € V' gilt

df Hy) = df (f~(y)) " (3.1.1)
~1: V — U die Umkehrabbildung von f, sei x € U, und
(X,Y), und B € L(Y, X) durch

y:=f(z), A:=df(x), B:=dg(y)

gegeben. Da go f = idy und fog = idy ist, erhalten wir aus der Kettenregel
in Satz die Gleichungen

BoA=dg(f(x))odf(x) =d(go f)(z) = lx,
Ao B =df(g9(y)) odg(y) =d(fog)(y) = 1y.

Daraus folgt, dass A invertierbar und A~! = B ist. Insbesondere haben X
und Y die gleiche Dimension und damit ist Lemma bewiesen. n

Beweis. Sei g :

=f
seienyeV,Ae L

=d
=d
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Beispiel 3.1.3. Die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) ist ein glatter
Diffeomorphismus, deren Umkehrabbildung per Definition die Logarithmus-
funktion log := exp~! : (0,00) — R ist. Dass beide Funktionen glatt sind,
wurde in Analysis I bewiesen. Thre Potenzreihendarstellung zeigt, dass sie
sogar analytisch sind, wie sich auch aus Korollar herleiten 1a8t.

Beispiel 3.1.4. Die Funktion R — R : z +— 23 ist glatt und bijektiv, jedoch
verschwindet ihre Ableitung an der Stelle z = 0, und ihre Umkehrabbil-
dung R — R : y > sign(y)|y|"/? ist an der Stelle y = 0 nicht differenzierbar.

Beispiel 3.1.5. Sei I C R ein offenes Intervall und f: 1 — R eine stetig
differenzierbare Funktion mit f(z) > 0 fir alle x € I. Dann ist J := f(I)
ein Intervall nach dem Zwischenwertsatz, und ist offen, weil f keine lokalen
Extrema haben kann. Dariiber hinaus ist f : I — J strikt monoton wach-
send nach dem Mittelwertsatz, und ist damit bijektiv. Die Umkehrabbil-
dung f~!':.J — I ist differenzierbar nach der eindimensionalen Version des
Satzes von der Umkehrabbildung in Analysis 1.

Beispiel 3.1.6. Sei ||| die Euklidische Norm auf dem R". Der offene Ein-
heitsball U := {z € R"| ||z|| < 1} ist diffeomorph zum R". Ein glatter Dif-
feomorphismus f : U — R™ und seine Umkehrabbildung sind durch

x

fo)=———. )= ———
1 ] L+ o]

fiir x € U und y € R™ gegeben.

Beispiel 3.1.7. Die obere Halbebene H := {z € C|Im(z) > 0} ist diffeo-
morph zur offenen Einheitskreisscheibe D := {{ € C||(| < 1}. Ein glatter
Diffeomorphismus f : H — D und seine Umkehrabbildung sind durch

oz IRPSNINS 4
O I

fiir 2 € H und ¢ € D gegeben.
Beispiel 3.1.8. Die Abbildung
Inv : GL(n,R) — GL(n,R), Inv(A) := A7,

ist nach Satz[1.4.1]stetig und nach Beispiel [2.3.14]stetig differenzierbar. Da die
Abbildung Inv bijektiv ist, und mit ihrer Umkehrabbildung iibereinstimmt,
ist Inv also ein C''-Diffeomorphismus. Dass Inv sogar ein glatter Diffeomor-
phismus ist, wird im folgenden Lemma bewiesen.
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Lemma 3.1.9. Dei Abbildung Inv : GL(n,R) — GL(n,R) ist glatt.

Beweis. Nach Beispiel ist die Abbildung Inv stetig differenzierbar und
ihre Ableitung dInv(A) € L(R™" R™") an der Stelle A € GL(n, R) ist durch

dInv(A)A = —A7'AA™" = —Inv(A)Alnv(A) (3.1.2)

fiir A € R™<™ gegeben. Es ist an dieser Stelle niitzlich, die folgende Bezeich-

nung einzufiihren. Je zwei Matrizen By, B; € R™*" bestimmen eine lineare
Abbildung A(By, By) : R — R™" die durch die Formel

(A(Bo, B1))(A) := —B,AB,
fiir A € R™<™ gegeben ist. Wir erhalten damit eine Abbildung
A : RTLXTL X RT’LXTL % £<RHXH7RHXTL>'

Mit Hilfe von Lemma[2.1.15 und der Beispiele [2.1.6] [2.1.7, und 2.1.8|148t sich
leicht verifizieren, dass diese Abbildung glatt ist. Genauer, die Abbildung A
von dem 2n?-dimensionalen Vektorraum X := R™ " x R™*" mit Werten in
dem n*-dimensionalen Vektorraum Y := L(R™*" R"*") ist quadratisch, da-
her nach Beispiel koordinatenweise differenzierbar, und ist daher nach
Lemma differenzierbar. AuBerdem zeigt die Formel in Beispiel 2.1.8]
dass die Ableitung von A eine lineare Abbildung dA : X — L£(X,Y) ist. Diese
ist nach Beispiel wieder differenzierbar und hat eine konstante Ablei-
tung (mit Werten in £(X, £(X,Y))), und jede konstante Abbildung ist glatt
nach Beispiel . Nun 148t sich die Gleichung in der Form

dInv(A) = A(Inv(A),Inv(A)) (3.1.3)
schreiben. Das heifit, dass die Ableitung von Inv : GL(n,R) — GL(n,R) sich
als die Komposition

dlnv = Ao olInv : GL(n,R) — L(R™" R™") (3.1.4)
schreiben 148t, wobei die Abbildung
LRV RV X R

durch «(B) := (B, B) fiir B € R™" definiert ist. Da ¢ eine lineare Abbil-
dung ist, ist sie ebenfalls glatt. Ist nun Inv eine C*~-Abbildung, so folgt aus
der Gleichung und Satz[2.5.9) dass dInv ebenfalls eine C*-Abbildung
und Inv damit eine C**'-Abbildung ist. Da wir bereits wissen, dass Inv ei-
ne C'-Abbildung ist, haben wir also durch vollstindige Induktion gezeigt,
dass Inv glatt ist. Damit ist Lemma bewiesen. O
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Lemma 3.1.10. Seien U C X und V CY offene Teilmengen von endlich-
dimensionalen normierten Vektorrdumen, und sei f:U —V ein C'-Dif-
feomorphismus. Ist f eine C*-Abbildung fiir ein { € NU{oo}, so ist auch
die Umkehrabbildung f=':V — U eine C*-Abbildung und f damit ein C*-

Diffeomorphismus.

Bewers. Nach Lemma haben X und Y die gleiche Dimension und wir
diirfen daher annehmen, dass X =Y = R" ist. Dann zeigt die Formel

df~'(y) =df(f~'(y) " = Iv(df (f'(y) fiwyeV
dass sich die Ableitung der Umkehrabbildung f~!: V — U als Komposition

ft df Inv
v is UL GL(n,R) 2% GL(n, R)

schreiben 148t. Nun argumentieren wir mit vollstédndiger Induktion {iber /.
Fiir £ =1 ist nichts zu beweisen. Nehmen wir also an, dass ¢ > 2 ist, dass
die Aussage des Lemmas fiir £ — 1 gilt, und dass f : U — V eine bijektive
C*-Abbildung mit einer stetig differenzierbaren Umkehrabbildung ist. Dann
ist f~':V — U nach Induktionsannahme C*~! und df : U — GL(n,R) ist
nach Voraussetzung C*~!. Da Inv : GL(n, R) — GL(n,R) nach Lemma[3.1.9]
eine glatte Abbildung ist, folgt aus Teil (v) von Satz [2.5.9] dass die Kom-
position df ! = Invodf o f~': V — GL(n,R) eine C*"'-Abbildung und f~!
daher eine C*-Abbildung ist. Damit ist Lemma bewiesen. ]

Mit diesen Vorbereitungen sind wir bereit fiir den Hauptsatz dieses Ka-
pitels. Wir formulieren den Satz zwar fiir Abbildungen zwischen endlichdi-
mensionalen normierten Vektorrdumen, jedoch 148t sich der Satz ebenso wie
sein Beweis Wort fiir Wort auf Abbildungen zwischen unendlichdimensiona-
len Banachrdumen iibertragen.

Satz 3.1.11 (Satz von der Umkehrabbildung). Seien X und Y end-
lichdimensionale normierte Vektorrdiume, sei 2 C X eine offene Teilmen-
ge, sei f:Q =Y eine C*-Abbildung mit { € NU {oo}, und sei zo € Q. Wir
nehmen an, dass die Ableitung df (x¢) € L(X,Y) eine invertierbare lineare
Abbildung ist. Dann existiert eine offene Teilmenge U C Q) mit xo € U, so
dass V := f(U) eine offene Teilmenge von Y und

f|U U=V
ein C*-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Siehe Seite O
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Der Beweis von Satz[3.1.11| beruht auf dem folgenden Lemma. In diesem
Lemma verwenden wir die Operatornorm

A
] = sup 1441
ozeex I

fiir die Endomorphismen (lineare Selbstabbildungen) A : X — X eines end-
lichdimensionalen normierten Vektorraumes (X, ||-||). Aulerdem erinnern wir
an die Bezeichnung B, (x¢) := {z € X | ||z — || < r} fir den offenen Ball
in X mit Mittelpunkt xq und Radius r > 0.

Lemma 3.1.12. Sei (X, ||-]|) ein endlichdimensionaler normierter Vektor-
raum und seien xog € X und zwei Konstanten r > 0 und 0 < v < 1 gegeben.
Weiter sei 1 : B,(xo) — X eine stetig differenzierbare Abbildung mit

Il —dp(x)|| <~  fir alle x € B.(x9). (3.1.5)
Dann ist die Abbildung ) : B.(xo) — X injektiv, ihre Bildmenge (B, (xo))
ist offen, es gilt
By1-y)(¥(20)) C (Br(20)) C Bra4) (¥(20)), (3.1.6)
und die Umkehrabbildung =1 : (B, (z0)) — B, (z0) ist stetig differenzierbar.
Beweis. Nach Voraussetzung und Satz ist die Abbildung

¢ B.(xg) = X, o(x) ==z —Y(x),

stetig differenzierbar mit der Ableitung d¢(x) = 1 — di(z) fiir € B, (xo).
Nach (3.1.5)) erfiillt die Ableitung von ¢ daher die Ungleichung ||dé(z)| < v
fir alle z € B,(x¢), und nach Satz folgt daraus

[6(x) = ()| < vllw — 2| (3.1.7)
fiir alle x, 2" € B,.(xg). Daraus wiederum folgen die Ungleichungen
[¥(z) — ¥ ()] = [lz — 2" — ¢(x) + ¢(a) |
< |z = 2| + [|¢(z) — o) (3.1.8)
<1+ [z -2,
[¥(z) — (@) = |z — 2" = ¢(z) + ¢(2')]
> ||z — 2’| = |lo(x) — o(2)]] (3.1.9)
> (1=9) ||z -2

fiir alle z, 2" € B,.(xy). Nach (3.1.9) ist die Abbildung ¢ : B,(z¢) — X injek-
tiv. Die weiteren Behauptungen beweisen wir in drei Schritten.
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Schritt 1. Wir beweisen (3.1.6)).

Die Inklusion ¢(B,(x¢)) C By44)(¥(x0)) folgt direkt aus (3.1.8)). Zu zeigen
ist die Inklusion B, _+)(¢(20)) C ¥(Br(20)). Sei y € Bya—y)(¥(x0)) gegeben.
Dann ist ||y — ¥ (zo)|| < (1 — ) und daher

OSS::W < (3.1.10)

Damit ist die Menge
K :={z e X| ||z — x| < s} C B.(z0)

nichtleer und sie ist ein vollstdndiger metrischer Raum mit der Abstands-
funktion d(z, 2') := ||z — 2'|| fiir z,2" € K. Nun sei f, : K — X die durch

fy(x) =y + o(x) firz e K

definierte Abbildung. Dann erfiillt jedes x € K die Ungleichung

1fy(2) = zoll = lly + d(x) — ol

= l[o(x) = ¢(20) +y — P(o)|

< [lo(x) = ¢(xo)ll + lly — P (o)l

<l =zl + (1 =7)s

<vys+(1—-7)s

=s.
Hier folgt der zweite Schritt aus der Gleichung :ch () + ¥(z0), der dritte
aus der Dreiecksungleichung, der vierte aus (3.1.7)) und (3 m und der fiinf-

te aus der Definition der Menge K. Damit haben wir gezeigt, dass f,(K) C K
ist. Aulerdem gilt

1fy(2) = fu (@) = llo(x) = o) < [z — 2

fir alle z,2" € K nach (3.1.7). Also ist f, : K — K eine Kontraktion auf
einem nichtleeren vollstédndigen metrischen Raum, und besitzt daher nach
dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz|E.0.1)) einen eindeutigen Fixpunkt

r = fy(x) =y+o¢(x) € K C B (x).

Dieser Fixpunkt erfiillt die Gleichung ¢ (x) =z — ¢(x) = y und damit ist
Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Die Bildmenge ¢(B,(x¢)) = {¢(x) | x € B.(x)} ist offen.

Sei y; € Y(B,(xg)) gegeben und wihle z; € B,.(zg) mit ¢(x1) = y;. Dann
ist € ;=71 — ||z1 — x|l > 0 und es gilt B.(x;) C B,(xy) nach der Dreiecksun-
gleichung. Nach Schritt 1 folgt daraus B.q—-)(y1) C ¥(B:(z1)) C ¥(By(20))
und damit ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. Die Umkehrabbildung 1)~ ist stetig differenzierbar.
Die Abbildung ¢ : B.(z) — ¥(B,(z0)) ist bijektiv nach (3.1.9)), und dieselbe

Ungleichung zeigt, dass ¢~! Lipschitz-stetig ist. Wir zeigen, dass ¢! diffe-
renzierbar ist. Nach Lemma [3.1.2]ist ihre Ableitung dann die Komposition

G(B, (o)) “= Bu(wo) 2% GL(X) 2% GL(X)

und ist daher stetig. (Hier bezeichnet GL(X) C £(X,X) die Gruppe der
bijektiven linearen Abbildungen A : X — X.)
Sei y1 € (B, (x0)), sel x1 € By.(x) mit ¢ (zq1) = y1, und sei ¥ := dp(xq).

Nach (3.1.5) gilt |1 — V|| <~ < 1, und daher ist ¥ nach Satz inver-
tierbar mit U~ = "7 (1 — ¥)*. Daraus folgt

_ = > > 1
[T < = w)F <> 1-w)F <Y A = T (3.1.11)
k=0 P =0 v

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Nach Definition der Ableitung existiert ein p > 0
mit p < r — ||zg — z1||, so dass jedes x € B,(x1) C B, () die Ungleichung

(@) = (@) = Wz —21)| < e(l—7)[lo — ] (3.1.12)

erfillt. Mit 0 := p(1 — ) gilt Bs(y1) C ¥(B,(x1)) nach Schritt 1.

Sei nun y € X gegeben mit ||y — y1|| < ¢. Dann existiert ein = € B,(z1)
mit ¢ (z) = y. Unter Verwendung von (3.1.12)), (3.1.11)), und (in genau
dieser Reihenfolge) erhalten wir damit die Ungleichungskette

[0 ) = ) =y —y) | = 197y —p1 — O(z — 1))
< @Y [[eo(z) — (1) — ¥(x — )|
<O Hle(1 = y)?[lz — =]
<e(l =)z — ]
<elly —umll.

Daraus folgt, dass ¢~ an der Stelle y; differenzierbar und diy)~1(y;) = ¥~!
ist. Damit sind Schritt 3 und Lemma [3.1.12] bewiesen. n
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Beweis von Satz[31.11. Nach Voraussetzung ist die lineare Abbildung
A:=df(zg) : X =Y
bijektiv und wir definieren die Abbildung v : 2 — X durch
V() = A7 f(x) fir x € Q.

Dann ist 1 stetig differenzierbar nach Satz und es gilt

dip(x) = 1= A7'df (2) = 1= A7 (df (x) — df (0))
fiir alle z € 2. Nun sei

cm b s0 A= s Ay

2||A=H] ozney  nlly

Da die Abbildung df : Q — L£(X,Y) nach Voraussetzung stetig ist existiert
eine Konstante § > 0 mit Bs(xy) C €, so dass jedes x € Bjs(zg) die Unglei-
chung ||df (z) — df (zo)]| < € erfiillt. Daraus folgt die Ungleichung

ld () = | = | A" (df () — df (o))
< [[A7|ldf () — df (xo) |
<[lA7le
1
2
fiir alle # € Bs(). Nach Lemmal[3.1.12mit v = 1/2 ist daher ¢)(Bs(z0)) C X
eine offene Teilmenge und v : B;s(xg) — ¥(Bs(zp)) ein C'-Diffeomorphismus.
Wir definieren nun

U:=B.(z) CQ, V=A@ (Bs(x))) C Y.

Dann ist V = {A¢(z) |z € U} = f(U) eine offene Teilmenge von Y, da die
lineare Abbildung A~!:Y — X stetig und V das Urbild der offenen Teil-
menge 1 (Bs(xg)) C X unter A~! ist. Nun ist die Abbildung

f‘U:AQMUU%V
bijektiv mit der Umkehrabbildung
(flo) " y) = @Wlo)H(ATy)  firy eV

Also ist (f|ly)™! : V — U stetig differenzierbar nach Lemma und
Satz . Da f nach Voraussetzung eine C*~-Abbildung ist, folgt nun aus
Lemma [3.1.10} dass (f|)~! : V — U ebenfalls eine C*-Abbildung ist. Damit
ist Satz [B.1.11] bewiesen. O
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Korollar 3.1.13 (Offenheitssatz). Seien X,Y endlichdimensionale nor-
mierte Vektorrdume, sei U C X eine offene Menge, und sei f: U — Y eine
stetig differenzierbare Abbildung, so dass die Ableitung df (x) € L(X,Y) fiir
jedes x € U eine invertierbare lineare Abbildung ist. Dann ist V := f(U) eine
offene Teilmenge von 'Y .

Beweis. Sei yo € V und wahle 2o € U mit f(xg) = yo. Dann existiert nach
Satz eine offene Teilmenge Uy C U mit xy € Uy, so dass Vj := f(Up)
eine offene Teilmenge von Y ist. Dayy = f(z0) € f(Uy) = Vb ist, existiert also
ein 0 > 0 mit Bs(yo) C Vo C V, und damit ist Korollar bewiesen. [

Korollar 3.1.14 (Diffeomorphiesatz). Seien X,Y endlichdimensionale
normierte Vektorrdume, sei U C X eine offene Menge, und sei f:U —Y
ein injektive C*-Abbildung mit ¢ € NU{oo}, so dass df(z) € L(X,Y) fiir
jedes x € U eine invertierbare lineare Abbildung ist. Dann ist V := f(U) eine
offene Teilmenge von'Y und f : U — V ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. Die Teilmenge V' C Y ist offen nach Korollar [3.1.13| und die Abbil-
dung f:U — V ist bijektiv nach Voraussetzung. Sei nun yo € V' gegeben.
Nach Satz existiert dann eine offene Menge Vo C V mit yy € Vp, so
dass fl|y, : Vo — X eine C*-Abbildung ist. Da dies fiir jedes yo € V' gilt,
ist f~1 eine C*~-Abbildung und damit ist Korollar bewiesen. O

Beispiel 3.1.15. Die Sinusfunktion ist glatt mit sin’(0) = 1. Nach Satz[3.1.1]]
ist daher ihre Einschrinkung auf ein geeignetes offenes Intervall Uy C R
mit 0 € Uy ein glatter Diffeomorphismus auf die entsprechende Bildmen-
ge. Das grofitmogliche solche Intervall ist Uy = (—7n/2,7/2). Da die Sinus-
funktion auf diesem Intervall injektiv ist und eine positive Ableitung hat,

ist sin : (—7/2,7/2) — (—1,1) ein Diffeomorphismus nach Korollar |3.1.14}

Beispiel 3.1.16. Wir betrachten den Raum A := R™*™ mit einer beliebigen
Matrixnorm ||-|| (Beispiel [1.3.6). Die Exponentialabbildung exp : A — A ist
nach Beispiel stetig differenzierbar und hat die Ableitung d exp(0) = id
an der Stelle Ay = 0. In Korollar [4.4.4) werden wir sehen, dass die Exponen-
tialabbildung sogar glatt ist. Daher folgt aus Satz [3.1.11] dass offene Men-
gen U,V C A existieren mit 0 € U, so dass exp : U — V ein glatter Diffeo-
morphismus ist. Die Logarithmusreihe in Beispiel zeigt, dass U,V so
gewéhlt werden konnen, dass V = {B € A| ||B — 1| < 1} ist. Die Umkehr-
abbildung ist dann exp™(B) = log(B) = — > - (1 - B)¥/k fir B V.

Ubung 3.1.17. Nichtdegenerierte kritische Punkte sind isoliert. (Fir die
Definition siehe Ubung [2.7.17])
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3.2 Der Satz von der impliziten Funktion

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, unter welchen Voraussetzungen
man eine Gleichung der Form

flz,y)=0 (3.2.1)

lokal nach y aufliosen kann, das heif3t, dass eine stetig differenzierbare Funk-
tion y = g(z) existiert, so dass die Losungsmenge lokal der Graph der Funk-
tion g ist. Wir sagen dann, dass die Funktion ¢ durch die Gleichung
implizit definiert ist. Hier ist zunéchst ein einfaches Beispiel.

y 0

f=
4

Abbildung 3.1: Eine implizit definiert Funktion.

Beispiel 3.2.1. Sei f : R? — R die Funktion

fz,y) =2 —2* —¢? (3.2.2)

fir (z,y) € R% Dann erfiillt jede Losung der Gleichung ([3.2.1)) die Unglei-
chungen |z| < 1 und |y| < 1/2. Auerdem 148t sich die Gleichung explizit
nach y auflésen, und man erhélt die Formel

y=trv1—x? fir —1<z<1. (3.2.3)

Diese Formel stellt mit beiden Vorzeichen fiir —1 <z <Qund fir0 <z <1
glatte Funktionen y = g(z) dar. Die drei Ausnahmepunkte in der Losungs-
menge sind (z,y) = (£1,0) und (z,y) = (0,0), und dies sind genau die Ele-
mente des R?, die die Bedingungen f(z,y) = 0 und g—i(m, y) = 0 erfiillen (sie-

he Abbildung .
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Die allgemeine Situation in diesem Abschnitt betrifft stetig differenzier-
bare Abbildungen f = (fi,..., fm) : @ = R™, die auf einer offenen Teilmen-
ge 2 C R" x R™ definiert sind. Die Elemente von R™ x R™ bezeichnen wir
mit (z,y) = (z1,...,Tn, Y1, .-, Ym). In dieser Situation ist es niitzlich, die
Jacobi-Matrix von f an einer Stelle (z,y) € Q als Blockmatrix

0 0
df (z,y) = (a—i(x,y) ‘ 8—‘5(1‘,1/)) e R (ntm)

zu schreiben mit

le] o]
of
_J , = : : E Rmxn’
5 & Y) . :

Ofm Ofm

aj;l (z,y) - a];;n (z,y)

o) 0
of
—(z,y) := : : e R™™,
By (2,9) ; :

Ofm Ofm

8];1 (.CC, y) T agm (SL’, y)

Damit wir das Gleichungssystem f(z,y) = 0 lokal nach y auflésen koénnen, ist
die enscheidende Bedingung, dass die quadratische Matrix g—g(x, y) eine von
Null verschiedene Determinante hat. Nun hat die Richtungsableitung von f
an der Stelle (x,y) € Q in Richtung eines Vektors (£,7) € R® x R™ die Form

0 0
) (&) = Fwes Zw o
- E t:Of(x+t€ay)+ % tzof($7y+tn)‘

Die gleiche Formel erhilt man, wenn X, Y, Z endlichdimensionale normierte
Vektorrdume sind und f : Q — Z eine C''-Abbildung auf einer offenen Teil-
menge ) C X x Y ist. In dem Fall definiert man die linearen Abbildungen

0 0
Pfa)i= o) €LX2), PFay)i= 5 (n) € LY. 2)

fir (z,y) € Q durch die rechte Seite der Gleichung (3.2.4)).
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Satz 3.2.2 (Satz von der impliziten Funktion). Seien X,Y,Z endlich-
dimensionale normierte Vektorrdume, sei ) C X X Y eine offene Teilmenge,
sei f:Q — Z eine C* Abbildung mit £ € NU {oco}, und sei (zo,y0) € Q ge-
geben, so dass f(xo,y0) = 0 und die lineare Abbildung d*f(zo,yo) € L(Y, Z)
wnvertierbar ist. Dann existieren offene Teilmengen U C X und V CY und
eine C-Abbildung g : U — V mit folgenden Figenschaften.

(i) Es gilt (xo,y0) € U x V C Q und

g(xo) = vo. (3.2.5)
(ii) Fir alle x € U und alle y € V' gilt
f(z,y) =0 = g(x) =y. (3.2.6)

(iii) Fiir jedes v € X ist die lineare Abbildung d¥f(z,g(x)) € L(Y, Z) inver-
tierbar und es gilt
dg(x) = —d'f(z, g(2))"'d*f (2, g(x)) (3.2.7)
Beweis. Wir verwenden die Abkiirzungen
A = d¥f (w0, 0) € L(X, Z), B := d"f(zo,0) € L(Y, Z),
und definieren die Abbildung F': 2 — X x Z durch

F(x,y) = (z, f(z,y))

fiir (z,y) € Q. Dann ist F eine C*Abbildung und ihre Ableitung an der
Stelle (xg, yo) ist durch

AF (z0, o) (.7) = 2

7t F(xo + t&, yo + tn)

t=0

7| (w0 1€ flwo + 16,0 + )
t=0

= (&, d¥f (w0, yo)& + d"F (0, yo)n)
= ({, A + Bn)

fir (§,m) € X XY gegeben. Da B :Y — Z bijektiv ist, ist auch die Ablei-
tung dF'(zo,v0) : X x Y — X X Z bijektiv mit der Umkehrabbildung

dF (w0,0) "' (€, C) = (&, B7 (¢ — A9))
firé e X und ¢ € Z.




112 KAPITEL 3. IMPLIZITE FUNKTIONEN

Nach Satz[3.1.11] existiert eine offene Menge 2y C Q mit (zg,y) € €, SO
dass F(Qo) C X x Z offen und Fy := Flg, : Qo — F(Qp) ein C*-Diffeomor-
phismus ist. Dann ist also ;' : F|(€) — Qg eine C*-Abbildung mit

(ZE(),O) € F(Qo), Fo_l(l'(),O) = (Io,yo). (328)
Da €y eine offene Teilmenge von X x Y ist, existiert ein € > 0 mit
Ba(.CEO;X) X Bs(yo,Y) C Qo. (329)

Da die Abbildung F; ' : F(Qo) — Qo stetig ist und F, ' (0,0) = (20, 30) ist,
ist F(Bo(w0; X) X Be(y0;Y)) = (Fy ') (Bo(20; X) x Bo(y0;Y) C X x Z ei-
ne offene Umgebung von (¢, 0). Daher existiert eine Konstante 0 < § < ¢ mit

Bs(xg; X) x Bs(0; Z) C F(B:(x0; X) x Be(yo;Y)) C F(€p). (3.2.10)
Nun definieren wir die Abbildungen tx : X - X X Zund 7y : X XY =Y
durch tx(z) := (z,0) fur x € X und 7y (z,y) :=y fir (z,y) € X x Y. Die-
se Abbildungen sind beide linear und daher glatt. Ist nun z € Bjs(zo; X),
so ist tx(x) = (x,0) € F(B:(xo; X) X B:(y0;Y)) nach (3.2.10) und damit
gilt my o Fy ' oux(x) € Be(yo;Y). Also erhalten wir eine wohldefinierte Ab-
bildung g : U — V durch

U:= Bs(zo; X), V:=B.(y0;Y), ¢g(x):=nyoF, oux(x) (3.2.11)
fiir x € U. Dies ist eine C*-Abbildung nach Satz [2.5.9, Weiterhin gilt

(Io,yo)QUXVCQ()CQ
nach (3.2.9) und g(zo) = WY(Fo_l(anO)) = 7y (T, Yo) = Yo nach (3.2.8). Da-

mit erfiillt g die Bedingung (i). Fiir den Beweis von (ii) halten wir zwei Ele-
mente © € U und y € V fest. Dann sind (z,y), (z, g(x)) € Qp und es gelten
die Gleichungen F(z,y) = (z, f(x,y)) und F(x, g(x)) = (2,0). Da F|q, injek-
tiv ist, gilt also g(z) = y genau dann, wenn f(z,y) = 0 ist. Damit erfiillt g
die Bedingung (ii). Fiir den Beweis von (iii) halten wir ein Element x € U
fest. Dann ist (z,g(z)) € o und nach Lemma ist daher die lineare
Abbildung dF(z,g(z)) : X x Y — X X Z invertierbar. Mit

dF (z,g(x))(&n) = (& d*f(x, g(x)€ + d"f(z, g(x))n)

fir (£,m) € X x Y folgt daraus, dass d*f(z,g(x)) : Y — Z invertierbar ist.
Differenzieren wir nun die Gleichung f(z, g(z)) = 0, so erhalten wir

0= d*f(z,9(x))¢ + d'f (z, g(x))dg ()¢
fiir alle £ € X und daraus folgt (3.2.7). Damit ist Satz bewiesen. [
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Beispiel 3.2.3. Sei Q C R" eine offene Menge mit x € 2, sei und A C RV
eine offene Menge mit 0 € A, und sei f : A x Q — R eine C?-Funktion.
Fiir A € A definieren wir die C2-Funktion f : Q — R durch

Hlx) = f(\x) fiir z € Q.
Sei xg € )y ein nichtdegenerierter kritischer Punkt von f,, das heifit

dfo(wo) = 0, det(d*f (o)) # 0. (3.2.12)

(Siehe auch Ubung und Ubung [3.1.17)) Dann existieren offene Umge-
bungen Ay C A von 0 € RY und Uy C Q von zy € R”, sowie eine C'-Abbil-
dung g : Ay — Uy mit den folgenden Eigenschaften.

(i) 9(0) = zo.
(ii) Fir alle A € Ag und alle z € Uy gilt z = g(\) <= df\(z) = 0.
(iii) Fir A € Ag ist g(\) ein nichtdegenerierter kritischer Punkt von f\ und

9g 2 L OV -
a)\k( ) =~ (f(g(N)) a—)\k()vg()\)), k=1,...,N.

(iv) Ist f glatt so ist auch g glatt.

Die Ausagen (i-iii) folgen aus Satz[3.2.2] wobei (n,m, z,y,Q, X,Y, Z, f) durch
das Tupel (N,n, Az, A x Q, RY, R” ]R” ,Vf) zu ersetzten ist. Teil (iv) ist
eine Ubung. Zusammenfassend zeigt dieses Beispiel, dass nichtdegenerierte
kritische Punkte unter kleinen Stoérungen der Funktion f; erhalten bleiben.

Beispiel 3.2.4 (Legendre-Transformation). Sei 2 C R x R™ eine offene
Menge. Wir bezeichnen die Elemente von 2 mit

(2,0) = (X1, ..., Ty, V15 e o, V).
Sei L : 2 — R eine glatte Funktion, welche die Bedingung

det ((8‘3;% (a:,v))i ) £0 (3.2.13)

i,j=1

fir alle (z,v) € Q erfiillt. Dies ist die Legendre-Bedingung. Im folgenden
Verwenden wir fiir (z,v) € € die Notation

OL OL OL
a—x(x,v) = (— x,v),.. .,a—xn(x,v)) ,

oL oL oL
8_U(x’v) = (8_111(1’7?})7. s a_vn(xav)> :
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Sei nun (xg,v9) € Q und yo := g—ﬁ(xo,vo). Dann folgt aus der Legendre-Be-
dingung (3.2.13)) und Satz dass sich das Gleichungssystem

oL
Y= %(x, v) (3.2.14)

lokal nach v auflosen 148t. Es existieren also offene Mengen U, V, W C R"™ mit
l'oEU, U()EV, y()EW, UxV cCQ

sowie eine glatte Abbildung ¢g: U x W — V, so dass g(xg,yo) = v ist und
die folgende Aussage fiir alle x € U, v € V und y € W erfiillt ist:
oL

v=g(z,y) = %(a:,v) =y. (3.2.15)

Nun definieren wir die Hamilton-Funktion H : U x W — R durch
)= Zngj(l’, y) — Lz, 9(z,y)) (3.2.16)

fir x € U und y € W. Mit Hilfe der Glelchung (x g(z,y)) = y; ergeben
sich dann fiir die partiellen Ableitungen der Hamllton—Funktlon die Formeln

g_Z(x’y) = aixl (; ngj(l',y) - L(x,g(x,y)))

—~ 0 aL OL a
—Zyy S (o = o, @ 9(@y)) Za—xgxy ag]( )

(9L
- _axz (I,g(ﬁ,y)),

g—i(x,y) = a% (; Yi95(2,y) — L(%g(f’y)))

= gi(z,y) + ;yj 5y, (©Y) e Fo (@ 9@ )3 @)
= gi(z,y).
Zusammenfassend erhalten wir also fiir z € U und y € W die Gleichungen
oH oL 0OH
- —_— = g; ) 2.1
oz, (z,9) oz, (z, 9(x,y)), i (,y) = gi(z, y) (3.2.17)
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Sei nun I C R ein offenes Intervall und x : I — U eine (glatte) Losung der
Euler—Lagrange-Gleichungen

d OL . oL . .
yED (z(t),2(¢t)) = . (z(t),2()), i=1,...,n (3.2.18)
mit #(t) € V und y(t) € W fiir alle t € I, wobei y(t) durch
yxwzzzgf(xuxixw), i=1,.. .n (3.2.19)

definiert ist. Dann gilt g;(x(t),y(t)) = 4;(t) fiir i = 1,...,n nach (3.2.15),
und daraus folgt nach (3.2.17)), dass die Abbildung (z,y) : I — U x W die

Hamiltonschen Gleichungen

(1) = g{; @0.00) 30 = =5 (w0 4(0) (3.2.20)

firi=1,...,nund t € I 16st. Zusammenfassend heifit das, dass die Legen-
dre-Transformation die Euler-Lagrange-Gleichungen (3.2.18) (eine
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in n Variablen) in die Ha-
miltonschen Gleichungen (eine gewohnliche Differentialgleichung er-
ster Ordnung in 2n Variablen) mit der Hamilton-Funktion (3.2.16]) iiberfiihrt.
Dariiber hinaus hat die Hamilton-Funktion H die physikalische Bedeutung
der Energie, die entlang der Losungen der Gleichung , und damit
auch entlang der Losungen von (3.2.18)), konstant ist (Ubung).

Beispiel 3.2.5. Sei 2 C R” eine offene Menge und sei V' : {2 — R eine glatte
Funktion. Dann entsprechen die Newtonschen Gleichungen

Z(t) = =VV(x(t)) (3.2.21)
dem Spezialfall von Gleichung ((3.2.18]), wo L : 2 x R® — R durch

Lz, v) = 5 o]~ Vi(a) (3.2.22)

(kinetische minus potentielle Energie) gegeben ist. In diesem Fall hat die

Gleichung ((3.2.14)) die Form y = g—ﬁ(:ﬂ, v) = v, die Hamilton-Funktion ist
1
H(z,y) =3 lyll* + V() (3.2.23)

(kinetische plus potentielle Energie), und die Hamiltonschen Gleichungen lie-

fern nichts Neues im Vergleich zu (3.2.21]). Jedoch ergibt sich aus (3.2.20)
unmittelbar der Energieerhaltungssatz. (Siehe auch Beispiel
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3.3 Untermannigfaltigkeiten

Der Begriff einer Untermannigfaltigkeit

In diesem Abschitt wird der Begriff einer Untermannigfaltigkeit (eines end-
lichdimensionalen normierten Vektorraumes) eingefithrt und es werden ei-
nige Beispiele diskutiert. Dieses Konzept spielt eine grundlegende Rolle fiir
viele Gebiete der Mathematik und Physik. In diesem Manuskript wird es
in Abschnitt fiir die Untersuchung von Extrema mit Nebenbedingungen
verwendet, ebenso wie in Kapitel [] iiber die Integration von Funktionen auf
Mannigfaltigkeiten und den Divergenzsatz von Gaufl und in Kapitel [7| iiber
die Integration von Differentialformen und den Satz von Stokes.

/'i\ R

M /D

Rd

Abbildung 3.2: Eine Untermannigfaltigkeit.

Definition 3.3.1 (Untermannigfaltigkeit). Seien d und n ganze Zah-
len mit 0 < d<n, sei £ € NU{oo}, und sei X ein n-dimensionaler nor-
mierter Vektorraum. Eine Teilmenge M C X heifit d-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von X, wenn sie folgende Bedingung erfillt. Fiir
jeden Punkt p € M existiert eine offene Teilmenge U C X mit p € U, eine
offene Teilmenge V. C R™, und ein C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V mit

H(UNM) =V (R x {0}). (3.3.1)

(Siehe Abbildung . Im Fall ¢ = oo sprechen wir auch von einer glatten d-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit von X.) In dieser Situation wird
der C*-Diffeomorphismus ¢ eine Karte von M und die Menge U N M ein
Kartengebiet von M genannt. Ist I eine Indexmenge und ¢; : U; — V; eine
Karte von M fiir jedes i € I, so dass die Kartengebiete ganz M iiberdecken,
das heifit M C | J,c; Ui, so wird die Kollektion {¢;}ier dieser Karten ein At-
las von M genannt.
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Beispiel 3.3.2. Im Fall d =0 ist M C X genau dann eine 0-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von X, wenn M eine diskrete Teilmenge von X
ist, das heifit, wenn fiir jeden Punkt p € M eine offene Teilmenge U C X
existiert mit U N M = {p}.

Beispiel 3.3.3. Im Fall d =n =dim(X) ist M C X genau dann eine n-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von X, wenn M eine offene Teilmenge
von X ist.

Beispiel 3.3.4. Die Einheitssphére

i=1

Sl = {x c R"”

ixle}

ist eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Ein Atlas
mit 2n Karten ¢ : UF — V* ist durch

U* = {xER” ixi>0,2x?<1},

JF

VE={yeR"

£ - E 2
¢i (ZL') =T T Tty -5 Ty T F 1- IE]

fiir i = 1,...,n und x € U;" gegeben.

Beispiel 3.3.5. Seien X und Y normierte Vektorraume mit dim(X) =d
und dim(Y’) = m, sei Q C X eine offene Teilmenge, und sei g : Q@ — Y eine
C*-Abbildung. Dann ist die Menge

M := graph(g) = {(z,y) € X x Y |z € Q, y = g(2)}

eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von X x Y. Sie besitzt einen
Atlas, der aus einer einzigen Karte ¢ : U — V besteht. Dazu wéhlen wir
Vektorraumisomorphismen i : X — R? und j : Y — R™, und definieren

U:=QxY, V:i=1i(Q) x R™, o(z,y) = (i(x), j(y — g(x)))

firxr e Qundy €Y.
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Abbildung 3.3: Eine Rotationsflache.

Beispiel 3.3.6. Seien a < b reelle Zahlen und sei r : (a,b) — (0,00) eine
glatte Funktion. Dann ist die Menge

M= {(z,y,2) ER*|la <z <b, 2*+y*=r(2)"} (3.3.2)

eine glatte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3. Jede Untermannig-
faltigkeit dieser Form wird Rotationsfliche genannt (siehe Abbildung .
Ubung: Konstruieren Sie einen Atlas von M.

Beispiel 3.3.7. Die Menge
S:={(z,y) eR’|y#0 = 1/y e N}

ist keine Untermannigfaltigkeit des R%. Zum Beweis kann man den Zusam-
menhangsbegriff in Anhang [B] verwenden. Ist M C X eine Untermannigfal-
tigkeit und p € M, so kann man eine Karte ¢ : U — V von M mit p € U
so wihlen, dass V' = B.(¢(p)) ein Ball im R™ mit Mittelpunkt ¢(p) ist.
Dann ist V N (R? x {0}) eine zusammenhiéingende Teilmenge des R™ und
nach ist damit auch das Kartengebiet U N M zusammenhéngend. In
unserem Beispiel ist aber die Menge U N S fiir jede offene Umgebung U C R?
des Punktes (0,0) € S unzusammenhingend (Ubung), und daher kann S kei-
ne Untermannigfaltigkeit des R? sein.

Beispiel 3.3.8. Die Menge S := {(x,y) € R?*|zy = 0} ist keine Unterman-
nigfaltigkeit des R%. Zum Beweis kann man den folgenden Satz verwenden.
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Regulire Werte

Satz 3.3.9. Sei X ein n-dimensionaler normierter Vektorraum und M C X
eine nichtleere Teilmenge. Sei ¢ € N U {oo} und sei d eine ganze Zahl
mit 0 < d < n. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) M ist eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von X.

(ii) Fir jeden Punktp € M existiert eine offene Teilmenge U C X mitp € U
und C*-Funktionen fi,..., fo_a: U — R, so dass

UNM={z € U| fi(z) = fol&) = - = fu_alz) = 0} (3.3.3)

ist und die linearen Funktionale dfi(x),df>(x), ..., dfn_a(x) € L(X,R) fiir je-
den Punkt x € U N M linear unabhdngig sind.

Der Beweis verwendet das folgende Lemma aus der Linearen Algebra.

Lemma 3.3.10. Sei X ein Vektorraum und seien Ay,..., A, : X — R
lineare Funktionale. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die linearen Funktionale Ay, ..., A, sind linear unabhingig.
(ii) Es gibt Vektoren x4, ..., 2, € X mit Nj(x;) = 0 furi,j=1,...,m.
(iii) Die Abbildung X — R™ : x +— (A1(z) ..., () ist surjektiv.

Beweis. Wir beweisen (i) == (ii) durch vollstdndige Induktion tiber m.
Fiir m = 1 bedeutet lineare Unabhéngikeit, dass A; # 0 ist, und daher exi-
stiert ein Vektor 1 € X mit Aj(z1) = 1. Nun sei m > 2 und wir nehmen an,
dass die Aussage fiir m — 1 giiltig ist. Dann zeigen wir

ﬂker Aj & ker A, firi=1,...,m. (3.3.4)
JF
Nach Induktionsannahme gibt es Vektoren &y, ..., &,—1 € X mit A;(&;) = d0;;
fir 1,7 =1,...,m — 1. Gilt die Aussage nicht fiir ¢ = m, so ergibt
sich fiir jedes = € X, dass 2 — S Ay(2)&; € ﬂ;n:_ll ker A; C ker A, ist und
daher A,,(z) = 327 Ai(2) A (&) gilt, woraus A, = S277 1 A, (&) A, folgt, im
Widerspruch zu (i). Damit ist fiir ¢ = m bewiesen. Durch Vertauschen
von ¢ und m erhalten wir fiir alle ¢, und daraus folgt sofort Teil (ii).
Wir beweisen (ii) = (iii). Seien x1,...,2, € X wie in Teil (ii) und
sei A= (A1,...,Ap) € R™ Dann efiillt der Vektor z:= 37", \jz; die Be-
dingung A;(z) = 377 MjAi(wy) = D700, Aoy = A fiir i = 1,...,m.
Wir beweisen (iii) = (i). Seien A1,..., A, € R mit Y " NA; = 0.
Nach (iii) existiert dann ein Vektor x € X mit A;(z) = \; fir i =1,...,m.
Daraus folgt 0 = >"7", MiA;(z) = D", A und daher \; = 0 fiir alle 4. O

7
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Beweis von Satz[3.3.9. Wir beweisen (i) = (ii). Sei p € M. Dann existiert
nach (i) eine offene Menge U C X mit p € U, eine offene Menge V C R",
und ein C*-Diffeomorphismus ¢ = (¢1,...,¢,) : U — V der erfiillt.
Da die lineare Abbildung d¢(z) : X — R™ nach Lemmabijektiv ist, sind
die linearen Funktionale d¢: (), ..., d¢,(x) : X — R nach Lemmal[3.3.10] fiir
jedes x € U linear unabhéngig. Ausserdem gilt fiir jedes x € U nach

reEMNU <= ¢r)cRx {0} <= ¢g1(x)=---=du(x) =0.
Damit erfiillen die Funktionen f; := ¢4y, fir i = 1,...,n — d Teil (ii).

Wir beweisen (ii) = (i). Sei p € M und seien fi,..., fn_qa: U — R wie
in (ii). Dann existieren lineare Funktionale Ay, ..., Ay : X — R so dass

)\1, Ce ,)\d, dfl(p), . ,dfn_d(p)

eine Basis des n-dimensionalen Vektorraumes £(.X, R) ist. Nun definieren wir

die Abbildung ¢ : U — R"™ durch

¢(x) = (M(2),. .. Aa(w), fi(2), s fual))

fiir # € U. Diese ist C* nach Satz und ihre Ableitung do(p) : X — R"
an der Stelle p ist

dop(p)E = (M(€), -+, Ma(€),df(P)E; ... dfna(p)€)  fiir z € U,

Da die linearen Funktionale Ay, ..., Ay, df1(p), - - ., dfn—_a(p) linear unabhéngig

sind, ist d¢(p) : X — R™ bijektiv nach Lemma [3.3.10, Nach Satz [3.1.11] exi-
stiert daher eine offene Menge Uy C X mit p € Uy, so dass Vg := ¢(Uy) C R™

offen und ¢y := ¢|y, : Uy — Vp ein C-Diffeomorphismus ist. Dann gilt

Po(Uo N M) = {o(x) |2z € Uy, fi(z) =-- = faa(z) = 0}
= Vo N (R? x {0})

und damit ist ¢g eine Karte von M. Da p € M beliebig gewéhlt war, heift
das, dass M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von X ist. Damit
ist Satz [3.3.9 bewiesen. O

Definition 3.3.11 (Regulidrer Wert). Seien X,Y endlichdimensionale
normierte Vektorrdume, sei Q0 C X eine offene Menge, und sei f : Q — Y
eine stetig differenzierbare Abbildung. Ein Vektor y € Y heifst regulirer
Wert von f wenn die Ableitung df(z) : X — Y fiir jedes Element x € )
mit f(x) =y eine surjektive lineare Abbildung ist. Ein Vektor y € Y heifit
singuldrer Wert von f, wenn y kein requldrer Wert von f ist.
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Korollar 3.3.12 (Regulire Werte). Seien { € NU {oco} und d,m,n € Z
mit 0 <d<n undm:=n—d. Seien X und Y normierte Vektorrdume der
Dimensionen dim(X) = n und dim(Y") = m, sei Q C X eine offene Menge,
sei f:Q =Y eine C*-Abbildung, und sei y €Y ein requlirer Wert von f.
Dann st

M= fHy) ={z € Q| f(z) = y}
eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von X .

Beweis. Im Falld = nist Y = {0} und dann ist M = Q) eine offene Teilmenge
von X wie behauptet. Sei also d < nund damitm =n —d > 0. Seieq, ..., e,
eine Basis von Y und seien die Funktionen fi,..., f,, : © — R durch

fil)er + -+ f(z)en == f(x) —y fir x € Q
definiert. Diese Funktionen sind C* nach Satz Ausserdem gilt

M={zeQ|f(x)=y} = fa € Q0 file) = = fulx) = 0}.

Nun ist die lineare Abbildung X — R™ : & — (dfi(z)E, ..., dfm(2)€) fir je-
des x € M surjektiv, da y ein reguldrer Wert von f ist. Nach Lemma |3.3.10
sind daher die linearen Funktionale df;(z), ..., df,(x) fir jedes x € M linear
unabhéngig. Damit folgt Korollar [3.3.12 aus Satz [3.3.9] [

Bemerkung 3.3.13. (i) Korollar [3.3.12| behélt auch dann seine Giiltigkeit,
wenn y ¢ f(©2) und M daher die leere Menge ist. Denn die leere Men-
ge M = () C X ist eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit fiir jedes d.

(ii) Seien X, Y normierte Vektorraume, sei 2 C X eine offene Teilmenge, und
sei f: Q2 — Y eine C*-Abbildung mit £ > 1 und ¢ > dim(X) — dim(Y’). Dann
sagt der Satz von Sard, dass fast alle y € Y regulire Werte von f sind.
Das bedeutet, dass die Menge der singuldren Werte von f eine Lebesgue-
Nullmenge ist, das heifit, dass sie sich durch abzéhlbar viele Quader von
beliebig kleinem Gesamtvolumen iiberdecken 1483t. Insbesondere ist die Menge
der reguléren Werte von f dicht in Y.

(iii) Der Satz von Sard gilt auch im Fall dim(Y") > dim(X). Dann ist die
Menge der reguldren Werte das Komplement der Bildmenge von f, da die Ab-
leitung df (z) : X — Y aus Dimensionsgriinden niemals surjektiv sein kann.
Im Fall dim(Y") > dim(X) sagt der Satz von Sard also, dass die Bildmen-
ge f(Q) jeder C*-Abbildung f:Q — Y eine Lebesgue-Nullmenge in Y ist.
Dies folgt aus Teil (iii) von Satz , da €2 eine abzdhlbare Vereinigung kom-
pakter Mengen ist. Der Beweis im hier relevanten Fall dim(Y') < dim(X) ist
erheblich schwieriger. Fiir glatte Funktionen findet sich ein Beweis in [3].
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Beispiele

Beispiel 3.3.14. Dass die Rotationsfliche M C R3 eine glatte 2-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit des R? ist, folgt sofort aus Korollar [3.3.12 mit

Q:={(z,y,2) ER*|a < 2z < b}

und der durch

f(x,y,z) = ZE2 + y2 - T<Z>2

fir (z,y, z) € Q definierten glatten Funktion f: 2 — R. Da r(z) > 0 ist fur
alle (z,y,2) € Q, ist 0 ein regulfer Wert von f, und daher ist M = f~1(0)
eine glatte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.

Beispiel 3.3.15. Dass die Menge S = {(z,y) € R?|zy = 0} in Beispiel [3.3.§]
keine Untermannigfaltigkeit ist, 148t sich mit Satz[3.3.9|beweisen. Da S weder
offen noch diskret ist, kime nur die Zahl d = 1 fiir die Dimension in Frage.
Ist aber f : U — R eine C!' Funktion auf einer offenen Menge U C R?
mit (0,0) € UNM = {(z,y) € U| f(x,y) = 0} soist 5£(0,0) = 5(0,0) = 0.
Der Punkt p = (0,0) € S verletzt daher die Bedingung (ii) in Satz[3.3.9| und
somit ist S keine Untermannigfaltigkeit von R2.

Abbildung 3.4: Ein 2-Torus im R3.

Beispiel 3.3.16. Sei 0 <7 < 1 und sei f : R* — R die glatte Funktion
fl@y,2) = (@ +y = 1412 = 22)° = 4@ +7)(r* = 22).

Dann ist 0 ein regulirer Wert von f und daher ist M := f~1(0) eine glatte
Untermannigfaltigkeit von R3 (siche Abbildung [3.4). Die Abbildung
o (14 rcos(s)) cos(t)
Stx St — M : (e, e")— | (1+7rcos(s))sin(t)
rsin(s)

identifiziert den Standard 2-Torus S! x S' ¢ C x C mit M.
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Beispiel 3.3.17. Sind M C R” und M’ C R" glatte Untermannigfaltigkei-
ten so ist M x M’ eine glatte Untermannigfaltigkeit von R™ x R™ = R+,
Insbesonder ist das n-fache Produkt

T" =8 x ... x S!
eine glatte Untermannigfaltigkeit von C". Dies ist der standard n-Torus.
Beispiel 3.3.18. Die orthogonale Gruppe
O(n) = {AeRV"|ATA =1}
ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von R"*™ und

n(n —1)
—

Zum Beweis betrachten wir die normierten Vektorraume

dim(O(n)) =

X =R""  Y:=9,={5eR"|S"=5}.
und die Abbildung f : X — Y mit
f(A):=ATA fir Ae X

Wir zeigen, dass die Einheitsmatrix 1 € Y ein reguldrer Wert von f ist. Die
Ableitung von f an der Stelle A € X ist die durch

df(A)A = ATA+ AT A

gegebene lineare Abbildung df(A) : X —Y.Sei A € O(n)und S = ST € .7,
und definiere

o~

A= %AS e R,

Dann gilt
1 THA . AT L7 1 T 1 T
df(A)A=A"A+ A A:§A AS—|—§(AS) AZE(S%—S ) =05.

Dies zeigt, dass die lineare Abbildung df(A) : X — Y fiir alle A € O(n) sur-
jektiv ist. Damit ist 1 € Y ein reguldrer Wert von f, wie behauptet, und
nach Korollar [3.3.12|ist daher O(n) = f~!(1) eine glatte Untermannigfaltig-
keit von X der Dimension

n+1) n(n-—1)

dim(O(n)) = dim(X) — dim(¥) = n? — " =
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Beispiel 3.3.19. Sei 0 # A = AT € R™" eine von Null verschiedene Sym-
metrische Matrix und sei f : R” — R die glatte Funktion

f(z) = 2" Az fir z € R".
Dann ist jede Zahl ¢ € R\ {0} ein regulirer Wert von f (Ubung). Daher ist
Q:=f"c)={zeR"|2" Az = ¢}

fiir jede reelle Zahl ¢ # 0 eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von R™ ist. Hier sind einige Spezialfille dieser Konstruktion.

(a) Mit A = diag(1/r%,...,1/r?) und ¢ = 1 erhélt man den Ellipsoid

n 2
Z%:1}.

i=1

E(ry,...,r,) = {1’ eR"

(b) In (a) ergibt sich mit r; = 1 die Einheitssphére Q = S™~! in Beispiel .
(c) Die Hyperbel Q = {(z,y) € R*|zy = ¢} ist eine glatte 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? fiir ¢ # 0, aber nicht fiir ¢ = 0 (Beispiel.
(d) Mit f(z,y) := ||z — y||* fiir z,y € R® und ¢ = r> mit r > 0 ergibt sich,
dass die Menge Q = {(z,y) € R®* x R?| ||z —y|| = r} fiir jedes r > 0 eine
glatte 5-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RS ist.

(e) In Modifikation des Beispiels in (d) kann man beweisen, dass die Menge

M= {(z,y) € R* x R* x R*| |l2]| = [l= — yl| = lly — 2] = 1}

eine glatte 6-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist. Dies ist der Kon-
figurationsraum eines 3-Fach-Pendels.

Beispiel 3.3.20. Die Menge
S:={(2* v 2% yz, 2z, 2y) |2, y, 2 €ER, 2* + Y + 2° =1} (3.3.5)

ist eine glatte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R® (Ubung). Dieses
Beispiel geht auf Jakob Steiner zuriick. Es handelt sich hier um eine Finbet-
tung des 2-dimensionalen reell projektiven Raumes (der Menge aller Geraden
im R3 durch den Ursprung) in den RE. Projeziert man diese Untermannig-
faltigkeit auf die letzten drei Koordinaten, so erhélt man die sogenannte
Romerfliche

R= {(yz,zx,xy) |2, y,2z €R, 2> + ¢y + 2° = 1}
= {(&,n,Q) e R [0°C* + P + 4" = &n¢}
Dies ist keine Untermannigfaltigkeit des R? (Ubung).
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Der Tangentialraum

Definition 3.3.21 (Tangentialvektor).
Sei X ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum und set M C X ei-
ne d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von X. Sei p € M. Ein Vek-
tor v € X heifit Tangentialvektor von M im Punkte p, wenn ein ¢ > 0
und eine Cr-Abbildung v : (—e,e) — M existiert mit
0)=p,  (0)=p. (3.3.6)

(Siehe Abbildung[3.5.) Die Menge

T,M:={veX | v ist ein Tangentialvektor von M im Punkte p} (3.3.7)

wird der Tangentialraum von M im Punkte p genannt.

Abbildung 3.5: Der Tangentialraum.

Satz 3.3.22 (Der Tangentialraum). Sei X ein n-dimensionaler normier-
ter Vektorraum und sei M C X eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit von X mit £ € NU{oc}. Seip € M. Dann gilt folgendes.

(i) Sind U C X und V C R™ offene Mengen mit p € U und ist ¢ : U —V
ein C*-Diffeomorphismus mit $(U N M) =V N (R x {0}), so gilt

T,M = do(p) (R x {0}). (3.3.8)

(ii) Ist U C X offen mit p € U und ist f:U — R eine C*-Abbildung
mit UNM = f71(0), so dass df (p) : X — R surjektiv ist, so gilt

T,M = ker df (p). (3.3.9)

(iii) T,M ist ein d-dimensionaler linearer Unterraum von X.
(iv) Ist v € T,M, so emistiert eine C*-Kurve v : R — M, die (3.3.6)) erfiillt.
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Beweis. In der Situation von Teil (i) zeigen wir zunéchst die Inklusion

do(p) ' (R? x {0}) c T,M (3.3.10)
Sei also v € do(p) 1 (R? x {0}) gegeben und sei
r:=¢(p) e VNRx {0}),  &:=do(p)veR? x {0}. (3.3.11)

Da V C R™ offen ist, existiert eine Zahl ¢ > 0 mit z + ¢ € V N (R4 x {0})
fiir alle t € (—&,¢). Nun definieren wir 7y : (—¢,¢) — U N M durch

Y(t) = ¢~ Hx + t€) fir —e<t<e. (3.3.12)
Dies ist eine C*~-Abbildung mit

Y0)=¢ (@) =p,  H(0)=do~ (2)§ = do(p)§ =v.

Hier folgt die vorletzte Gleichung aus Lemma und die letzte aus (3.3.11]).
Also ist v € T,M und damit ist (3.3.10) bewiesen.
In der Situation von Teil (ii) zeigen wir die Inklusion

T,M C kerdf(p). (3.3.13)

Sei also v € T,M und sei 7 : (—¢,e) — M eine C'-Kurve, die (3.3.6)) erfiillt.
Nun sei f: U — R" ¢ wie in Teil (ii). Da (0) = p € U und U eine offene
Teilmenge von X ist, existiert eine Zahl 0 < 0 < e, so dass y(t) € U N M ist
fir —6 <t < . Daraus folgt f(v(t)) =0 fiir —0 < ¢t < ¢ und daher gilt

Fo= o RECR

Also ist v € ker df (p) und damit ist (3.3.13]) bewiesen.

Nach (3.3.10) und (3.3.13) gilt dé(p)~'(R? x {0}) C T,M C kerdf(p).
Nach Voraussetzung sind d¢(p)~1(R? x {0}) und ker df (p) beides d-dimen-

sionale lineare Unterraume von X und miissen daher tibereinstimmen. Damit
sind Teil (i), Teil (ii) und Teil (iii) bewiesen.
Wir beweisen Teil (iv). Sei also v € T,M. Dann ist d¢(p)v € R? x {0}

nach Teil (i), und daher definieren die Gleichungen ([3.3.11]) und (3.3.12)) eine
C*Kurve v : (—¢,e) — M, die (3.3.6)) erfiillt. Daraus folgt, dass die Formel

Bt) ==~ (\/;—tﬁ

eine C*-Kurve 3 : R — M definiert mit 5(0) = v(0) = p, 5(0) = 4(0) = v.
Damit sind Teil (iv) und Satz [3.3.22 bewiesen. O

) fir t € R (3.3.14)
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Beispiel 3.3.23. Im Fall d = 0 (Beispiel [3.3.2)) ist der Tangentialraum einer
diskreten Menge M C X an jeder Stelle p € M der Unterraum 7,M = {0}.

Beispiel 3.3.24. Im Fall d = n (Beispiel [3.3.3)) ist der Tangentialraum einer
offenen Menge M C X an jeder Stelle p € M der Unterraum T,M = X.

Beispiel 3.3.25. Der Tangentialraum der orthogonalen Gruppe O(n) in Bei-
spiel 3.3.18 an der Stelle A € O(n) ist

T,0(n) = {21 e R ATA 4+ ATA = o}
nach Teil (ii) von Satz|3.3.22| Fiir A = 1 erhélt man den Raum
o(n) :==T10(n) = {g ERV"| A4 AT = O}

der schiefsymmetrischen Matrizen. Dieser Tangentialraum hat die Eigen-
schaft, dass der Kommutator [A, B] := AB—BA zweier Matrizen A, B € o(n)

wieder eine Element von o(n) ist. Dariiber hinaus gilt exp(tA) € O(n) fiir al-
le A€ o(n) und alle t € R (Ubung).

Beispiel 3.3.26. Der Tangentialraum der (n — 1)-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit @ = {z € R |2” Az} in Beispiel [3.3.19 an der Stelle = € Q ist

T.Q = {¢ e R"[(Az,¢) = 0} = (=)™
nach Teil (ii) von Satz[3.3.22 Insbesondere gilt 7,,S""! = xt fiir z € S"~L.

Beispiel 3.3.27. Der Tangentialraum der Untermannigfaltigkeit S C R® in
Beispiel [3.3.20/im Punkte p = (22, 9%, 2%, y2, 22, xy) € S mit 22 + y> + 22 =1
ist der 2-dimensionale Unterraum

( 2I§ 3

2yn

. 22¢ _
T,S = yC + 21 EnCeER z€E+yn+2(=0p. (3.3.15)

z&E+ ¢
[\ 2+ ¢ )

Hier zeigt man die Inklusion “C” durch das Differenzieren von Kurven in S.
Die Gleichheit folgt dann aus der Tatsache, dass nach Teil (iii) von Satz
beide Seiten der Gleichung 2-dimensionale lineare Unterrdume des RS
sind. Mit dieser Methode kann man in vielen Beispielen die Tangentialraume
auf einfache Weise bestimmen.
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3.4 Extrema mit Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, wie man Elemente einer
Menge U finden kann, die eine Funktion f : U — R unter Nebenbedingungen
der Form h;(x) = 0 minimieren. Hier ist U C R" eine offene Menge, und wir
nehmen an, dass f: U — R und h = (hy,...,hy,) : U — R™ differenzierbar
sind. Weiterhin erinnern wir an die Bezeichnung
o (2)
Vi(x):= : eR"”

"
%(fﬂ)

fir den Gradienten von f an der Stelle x € U. Mit ||z|| bezeichnen wir hier
stets die Euklidische Norm eines Vektors z € R".

Satz 3.4.1 (Lagrange). Sei U C R" eine offene Menge, seien f:U — R
und h = (hi,...,hy) : U — R™ Cl-Abbildungen, sei 0 € R™ ein reguldrer
Wert von h, und sei

M :=h7'(0) = {z € U|h(z) = 0}. (3.4.1)
Erfillt ein Element xo € M die Bedingung
f(zo) < f(x) fir alle x € M, (3.4.2)
so existieren reelle Zahlen Aq, ..., \,, € R mit
Vf(xo) = > \iVhi(xo). (3.4.3)
i=1

Diese Zahlen \; werden Lagrange-Multiplikatoren genannt.
Bewers. Wir zeigen zunéchst, dass
V f(xo) € (T, M)* (3.4.4)

ist. Sei also & € T, M. Dann existiert nach Teil (iv) von Satz [3.3.22] eine
Cl-Kurve v: R — M C R® mit v(0) = 2o und 54(0) = £. Daraus folgt die
Ungleichung f(v(0)) < f(y(¢)) fir alle ¢ € R nach (3.4.2), und daher gilt

d

(Vf(20),€) = df (z0)¢ = df (+(0))7(0) = — . f(y(#)) = 0.

Hier folgt der letzte Schritt aus Satz [2.7.2] Damit ist (3.4.4]) bewiesen.
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Nun sei d := n — m. Nach Korollar|3.3.12ist M C R" eine d-dimensionale
C'-Untermannigfaltigkeit von R™ und nach Teil (ii) von Satz [3.3.22] ist ihr
Tangentialraum an der Stelle g € M der d-dimensionale lineare Unterraum

T, M = ker dh(zy)
= {£ e R"[dh(x0)¢ = 0}
={{ e R"[(Vhi(xg),&) =0fiiri=1,...,m} (3.4.5)

= ﬁ Vhl (I‘O)J_
i=1

Dass dieser Unterraum die Dimension d = n — m hat folgt aus den genannten
Sétzen, oder auch aus der Tatsache, dass die Vektoren Vhq(zg), ..., Vi, (xo)
linear unabhéngig sind (Lemma. Da jeder lineare Unterraum V' C R”
die Gleichung V = V- erfiillt, erhalten wir nach die Gleichung

L
(Toy M)+ (ﬂw 7o) )

I
= {Z AV hi(@o) | Aty A € R} (3.4.6)
i1
= {Z NiVhi(xg) | A,y A\ € R} .
i1

Da V f(zo) nach ({3.4.4) orthogonal zu T, M ist, folgt daraus die Behauptung
von Satz B.4.11 O

Beispiel 3.4.2. Dieses Beispiel zeigt, dass auf die Annahme, dass 0 ein
reguldrer Wert von h ist, in Satz nicht verzichtet werden kann. Sei-
en f,h: R — R die Funktionen

fiir z € R. Dann ist 0 kein reguldrer Wert von h. Alle anderen Voraussetzun-
gen von Satz sind mit zp = 0 € M = {0} erfiillt, jedoch ist V f(z) =1
in diesem Beispiel kein reelles Vielfaches von Vh(zg) = 0.
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Beispiel 3.4.3 (Geometrisches und Arithmetisches Mittel).
Sei U C R™ der positive Quadrant

U={x=(x1,...,2,) € R"|z; >0fiiri=1,...,n}
und seien f, h: R™ — R die Funktionen
f(z) =129 - 2, hz) =z +x2+--+a,—1 (3.4.7)
fiir x = (21, 29,...,2,) € R". Dann ist M := U N h~'(0) die Menge

z; >0fuiri=1,2,...,n
(3 ] M) ) . '4'

Die Funktion f : R® — R ist stetig und der Abschluss M von M ist kompakt.
Daher existiert ein Vektor a = (ay, as, ..., a,) € M mit

f(z) < f(a) fir alle x € M. (3.4.9)

Da f auf M positiv ist und auf M \ M verschwindet, ist a € M. Nach
Satz existiert daher eine Zahl A € R mit V f(a) = AVh(a). Dann gilt

M = {x:(xl,a:Q,...,In) eR"”

aas---a, Of oh
@) = Mg (3410
fir i =1,...,n und daraus folgt a; = as = --- = a, = 1/n. Es gibt also nur

einen Vektor a € M, der (3.4.10) erfiillt, und dieser muss also auch (3.4.9)

erfiillen. Damit haben wir die Ungleichung

1 n
T1Xg Ty < (—) (3.4.11)
n
fir alle x = (21,29, ...,2,) € M bewiesen. Seien nun xy, zs,. .., T, positive

reelle Zahlen. Dann ist

m(:pl,@, ..., Ty) € M und nach (3.4.11)) gilt

T1Ty -+ T <(1>n
(ZE1+$2+"'+1’”)"— n '

Daraus wiederum folgt x5 - - 2, < (W)n, und daher gilt

n 1/n n
1
(H 35) <- ;:1 i (3.4.12)

=1

fiir jedes n-Tupel von positiven reellen Zahlen x;. Damit haben wir gezeigt,
dass das geometrische Mittel kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel
ist (wie es natiirlich bereits aus der Analysis I bekannt ist.)
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Beispiel 3.4.4 (Eigenvektoren). Sei A = AT € R™*" ecine symmetrische
Matrix und seien f,h: R™ — R die glatten Funktionen
1

f(z) = §xTAx, h(z) = % (||m||2 —1)

fiir x € R™. Dann ist 0 ein reguliirer Wert von A und M := h=1(0) = S"!
ist die Einheitssphire. Dann existiert ein Vektor v; € S"~! mit

f(v) < f(x) fiir alle z € S"7 1.

Nach Satz existiert nun eine reelle Zahl \; € R mit V f(vy) = A VA(v1).
Mit Vf(z) = Az und Vh(x) = z ist diese Gleichung dquivalent zu

AUl = )\11)1. (3413)

Wir haben damit die Existenz eines reellen Eigenwertes von A bewiesen.
Nun betrachten wir ein neues Extremalproblem mit der gleichen Funkti-
on f und zwei Nebenbedingungen, die durch h, h; : R” — R mit

hi(z) = (vy,x) fir x € R"
gegeben sind. Dann ist (0, 0) ein regulirer Wert von (h, hy) : R™ — R? und
M, = h~*(0) N h1(0)
= S" Nt
={z € 5" (v,z) =0}
Da M; kompakt ist, existiert ein Vektor vy € M; mit
f(ve) < f(x) fiir alle x € M.
Nach Satz existieren nun zwei Lagrange-Multiplikatoren Ay, 1 € R mit
V f(ve) = AoV h(ve) + NV hy(va).

Mit Vf(xz) = Az, Vh(z) =z, Vhi(z) = v, folgt daraus Avy = \vy + pvy.
Da (Avg — Avg,v1) = 0 ist folgt daraus wiederum |[[Ayvy — Av2||2 + u? = 0.
Damit haben wir gezeigt, dass vy und Ay die Bedingungen

A’Ug = /\2?}27 <U1, ’UQ) =0 (3414)

erfilllen. Setzt man dieses Argument mit vollstdndiger Induktion fort, so
erhédlt man eine Orthonormalbasis vy, vs, ..., v, des R", die aus Eigenvekto-
ren der Matrix A besteht. Die zugehorigen Eigenwerte A\, Ao, ..., A, sind reell
und erscheinen bei dieser Methode in der Reihenfolge \; < Ay < -+ < A,
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Beispiel 3.4.5 (Abstand zu einer Untermannigfaltigkeit). Sei M C R”
eine glatte kompakte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit 0 < d < n.
Sei yg € R™ gegeben. Dann existiert ein Element o € M mit

llyo — zol| < |lyo — || fir alle v € M (3.4.15)
und dieses Element xg erfiillt die Bedingung
Yo — xo L Ty M. (3.4.16)

Die Existenz eines solchen Elementes xy folgt aus der Tatsache, dass die
durch f(x) := % lyo — || fiir € R™ definiert stetige Funktion f:R™ — R
auf der kompakten Teilmenge M C R™ ihr Minimum annimmt. Die Bedin-
gung hat dann die Form V f(xq) € (T,,, M)+ und dies folgt aus der
Gleichung im Beweis von Satz . In konkreten Beispielen kann
der gesuchte Vektor zy € M, der die Bedingung erfiillt, oft dadurch

gefunden werden, dass man alle Vektoren untersucht, die die notwendige Be-

dingung ((3.4.16|) erfiillen.

Ubung 3.4.6 (Tubenumgebungen). Sei M C R™ wie in Beispiel [3.4.5
Fiir ¢ > 0 definieren wir die Mengen

W, :={(z,n) eR" xR |z € M, n LT, M, ||| <e},

(3.4.17)
U..=3yeR"

inf Iy — | < }

und die Abbildung ¢. : W. — R" durch ¢.(x,n) =z +n fir (z,n) € W..
Dann gilt folgendes.

(i) W ist eine glatte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ x R™.
(ii) U. ist eine offene Teilmenge von R™ und es gilt ¢.(W.) = U..

(iii) Ist € > 0 hinreichend klein, so ist ¢. : W. — U, bijektiv und besitzt eine
glatte Umkehrabbildung. Genauer, wenn ¢ > 0 hinreichend klein ist, dann
existiert fiir jedes Element y € U. genau ein Element 7(y) € M mit

ly = ()l = mf lly -],
die Abbildung 7 : U. — M ist glatt, und es gilt ¢-'(y) = (n(y),y — 7(y)) fiir

alle y € U..

(iv) Fiir € > 0 hinreichend klein wird die offene Menge U. C R" in ({3.4.17))
eine Tubenumgebung von M genannt und die Aussage (iii) ist der Satz
iiber Tubenumgebungen. Ein Beweis findet sich in [3].



Kapitel 4

Vektorfelder und Fliisse

Dieses Kapitel dient der Einfithrung in die gew6hnlichen Differentialgleichun-
gen. Der erste Abschnitt wiederholt einige Inhalte aus Analysis I, welche die
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines Anfangswertproblems be-
treffen. Der Abschnitt fithrt den Fluss eines Vektorfeldes ein und zeigt,
dass eine Losung, die nur auf einem endlichen Zeitintervall existiert, jede
kompakte Teilmenge des Definitionsgebietes des Vektorfeldes verlassen muss.
Abschnitt zeigt die stetige Abhéngigkeit der Losungen vom Anfangswert
und Abschnitt [4.4] beweist die Differenzierbarkeit des Flusses.

4.1 Existenz und Eindeutigkeit

Sei U C R eine offene Menge und sei f : U — R” eine lokal Lipschitz-stetige
Abbildung. Diese Abbildung ist als Vektorfeld zu verstehen, das jedem
Punkt z € U einen Geschwindigkeitsvektor f(z) € R"™ zuordnet. Es soll
darum gehen, die Losungen der Differentialgleichung

i(t) = f(2(t),  2(0) = (4.1.1)

zu verstehen. Hier ist xy € U der Anfangwert und die Gleichungen in (4.1.1])
werden Anfangswertproblem genannt. Eine Losung des Anfangswertpro-
blems ist eine stetig differenzierbare Abbildung z : I — U, definiert
auf einem offenen Intervall I C R mit 0 € I, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 den
Wert 2y annimmt und dessen Ableitung durch #(t) = f(x(t)) fiir t € I gege-
ben ist. Zunéchst sei daran erinnert, was aus der Analysis I Vorlesung iiber
lokal Lipschitz-stetige Abbildungen und die Lésungen von bekannt ist.

133
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Im folgenden bezeichnen wir stets mit ||z|| := /23 + - - - + 22 die Euklidische
Norm eines Vektors x = (xq,...,x,) € R".

Definition 4.1.1. Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R™ heifsit lo-
kal Lipschitz-stetig wenn fir jedes xqg € U zwei Zahlen € >0 und ¢ > 0
existieren, so dass

Be(mg) = {z € R"| lz —xo|]| <} CU
ist und alle x,y € B:(xo) die Ungleichung
1 (@) = fW)l < cllz =yl

erfiillen.

Lemma 4.1.2. Sei U C R” eine offenen Teilmenge, sei f : U — R” eine
lokal Lipschitz-stetige Abbildung, und sei K C U eine kompakte Teilmen-
ge. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 so dass alle x,y € K die Unglei-
chung [| f(z) = f(y)[| < ¢llz —y| erfiillen.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existieren (nach
dem abzdhlbaren Auswahlaxiom) zwei Folgen z;, y; € K, so dass fiir allei € N
die Ungleichung

1 (i) = fa)ll > il — uill (4.1.2)
erfiillt ist. Da K kompakt ist, konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfol-
ge ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Folge (z;)en
konvergiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit

o = lim z; € K.
71— 00

Da die Funktion K — R : x + || f(z)]| stetig ist und K kompakt ist, existiert
nach einem Satz aus Analysis I ein Element £ € K so dass

C:=|fl=If@)ll fir alle x € K. (4.1.3)

Aus (4.1.2) und (4.1.3) folgt die Ungleichung

s < @) =P _ @I+ Wl 20
B { - { T

fir alle ¢ € N. Also gilt lim; ,o(y; — 2;) = 0 und daher konvergiert die
Folge (y;)ien ebenfalls gegen .
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Da f lokal Lipschitz-stetig ist, existieren reelle Zahlen ¢ > 0 und ¢ > 0,
so dass fiir alle z,y € R" folgendes gilt:

|z — x| < e, N z,y € U und
ly — ol <& 1 () = fFWl < celle =yl

Da die Folgen (x;);en und (y;)ien beide gegen z konvergieren, existiert eine
natiirliche Zahl iy € N, so dass jedes i € N mit ¢ > 7; die Ungleichungen

(4.1.4)

ize e woll <e oy —aoll <€

erfillt. Fir ¢ € N mit ¢ > i, folgt daraus nach (4.1.2)) die Ungleichung
1f(s) = FQya)ll > illei = will = ¢l — will -
Diese steht im Widerspruch zu (4.1.4)) und beweist damit Lemma O

Lemma 4.1.3. Sei U C R" eine offene Menge und sei K C U eine kompakte
Menge. Dann gilt folgendes.

(i) Fir jedes e > 0 ist die Menge
K. :={y € R"| es gibt ein x € K so dass ||z —y|| < e}

kompakt.
(ii) Es existiert ein e >0 mit K. C U.

Beweis. Es gilt sup,cx. ||yl = sup,ex [|2]| + & < 0o und daher ist K. be-
schriankt. Wir zeigen nun, dass K. auch abgeschlossen ist. Sei y; € K. eine
Folge, die gegen y € R™ konvergiert. Dann gibt es eine Folge x; € K so dass

|lzi —yil| <e  fiirallei € N.

Da K kompakt ist kénnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge ohne Ein-
schriankung der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Folge x; gegen ein Ele-
ment z € K konvergiert. Daraus folgt

[z =yl = lim [lz; —yil| <e.
1—r 00

Also ist y € K.. Damit ist gezeigt, dass K. abgeschlossen und beschrankt
ist. Nach dem Satz von Heine-Borel ist K. damit kompakt.
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Wir beweisen Teil (ii) indirekt und nehmen an, dass K. ¢ U ist fiir je-
des € > 0. Dann existiert nach dem abzdhlbaren Auswahlaxiom eine Folge

so dass y; € Ky ist fiir jedes i € N. Also existiert, wiederum nach dem
abzéhlbaren Auswahlaxiom, eine Folge x; € K so dass

| —=

||$z - ?Jz|| < -

~

ist fiir jedes i € N. Da K kompakt ist, konnen wir durch Ubergang zu einer
Teilfolge ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Folge z;
gegen ein Element x € K konvergiert. Daraus folgt

x=limx; = limy; ¢ U,
1—00 1—00

da R™\ U abgeschlossen ist. Also ist K ¢ U im Gegensatz zu unserer Vor-
aussetzung. Damit ist Lemma bewiesen. O]

Der Schrankensatz (Satz besagt, dass jede stetig differenzierbare
Abbildung f : U — R"™ lokal Lipschitz-stetig ist.

Der folgende Satz aus der Analysis I Vorlesung garantiert die Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen des Anfangswertproblems unter der
Voraussetzung, dass das Vektorfeld f : U — R"™ lokal Lipschitz-stetig ist.

Satz 4.1.4 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei U C R™ eine offene Teil-
menge, sei f : U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung, und sei K C U
eine kompakte Teilmenge. Dann gilt folgendes.

(i) Es existiert ein offenes Intervall I C R mit 0 € I, so dass das Anfangs-
wertproblem fiir jedes xq € K eine Lésung x : I — U besitzt.

(ii) Ist I C R ein offenes Intervall mit 0 € I und sind x,y: 1 — U zwei
Lésungen von mit xg € U, so gilt x(t) = y(t) fir alle v € I.

Beweis. Siehe Seite [1371 O

Seien f und zy wie in Satz seien I, J C R zwei offenen Intervalle
mit 0 € I N J, und seien z : [ — U und y : J — U zwei Losungen von (4.1.1)).
Dann gilt z(t) = y(t) fur alle ¢ € I N J nach Teil (ii) von Satz [4.1.4] Daraus
folgt, dass die Gleichung auch eine Losung auf dem Intervall 7 U J
besitzt, die durch z(t) fiir ¢ € I und durch y(t) fiir ¢t € J gegeben ist. Dies
fithrt zu dem Konzept des mazimalen Ezxistenzintervalls in Definition 4.2.1
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Lemma 4.1.5. Seien f : U — R" und xg € U wie in Satz[{.1.4, sei I CR
ein offenes Intervall mit 0 € I, und sei x : I — U eine stetige Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Abbildung x : I — U st eine Losung von ({4.1.1])
(ii) Die Abbildung x : I — U erfillt die Integralgleichung

x(t) = xo + /tt f(z(s))ds  firallet e I. (4.1.5)

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung, be-
ziehungsweise Teil (v) und (vi) von Lemma [2.4.4] O

Beweis von Satz[{.1.f Da K C U ecine kompakte Teilmenge ist, existiert
nach Lemma eine Zahl ¢ > 0, so dass

K. = {z € R"|es gibt ein 29 € K mit ||z — 0| <e} C U. (4.1.6)

Da K. nach Lemma eine kompakte Teilmenge von U ist, existiert nach
Lemma eine Konstante ¢ > 0, so dass

1f(z) — F)|| < cllz — ]| fiir alle z,y € K.. (4.1.7)

Auflerdem ist die Funktion K — R : z +— | f(x)| stetig und daher nach
einem Satz aus der Analysis I Vorlesung beschrankt. Definiere

M :=sup || f(x)| + ce (4.1.8)
reK

und wahle 6 > 0 so klein, dass
oM < e, de < 1. (4.1.9)

Sei zp € K gegeben. Wir beweisen in fiinf Schritten die Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung = : [—6,0] — U des Anfangswertproblems (4.1.1)).

Schritt 1. Sei x € R™ mit ||x — x¢|| < €. Dann gilt
vel,  |f@)] <M.

Nach (4.1.6) gilt z € U, und nach (4.1.7)) und (4.1.8)) gilt

[F @) < Wf @)l + 1f (=) = f (o)l
< f (o)l + ¢l — ol
< [If (zo)l| + ce
=M.

Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Sei z : [-d,6] — U eine Losung von (4.1.1). Dann gilt
J2(t) — @0l <€
fir alle t € [—0,0].

Wir beweisen Schritt 2 durch ein Widerspruchsargument und nehmen an,
dass eine reelle Zahl t € [0, d] existiert mit ||z (t) — x|l > . Sei

=inf {t € [0,0] | ||z(t) — xo| > €} .
Dann gilt 0 < 7 < § und
|x(t) — zol| < e fiir alle ¢t € [0, 7), (4.1.10)
|z(T) — xo|| = €. (4.1.11)
Daraus folgt

lz(r —x0||—H/f dt‘ /||f Wl dt < 7M < e.

Hier folgt der erste Schritt aus Lemma u, der zweite Schritt aus Teil (iii)
von Lemma“ der dritte Schritt aus und Schritt 1, und der letzte
Schritt folgt aus . Diese Unglelchung Steht im Wlderspruch zu (4.1.11))
und damit ist gezelgt, dass ||x(t) — xo|| < € ist fiir alle t € [0,6]. Das gleiche
Argument kann fiir ¢ € [—6,0] verwendet werden und damit ist Schritt 2
bewiesen.

Schritt 3. Se:

x st stetig und
2= x:[-0,0] > R"| ||z(t) — x| <€ (4.1.12)
fiir alle t € [—0, 0]

und definiere d : 2 x Z — R durch

d(z,y) == [l =yl = sup () = y(@®)]] (4.1.13)

firxz,y € . Dannist (2, d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum.

Der Raum 2" ist nichtleer, da die konstante Funktion z(t) = ¢ ein Element
von 2 ist. Dal die Abbildung d : 2" x £ — R eine Abstandsfunkti-
on ist, folgt direkt aus den Definitionen. Dafl der metrische Raum (27, d)
vollstandig ist, folgt daraus, dass jede Cauchy-Folge reeller Zahlen konver-
giert und dass der Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger
Funktionen, nach einem Satz aus der Analysis I Vorlesung, selbst wieder eine
stetige Funktion ist. Damit ist Schritt 3 bewiesen.
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Schritt 4. Sei 2" durch Gleichung (4.1.12) in Schritt 8 gegeben und sei
x € 2. Definiere die Funktion F(x) : [—0,0] — R"™ durch

(F (2))(t) == xo +/0 f(z(s))ds (4.1.14)

fir =6 <t <94. Dann gilt F(z) € Z .

Fir =6 < s < gilt ||z(s) — xo|| < e und daher z(s) € U und || f(z(s))| < M
nach Schritt 1. Daraus folgt, dass die Funktion .7 (z) in (4.1.14]) wohldefiniert
ist und fiir 0 < ¢ < 9 der Ungleichung

1(Z(@)(0) - ol = \ [ satsnas

< / 1F(a(s))]] ds

<tM
<e€

geniigt. Hier folgt der zweite Schritt aus Teil (iii) von Lemma , und der
letzte Schritt aus (4.1.9). Ebenso gilt ||(Z (z))(t) — zo|| < & fir —6 < ¢ < 0.
Auflerdem ist .Z () stetig und daher gilt .% (z) € 2. Damit ist Schritt 4
bewiesen.

Schritt 5. Sei (2, d) der nichtleere vollstindige metrische Raum in Schritt 3
und sei F : X — X die Abbildung in Schritt 4. Dann gilt

|7 (z) — F(y)
fiir alle x,y € & und daher ist ¥ eine Kontraktion.

<dcllz -yl

oo

Seien z,y € Z . Dann gilt

I(F () (#) = (F W) O] =

fiir 0 <t < 4. Genauso argumentiert man fiir —9 < ¢ < 0 und daraus folgt die
Ungleichung || % (x) — 7 (y)||, < dcllx —yll. Da de < 1 ist, folgt daraus,
dass & : 2 — 2 eine Kontraktion ist. Damit ist Schritt 5 bewiesen.
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Nach Schritt 5 und dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt .% einen
eindeutigen Fixpunkt

r=Fx)e .
Dieser Fixpunkt ist nach (4.1.6) eine stetige Funktion

x:[—=0,0] = U,

welche nach Definition von .# die Gleichung

£(t) = (F(@)(t) = 20 + / f(a(s)) ds

fiir alle ¢ € [—4, 6] erfiillt. Dies ist die Gleichung (4.1.5). Also folgt aus Lem-
ma , dass = eine Losung von ist. Umgekehrt folgt aus Schritt 2
und Lemma[4.1.5] dass jede Losung z : [—6,6] — U von ein Fixpunkt
von .# ist. Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (4.1.1))
auf dem Intervall [—§, ] fiir jeden Anfangswert zy € K bewiesen.

Nun sei xp € U gegeben, sei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I, und
seien x,y : I — U zwei Losungen von . Wir nehmen an, es gébe ein
Element t € I mit

x(t) # y(t).
Dann gilt ¢t # 0. Im Fall ¢ > 0 definieren wir

to :=sup{t € I'|t >0 und z(s) = y(s) fiir alle s € [0,1]}.

Dann gilt to € I und ¢ty > 0 und z(s) = y(s) fir 0 < s < t,. Nun folgt
aber aus der bereits bewiesenen Eindeutigkeit mit dem Anfangswert z(ty),
angewendet aus die Losungen z(t — ty) und y(t — ty), dass eine Zahl § > 0
existiert mit tg — 0,49 + 0 € I und z(tg +t) = y(to + ¢t) fiir —0 < t < 4.
Dies steht im Widerspruch zur Definition von ty. Ebenso erhélt man einen
Widerspruch im Fall £ < 0 und damit ist Satz bewiesen. O

In Satz gilt die Existenzaussage in Teil (i) auch dann, wenn das
Vektorfeld f : U — R™ nur stetig, nicht aber Lipschitz-stetig ist. Allerdings
erfordert diese allgemeinere Aussage einen anderen Beweis. Zudem kann bei
der Eindeutigkeitsaussage in Teil (ii) auf die Lipschitz-Stetigkeit nicht ver-
zichtet werden, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.1.6. Sei n =1 und sei f : R — R das stetige Vektorfeld

fl@):=+/|z| firzeR. (4.1.15)

Dann sind die Funktionen

t2/4, falls t > 0,
x(t) := 0, y(t) == { /() falls t <0

zwei verschiedene Losungen des Anfangswertproblems (4.1.1]) mit zo = 0.

Beispiel 4.1.7. Fiir n = 1 betrachten wir das Anfangswertproblem
i:=—2  2(0) = 2. (4.1.16)

Ist g = 0 so ist z(t) = 0 die eindeutige Losung von (4.1.16]) und diese exi-
stiert auf ganz R. Ist zy # 0 so ist jede Losung x : I — R von iiberall
ungleich Null, hat daher eine negative Ableitung, und ist daher nach dem
Mittelwertsatz strikt monoton fallend. Daraus ergibt sich, dass die Funk-
tion I — R : ¢t~ x(t) eine differenzierbare Umkehrfunktion = +— ¢(z) be-
sitzt. Da z(t) = —x(t)? ist fiir alle ¢, hat die Umkehrfunktion die Ablei-
tung dt/dx = —1/z*. Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung gilt
“d¢ 11

Daher ist die Losung von (4.1.16|) im Fall 2y > 0 durch die Formel

1
- ci<oo (4.1.17)
1+t$0 Zo

x(t)
gegeben. Diese Losung 148t sich auf kein grosseres Intervall fortsetzen.

Beispiel 4.1.8. Sei A € R™" und zy € R™. Dann ist die eindeutige Losung
des Anfangswertproblems

T = Ar, z(0) = xo (4.1.18)

durch die Exponentialmatrix gegeben, das heif3t

z(t) = ez = i t Az, fiir t € R (4.1.19)
- 0 — A . .
k=0
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4.2 Der Fluss eines Vektorfeldes

Von nun an nehmen wir an, dass eine offenen Teilmenge U C R™ und ein
lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld f: U — R™ gegeben sind.

Definition 4.2.1. Sei xy € U. Das maximale Existenzintervall von z

(fir Gleichung (4.1.1)) ist die Menge

I st ein offenes Intervall mit 0 € 1

und das Anfangswertproblem (4.1.1) 3. (4.2.1)
besitzt eine Léosung x : I — U

Nach Satz ist 1(xo) C R ein offenes Intervall mit 0 € I(x), das An-
fangswertproblem (4.1.1) besitzt eine Losung x : I(xg) — U, diese Losung ist
eindeutig, und es ezistiert keine Losung von (4.1.1) auf einem echt gréosseren
Intervall.

I(xg) ::U I'cR

Definition 4.2.2. Sei
Q:={(t,zg) e RxU|t e l(xo)}. (4.2.2)
Der Fluss von f ist die Abbildung
o:Q—U,

die jedem Paar (t,xq) € Q die eindeutige Lisung von (4.1.1)) zum Zeitpunkt t
zuordnet, das heifst ¢(t,zo) = x(t), wobei x : I(xy) — U die eindeutige
Losung von ist. Mit anderen Worten, ¢ : Q0 — U ist die eindeutige
Abbildung die nach t partiell differenzierbar ist und die Gleichungen

Oho(t,z) = f(o(t,z)),  ¢(0,20) = x0o (4.2.3)
fir alle (t,x) € Q und alle xy € U erfiillt.
Beispiel 4.2.3. Sei A € R™"™ und sei f : R” — R" das lineare Vektorfeld

f(z) = Ax

fir z € R". Dann ist 2 = R x R” und der Fluss ¢ : R x R® — R" von f ist
nach Beispiel die Abbildung

o(t,r) = ez

firt € R und z € R".
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Beispiel 4.2.4. Sein =1, U =R, und sei f : R — R das Vektorfeld
f(z) = —2? fir x € R.
(Siehe Beispiel 4.1.7}) Fiir 25 € R ist

Zo
t) ;=
w(t) =7 t tag

die eindeutige Losung von (4.1.1)) auf dem Intervall

(—x5t, 00), fiir zp > 0,
](370) = R, flir Ty = 0,
(—o0, —xyt), fiir 25 < 0.

Der Fluss von f ist daher durch die Gleichungen

Q={(t2) R’ [te> -1},  d(t2) =< ftx
gegeben.
Lemma 4.2.5. Sei g € U und ty € I(xg). Dann gilt
I(¢(to, ) = I(x0) — to (4.2.4)
und
o(s, d(to, x9)) = O(to + s, o) (4.2.5)

fir alle s € I(¢(to, x0))-

Beweis. Sei
Yo = gb(to,l‘o)
und
J = I(l’o)—to:{t—t0|tGI(Z’Q)}:{SER|tQ+S 6](1’0)}
Dann ist J C R ein offenes Intervall und 0 € J. Definiere y : J — R durch
y(s) := o(to + s, x0) fir s € J.

Dann ist y stetig differenzierbar und es gilt y(s) = f(y(s)) fiir alle s € J
und y(0) = yo. Also ist J C I(yo) und y(s) = ¢(s,yo) fur alle s € J. Damit
haben wir die Inklusion

I(zo) — to C I(&(to, x0))
und die Gleichung (4.2.5)) fur alle s € I(zg) — to bewiesen.
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Es bleibt zu zeigen, dass die umgekehrte Inklusion gilt, das heif3t
I(p(to, o)) C I(xg) — to.
Dazu bemerken wir, dass nach dem bisher gezeigten folgendes gilt:
—to € I(z0) —to C I(yo), ¢(—to,yo) = ¢(0,z0) = .

Daher ergibt sich aus dem ersten Teil des Beweises, mit (tg, zq) durch (—to, yo)
ersetzt, die Inklusion I(yo) — (—to) C I(¢(—to, yo)). Das heiit

I(¢(to, mo)) + to C I(o)
und daher I(¢(tg, xg)) C I(xg) — to. Damit ist Lemma bewiesen. [
Satz 4.2.6. Sei xy € U ein Anfangswert mit
I(z9) N [0,00) = [0,b), 0<b<o0.
Dann ezistiert fir jede kompakte Menge K C U eine Zahl 0 < tx < b mit
tx <t<b = o(t, x0) ¢ K. (4.2.6)

Mit anderen Worten, wenn die Lisung des Anfangswertproblems (4.1.1)) nur
auf einem endlichen Zeitintervall existiert, muss sie jede kompakte Teilmenge
von U werlassen.

Beweis. Nach Satz existiert eine Zahl § > 0 mit
(—0,0) C I(x) fir alle x € K.

Hier konnen wir ¢ > 0 so klein wéhlen, dass § < b ist. Dann erfiillt die Zahl

tk:=b—90
die Bedingung . Ist ndmlich ¢ eine reelle Zahl mit

b—d<t<b
so gilt nach Lemma 4.2.5

I(p(t,x0)) = I(z0) — 1.

Daraus folgt
1(6(t, 36)) N[0, 50) = [0, — ).

Da b—t < ¢ ist, gilt (=9,9) ¢ I(o(t,x0)) und daher kann ¢(t, zy) kein
Element von K sein. Damit ist Satz [4.2.6l bewiesen. O
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4.3 Stetigkeit des Flusses

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass der Fluss eines lokal Lipschitz-stetigen Vek-
torfeldes selbst ebenfalls eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung ist.

Satz 4.3.1. Sei U C R" eine offene Menge, sei f : U — R"™ ein lokal
Lipschitz-stetiges Vektorfeld, und sei ¢ : 2 — U der Fluss von f. Dann ist ¢
lokal Lipschitz-stetig.

Beweis. Siehe Seite [146] N

Der Beweis beruht auf dem Lemma von Gronwall.

Lemma 4.3.2 (Gronwall). Sei I C R ein Intervall mit 0 € I, seien
A, B >0, und sei g : I — [0,00) eine stetige Funktion, die die Ungleichung

t
/ g(s)ds
0
fiir alle t € I erfillt. Dann gilt
g(t) < AePl (4.3.2)

g(t) < A+ B (4.3.1)

fur allet € 1.
Beweis. Definiere die Funktion G : I N[0, 00) — [0, 00) durch

t
G(t)::A—i—B/g(s)ds fir t € I mit ¢t > 0.
0

Sie erfiillt die Ungleichung g(¢) < G(t) und daher

G(t) = By(t) < BG(t)
fiir alle t € I mit ¢t > 0. Daraus folgt
%(eBtG(t)) = e P(G(t) - BG(t)) <0
und daher
e PGt < G0)= A
fiir alle t € I mit ¢ > 0. Also gilt
g(t) < G(t) < A

fiir alle ¢ € I mit ¢ > 0. Im Fall ¢ < 0 ergibt sich die gewiinschte Ungleichung
indem man die Funktion g durch die Funktion ¢ +— g(—t) ersetzt. Damit ist
Lemma [4.3.2] bewiesen. O
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Beweis von Satz[4.53.1. Der Beweis hat drei Schritte. Der erste Schritt ver-
wendet die Notation von Lemma [£.1.3l

Schritt 1. Sei K C U kompakt und sei € > 0 so dass K. C U ist. Dann
existiert ein § > 0 mit [—0,9] x K C Q und ¢(|—0,d] x K) C K..

Nach Voraussetzung ist U, := |J,.x B:(7) eine offene Teilmenge von U.
Nach Teil (i) von Satz mit U, statt U, existiert dann eine Zahl § > 0
mit [—0,d] C I(zo) und ¢(t,z9) € U. fur alle zp € K und alle t € [—0,J].
Damit ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Seien K, e, wie in Schritt 1. Dann ist ¢ Lipschitz-stetig auf der
Menge [—6,0] x K C {.

Da f lokal Lipschitz-stetig und K. C U nach Lemma kompakt ist,
ist f|k. nach Lemma [4.1.2] Lipschitz-stetig, und das heif}t

c:= sup 1/(x) =y )” < 00, M := sup ||f(2)|| < occ. (4.3.3)

ek o=yl ek

Seien x, yo G K gegeben, und seien x,y : [—0, 5] — U die zugehorigen Losun-

gen von , das heiBt x(t) := ¢(t, z0) und y(t) := ¢(t,yo) fir ¢t € [—9, d].
Dann gilt :U(t) y(t) € K. fiir t € [—6,0] nach Schritt 1 und daher

() < [ st ar < atjs —
fir alle s,t € [—4,d] mt s < t. AuBerdem gilt fiir alle ¢ € [0, J]

o6 = = |l =30+ [ (1(als) = Flas)) ds

) dr

< [lwo — yoll +

/0 (F(x(s)) — F(y(s)) ds

< lloo — woll + ' [ 156 = rtuto as

/0 lo(s) — y(s) ds|.

Daraus folgt ||z(t) — y(t)| < e ||zo — yo|| nach Lemma und daher

65, 20) = ot wo)l < [le(s) — () + [|=(t) —y(@D
< Mls—t| +e? ||z — yoll

< [lzo — woll + ¢

fir alle zo,yo € K und alle s,t € [—4, §]. Damit ist Schritt 2 bewiesen.
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Schritt 3. Die Menge Q) C R x U st offen und die Abbilldung ¢ : Q0 — U
ist lokal Lipschitz-stetig.

Sei (tg, g) € 2 mit ty > 0 und definiere
[ = {o(t,20) |0 <t <to}.

Dies ist eine kompakte Teilmenge von U. Daher existiert nach Lemma [4.1.3
eine Konstante € > 0 so dass

K = {yE]R”‘es gibt ein z € T" so dass ||z — y|| Sg} cU.
Auflerdem ist die Menge K kompakt, nach Lemma 4.1.3] und die Menge

V= {y € R"|es gibt ein z € ' so dass ||z —y|| <c} = U B.(z)
xel
ist offen. Nach Schritt 1 und Schritt 2 existiert eine Konstante § > 0 so

dass [—9,d] x K C Qund ¢ auf [-6, 0] x K Lipschitz-stetig ist. Wéhle N € N
so gross, dass

to
= — < 0.
T N<

Dann ist [0, 7] x V' C Q und wir definieren die Abbildung ¢, : V' — U durch

o-(y) == o(r,y)  firy eV

Diese Abbildung ist stetig nach Schritt 2. Wir definieren nun eine endiche
Folge offener Mengen V) D Vi D --- D Vy durch

Vo=V,
Vii=¢'(Vo)={yeV]e:(y) eV}
Vo= ' (V) ={y e V]o-(y) €V, ¢-(0-(y))}

Vv i=¢;'(Vvo)) ={yeV|¢i(y) eV iirk=1,....,N}.

Hier bezeichnen wir mit ¢* := ¢, o --- o ¢, die k-fache Komposition der Ab-
bildung ¢, : V' — U mit sich selbst. Ihr Definitionsgebiet ist genau die Men-
ge Vj_1. Die Mengen V;, C U sind offen, da ¢, : V — U stetig ist. AuBerdem
folgt aus Lemma dass ¢F(zg) = ¢p(kT,29) eT C Vist firk=1,...,N
und daher gilt zy € Vj, fiir k=0,1,..., N.
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Es folgt ebenfalls aus Lemma |4.2.5] dass fiir alle x € Vi folgendes gilt:
tOINTEI(iC), ¢(t0,I)EV

Daraus folgt [—0,0] C I(¢p(ty,x)) fir alle z € Viy und daher, nach Lem-

ma [,
[to—é,to—ké] x Vy C Q.

Da ¢ auf [—6,0] x K Lipschitz-stetig ist, existiert eine Konstante ¢ > 0, so
dass alle s, s’ € [0, 6] und alle y,y" € K die Ungleichung

16(s,y) = &(s", 9 )l < els = 8| +clly =¥/l (4.3.4)
erfilllen. Fiir z, 2" € Vy und ¢, t' € (ty—0,to+9) folgt daraus die Ungleichung
16t ) — o', 2")]] |6t —to. &7 () — &(t' — to, 67 ("))
< et — ¢+ ]| @) - o (@)

< clt =t + N |e -2

Hier folgt die letzte Ungleichung durch N-malige Anwendung der Unglei-
chung ([4.3.4)). Damit haben wir gezeigt, dass es fiir jedes Element (¢, z) € Q
mit ¢ty > 0 eine offene Menge W = (ty — d,tg +d) x Vy C R x R™ gibt, so
dass (to,zo) € W C Q ist und die Restriktion ¢|y : W — U Lipschitz-stetig
ist. Fir to < 0 folgt dieselbe Aussage, indem man f durch —f und ¢(t, x)
durch ¢(—t, z) ersetzt. Damit sind Schritt 3 und Satz bewiesen. O

Bemerkung 4.3.3. Fiir jedes t € R ist die Menge

U, .= {xo € U‘t € ](IL'())}
offen nach Satz[4.3.1l Aulerdem folgt aus Lemma dass fiir jedes x € U,
gilt, dass —t € I(z) —t = I(¢(t,x)) und daher ¢(t,z) € U_; ist. Es ist oft
niitzlich, fiir den Fluss von f die Notation

¢ Up — Uy, ¢i(z) = ¢(t, 1),
zu verwenden. Nach Satz ist die Abbildung ¢, : U, — U_; ein Homoo-
morphismus mit der Umkehrabbildung
o = oy

Aulerdem gilt Uy = U, ¢g =id : U — U, und

¢s+t = ¢s o ¢t an Us+t N ¢t_1<Us>

fiir alle s,t € R nach Lemma[4.2.5 Diese Notation vereinfacht sich erheblich,
wenn [(z) = R ist fiir alle x € U. Dann ist U, = U fiir alle t € R.
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4.4 Differenzierbarkeit des Flusses

Satz 4.4.1. Sei U C R" offen und sei f : U — R™ ein C* Vektorfeld mit
¢ € NU {oo}. Dann ist der Fluss ¢ : Q2 — U von f eine C*-Abbildung.

Beweis. Siehe Seite [151] O

Bevor wir diesen Satz beweisen, formulieren wir zunéchst ein Lemma,
welches die stetige Differenzierbarkeit des Flusses voraussetzt. Dieses Lem-
ma liefert eine Formel fiir die Ableitung von ¢ und diese Formel wird dann
verwendet, um Satz zu beweisen.

Lemma 4.4.2. Sei U C R” offen, sei f : U — R"™ ein stetig differenzierbares
Vektorfeld, und sei der Fluss ¢ : € — U wvon f eine stetig differenzierbare
Abbildung. Seien xo € U und § € R™ gegeben. Sei I := I(xq) und definiere
die Abbildungen x : I — U und & : I — R™ durch

x(t) := ¢y(x0), £(t) := doy ()0 (4.4.1)
furt e I. Dann sind x und & stetig differenzierbar und es gilt
(1) = f(x(t)), £(0) = 20, i

E(t) = df (x()&(8), §(0) = &o,
fir alle t € 1.

Beweis. Die partielle Ableitung d¢/0t = fo¢ : 2 — R™ existiert nach Defini-
tion des Flusses und ist stetig differenzierbar nach Voraussetzung. Aulerdem
gilt nach der Kettenregel

0 0¢ ¢
S () = (ot

Nach dem Satz von Schwarz (iiber die Vertauschbarkeit der zweiten Ablei-
tungen) folgt daraus, dass die Abbildung d¢/0x; : @ — R™ nach t partiell
differenzierbar ist und die Gleichung

d 0¢ 9 0¢ 2%
aaxi(tﬂ)_a 8t( r) = df (o(t, x ))a—

%

(t,x) fir alle (t,z) € Q.

)

(t, )

fir alle (¢, x) € Q erfiillt. Ist also & = (&1, - - -, &on) € R™, dann ist die Funk-
tion £(t) = dq§ (z0)é0 = S0, 22(¢t, x0) 0 stetlg d1fferenz1erbar mit Ableitung

z 18:):
0 0
8t8¢ b w0)60i = de (£, 20)) ¢(t 20)&0i = df (x())£(t)-

Damit ist Lemma [4.4.2] bew1esen. ]

£(t) =
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Lemma 4.4.3. Sei I C R ein offenes Intervall mit O € I und A : I — R™"
eine stetige Abbildung. Dann besitzt das Anfangswertproblem
() = AW, £(0) = &, (4.4.3)
fiir jedes & € R™ eine eindeutige, stetig differenzierbare Léosung & : I — R”.
Beweis. Sei T' € I mit T' > 0 und definiere
A(t)¢
=2 s JADI,  A@)= sup IACEI
0<t<T eern\foy €]l
Sei 2" := C([0,T],R™) der Raum aller stetigen Abbildungen ¢ : [0,7] — R™.

Dies ist ein Banachraum mit der Normfunktion

€]l == sup e~ [I€@)]]  fir € 2.
0<t<T

Definiere die Abbildung .% : 2~ — 2" durch

¢
F(E)(t) =& +/ A(s)E(s)ds  fir 0 <t <T.
0
Wir beweisen die Ungleichung
1 ..
|7 (&) —F ), < 5 1€ —nll. fir alle £, € 2. (4.4.4)

Seien also &,n € 2 gegeben und sei ¢ € [0, T]. Dann gilt
t

|F ) @) = F Ol = A(S)(&(S) —(s))ds

IN

/HA () = n(s)ll ds
1/cm<> n(s)| ds

_ %Aig%cwa@—n@Mds
< 3 [ e asie-al,

1
< _Ct _
< setlig =l

fir alle ¢ € [0,7]. Daraus folgt die Ungleichung (4.4.4) indem man beide
Seiten mit e~ multipliziert und das Supremum iiber alle ¢ € [0, 7] bildet.

IN
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Aus der Ungleichung (4.4.4)) folgt nach dem Banachschen Fixpunktsatz
(Satz , dass die Abbildung

F X >

einen eindeutigen Fixpunkt
§=7(S)

besitzt. Dieser Fixpunkt ist die eindeutige Losung & : [0,7] — R™ des An-
fangswertproblems auf dem Intervall [0,7]. Da eine solche eindeuti-
ge Losung auf jedem kompakten Teilintervall [0, 7] C I existiert, existiert
sie auch auf I N [0,00). Die Existenz einer eindeutigen Losung auf ganz
folgt nun dadurch, dass man die Funktion A : I — R™*"™ durch die Funkti-
on —I — R™" : { — —A(—t) ersetzt. Damit ist Lemma [4.4.3 bewiesen. [

Lemma zeigt, dass die Linearisierung &(t) := doy(x9)&o des Flus-
ses, falls sie existiert, die linearisierte Differentialgleichung 16st. Lem-
ma zeigt, dass die zweite Gleichung in (4.4.2]) immer auf dem gesamten
Existenzintervall [ = I(xg) eine Losung & : I — R™ besitzt. Die Aufgabe im
Beweis von Satz besteht nun darin, zu zeigen, dass diese Losung auch
tatsdchlich durch die Ableitung von ¢; mittels gegeben ist.

Beweis von Satz[4.4.1. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir £ = 1. Sei
also f : U — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Zu zeigen ist, dass
der Fluss ¢ : 2 — U von f ebenfalls stetig differenzierbar ist. Sei zq € U
und I := I(xy) C R. Definiere die Abbildungen

x: 1 —=U, A: I —R™"

durch

o(t) = dulwo), (D) = df(x(t)) (4.45)
fur t € I. Nach Lemma existiert eine eindeutige, stetig differenzerbare
Abbildung @ : I — R™™" so dass

O(t) = A()D(t),  D(0) =1, (4.4.6)

fiir alle t € I. Wir beweisen zunéchst, dass, fiir jedes ¢ € I, die Abbildung
¢ : Uy — U_y an der Stelle zy € U, differenzierbar ist mit der Jacobi-Matrix

do(zg) = P(t) firt eI (4.4.7)

Sei T' € I mit T' > 0. Dann ist folgendes zu zeigen.
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Behauptung 1: Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 so dass fir alle t € [0, T
und alle & € R™ mit ||&]] < § gilt, dass xo + & € Uy ist und

[6e(20 + o) — du(0) — D)ol < e [[€oll- (4.4.8)

Beweis von Behauptung 1. Sei eine reelle Zahl € > 0 gegeben. Wir wéhlen die
Konstante 6 > 0 in den folgenden vier Schritten.

(a) Nach Satz existiert eine Konstante r > 0 mit

0,7] x {x € R"| ||l — x| <7} C
(b) Nach Satz existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

[6e(x0 + &) — @e(o)ll < clléoll,  [ldf(z(@))]| < ¢

fir alle t € [0, 7] und alle & € R™ mit ||| < 7.

(c) Es existiert eine Konstante p > 0, so dass fiir alle t € [0,7] und al-
le h € R™ mit ||h]| < p gilt, dass z(t) + h € U ist und

ldf (x(t) + h) = df (2())]| < e™e.

Hier verwenden wir die Tatsache dass eine stetige Abbildung auf jeder Kom-
pakten Teilmenge ihres Definitionsgebietes gleichméflig stetig ist.

(d) Wéhle § > 0 so dass § < r und ¢d < p ist.

Wir zeigen, dass Behauptung 1 mit diesem § gilt. Fiir ¢ € [0, 7] und h € R®
mit ||k < p sei

R(t,h) = f(x(t) + h) — f(z(t)) — df (x(t))h. (4.4.9)
Dann gilt

R(t.h) = /0 (Af (o (t) + sh) — df(a(t))hds
und daher, nach (c),

[R(, bl S/O ldf (x(t) + sh) — df (x(@) || |2]| ds < e™e k] (4.4.10)

fir alle t € [0, 7] und alle h € R™ mit ||h| < p.
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Sei nun & € R™ mit ||&|| < § und definiere n : [0,7] — R"™ durch

n(t) == ¢e(xo + &) — de(xo) — P(E)&o fir0 <t <T. (4.4.11)

Dann ist (0) = 0 und

) =
() f(@u(xo + &) — [l )) At)(t)éo
f(@e(xo + &) — f(De(20)) A@)(@ zo + &o) ¢t($0)) + A(t)n(t)
R(t, ¢(wo + &) — d1(x0)) + A(t)n(2).

Nach (a), (b), und (d) gilt xo + & € U; und
|de (o + &) — de(xo)|| < clléoll <cd<p  fir0<t<T.

Nach (4.4.10|) folgt daraus die Ungleichung
[R(t, de(wo + &o) — de(wo))| < e e lde(ao + &o) — del(wo)

< ce™e|&ll

fiir 0 <t < T. Daraus wiederum folgt

@I < 1R (o + o) — dulwo)) || + A0 ()]
< ceme &l + clln(®)l]

t
e Te g+ [ (o) ds
0

fiir 0 <t < T. Nach Gronwall’s Lemma gilt daher die Ungleichung

IN

IR < ce™ e[|l e

und daraus folgt
t
@l < [ ) ds
° t
< eCT€H§0H/ ce ds
0

< 2|l

fir 0 <t <T. Da n(t) durch (4.4.11)) definiert war, ist Behauptung 1 damit
bewiesen. Damit haben wir gezeigt, dass ¢, fiir t > 0 differenzierbar ist und
der Beweis fiir t < 0 ist analog.
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Als néchstes zeigen wir, dass die Abbildung € — R™" : (¢,z) — d¢y(x)
stetig ist. Sei also xy € U und sei T' € I(x) mit T" > 0. Definiere die Abbil-
dungen A, ® : [0,7] — R™*" durch

A(t) = df (du(x0)),  @(t) := (o)

fir0 <t <T.

Behauptung 2: Fir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass fir allet € [0, T
und alle yo € R™ mit ||zo — yol| < 9 gilt, dass yo € Uy ist und

ldo(x0) — dee(yo)|| < e (4.4.12)

Beweis von Behauptung 2. Sei eine Konstant 0 < ¢ < 1 gegeben. Wir wéhlen
die Konstante 0 > 0 in den folgenden drei Schritten.

(a) Wihle ¢ > 0 so dass mit
JA@)||+1<c¢, |P(t)]| <e¢  fir0<t<T.

(b) Es existiert eine Konstante p > 0, so dass fiir alle ¢ € [0,7] und alle
y € R" mit |ly — ¢(x0)|| < p gilt, dass y € U ist und

1df () — df (d1(wo))|| < e™e.

(c) Nach Satz existiert eine Konstante 6 > 0, so dass fiir alle ¢ € [0, T
und alle yp € R"” mit ||zg — yo|| < ¢ gilt, dass yo € Uy ist und

[6e(x0) — dr(o)ll < p.
Sei nun yo € R™ mit ||xg — yo|| < 6 und definiere B, ¥ : [0, 7] — R™ "™ durch

B(t) == df (¢+(wo)), () := do(yo)

firo0<t< T Dann ist ¥ nach dem bisher bewiesenen stetig differenzierbar
und es gilt ¥(t) = B(t)¥(¢) fir 0 < ¢ < T und ¥(0) = 1. AuBlerdem gilt
nach (c), dass ||¢¢(zo) — ¢¢(yo)|| < p ist fiir 0 <t < T. Daraus folgt nach (b)

|AG#) = B#)|<e“Te<1l  fir0<t<T
und daraus wiederum folgt nach (a)

IBO)| < JA@®)| +1<c fir0<t<T.
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Aus diesen beiden Ungleichungen folgt

() = (@) = [A@D)D(E) — B()¥(t)]|
< [[A@®)2() — B(O)2()[| + [|B()2(t) — B()¥ ()|
< ceTetc||®(t) - (t)||

0T5+c/ 16(s) — W(s)|| ds

fir 0 < ¢ < T. Nach Gronwall’s Lemma [£.3.2] folgt daraus die Ungleichung
|®(t) — T(t)|| < eTce’e und daraus ergibt sich durch Integration die Un-
gleichung || ®(t) —¥(¢)|| < e fiir 0 < ¢ < T. Damit ist Behauptung 2 bewiesen.
Wir haben also gezeigt, dass die Abbildung (¢,z) — d¢(x) fiir £ > 0 stetig
ist und der Beweis fiir ¢ < 0 ist analog. Damit sind alle partiellen Ableitun-
gen 0y = fo¢und 9¢/0z; fur i = 1,...,n stetig, und somit ist ¢ : Q@ — U
stetig differenzierbar.

Wir haben damit Satz[4.4.1]fiir £ = 1 bewiesen. Sei nun ¢ € N und nehmen
wir an, der Satz gelte fiir dieses ¢ (und jedes C* Vektorfeld auf jeder offenen
Teilmenge eines Euklidischen Raumes beliebiger Dimension). Sei f : U — R
ein C“*! Vektorfeld und sei ¢ : © — R"™ der Fluss von f. Dann ist ¢ eine
C*-Abbildung nach Induktionsannahme, und es ist zu zeigen, dass ¢ eine
C**t1-Abbildung ist. Dazu defineren wir die offene Menge

U:=UxR"CR"xR"
und die Abbildung f : U — R" x R" durch
F(x,€) = (f(z),df(z)¢)  fiirz € U und £ € R™.
AuBerdem sei € := Q x R" und sei die Abbildung g : 0 = U durch
o(t,2,€) == (d(x),dey(2)¢)  fiir (t,2) € Q und € € R"

definiert. Dann ist f ein C* Vektorfeld und 5 ist der Fluss von f wie wir
oben bewiesen haben. Nach der Induktionsannahme ist ¢ daher eine C*-
Abbildung. Daraus folgt, dass alle partiellen Ableitungen 0;¢p = f o ¢ und
0¢/0x; fiir i = 1,...,n C*Abbildungen sind, und damit ist gezeigt dass ¢
eine C**1 Abbildung ist.

Dieses Induktionsargument zeigt, dass die Behauptung des Satzes fiir je-
des ¢ € N gilt. DaB sie auch fiir £ = oo gilt, folgt daraus, dass eine Funktion
genau dann glatt ist, wenn sie, fiir jedes ¢ € N, £ mal stetig differenzierbar
ist. Damit ist Satz [4.4.1] bewiesen. ]

IN
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Im Fall £ = oo sagt Satz[1.4.1] dass der Fluss ¢ :  — U eines glatten Vek-
torfeldes f : U — R"™ ebenfalls eine glatte Abbildung ist, und insbesondere,
dass die Abbildung ¢; : U; — U_; in Bemerkung fiir jedes t € R ein
glatter Diffeomorphismus ist. Dies liefert eine in vielen Situationen niitzliche
Methode zur Konstruktion glatter Diffeomorphismen, indem man zunéchst
ein glattes Vektorfeld mit den gewiinschten Eigenschaften konstruiert, und
anschliefend die Diffeomorphismen iiber die Losungen der Differentialglei-
chung definiert. Auflerdem konnen wir Satz verwenden, um zu zeigen,
dass die Exponentialabbildung glatt ist.

Korollar 4.4.4. Die Exponentialabbildung exp : R™™"™ — R™™ qst glatt.

Beweis. Sei f: R™™ x R™"™ — R™" x R™"™ das durch
f(A,B) :=(0,AB) fir A, B € R™"
definierte Vektorfeld. Der Fluss von f ist die durch
o(t,A,B) = (A, e*B)  firtcRund A, B € R™"

gegebene Abbildung ¢ : R x R™" x R™*" — R™"™ x R™", Da f glatt ist,
folgt aus Satz [4.4.1] dass ¢ glatt ist. Daher ist auch die Abbildung

R™M 5 R™™ x R™™ 0 A s (1, A, 1) = (A, e?)

glatt. Die Exponentialabbildung exp : R™*" — R™" ist die Komposition
dieser Abbildung mit der Projektion auf den zweiten Faktor und ist daher
ebenfalls glatt. Damit ist Korollar [£.4.4] bewiesen. O



Kapitel 5

Mehrfache Integrale

Das Ziel dieses Kapitels ist es, das Riemannsche Integral einer Funktion von
mehreren Variablen iiber einer kompakten Jordan-messbaren Menge zu de-
finieren, sowie die grundlegenden Eigenschaften des Riemannschen Integrals
herzuleiten.

5.1 Das Riemannsche Integral

Zur Definition des Riemannschen Integrals bedarf es der Einfiihrung einiger
Grundbegriffe, wie des einer Partition in héheren Dimensionen.

Partitionen
Seien a = (aq,...,a,) und b= (by,...,b,) zwei reelle Vektoren mit a; < b;
fir = 1,...,n. Die Menge
Q = Q(G, b)
={reR"|aq, <z; <b firi=1,...,n} (5.1.1)

= (a17b1) X (a2762) X X (anubn)

heifit (achsenparalleler) offener Quader. Das Volumen von @) ist die
Zahl

n

Vol (Q) = [ [ (b — ). (5.1.2)

i=1
Es ist hervorzuheben, dass das Volumen damit bislang nur fiir achsenparal-
lele offene Quader definiert ist. Ist @@ C R™ durch (5.1.1)) definiert, so ist der

157



158 KAPITEL 5. MEHRFACHE INTEGRALE

Abschluss von @ (beziiglich der Euklidischen Norm auf dem R") die Menge

Q={reR"|a; <a; < b fiiri=1,... ,n}

= [ay,b1] X [ag, bs] X -+ X [ay, by] (5.1.3)

(Ubung: beweisen Sie diese Formel.) Jede solche Menge heifit (achsenparal-
leler) abgeschlossener Quader. Es ist oft niitzlich, das Volumen von @
ebenfalls durch die rechte Seite der Gleichung ((5.1.2)) zu definieren. Allgemei-
ner, definieren wir
Vol,(B) == [[(b: —a;)  fix QCcBCQ.
i=1

Definition 5.1.1. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge. Eine Partition
von B ist eine endliche Menge P = {Py,..., Py} von offenen achsenparalle-
len Quadern so dass

k
B=|JP, PnP=0 fir i#j
=1

Die Menge der Partionen von B wird mit &?(B) bezeichnet.

Ein Beispiel einer Partition im Fall n = 2 ist in Abbildung[5.T] dargestellt.
Es ist zu beachten, dass nicht jede Teilmenge des R™ eine Partition besitzt.
Wenn B C R” eine Partition besitzt so ist B notwendigerweise kompakt
und nichtleer, und auch fiir nichtleere kompakte Teilmengen des R"™ ist die
Existenz einer Partition eine seltene Eigenschaft.

I
}7

e

Abbildung 5.1: Eine Partition eines Rechtecks.

Beispiel 5.1.2. Im Fall n = 1 kann eine Partition eines kompakten In-
tervalls B = [a,b] durch eine endliche Folge a =ty <t; <to <--- <ty =b
reprisentiert werden mit P; = (t;_1,t;) (siehe [3]).
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Ubung 5.1.3. Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe im R? besitzt keine
Partition. Ein abgeschlossenes Dreieck im R? besitzt keine Partition.

Ubung 5.1.4. Eine Teilmenge B C R” besitzt genau dann eine Partition,
wenn sie eine endliche Vereinigung abgeschlossener achsenparalleler QQuader
ist. Eine solche Menge heifit Quadergebiude (Definition [5.6.1]).

Ubung 5.1.5. Seien K € U C R, so dass U offen und K kompakt ist.
Dann existiert eine Teilmenge B C R" mit #(B) # ) und K € B C U.

Lemma 5.1.6. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge und P = {P;,..., P}
und Q = {Q1,...,Q} zwei Partitionen von B. Dann ist auch die Menge

PAQ:={PNQ;li=1,....k j=1,....0, BENQ; #0} (5.1.4)

eine Partition von B. Die Menge {P;NQ;|i=1,....k, BN Q; # 0} st fiir
jedes j eine Partition von Q;, und {P;NQ;|j=1,...,¢, bNQ; # 0} ist
fiir jedes i eine Partition von P;.

Beweis. Es folgt aus den Definitionen, dass die Menge P, N ();, wenn sie
nichtleer ist, ein offener achsenparalleler Quader ist. Wir beweisen folgendes.

Behauptung: Fiir jedes x € P; existiert ein j so dass * € PN Q;.

Nach Voraussetzung existiert eine Folge z, € P;, die gegen x konvergiert.
Da P, C B ist, gilt z, € Q, U ---UQ, fiir alle v. Es gibt also (mindestens)
ein j € {1,...,£} so dass @; unendlich viele Folgenglieder x, enthélt. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass z, € Q; ist fiir alle v.
Wihle eine Folge 0 < ¢, < 1/v so dass

B., (x,) C P

ist fiir alle v. Dann gilt auch P., (z,) N Q; # 0 fiir alle v. Nach dem abzéhl-
baren Auswahlaxiom gibt es also eine Folge y, € @), so dass ||z, — y.|| < &,
ist fiir alle v. Dann gilt y, € P, N Q; und

r = lim z, = lim y,.
V—r00 V—r00

Also ist z € P, N @, und damit ist die Behauptung bewiesen.
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Die Behauptung besagt, dass
¢

Pi=JPn

ist fiir alle 7. Ebenso gilt @j = Ule P,NQ; und

oG

Damit ist Lemma [5.1.6] bewiesen. m

Lemma 5.1.7. Sei Q = Q(a,b) C R" ein offener achsenparalleler Quader
und P = (Py, ..., Py) eine Partition von B := (). Dann gilt

k
Vol (Q) =) Vol (P
=1

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Idee von John von Neumann (der von
1921 bis 1923 an der ETH studierte). Fiir jedes ¢ > 0 betrachten wir das
Gitter

A, =z

und untersuchen die Anzahl der Gitterpunkte die dem offenen Quader @, be-
ziehungsweise dem abgeschlossene Quader () angehoren. Es gilt die folgende
Ungleichung

n

H(bi —a;— ) <E"H#(A.NQ) <e"#(A.NQ) < f[(bZ —a;+¢). (5.1.5)

=1

Zum Beweis von (j5.1.5)) betrachten wir zunéchst den Fall n = 1. Seien also
a < b zwei reelle Zahlen und sei ¢ > 0. Wahle ¢, m € Z so dass

(0 —1)e <a<le me <b< (m+1)e.
Dann gilt eZ N [a,b] = {je| ¢ < j < m} und daher

L) =m— 41 < 20TE
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Nun wéahle ¢, m € Z so dass
(0 —1)e <a< e me < b < (m+1)e.
Dann gilt eZ N (a,b) = {je| ¢ < j < m} und daher

#(€Zﬁ(a,b)):m—ﬁ—i—l:(m_,_l)_(é_l)_lzb—aT—E

Daraus folgt die Ungleichung
b—a—e<e#(ZN(a,b)) <e#(eZNa,b]) <b—a+e.

Ersetzen wir nun a,b durch a;, b; und bilden das Produkt iiber : = 1,...,n,

so ergibt sich die Ungleichung (/5.1.5).
Aus (b.1.5) folgt durch den Grenziibergang ¢ — 0, dass

Vol (Q) = lim " #(A. N1Q) = lim e"#(A. 1 Q). (5.1.6)

Nun gilt offensichtlich

k

k
Y H#ANP)<#(ANQ) sz

=1

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit £” und bilden den Limes ¢ — 0, so
ergibt sich unter dreimaliger Verwendung von ([5.1.6]), dass

Z Vol,(P) = lim Z e"#(A N P,)
lim 5”#(1\5 NQ) = Vol,(Q)
lim 5"#(A N P;)

e—0

> Voln(P

IN

IN

Hieraus folgt sofort die Behauptung von Lemma [5.1.7] ]
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Obersummen und Untersummen

Definition 5.1.8. Sei B C R" eine kompakte Menge und P = {P;, ..., Py}
eine Partition von B. Sei f : B — R eine beschrankte Funktion. Die Ober-
summe von f und P ist die Zahl

S(f,P) := Z(SLlp f)Voln(R-). (5.1.7)

i=1  Pi
Die Untersumme von f und P ist die Zahl
k

S(f, P) := Z(igf f) Vol,.(P). (5.1.8)

i=1
Lemma 5.1.9. Sei B C R" kompakt, sei f : B — R eine beschrdnkte
Funktion, und seien

P:{Pl,...,Pk}, Q:{Qla--w@é}
Partitionen von B. Dann gilt
S(f.P)<S(f,PAQ) < S(f,PAQ)<S(f.Q).

Beweis. Es folgt aus Definition sowie Lemma and Lemma [5.1.7]
dass

S(f,P) = Z(lgf f)\/oln(R-)
- ZZ(igff)Voln(HﬂQj)
ZZ(m f)vol (P,NQ,)=S(f,PAQ)

PNQ;

IN

IN

ZZ(sup F)Vol, (PN Q) = S(£. P A Q)

— \PnQ;
Z Z(Sgp f)Voln(H naQ;)
= Z(Sgpf)Voln(Qj)

J J
= S(f,Q).
Damit ist Lemma [5.1.9] bewiesen. m

IA
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Definition des Riemannschen Integrals

Nach Lemma erfiillt jede kompakte Teilmenge B C R™ mit F(B) # ()
und jede beschrankte Funktion f: B — R die Ungleichung

S(f,P)< inf S(f,Q). 5.1.9
P:;?B)_(f ) oty (f.Q) (5.1.9)

Definition 5.1.10. Sei B C R" eine kompakte Menge mit & (B) # (). Eine
beschrinkte Funktion f: B — R heifst Riemann-integrierbar, wenn

sup S(f,P) = inf )g(f,Q)

Pe?(B) Qe (B

ist. Falls f : B — R Riemann-integrierbar ist, so wird die reelle Zahl

/f(:r;)dx1~-da:n = sup S(f,P)= inf )g(f,Q) (5.1.10)

Pe2(B) Qe (B
das (Riemannsche) Integral von f iiber B genannt.

Beispiel 5.1.11. Sei B C R" eine kompakte Menge, die eine Partition be-
sitzt. Als erstes Beispiel betrachten wir eine konstante Funktion f: B — R.
Sei also ¢ € R so dass f(z) = cist fiir alle z € B. Ist P = {P,..., P} eine
Partition von B so gilt infp, f = supp, f = c fiir alle 7 und daher

S(f,P)=35(f,P)= cZVoln(R-).

Daraus folgt nach Lemma dass alle P,Q € & (B) die Ungleichungen

S(f,P)=S(f,P) <5(f.Q) =5(f,Q) <S(f.P)

erfilllen. Also sind Obersumme und Untersumme von f unabhéngig von
der Wahl der Partition. Daraus folgt, dass die Konstante Funktion f = ¢
Riemann-integrierbar ist und die Gleichung

k
/ cdry - -dx, = cZVOln(Pi)
B i=1

fir jede Partition P = {P,,..., P} € Z(B) gilt.
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Definition 5.1.12 (Volumen eines Quadergebiudes). Sei B C R" eine
kompakte Menge mit P (B) # (). Das Integral der konstanten Funktion f =1
iiber B wird das (n-dimensionale) Volumen von B genannt und mit

Vol,(B) ;:/ Vday -« da, (5.1.11)
B

bezeichnet. Nach Beispiel|5.1.11 gilt Vol,,(B) = Zle Vol,,(P;) fir jede Par-
tition P ={Py,..., P} € #(B)

Lemma 5.1.13. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge mit 2 (B) # 0 und
sei f: B — R eine beschrdnkte Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar.
(ii) Fiir jedes € > 0 existiert eine Partition P € 2 (B) mit
g(fap) _ﬁ(fvp) <E.

Proof. Wir zeigen zunéchst dass (i) aus (ii) folgt. Sei also (ii) erfiillt. Dann
gilt die Ungleichung

inf S(f,Q)< sup S(f,P)+e
ook, S Q) Pe[@I()P)_(f )

fiir jedes € > 0. Daraus folgt
inf S(£,Q) < sup S(f,P).

QeZ2(P) PcP(P)

Daher folgt aus der Ungleichung (5.1.9) dass f Riemann-integrierbar ist.
Wir zeigen dass (ii) aus (i) folgt. Sei also f : B — R eine Riemann-
integrierbare Funktion und sei

ci= /Bf(x)dxl e dxy,.

Sei € > 0. Dann existieren nach Definition des Riemannschen Integrals zwei
Partitionen P, Q € & (B) so dass

S(f, P) >c—§, S(£,Q) <c+§.

Daraus folgt nach Lemma [5.1.9] dass

S(f.PANQ)=S(f,PAQ)<S(f,Q)—5(f,P)<e
ist. Damit ist Lemma [5.1.13] bewiesen. O
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5.2 Jordansche Nullmengen und Stetigkeit

Mit Hilfe von Lemma kann man leicht zeigen, dass jede stetige Funk-
tion f : B — R auf einer kompakten Teilmenge B C R" mit & (B) # ()
Riemann-integrierbar ist. In diesem Abschnitt werden wir eine viel allge-
meinere Aussage bweisen, welche die Riemannsche Integrierbarkeit einer be-
schrinkten Funktion f : B — R bereits dann garantiert, wenn sie ausserhalb
einer sogenannten Jordanschen Nullmenge stetig ist.

Definition 5.2.1. Fine Teilmenge A C R" heif$t Jordansche Nullmen-
ge, wenn fir jededs € > 0 endlich viele offene Quader Wy, ..., Wy C R?
existieren mit A C U,],Vzl W, und Zi\;l Vol,,(W,) < e.

Satz 5.2.2. Sei B C R" eine kompakte Menge mit Z(B) # ), sei A C B
eine Jordansche Nullmenge, und sei f : B — R eine beschrinkte Funktion.
(1) Ist f auf B\ A stetig, dann ist f Riemann-integrierbar.

(ii) Ist f(x) =0 fir alle x € B\ A so ist [, f = 0.

Beweis. Siehe Seite [169] O

Es folgt direkt aus Definition [5.2.1], dass jede Jordansche Nullmenge be-
schréankt ist, dass jede Teilmenge einer Jordanschen Nullmenge ebenfalls eine
Jordansche Nullmenge ist, und dass jede endliche Vereinigung Jordanscher
Nullmengen selbst wieder eine Jordansche Nullmenge ist.

Lemma 5.2.3. Ist A C R" eine Jordansche Nullmenge so ist A =0 und ihr
Abschluss A ist ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

Beweis. Ist A # (), so existiert ein achsenparalleler offener Quader QQ C A
mit § := Vol,(Q) > 0. Sind nun Wy,..., Wy C R" achsenparallele offene
Quader mit A C Ul],V:1 W, so folgt aus dem von Neumannschen Argument
im Beweis von Lemma die Ungleichung

N N
6 =lime"#(A.NQ) < g%ge H(A.NW,) = ;van(wy),

im Widerspruch zu der Annahme, dass A eine Jordansche Nullmenge ist.
Sei nun € > 0 gegeben und seien Wy, ..., Wy C R™ achsenparallele offene
Quader mit A ¢ )", W, und 320" Vol,,(W,) < S Firv=1,...,Nsei W)
ein achsenparalleler offener Quader mit W, W/ und Vol,,(W!) < 2Vol(W,).
Dann gilt A ¢ JY, W, ¢ U, W’ und 30, Vol,,(W!) < e. Damit ist Lem-
ma [5.2.3] bewiesen. O
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Beispiel 5.2.4 (Jordansche Nullmengen).
(i) Ist B € R™! eine beschriinkte Menge und ist ¢ € R, so ist die Menge

A=Bx{c}CR"!'xR=R"
eine Jordansche Nullmenge. Beweis: Wahle R > 0 und ¢ > 0 mit
n—1 €
BC(—=R,R)", 5<W'
Dann ist die Menge W := (=R, R)"~! x (c—4, c+0) ein offener Quader der A
enthélt und es gilt Vol (W) = (2R)"126 < e.
(ii) Sei @ C R™ ein achsenparalleler offener Quader. Dann ist 9@ eine Jordan-
sche Nullmenge nach (i).
(iii) Eine nichtleere offene Teilmenge des R™ ist nach Lemma keine
Jordansche Nullmenge.
(iv) Die abzéhlbare beschrinkte Menge A := QN|0, 1] C R ist keine Jordan-
sche Nullmenge, denn A = [0, 1] ist keine Jordansche Nullmenge nach (iii).
(v) Die standard Cantor-Menge K C [0, 1] ist eine Jordansche Nullmenge.
(vi) Die Konstruktion der Cantor-Menge 148t sich so modifizieren, dass man
eine kompakte Menge K’ C [0,1] erhilt, die keine Jordansche Nullmenge

ist. In diesem Fall ist U :=[0,1] \ K’ eine offene Teilmenge von R deren
Rand 0U = K’ keine Jordansche Nullmenge ist.

Beispiel 5.2.5 (Riemann-Integrierbarkeit und Monotonie).
(i) Sei f :[0,1]* — R eine Funktion, die in beiden Variablen monoton ist,
das heifit, fiir alle z,y, 2’,y € R gilt

z<a2'undy <y = flz,y) < f@'y). (5.2.1)

Dann ist f Riemann-integrierbar: Ist P = {P;; |i,j = 1,..., N} € £2([0,1)?)
mit ;= (5 ) x (5 &), so gilt S(f. P) = S(f, P) = {0500,
(ii) Sei N - QN [0,1] : i — ¢; eine bijektive Abbildung und sei die Funkti-

on f:1[0,1]? — R durch f(z,0) := f(0,y) := 0 fiir z,y € [0,1] und
flz,y) = Z 27" + Z 277 (5.2.2)

ieN, ¢;<z JEN, g; <y

fiir ,y > 0 definiert. Diese Funktion erfiillt und ist daher Riemann-
integrierbar. Aulerdem ist f ist an der Stelle (x,y) € [0, 1]> genau dann ste-
tig, wenn x und y beide irrational sind. Daher ist die Menge der Unstetig-
keitsstellen von f keine Jordansche Nullmenge.
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Definition 5.2.6. Sei B C R" eine kompakte Menge und P = { P, ..., P}
eine Partition von B. Dann ist jeder der offenen Quader P; ein Produkt
offener Intervalle

P, =: (ailabil) X (a127bi2> X X (ain,bm)
mit a;; < by;. Firi=1,..., k heifit die Zahl
5(Pi) = Inax {bil — 41, bio — a;o, . .. 7bm - am}

die maximale Seitenlidnge von P;,. Die Zahl

heifit Feinheit der Partition P.

Ubung 5.2.7. Sei B C R" eine kompakte Menge mit #(B) # (). Dann
existiert fiir jedes dy > 0 eine Partition P € Z(B) mit §(P) < dy.

Das folgende Lemma ist von grundlegender Bedeutung fiir das Verstéand-
nis Jordanscher Nullmengen.

Lemma 5.2.8 (Das Nullmengen-Lemma). Sei B C R" eine kompakte
Menge mit P (B) # 0, sei A C R"™ eine Jordansche Nullmenge, und sei
e > 0. Dann ezistiert eine Zahl o > 0 so dass fiir alle P € &(B) gilt

5(P) < &y — > Vol (P) <.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Nach Lemma ist A eine Jordansche Null-

menge. Daher existieren offene Quader Wy, ..., Wy C R" so dass
N N
AclUw, D Vol,(W,) <e. (5.2.3)
v=1 v=1

Schritt 1. Es existiert ein p > 0, so dass fiir jedes a € A einv € {1,..., N}
ezistiert mit B,(a) C W,.

Fiir jedes a € A existiert eine Zahl v =v(a) € {1,...,N} so dass a € W,
ist. Da W, eine offene Menge ist, gibt es weiterhin fiir jedes a € A eine
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Zahl p(a) > 0 mit By, (a) C W, (. Dann bilden die Mengen B, 4)(a), a € A,
cine offene Uberdeckung der Menge A (Abschnitt |C.1)). Diese ist abgeschlos-
sen und beschrankt, und daher nach dem Satz von Heine-Borel folgenkom-
pakt. Nach Satz|C.1.2| existieren daher endlich viele Elemente a1, ..., a, € A
mit A C U, By (a;). Fiir i = 1,...,m filhren wir nun die Abkiirzun-
gen p; = p(a;) und v; = v(a;) ein. Sei p :=min{py,...,pm} > 0. Dann
gilt B, ,(a;) C Bap,(a;) CW,, fir i =1,...,m. Sei nun a € A. Dann exi-
stiert ein ¢ € {1,...,m} mit a € B,,(a;) und daher B,(a) C B,;,,(a;) C W,,.
Damit ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Sei p > 0 wie in Schritt 1 und dy := p/+/n. Sei P ={P,..., Py}
eine Partition von B mit 6(P) < 0y und sei j € {1,...,k}. Dann gilt

P;NA#( — Jv e {1,...N} mit P; C W,,.

Sei a € P; N A. Nach Schritt 1 existiert ein v € {1,..., N} mit B,(a) C W,
Da §(FP;) < o ist, erfiillt jedes x € P; die Ungleichung

n

D (@i —a)? <Vnd(Py) < v/ndy = p.

=1

[ —all =

Also gilt P; C B,(a) C W,,. Damit ist Schritt 2 bewiesen.
Schritt 3. Die Behauptung von Lemma gilt mit 6o = p/\/n.
Sei P ={P,,..., P} eine Partition von B mit 6(P) < &y. Definiere

Ja={je{l,...,k}|P;nA#0}
und, firv=1,..., N,
J,o={je{l,...,k}|P;CW,}.
Dann gilt nach Schritt 2 J4 c (JY_, J,. Daraus folgt
N N
> Vol (P) <) (Z Voln(Pj)> <> Vol (W,) <.
J€JA v=1 \j€J, v=1

Hier folgt die zweite Ungleichung aus Lemma[5.1.7 und die letzte Ungleichung
aus ((5.2.3)). Damit ist Lemma bewiesen. O
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Beweis von Satz[5.2.2. Der Beweis hat zwei Schritte.
Schritt 1. Ist f(x) =0 firx € B\ A so ist f € Z(B) und

[0

Wir nehmen ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass f nicht identisch
verschwindet. Also ist ||f|| = supg|f| # 0. Sei nun € > 0 gegeben. Nach
Lemma [£.2.§ existiert eine Partition

P={P,...,B} € 2B)

so dass .
> Vol (P) < : (5.2.4)
PiNA£D 411
Dann gilt
_ 5
S P = Y (supf)Volo(R) < I D2 Vol(P) < 5
Pinazg Li PinALD

und ebenso
: €
S(P) = 2 (ff)Volu(P) = ~[If] D2 Volu(R) = —=.
PinA£) PiNA#D
Damit folgt Schritt 1 aus Satz [5.3.1]
Schritt 2. Ist f auf B\ A stetig, so ist f € Z(B).

Sei ¢ > 0 gegeben. Wir nehmen an, dass f nicht identisch verschwindet
und wihlen eine Partition P = {Py,..., P} € Z(B) so dass (5.2.4) gilt.
Betrachte die kompakte Menge

P,NA=0

Die Restriktion f|x : K — R ist stetig. Nach einem Satz aus Analysis |
ist f|x also gleichméafig stetig. Sei

k
V=Y Vol,(P).
=1
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Dann existiert eine Konstante 6y > 0 mit

9
z,y € K, maX |xu yl/| < do = |f(I) - f(y>| < W

Sei Q ={Q1,...,Q¢} € P(B) eine Partition mit §(Q)) < Jp. Dann gilt

3

@) = FWI < 5

fir alle j =1,...,¢ und alle z,y € Q; N K, und daher

PNA=0 == supf—mffg—
PDQJ PinQ; 2V

fiir alle ¢, 5. Daraus folgt

S(f,PAQ)—S(f,PAQ)
_ZZ(sup f— inf f)VOl (P mQj)

j PnQ; POQJ
Z Z(sup f— inf f)\/ol (PN Q)
Pina=p J DiNQj PinQ;
+20If D Y Volu(PinQ;)
PiNA#D J
5
< Wﬁz ZVoln(RﬂQj)
P,NA=0 J
20 Y0 D Voll(PinQy)
P,NA£D J
2v > Vol (P) 42| f D Volu(
P,NA=0 P;NAZD
€
= L(P)+
< 2‘/;\/0 a(P) +

= E.

Hier folgt die vorletzte Ungleichung aus ((5.2.4)). Nach Lemmal(5.1.13]ist also f
Riemann-integrierbar. Damit sind Schritt 2 und Satz bewiesen. O
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5.3 Riemannsche Summen

Das erste Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden wichtigen Kri-
teriums fiir die Riemannsche Integrierbarkeit. Der Satz zeigt, dass eine be-
schrinkte Funktion genau dann Riemann-integrierbar ist wenn die sogenann-
ten Riemannschen Summen konvergieren. Dieser Satz wird verwendet, um
einige grundlegende Eigenschaften des Riemannschen Integrals herzuleiten.

Satz 5.3.1 (Riemannsche Summen). Sei B C R" eine kompakte Menge
mit P (B) # 0, sei c € R, und sei f: B — R eine beschrinkte Funktion.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar und

c= / fz)dzy - - - dx,,.

(ii) Fliir jedes € > 0 existiert ein P € Z2(B) so dass
c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e. (5.3.1)
(iii) Fir jedes € > 0 existiert ein 09 > 0 so dass fir jedes P € P(B) gilt
§(P) < & — c—e<S(f,P)<S(f,P)<c+e. (5.3.2)
(iv) Fliir jedes € > 0 ezistiert eine reelle Zahl 5 > 0 so dass fiir jede Parti-
tion P={Py,..., P} € Z(B) und alle 1, ...,z € R" gilt

k
= c= Y fla)Vol,(P)| < e. (5.3.3)

i=1
Proof. Siehe Seite O
Bemerkung 5.3.2. Die Zahlen 3_F | f(x;)Vol,(P,) in Teil (iv) von Satzm

heiflen Riemannsche Summen von f und das Kriterium in Teil (iv) von
Satz (.30 kann in der Formel

k
/ fa)derdz, =  Lm Y fla)Vol,(P) (5.3.4)
B P:(Pl,.(..,)P:?eP(B) =1
z1€PY,....,x, €EP},
zusammengefasst werden. Die Riemannschen Summen konvergieren also ge-

gen das Integral fir 6(P) — 0.
Zum Beweis von Satz benotigen wir das folgende Lemma.
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Lemma 5.3.3. Sei B C R" eine kompakte Teilmenge mit P (B) # 0,
sei Q = (Q1,...,Qp) € P(B), sei f : B— R eine beschrinkte Funktion, und
sei € > 0. Dann existiert ein 09 > 0, so dass fir alle P € 2 (B) gilt

(f7 Q) - &
(£,Q) + <. (5.3.5)

S(f,P)

s > S
S(f,P)<S

5(P><5O —

Beweis. Sei M :=sup,.p |f(z)| und A := U aQ] Dann ist A eine Jordan-
sche Nullmenge (Beispiel [5.2.4). Nach Lemma existiert daher ein 6y > 0,
so dass fiir jede Partition P = {P,..., P} von B gilt

5(P) < & — > Vol (P) <

P;NA#AD

£
57 (5.3.6)

Sei nun P = {Py,..., P} € #(B) mit 6(P) < dp. Dann gilt
S(f.P) < S(f.PAQ)

= ii( inf f)Vol (PiNQ,)

- i:( inf f)\/ol (P,NQ,)

P,nA=( j=1 Ping;
)4
+ inf f)Vol,(P,NQ;)
pmA;«s@;(P "9 > j
< inf f ) Vo, (F;)
pl%;:@(P" )
l
+M > (ZVoln(HﬂQj)>
PinAz0 \i=1

< S(f,P)+2M Y Vol,(P)
ﬁZﬂA;«éﬂ

< S(f.P)+e¢

Die Ungleichung S(f, P) > S(f,Q) — ¢ zeigt man genauso. Damit ist Lem-
ma [5.3.3] bewiesen. O
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Beweis von Satz[5.3.1. Wir zeigen zunéchst, dass (iii) und (iv) dquivalent
sind. Die Implikation (iii) = (iv) folgt sofort aus der Ungleichung

k
S(f, P) SZ x;)Vol,,(P;) < S(f, P)

fiir jede Partition P = {P,..., P} von B und alle z; € P;. Um die Umkeh-
rung (iv) = (iii) zu zeigen, geben wir ein € > 0 vor und wéhlen éy > 0, so

dass (5.3.3)) gilt. Sei P = (Py,..., P;) € Z(B) mit 6(P) < d. Dann gilt

S(f,P)= inf Y f(z:)Volo(P),  S(f,P)= sup Y fl(w:)Vol,(P),

P
S 2 €P; =1
und nach ([5.3.3) erhalten wir daher die Ungleichung
C—€§§(f,P) Sg(fvp) §C+€'

Damit habe wir gezeigt, dass (iii) und (iv) dquivalent sind.
Wir beweisen (i) = (iii). Sei also f : B — R Riemann-integrierbar, sei

c= / f(a)day - dz, = suwp S(f,P)= inf S(£.Q).
B

Pe?(B) QeZ(B)

und sei € > 0. Nach Lemma [5.1.13| existiert eine Partition ) € &(B) mit
= €

Da S(f,Q) < c < S(f,Q) ist, folgen daraus die Ungleichungen

=5 <S(fQ) <c<T(fQ) <c+s.

Nach Lemma existiert ein 0y > 0, so dass jede Partition P € &(B)
mit §(P) < dy die Ungleichungen

S(P)28(1.Q) - 5>c—e  S(P)<S(Q)+5 <cte

erfiillt. Also erfiillt f die Bedingung (iii).

Die Implikation (iii) = (ii) folgt aus der Existenz einer Partition P
von B mit 0(P) < dy (Ubung, und die Implikation (ii) = (i) folgt
direkt aus der Definition des Riemannschen Integrals. Damit ist Satz
bewiesen. [
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Der Banachraum der integrierbaren Funktionen

Sei B C R" eine kompakte Teilmenge mit Z(B) # (), das heifit B besitzt
eine Partition (Definition [5.1.1)). Wir bezeichnen die Menge der Riemann-
integrierbaren Function auf B (Definition [5.1.10)) mit

Z(B) :={f: B— R]|f ist Riemann-integrierbar}

und verwenden manchmal die Abkiirzung [, f == [ f(x)dz, - - - dx, fir das
Integral. Es sei daran erinnert, dass das Volumen der Menge B durch

k
Vol,(B) := / 1=5(1,P)=5(1,P) =) _Vol,(P) (5.3.7)

fir P ={P,..., P} € P(B) definiert ist. Diese Zahl ist unabhéngig von P,
wie wir in Beispiel [5.1.11] gesehen haben. Die Supremumsnorm einer be-
schrankten Funktion f: B — R wird mit

11 = sup | £(a) (533

bezeichnet. Der folgende Satz fasst einige grundlegende Eigenschaften des
Riemannschen Integrals zusammen. Insbesondere ist Z(B) nach (i) und (v)
ein Banachraum und die Abbildung #Z(B) — R : f — [, f ist nach (i)

und (vi) ein beschrénktes lineares Funktional.

Satz 5.3.4 (Eigenschaften des Riemannschen Integrals). Sei B C R™
eine kompakte Teilmenge mit 2(B) # 0. Dann gilt folgendes.

(i) Sind f,g : B — R Riemann-integrierbar und A\ € R, so sind auch die
Funktionen f+¢g: B — R und A\f : B — R Riemann-integrierbar und es gilt

/B(f+g):/3f+/3g, /B)\f:A/Bf.

(ii) Sind f,g : B — R Riemann-integrierbar so sind auch die Funktionen
fg, max{f, g}, min{f, g}, | f| Riemann-integrierbar.

(iii) Sind f,g € Z(B) und gilt f(x) < g(z) fir allex € B, so gilt [ f < [59
(iv) Fir jedes € 2(B) git | [ f| < [, |71 < 1] Volu(B).

(v) Wenn f, € Z(B), v € N, eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen
ist, die gleichmdf$ig gegen f : B — R konvergiert, dann ist auch f Riemann-
integrierbar, und es gilt [ pf =1lim, i) o

(vi) Z(B) ein Banachraum beziglich der Supremumsnorm und das lineare
Funktional Z#(B) — R : f — [ [ ist stetig beziiglich dieser Norm.
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Beweis. Wir beweisen (i). Seien f,g: B — R Riemann-integrierbar und

a::/Bf, b::/Bg.

Wir beweisen, dass h:= f+g¢: B — R und ¢c:=a+ b € R Bedingung (iv)
in Satz erfiillen. Sei £ > 0 gegeben. Dann existiert nach Satz [5.3.]]
ein dp > 0, so dass jede Partition P = {P,..., P} € Z(B) mit 6(P) < &
und alle Vektoren z; € P;, die Ungleichungen

k

a— Y flx:)Vol,(P)

=1

< —.

g
<§,

DN M

b— Z g(z;)Vol,(P,)

erfiillen. Daraus folgt nach der Dreiecksungleichung

k

a+b=2Y (f(w:) + g(x:))Vol,(P,)

=1

<&,

ebenfalls fiir jede Partition P = {P,..., P} € £(B) mit §(P) < d und alle
Vektoren z; € P;. Damit haben wir gezeigt, dass h := f +gund ¢c:=a+ b
die Bedingung (iv) in Satz erfiilllen. Also ist f + ¢g Riemann-integrierbar

" /B(f+g)—a+b—/3f+/Bg.

Ebenso zeigt man, dass fir jedes f € Z(B) und jede reelle Zahl A, die
Funktion A\f : B — R Riemann-integrierbar und |[ g A=A Il 5 [ ist. Damit
ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Sei P = {Py,..., P} eine Partition von B. Dann gilt
fiir jedes ¢ und alle z,y € P;

f(x)g(x) — f(v)g(y)

@) (g(x) —g() + (f(x) —9(v))9(y)
11 (9(z) = g(v)) + llgll (f(x) — g(y))

< 171 (supg ~ infg) + gl (sup £ ~ i £).

(3

IN

Bilden wir das Supremum {iiber z,y € P;, so ergibt sich fiir i = 1,...,k die
Ungleichung

sup fg —inf fg </ f|| (Sgpg - igfg) + gl <Sgpf - igff)~

P; P; P; P; P;
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Daraus folgt

Wir zeigen nun, dass fg Riemann-integrierbar ist. Dazu nehmen wir ohne
Einschrankung der Allgemeinheit an, dass weder f noch ¢ identisch ver-
schwindet, so dass || f]| # 0 und ||g|| # 0 sind. Sei nun ¢ > 0 gegeben. Da f
und g Riemann-integrierbar sind, existieren nach Lemma [5.1.13| zwei Parti-
tionen P, () € & (B) mit

€ — €
2|9 2|1
Unter Verwendung von Lemma folgt daraus die Ungleichungskette

<FI1(S(g, PAQ)—S(9. PAQ)) + llgll (S(f,PAQ) = S(f. PAQ))
<|[IfII (S(9, Q) = S(g,Q)) + llgll (S(f, P) = S(f, P))

<€—|—€—5
2 2 7

Daraus folgt nach Lemma [5.1.13] dass fg Riemann-integrierbar ist. Wir zei-
gen nun, dass |f| Riemann-integrierbar ist. Dazu wéhlen wir wieder eine
Partition P = {Py,..., P} von B. Dann gilt fiir jedes i und alle z,y € P;

f@)] = 1fW] < 1f(@) = fly)] < S;pf—igff-

(3

Daraus folgt supp, | f| — infp, |f| < supp, f — infp, f fiir alle i und daher
Also folgt aus Lemma [5.1.13], dass | f| Riemann-integrierbar ist. Nun gilt

max{f, g} + min{f, g} = f+g,  max{f,g} —min{f, g} = |f —gl.

Diese beiden Funktionen sind nach dem bisher gezeigten Riemann-integrier-
bar. Also folgt aus (i), dass auch die Funktionen max{f, g} und min{f, g}
Riemann-integrierbar sind. Damit ist (ii) bewiesen.

Wir beweisen (iii). Sind f,g € Z(B) und f < g so gilt S(f, P) < S(g, P)
fiir jede Partition P € 22(B) und daraus folgt sofort [ sf =< Il 59
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Wir beweisen (iv). Ist f € Z(B), so sind die Funktionen — |f| und |f|
nach (i) und (i) Riemann-integrierbar. Aulerdem gilt — |f| < f < |f|. Also

folgt aus (iii), dass
~fin< =1

Dies ist dquivalent zu | [, f| < [, |f]- AuBerdem ist das Integral einer kon-
stanten Funktion g(x) = ¢ nach Beispiel [5.1.11| durch [, ¢ = ¢Vol,(B) gege-
ben. Mit ¢ = || f|| > | f] folgt daraus nach (iii) die Ungleichung

1] Vol(B) = /B HE /B A,

Damit ist (iv) bewiesen.

Wir beweisen (v). Sei also f, : B — R eine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen, die gleichméfig gegen f : B — R konvergiert. Aus der Defi-
nition der gleichméfBigen Konvergenz folgt, dass f beschrankt ist und dass
die Folge f, beziiglich der Supremumsnorm gegen f konvergiert. Insbeson-
dere ist also (f,),en eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm. Nun
definieren wir eine Folge (¢, ),en durch

C, = / fu, v eN.
B
Nach (iv) gilt fiir alle v,/ € N die Ungleichung

e — e < /B = Fol < 1l — Sl Volu(B). (5.3.9)

Daraus folgt, dass (¢,),en eine Cauchy-Folge in R ist. Da jede Cauchy-Folge
reeller Zahlen konvergiert, existiert auch der Grenzwert
c:= lim c,.
V—r00
Bilden wir in ((5.3.9) nun den Grenziibergang v/ — oo so erhalten wir die

Ungleichung
ey — e < |f, = £ Volu(B). (5.3.10)

Wir beweisen, dass f Riemann-integrierbar und || gJ = cist. Sei ¢ > 0
gegeben. Da f, in der Supremumsnorm gegen f convergiert, existiert eine
Zahl v € N so dass

€

; (5.3.11)

€
Hfu—f||<3an(B)v lc, —c| <
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Hier folgt die zweite Ungleichung aus der ersten und (5.3.10). Da ¢, = || 5 v
ist, existiert nach Satz eine Partition P € #(B), so dass

3

; (5.3.12)

¢y — g < S(f), P) <S(f,, P) < ey +

Auflerdem folgt aus der Definition von Ober- und Untersumme, dass
‘g(fw P) -
|§(fw P) -

)

(5.3.13)

[
col meol m

Kombinieren wir die Ungleichungen (/5.3.11)), (5.3.12)), und (5.3.13)) so erhal-

ten wir

c—6<c,,—%<§(f,,,P)—%<§(f,P)

und

_ _ 2
S(f, P) <S(f,,,P)+§ <cy+§ <c+te.

Also folgt aus Satz , dass f Riemann-integrierbar und |[ gJ = cist.
Damit ist (v) bewiesen.

Wir beweisen (vi). Sei f, € Z(B) eine Cauchy-Folge beziiglich der Su-
permumsnorm. Die Ungleichung

|fo(@) = fu(@)| < Ify = fu

fiir alle z € B und alle v, € N zeigt, dass die Folge (f,()),y in R fiir
jedes x € B eine Cauchy-Folge ist. Also folgt aus dem Vollstédndigkeitsaxiom
fiir die reellen Zahlen, dass die Folge (f,(x)), .y fiir jedes x € B konvergiert.
Wir bezeichnen den Grenzwert mit

f(x) = lim f,,(a:)

reN

Dies definiert eine Funktion f : B — R. Wir zeigen, dass die Funktionen-
Folge f, gleichméfig gegen f konvergiert. Sei ¢ > 0 gegeben. Da f, eine
Cauchy-Folge beziiglich der Supremuumsnorm ist, existiert eine natiirlich
Zahl vy € N so dass fiir alle v," € N gilt, dass

v,V > 1y — Ify = il <e.
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Daraus folgt |f,(z) — f(z)] < e fir alle x € B und alle v," > 14. Bilden
wir nun den Grenzwert v’ — oo so ergibt sich die Ungleichung

|[fo(@) = fa)| = lim |f,(2) = fu(z)] < e

fiir jedes v € N mit v > vy und alle x € B. Bilden wir das Supremum
iiber x € B, so erhalten wir die Ungleichung

Ify = fll <e.

fir alle v € N mit v > 1y. Mit anderen Worten, die Folge f, konvergiert
gegen f in der Supremumsnorm, und dies ist gleichbedeutend mit der Aus-
sage, dass die Folge f, gleichmiflig gegen f konvergiert. Nun folgt aus (iv),
dass f Riemann-integrierbar ist. Also haben wir gezeigt, dass Z(B) mit der
Supremumsnorm ein vollstdndiger normierter Vektorraum und damit ein Ba-
nachraum ist. Die Stetigkeit des linearen Funktionals

%(B)—HR:fH/f

folgt sofort aus (iv). Damit ist Satz bewiesen. O
Sei B C R™ eine Menge mit & (B) # () und sei
B(B):={f:B—=R|Jc>0Vre B |f(x)] <c}

die Menge der beschrankten Funktionen. Dies ist ein Banachraum mit der
Supremumsnorm

If[I = sup | f ()]
zEB

Die Menge Z(B) der Riemann-integrierbaren Funktionen ist, nach Teil (iv)
von Satz[5.3.4] ein abgeschlossener linearer Unterraum von %(B) und damit
selbst wieder ein Banachraum. Weiterhin ist die Menge

¢(B)={f:B— R|f ist stetig}

aller stetigen Funktionen nach Satz [5.2.2] ein abgeschlossener linearer Un-
terraum von Z(B) und ist damit ebenfalls ein Banachraum mit der Supre-
mumsnorm (denn der Grenzwert einer gleichméfiig konvergierenden Folge
stetiger Funktionen ist stetig). Damit haben wir folgende Inklusionen von
Banachrdumen mit der Supremumsnorm

¢ (B) C Z(B) C #B(B).
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5.4 Iterierte Integrale

Der Satz von Fubini hat eine zentrale Bedeutung fiir das Riemannsche
Integral. Er wird hier zunéchst bewiesen und anschlieSend fiir die Berechnung
des Volumens des Einheitssimplex verwendet.

Satz 5.4.1 (Fubini). Seien p,q € N und n :=p+q. Seien A C RP, B C R?
kompakte Mengen mit P(A) # 0 und P (B) # (). Dann ist (A x B) # 0.
Sei f: A x B — R eine Riemann-integrierbare Funktion und fiir jedes v € A
sei die Funktion B — R :yw— f.(y) := f(z,y) Riemann-integrierbar. Dann
ist die Funktion A - R:xz— | 5 fo Riemann-integrierbar und es gilt

/AXBf:/A</Bf(£C,y)dy1..-dyq> dz, - dz,. (5.4.1)

Beweis. Definiere F': A — R und ¢ € R durch

AxB

Flz) = /B fo= /B fay)dy - dyy = [ f

Wir beweisen in zwei Schritten, dass F' € Z(A) und [, F' = c ist.
Schritt 1. Seien P = {Py,..., P} € Z(A) und Q ={Q1,...,Qv} € #(B)

zwet Partitionen. Dann ist die Menge
PxQ:={PxQ;li=1,...,k, j=1,...,(}
eine Partition von A x B mit §(P x Q) = max {0(P),0(Q)} und es gilt
S(f.Px Q) < S(F.P) < S(F.P) < 5(f.P x Q).
Fiir jedes i € {1,...,k} und jedes j € {1,...,¢} ist die Menge P-i x @; ein

offener Quader in R™ = R? x R? mit Abschluss P; x 0; = P; x ();, maximaler
Seitenldnge

(P x Q) = max {5(F),0(Q;)},

und n-dimensionalem Volumen

Vol,(P; x Q;) = Vol,(P,)Vol,(Q;).
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Daher bilden die offenen Quader P; x @); eine Partition P x ) von A X B mit
der Feinheit (P x Q) = max {6(P),d(Q)}. AuBerdem gilt fiir i € {1,...,k}
und x € P; die Ungleichung

F(z) < S(f:Q)
= > (sup S(a,9)) Vol, (@)

j=1 YEQ;
¢

> (sup £)Vol,(Qy):

j=1 PixQ;

IN

Daraus folgt

(sup F)Volp(B-) < i:( sup f)Voln(R- x Q).

Py j=1 PixQ;

Bilden wir nun die Summe {iber alle i so ergibt sich
S(F.P) <S(f,P % Q).
Ebenso zeigt man die Ungleichung
S(F,P) = S(f, P x Q).
Damit ist Schritt 1 bewiesen.
Schritt 2. Fir jedes ¢ > 0 existiert eine Partition P € Z(A) so dass
c—e<S(F,P)<S(F,P)<c+e.
Sei € > 0 gegeben. Nach Satz existiert ein 9y > 0 so dass jede Partition
R e (A x B) mit 6(R) < dy die Ungleichung
c—e<S(f,R)<S(f,R)<c+e

erfiilllt. Wahle eine Partition P € &?(A) mit Feinheit §(P) < dy und eine
Partition Q € &(B) mit Feinheit §(Q) < dp. Nach Schritt 1 ist P x @ eine
Partition von A x B mit der Feinheit 6(P x @) < dp und es gilt

c—e<S(f,PxQ)<S(F,P)<S(F,P)<S(f,PxQ)<c+e.

Damit ist Schritt 2 bewiesen.
Nach Schritt 2 und Satz £.3.1] ist die Funktion F : A — R Riemann-
integrierbar und ihr Integral ist [, F' = c. Damit ist Satz bewiesen. [J
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Beispiel 5.4.2. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Integrierbarkeit von f in
Satz nicht die Integrierbarkeit von f, fiir jedes x € A folgt. Sei

A=B=0,1]

und sei K C [0, 1] die Cantor-Menge. Dann ist K eine Jordansche Nullmenge
in R und K X [0, 1] eine Jordansche Nullmenge in R? (Ubung). Nun definieren
wir die Funktion f: A x B — R durch

|1, firre K,yel0,1]NQ,
Hay) = { 0, sonst.

Diese Funktion ist stetig auf (A x B)\ (K x B) und ist daher nach Satz
Riemann inegrierbar. Jedoch ist f, : B — R nur fir z € A\ K Riemann-
integrierbar, nicht aber fiir z € K.

Beispiel 5.4.3. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Integrierbarkeit von f,
fiir jedes © € A nicht die Integrierbarkeit von f folgt. Sei A = B = [0, 1] und
definiere f : A x B — R durch

[ 1, firzel0,1]NnQ,
f(z,y) '_{(), fir z € [0,1] \ Q.

Dann ist f, : B — R fiir jedes € [0,1] konstant und daher Riemann-
integrierbar. Jedoch ist S(f, P) = 0 und S(f, P) = 1 fiir jede Partition P
von [0,1]2. Daher ist f nicht Riemann-integrierbar.

Beispiel 5.4.4. Seien A C R? und B C R? kompakte Mengen mit ?(A) # ()
und Z(B) # ). Seien f : A — R und g : B — R Riemann-integierbar.
Definiere h : A x B — R durch

h(z,y) = f(x)g(y).

Dann ist b : A x B — R Riemann-integrierbar (Ubung). Aufierdem ist die
Funktion h, := h(z,-) = f(x)g fiir jedes © € A Riemann-integrierbar. Also

folgt aus Satz und Satz (i) die Formel

Jow= ) o)
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Beispiel 5.4.5. Fir n € N und m € Ny sei f,,, : [0, 1] = R die Funktion

A=z = —xy)™, fallsay + -4, <1,
Jnm(@) = { 0, falls xq1 + -+ + x,, > 1. (5.4.2)
Dann ist f, ,, Riemann-integrierbar und
1 m!
[Oyl]nf’ (m+1)(m+2)---(m+n) (m+n)! ( )

Zunéchst ist f,,, flir m > 1 stetig, und f, o ist stetig auf dem Komple-
ment der Menge A := {x € [0,1]" |21 + - -+ + x, = 1}. Dass es sich bei A um
eine Jordansche Nullmenge handelt, folgt daraus, dass A der Graph seiner
stetigen Funktion ist (siehe auch Beispiel . Nach Satz sind die
Funktionen f, ,, daher Riemann-integrierbar. Wir verifizieren nun die Glei-
chung durch vollstédndige Induktion iiber n. Zunéchst gilt fiir jede
ganze Zahl m > 0 die Gleichung

/Olfl,m@;) :/01(1—x)mdx:/01tmdt: mLH

Damit ist ((5.4.3) fir n =1 gezeigt. Wir nehmen nun an, dass n > 2 ist

und die Gleichung (/5.4.3)) fiir n — 1 gilt. Nach Satz und mit A" wie
in (5.4.4) auf der néchsten Seite, erhalten wir dann die Gleichung

1
fn,m = / </ fn,m(l’) dl’n) d.ﬁ(]l, c. ,d.ﬁ(}n_l
[0,1]" [0,1]»=1 \JoO
1_2?:_11 Z; n m
— / / 1—2@ dx, | dvy - dx,_1
An=t 70 i=1

l—ay— - —xpq)" !
An—1 m

1

= — n—1mt1(x)dzy - dx,_
1

(m+1)(m+2)---(m+n)

Der letzte Schritt folgt aus der Induktionsannahme. AuBerdem steht | an—1
fiir das Integral iiber [0, 1]"~! von der Funktion, die auf A"~! mit f iiberein-
stimmt und ausserhalb von A"~! gleich Null ist.
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NN

Abbildung 5.2: Der Einheitssimplex fiir n = 1,2, 3.

Fiir m = 0 kann man die Formel (5.4.3) wie folgt geometrisch interpre-
tieren. Der Einheitssimplex im R"” ist die Menge

A" = {g; ER"|2; >0Vi, Y a; < 1} : (5.4.4)
=1

Die Funktion f, o : [0,1]" — R ist die charakteristische Funktion dieser
Menge, das heifit
1, fir x € A",

frol®) = { 0, firaz¢ A"

Wir kénnten also das Integral
/ fn,O(x)dxl ceedr, = —
[0,1]"

auch interpretieren als das Integral der konstanten Funktion f(z) = 1 auf
dem Einheitssimplex A™ und ihr Integral als das Volumen des Einheits-
simplex. Dies kénnte man in der Form

1
Vol,,(A") = / ldxy -+ - dx, = —

schreiben. Der Einheitssimplex im R™ hat also das Volumen 1/n!. Jedoch
ist hier darauf zu achten, dass wir bislang das Integral einer Funktion nur
iiber Mengen definiert haben, die eine Partition besitzen. Die Menge A™
besitzt aber keine Partition. Es ist daher sinnvoll, den Integralbegriff etwas
zu erweitern. Das soll im folgenden Abschnitt genauer ausgefiihrt werden.
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5.5 Jordan-messbare Mengen

Bisher haben wir lediglich das Volumen von solchen Teilmengen des R™ de-
finiert, welche Partitionen besitzen (Definition [5.1.12)). Dies ist eine sehr re-
striktive Bedingung, und in diesem Abschnitt geht es darum gehen, die Klasse
der Mengen, deren Volumen wir definieren konnen, dramatisch zu erweitern.

Definition 5.5.1. Eine beschrdinkte Teilmenge B C R™ heifst Jordan-mess-
bar, wenn thr Rand 0B eine Jordansche Nullmenge ist.

Definition 5.5.2 (Integration iiber Jordan-messbare Mengen).

Sei B C R"™ eine Jordan-messbare Menge und () C R™ ein abgeschlosse-
ner achsenparalleler Quader, der B enthdlt. Sei f : Q — R eine Riemann-
integrierbare Funktion. Die Zahl

/Bfi_/QlB(x)f(x)dxl---dxn (5.5.1)

heifit Integral von f iiber B. Hier bezeichnen wir mit

Con |1, firxe B,
15:R" — R, 1B(ZE) = { 0’ fU’I” r c R® \ B, (552)
die charakteristische Funktion von B. Die reelle Zahl
1 (B) = Vol, (B) = / - / Lp(2) day -« - da, (5.5.3)
B Q

wird das Jordan-Maf3 von B oder das Volumen von B genannt.

Bemerkung 5.5.3. (i) Die Funktion 15 : Q@ — R ist stetig auf @ \ 0B.
Da OB eine Jordansche Nullmenge ist, ist 1p nach Satz Riemann-
integrierbar. Nach Satz ist 15f : @ — R Riemann-integrierbar.

(ii) Das Integral fQ 1pf in ist unabhéingig von der Wahl des abge-
schlossenen achsenparallelen Quaders @), der B enthélt.

(iii) Sei B C R" eine Jordansche Nullmenge. Dann ist B = B eine Jordan-
sche Nullmenge nach Lemma [5.2.3] Daher ist B Jordan-messbar und es
gilt Vol,(B) = 0 nach Satz[5.2.2]

(iv) Ist @ C R™ ein abgeschlossene achsenparallele Quader, so ist Q) eine
Jordansche Nullmenge nach Beispiel (ii). Daher ist @ Jordan-messbar.
Auflerdem stimmt in diesem Fall die Definition des Volumens in Definiti-

on mit der in (5.1.2) nach Beispiel |5.1.11] {iberein. Fiir den Beweis

dieser Ubereinstimmung kann auch Satz|5.4.1| verwendet werden.
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(v) Sei B C R" eine kompakte Menge mit &(B) # (). Sei P ={P,,..., P}
eine Partition von B. Dann ist 0B C |J, 0F;. Daher ist B Jordan-messbar
und hat das Volumen Vol,(B) = [, 1= >" Vol,(F;) nach Beispiel [5.1.11}
Also stimmt die Definition des Volumens von B in Definition [(.5.2] mit der
in Definition iiberein.

(vi) Nach Beispiel [5.4.5]ist der standard n-Simplex A" C R™ Jordan-messbar
und hat das Volumen Vol,(A") = 1/nl.

(vii) Die Menge B := [0,1] N Q ist nicht Jordan-messbar, da 0B = [0, 1] ist.

Lemma 5.5.4. Seien A, B C R" zwei Jordan-messbare Mengen, () C R"
ein abschlossener achsenparalleler Quader mit A, B C @Q, und f:(Q — R
eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt folgendes.

(i) Die Mengen AN B, AUB, A\ B, B\ A sind Jordan-messbar.

(ii) Es gilt
/AUBH/AOB /f+/ / (5.5.4)

und Vol (AU B) + Vol, (AN B) = Vol,(A) + Vol,(
(iii) Ist A C B so gilt Vol,,(A) < Vol,(B).

Beweis. Teil (i) folgt aus der Tatsache, dass jede der Mengen 0(AU B),
J(ANB), 0(A\ B), d(B\ A) in der Jordanschen Nullmenge JA U 0B ent-
halten, und damit selbst eine Jordansche Nullmenge ist. Teil (ii) folgt aus
Satz m (i) und der Tatsache, dass 1aup + lanp = 14 + 1p ist. Teil (iii)
folgt aus Satz [5.3.4] (iii) und der Ungleichung 1,4 < 1p fiir A C B. O

Definition 5.5.5. Set B C R" eine Jordan-messbare Menge. Eine Funktion
f B — R heifit Riemann-integriebar, wenn die erweiterte Funktion

7. Rn 7oy . | fx), firzeB,

JiRT =R, f(””)'_{o, fiir v € R*\ B,
tiber jedem abgeschlossenen Quader () C R™, der B enthdlt, Riemann-inte-
grierbar ist. In diesem Fall heifit die Zahl

/Bf::/Qf(x)dxl...da;

das Integral von f iiber B. Nach Lemma 15t das Integral unabhdngig
von der Wahl des abgeschlossenen achenparallelen Quaders, auf den f er-
weitert wird. Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen f: B — R
wird mit Z(B) bezeichnet.
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Bemerkung 5.5.6. Sei B C R” eine Jordan-messbare Menge. Dann ist jede
beschrinkte stetige Funktion f : B — R Riemann-integrierbar. Dies folgt
aus Satz und der Tatsache, dass die erweiterte Funktion f : Q) — R in

Definition auf @ \ 0B stetig ist.

Mit dieser Definition haben wir das Riemannsche Integral auf Funktio-
nen, die auf beliebigen Jordan-messbaren Mengen B C R" definiert sind, er-
weitert. Insbesondere ist jede beschrinkte stetige Funktion f : B — R nach
Satz und Definition [5.5.5 Riemann-integrierbar. Aulerdem bleiben al-
le Aussagen von Satz giiltig fiir Jordan-messbare Mengen B. Dariiber
hinaus 148t sich der Satz von Fubini wie folgt verallgemeinern.

Korollar 5.5.7 (Fubini). Seien p,q € N und n := p+ q, und seien P C RP
und () C R? abgeschlossene achsenparallele Quader.

(i) Sei B C P x @ eine Jordan-messbare Menge, so dass, fir jedes x € P,
die Menge B, := {y € R?|(z,y) € B} C Q Jordan-messbar ist. Dann ist die
Funktion P — R : x — Vol,(B,) Riemann-integrierbar und es gilt

Vol,(B) = / Vol,(B,) dzy - - - dz.
P

(ii) Set B C P x Q wie in (i). Sei f : B — R Riemann-integrierbar und
fiir jedes x € P sei die Funktion B, — R :y — f.(y) := f(z,y) Riemann-in-
tegrierbar. Dann ist die Funktion P — R : x> [ B, fe Riemann-integrierbar

und es gilt
Lr=[ ([ ) dn- i,

Beweis. Wir beweisen (ii). Definiere f: P x Q — R durch f(z,y) := f(z,y)
fiir (z,y) € B und f(z,y) := 0 fiir (z,y) € (P x Q) \ B. Fiir # € P definiere
f.:Q — R durch f;(y) = f.(y) fiir y € B, und jﬂ;(y) =0firye @)\ B,.
Dann gilt f;(y) = ]?(x,y) fiir alle x € P und y € ). Nach Voraussetzung
und Definition sind die Funktionen f: P x@ — R und fx Q=R

(fiir x € P) Riemann-integrierbar, und es gilt

L= 5 [ a=]F

Also folgt (ii) aus Satz |5.4.1} Aussage (i) folgt aus (ii) mit f = 1. Damit ist
Korollar bewiesen. O
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Beispiel 5.5.8. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Jordan-Messbarkeit von B
in Korollar [5.5.7| nicht die Jordan-Messbarkeit von B, fiir jedes = € P folgt.
Sei P =@ =[0,1], sei K C [0,1] die Cantor-Menge, und sei

B:={(z,y) €[0,1|z € K = yeQ}.

Dann ist 0B = K x [0, 1] und daher ist B Jordan-messbar (Beispiel [5.4.2]).
Jedoch ist B, C [0, 1] nur fiir z € [0, 1] \ K Jordan-messbar, nicht fir z € K.

Beispiel 5.5.9. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Jordan-Messbarkeit der
Mengen B, fiir alle x € P nicht die Jordan-Messbarkeit der Menge B folgt.
Sei P=Q =[0,1] und B := ([0,1] N Q) x [0,1]. Dann ist die Menge B, fiir
jedes = € [0, 1] entweder leer oder gleich [0, 1], und ist daher Jordan-messbar.
Jedoch ist OB = [0, 1]* und daher ist B nicht Jordan-messbar.

Beispiel 5.5.10. Die kompakte Menge B := {(s,t) e R*|0<s <t <1}
ist das oberhalb der Diagonalen gelegene Dreieck im Einheitsquadrat in R2.
Diese Menge ist Jordan-messbar und jede stetige Funktion f : B — R ist nach
Satz Riemann-integrierbar. Nach Korollar [5.5.7] erfiillt jede Riemann-
integrierbare Funktion f : B — R die Gleichung

/Bf_/o1 (/Otf(s,t)ds) dt_/ol </81f(s,t)dt) ds.

Beispiel 5.5.11. Sei B C R" Jordan-messbar und A > 0. Der Zylinder
iiber B mit Hohe h ist die Menge Zp := B x [0, h]. Diese Menge ist
Jordan-messbar und hat das Volumen Vol,,;1(Zg) = hVol,(B).

Beispiel 5.5.12. Sei B C R" Jordan-messbar und A > 0. Dann ist die
Menge A\B := {\z | x € B} Jordan-messbar und Vol,,(AB) = A"Vol,(B). Die
Jordan-Messbarkeit von AB folgt daraus, dass d(AB) = AJB ist. Die Formel
fiir das Volumen folgt einerseits aus der Transformationsformel in Satz[5.7.11],
kann andererseits aber auch direkt aus den Definitionen hergeleitet werden.

Beispiel 5.5.13. Sei B C R" Jordan-messbar und h > 0. Die Menge
Kg:={(z,y)|0<y<h,ze(1—-y/h)B}.

ist der Kegel iiber B mit Hohe h. Diese Menge ist Jordan-messbar, wie
wir im néchsten Abschnitt sehen werden (Beispiel |5.6.12)). Akzeptiert man
die Jordan-Messbarkeit des Kegels K, so ergibt sich nach Korollar (i)

und Beispiel [5.5.12| die Formel

" " h Vol,,..(Z
Vol,41(Kp) = / <1 — %) Vol,(B) = — 1 B)‘
0

Vol,,(B
n+1o() n+1
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5.6 Mehr iiber Jordan-messbare Mengen

Wie wir bereits anhand verschiedener Beispiele gesehen haben, ist es eine
wichtige Frage, wie man Jordan-messbare Mengen und Jordansche Nullmen-
gen erkennen kann. Damit beschéftigt sich dieser Abschnitt.

Charakterisierung Jordan-messbarer Mengen

Definition 5.6.1 (Quadergebiude). Eine kompakte Teilmenge B C R"
heiffit Quadergebiude wenn sie entweder leer ist oder sich als Vereinigung
endlich vieler achsenparalleler abgeschlossener Quader (mit positivem Volu-
men) schreiben lifit. Das heifit, eine nichtleere Teilmenge B C R™ ist genau

dann ein Quadergebiude, wenn P(B) # 0 ist (siche Ubung .

Satz 5.6.2 (Charakterisierung Jordan-messbarer Mengen).

Sei B C R"™ eine beschrinkte Menge und b > 0 eine reelle Zahl. Sei () C R”
ein abgeschlossener achsenparallelen Quader, der B enthdlt. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent.

(i) B ist Jordan-messbar und hat das Volumen Vol,(B) = b.

(ii) Die charakteristische Funktion 1p : Q — R ist Riemann-integrierbar und
es gilt fQ 1 =b.

(iii) Fir jedes € > 0 existieren Quadergebiude By, By C R™ mit

By C B C By, b—e < Vol,(By) < Vol,,(B;) <b+e.

Abbildung 5.3: Jordan-messbare Mengen.

Bemerkung 5.6.3. Die Quadergebéude By, By in Teil (iii) von Satz
konnen so gewéhlt werden dass alle ihre Extremalpunkte (Ecken) Vektoren
von der Form x = (27"ky,...,27™k,) sind mit m € N und ky,..., k, € Z.

Beweis von Satz[5.6.2. Die Implikation (i) = (ii) folgt unmittelbar aus der
Definition des Jordanschen Mafles und Satz [5.2.2
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Wir beweisen (ii) = (iii). Sei @ C R™ ein abgeschlossener achsenpar-
alleler Quader, der B enthélt. Nach Voraussetzung ist die charakteristische
Funktion 15 : @ — R Riemann-integrierbar und es ist fQ 1g = b. Sei e > 0.
Nach Satz existiert eine Partition P = {Py,..., P.} € 2(Q) mit

b—€<§(1B,P)§§(1B,P)<b+€.
Definiere
={je{l,...,k}|P;Cc B}, Ji:={je{l,....k}|P;nB#0}.

Dann sind die Mengen By := |
mit By C B C B; und

b—¢e < S(lg, P) = Vol,(By) < Vol,(B;) = S(1g, P) < b+e.

Pjund By := {J,.;, P; Quadergebiiude

Jj€Jo

Damit ist gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.
Wir beweisen (iii) = (i). Sei ¢ > 0 gegeben. Nach (iii) existieren zwei
Quadergebédude By, By C R™ mit By C B C B; und

b— Z < Vol (By) < Vol (By) < b+ Z.
Definiere )
AZ:Bl\BOZBl\Bo.

Dann ist 0B C A. Da By ein Quadergebéude ist, stimmt der Rand des
Inneren By mit dem Rand von By iiberein. Daher ist By Jordan-messbar
und es ist Vol,,(By) = Vol,,(By) = Vol,,(By). Nach Lemma ist A eine

Jordan-messbare Menge und es gilt

/ 14 = Vol,,(A) = Vol,,(By) — Vol,,(By) <

wlm

Also existiert eine Partition P = {Py,..., P} € 2(B;) mit S(14, P) < /2.
Sei J:={je{l,....k}|PinA#0}. Fir j €J sei W; CR" ein offener
Quader mit P; ¢ W, und Vol,,(W;) < 2Vol,(P;). Dann gilt 0B c |

und
> Vol (W;) <2 Vol (P;) = 25(14, P) <e.

JjeJ jeJ

]EJ

Damit haben wir gezeigt, dass 0B eine Jordansche Nullmenge ist. Also ist B
Jordan-messbar. Die Gleichung Vol,(B) = b folgt nun unmittelbar aus (iii).
Damit ist Satz [5.6.2] bewiesen. O
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Korollar 5.6.4. Eine beschrinkte Teilmenge B C R™ st genau dann eine
Jordansche Nullmenge, wenn sie Jordan-messbar ist und Vol,(B) = 0 ist.

Beweis. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge mit Vol,,(B) = 0. Seie > 0.
Dann existiert nach Satz [5.6.2] ein Quadergebdude B; C R™ mit B C By
und Vol,,(B;) < /2. Wilhle eine Partition P = {P,..., P} € &(B;). Dann
gilt B C By =i, P; und Y% Vol,(P) = Vol,(B;) < £/2. Wiihle offene
achsenparallelen Quader W; mit P; € W; und Vol,(W;) < 2Vol,(P;). Dann
gilt B C |J; W; und >, Vol,,(W;) < . Also ist B eine Jordansche Nullmenge.

Ist B eine Jordansche Nullmenge, so ist B =0 und B eine Jordansche
Nullmenge nach Lemma . Daraus folgt, dass 0B = B\ B = B ei-
ne Jordansche Nullmenge ist. AuSerdem folgt aus Teil (ii) von Satz [5.2.2]
dass Vol,(B) = fQ 1p =0 ist (fiir jeden abgeschlossenen Quader @, der B
enthélt). Damit ist Korollar bewiesen. O

Korollar 5.6.5. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge und f : B — R
eine Riemann-integrierbare Funktion, so dass f(x) > 0 ist fir alle x € B.
Dann ist die Menge

C:={(x,y) eR"xRlxze B, 0<y < f(z)}

Jordan-messbar und hat das Volumen
Vol,.,1(C) = / f
B

Beweis. Sei () C R™ ein abgeschlossener achsenparalleler Quader, der B
enthélt. Definiere f : Q — R durch f(z) := f(z) fiir z € B und f(z) := 0 fiir
x € @\ B. Dann ist f:  — R Riemann-integrierbar und ¢ := fQ f: fs [
Nach Satz existiert eine Partition P = {P,..., P} € Z(Q) mit

c—c<S(f.P)<S(F.P) <c+s.

Definiere

k
— — €
00:: PiX O,lLlff7 Cl = Pi>< O,Supf—l——.
ianEJf>0 [ P } lL:'Jl [ P; 2VOIn(Q)]
Dann sind Cy und C; zwei Quadergebiude in R**! mit Cy € C C C; und
¢ =& < 8(f, P) = Volu11(Co) < Volaa(C) = S(f.P) +5 < c+e.

Da ¢ > 0 beliebig gewéahlt war, folgt aus Satz [5.6.2] dass C' Jordan-messbar
und Vol,,1(C) = ¢ ist. Damit ist Korollar bewiesen. O
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Korollar 5.6.6. Seien p,g € N und n :=p+ q. Seien A C RP und B C R
Jordan-messbar. Dann ist A x B C R" Jordan-messbar und es gilt

Vol,,(A x B) = Vol,(A)Vol,(B).

Beweis. Es folgt direkt aus den Definitionen, dass das Produkt einer Jordan-
schen Nullmenge in RP mit einer beschrankten Teilmenge von R? eine Jordan-
sche Nullmenge in R" ist. In diesem Fall folgt die Behauptung aus Korol-
lar [5.6.4] Wir diirfen also annehmen, dass weder A noch B eine Jordansche
Nullmenge ist. Dann gilt

a = Vol,(A) > 0, b := Vol,(B) > 0.

Sei ¢ > 0 gegeben. Wir nehmen ohne Einschriankung der Allgemeinheit
an, dass ¢ < min{a,b, 1} ist. Nach Satz existieren Quadergebéude
Ag, A1 C RP und By, By C R? mit

Ay CAC Ay, Byc BC B

und
— = < Vol (Ag) < Vol,(A;) < a+ ——
@79y = YO = VORI S AT o 1 )
9 9
b— = < Vol,(By) < Vol,(B)) < b+ ——.
20 < Volu(Bo) = Volg(By) < b+ 5775

Dann sind Ay x By und A; x B; Quadergebidude in R™ mit
A()XBQCAXBCAlXBl

w-c<fo-5)(-5)

< Vol,(Ag)Vol, (By)
— Vol,,(4y x Bo)
< Vol,,(A; x By)
= Vol, (A1) Vol,(By)

“(vram) ()

< ab+e.

Nach Satz ist also A x B Jordan-messbar mit Vol,(A x B) = ab. Damit
ist Korollar [£.6.6] bewiesen. O

und es gilt

A~ o~ o~
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Jordansche Nullmengen und Lipschitz-Stetigkeit

Teil (iii) des folgenden Satzes kann als Spezialfall des Satzes von Sard
betrachtet werden (siehe Bemerkung [3.3.13)).

Satz 5.6.7 (Jordansche Nullmengen). Seien p,q,n € N.

(i) Sei A C RP x R? eine kompakte Menge und sei

AV = {x e R?|(z,y) € A}

eine Jordansche Nullmenge in RP fir alley € R?. Dann ist A eine Jordansche
Nullmenge.

(ii) Sei U C R" eine offene Menge, sei A C U eine kompakte Jordansche
Nullmenge, und sei f : U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Dann
ist f(A) C R™ ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

(iii) Sei V C R? eine offene Menge, sei B C V eine kompakte Teilmenge,
und sei g 'V — R" eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung mit d < n. Dann
ist g(B) eine Jordansche Nullmenge.

Beweis. Wir beweisen (i). Seien £ C RP und F' C R? zwei achsenparallele
abgeschlossene Quader so dass

ACEXFE
ist und sei V' := Vol (F) > 0. Sei ¢ > 0 gegeben und definiere
B:={ye F|AY #0}.

Dann ist B eine kompakte Teilmenge von F und fiir jedes y € B existiert
eine Partition

Py) = {Pi(y),..., Puy(y)} € 2(E)

> VoL (Ry) <o 1) = {ie (L. km)} | Pl N4 £0}.

Fiir y € B definiere
) = {1 RN I) = {i € {1, kw)} By n A7 =0}

und

Uly) = {y’ € R?| AY N P(y) = 0 fiir alle i € J(y)} :

Dann ist U(y) fiir jedes y € B eine offene Menge die y enthélt. Daher existiert
fiir jedes y € B ein r(y) > 0 mit B (y) C U(y) N F.
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Mit dieser Konstruktion bilden die offenen Bélle B,.(,)(y) mit y € B eine
offene Uberdeckung der kompakten Menge B. Nach Satz existieren
daher endlich viele Elemente yq,...,yxy € B mit

N
B c | By ()

v=1

Sei nun @ = {Q1,...,Qs} € Z(F) eine Partition mit der Feinheit
r(yw)

Dann existiert fiir jedes j € {1,...,¢} mit @j NB#Penvell.. . N}
mit ; C U(y,). (Ist ndmlich n € Q; N B, so existiert ein v € {1,..., N} mit
1 € Byy,)(y,) und es folgt daraus, dass Q; C By(y,)(1) C Bary,)(yv) € U(y,)
ist.) Sei nun

J={je{l,....04|Q;nB # 0}
unbd wihle eine Abbildung

J—={1,...,N}:j—v(j)
so dass @j C U(yu(y) ist fiir alle j € J. Dann gilt

AY U Pi(yu(j)) fiir alle j € J und alle y € @j

ie[(yu(j))

ACU U yl,J)

JEJ ZGI(y,j<J))

und daher

Also ist die Menge A in der Vereinigung endlich vieler abgeschlossen Quader
enthalten mit dem Gesamtvolumen

Z Z V01P+q () % QJ) = Z Z Vol,, (Pi(yt/(j)) Vol, (®;)

J€J i€y, ;) J€J i€l (yy(s))
€
< V Z VOlq (QJ)
j€J
< e

Daher ist A eine Jordansche Nullmenge.
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Wir beweisen (ii). Da f lokal Lipschitz-stetig ist, ist die Restriktion von f
auf jede komakte Teilmenge von U Lipschitz-stetig. Also ist f|a: A — R”
Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein ¢ > 0 so dass fiir alle z,y € R" gilt

T,y €A = 1 () = F@l < elle =yl

Hier verwenden wir die Euklidische Norm. Ein abgeschlossener Wiirfel
in R” ist ein eine Teilmenge der Form

Q = |a1,a1 + s] X [ag,as + 8] X -+ X [an, a, + $]

mit ay,...,a, € Rund s > 0. Die Zahl s heifit Seitenléinge des Wiirfels Q).
Sei € > 0 gegeben. Da A eine Jordansche Nullmenge ist, existieren endlich
viele abgeschlossene Wiirfel @1, ...,Q, C R", so dass

l L
C JL:JIQJ JZ:; 0 (Q]) < (30\/ﬁ)n

Sei s; > 0 die Seitenlénge des Wiirfels @;. Dann ist Vol,(Q;) = s} und es
gilt ||z —y|| < v/ns; fur alle z,y € @Q;. Daraus folgt

1f(z) = f()|| < ev/ns;  fiir alle 2,y € Q; N A.

Daher existieren offene Wiirfel W; C R", 7 = 1,..., ¢, mit der Seitenlénge
tj == 3cy/ns; so dass f(Q; N A) C W fiir alle j. Da A C |J; Q; ist, folgt
daraus f(A) C J; W; und

Z Vol, (W) = Y (3ev/ns;)" = (3cv/n)" Z Vol (Q;) < e.

J

Also ist f(A) eine Jordansche Nullmenge und damit ist (ii) bewiesen.

Wir beweisen (iii). Sei V' C R? eine offene Menge, sei B C V kompakt,
und sei g : V — R" eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Definiere die
Mengen A C U C R™ und die Funktion f : U — R" durch

U:=V xR A:= B x {0}, flzr,. .o xn) = g(xy, ..., zq).

Dann ist U offen, die Teilmenge A C U ist eine kompakte Jordansche Null-
menge, und f : U — R™ ist lokal Lipschitz-stetig. Also ist g(B) = f(A) nach
Teil (ii) eine Jordansche Nullmenge. Damit ist Satz bewiesen. O
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Beispiele

Beispiel 5.6.8. Die Voraussetzung, dass A kompakt ist, kann in Teil (i) von
Satz nicht weggelassen werden. Die Menge

A= {(z,y) =2""(k,0) eR*|meN, k,Le{1,3,...2"—1}}

erfiillt A = 9A = [0,1]? und ist daher keine Jordansche Nullmenge, obwohl
die Menge AY C [0, 1] fiir jedes y € R nur endlich viele Elemente enthélt und
daher eine Jordansche Nullmenge ist.

Beispiel 5.6.9. Die Voraussetzung, dass g lokal Lipschitz-stetig ist, kann in
Teil (iii) von Satz nicht weggelassen werden. Ist g : R — R? eine stetige
Abbildung mit g([0,1]) = [0, 1]? (raumfiillende Kurve), dann ist g([0, 1]) keine
Jordansche Nullmenge.

Beispiel 5.6.10. Sei £ C R" ein linearer Unterraum mit
d=dimFE <n
und sei @ € R™. Dann ist jede kompakte Teilmenge
KCa+FE

des affinen Unterraumes a + E eine Jordansche Nullmenge im R™.

Beweis: Sei e, ..., eq eine Basis von E und sei g : R? — R" die Abbil-
dung g(xy,...,24) == a+ Z?Zl x;e;. Diese Abbildung ist glatt und hat die
Bildmenge g(RY) = a + E. Da B := g~ 1(K) kompakt ist, ist K = g(B) nach
Teil (iii) von Satz eine Jordansche Nullmenge.

Beispiel 5.6.11. Der n-Simplex A" = {z € R"|z; > 0, >, z; < 1} ist nach
Beispiel [5.6.10| Jordan-messbar. (Siehe auch Beispiel [5.4.5])

Beispiel 5.6.12. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge, sei h > 0, und

Sel

KB::{(x,y)GR”XR|O§y§h,x€(1—%)B}

der Kegel iiber B wie in Beispiel [5.5.13] Dann ist
8KB = KBB U (E X {0})

nach Teil (i) von Satz eine Jordansche Nullmenge. Also ist K Jordan-

messbar.
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Beispiel 5.6.13. Sei M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension
d =dim M < n und sei A C M eine kompakte Teilmenge. Dann ist A eine
Jordansche Nullmenge.

Beweis: Fiir alle © € A existieren zwei offene Mengen U,, V, C R™ und
ein C'-Diffeomorphismus ¢, : U, — V, mit

v €Us,  ¢u(Us N M) =V, N (R % {0}).

Wihle kompakte Umgebungen K, C U, von z, eine fiir jedes = € A. Fiir
jedes x € A ist dann die Menge L, := ¢, (K, N M) kompakt und nach Bei-
spiel m eine Jordansche Nullmenge Daher ist auch K.NM = ¢ (L,)
eine Jordansche Nullmenge, nach Teil (iii) von Satz | Die Mengen K,
fiir z € A bilden eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existie-
ren nach Satz [C.1.2[ endlich viele Punkte x¢,...,2, € A mit A C U Kch
Also ist A die endliche Vereinigung der Jordanschen Nullmengen K NA
fiir j = 1,...,¢ und ist deshalb ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

Beispiel 5.6.14. Eine Funktion f : R” — R heif}t eigentlich, wenn fiir jede
kompakte Teilmenge K C R auch die Menge f~ YWK)={zeR"|f(z) e K}
kompakt ist. Aquivalent dazu ist die Bedingung, dass fiir jede Folge (z,),ex
von Vektoren in R" gilt

sup |f(z,)| <o = (w,) besitzt eine konvergente Teilfolge. (5.6.1)

Sei nun f : R" — [0, 00) stetig differenzierbar und eigentlich. Sei ¢ > 0 ein
reguldrer Wert von f. Dann ist die Menge

B:={z eR"| f(z) <c}

kompakt. Thr Rand ist die kompakte Menge 0B = {x € R"| f(z) = ¢}. Da c
ein regulirer Wert von f ist, ist B eine (n — 1)-dimensionale C''-Unter-
manngfaltigkeit von R™ (Korollar und ist daher nach Beispiel
eine Jordansche Nullmenge. Also ist B Jordan-messbar.

Beispiel 5.6.15. Der Einheitsball
B":={z e R"| ||z|]| < 1}
ist Jordan-messbar nach Beispiel [5.6.14{ mit f(z) = ||z||>, ¢ = 1. Fiir k € N

beweisen wir die Formeln
ok+1k

k
Volay (B*) = 7~ Loy 1 (BHH1) = .
lar(57) Vol (B = g5 o 1)

o (5.6.2)




198 KAPITEL 5. MEHRFACHE INTEGRALE

Dazu betrachten wir die obere Halbkugel in B"*!. Der Schnitt durch diese
Halbkugel in der Hohe ¢ € [0, 1] ist der Ball vom Radius r = /1 — ¢ im R"™.
Dieser ist nach Beispiel Jordan-messbar mit Vol, (rB") = r"Vol, (B").
Dabher folgt aus dem Satz von Fubini (Korollar die Formel

1
Vol 1 (B") = 2/ (1 — 32 dt - Vol,,(B,) (5.6.3)
0
Der Faktor
1
Cn 1= / (1—t3)™2dt, n € Ny = NU {0} (5.6.4)
0

148t sich induktiv wie folgt berechnen.
Es gilt ¢g = 1 und, mit der Substitution ¢ = sin(#) fir 0 < 6 < /2,

1 w/2
= / V1—t2dt = / cos?(0) df = % (5.6.5)
0 0
Da Vol;(B') = 2 ist, folgt daraus Voly(B?) = 2¢,Vol;(B') = m nach (5.6.3).

AuBerdem gilt 4¢(1 —t3)"/? = (n+ 1)(1 — t*)™/? — n(1 — ¢*)"=2/2. Daraus
folgt durch Integration die Gleichung 0 = (n + 1)¢, — nc,—o und daher

n
Cp—
n+1 2
fir alle n € N mit n > 2. Mit ¢g = 1 und ¢; = 7/4 erhalten wir daher
2k 2k —2 2 2k+12k -1 3T
JE— cee = CQ/{:—I—l:— e — —
2k +12k —1 3 2k+2 2k 44

fiir k£ € N. Diese Formeln lassen sich wiederum in der Form

Cp —

Cop, =

A 2F k! . 357+ (2k+1)
T35 T 2k + 1) LT T ok (k1 1)
schreiben. Nach ([5.6.3) und ([5.6.4) folgen daraus die Gleichungen
VOlgk 2<B2k+2) — A . ™
Volop (B) 2KCoh+1 = T
\/v012]C 1<B2k+1) — Ac Con — 2T
Voly,_ (B¥-1) — 1 T ok 4

Mit Vol; (B') = 2 und Voly(B?) = 7 folgt daraus (5.6.2)).
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5.7 Die Transformationsformel

Die Transformationsformel (Satz ist die natiirliche Erweiterung der
Substitutionsregel auf Funktionen von mehreren Variablen. Sie ist von grund-
legender Bedeutung fiir das Riemannsche Integral und ihr Beweis ist der auf-
wendigste in diesem Kapitel. Dies ist in scharfem Gegensatz zum Fall n = 1,
wo sich die Substitutionsregel leicht aus dem Hauptsatz der Infinitesimalrech-
nung herleiten 1&8t. Der folgende vorbereitende Teilabschnitt erweitert den
Begriff einer Partition, indem Quader durch Jordan-messbare Mengen ersetzt
werden. Die Konvergenz der entsprechend verallgemeinerten Riemannschen
Summen wird im Beweis der Transformationsformel benotigt.

Verallgemeinerte Riemannsche Summen

Definition 5.7.1 (Jordan-Partition). Sei B C R" eine Jordan-messbare
Menge. FEine Jordan-Partition von B ist eine Menge Z = {By,..., By}
von kompakten Jordan-messbaren Mengen B; C B, so dass B = Ule B; st
und, fir alledi,j € {1,...,k} mit i+ j, B; N B; eine Jordansche Nullmenge
ist. Die Menge aller Jordan-Partitionen von B wird mit P;.q(B) bezeichnet.

Bemerkung 5.7.2. Sei B C R"” eine kompakte Jordan-messbare Menge und
sei f € Z(B). Sei Z ={By,..., By} eine Jordan-Partition von B. Dann gilt

/Bf:i/& f Voln(B):iVoln(Bi).

Die erste Gleichung folgt aus Lemma per vollstandiger Induktion, und
die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit f = 1.

Wir verwenden nun die Norm ||z||  := max;|z;| fiir = (24,...,2,) € R"
und bezeichnen mit duo(z,y) := ||z — y[|,, die zugehdrige Abstandsfunkti-
on ds : R" x R” — R. Der Durchmesser einer Teilmenge B C R" be-
ziiglich dieser Metrik ist §(B) := sup, ,ep doo (¥, y). Der Durchmesser von B
ist genau dann endlich wenn B beschréankt ist. Der Abstand zweier nicht-
leerer Teilmengen A, B C R" ist durch dw(A, B) := inf,ca, yep doo(2,y)
definiert. Dieser Abstand kann durchaus Null sein, ohne dass die Mengen A
und B sich auch nur schneiden, geschweige denn iibereinstimmen.

Definition 5.7.3 (Feinheit). Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge.
Die Feinheit einer Jordan-Partition Z = {By,..., By} € Pia(B) ist die
Zahl 6(Z) = max; 6(B;) (der maximale Durchmesser der B; beziiglich d, ).
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Lemma 5.7.4. Se: B C R" eine Jordan-messbare Menge und I' C B eine
Jordansche Nullmenge. Sei € > 0 gegeben. Dann existiert eine Zahl 6y > 0,

so dass fir jede Jordan—Partition Z = {By, ..., By} € Pjora(B) gilt
8(Z) < by — > Vol (B) <e.
doo (B;,I")<do
Beweis. Wihle offene Quader W1, ..., Wy C R", so dass

N N
rcw, Y Vol.(W,) <e.
v=1

v=1
Man kann dann wie in Schritt 1 im Beweis von Lemma zeigen, dass eine
Zahl p > 0 existiert, so dass fiir jeden Punkt x € I', der Ball vom Radius p mit
Mittelpunkt x beziiglich der Metrik do; ganz in einer der Mengen Wy, ..., Wy
enthalten ist, dh. 3p >0Vz e ' Jve{l,... N} VE € R™
doo(x,&) < p = cew,. (5.7.1)

Seinun Z = {By,..., By} € Pjoa(B) mit 6(Z) < p/2. Definiere

Jro={je{l,....k}|dx(B;,T) < p/2},

J,={je{l,...,k}| B C W, }, v=1,...,N.
Dann gilt

N
Jrc | (5.7.2)
v=1

Sei némlich j € Jp. Dann existieren zwei Elemente z € T und y € Bj, so
dass duo(7,y) < p/2 ist. (Hier verwenden wir die Tatsache, dass T’ und B;
kompakte Mengen sind.) Fiir dieses = existiert nun ein v € {1,..., N}, so
dass gilt. Daraus folgt B; C W, denn fiir £ € B; gilt die Ungleichung
doo(7,€) < doo(x,y) + do(y,§) < p/2+ 0(B;j) < p und daher ist £ € W,.
Daraus folgt j € J,. Damit ist bewiesen. Aus folgt die Unglei-
chung

Eﬁm@)giZNMm:iw%U@>

Jj€Jr v=1 jeJ, JE€JL

N
< ZVoln(Wy) <.
v=1

Damit ist Lemma [5.7.4] bewiesen. m
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Sei nun B C R" eine Jordan-messbare Menge und Z = { By, ..., By} eine
Jordan-Partition von B. Sei f : B — R eine beschrankte Funktion. Genau
wie in Definition [(£.1.8] definieren wir die Obersumme und die Untersum-
me von f und Z durch

k k

S(f,2) =) _(sup f)Volu(By),  S(f.2) = Z(igjf f)Vol,(B;).

j=1 Bi j=1

Ebenso wie in Lemma beweist man die Ungleichung

sup S(f,Z2)< inf S(f,2). 5.7.3
Z%Og(B)_(f ) sei o (f,2) (5.7.3)

Der néchste Satz zeigt, dass eine beschrinkte Funktion f : B — R genau
dann Riemann-integrierbar ist, wenn in ({5.7.3)) Gleichheit herrscht.

Satz 5.7.5. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge, f : B — R eine
beschrankte Funktion, und ¢ € R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist Riemann-integrierbar und c = [, f.
(ii) Fir jedes € > 0 ezistiert ein Z € Pjoa(B), so dass gilt

c—e<S(f,2)<S(f,Z) <c+e.
(iii) Fir jedes € > 0 existiert ein 69 > 0, so dass fir jedes Z € Pjoa(B) gilt
§(Z) < do = c—e<S(f,Z2)<S(f,Z) <c+e. (5.7.4)

(iv) Fliir jedes ¢ > 0 existiert eine Zahl 89 > 0 so dass fiir jede Jordan-
Partition P = {By, ..., By} € Pjoa(B) und alle z1,. ..,z € R" gilt

k
2(?5 g‘; = c— > flz)Volu(B;)| <. (5.7.5)

=1

Die Zahlen Zle f(z;)Vol,,(B;) heissen (verallgemeinerte) Riemannsche
Summen von f.

Proof. Siehe Seite O

Zum Beweis von Satz benétigen wir das folgende Lemma welches
die Ober- und Untersummen von f und Z mit den Ober- und Untersummen
aus Definition [5.1.8| vergleicht.
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Lemma 5.7.6. Seien B, f, ¢ wie in Satz und ser Q@ C R" ein abge-
schlossener achsenparalleler Quader, der B enthdlt. Definiere f : Q — R

durch @), f
~ x), firxe B,
f(x)'_{o, firz e @\ B.

Sei P = {Py,..., P} eine Partition von @ und definiere Zp und ep > 0
durch

Zp:={B,..., B}, B; := P;N B,
und
Z Vol,, (P,

Dann ist Zp € Pjora(B) und es gilt

5(7,P)-5(1.2)| <2lfler,  |S(F.P) - S(£.2) <2/ ep
(5.7.6)

Hier bezeichnet || f|| := supg | f| die Supremumsnorm of f.

Beweis. Definiere die Indexmengen

Iy={ie{l,....k}|Pic B}, L:={i€{l,....k}|P,n0B #0}.

Dann gilt
N k
S(f,P) = Z(sup f)Vol,(P,)
i—1
= (sup f)Vol,(B;) + Y _(sup F)Vol,(P,)
icl, D icl, Pi

I
Mw

(sup f)Vol,(B;) — Z(sup f)Vol,(B;) + Z(SEp f)Voln(PZ-)

el C i€l P;

(f,Zp) — Z(sup f)Vol,.(B;) + Z(sgp ]?)Voln(Pi).

ien, Bi ien Pi

-
Il
—

I
9l

Die letzten beiden Summanden sind im Betrag kleiner als ep || f||. Daraus
folgt die erste Ungleichung in (5.7.6)). Die zweite Ungleichung beweist man
genauaso. Damit ist Lemma [5.7.6] bewiesen. O
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Beweis von Satz[5.7.5, Wir beweisen (i) = (ii). Wir nehmen ohne Ein-
schrénkung der Allgemelnhelt and, dass f nicht identisch verschwindet. Sei-
en  und f wie in Lemma [5.7.6L Wéahle eine Partition P € £(Q), so dass

€ € ~ —_ ~ c
<m, C—§<§(f,P)§S<f,P)<C+§

Die Existenz einer solchen Partition folgt aus Lemma und Satz
Nach Lemma folgt daraus

5(f,2p) <S(J,P)+2|fllep < c+ =

2+2Hf”€p<0+€,

§(f,Zp)zﬁ(f,P)—2||f||sp>c—§—2||f||sp>c_g.

Damit ist gezeigt, dass (ii) aus (i) folgt.
Wir beweisen (ii) = (iii). Sei ¢ > 0 gegeben. Nach (ii) existiert eine
Jordan-Partition Y = {4;,..., Ar} € Pjora(B) mit

c—¢e/2<S(f,Y)<S(f,Y)<c+e/2
Dann ist i
[:= UaAi
=1

eine Jordansche Nullmenge. Also existiert nach Lemma ein oy > 0, so
dass fiir alle Z = {By, ..., By} € Pjora(B) gilt

5(Z) < 6 — Z Vol,(B;) <

deo

4HfH

Behauptung. Sei Z = {By,...,Bi} € Pioa(B) mit §(Z) < §y und sei
JgeA{l,..., 0} mit do(B;,I') > 8. Dann ezistiert ein i € {1,...,k} mit

Bj C A;.

Da B; C B = J; A; ist, existiert ein Index ¢ € {1,...,k} mit A; N B; # 0.
Sei a € A; N B;. Dann ist dw(a, 0A;) > 6y und daher

B; C Bsy(a;dy) = {x € R"|doo(a,z) < &} C A

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Sei nun Z = {By,..., B} € Pjora(B) mit 6(Z) < &. Definiere

Jo={j€{l . (3 [deo(B;, T) < do}
Ji={j€{l,...,0}|de(B;.T) > &} .

AuBlerdem sei

Y/\Z:{AZHB]H:]_,,]{?,j:l,,f}

Dann ist Y A Z € Pjoq(B) und

IA

IN

<

S(f,Y)
S(f,Y NZ)
k ¢
ZZ(Amg f)Vol,,(4; N B;)
i=1 j=1 i
k k
ZZ inf f )Vol,(4; N B;) + ZZ(Aing f)Vol,(4; N B))
je€Jo =1 jeJp i=1 iNB;
ZZ mf f )Vol, (AN Bj) + Y ( 1nff )Vol,,(B;)
j€Jp i=1 jeN
ZZ ((inf f)Vol,(4;N B;) — Z(igff)voln(Bng(f, Z)
iedeisn B jedo =’
2|\ fI1>_ Volu(By) + S(f, Z)
J€Jo
S +5(£.2).

Hier haben wir im fiinften Schritt die Behauptung verwendet. Damit gilt

und ebenso

§(f,Z>>C—€

S(f,Z)<c+e

fiir jedes Z € Pjyoa(B) mit 6(Z) < §y. Damit haben wir gezeigt, dass (iii)
aus (ii) folgt.
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Wir beweisen (iii) = (i). Seien Z und f wie in Lemma|5.7.6, Wir kénnen
ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass f nicht identisch ver-
schwindet. Sei € > 0 gegeben. Nach (iii) existiert eine Konstante dy > 0 so
dass fiir alle Z € Pj4,q(B) gilt

d(Z) < do — c—¢e/2<S8(f,2)<S(f,Z) <c+e/2

Nach Lemma kénnen wir 0y so klein wihlen, dass fiir alle P € Z(Q)
gilt
ep < c
P —_— .
41111

Sei nun P € Z(Q) mit 6(P) < dg. Sei Zp € Pjora(B) wie in Lemma
Dann gilt 6(Zp) < dp und daraus folgt

5(P><50 -

c—e < c—¢/2=2|fllep
< S(f.Zp) =2|fller
< S(f,P)
< S(f,P)
< S(f.Zp)+2|fller
< c+e/2+2]fllep
< c+e.

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt aus Satz , dass ]7: () — R Riemann-
integrierbar und | 0 ]7: c ist. Daraus folgt nach Definition, dass die Funkti-
on f: B — R Riemann-integrierbar und [, f = c ist.

Damit haben wir gezeigt, dass die Aussagen (i), (ii) und (iii) zueinander

dquivalent sind. Die Aquivalenz der Aussagen (iii) und (iv) beweist man
genau wie in Satz[5.3.1] Damit ist Satz bewiesen. O

Ubung 5.7.7. (i) Jede beschrinkte zusammenhingende Teilmenge von R
ist Jordan-messbar.

(ii) Es gibt eine kompakte Teilmenge K C R, die nicht Jordan-messbar ist.
Hinweis: Modifizieren Sie die Konstruktion der Cantor-Menge.

(ii) Es gibt eine kompakte zusammenhiingende Teilmenge von R?, die nicht
Jordan-messbar ist.
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Lineare Transformationen

Satz 5.7.8. Sei B C R™ Jordan-messbare und ® € R™"™ v € R™. Dann ist
die Menge ®B + v := {®x +v|x € B} Jordan-messbar und hat das Jordan-
Mayjs Vol,,(®B + v) = |det(P)| Vol,(B).

Proof. Siehe Seite 207} O

0 1 14+A

Abbildung 5.4: Die Scherung eines Quadrats.

Beispiel 5.7.9. Sei A > 0 und

B :=0,1]? @::(é i)

Dann ist A :=®B = {(z,y) e R®? |0 <y <1, \y <x < Ay + 1}. (Siche Ab-
bildung [5.4]) Fiir y € [0,1] sei AY := {x e R|(z,y) € A} = [\y, \y + 1].
Dann ist AY Jordan-messbar und Vol;(AY) = 1 fiir jedes y € [0,1]. Aufler-
dem ist 0A = ®IB nach Satz eine Jordansche Nullmenge und daher
ist A Jordan-messbar. Also gilt nach Korollar [5.5.7]

Volp(B®) — / Voly (A¥) dy = 1 = [det(®)| Volo(B).

Beispiel 5.7.10. Seien aq,...,a, positive reelle Zahlen. Der Ellipsoid

2

(2

E(ay,...,a,) = {x eR"

ist das Bild des Einheitsballes B := {z € R"| Y. | 27 < 1} unter der Dia-
gonalmatrix ¢ := diag(as,...,a,). Nach Satz ist E(ay,...,a,) also
Jordan-messbar und hat das Volumen

Vol,(E(aq,...,a,)) = ay -+ - a,Vol,(B).

Hier haben wir die Formel det(®) = a; - - - a,, verwendet. Wir werden spéter
eine Formel fiir das Volumen des Einheitsballes herleiten (Beispiel [5.6.15)).
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Beweis von Satz[5.7.8 Der Beweis hat sieben Schritte.

Schritt 1. Sei ® € R™" mit det(P) = 0 und v € R". Sei B C R" eine
beschrinkte Teilmenge. Dann ist B + v eine Jordansche Nullmenge.

Die Bildmenge E :=im ® = {®x |z € R"} von ® ist eine linearer Unterraum
von R™ der Dimension d := dim £ < n und ®(B) ist eine beschinkte Teil-
menge von E. Also ist ®(B) nach Beispiel [5.6.10| eine Jordansche Nullmenge.

Schritt 2. Sei ® € R™"™ und v € R™. Ist B C R™ Jordan-messbar, so ist
auch ®B + v Jordan-messbar.

Ist det(®) =0, so folgt die Jordan-Messbarkeit von ®B + v aus Schritt 1.
Ist det(P) # 0 so ist die durch ¢(x) := ®x + v fiir x € R" definierte Ab-
bildung ¢ : R® — R"™ ein Diffeomorphismus. Daher ist der Rand der Men-
ge ®B + v = ¢(B) die Menge 0(®B + v) = ¢(0B) = OB + v. Dies ist nach
Satz eine Jordansche Nullmenge. Daher ist ® B + v Jordan-messbar.

Schritt 3. Sei B C R" eine Jordan-messbare Menge und v € R™ und s > 0.
Dann gilt Vol,,(sB + v) = s"Vol,(B).

Ist B ein offener oder abgeschlossener Quader, so folgt die Behauptung un-
mittelbar aus den Definitionen. Ist B ein Quadergebidude, wéhle eine Par-
tition P = {Py,..., P} € Z(B). Damn ist Vol,(B) = 3.F_, Vol,(P,), nach
Bemerkung [5.5.3| (v). Auflerdem ist

sP+v:={sPi+wv,...,sP,+ v}

eine Partition von sB + v. Daraus folgt die Behauptung fiir Quadergebdude.
Sei nun B C R”" eine beliebige Jordan-messbare Menge und b := Vol (B).
Ist s = 0 soist sB+v = {v} eine Jordansche Nullmenge und erfiillt daher die
Behauptung von Schritt 3. Sei also s > 0 und wahle eine Konstante ¢ > 0.
Dann existieren nach Satz zwei Quadergebiude By, B; C R”, so dass

BoCBC By, b— - <Vol,(By) < Volu(B) < b+ —.
Sn STL
Daraus folgt sBy+v C sB 4+ v C sBy +vund
s"b — e < Vol,,(sBy +v) < Vol,,(sB; +v) < s"b+¢.

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung aus Satz[5.6.2,
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Schritt 4. Sei & € R™™ und v € R™. Sei Wy := [0,1]" der abgeschlossene
FEinheitswiirfel. Definiere die Zahl \(®) > 0 durch

A(®) := Vol,,(PW)).
Dann gilt
Vol,,(PB + v) = A(®)Vol,(B) (5.7.7)
fiir jede Jordan-messbare Menge B C R™.
Dafl @B fiir jede Jordan-messbare Sei a = (a4, ...,a,) € R" und s > 0 und

B :=ai, a1 + 8] X -+ X [an, a, + s] = sWy + a.
Dann ist Vol,(B) = s und daher folgt aus Schritt 3, dass
Vol,,(®B) = Vol,,(s®Wj + sa) = s"Vol,,(PWy) = A(P)Vol,,(B).

Damit ist Schritt 4 fiir abgeschlossene Wiirfel bewiesen.

Sei nun B C R™ ein Quadergebéude, das eine Partition P = {Py,..., Py}
besitzt, so dass P; fiir jedes i ein abgeschlossener Wiirfel ist. Dann bilden die
Mengen ®P; +v,i=1,...,k, eine Jordan-Partition von ®B + v. Nach dem
bisher bewiesenen und Bemerkung gilt daher

Vol,,(®B + v) = Z\/ol (BP; +v) = A(® ZVOI (®)Vol,,(B).

=1

Damit ist Schritt 4 fiir jedes Quadergebéude, das eine Partition aus Wiirfeln
besitzt, bewiesen.

Sei nun B C R eine beliebige Jordan-messbare Menge und b := Vol,,(B).
Sei e > 0. Dann existieren nach Satz zwei Quadergebiude By, B; C R",
so dass By C B C Bj ist und

b—e < Vol,(By) < Vol,(By) < b+e.

Nach Bemerkung konnen By und B; so gewéhlt werden, dass sie Par-
titionen aus Wiirfeln besitzen. Damit folgt aus dem bisher bewiesenen, dass

AP)(b—e) < Vol,,(PBy + v) < Vol,(PB; +v) < A(P)(b+ ¢).

Daraus folgt A(®)(b — ) < Vol,,(PB + v) < A(®)(b + ¢) fiir alle ¢ > 0 und
daher Vol,,(®B + v) = A(®)b. Damit ist Schritt 4 bewiesen.
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Schritt 5. Die in Schritt 4 definierte Funktion A : R™™ — [0, 00) hat fol-
gende FEigenschaften.

(a) Ist ® € R™™ mit det(P) =0 so gilt A(P) = 0.
(b) Fiir alle s > 0 gilt A\(s1) = s".
(c) Fir alle &,V € R™™ gilt \(PV) = A(P)A(V).

Ist det(®) = 0, so ist PW, nach Schritt 1 eine Jordansche Nullmenge. Also
gilt nach Korollar [5.6.4]

A(P) = Vol,, (W) =0
Ist s > 0, so gilt nach Schritt 3
A(s1l) = Vol (sWy) = s™.
Sind &, ¥ € R™*™ so gilt nach Schritt 4
A(@W¥) = Vol (PUWy) = A(P)Vol, (Y Wy) = A(P)A(P).

Damit ist Schritt 5 bewiesen.
Schritt 6. Fir jede Elementarmatriz ® € R™™ gilt \(®) = |det(P)].

Eine Elementarmatrix ist entweder eine Permutationsmatrix, oder eine Dia-
gonalmatrix, oder eine Scherung. Eine Permutationsmatrix ® € R™ "™ hat
Eintréage Null und Eins, mit genau einer Fins in jeder Zeile und jeder Spalte.
Eine solche Matrix repréisentiert eine Abbildung ® : R® — R” der Form

Qx = (To(1),- -+ Tom))s r=(x1,...,2,) € R,

wobei o : {1,...,n} = {1,...,n} eine Permutation (also eine bijektive Ab-
bildung) ist. Sie hat die Determinante det(®) = +1 und bildet den Ein-
heitswiirfel Wy bijektiv auf sich selbst ab. Daher gilt

A(®) = Vol,,(PWy) = Vol,(Wy) = 1 = |det(P)].
Ist & = diag()\, ..., \,) eine Diagonalmatrix, so gilt det(®) = Ay --- A\, und

[O, )‘z]a falls )\Z Z O,

(I)W():[lx"'X[m I; ::{ P\Z,O]’ falls \; < 0.
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Das Intervall I; hat also die Lénge |);| und daraus folgt
A(®@) = Vol (@Wy) = [ [ I\i] = |det(®)] .
i=1

Eine Scherung ist eine Matrix der Form

1 A 0 0
01 0 --- 0
o= 0 0 1 :
S 0
00 --- 0 1

mit A > 0. Diese Matrix hat Determinante Eins und das Bild des Ein-
heitswiirfels ist die Menge

@WO:{(.Tl—F)\.TQ,I’Q,...,.Tn)‘OSxi < 1}:]3)(@
mit
P :={(z1 + \rg,20) |0 < z; < 1}, Q:=1[0,1]"2

Nach Beispiel gilt Voly(P) = 1. Also folgt aus Korollar die Glei-
chung

A(®) = Vol,(P x Q) = Voly(P)Vol,,_»(Q) = 1 = |det(P)]| .
Damit ist Schritt 6 bewiesen.

Schritt 7. Fir jede Matriz ® € R™™ gilt \(®) = |det(P)|.

Nach einem Satz aus der Linearen Algebra 148t sich jede Matrix & € R™*"
als Produkt
O =P;Py--- Py

von Elementarmatrizen schreiben. Da die Determinante eines Produktes qua-
dratischer Matrizen gleich dem Produkt der Determinanten ist (ebenfalls
nach einem Satz aus der Linearen Algebra), folgt aus Schritt 5 und Schritt 6
die Gleichung

¢ ¢
AM@) = [[ @) = ] Idet(®)] = |det(®)] .
i=1 i=1
Damit ist Schritt 7 bewiesen.
Die Behauptung von Satz folgt direkt aus Schritt 2, Schritt 4 und
Schritt 7. n
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Nichtlineare Transformationen

Es folgt der Hauptsatz diese Abschnitts.

Satz 5.7.11 (Transformationsformel). Sei U C R" eine offene Menge
und ¢ : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei A C U eine kom-
pakte Jordan-messbare Menge und sei N C A eine kompakte Jordansche Null-
menge. Wir setzen voraus, dass die Restriktion ¢|a\n : A\ N — R" injektiv
ist und die Bedingung

det(dp(z)) # 0 fir alle x € A\ N (5.7.8)

erfillt. Dann ist die Menge B := ¢(A) C R™ Jordan-messbar. Ist f : B — R
Riemann-integrierbar, so ist auch f o ¢ : A — R Riemann-integrierbar und
es gilt die Gleichung

/B Fy) dys - / F(6(x)) |det(dd(x)] dar - den.  (5.7.9)

Proof. Siehe Seite [2 O

Lemma 5.7.12. Sei U C R" eine offene Menge, sei A C U eine kompak-
te Jordan-messbare Menge, sei ¢ : U — R" eine stetig differenzierbare Ab-
bildung, und sei N :={x € A| det(dp(x)) = 0} eine Jordansche Nullmenge.
Dann ist B := ¢(A) Jordan-messbar und es gilt 0B C ¢(OAU N).

Beweis. Zunéchst ist B das stetige Bild einer kompakten Menge und ist
daher kompakt und damit auch abgeschlossen. Auflerdem ist

A\ (DAUN) = A\ N
eine offene Teilmenge von U und nach Voraussetzung gilt det(d¢(x)) # 0 fur

alle z € A\ (OAU N). Nach Korollar 3.1.13] ist daher ¢(A\ (0AU N)) eine
offene Menge und daraus folgt ¢(A \ (AU N)) C B. Damit erhalten wir

OB =B\ B C ¢p(A)\ ¢p(A\ (DAUN)) C ¢(JAUN).

Nach Satz ist (0A U N) eine Jordansche Nullmenge. Also ist 0B eine
Jordansche Nullmenge und damit ist Lemma [5.7.12] bewiesen. [

Bemerkung 5.7.13. Die Behauptung von Lemma gilt auch dann,
wenn N := {zx € A| det(d¢(x)) = 0} keine Jordansche Nullmenge ist. Ohne
diese Voraussetzung wird der Beweis jedoch aufwendiger. Er beruht darauf,
dass ¢(IV) auch dann eine Jordansche Nullmenge ist, wenn N selbst keine

Jordansche Nullmenge ist. Dies ist ein Spezialfall des Satzes von Sard (siche
Bemerkung |3.3.13)), und daraus folgt die Behauptung wie in Lemma |5.7.12}
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Lemma 5.7.14. Sei U C R" eine offenen Menge und K C U eine kom-
pakte Teilmenge. Sei ¢ : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung, so
dass det(dg(x)) # 0 is fir alle x € K. Dann ezistiert fir jedes ¢ > 0 eine
Konstante § > 0, so dass folgendes gilt. Ist 0 < s < § und a € R™ mit

W=lag —s,a1+ 8| x -+ X [a, — $,a, + 5] C K, (5.7.10)
dann qilt

Vol,,(¢(W)) — |det(d¢p(a))| Vol,,(W)| < eVol,(W). (5.7.11)
Beweis. Wir erinnern zunéchst an die Definition der Normen

1]
[l = sup Z—==

(5.7.12)
..... n 0#x€R™ HxHoo

2] o := max |z,
=1

fir x € R” und ® € R™". Das ist die Menge W C R" in der abge-
schlossene Ball W = B,(a;ds) vom Radius s mit Mittelpunkt a beziiglich
der Abstandsfunktion R x R* = R : (z,y) — dx(z,y) := ||z — y||,. Nach
Voraussetzung sind die Abbildungen

K—R:z+— Hdgb(a:)_lnoo, K = R:xw— |det(do(z))]

stetig. Da K kompakt ist, sind diese Funktionen beschréankt. Daher gibt es
also eine Konstante ¢ > 0, so dass

|dp(x)7H| . <e |det(dp(z))| < c  fiir alle z € K. (5.7.13)

Sei € > 0 gegeben. Wahle p > 0 so klein, dass
€ €
l—=—<(Q-=-p"<(14+p"<1+-. (5.7.14)
c c

Wihle § > 0 so klein, dass fiir alle x,y € R™ gilt

P
ryek, Je-yla<d = o) —dol) <L (57.15)
Eine solche Konstant existiert, da die Abbildung d¢ : U — R™ ™ auf der
kompakten Menge K C U gleichmiflig stetig ist. Wir beweisen, dass die

Behauptung von Lemma [5.7.14] mit dieser Konstanten ¢ erfiillt ist.
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Seien also a € R” und 0 < s < § gegeben, so dass
W := By(a;ds) C K

ist. Dann gilt ||a — z|| < ¢ fiir alle x € W und daraus folgt nach (5.7.15) mit
® = d¢(a) € R™™ die Ungleichung

p

fir alle z € W.
[ S

[do(a) — @ < % <

Hier folgt die zweite Ungleichung aus ([5.7.13)) mit x = a. Betrachten wir nun
die Abbildung

YU —=R", V() = 0 1o(x).
Dann gilt dip(x) = @ 'd¢(x) und
ld () = 1| = |27 (de(x) — @)| , < [[@7H]| lde(@) — @l < p
fur alle x € W. Nach Lemma folgt daraus
(1=p)@(W —a) C ¢(W) = ¢(a) C (1+p)(W +a).
Nach Lemma ist (W) —¢(a) Jordan-messbar und nach Satz [5.7.8| gilt
(1= p)" |det(®)| Vol,(W) = Vol,((1 = p)&(W — a))
Vol (¢(W))

Vol,,((1 4 p)@(W +a))
= (14 p)"|det(P)| Vol, (V).

Daraus folgt die Ungleichung
VoL, (6(1W)) — [det(®)| Vol, (W)
<max{l—(1—p)", (14 p)" — 1} |det(P)| Vol, (W)

<max{l—(1—-p)", (14 p)" —1}cVol, (W)
< eVol,,(W).

Hier folgt die zweite Ungleichung aus (5.7.13)) und die dritte aus ([5.7.14)).
Damit ist Lemma [5.7.14] bewiesen. O



214 KAPITEL 5. MEHRFACHE INTEGRALE

Beweis von Satz[5.7.11. Der Beweis hat drei Schritte.

Schritt 1. Ist N = () und A C U ein Quadergebiude, das eine Partition aus
Wiirfeln besitzt, so gilt

Vol,,(p(A)) = /A |det(do(x))| dxq - - - dx,. (5.7.16)

Sei e > 0 gegeben und wéhle § > 0 so, dass die Behauptung von Lemma/|5.7.14
fir K = A gilt. Die Funktion A — R : z |det(d¢( ))| ist stetig und daher
Riemann-integrierbar (sieche Bemerkung [5.5.6)). Nach Satz existiert also
eine Partition P = {Py,..., P} von A so dass P; fiir Jedes 1 ein abgeschlos-
sener Wiirfel ist und die fiir alle ; € P; die Ungleichung

/A dé(a)] da, - Zrdqs )| Vol ()| <

erfiillt. Dariiber hinaus kénnen wir P so wihlen, dass §(P) < § ist. Sei
nun z; € P; der Mittelpunkt von P,. Dann gilt nach Wahl von ¢ die Un-
gleichung

£ (5.7.17)

)Voln( P))) — |det(dp(z;))| Vol,,(P;)| < eVol,(F;) (5.7.18)

fur i =1,...,k. Nun ist | J, 0P eine Jordansche Nullmenge. Nach Satz|5.6.7]
ist damit auch ¢(|J, 0F;) eine Jordansche Nullmenge. Nach Lemma [5.7.1
mit N =0 gilt auerdem 0¢(P;) C ¢(0F;) fiir alle ¢. Damit ist |J, 0p(F;)
eine Jordansche Nullmenge und daher gilt Vol,(¢(A)) = 21:1 Vol,,(¢(F;))
nach Lemma . Kombinieren wir dies mit den Ungleichungen ([5.7.17))

und ((5.7.18]), so ergibt sich

DO

Vo, (0(4)) ~ | fdet(de) \

ZVOI /A \det(dqb)|’

< Z‘Vol — |det(de(z;))| Vol,(P;)

Z|det dé(z;))| Vol, (P, /\det de) '

< (Voln(A) le.

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt daraus Schritt 1.
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Schritt 2. Unter den Voraussetzungen von Satz|5.7.11| gilt (5.7.16)).
Gegeben sei € > 0. Wahle ¢ > 0 mit
lp(x) — ()|, < cllz—2a'|| fiir alle x, 2" € A. (5.7.19)

Eine solche Konstante ¢ > 0 existiert nach dem Schrankensatz (Satz [2.4.1)).
Wihle eine Konstante C' > 0 mit

|det(do(x))| < C fir alle z € A. (5.7.20)

Wihle zwei Quadergebiaude Ay, A; C R", die Partitionen aus Wiirfeln besit-
zen und folgende Bedingungen erfiillen

Ay C A\ N, Vol,,(A) — e < Vol,,(Ap),

A\AO C Al, VOln<A1) <Voln(A\A0)+5 < 2e.
Solche Quadergebéude existieren nach Satz B

Wiéhle eine Partition P = {Py,..., Py} von A;. Dann ist P; fiir jedes i ein

abgeschlossener Wiirfel. Ist s; die Seitenlinge von P, so gilt [z —2'[| , <'s;
fiir alle z, 2" € P;. Daraus folgt nach (5.7.19) die Ungleichung

lo(x) — ()|, < esi fiir alle 7,2’ € P; N A.

(5.7.21)

Daher existiert fiir jedes ¢ ein abgeschlossener Wiirfel @; C R" mit Sei-
tenlédnge 2cs;, so dass ¢(P; N A) C @; und Vol,,(Q;) = (2¢s;)™ ist. AuBerdem
gilt

B(A) \ d(Ag) C ¢(A\ Ag) C¢<U (Pi mA) UQZ

und daher

k k
Vol (6(A)\(Ao)) <D Vol (Q) = (2¢)" Y s = (2¢)"Vol, (A1) < 2(2c)"e
i=1 =1
AuBlerdem gilt nach Schritt 1, sowie (5.7.20) und (5.7.21)), dass
Vol,(6(0)) = [ ldet(do)], [ det(do)] < CVol, (4 4r) < C=
Ao A\Ag

Daraus folgt

Vol (o) - [ |det<d¢>|\ < Vol, (@A) \ on) + [ (o)

< (2(20)" 4 C)e.
Da ¢ > 0 beliebig gewahlt war, folgt daraus die Behauptung von Schritt 2.
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Schritt 3. Wir beweisen Satz|5.7.11|.

Seien N C ACU,¢:U — R*und f: B = ¢(A) — R wie in den
Voraussetzungen von Satz [5.7.11, Die Supremumsnorm von f wird mit

If]] == sup | f(y)]
yeB

bezeichnet. Aulerdem verwenden wir die Notation ([5.7.12]).

Sei e > 0 gegeben. Da A C U kompakt und ¢ : U — R" stetig dif-
ferenzierbar ist, ist die Restriktion ¢|4 : A — R™ nach dem Schrankensatz
(Satz Lipschitz-stetig. Daher existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

lo(x) — ()|, < cllz—a'|| fiir alle z, 2" € A. (5.7.22)

Da f : B — R Riemann-integrierbar ist, existiert nach Satz ein 69 > 0,
so dass fiir jede Jordan-Partition Z = {By, ..., Bx} € Pjora(B) und alle Vek-
toren yy, ...y € R” folgendes gilt:

3

k
3(Z) < cdy, /Bf _ Z;ﬂyi)VOln(Bi) <7 VLAY (5.7.23)

v BYi

Da die Funktion A — R : z +— det(d¢(z)) gleichméBig stetig ist konnen wir dg
so klein wéhlen, dass alle z,2’ € A mit ||z — 2’|, < dy die Ungleichung

3
<
L+ [[f[| Vol..(A)

|det(do(z)) — det(dp(x'))] (5.7.24)
erfiillen. Sei nun Y = {Ay,..., Ay} € Pyora(A) eine Jordan-Partition von A
mit

I(Y) = ‘Eaxch(Ai) < dp.
Da ¢|a\ v injektiv ist, gilt ¢(A;) NP(A4;) C ¢((A;NA;) UN). Nach Satz
folgt daraus, dass ¢(A;) N ¢(A;) fiir i # j eine Jordansche Nullmenge ist.
Damit ist die Menge

Z :={By,..., By}, B; = ¢(A),

eine Jordan-Partition von B = ¢(A). AuBerdem gilt ||z — 2'|| , < do fiir alle
i und alle z,2" € A;. Nach folgt daraus ||y — v'||, < cdo fiir alle 4
und alle y, 4y’ € B;. Das heifit, die Jordan-Partition Z € &;..4(B) erfiillt die
Ungleichung 6(Z) < ¢dy. Damit erfiillt Z die Voraussetzung von ((5.7.23]).
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Mit x; € A; und y; := ¢(z;) ergibt sich

¢(x:)) |det(de(x;))| Vol (A;)

(y;)Vol,(B;)

+II] Z IVol,,(¢(A;)) — |det(de(x;))| Vol (A;)]

< TEAIVeL (A *”f”Z/ ()] — |do(w))]| do

|l Volu(4)
= T4 [ Vol,(A) Z T+ /] Volo(4) —

Hier folgt die zweite Ungleichung aus (5.7.23)) und die dritte aus ([5.7.24)).
Da & > 0 beliebig gew#hlt war, folgt die Gleichung (5.7.9) aus Satz [5.7.5]
Damit ist Satz [B.7.11] bewiesen. O

Beispiel 5.7.15. Die Jacobi-Transformation ¢ : R? — R? ist durch

o(u,v) = (u — uv, uv)

fiir (u,v) € R? definiert. Bezeichnen wir z :=u —uv und y := uv, so er-
gibt sich fiir die Umkehrabbildung die Formel v =z + y und v = y/(x + y).
Das heifit, ¢ bildet die offene Menge U := {(u,v) € R?*|u # 0} diffeomorph
auf V := {(z,y) € R?|x 4+ y # 0} ab und hat die Ableitung

do(u, v) = ( L=v —u ) L det(d(u, v)) = .

v u

Daher sind die Voraussetzungen von Satz [5.7.11] mit Ag := [0, R] x [0, 1],
N :={0} x [0,1], und Ar = ¢(Ar) = {(v,y) e R?* |2,y >0,z +y < R}
erfiillt, und daraus folgt die Gleichung

R [l
. f(z,y) da:dy:/o /0 fu — uwv,uwv)u dvdu (5.7.25)

fiir jede stetige Funktion f : R? — R. In Gleichung (5.7.25)) ist es auch
interessant den Grenzwert fiir R — oo zu betrachten, falls dieser existiert.
Solche Grenzwerte sind das Thema des néchsten Abschnitts
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5.8 Uneigentliche Integrale

Definition 5.8.1. Sei U C R"™ offen. Eine Funktion f:U — R heifit lo-
kal Riemann-integrierbar, wenn die Restriktion f|g : B — R fir jede
kompakte Jordan-messbare Teilmenge B C U Riemann-integrierbar ist. Wir
verwenden die Bezeichnungen

BU):={B C U|B ist kompakt und Jordan-messbar} ,
Rioc(U) = {f U—-R | f st lokal Riemann-mtegm'erbar} .

Definition 5.8.2. Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — R heifit (un-
eigentlich) Riemann-integrierbar, wenn sie lokal Riemann-integrierbar
st und

sup /B|f(x)|dx < 0. (5.8.1)

Be#(U)

Ubung 5.8.3. Sei U C R” offen. Dann existiert eine Folge B; € %(U) mit
B;C B firalleieN, U=|]B. (5.8.2)
i=1

Satz 5.8.4 (Das uneigentliche Integral).

Sei U C R"™ offen und sei f : U — R eine uneigentlich Riemann-integrierbare
Funktion. Dann existiert genau eine reelle Zahl ¢ € R, welche die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt.

(i) Fiir jede Folge B; € #(U), die (5.8.2)) erfillt, gilt ¢ = lim;_ [ f(x)dzx.
(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein By € B(U), so dass jede kompakte Men-
ge Be B(U) mit By C B C U die Ungleichung ’c— J5 f(x) dx’ < e erfillt.

Beweis. Siehe Seite 219 O

Definition 5.8.5 (Das uneigentliche Integral). Seien U und f wie in
Satz5.8.4. Dann heifit die Zahl ¢ € R in Satz das (uneigentliche)

Riemannsche Integral von f iiber U und wird mit fU f bezeichnet. Das
heif$t, es gilt

/Uf::/Uf(a;)d:r =l [ f@)ds (5.8.3)

i—00

fiir jede Folge B; € B(U) die die Bedingungen in (5.8.2)) erfillt.
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Beweis von Satz[5.8.4) Der Beweis hat fiinf Schritte.

Schritt 1. Sei B; € B(U) eine Folge kompakter Jordan-messbarer Teilmen-
gen von U, die (5.8.2) erfillt. Sei B C U eine beliebe kompakte Teilmenge.
Dann existiert eine Zahl i € N so dass B C B; ist.

Wir argumentieren indirekt und nehmen an, dass B ¢ B; ist fiir alle i € N.
Dann existiert nach dem abzéhlbaren Auswahlaxiom eine Folge (x;);eny mit

x; € B\ B; fiir alle ¢ € N. (5.8.4)
Da B kompakt ist existiert eine konvergente Teilfolge (z;, ),eny mit Grenzwert
xo := lim z;, € B.
V—00

Da B eine Teilmenge von U ist, gilt zp € U und, da und U = J;, B; ist
nach ([5.8.2)), existiert folglich eine Zahl iy € N mit

Xo € Bio C Bi0+1.

Da die Folge (z;,),en gegen xy konvergiert und die Menge 1-031-0“ offen ist,
existiert eine Zahl vy € N, so dass fiir alle v € N folgendes gilt:

V> = T, € éioﬂ.
Wiéhlen wir die Zahl v € N so gross, dass v > vy ist und 72, > 1 ist, so gilt
x;, € éz’0+1 C Bjy+1 C B;,.
Diese steht im Widerspruch zu und damit ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. Sei B; € AB(U) eine Folge kompakter Jordan-messbarer Teilmen-
gen von U, die (5.8.2) erfillt. Dann gilt lim; o [ |f] = suppegw) [ilf]-

Sei C':= suppc ) [, |f] und sei eine Konstante € > 0 gegeben. Dann exi-
stiert eine Menge B € #(U) mit

/B]f|>0—5.

Nach Schritt 1 existiert eine Zahl ip € N mit B C B;,. Ist ¢ € N mit ¢ > 7y so
gilt B C B;, C B; und daher

C—€</B|f|§/Bi|f|§O.

Damit ist Schritt 2 bewiesen.
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Schritt 3. Sei B; € B(U) eine Folge kompakter Jordcm messbarer Teilmen-
gen von U, die (5.8.2)) erfillt. Dann ist ¢; : fB x) dz eine Cauchy-Folge.

Sei € > 0 gegeben. Dann existiert nach Schritt 2 eine natiirliche Zahl 7 € N
mit [, |f| > C —e. Nun seien i, j € N gegeben mit j > i > ig. Dann gilt
%0

|Ci_cj|:‘/5;j\3if)S/Bj\Bi|f|:/Bj‘f|_/B;i’f|§0_/3i |f] <e.

Damit ist Schritt 3 bewiesen.

Schritt 4. Sei B; € B(U) eine Folge kompakter Jordan-messbarer Teilmen-
gen von U, die (5.8.2)) erfillt. Dann existiert der Grenzwert

c:=lim [ f(z)dx. (5.8.5)

i—oo Jp.
K2

und erfillt die Bedingung (i) in Satz
Der Grenzwert existiert nach Schritt 3. Sei C':= suppe 5y [ B| flund € >0
gegeben. Dann existiert nach - und Schritt 2 eine Zahl ig € N mit

\C—/B. <3 /B 71> =3

Sei B € A(U) mit B;, C B. Dann gilt

s = L= [ nse- [ <]

und daher

e =l f o [ A=l f AL <

Damit ist Schritt 4 bewiesen.

Schritt 5. Sei ¢ € R eine Konstante, die Bedingung (i) in Satz[5.8.4] erfiillt.
Dann erfiillt ¢ auch Bedingung (i) in Satz[5.8.4)

Sei B; € #(U) eine Folge kompakter Jordan-messbarer Teilmengen von U,
die erfiillt, und sei € > 0. Dann existiert nach (ii) ein By € A(U),
so dass jedes B € #(U) mit By C B die Ungleichung |c — [, f| < ¢ erfiillt.
Nun existiert nach Schritt 1 ein ig € N mit By C B;,. Ist ¢+ € N mit ¢ > 4,
so gilt By C B;, C B;, und daher |c — fBi f| < e. Damit haben wir gezeigt,
dass ¢ = lim; o0 [ 5, / ist. Damit sind Schritt 5 und Satz bewiesen. [
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Beispiele
Beispiel 5.8.6. Seien p,q > 0 und sei die Funktion f : (0,00)? — R durch
fla,y) = arlyt e

fiir x,y > 0 gegeben. Fiir R > 1ist Kp := [R™!, R]? eine kompakte Teilmenge
von U = (0,00)? und nach dem Satz von Fubini (Satz [5.4.1)) gilt

f(x,y) dzdy = (/ e dx) (/ yi eV dy) .
Kgr 1/R 1/R

Daraus folgt, mit dem Grenziibergang R — oo, dass die Funktion f : U — R
uneigentlich Riemann-integrierbar ist und ihr Integral durch

/U f(x,y) dzdy = T(p)T(q) (5.5.6)

gegeben ist. (Hier ist I'(p) := [;° 27~'e™* do Gamma-Funktion.) Andererseits
148t sich das Integral von f nach Satz auch als Grenzwert der Integrale
iiber die Mengen Ap = {(z,y) e R?* |2 >0,y >0,z +y < R} mit R — oo
schreiben. Nach Beispiel folgt daraus

/f(:c,y)dwdy: lim/ f(z,y) dxdy
U R—o0 Ag
R 1
= lim/ /f(u—uv,uv)udvdu
0o Jo

R—o0

R 1
= lim / / (u — wv)P " (uv)? tue ™™ dvdu
o Jo

R—o0
R p1

= lim / / (1 — )Pt Pt e dudu

R—o0

o Jo
1 R
= [ (1 -0 dv lim uPti e du
0 R—oo [

1
= / (1 —v)P "  duT(p + q).
0
Daraus ergibt sich nach (5.8.6|) die Formel

/0 (1— )P to Lt = —E((Z E(Z)). (5.8.7)
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Beispiel 5.8.7. Wiederholen wir das Argument aus Beispiel firR=1
mit den offenen Mengen (0, 1)? und

A={(z,y) eR*|z>0,y>0,z+y<1} (5.8.8)

und der uneigentlich Riemann-integrierbaren Funktion f : A — R, die
durch f(z,y) = 2Pyt mit p,q > 0 gegeben ist, so ergibt sich fiir das
uneigentliche Integral die Formel

1 1
/ 2Pyt dady :/ / (u — uv)P~ (uv) " u dvdu
A 0 0

— (/01(1 — )Pyt dv) (/Olupﬂ—l du) (5.8.9)

_T(T(@ 1 _ T
Tp+q)p+q Thp+q+1)

Hier folgt der erste Schritt aus Gleichung ([5.7.25)) in Beispiel [5.7.15| und der
dritte Schritt aus der Gleichung (5.8.7)) in Beispiel [5.8.6]

Beispiel 5.8.8. Seien a,b, «, 5,p,q > 0. Wir beweisen die Formel
rr()
Phe «
/ xp—lyq—l d:}:dy — a B 7
Iy Br(zsssn) (5.8.10)

AZ‘? = {(a:,y) eR’|z>0,y>0, <§>a+ (%)ﬁ < 1}.

Die Abbildung A — A:bﬁ S (6,m) = d(E,m) = (ag*,bn'/P) ist ein Diffeo-
morphismus mit der Ableitung

a0
do(&,n) = ( N
g
Daher folgt aus der Transformationsformel in Satz [5.7.11| mit Hilfe der ent-
sprechenden Grenziibergénge fiir uneigentliche Integrale die Gleichung

b 1 1
e =22 | pagte )kt dgan

b

AS
Mit f(z,y) = 2P~1y9~1 erhalten wir

PHa
et = 20 [k agay
N aB Ja

Damit folgt (5.8.10]) aus Gleichung (/5.8.9)) in Beispiel
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Beispiel 5.8.9. Sei ||-|| die Euklidische Norm auf dem R™ und sei f : R* — R
die Funktion f(z) := e~ l#I* = ¢=*i==2% fiir + € R". Diese Funktion ist un-
eigentlich Riemann-integrierbar. Wir beweisen die Formel

/ e 171 gy = /2, (5.8.11)

Zunichst gilt nach dem Satz von Fubini fiir jedes n € N die Gleichung

/ e—||x||2dx1...d%:(/ e—wzd;p> : (5.8.12)

(Man wende Satz auf das Integral iiber [—R, R]" an und betrach-
te den Grenzwert R — 00.) Sei ¢ : (0,00) x (—m,7) — R?\ ((—o00,0] x {0})
der durch ¢(r, ) := (rcos(#),rsin(d)) definierte Diffeomorphismus (Polarko-
ordinaten fiir n = 2). Dann gilt det(d¢(r,0)) = r und daher

T rdy = [ r rsin(0))r dddr
[ seydsty= [ [ o cos(o).rsinio))r s

fiir jede uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion f:R? — R. Fiir die

Funktion f(z,y) := e~**~¥" erhalten wir mit Hilfe von (5.8.12) die Formel

0 2 00 T 00
</ e d;z:) = / / e r dfdr = 27r/ e rdr = .
—00 0 —T 0

Hier folgt der letzte Schritt aus der Substitutionsformel fiir Integrale in einer
Variablen mit s := r2. Daraus ergibt sich die Formel [*_ e~ dz = /7 und

daher folgt die Gleichung ([5.8.11)) aus ([5.8.12]).

Beispiel 5.8.10. Sei A = AT € R™" eine symmetrische positiv definite

Matrix. Dann gilt
2T A T n/ 2
/ et Mdr = ——. (5.8.13)
n /det(A)

Zum Beweis verwenden wir die aus der Linearen Algebra bekannte Tatsache,
dass eine (eindeutige) symmetrische positiv definite Matrix B = BT € R™"
existiert mit B? = A. Sei ¢ : R" — R" der Diffeomorphismus ¢(z) := Buz.
Dann ergibt sich aus Beispiel zusammen mit der Transformationsformel
in Satz die Gleichung

7r71/2:/ €—||y2dy:/ o |IBzl? det(B) d:c:/ e—f’fTAzda:\/det(A).
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5.9 Divergenz

In dem letzten Abschnitt diese Kapitels verbinden wir die Transformations-
formel aus Satz mit dem Fluss eines stetig differenzierbaren Vektorfel-
des in Kapitel @l Hierzu beginnen wir mit der folgenden Beobachtung. Sei-
en U,V C R" zwei offene Mengen und sei ¢ : U — V ein C*-Diffeomorphis-
mus. Ist B eine kompakte Jordan-messbare Teilmenge von U, so ist ¢(B) eine
kompakte Jordan-messbare Teilmenge von V. Dafl ¢(B) kompakt ist folgt
aus der Stetigkeit von ¢ und dass der Rand 0¢(B) = ¢(0B) eine Jordansche
Nullmenge ist, folgt aus Teil (ii) von Satz[5.6.7 Damit ist also ¢(B) Jordan-
messbar, wie behauptet, und hat nach der Transformationsformel in

Satz mit f =1 das Volumen
Vol,,(¢(B)) = /B |det(do(z))| d. (5.9.1)

Definition 5.9.1. Seien U,V C R" offene Mengen. Ein C*'-Diffeomorphis-
mus ¢ : U — V heifst volumentreu wenn jede kompakte Jordan-messbare
Teilmenge B C U die Gleichung Vol,(¢(B)) = Vol,,(B) erfiillt.

Lemma 5.9.2. Seien U,V C R" offene Mengen und sei ¢ : U — V ein C*-
Diffeomorphismus. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) ¢ ist volumentreu.

(ii) Es gilt |det(do(x))| =1 fiir alle x € U.

Beweis. Die Implikation (ii) = (i) folgt aus der Gleichung (5.9.1)), die wie-
derum direkt aus der Transformationsformel in Satz[5.7.11] folgt. Zum
Beweis der Umkehrung nehmen wir an, dass ¢ volumentreu ist, und wiahlen
ein Element a = (a1, ...,a,) € U. Fir € > 0 sei

Qe :=la1 —e,a1 €] x -+ X |a, —&,a, + €.

Diese Menge ist Jordan-messbar und hat das Volumen (2¢)". Fiir ¢ > 0
hinreichend klein gilt Q. C U und daher, nach (i) und (5.9.1)),

VOL(6(Q0) _ Vo(#(Q) _ 1 [
L= 0 = e = e 1ettdot)ld

Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 folgt daraus

1 -
et(do(a)) = lim 7 | dettdote)]do = 1.

Also erfiillt ¢ die Bedingung (ii) und damit ist Lemma bewiesen. [
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Beispiel 5.9.3. Sei ¢ : R? — R x (0, 00) der durch

¢(x,y) = (e”Vx,e”)

fiir (z,y) € R? definierte Diffeomorphismus. Die Umkehrabbildung ist durch

¢~ (& m) = (€n,log(n))
fiir ¢ € R und n > 0 gegeben. Die Jacobi-Matrix

o= (7 )

ey
hat fiir alle (z,y) € R? die Determinante 1 und daher ist ¢ volumentreu.

Wir wenden uns nun der Frage zu, unter welchen Voraussetzungen der
Fluss eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes aus volumentreue Diffeomor-
phismen besteht. Sei also U C R" eine offene Menge, sei f : U — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, und sei ¢ : 2 — U der Fluss dieses Vektorfeldes.
Das bedeutet, dass Q@ C R x U die Menge aller Paare (t,x¢) mit zg € U
und ¢ € I(xzg) ist, wobei I(zp) C R das maximale Existenzintervall fiur die
Losungen des Anfangswertproblems

= f(z), z(0) = xg (5.9.2)

ist, und dass die Funktion I(zg) — U : t — ¢(t, x¢) fiir jedes xy € U genau
die eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems ist (siehe Definition[4.2.2)).
Nach Satz ist Q) eine offene Teilmenge von R x U und nach Satz
ist die Abbildung ¢ : 2 — U stetig differenzierbar. Mit

U={xeU|tel(x)}
und ¢, () := ¢(t, z) fir x € U, folgt daraus, dass die Abbildung
o Up = Uy

fiir jedes t € R ein C''-Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™
ist (Bemerkung |4.3.3). Die Frage ist nun, unter welcher Voraussetzung ¢,
volumentreu ist. Dazu erinnern wir uns daran, dass fiir o € U und t € I(z)
die Jacobi-Matrix ®(t) := d¢y(zo) die Losung des Anfangswertproblems

O(t) = A@)®(t),  ®(0) =1, (5.9.3)
mit A(t) := df (¢¢(z0)) ist (Lemma [1.4.2).
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Lemma 5.9.4. Sei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I, sei A : I — R™"
eine stetige Funktion, und sei ® : I — GL(n,R) die Losung von ((5.9.3).
Dann gilt

%det@( t)) = spur(A(t)) det(®(1)) (5.9.4)

fiir alle t € 1.

Beweis. Die Funktion det : R™"™ — R ist ein homogenes Polynom vom

Grade n in n? Variablen und ist daher glatt (Satz|D.3.3)). Sei
p = det ’GL(n,R) : GL(n, R) — R

die Einschrankung der Determinante auf die allgemeine lineare Gruppe (eine
offene Teilmenge von R"*™). Wir beweisen, dass die Ableitung von p an der

Stelle & € GL(n,R) die durch
dp(D)® = spur(®~' D) det(®) (5.9.5)

fiir d € R™<™ gegebene lineare Abbildung dp(®) : R™*"™ — R ist. Dazu be-
trachten wir zunéchst den Fall ® = 1. Dann gilt fiir A = (a;;);;-, € R™"

die Gleichung 4|,_oe'* = A (Satz|1.5.2) und daher
d

dp(I)A = — t4
pmA= G| o)
== . det(e'ey, ... ee,)
= Zdet(el, ey €61, Aei, Citly---, Bn)
= Zdet €1y, €int, Zaﬂej,ezﬂ, ey En)
= Zaii det(el, ceey en)
i=1
= spur(A).
Hier bezeichnet ey, ..., e, die Standardbasis des R™ und wir haben die Tat-

sache verwendet, dass die Determinanten-Abbildung ® + det(®) linear in
jeder Spalte von @ ist und verschwindet, sobald zwei Spalten von ® {iberein-
stimmen. Damit ist die Gleichung (5.9.5)) fiir & = 1 bewiesen.
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Sei nun ¢ € GL(n,R) und ® € R"™*" und definere
A:=3"'d.

Dann gilt
et = DA = D

und daher

dt (CI)etA)
< 70p<<1>>p<e“*>
— p(®)dp(1)A

= det(P)spur(A).

Damit ist die Gleichung ([5.9.5) bewiesen, und daraus folgt fiir die Losung
I — GL(n,R) : t — O(¢)

von Gleichung (5 nach der Kettenregel die Formel

%det@( ) = dp(@(1)d(1)
= spur(®(t) "1d(t)) det(D(t))
= spur(A(t)) det(P(¢)).
Damit ist Lemma [5.9.4] bewiesen. O

Definition 5.9.5 (Divergenz). Sei U C R"™ eine offene Teilmenge und
sei f = (f1,---,fa) : U — R" einstetig differenzierbares Vektorfeld. Die
Divergenz von f ist die Funktion div(f) : U — R, die durch

(div(f Z g;z = spur(df (z)) (5.9.6)

fir x € U definiert ist. Das Vektorfeld f heifit divergenzfrei wenn die
Divergenz von f auf ganz U verschwindet, das heifit, wenn spur(df(z)) =0
ist fir alle x € U.
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Satz 5.9.6. Sei U C R" eine offene Menge, sei f:U — R™ ein stetig dif-
ferenzierbares Vektorfeld, und sei ¢y : Uy — U_; der Fluss von f. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(i) Das Vektorfeld f ist divergenzfrei.

(ii) Der C'-Diffeomorphismus ¢; : Uy — U_; ist volumentreu fir alle t € R.

Beweis. Lemma [5.9.4] zeigt, dass die Determinante der Jacobi-Matrix von ¢
die Differentialgleichung

< det(du(z)) = spur(df(64(x0))) det(dé(x0)),

det(d¢0($0>) = ].7

(5.9.7)

erfiillt. Daraus folgt dass das Vektorfeld f genau dann divergenzfrei ist wenn
der Fluss die Bedingung det(d¢.(zo)) = 1 fiir alle o € U und alle t € I(x)
erfiillt. Da die Determinante von d¢,(zo) niemals negative sein kann, ist die-
se Bedingung nach Lemma dazu dquivalent, dass ¢; : Uy — U_; fiir je-
des t € R volumentreu ist. Damit ist Satz [5.9.6] bewiesen. O

Beispiel 5.9.7. Einfache Beispiele von divergenzfreien Vektorfeldern auf
dem R? sind das Vektorfeld

f(l‘7y) = (IL‘, _y)
mit einer hyperbolischen Nullstelle im Ursprung und dem Fluss
th(fE, y) = (etxa e_ty)7

und das Vektorfeld
f(xvy) = (—y,$)

mit einer elliptischen Nullstelle im Ursprung und dem Fluss

o1z, y) = (cos(t)x — sin(t)y, sin(t)z + cos(t)y).



Kapitel 6

Integration iiber
Untermannigfaltigkeiten

Das Ziel diese Kapitels ist es, das Riemannsche Integral einer stetigen Funk-
tion iiber einer d-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ zu definie-
ren und den Satz von Gaufl zu beweisen. Das Kapitel beginnt mit einer
Einfiihrung in das d-dimensionale Volumen und das Integral iiber ein Kar-
tengebiet (Abschnitt . Anschliessend wird das Integral iiber ganz M de-
finiert (Abschnitt [6.2)), einige Beispiele diskutiert (Abschnitt [6.3)), und der
Satz von Gaufl bewiesen (Abschnitt [6.4)).

6.1 Das d-dimensionale Volumen

Die Lange einer Kurve

Dieser Abschnitt beginnt mit der Einfiihrung des Begriffs der Linge einer
Kurve im R™. Wir arbeiten stets mit dem Euklidischen inneren Produkt

<ZL’,y> = szyu ||:E|| = <[E,I>
i=1

fir x = (x1,...,2,) € R" und y = (y1,...,9y,) € R™ Sei I = [a,b] ein
kompaktes Intervall. Eine Partition von I ist ein (N + 1)-Tupel reeller Zah-
len P = (to,t1,...,ty) mit N € N und

a=1lyg<t;<---<ty_1 <ty=b. (6.1.1)
(Siehe [5].) Die Menge aller Partitionen von I wird mit &?(I) bezeichnet.

229
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Abbildung 6.1: Die Lénge einer Kurve.

Definition 6.1.1 (Die Linge einer Kurve).
Seien a < b reelle Zahlen, sei I := [a,b], und sei vy : I — R™ eine stetige Ab-
bildung. Fir eine Partition P = (to,t1,...,tn) € P(I) definieren wir

= It) =)l (6.1.2)

Die Lange von v ist die Zahl

L(y) == sup L(v,P) € [0,00].
Pe2(I)

Die Kurve v heifst rektifizierbar wenn L(vy) < oo ist.
Beispiel 6.1.2. Sei 7 : [0, 1] — R die Funktion, die auf der Cantor-Menge

K::ﬁKn, K..= | [22‘“22

ai,...,an€{0,1} i=1

verschwindet und, fiir jedes n € N und alle ay,...,a, € {0,1} mit a, =1,
durch die Formel

-l 4055) (5-1)

fir 230" & — L <t <237 % gegeben ist. Diese Kurve 7 : [0,1] — R ist

stetig, aber mcht rektifizierbar (siche Abbildung [6.2).
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12 7
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Abbildung 6.2: Eine nicht rektifizierbare Kurve.

Lemma 6.1.3. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei~y : I — R™ eine
stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist v rektifizierbar und es gilt

=/Wwwuﬁ. (6.1.3)

Beweis. Der Beweis hat zwei Schritte.
Schritt 1. Die Kurve v is rektifizierbar und es gilt L(y) < f I (t)]] dt.

Sei P = (to,t1,...,tn) € P(I) eine Partition. Dann gllt nach Teil (iii) von
Lemma fir jedes i € {1,..., N} die Ungleichung

ti t;
/’vwﬁHs/ 151 dt
ti1 ti—1
und daraus folgt

N N b
CED M HERICNIES Sy ANCTOTE Y REIOIR

Betrachten wir nun das Supermum iiber alle P € (1), so ergibt sich

Iv(t:) — y(tic1)| =

L(y) = sup L(y,P /Hv ) dt < oo.
Pe(I)

Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Die Linge von v ist durch (6.1.3) gegeben.

Sei € > 0 gegeben. Da 7 : I — R" gleichméfig stetig ist, existiert eine Kon-
stante 6 > 0, so dass fiir alle s,t € [ gilt:
€
h—
Nun sei P = (tg,ty,...,tn) € P(I) eine Partition, welche die Ungleichung

s —t[ <o = I7(s) =@ <

0< tivi — 4 < )
fir i =1,..., N erfiillt. Dann erhalten wir fiir alle ¢ € {1,..., N} und al-
le t € [t;_y, t;] die Ungleichung

‘ A(t) — Wz = Z(_tf_l)

t; —1751._1 /1 (’V(t) — "y(s)) ds

! / () — 4(s)]| ds

<

_t _tz 1
g

b—a

IN

Daraus folgt die Ungleichung

t — tl 1 b—a
firi=1,...,Nund t;_; <t <t,. Integrieren wir diese Ungleichung iiber das
Intervall [t;_1,%;] und bilden die Summe iiber ¢ = 1,..., N so erhalten wir

[rona=3 [ o
< Z (I =2t + 522

= L('y, P)+¢
<L(y)+e
Also gilt f %) dt < L(~y) + ¢ fiir alle € > 0 und daher
b
| wna< re).

Nach Schritt 1 folgt daraus f 7 (@®)|| dt = L(). Damit sind Schritt 2 und
Lemma [6.1.3] bewiesen. O
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Lemma 6.1.4. Seien I = [a,b] und I' = [d', V] zwei kompakte Intervalle,
sei ¢ : I' — I ein Homdomorphismus, und sei v : I — R™ eine stetige Abbil-
dung. Dann gilt

L(yod) = L(). (6.1.4)

Beweis. Sei P = (to,t1,...,ty) € () eine Partition, die erfiillt. Wir
definieren ¢* P := (¢! (tg), ¢~ (t1), ..., ¢ (tn)) falls ¢ strikt monoton wach-
send ist und ¢*P = (¢ (tn), ¢ (tn_1),..., 0 (to)) falls ¢ strikt monoton
fallend ist. Damit ist ¢* P € Z(I') und L(7y o ¢, ¢*P) = L(~, P). Da jede Par-
tition P’ € L (I') die Form P’ = ¢*P fiir ein P € £(I) hat, folgt daraus

L(yo¢)= sup L(yo¢,¢"P)= sup L(v,P)= L(v).
Pe2(I) Pe(I)

Damit ist Lemma [6.1.4] bewiesen. ]

Das d-dimensionale Volumen eines Parallelepipeds

Seien a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) zwei linear unabhéngige Vektoren
im R™. Das von ihnen aufgespannte Parallelogramm ist die Menge

P(a,b) ;= {sa+tb|s,t €R,0<s,t<1}

und ihr Flacheninhalt ist die Zahl

va(P(a, b)) := \/HCLH2 o] — (a,0)>. (6.1.5)

Diese Formel behélt ihre Giiltigkeit wenn a und b linear abhéngig sind. In die-
sem Fall gilt (a,b) = £ ||a|| ||b]] und der Flacheninhalt ist vo(P(a,b)) = 0. Im
Allgemeinen betrachten wir, fiir eine natiirliche Zahl 0 < d < n und d Vek-
toren aq,...,ay € R™ das von diesen Vektoren aufgespannte Parallelepiped

d
Play, ... aq) = {Ztiai‘tieﬂ%, 0<t <1 fiirz'zl,...,d} (6.1.6)

=1

und suchen nach einer Formel fiir dessen d-dimensionales Volumen. Mit an-
deren Worten, wir suchen nach einer Funktion vy : (R")? — [0, 00), welche
jedem d-Tupel von Vektoren (ay,...,aq) € (R")? das d-dimensionale Volu-
men des Parallelepipeds P(ay, ..., aq) zuordnet. Diese Funktion wird durch
die Axiome (V1-3) im folgenden Lemma charakerisiert.
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Lemma 6.1.5. Seien d,n € N mit 1 < d < n. Dann existiert genau eine
Funktion vy : (R")? — [0, 00), die folgende drei Bedingungen erfiillt.
(V1) Fir alle ay,...,aq € R™ und alle \y,..., g € R gilt

d
va(A1a, ..., Agag) = (H |/\Z\> va(ay, ..., aq). (6.1.7)
i=1

(V2) Fiir alle ay,...,a5 € R™ und alle i,j € {1,...,d} miti+# j gilt
vd(al, e, Q1,04 —+ Ay, Ajg1, - - - ,CLd) = vd(al, Ce ,ad). (618)
(V3) Fiir alle ay,...,aq € R™ gilt

s L jallsi=y,
(@i, a5) = 0ij = { 0, fallsi#j

= vy(ay,...,aq) =1. (6.1.9)

Die Abbildung vq ist durch die Formel

va(ay, ..., aq) = \/det(ATA) (6.1.10)

gegeben, wobei A == (ay -+ - aq) € R™4 die Matriz mit den Spalten ay, ..., aq
ist, das heift ATA = ((a;,a;))f,_, € R

Beweis. Fiir d = 1 erfiillt die durch v(a) := ||a|| fiir @ € R™ definierte Funk-
tion vy : R™ — [0, 00) die Axiome (V1) und (V3) und ist durch diese eindeu-
tig bestimmt. Das Axiom (V2) ist in diesem Fall gegenstandslos. Fiir d = 2
stimmt die Formel mit dem Flacheninhalt iiberein. Im Allge-
meinen folgt es direkt aus den Eigenschaften der Determinante, dass die
durch definierte Funktion vy : (R")? — [0,00) das Skalierungsaxi-
om (V1), das Scherungsaxiom (V2) und das Normalisierungsaxiom (V3)
erfiillt und durch diese Axiome auch eindeutig bestimmt ist. O]

Definition 6.1.6. Fir ay,...,aq € R" wird die Zahl vq(ay,...,aq) in Lem-
ma das d-dimensionale Volumen des Parallelepipeds P(ay, ..., aq)

in (6.1.6) genannt und mit
Voly(P(ay, ... aq)) :=vg(aq,...,aq) (6.1.11)

bezeichnet.
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Lemma 6.1.7. Sein > 2 eine ganze Zahl und seien aq, . ..,a,_1 € R". Defi-
niere A = (ay - an_1) € R und fiirk =1,...,n sei A, € R=Dx0=1)
die quadratische Matriz, die aus A durch Entfernung der k-ten Zeile hervor-
geht. Dann gilt

Ud(ah e 7an—1) =

Beweis. Sei a = (ay,...,q,) € R". Dann gilt fiir alle z = (21,...,2,) € R”
nach Teil (iv) von Satz die Gleichung

n

det(z,a1,...,ap,_1) = Z(—l)k’lxk det(Ax) = Za:kak = (z,a).
k=1

k=1
Mit x = a; folgt daraus (a;,a) =0 fiir i = 1,...,n. Daraus wiederum folgt,
dass die Matrix B := («way -+ a,_1) € R™*" die Gleichungen
rn_ ( lal* 0 2
pe= (M0 00 el

erfiillt und daher gilt ||o||* = det(B)? = det(BTB) = ||||> det(AT A). Daraus
folgt det(ATA) = ||a||* und daher, nach (6.1.9) in Lemma

valas, ... an_1) = \/det(ATA) = || = \/m

Damit ist Lemma [6.1.7 bewiesen. O
Lemma 6.1.8. Sei A € R™*¢ und sei Q = [0, \1] x -+ x [0, \g] mit \; > 0.
Dann hat das Parallelepiped AQ = {Ax|x € Q} das d-dimensionale Volu-

- Voly(AQ) = /det(ATA) - Voly(Q). (6.1.13)

Beweis. Seien ay,...,aq € R" die Spalten der Matrix A € R™*¢. Dann ist

d

=1

P

Ogtzg)\z fﬁrizl,...,d}:P(Alal,...,)\dad)

und daher gilt
Vold(AQ) = vd()\lal, c. ,)\d&d) = )\1 tee )\d . vd(al, c. ,CLd) = VOld(Q) VAT A.
Damit ist Lemma [6.1.8] bewiesen. O
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Integration iiber Kartengebiete

Das néchste Ziel ist es, eine reellwertige stetige Funktion auf einer Unterman-
nigfaltigkeit eines Euklidischen Raumes iiber ein Kartengebiet zu integrieren.
Hierzu bendétigen wir die folgenden Begriffe.

Definition 6.1.9 (Kartengebiet). Sei M C R" eine d-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit, seien U, W C R™ offene Teilmengen, und sei

o:U—=W
ein C*-Diffeomorphismus mit
¢(UNM)=Wn (R x {0}),

das heifst ¢ ist eine Karte auf M. In dieser Situation wird die Menge U N M
Kartengebiet genannt. Jedes solche Kartengebiet ist also eine offene Teil-
menge von M beziiglich der Relativtopologie (Abschmtt. Die durch

V= {:E:(ajl,...,xd) e RY| (21,...,24,0,...,0) GW},
U(x1,. .. 2q) = ¢ H(z1,...,24,0,...,0),

fir (zq,...,xq) € Q definierte Abbildung

(6.1.14)

Yv:V-=aUNM

wird C'-Parametrisierung des Kartengebiets U N M genannt. Jede sol-
che Cl-Parametrisierung ist also ein Homéomorphismus von einer offenen
Teilmenge V. C R? auf ein Kartengebiet UNM (mit U C R"™ offen), ist
stetig differenzierbar als Abbildung von V nach R", und die Umkehrabbil-
dung =t : UNM — V Ilift sich zu einer stetig differenzierbaren Abbildung
von U nach R? fortsetzen.

Sei v : V — UNM eine C'-Parametrisierung eines Kartengebiets in einer
d-dimensionalen C'-Untermannigfaltigkeit M C R™ wie in Definition [6.1.9]
Fiir geeignete Funktionen f : M — R und geeignete Teilmengen B C U N M
wollen wir nun das Integral von f iiber B definieren. Wir werden es mit

| 1as

bezeichnen.
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Wir betrachten zunéchst eine Menge der Form B = ¢(A) C U N M, wo-
bei A C Q ein Quadergebdude ist (Definition [5.6.1)). Dann besitzt A eine
Partition nach Ubung . Laut Definition stieren also achsenpar-
allele abgeschlossene Quader @1, ..., Qy C ) mit

¢
A:UQu QiNQ; =0 fiir i # j.
=1

Die folgende heuristische Betrachtung motiviert die Definition des Integrals
einer stetigen Funktion f : M — R iiber B. Werden die ); mit sehr kleinen
Durchmessern gewéhlt, und ist x; der Mittelpunkt des Quaders @);, so weicht
die Bildmenge ¥(Q);) nur wenig von der Bildmenge 1 (z;) + di(z;)(Q; — x;)
desselben Quaders unter der Abbildung x — ¥ (x;) + di(x;)(x — z;) ab, denn
diese affine Abbildung ist nach Definition der Ableitung eine gute Naherung
an ¢ in der Ndhe von z;. Damit ist das Volumen des Parallelepipeds di(x;)Q;
eine gute Naherung fiir das noch zu definierende Volumen der tatséchlichen
Bildmenge 1(Q;). Dieser Ndherungswert hat die Form

Volg(¥(Q:)) ~ Volag(¥(z;) + dip(2:)(Qi — x4))
= Volg(dy(x;)Q;)
= /det(dip(x;) T dyp(2;)) Vola(@Q:).

Hier folgt die letzte Gleichheit aus Lemma [6.1.8] Ersetzen wir nun das noch
zu definierende Volumen Voly(¢(Q;)) durch diesen Naherungswert, dann er-
gibt sich fiir das gesuchte Integral nach dem Prinzip “Das Integral ist an-
gendhert gleich der Summe der Produkte von Grundfidche und Hdéhe iiber die
Teilgebiete einer feinen Partition” die heuristische Formel

[ 15~ 3 e Volu0(Q))

l
~ Z F(xi))v/det(dy ()T dp(z;)) Vola(Q;)

- / F (@) /et () Td (x) dry - .

Hier ist der letzte Term iiber die Konvergenz der Riemannschen Summen in
Satz zu verstehen. Genau diesen letzten Term werden wir nun fiir die
Definition des Integrals verwenden.
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Definition 6.1.10 (Integral iiber ein Kartengebiet). Sei M C R" eine
d-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit, sei U C R™ eine offene Menge so
dass U N M ein Kartengebiet ist, sei V C R? eine offenen Menge, sei

v:V-=-UNM

eine C'-Parametrisierung des Kartengebiets U N\ M, sei A C Q eine Jordan-
messbare Menge (Definition , sei

B :=1)(A),
und sei [+ M — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass die Komposition
foy:A—=R
Riemann-integrierbar ist. Sei g¥ : Q — R die stetige Funktion
g% (z) := /det(dy(z)Tde)(x)) fir x € Q. (6.1.15)
Nach Satz[5.2.4 und Satz[5.3.4 ist die Funktion
(fou)g’: A>R

Riemann-integrierbar (Definition . Unter diesen Voraussetzungen defi-
nieren wir das Integral von f iiber B durch

/deS ::Af(w(x))gw(x)dxl---dxd (6.1.16)

und das d-dimensionale Volumen von B durch
Voly(B) := / 1dS = / g% (x)dxy - - dzg. (6.1.17)
B A

Das folgende Lemma rechtfertigt die Bezeichnung [ g J dS fiir das Inte-
gral der Funktion f : M — R iiber der kompakten Teilmenge B C M.
Denn diese Bezichnung suggeriert, dass das Integral tatsédchlich nur von B
und f abhéngt. Allein aus der Definition heraus ist diese Tatsache jedoch
nicht unittelbar ersichtlich. Denn fiir die Definition wurde ein Kartenge-
biet UNM mit B C UN M sowie eine Parametrisierung ¢ : V — U N M
dieses Kartengebiets gewéhlt. Es ist nun zu zeigen, dass die rechte Seite der
Gleichung nicht von diesen Zusatzdaten V, U, 1) abhangt, die fiir die

Definition verwendet wurden.
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Lemma 6.1.11. Das Integral (6.1.16|) in Definition |6.1.10 ist unabhdingig
von der Wahl von V,U,vy» mit B C U N M.

Beweis. Sei U’ C R™ eine offene Mengen, so dass U’ N M ein Kartengebiet
ist mit B C U’ N M. Weiterhin sei V/ C R? eine offene Menge und

VU NM
eine C''-Parametrisierung des Kartengebiets U’ N M. Dann sind
Vi=¢ '\ (UnUNM), V=) UNUNM)
offene Teilmengen von R? und die Abbildungen
VvV sUNUNM, oV sUnUNM
sind Hom6omorphismen. Auflerdem ist die Abbildung
p=v oV 5V

ein O''-Diffeomorphismus, nach Definition m
Nun folgt aus Lemma [5.7.12] dass die Menge

A=) (B)=(Woo) (B)=¢'(4) c &
Jordan-messbar ist. Da 1) o ¢ = 1)/ ist, folgt aus der Kettenregel die Formel
Ay (2)) = dib(p(2))de(z')  fiir alle 2/ € V'’

und daraus folgt
gV (7)) = ¢¥(¢(2')) |det(dop(2'))|  fiir alle ' € V'

Also ergibt sich aus der Transformationsformel in Satz die Gleichung
| rewng = [ (£ov00)(e™) ettas)
[ (rovy”
(A7)
= / (fo)g”.
A

Damit ist Lemma [6.1.11] bewiesen. ]
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6.2 Definition des Integrals

Sei M C R" eine d-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit. Unser niichstes
Ziel ist es, das Integral einer stetigen Funktion f : M — R iiber einer kompak-
ten Teilmenge von M zu definieren, die nicht in einem Kartengebiet enthalten
ist. Dies erfordert das Konzept einer Jordan-messbaren Teilmenge B C M,
das heift, einer kompakten Teilmenge, die relativ zu M Jordan-messbar ist,
was wiederum bedeutet, dass ihr Rand 0y, B beziiglich der Relativtopologie
von M eine d-dimensionale Jordansche Nullmenge ist. Des weiteren ben&ti-
gen wir das Konzept einer Partition der Eins, welches es uns erlaubt, die
Funktion f als eine Summe von Funktionen darzustellen, die jeweils auf nur
einem einzigen Kartengebiet von Null verschieden sind.

Jordan-messbare Teilmengen von M

Definition 6.2.1. Sei M C R" cine d-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit. Eine kompakte Teilmenge N C M wird d-dimensionale Jordansche
Nullmenge, oder auch Jordansche Nullmenge beziiglich M genannt,
wenn fiir jede C*-Parametrisierung

WV UMM

eines Kartengebiets U N M (mit U C R" und V C R? offen) und jede kom-
pakte Menge K C V', die Menge

KNy ' (N)={r € K|¥(r) € N} CR?

eine Jordansche Nullmenge ist (siehe Abbildung und Definition M)
Fine kompakte Teilmenge B C M wird Jordan-messbar beziiglich M ge-
nannt, wenn die Menge

fiir alle ¢ > 0 gilt
OuyB:=<x e M| B(x)NB#D und (6.2.1)
B.(z)N(M\ B) #0

eine d-dimensionale Jordansche Nullmenge ist. Die Menge Oy B C M wird
der Rand von B beziiglich M genannt (siehe Abbildung .

Bemerkung 6.2.2. Sei ||| die Euklidische Norm auf dem R" sei die Ab-
standfunktion dy; : M x M — R durch dy(z,y) := ||z — y|| fir 2,y € M de-
finiert. Dann ist der Rand 0y, B in einer Teilmenge B C M der Rand
von B als Teilmenge des metrischen Raumes (M, dyy).
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Abbildung 6.4: Der Rand von B beziiglich M.

Lemma 6.2.3. Sei M C R" cine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
und set B C M eine kompakte und beziiglich M Jordan-messbare Menge.
Seien U C R™ und V C R? offene Mengen so dass U N M ein Kartengebiet
ist, sei )V — UN M eine C*-Parametrisierung dieses Kartengebiets, und
set K C 'V eine kompakte Jordan-messbare Menge. Dann ist die Menge

A:=Kny(B)
kompakt und Jordan-messbar.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass A eine kompakte Teilmenge von R? ist.
Sei (z;);en eine Folge in A. Da A C K und K kompakt ist, existiert eine Teil-
folge (z;, ) en, die gegen ein Element x := lim,_,, x;, € K konvergiert. Da B
kompakt und (¢(z;,))yen eine Folge in B ist, kénnen wir durch Ubergang
zu einer weiteren Teilfolge (immer noch mit (z;,),en bezeichnet) annehmen,
dass die Folge (¢(x;,))ven gegen ein Element p = lim, ., 9(z;,) € B konver-
giert. Da 1) stetig ist, folgt daraus die Gleichung p = ¥(lim, . 2;,) = ¥(x).
Daher gilt 1(z) € B und somit ist z € K N¢~'(B) = A. Wir haben also
gezeigt, dass jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element
von A konvergiert. Also ist A kompakt.
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Abbildung 6.5: Eine beziiglich M Jordan-messbare Menge.

Als néchstes zeigen wir die Inklusion
OA C OK U (K Ny (0uB)). (6.2.2)

(Siehe Abbildung [6.5l) Da K Jordan-messbar ist, ist 0K eine Jordansche
Nullmenge und, da B beziiglich M Jordan-messbar ist, ist dy/B eine d-
dimensionale Jordansche Nullmenge, und damit ist K N ~*(dy B) ebenfalls
eine Jordansche Nullmenge. Also ist die Vereinigung dieser beiden Mengen
eine Jordansche Nullmenge. Nach ist daher auch 0A eine Jordansche
Nullmenge, und damit ist A Jordan-messbar.

Es bleibt also zu zeigen, dass gilt. Sei z € A \ 0K . Da wir bereits
gezeigt haben, dass A eine kompakte Teilmenge von R? ist, wissen wir auch,

dass A abgeschlossen ist und daraus folgt 0A C A C K. Daher gilt
reK\0K =K.

AuBerdem existiert eine Folge z; € R\ A, die gegen x konvergiert. Da ihr
Grenwert z ein Element der offenen Menge K ist, gilt x; € K fiir jeden hin-
reichend groflen Index ¢ € N. Wir kénnen also ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass z; € K \ A ist fiir alle s € N. Dann gilt

U(z;) & B
fiir alle 72 € N nach Definition der Menge A. Ferner gilt
ngono Y(x;) = ¢(z) € B,
daz € 0A C Aist. Da(z;) € M \ B ist, folgt daraus ¢ (z) € dy B und da-
her x € =10y B) N K ist. Wir haben also die Inklusion
OA\ 0K C KNy ' (0yB)
bewiesen. Daraus folgt und damit ist Lemma bewiesen. O
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Partition der Eins

Der Trager einer Funktion f : R™ — R ist die Menge
supp(f) := {z € R*[ f(z) # 0}.

Der Trager ist also der Abschluss der Menge aller Punkte in R™ an denen die
Funktion f nicht verschwindet.

Satz 6.2.4 (Partition der Eins). Sei K C R" eine kompakte Menge und
seien Uy, Us, ..., Uy C R™ offene Mengen, die K idiberdecken, das heifst

KCcU,UUyU---UT,. (6.2.3)

Dann existieren glatte Funktionen py, pa, ..., pe: R™ — [0, 1], so dass folgen-
des gilt:

supp(p;) C U; supp(p;) ist kompakt firi=1,2,...,¢, (6.2.4)

¢
Zpl(a:) =1 fir alle x € K. (6.2.5)

i=1
Beweis. Fiir K = () gilt die Behauptung trivialerweise mit p; = 0 fiir alle 7.

Sei also K # (). Dann beweisen wir die Existenz der p; in vier Schritten.

Schritt 1. Es gibt eine glatte Funktion ¢ : R" — R, so dass ¢(x) > 0 ist fir
alle x € R™ mit ||z|| < 1, und ¢(x) = 0 ist fir alle x € R™ mit ||z|| > 1.

Eine explizite Formel fiir eine solche Funktion ist

.: eil_Hl-T”Q, falls ||z| < 1, 6.2.6
o) { 0, falls [z] > 1 (6.2.6)

fiir z € R™. Diese Funktion kann in der Form ¢(z) = g(1 — ||||*) geschrieben
werden, wobei die Funktion g : R — R durch die Formel

(5) = e*%, falls s > 0,
g\5) - 0, falls s <0,

fiir s € R definiert ist. Dafl g glatt ist, wurde in der Analysis I Vorlesung
gezeigt, und damit folgt aus der Kettenregel, dass ¢ ebenfalls eine glatte
Funktion ist.
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Schritt 2. FEs gibt eine natiirliche Zahl m € N, Elemente x1,...,x, € K,

positive reelle Zahlen o1, ..., 0, und Indizes iy, ..., i, € {1,...,€}, so dass
K C | Bs,(x;), (6.2.7)

j=1
B36j (.I]) C Uij fUT’j = 1, e, (628)

Fiir jedes Element z € K seii(x) € {1,..., ¢} der kleinste Index mit x € Uy
und sei 0(x) > 0 die grosste Zahl in dem Intervall (0, 1] mit Bys)(2) C Ui(a).
Dann gilt Bssz) () C Uiy fiir alle z € K und die Mengen B (x) firz e K
bilden eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existieren nach

Satz endlich viele Elemente z1,...,7,, € K mit
K C Bg(m)(zl) U Bg(m)(xg) J---u Bg(xm)(xm).

Mit 6; := 6(z;) und 4; := i(z;) fiir j = 1,...,m folgen daraus die Behaup-
tungen (6.2.7)) und (6.2.8]) in Schritt 2.

Schritt 3. Es existiert eine glatte Funktion ¢y : R™ — [0, 00) mit

¢o(x) >0  fiir alle x € R™\ U By, (),
o (6.2.9)
¢o(x) =0  fiir alle x € U By, ().

j=1

Sei § := min{dy,...,d,} > 0 und definiere oy : R" — [0, 00) durch

oo(x) := inf {||a:' -l ‘ y € U Bg(gj(ﬁl}'j)} fir z € R™.
j=1

Diese Funktion ist Lipschitz-stetig nach der Dreiecks-Ungleichung, verschwin-
det auf der Menge |J-, Bas, (), und nimmt auf deren Komplement positive
Werte an. Sei ¢ : R” — [0, 1] die glatte Funktion in Schritt 1 und definiere

ooa) = [ (@607 - ) derodey T w e R

Dann ist ¢ glatt, was man durch partielle Differentiation unter dem Integral
beweisen kann. Auflerdem erfiillt ¢y die Bedingungen (6.2.9) in Schritt 3.
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Schritt 4. Wir beweisen Satz[6.2.4)
Fir j =1,...,m definieren wir die Funktion ¢; : R" — [0, 1] durch

ZE—Z']'

¢;(x) :zqﬁ( 25, ) fir x € R"™.
i

Hier ist ¢ : R™ — [0, 1] die glatte Funktion aus Schritt 1. Dann ist ¢, eine
glatte Funktion mit dem kompakten Trager

supp(¢;) = Bss; (7;) C U,. (6.2.10)

Auflerdem gilt
D ¢i(z) >0 fiiralle z € R™. (6.2.11)
j=0

Denn fiir 2 € Bas; (z;) mit j > 0 gilt ¢;(z) > 0 und fir » ¢ 2, Bas, () gilt
v & | Bas, (x;) = | Bas, ()
=1 j=1

und in diesem Fall ist ¢(x) > 0 nach Schritt 3. Damit ist (6.2.11)) bewiesen.
Nach Schritt 2 gilt & C |Jj~, Bs,(7;) und daraus folgt nach Schritt 3 dass ¢
auf K verschwindet, das heif3t

¢o(z) =0 fir alle x € K. (6.2.12)
Firi=1,...,¢ sei
JZ’ = {] € {1,,m}\2] :Z},
e 6.2.13
pi(x) == M fir z € R". ( )
ijo 9;(z)

Die Funktion p; : R" — [0, 1] ist wohldefiniert nach (6.2.11]). Auflerdem ist
sie glatt und hat den Tréger.

supp(p;) C U supp(¢;) = U Bss, (x;) C Us.
JE€Ji JEJ;
Hier folgen die letzten beiden Schritte aus (6.2.10). Fiir alle x € K gilt
nach (6.2.12)) und (6.2.13)) die Gleichung

- B Z;nzl ;(x) B
2@ =Sy =

Damit ist Satz [6.2.4] bewiesen. ]
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Definition des Integrals

Definition 6.2.5 (Integral iiber einer Mannigfaltigkeit).
Sei M C R™ eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, sei B C M eine
kompakte beziiglich M Jordan-messbare Menge, set N C M eine Jordansche
Nullmenge beziiglich M, und sei f : M — R eine beschrinkte Funktion, die
auf M\ N stetig ist. Dann sind das Riemannsche Integral von f tiber B und
das d-dimensionale Volumen von B wie folgt definiert.

Wihle offene Teilmengen

Uy,Us,..., U CR"
und stetige Funktionen

P15 P25 -y po: R" — [0, 1],

welche folgende Bedingungen erfiillen.

(a) Firi=1,...,0ist U;N M ein Kartengebiet.

(b) Firi=1,...,¢ ist supp(p;) eine kompakte Teilmenge von U;.
(c) BcU'_, U und 35_, pi(x) =1 fiir alle z € B.

Dann ist das Riemannsche Integral von f iiber B die Zahl

4

/deS:—Z

=1

/ pif dS (6.2.14)
BNU;

und das d-dimensionale Volumen von B ist die Zahl

¢
Voly(B) := / 1dS =" / p; dS. (6.2.15)
B — JBnU;

In Definition ist peinlich genau darauf zu achten, dass die Worte
“beziiglich M7 nicht weggelassen werden, dass es sich also bei N um ei-
ne Jordansche Nullmenge beziiglich M und bei B um eine beziiglich M
Jordan-messbare Menge handelt. Ist zum Beispiel M eine kompakte d-di-
mensionale C''-Untermannigfaltigkeit mit d < n, so ist M selbst, und damit
auch jede Teilmenge von M, nach Beispiel eine Jordansche Nullmenge
in R™. Wir konnen aber im Allgemeinen eine stetige Funktion f: M — R
nicht iiber einer beliebigen Teilmenge von M integrieren.
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Bemerkung 6.2.6 (Zur Definition des Integrals). Die Summanden auf
der rechten Seite von sind nach Definition wie folgt zu verste-
hen. Da U; N M ein Kartengebiet ist, existiert eine offene Menge V; C R? und
eine C'-Parametrisierung v; : V; — U; N M. Da supp(p;) N B eine kompakte
Teilmenge von U; N M ist, ist v (supp(p;) N B) eine kompakte Teilmenge
von V;. Daher existiert nach Ubung eine kompakte Jordan-messbare
Menge K; C R? mit ;! (supp(p;) N B) C K; C V;. Nach Definition ist
die Menge N; := K; N ;' (N) eine Jordansche Nullmenge und nach Lem-
ma ist die Menge A, := K; N1; '(B) Jordan-messbar. Daher ist die
Menge B; := ¢;(A;) = ¥;(K;) N B beziiglich M Jordan-messbar. Auflerdem
gilt supp(p;) N B C B;. Die Funktion ((p;f) o v;)g% : A; — R ist beschrinkt
und ist stetig auf A; \ NV;, und ist daher Riemann integrierbar. Der i-te Sum-
mand in ist zu verstehen als das Integral dieser Funktion {iber A;:

/ pifdS = / pif dS = / i (2)) £ (5(2)) /et (des (2)T dis (1)) diz.
BNU; B; A;

Daf dieses Integral unabhingig von der Wahl der C!-Parametrisierung 1);
und der Menge K; ist, wurde in Lemma |6.1.11| bewiesen.

Bemerkung 6.2.7 (Das Integral ist wohldefiniert). Wir zeigen, dass
die rechte Seite der Gleichung unabhéngig von der Wahl der offenen
Mengen U; und der stetigen Funktionen p; ist. Seien also Vi,...,V,, C R"
offene Mengen und oy, ...0, : R” — [0, 1] stetige Funktionen, die ebenfalls
die Bedingungen (a), (b), und (c) in Definition erfiillen. Das heifit fiir
jedes j € {1,...,m}ist V; N M ein Kartengebiet und supp(p;) eine kompakte
Teilmenge von V;, die Mengen Vj iiberdecken B, und es gilt » 7" | 0;(x) = 1
fiir alle x € B. Dann erhalten wir

i:/}gmajfdszi:/mvj (ZE:/&) o;fdS

i=1

L m
— o fdS
23 2

i=1 j=1

= Xj:/B Xm:/)z'gjf ds

NU; j=1

l
=Y [ pias
i=1 BNU;
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Bemerkung 6.2.8 (Rechenregeln). Das Integral in Definition erfiillt
die iiblichen Rechenregeln fiir das Integral, wie sie zum Beispiel in Satz[5.3.4]
formuliert sind. Hierzu ist es niitzlich, die Bezeichnungen

es existiert eine d-dimensionale
Jordansche Nullmenge N C M 3,
so dass f auf M \ N stetig ist (6.2.16)

B ist kompakt und
beziiglich M Jordan-messbar

F(M) =< f:M—-R

B(M) = {B C M‘
einzufiihren. Dann ist % (M) ein Vektorraum und die Abbildung
9‘(M)—>R:fr—>/fd8
B

ist linear fiir alle B € Z(M). Das heifit, fiir alle f,g € # (M), alle A € R,
und alle B € (M) gilt

/B(f+g)dS:/deS+/BgdS
/BAde:/\/deS.

Auflerdem gilt fiir alle f € .# (M) und alle B,C € #(M) mit

und

Voly(BNC) =0

/Bucfdsz/des+/Cfds.

Weiterhin gilt fur alle f € F (M)

die Gleichung

F>0 — /deZO
B

/des‘ < [1f1as.

Ubung: Beweisen Sie diese Aussagen unter Zuhilfenahme von Satz [5.3.4]

und
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Bemerkung 6.2.9 (Uneigentliche Integrale). Sei M C R™ eine nicht
kompakte d-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit, sei (M) C 2™ wie
n (6.2.16), und sei f € F(M) eine Funktion, die auf dem Komplement
einer Jordanschen Nullmenge beziiglich M stetig ist. Die Funktion f heift
(uneigentlich) Riemann-integrierbar wenn sie der Bedingung

sup /|f|dS < oo (6.2.17)

Be#(M
geniigt. Dann existiert genau eine reelle Zahl ¢ mit folgenden Eigenschaften.

(i) Fiir jede Folge B; € (M) mit B; C By, fiir alle i und M = | J°, B; gilt

lim fdS =c.

1—00 BL

(ii) Fiir jedes € > 0 existiert ein By € #(M ), so dass fiir alle B € #A(M) gilt

c— ds| <e.
J 9

Die Existenz einer solchen Zahl ¢ € R beweist man genauso wie in Satz[5.8.4]
Diese Zahl ¢ wird das (uneigentliche) Integral von f iiber M genannt
und mit [, f dS := ¢ bezeichnet. Das heift

BycCcB -

1—00

/de:hm de (6.2.18)

fiir jede Folge B; € (M) mit B; C éiH fiir alle ¢ und M = J;°, B

Bemerkung 6.2.10. Sei M C R" eine kompakte d-dimensional Unterman-
nigfaltigkeit, sei N C M eine kompakte Jordansche Nullmenge beziiglich M,
und sei f: M — R eine stetige Funktion. Dann gilt

/de:/ fdS = lim fdS
M M\N =0 J By

fiir jede Folge B; € (M) mit B; C éi_}rl fir alle ¢ und M = J;2, B;. Das
heifit, das uneigentliche Integral von f iiber M \ N stimmt mit dem Integral
von f iiber ganz M iiberein.
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6.3 Beispiele

Beispiel 6.3.1 (Summierbare Familien). Sei M C R” eine 0-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit. Dann ist M diskret (fir jedes p € M gibt es
eine > 0 mit B.(p) N M = {p}), und daher endlich oder abzéhlbar unendlich.
Die Relativtopologie auf M ist die diskrete Topologie (jede Teilmenge
von M ist offen), jede Teilmenge von M ist Jordan-messbar beziiglich M,
und eine Teilmenge ist genau dann kompakt wenn sie endlich ist. Das Integral
einer Funktion f : M — R iiber einer endlichen Teilmenge B C M ist

/de )

pEB

Eine Funktion f: M — R ist also genau dann absolut summierbar (das
heifit die Menge {>_  plf(p)|| B C M, #B < oo} ist beschriinkt) wenn sie
uneigentlich Riemann-integrierbar ist, und in dieser Situation ist Teil (ii) in
Bemerkung genau die Aussage von [4, Satz 4.3].

Beispiel 6.3.2 (Der Fall d =n). Eine n-dimensionale C''-Untermannig-
faltigkeit des R™ ist eine offene Teilmenge M C R". Dann ist V=UNM
fiir jede offene Teilmenge U C R" ein Kartengebiet mit ¢y =id: V - U NM
als O''-Parametrisierung. Eine kompakte Teilmenge B C M ist in dieser Si-
tuation genau dann Jordan-messbar beziiglich M, wenn sie Jordan-messbar
in R™ ist, und das Integral einer stetigen Funktion f: M — R iiber B in
Definition stimmt mit dem Integral in Definition tiberein. Die
Unabhiingigkeit des Integrals von der Wahl der C'-Parametrisierung ist ge-
nau die Transformationsformel in Satz [5.7.11]

Beispiel 6.3.3 (Kurvenintegrale). Sei M C R" eine 1-dimensionale C'-
Untermannigfaltigkeit und sei U C R™ eine offene Menge, so dass U N M ein
zusammenhingendes Kartengebiet ist. Eine C'-Parametrisierung dieses Kar-
tengebiets ist eine injektive C'-Abbildung « : I — R™ auf einem offenen In-
tervall I C Rmit v(I) = U N M und 4(t) # 0 fiir alle ¢. Sei A = [a,b] C [ ein
kompaktes Teilintervall. Dann ist B := y(A) beziiglich M Jordan-messbar,
die Funktion g7 in (6.1.15)) ist g7 (¢) = ||7(¢)||, und nach ist das Inte-
gral einer stetigen Funktion f : M — R iiber B = v([a, b]) das Kurvenintegral

/de /f D 14(s)]| ds. (6.3.1)

Fiir f = 1ist also Voly(B) = [;1dS = L(7|4,5)) die Léinge der Kurve.
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Beispiel 6.3.4 (Der Kreisumfang). Der Einheitskreis
M =S5"={(z,y) e R*|2* +y* =1}

ist eine 1-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit des R2. Definiere die
Kurve v : R — R? durch

~(t) := (cos(t),sin(t)) fir t € R.

Diese Kurve ist glatt, erfiillt die Bedingung ||%(¢)|| = 1 fiir alle t € R, und
ihre Einschrankung auf jedes offene Intervall (a,b) mit b — a < 27 ist eine
glatte Parametrisierung eines Kartengebiets in S!. Fiir € > 0 ist

B. :=7([e, 2m — €])

eine kompakte, beziiglich S' Jordan-messbare Teilmenge von S*, und es gilt

JB. = 5"\ {(L.0)}.

e>0

Ist f:S* — R eine stetige Funktion, so gilt

/ fds = fds
s1 SN{(10)}

= lim fds

e—0 B.

2m—e

= lim FO@) [Iy@)]) at

e—0 c

:AUMW#

Hier folgt die erste Gleichheit aus Bemerkung [6.2.10, die zweite aus Teil (i)
von Bemerkung [6.2.9, die dritte aus Beispiel [6.3.3] und die vierte aus der
Tatsache dass ||4(t)|| = 1 ist fiir alle ¢. Daraus folgt die Formel

27
Voll(Sl):/ 1dS:/ dt =27
St 0

fiir den Umfang des Einheitskreises.
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Beispiel 6.3.5 (Integration iiber Graphen). Sei V C R""! eine offene
Teilmenge und h : V' — R eine glatte Funktion. Dann ist

M = {(z,h(x)) |z = (21,...,201) €V}

eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. In diesem
Fall ist ganz M ein Kartengebiet mit U :=V xR und UNM = M. Die
Abbildung

V—M:z— )= (z,h(z))

ist eine glatte Paramaterisierung und die Jacobi-Matrix von ¢ an der Stel-
lex €V ist

1 0 0
0 . .. :
dy(x) = S 0 c R(=1),
o - 0 1
Oh .. _9h _oh
Oz Oxpn_2 OTn_1

Die Determinante der Matrix di)(z)Tdy(z) € RO=U*M=1 st daher nach
Beispiel durch

det(dip(x) dip(x)) =1+ Z (gz (:B)) =1+ |Vh(z)|?

gegeben. Damit erhalten wir die Gleichungen

9" (x) = V1+ [ Vh(z)]?

und
/Mde:/Vf(x,h(a:))\/lJr||Vh(x)H2dx1~~dq:n1 (6.3.2)

fiir jede Funktion f: M — R, die ausserhalb einer Jordanschen Nullmen-
ge beziiglich M stetig und uneigentlich Riemann-integrierbar ist (Bemer-
kung [6.2.9)). Die Mannigfaltigkeit M hat daher das Volumen

Vol,, 1 (M) = / V14 [|Vh(2)||?dzy - - dxpyy. (6.3.3)

Dieses kann auch unendlich sein.
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Beispiel 6.3.6 (Integration iiber Sphiren). Fiir r > 0 und n € N sei
M, := 8" :={z eR"| ||z|| =r}

die Sphére vom radius r im R”. Dann ist M, eine glatte (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R” und die Menge

U ={zx=(21,...,2,) €E M} |25 =0 = 1z, >0}
ist ein Kartengebiet, deren Komplement
N’r ::MT\UT:{‘rEMT’x2:07 T SO}

eine Jordansche Nullmenge beziiglich M, ist. Eine glatte Parametrisierung
von U, ist die Abbildung v, : V' — U, mit

Vi={0eR" |6 <, |6] <7/2fiiri=2,...,n—1}

und

cos(fy) - - - cos(0p-1)
s?n(zl) cos(zz) e COS(zn1>
Y, (0) =1 “in(B,) cos{ 3:) o c08(fnr) (6.3.4)

sin(#,,_2) cos(0,,_1)
Sin(Qn_l)

fir 6 = (04,...,0,-1) € V. Man beachte, dass ||¢,(0)| = r und cos(#;) > 0
ist fiir i =2,...,n— 1 und alle # € V, woraus sich ergibt, dass die Abbil-
dung v, : V — U, bijektiv ist. Weiterhin sind die partiellen Ableitungen
von 1, zueinander paarweise orthogonal und haben die Norm

81/17« ~f rcos(biy1) - cos(by—q), firl<i<n-—2
] firi =n—1.
Daraus ergibt sich fiir die Funktion g¥r (6 \/ di,.(6)Tde,.(0) die Formel

g’ (0) = r""g(0), g(0) := cos(6) cos*(63) - - cos" *(0,,_1).  (6.3.5)
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Nach Definition |6.1.10| und Bemerkung [6.2.10] ist daher das Integral einer
stetigen Funktion f : S?~! — R durch die Formel

Léﬁlde:: fds

Ur

_ / £ (8))r g(6) d

(6.3.6)
=t [ rvnio)go) s
=t s f(rz)dS(x)
gegeben. Insbesondere ergibt sich mit f = 1 die Gleichung
Vol,,_1(S" 1) = r""*Vol,_1(S"1). (6.3.7)

Beispiel 6.3.7 (Das Volumen der Einheitssphire).
Das Volumen der Einheitssphére im R™ wird mit w,, := Vol,,_1(S™™!) bezeich-

net. Aus (/6.3.5)) und (/6.3.6|) ergibt sich dafiir die explizite Formel
Wy = Vol,_1(S™)

:/ymw

1%
w/2 w/2 T
= e / / cos(0y) cos®(63) - - - cos™ 2 (0,,_1) dby - - - df,,_,
—7/2 —n/2J -7
n=2 .r/2
=27 H/ cos®(0) df
k=1 —/2
fiir n > 3. Es gilt also
w/2
Wnel = wn/ cos"1(6) do (6.3.8)
—7/2

fiir jede natiirliche Zahl n > 2. Fiir S haben wir w; = 2 nach Beispiel
und fiir S! gilt wy = 27 nach Beispiel . Daraus ergeben sich nach
die Formeln w3 = 27 f:/r?? cos(f) df = 4w und wy = 47 f:/ri? cos?(0) df = 272.
Zusammenfassend haben wir fiir 1 < n < 4 die Werte

wy = 2, we = 2, w3 = 4, wy = 272 (6.3.9)
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Eine allgemeine Formel fiir w,, kann man mit Hilfe der Gleichung (6.3.8))
durch Vollstandige Induktion herleiten. Dazu definieren wir

w/2
Cp = / cos" 1 (0) df
—7/2

fiir n € N. Dann gilt w,,1 = c,w, fiir alle n € N. Fiir n > 3 ergibt sich durch
partielle Integration mit f(6) = cos"2(#) und g(6) = sin(6) die Formel

Daraus folgt

- n—2
= T
fiir alle n > 3 und daher, mit ¢; = 7 und ¢y = 2,
2k—-22k—-4 2 28(k — 1)!
T ok —12k-3 3“7 3.5..-(2k—1)
2k — 12k —3 1 3:5--+(2k—1)
T ok ok—2 2" kKl
Daraus folgt corq1cor = 7 und copcop—1 = % und daher gilt woryo = Twor
und wopy1 = 2,3—i1w2k—1' Mit wy; = 2 und we = 27 erhalten wir
k k+1__k
o = % Waht = 35 2 _ (27;; = (6.3.10)

fiir alle & € N. Der Vergleich dieser Formel mit in Beispiel er-
gibt die Beziehung Vol,, (B™) = Vol,,_1(S" ') /n zwischen dem Volumen des
Einheitsballes und der Einheitssphére im R™. Diese Beziehung werden wir in
Beispiel noch einmal auf andere und erheblich einfachere Weise herlei-

ten.
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Beispiel 6.3.8 (Fubini fiir Polarkoordinaten).

Sei ¥, : V. — R" die Parametrisierung eines Kartengebiets auf der Sphére
vom Radius 7 in und definiere die Abbildung v : (0,00) x V — R
durch ¢(r,z) := ¢, (x) fiir r >0 und = € V. Diese Abbildung ist ein Dif-
feomorphismus auf die offene Teilmenge U := {x € R" |2 =0 = z; > 0}.
Deren Komplement N :=R"\ U = {z € R" |25 =0, x; < 0} ist eine unbe-
schrinkte abgeschlossene Teilmenge. Die Menge /N kann zwar wegen der Un-
beschrianktheit keine Jordansche Nullmenge sein, worauf es jedoch ankommt
ist, dass N jede kompakte Teilmenge des R™ in einer Jordanschen Nullmenge
schneidet. Nach Beispiel hat die Jacobi-Matrix von ¢ die Determinante

det(dv(r,0)) = r"*g(0)

fiir alle r > 0 und alle @ € V', wobei die Funktion g : V' — (0, c0) durch (6.3.5))
gegeben ist. Seien nun 0 < a < b reelle Zahlen und

I :=[a,b], A={z eR"|a < |z| <b}.

Dann ergibt sich aus der Gleichung (6.3.6)) in Beispiel mit Hilfe des
Satzes von Fubini (Satz|5.4.1) und der Transformationsformel (Satz [5.7.11))
fiir jede stetige Funktion f : R™ — R die Gleichung

/Af(x)dx: . Vf(w(r,ﬁ))det(dq/;(m))drde

= [([ rwoon g an) ar
_ / ’ (r”_l [ f) dS(x)) dr
:/a (/S?Ifds) dr.

Mit f =1 und dem Grenziibergang a — 0 und b =1 ergibt sich aus der

Gleichung (6.3.11]) die Formel

1
Vol,,(B") :/ Vol,,_1(S"~ 1) dr
0

(6.3.11)

1
—/ "1 dr Vol,_1(S"1) (6.3.12)
0

1
= —Vol,_1(5"").
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Beispiel 6.3.9 (Sphirenvolumen und Gamma-Funktion).

Ist f:R™ — R eine stetige Funktion, die auf ganz R"™ uneigentlich Riemann-
integrierbar ist, so ergibt sich aus der Gleichung mit dem Grenziiber-
gang a — 0 und b — oo die Formel

- (z)dx = /OOO (/Sg_l de) dr. (6.3.13)

Dieses Integral wird besonders einfach, wenn f durch f(x) = h(||z]||) fiir eine
Funktion h : (0,00) — R gegeben ist, und damit auf jeder Sphire Sm—!
konstant ist. Dann gilt

/n h(lz])) dx = w, /OO () dr. (6.3.14)

0

Fiir die Funktion f(x):= e~II” ergibt die Gleichung (6.3.14) zusammen
mit ((5.8.11)) in Beispiel die Formel

n/2 _ / ollell® g

& 2
:wn/ r" e dr
0

— “n (7“2)%’16’7"2 2rdr
2 Jo
= % i s7 e ds
_ “np (ﬁ)
2 2
Daraus folgt
27Tn/2
= = 6.3.15
S T(f2) (0:319)

Verwendet man nun die Rekursionsformel
I(x+1) =al'(2)

fir die Gamma-Funktion, sowie die Werte I'(1) = 1 und T'(1/2) = /7, so
erhdlt man einen dritten Beweis fiir die Formel fir w,. (Der er-
ste Beweis ist die Herleitung in Beispiel und der zweite Beweis folgt
aus der Kombination der Gleichung in Beispiel mit der Glei-

chung ((6.3.12)) in Beispiel [6.3.8])
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Beispiel 6.3.10 (Integration iiber Rotationsfléichen).
Seien zy < z; reelle Zahlen und sei f : (29, 21) — (0, 00) eine glatte Funktion.
Dann ist die Rotationsflache

M= {(z,y,2) ER® |29 < 2 < z1, 2° + y* = f(2)*} (6.3.16)

eine 2-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit des R3. Wir zeigen, dass ihr
Flacheninhalt durch die Formel

Voly(M) =27 /Z1 fV1+ f1(2)dz (6.3.17)

gegeben ist. Diese Flécheninhalt kann auch unendlich sein.
Zum Beweis betrachten wir die Kartengebiete

*i={(r,y,2) € M| £2 >0}
Dann ist M T der Graph der Funktion i : V — R auf dem Gebiet

Vi={(y,2) eR’ |z < 2 <21, —f(2) <y < f(2)},
die durch
Wy, z) = f(2)? = y?
fiir (y,z) € V definiert ist. Die partiellen Ableitungen von h sind

oh y oh _ f(2)f'(2)

o VIGE- 05 Py
und daraus folgt
A FER? 1S
[ —y? 1—(y/f(2))*
Damit ergibt sich aus der Gleichung in Beispiel die Formel

1+ |[Vh(y, 2)|*> =1+

14 (22

Voly (M) = T y/f dydz
e () dy/f 2) ) T PO s
/ZO </< T CI AR

:/ﬂ—?/ FEVIT PR,
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Mit ¢ = sin(f) fir —7/2 < 6 < 7/2 ergibt sich die Formel
dt
do

und daraus folgt

= cos(f) = /1 —sin(h)2 = V1 — 12

1 dt w/2
/ —_— = / df = .
BEVAR S —n/2

Volpy(M™) = W/Zl F()V1+ fl(2)%d=.

Da Voly(M™*) = Voly(M™) ist und M \ (M™ U M~) eine 2-dimensionale
Jordansche Nullmenge ist, folgt daraus die Gleichung (6.3.17)).

Beispiel 6.3.11 (Kugeloberfliache). Betrachten wir in Beispiel den
Spezialfall f(z) =1 —22 mit —1 < zg < 21 < 1, so ist M = S(z¢,21) der
von den Meridianen auf den Hohen 2z, und z; begrenzte Teil der Oberfléiche
der Einheitskugel im R3. Die Ableitung von f ist f/(z) = —2/v/1 — 22. Dar-
aus folgt 1+ f/(2)* = 1/(1 — 2%) und daher f(2)y/1+ f'(2)? = 1. Damit er-
gibt sich aus der Gleichung die Formel

VOlQ(S(Zo, Zl)) = 271'(21 - Z()). (6318)

Das heifit, der Fldcheninhalt des Segments S(zg, z1) der Kugeloberfliche ist
proportional zur Hohendifferenz z; — 2z (und dass der Proportionalitatsfaktor
dann 27 sein muf, folgt aus der Betrachtung eines Segments in der Nihe
des Aquators). Diese Beobachtung geht auf Archimedes zuriick. Mit 2z = —1
und z; = 1 ergibt sich der bekannte Flécheninhalt w3 = 47 der Oberfliche
der Einheitskugel im R? (Gleichung (6.3.9)).

Beispiel 6.3.12 (Kegeloberflidche). Ein weiterer Spezialfall ist die Ober-
fliche M = K(r, h) eines Kegels der Hohe h iiber einer Kreisfliche vom Ra-
dius r. Dieser Fall entspricht zo =0, z2; = h > 0 und f(2) =r(1 — z/h). Die
Gleichung liefert dann die Formel

h z r2
Volo(K (r, h)) = 271'/0 r (1 - E) Vit de

h 6.3.19
:m“\/hQ—i-rQ/ 2(1—%>% ( )
0

h
= mrvh? 4 r?

Also gilt

fiir die Kegeloberflache.
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6.4 Der Satz von Gauf3

Der Divergenzsatz von Gauf§ ist der wichtigste Satz dieses Kapitels. Er ist eine
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung auf Funktionen
von mehreren Variablen. Er stellt einen Bezug her zwischen dem Integral der
Divergenz eines Vektorfeldes iiber ein Gebiet im R™ und einem geeigneten
Integral iiber den Rand dieses Gebietes. Wir beweisen den Satz fiir Gebiete
mit glattem Rand, beziehungsweise mit C*-Rand fiir ein ¢ € N.

Definition 6.4.1 (Glatter Rand). Sei Q@ C R" eine beschrinkte offene
Teilmenge, sei G C R"™ eine kompakte Teilmenge, und sei £ € NU {oo}.

(i) Q heifit beschrinkte offene Menge mit C*-Rand (beziehungsweise
mit glattem Rand im Fall { = c0), wenn 0 eine (n — 1)-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von R™ ist und mit OQ tibereinstimmt (dass heifit,
wenn jede offene Teilmenge U C R™ mit U N OQ # O sowohl Elemente aus
als auch Elemente aus R™\ Q enthilt).

(ii) G heisst kompakte Menge mit C*-Rand (beziehungsweise mit glat-
tem Rand im Fall { = o), wenn G eine (n — 1)-dimensionale C*-Unter-
mannigfaltigkeit von R™ ist und mit OG iibereinstimmit (dass heifst, ‘wenn jede
offene Teilmenge U C R™ mit U NG # ) sowohl Elemente aus G als auch
Elemente aus R™\ G enthilt).

Bemerkung 6.4.2. Fiir das Verstindnis von Definition konnten die
folgenden Anmerkungen hilfreich sein.

(i) Sei Q eine offene Teilmenge eines metrischen Raumes M und sei G := ().

Dann gilt Q C G und G C 99, sowie Q2 = G <= 9G = K.

(ii) Sei G eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raumes M und
sei 2 := (. Dann gilt Q € G und 9Q C 9G, sowie Q = G < 90 = 0G.

Beispiel 6.4.3. (i) Sei Q:={z € R"|0 < ||z|| < 2, ||z|| # 1}. Dann ist Q
offen und ihr Rand ist eine glatte Untermannigfaltigkeit. Jedoch ist Q2 C 9
und daher ist €2 keine “offene Menge mit glattem Rand”. Dennoch ist ihr
Abschluss G := Q eine kompakte Menge mit glattem Rand.

(ii) Sei B C C die abgeschlossene Einheitskreisscheibe und G := B U [1, 2].
Dann ist G = S' U [1,2] C C keine Untermannigfaltigkeit. Dennoch ist ihr
Inneres 2 := G = B eine offene Menge mit glattem Rand.

(ii) Sei G C R™ eine nichtleere kompakte glatte Untermannigfaltigkeit der
Dimension d < n. Dann ist G = G eine glatte Untermannigfaltigkeit, jedoch
ist 0G = 0 C 0G und daher ist G keine “kompakte Menge mit glattem Rand”.
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Wir werden in Lemma offene Mengen mit C*~-Rand charakterisieren.
Zu dessen Beweis ist das folgende Lemma hilfreich.

Lemma 6.4.4. Sei U C M eine Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d),
ser V. C R™ eine konvexe offene Teilmenge von R™, und sei

d=(¢1,...,0n) U=V

ein Homdéomorphismus. Wir definieren

Ut :={peU|¢a(p) >0},
U°:={peU|oup) =0}, (6.4.1)
U :={peUlonlp) <0}.

Sei Q) C M eine weitere offene Menge mit

UnoQ =0’ (6.4.2)

Dann gelten die Aussagen
UrNnQ#£0 = Ut cqQ, (6.4.3)
U NQ#D == U~ cq. (6.4.4)

Proof. Sei I := [0, 1] und seien

pelUrnQ, z:=¢p), qecU"  y:=29¢(.

Dann ist (1 —t)x +ty € V fir alle t € I, da V' eine konvexe Menge ist, und
es gilt x, >0 und y, >0, dap,g € UT sind. Sei v : I — U die Kurve

y(t) =N (1—t)x+ty)  firtel.
Diese Kurve ist stetig, da ¢ ein Homéomorphismus ist. Auflerdem ist
On(Y(t) = (1 = t)z, + ty, >0 fir alle t € I,

und daraus folgt y(t) ¢ OQ fiir alle t € I nach (6.4.1) und (6.4.2). Daraus
folgt v(t) € Q < ~(¢t) € Q fiir alle ¢t € I, und daher ist die Menge

A={tel|yt)eQ}={tel|y(t) e}

sowohl I-offen als auch [-abgeschlossen. Auflerdem ist diese Menge nicht-
leer, da y(0) = p €  und daher 0 € A ist. Daraus folgt A = I, da I zusam-
menhéngend ist (Satz [B.2.2). Daher ist 1 € A, und das heifit ¢ = (1) € (.
Damit ist bewiesen. Die Aussage folgt nun durch Vorzei-
chenumkehr von ¢,,. Damit ist Lemma bewiesen. O
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TN
N

Abbildung 6.6: Eine offene Menge mit glattem Rand.

Lemma 6.4.5 (Glatter Rand). Sei Q2 C R” eine beschrinkte offene Menge
und sei { € NU{oo}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Q ist eine beschrinkte offene Menge mit C*-Rand.

(ii) 09 ist eine (n — 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™ und
fiir jedes xog € OS2 existiert ein & € R™ und ein 6 > 0 mit

&o & Ty OS2, xo + t&y & Q fir alle t € [0, 9]. (6.4.5)

(iii) Fiir jedes xy € 0N) existieren offenen Mengen U,V C R™ mit zo € U und
ein C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V (Abbz'ldung mit

pUNIN)={yeV]y, =0}, oUNQY) ={yeV|y,<0}. (6.4.6)

(iv) Fir jedes xo € 002 existiert eine offene Menge U C R™ mit xy € U und
eine C*-Funktion g : U — R mit Vg(x) # 0 fiir alle x € U N O und

UNoQ={xeUl|glx)=0}, UnNQ={xeU|g(x)<0}. (6.4.7)

Beweis. Wir zeigen (i) = (ii). Sei also an 92 = 9 eine (n—1)-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von R” und sei xy € 0€). Dann existiert ein C*-
Diffeomorphismus ¢ : U — V zwischen offenen Teilmengen des U,V C R"
mit zy € U, so dass V convex ist und U N 9Q = U ist (in der Notation
von Lemma . Daraus folgt, dass eine der Mengen UT N Q und U~ N Q
leer sein muB, denn sonst wire U C 2 nach Lemma , und somit wire g
kein Randpunkt von Q. Ist UT N Q = (), so erfiillt jeder Vektor & € R
mit d¢,(z0)& > 0 die Bedingung (6.4.5). Ist U~ N Q = 0, so erfiillt jeder
Vektor & € R" mit dg,(z0)& < 0 die Bedingung (6.4.5)). Also erfiillt 2 die
Bedingung (ii).
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Wir zeigen (ii) = (iii). Sei zo € 0§2. Da 0f) eine (n — 1)-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit ist existieren offene Mengen U,V C R" mit zy € U
und ein C'-Diffeomorphismus ¢ : U — V mit

p(UNN) ={y € Vl|y, =0},
das heifit U N 9Q = U in der Notation von Lemma [6.4.4, AuBerdem gilt
Tre 00 = d(zo) H(R™! x {0}).

Durch Verkleinern von U, V' falls nétig, konnen wir annehmen, dass V' konvex
ist. Nun seien & € R™ und ¢ > 0 so gewahlt, dass gilt. Da & ¢ T,,092
ist, gilt do(zg)& & R" x {0}. Daher ist de,(7)é # 0 und, indem wir ¢,
durch —¢, ersetzen falls nétig, konnen wir annehmen, dass

dpn (o) > 0

ist. Daraus folgt ¢, (z¢ 4+ t&y) > 0 fiir kleine ¢t > 0. Ist 0 <ty < J so klein,
dass xg + to&o € U und ¢, (o + to&o) > 0 ist, dann ist zg + te§p € UT \ Q in
der Notation von Lemmal6.4.4l Also ist U+ ¢ Q und daher U+ N Q = () nach
Lemma Da (UTUUYNQ =0 ist, muB U~ NQ # D sein, und daraus
folgt U~ C Q nach Lemma [6.4.4l Also ist

UnQ=0U0",

und damit gilt (ii).

Die Implikation (iii) = (iv) folgt sofort mit g := ¢,.

Wir zeigen (iv) = (i). Sei 29 € 9 und sei g : U — R wie in (iv). Dann
ist der Durchschnitt von 02 mit einer hinreichend kleinen Umgebung von xg
das Urbild eines reguliren Wertes unter einer reellwertigen C*~Funktion, und
daher eine (n — 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit. AuBerdem gilt

xog +tVyg(zg) € U, g(xo +tVg(zg)) >0

fiir jedes hinreichen kleine ¢ > 0. Also ist x + tVg(xo) ¢ Q fiir jedes solche ¢
nach (6.4.7), und daraus folgt zo = limy (20 + tVg(7o)) € Q. Damit haben
wir gezeigt, dass 092 C 99 ist. Die umgekehrte Inklusion gilt fiir jede offene
Menge 2 nach Teil (i) von Bemerkung . Also ist 9Q = 9Q und damit
erfiillt Q die Bedingung (i). Damit ist Lemma bewiesen. O
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Lemma 6.4.6. Sei Q C R" eine beschrinkte offene Menge mit C*-Rand.
Dann existiert eine offene Menge U C R™ mit 0Q C U und eine C*-Funktion
g : U — R mit den Eigenschaften

Vg(x)#0  fir alle x € 09, (6.4.8)
UNnoQ={zecU|g(x)=0}, (6.4.9)
UnQ={zeU|g(x)<0}. (6.4.10)

Beweis. Da €2 beschriankt, und 02 daher kompakt ist, existieren nach Defi-

nition (Teil (iii) von Lemmal6.4.5)) und Satz[C.1.2] offene Mengen Uy, ..., Uy
mit 02 C Ufil U; und C*Funktionen ¢; : U; — R fiir i = 1,..., N, die 0 als
reguldren Wert haben und erfiillen. Nach Satz existieren glat-
te Funktionen p; : R™ — [0, 1] mit kompaktem Tréger, die die Bedingungen
supp(p;) C U; firi=1,..., N und

N
sz(:c) =1 fiir alle x € 09
i=1

erfiilllen. Dann ist

N

ZPZ(@ > 0} C UUi

=1

U::{xER”

eine offene Menge, die 02 enthélt, und die Funktion

N
g:=> pgi:U—R

=1

erfilllt die Behauptungen des Lemmas. Ist x € U N9 so ist jeder Sum-
mand p;(z)g;(z) mit x € U; gleich Null. Ist x € U N, so ist jeder Sum-
mand p;(z)g;(x) mit x € U; kleiner oder gleich Null und mindestens einer ist
negativ. Ist x € U \ Q, so ist jeder Summand p;(z)g;(z) mit z € U; grosser
oder gleich Null und mindestens einer ist positiv. Daraus folgen die Glei-
chungen und (6.4.10)). Die Aussage gilt, weil g;(x) = 0 ist fiir
alle z € U; N 02 und die Vektoren Vg;(z) und Vyg;(z) fir x € U; N U; N 0D
positive Vielfache voneinander sind. Damit ist Lemma bewiesen. [
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Abbildung 6.7: Das duflere Einheitsnormalenfeld.

Lemma 6.4.7 (Das &duflere Einheitsnormalenfeld). Sei Q@ C R" eine
beschrinkte offene Menge mit C*-Rand. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Fir jedes x € 0 existiert genau ein v(z) € R™ (Abbildung [6.7) mit
(@)l =1, v(z) LT:09,

6.4.11
x +tv(x) ¢ Q fir kleine t > 0. ( )

(ii) Die Abbildung v : 9Q — S™ ! in (1) ist stetig.

(iii) Wenn Q einen C*-Rand hat, so existiert eine offene Menge U C R"
mit OQ C U, so dass sich die Abbildung v : 0 — S™ ' zu einer C*~'-Abbil-
dung von U nach S™! fortsetzen lifst.

Bewez’s. Sei g : U — R eine Funktion, welche die Bedingungen von Lem-
ma erfﬁllt Dann ist 0 ein regulirer Wert von h mit 92 = h=1(0)
nach ) und ([6.4.9). Daher gilt T,,0Q = Vg(z)* fiir alle x € 9. Daraus
folgt dle Ex1stenz in Dle Existenz in Teil (i) folgt aus Lemma mit

_ Vg(x)
V@)= K@l

Dieser Vektor hat die Norm eins, und ist orthogonal zu 7,0€2. Auflerdem
ist (Vg(x),v(x)) = |[Vg(z)|| > 0 und daraus folgt g(x + tv(x)) > 0, und da-
her x + tv(z) ¢ Q nach (6.4.10), fiir jedes hinreichend kleine ¢ > 0. Es folgt
ebenfalls, dass g(zg — tv(xg)) < 0 und daher xy — tv(xg) € Q ist fiir jedes
hinreichend kleine ¢ > 0. Da es nur zwei Einheitsvektoren in (7},0)* gibt,
ist damit Teil (i) bewiesen. Die Stetigkeit in Teil (ii) folgt ebenfalls direkt
aus der Formel und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von g.
In Teil (iii) folgt die Existenz einer C*~1-Fortsetzung auch direkt aus der For-
mel , da die Funktion g nach Lemma so gewahlt werden kann,
dass sie ¢ mal stetig differenzierbar ist. Damit ist Lemma bewiesen. [

(6.4.12)
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Definition 6.4.8. Sei Q C R" eine beschrinkte offene Menge mit C*-Rand.
Die Funktion v : 0Q — S™ ' in Lemma heifit dusseres Einheitsnor-
malenfeld von ). Sie wird auch die Gauf3-Abbildung von ) genannt.

Satz 6.4.9 (Divergenzsatz von Gaufl). Sei Q C R" eine beschrinkte of-
fene Menge mit C'-Rand, sei v : 00 — S™ 1 das dufere Einheitsnorma-
lenfeld, sei W C R™ eine offene Menge mit Q C W, sei f: W — R™ eine
CL-Abbildung, und sei

3:1:i

W = R, (f,y)::ZfiUi:aQ%R.

=1

div(f) :=

=1

Dann gilt

/Q div(f) = /8 (fv)ds. (6.4.13)

Beweis. Zunéchst sei erwéihnt, dass es sich bei 2 um eine Jordan-messbare
Teilmenge des R" handel, da ihr Rand eine kompakte (n — 1)-dimensionale
C'-Untermannigfaltigkeit von R™ und daher nach Beispiel [5.6.13]eine Jordan-
sche Nullmenge ist. Da f auf einer Umgebung der Menge ) stetig ist, ist also
das Integral auf der linken Seite der Gleichung wohldefiniert (Defi-
nition .

Wir beweisen den Divergenzsatz zunéchst fiir Funktionen mit Tréger in
einer hinreichen kleinen Umgebung eines Randpunktes. Sei also xy € 0f2
gegeben. Dann existiert nach Voraussetzung (Teil (iii) von Lemma
eine offene Mengen U C W mit xyp € U und eine C'-Abbildung ¢ : U — R
mit Vg(zg) # 0 und

UNnoQ={zeU|g(z)=0}, UNnQ={zeU|g(x)<0}.

Da Vg(z¢) von Null ist , diirfen wir ohne Einschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dass dg/0x,(z) > 0 ist. Genauer gesagt, es kann durchaus
sein, dass dg/0z,(x¢) = 0 ist; in diesem Fall existiert ein ¢ € {1,...,n — 1}
mit dg/0x;(xy) # 0; durch Vertauschen der Koordinaten z; und x,, erhalten
wir dann dg/0z,(x¢) # 0; anschlieBend kénnen wir noch z,, durch —z,, erset-
zen, falls notig, um die Ungleichung dg/0z,,(xq) > 0 zu erhalten. Nach diesen
Vorbereitungen erfiillt g die Bedingungen

g(zg) =0, (x9) > 0. (6.4.14)

oz,
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b
No—
X0
a
U’

Abbildung 6.8: Eine Umgebung eines Randpunktes.

Es ist an dieser Stelle niitzlich, die Bezeichung
v = (z1,...,20_1) ER"Y r=(x1,...,2,) = (2',2,) ER"

einzufiihren. Insbesondere ist ) € R"~! der Vektor, dessen Koordinaten mit
den ersten n — 1 Koordinaten von x iibereinstimmen, xy, € R ist die letzte
Koordinate von zg, und xy = (g, Zo,). Dann folgt aus den Bedingungen
in (6.4.14]), dass reelle Zahlen a < b existieren mit

a<xzo, <b, {xy} x[a,b] CU, ;—g( 0, Tn) > 0 fiir alle z,, € [a, b].
xn

Da g(xy, xon) = g(xo) = 0 ist, gilt dann nach dem Mittelwertsatz
g(zh,0) < 0 < g(zhb).
Daher existiert eine offene Menge U’ C R"~! (Abbildung mit

zy €U, U' x [a,b] C U,
dg
oz,
g(2',a) <0< g(2',b)  fiir alle 2’ € U'.

() >0  fiir alle z € U’ x [a, ], (6.4.15)

Aus (6.4.15)) folgt nach dem Zwischenwertsatz und dem Mittelwertsatz, dass
fiir jedes o’ € U’ genau eine reelle Zahl h(z’) existiert mit

a < h(z') <b, g2, h(z")) = 0. (6.4.16)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen in Kapitel |3| ist die so definierte
Funktion h : U" — (a,b) stetig differenzierbar (siche Abbildung .
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Der #ufiere Einheitsnormalenvektor an der Stelle (z/, h(2')) € 09 ist in
dieser Situation der eindeutige Einheitsvektor, der senkrecht auf dem Gra-
phen der Ableitung von h an der Stelle 2’ € U’ steht, und dessen nte Koor-
dinate positiv ist. Dies ist der Vektor v(z’, h(z")) € R" mit den Koordinaten

vi(z' h(z')) = (@) firi=1,...,n—1,
\/1 VRGP
X (6.4.17)
vp(2', h(x')) =
V1+ V@)
b =0

U’
Abbildung 6.9: Der Rand als Graph einer Funktion i : U — (a, b).

Sei nun f : R™ — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld, dessen Tréger
in der offenen Menge U’ X (a,b) enthalten ist. Dann ist das Integral der
Funktion (f,v) : 9Q — R nach (6.4.17) und Beispiel durch die Formel

/m<f,y>ds

= /, Z fi(@', h(2"))vi(2, h(x’))\/l + ||Vh($/)||2 da’ (6.4.18)
/l<fnxh Zle‘h h(’))dw’

gegeben, und das Integral von dlv( f) iiber Q ist nach dem Satz von Fubini
(Satz ) das iterierte Integral

/le Z/,/ " 3]‘} (2, x,) dx,, da'. (6.4.19)
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Zu zeigen ist nun, dass die beiden Integrale in (6.4.18)) und (6.4.19) {iberein-

stimmen. Fiir ¢ = n erhalten wir nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrech-
nung die Formel

(@)
/h oL (@, 2n) dayn = fu(2, h(2")) = fu(2', a)

ox,,
= fu(2', h(2)).
Durch Integration iiber z’ € U’ ergibt sich daraus
Ofn
In _ [t ds.
Q 0Ty o0

Fir i =1,...,n — 1 und jede reelle Zahl t liefert der Hauptsatz der Infini-
tesimalrechnung die Formel

aaf(a:‘ t+ h(x"))dx = 0.
Ur 0%

Durch Integration iiber ¢ € (—o0, 0] erhalten wir dann

0= / 0 / / ailfi(x/,t—i—h(x’))dx’dt
/ / (3@ ' t+h(a')) + ai(fﬂ',t+h(m’))§£(f)) di'di
= / , / 8_9[;($/,t+h(x’))dtdx’
/Uf </ af“‘f t+h(z ))dt) gz( ') da’
:// g—i(xl,xn) dz,da’

Oh
(] / / /
+ . file' h(x ))axl (') dx
o 0z 89

Damit ist der Divergenzsatz von Gauf fiir jedes stetig differenzierbaren Vek-
torfeld f : R™ — R™ mit supp(f) C U’ x (a,b) bewiesen.
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Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass jeder Randpunkt von €2 eine
offene Umgebung U C W besitzt, so dass der Divergenzsatz von Gau$ fiir alle
Vektorfelder mit Tréger in U giiltig ist. Das gleiche gilt fiir Punkte in €2, da
beide Integrale in fiir C'-Funktionen, deren Tréiger in € enthalten ist,
verschwinden. Da Q eine kompakte Teilmenge des R” ist, folgt daraus nach
Satz [C.1.2] dass es endlich viele offene Teilmengen Uy, ..., Uy C W gibt, so
dass

QCcUUulU---UUy

ist und die Gleichung (6.4.13)) fiir jedes i € {1,..., N} und jedes stetig dif-
ferenzierbare Vektorfeld f : R™ — R™ mit supp(f) C U; gilt. Nach Satz
existieren glatte Funktionen

P1s-- -5 pN  R" = [0,1]
mit kompaktem Tréger, welche die Bedingungen
supp(p;) C U; firi=1,...,N

und

N
Z pi(x) =1 fiir alle 7 € Q.
i=1

erfiillen. Ist nun f : W — R" ein beliebiges stetig differenzierbares Vektorfeld,
so gilt (6.4.13)) fiir jedes der Vektorfelder p; f und daraus folgt

[ aitn = [ aiv (i::pf)
- i R
= XNj | wswyas
[ Sntsas

~ [ twyas
o0
Damit ist Satz [6.4.9] bewiesen. m
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6.5 Weitere Beispiele

Beispiel 6.5.1 (Laplace-Operator). Der Laplace-Operator auf dem R™ ist
der Differentialoperator zweiter Ordnung

0? 0?

A= . .

02 T o
Sei nun 2 C R" eine beschriankte offene Menge mit glattem Rand. Eine
reellwertige C? Funktion u : Q — R auf einer offenen Teilmenge 0 C R”
heit harmonisch wenn Au = 0 ist. Fiir jede C2-Funktionen u :  — R und
jede C'-Funktion v : Q — R gilt

div(vVu) = vAu + (Vu, Vv). (6.5.2)

(6.5.1)

Fiir ¢ € N nennen wir u : 2 — R eine C*-Funktion, wenn sie sich zu einer C*-
Funktion auf einer offenen Teilmenge des R”, die Q enthilt, fortsetzen l:ifit.
Ist u : Q — R eine C'-Funktion, so wird die Ableitung von u in Richtung des
aufleren Normalenfeldes v : 92 — R die normale Ableitung von u genannt.
Wir bezeichnen sie mit

8u
E

Damit erhalten wir aus Satz und Gleichung (6.5.2) mit v = 1 und v = u
fiir jede C2-Funktion u : Q — R die Formeln

/Au— —dS (6.5.3)
8Q

/||W|| _/ w2 s /QuAu. (6.5.4)

Die Gleichung (6.5.4) zeigt, dass jede harmonische C2-Funktion u : Q- R,
die auf dem Rand verschwindet, auf ganz ) verschwindet, denn sie ist auf
jeder Zusammenghangskomponente von  konstant und jede solche Zusam-
menhangskomponente enthélt einen Randpunkt. Die Gleichung zeigt,
dass die normale Ableitung einer harmonischen C?-Funktion u : Q — R auf
dem Rand den Mittelwert Null hat. Eine weitere wichtige Gleichung, die

aus (6.5.2) ind Satz fiir zwei C2-Funktionen u,v : Q — R folgt, ist

/Q(um — vA) :/ (u% — v%) ds. (6.5.5)

= (Vu,v) : 00 — R.

und
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Beispiel 6.5.2 (Volumen). Die Divergenz des Vektorfeld f(x) = x ist die
Konstante Funktion div(f) = n und damit gilt [, div(f) = nVol,(Q). Nach
Satz ergibt sich daher fiir jede beschrinkte offene Menge Q C R"™ mit
C'-Rand die Formel

Vol, () = /8 o v(a) dSa). (6.5.6)

n

Ist Q = B" C R" der offene Einheitsball, so ist 00 = S"~! die Einheitssphére
und das duBere Einheitnormalenfeld v : 9Q — S"~! ist in diesem Fall die
Identitit v(z) = x. Damit ergibt sich aus (6.5.6) die Gleichung

1
VOIn(Bn> = EVOlnil (Sn71>

und wir erhalten damit einen weiteren Beweis der Gleichung ((6.3.12)).

Beispiel 6.5.3. Sei Q C R” eine beschrinkte offene Menge mit C'-Rand,
sei @ € R™\ 09, und sei f: R"\ {a} — R" das Vektorfeld

r—a

f(z) = Te—all" r € R"\ {a}.
Dann gilt
af; 0 x; —a; 1 n(z; — a;)?
Tt ] L ] L P
fir i = 1,...,n und daher

(@) = e~ 30 T =0

i=1 |z

Fiir a € R™\ Q folgt daraus nach Satz die Gleichung
/ @ = av@)) joy - / (f,v) dS = / div(f) = 0.
00 o0 Q

| —all”
Ista € Qundr > 0mit B,(a) = {z € R"| ||z —a| <r} C Qsoist Q\ B,(a)
eine beschriinkte offene Teilmenge des R"™ mit C'-Rand

9(Q\ B, (a)) = 9Q U 3B, (a).

Fiir € dB,(a) ist v(z) = — ||z —al| ™" (z —a) der dussere Einheitsnorma-
lenvektor beziiglich der offenen Menge Q2 \ B,(a) (siche Abbildung [6.10).
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Abbildung 6.10: Der Satz von GauB fiir das Komplement eines Balles.

Damit ergibt sich aus Satz die Gleichung

0= div

/n\BT(co V)

e [ U@ —a)
- [ wnas /a&(a) fe—ay @

:/m<f,z/)d5—wn.

Zusammenfassend erhalten wir die Formel
1
L[ ot g
Wn Joa ||z — a||

Im Fall n = 2 kann dieses Integral als Umlaufzahl von 0€2 um einen Punkt a
im Komplement des Randes interpretiert werden. (Vergleiche Beispiel )

1, fiira € Q,

0, fiira e R\ Q. (6.5.7)

Beispiel 6.5.4 (Elektrodynamik). Seien m paarweise verschiedene Punk-
te ay,...,a, € R® gegeben. Wir nehmen an es befinde sich eine elektrische
Ladung der Starke ¢; € R an der Stelle a;. Diese Ladungen erzeugen ein Elek-
trisches Feld welches mit der Kraft

Z T e (6.5.8)

:c—alH

auf eine positive Einheitsladung an der Stelle z € R™\ {ay,...,a,} wirkt.
Ist Q C R? eine offene Menge mit C'-Rand 9Q C R?\ {ay, ..., ax}, so ergibt

sich aus (6.5.7) mit w3 = 47 die Formel

/ (E,v)dS = Zq,/ — iy >dS(LU) :47TZqi. (6.5.9)
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Der Ladungsfluss iiber den Rand von {2 ist also das 47-Fache der Gesamtla-
dung im Gebiet 2 (Abbildung [6.11)).

Abbildung 6.11: Elektrischer Ladungsfluss.

Beispiel 6.5.5 (Flicheninhalt). Sei Q C R? eine beschriinkte offene Teil-
menge mit C*-Rand, so dasB 0 zusammenhiingen ist. Dann existiert eine
C1-Abbildung v : R — 0 mit

A(t) #0 Yt +1) =~(t) fiir alle € R,

so dass 7[p,1) : [0,1) = 09 bijektiv ist. (Fiir einen Beweis siehe [3].) Diese
Parametrisierung von 0€) kann so gewéhlt werden, das v den Rand von 2
gegen den Uhrzeigersinn durchliuft. Schreiben wir () =: (x(t), y(t)), so
ist der dussere Einheitsnormalenvektor von € an der Stelle v(t) € 9 unter
diesen Voraussetzungen durch

Abbildung 6.12: Der Fldcheninhalt als Randintegral.
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Wie in Beispiel betrachten wir das Vektorfeld f(z,y) := (z,y) auf
dem R2. Dann folgt aus Satz mit Hilfe des Kurvenintegrals in Bei-

spiel die Gleichung

Vol (Q) =

S~
e
=0
=

e}

(6.5.10)

(F(y(@)), v(y () 17 ()] at

[ty

N~ NI~ N~ N

S— — S—

—~
8
—~
~+
N—
<
—~
~
N—
<
—~
~
N—
8
—~
~
S~—
~—
QU
~

Betrachten wir die offene Einheitkreisscheibe 2 = B? C R? mit der Parame-
trisierung y(t) := (cos(2nt),sin(27t)) des Randes 0B? = S!, so ergibt sich
nochmals die Formel Voly(B?) = 7 fiir den Flicheninhalt.

Der letzte Term in wird das “Integral der 1-Form %(xdy — ydz)
iiber der Kurve 7”7 genannt. Diese Formulierung wird im Kapitel 7| genauer
behandelt. Wie sich herausstellen wird, ist es durchaus niitzlich, den Diver-
genzsatz von Gaufl in die Sprache der Differentialformen zu iibersetzen. Nicht
nur fithrt diese Ubersetzung zu einer natiirlichen Verallgemeinerung in dem
Satz von Stokes (Satz[7.5.4), sondern es lassen sich auch gewisse Anwendun-
gen iiber den Formalismus der Differentialformen sehr viel leichter herleiten,
als iiber die Formulierung mit der Divergenz von Vektorfeldern. Ein Beispiel
dafiir ist der Retraktionssatz [7.6.5(im néchsten Kapitel.
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Kapitel 7

Integration von
Differentialformen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, das Integral einer Differentialform vom Gra-
de d iiber einer orientierten d-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R"
zu definieren. Hierzu bedarf es zunéchst einer Einfiihrung in die Begriffe
der Alternierenden Formen (Abschnitt und der Differentialformen (Ab-
schnitt [7.2), sowie des Begriffs der Orientierung einer Untermannigfaltigkeit
des R"™ (Abschnitt [7.3). Das Integral iiber einer Untermannigfaltigkeit wird
im Abschnitt eingefiihrt. Das wichtigste Resultat in diesem Kapitel ist
der Satz von Stokes und dieser wird in Abschnitt [.5] bewiesen. In diesem
Kapitel betrachten wir stets nur glatte Untermannigfaltigkeiten, ohne dies in
jedem Fall zu erwéhnen.

7.1 Alternierende Formen

In diesem Abschnitt sind X,Y, Z ein reelle Vektorrdume. Fiir £ € N be-
zeichnen wir mit S;, die Gruppe der Permutationen, das heifit der bijektiven
Abbildungen

o:{1l,... .k} —={1,..., k}.

Die Paritét einer Permutation o € S}, ist die Zahl
(o) == (=1)", v(io) ={(i,j)|1<i<j<k,o()>0o(j)}
Die Paritéit definiert einen Gruppenhomomorphismus

277
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Definition 7.1.1. Sei k € N. Eine multi-lineare Abbildung w : X* — R
heifit alternierende k-Form wenn sie fir alle i,j € {1,...,k} miti < j
und alle &, . ..,& € X die Bedingung

w(fla D 7§i717£j75i+17 v 7€j717§i75j+17 <. 7676) = _w(gla v 761@)

erfillt. Fine alternierende O0-Form auf X ist per Definition eine reelle Zahl.
Fiir k € N wird die Menge der alternierenden k-Formen auf X mit

AX* = {w - XF SR | w ist eine alternierende k;—form}
bezeichnet. Dies ist ein reeller Vektorraum. Fir k =0 st
AX* =R
und fir k =1 ist A'X* = X* = L(X,R) der Dualraum von X .
Ubung 7.1.2. Fiir jedes k € N ist A*X* ein reller Vektorraum.

Ubung 7.1.3. Eine multi-lineare Abbildung w : X* — R ist genau dann
eine alternierende k-Form ist wenn sie der Bedingung

W), - &oy) = elo)w(&r, ..., &)

fiir jede Permutation o € Sy und alle Vektoren &;,..., & € X geniigt. Hin-
weis 1: Ist 0 € S eine Transposition so gilt £(0) = —1. Hinweis 2: Jede
Permutation 148t sich als Komposition von Transpositionen schreiben.

Ubung 7.1.4. Sei w € A*X* und seien &;,...,& € X linear abhingig.
Dann gilt w(&y, ..., &) = 0. Insbesondere folgt daraus dass A*X* = {0} ist
fir £ > dim X

Beispiel 7.1.5. Sei X = R" und k € {1,...,n}. Fiir ein geordnetes k-Tupel
I=(iy,... i) € N, 1<iy<ig<---<ip<nm,

definieren wir die Abbildung dz; : (R")* — R durch die Formel

d%[(fl, &2, - 7576) i= det ((5#%)271/:1)

fir &, = (&u,...,&m) € R*, p=1,... k. Es folgt aus den Eigenschaften
der Determinante, dass dx; in der Tat eine alternierende k-Form auf R” ist
(siche Anhang D).
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Firk=1und [ =i¢e{1,...,n} ist dz; : R” — R die Projektion auf die
1te Koordinate, das heifit
d‘rl(g) :£i7 é—: (517"'7§’ﬂ> € R"
Die Menge der geordneten k-Tupel in {1,...,n} bezeichnen wir mit
T(n) == {I = (i1,...,ix) ENF|1 < iy <ig <+ <ip <n}.

Die Anzahl der geordneten k-Tupel in {1,... ,n} ist

Fiir £ =0 ist es niitzlich, die Konventionen Zy(n) := {0} und dzy :=1 € R
zu verwenden.

Lemma 7.1.6. Sein € N und k € {0,1,...,n}. Dann bilden die alternie-
renden k-Formen dxr fir I € Zy(n) eine Basis von A*(R™)*. Insbesondere
gilt

dim AF(R")* = <”)
k
Beweis. Fiir k = 0 folgt die Aussage direkt aus den Definitionen. Sei k& > 1
und sei ey, ..., e, die Standardbasis des R". Dann gilt fiir alle I,.J € Zy(n)
mit J = (j1,...,Jx) die Gleichung

1, falls I =J,
dac[(ejl,...,ejk) :51J :{ 0, falls [7& J (711)

Sei nun w € A*(R™)* gegeben ebenso wie eine Abbildung Zy,(n) — R : I + ay.
Dann gilt

ar =w(ey, ..., €e;,)
w= ) wdey = VI = (iy,..., i) ézk(n). (7.1.2)
I€Zy(n)
Um dies zu zeigen wahlen wir ein k-Tupel J = (j1,...,jk) € Zx(n) und wer-
ten die k-Formen w und ), a;dz; auf den Vektoren (ej,,...,e;, ) aus. Auf-
grund von erhalten wir fiir beide k-Formen genau dann die gleiche
Antwort wenn w(e;,, ..., €;,) = ay ist. Andererseits stimmen zwei k-Formen

auf R™ genau dann iiberein wenn sie auf jedem k-Tupel von Basisvektoren
iibereinstimmen. Damit haben wir gezeigt.

Es folgt direkt aus dass die k-Formen dx; eine Basis on AF(R")*
bilden. Damit ist Lemma [7.1.6] bewiesen. [
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Das duflere Produkt

Definition 7.1.7. Seien k,/ € N. Das dussere Produkt von a € A*X*
und 3 € A*X* ist die alternierende (k + £)-Form a A B € AN***X*, die durch

(@A B)(Ers o &he) = Y e(0)Eorys - - i) BEathsn)s - - - Eatrs))

UESk,g
fir &y, ... ke € X definvert ist. Hier bezeichnen wir mit
Sie={0 € Spie|lo(l)<---<ak),ock+1)<---<a(k+{)}

die Menge der (k, £)- “shuffles”. Fiir c € A°X* =R und w € A*X* definieren
wir
CAW = cw.

Beispiel 7.1.8. Scien o, 3 € A'X* und w € A2X*. Dann gilt

(anB)&n) = a§)Bn) —an)B(E),
(aAw)(&n,¢) = al@wn, () +a(mw((,§) +a(Qw(&,n)

fiir alle £,n,¢ € X.

Lemma 7.1.9. Seien k, ¢, m € NU {0}.
(i) Die Abbildung

AFX* x APX* = AMHEX (o, B) = a A p

1st bi-linear.
ii) Fir o € A*X* und € A*X* gilt
(ii) g

BAa=(—1)"ang.
(iii) Fiir o € A*X*, B € A*X*, und v € A™X* gilt
(@AB)Ay=an(BAY).
(iv) Fir o € A*X* und &,...,& € X gilt
(A= Aa)(Er, ... &) = det ((ay@));y:l) . (7.1.3)
(V) Fiir T = (ir, ... ix) € Tu(n) gilt

dry = dx;, Ndxi, N--- Ndx,.
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Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus der Definition des dusseren
Produkts. Fiir den Beweis von (iii) definieren wir

o(l) <. <o(k),
Skygjm =14 0 € Skitim O'(k?+1) < - <0'<k3+£),
ok+l+1)<---<ok+{+m)

Dann sind ((aAB)AY) (&1, -« s Ekrorm) und (@A (BAY)) (&1, - .-, Eprorm) beide
gleich dem Ausdruck

D e(0)alEoqrys - o) BlEatkinys - s Eotkr) Y Eothrernys - s Eothrerm);

wobei die Summe iiber alle 0 € S, lduft. Hieraus folgt die Assoziativitét
des dusseren Produkts.

Iterieren wir die Formel im Beweis von (iii) so ergibt sich mit vollsténdiger
Induktion die Gleichung

(A A &) = Y e0)ar(Goq)) - - arlEomy)

oES

- der ((le)", )

fir aq,..., 0 € X* und &, ..., & € X. Dies beweist (iv), und mit X = R"
und «, = dx;, folgt daraus Teil (v). Damit ist Lemma bewiesen. [

Ubung 7.1.10. Sei X = R?* mit den Koordinaten z1, ..., Z,, Y1, ..., Y, und
w = dr; Ady, + -+ + dx, A dy, € A*(R*)*.
Dann ist das n-fache dussere Produkt von w mit sich selbst durch die Formel
W = (=" D2 ey A Ada, Adyy A - A dyy

gegeben.

Zuriickholen

Definition 7.1.11. Sei A : X — Y eine lineare Abbildung und w € AFY*.
Die durch A zuriickgeholte alternierende k-Form A*w € AFX* ist
durch

(A*w) (&1, .-, &) = w(AL, .. Al
fir &y, ..., & € X definiert.
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Lemma 7.1.12. Seien A: X =Y und B :Y — Z lineare Abbildungen.
(i) Die Abbildung A*Y* — A*X* 1 w — A*w ist linear.
(ii) Firw € A*Z* gilt
(BoA)'w=A"B*w.
(iii) Fiir o € A*Y™* und B € A'Y™ gilt
A*(a A B) = (A"a) A (A"D).

(iv) Seien X =R", Y = RP, und

A= (aji>j:1’mp c Rpxn

i=1,..n

(verstanden als lineare Abbildung von R™ nach RP). Wir bezeichnen die Ko-
ordinaten auf R™ mit © = (xq,...,x,) und die auf R mit y = (y1,...,Yp)-
Dann gilt fir J = (j1,...,jk) € Zr(p) dass

A*dyJ: Z det(AJ[)d{L'[

1€y, (n)

wobet
AJI = (ajyiu)ﬁ7V:1 S Rka
fir I = (iy,...,ix) € Ii(n).
Beweis. Die Aussagen (i), (ii), (iii) folgen sofort aus den Definitionen. Zum
Beweis von (iv) bezeichnen wir mit ey, ..., e, die Standardbasis des R™ und
wahlen ein k-Tupel I = (i1,...,4) € Zx(n). Dann gilt
(A*dys)(es, ... e,) = dys(Ae;,, ..., Ae;,)

k
= det (((Aeiu)jy)u7’/:1>
= det (AJ[) .
Hier folgt die letzte Gleichung aus der Tatsache, dass die jte Koordinate des

Vektors Ae; der Eintrag a;; = (Ae;); der Matrix A ist (ite Spalte und jte
Zeile). Damit folgt die Behauptung aus ([7.1.2]). O
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7.2 Differentialformen
In diesem Abschnitt sind n,p,q € NU {0} und
UCR', VCR, WCR

nichtleere offene Mengen. Die Elemente von U werden mit z = (z1,...,2,)
und die von V mit y = (yi,...,y,) bezeichnet.

Definition 7.2.1. Sei k € NU {0}. Fine Differentialform auf U vom
Grade k ist eine glatte (d.h. C*) Abbildung w : U x (R")* — R so dass die
Abbildung

R")F —R: (&, &) = w(@séa, .., &)

fiir jedes x € U eine alternierende k-Form ist.

Ist w: U x (R*)* — R eine Differentialform so bezeichnen wir die durch
x € U bestimmte alternierende k-Form mit w, € A*(R™)*, das heifit

wx(&l? te 7516) = W(.T;gl, v 761(?)

fiir &,...,& € R™. In dieser Schreibweise konnen wir eine Differentialform
vom Grade k auch als glatte Abbildung U — A*(R™)* : z +— w, verstehen.
Nach Lemma koénnen wir nun die alternierende k-Form w, in der Basis
{dx1} 11, (n) darstellen. Das heift, es gibt glatte Funktionen a; : U — R, eine
fiir jedes k-Tupel I = (i1, ..., i) € Ix(n), so dass fiir alle x € U gilt:

Wy = Z ar(z)dz;. (7.2.1)

I1€Ty, (n)

Der Beweis von Lemma [7.1.6| zeigt auch, dass die Koeffizienten sich in der
Form a;(z) = wy(es, ..., e;,) schreiben lassen. Die Menge der Differential-
formen auf U vom Grade k bezeichnen wir mit

QF(U) == C>=(U, A*(R™)").

Dies ist ein (unendlich dimensionaler) reller Vektorraum. Manchmal bezeich-
nen wir die Elemente von QF(U) kurz als k-Formen. Hierbei ist jedoch auf
den Unterschied zwischen alternierenden k-Formen (Elementen von A*(R™)*)
und k-Formen als Differentialformen (Element von QF(U)) zu achten.
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Zuriickholen

Definition 7.2.2. Sei f : U — V eine glatte Abbildung und w € Q*(V). Die
durch f zuriickgeholte Differentialform

frlwe Q"U)
ist definiert durch
(frw) (@&, &) = w(f (@) df ()81, - - -, df (2)&k)
firx e U und &, ..., & € R".
Lemma 7.2.3. Seien f: U — V und g : V — W glatte Abbildungen.
(i) Die Abbildung QF(V) — QF(U) : w — f*w ist linear.
(i) Fiir w € QFW) gilt
(gof)w=f"g'w.
(iii) Fiir o € QX(V) und 8 € QYV) gilt
[rlanp)=(f"a)A(fB).

(iv) Ist
w = Z bydyy € Qk<V)

JELy(p)

mit by € C*(V) so gilt

Frw= > Y (bjof)det (g—;’:‘;) dp, (7.2.2)

J€Ly(p) 1€ (n)

wobes

s _ <3ij

oxy ox;,

fir I = (i, ... i) € Zg(n) und J = (j1,- .., k) € Ze(p)-

k
) c (COO(U, kak)
v,pu=1

Beweis. Die Aussagen (i), (ii), (iii) folgen sofort aus den Definitionen und (iv)

folgt aus Lemma [7.1.12] (iv). O
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Beispiel 7.2.4. Sei V = R? mit den Koordinaten (z,y) und U = R? mit

den Koordinaten (r,0). Sei f: U — V die Abbildung
f(r,0) := (rcos(f),rsin(h))

Also ist
x = fi(r,0) = rcos(d), y = fa(r,8) = rsin(6).

Die Formel ([7.2.2)) fiir das Zuriickholen durch f ergibt
9 9

frdx = Wd r+ %dé = cos(#)dr — rsin(6)dd
und 5
frdy = 8f2d + a—];2d9 = sin(0)dr + r cos(6)d6.

Hieraus folgt nach Lemma- (iii) dass
f(dx A dy) = rdr A d6.
Wir haben dabei verwendet dass
do A dr = —dr A df

ist. Dies stimmt iiberein mit der Gleichung

det(df (r,0)) =r

Das Differential

Definition 7.2.5. Sei k € NU {0} und w € Q¥(U). Das Differential von

w ist die Differentialform dw € Q(U), die durch

k

dw(w; &0, - -, & ZZ &V (@580, it ivrn -, &)

i=0 v=1 Ly

firx € U und &, ..., & € R™ definiert ist. Die resultierende Abbildung

d: QFU) = QD)

ist ein linearer Differentialoperator erster Ordnunyg.

(7.2.3)
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Bemerkung 7.2.6. Eine 0-Form auf U ist eine glatte Funktion f : U — R.

Das Differential df € Q(U) einer solchen 0-Form f € Q%(U) = C>®(U) ist
nach Definition [.2.5] die durch

N 9
)i= 2 b, ()
fir x € U und £ = (&,...,&,) € R™ definierte 1-Form. Also ist
(df)o = df (z) € (R")”

in der Tat die Ableitung von f an der Stelle z € U wie wir sie kennen. In
etwas anderer Schreibweise haben wir

Angewendet auf die Funktion U — R : z = (x1, ..., x,) — x; rechtfertigt dies
nachtréglich die Bezeichnung dx; fiir die Projektion auf die ¢te Koordinate.

Satz 7.2.7. (i) Istw =} g,y @rdzr mit ap € C*(U) so gilt

dw = dar dxl, ANdx; = dar N dzg. (7.2.4)
> > 3

v=1 ]EIk(n €T, (n)
(ii) Fiir o € QF(U) und 8 € QYU) gilt
d(a A B) = (da) A B+ (=1)fa A (dp)
(iii) Fir jedes w € QF(U) gilt
d(dw) = 0.
(iv) Ist f: U — V eine glatte Abbildung so gilt fiir alle w € Q¥(V) dass

d(f'w) = f*(dw).
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Bewers. Wir zeigen, dass die Formeln und - fiir dw iibereinstim-

men. Ist w = ), a;dx; so erhalten wir fur reUund &,...,& € R™
dw<x;£07"'7 ZZ 57,1/ Z' 507"'751'—1767:4-17"'75]47)
=0 v=1 Ly
da
= ZZZ gw Idﬂj](an--'agi—bgi-i-la--'?gk)
=0 v=1 1T
_ - 86” . 1@ d
- Zzax Z(_ )gw xl(f()v'"7€i717fi+17"'7€k)
v=1 I Y \i=0
0
= ZZ Cl[ /\d{L'[)(So,...,g )
v=1 1T

Damit ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Da d : Q%(U) — QF1(U) ein linearer Operator ist,
geniigt es, die Leibnitz-Regel fiir a = adz; und § = bdx; zu zeigen, wobei
a,b: U — R glatte Funktionen sind und I € Zy(n), J € Zy(n). In diesem Fall
erhalten wir

da A B) = dlabdz; Adry) = Z égzb) dx, A dz A day

n

= Zaax bdxy/\dxj/\darj—i-z

v=1
Ndxp | AB+ (=1)Fa A i o A dx
I 2 o, J

_ ( da
— oz,

= da A B+ (=1)*a ndp.

/\da:;/\dazj

Hier haben wir in der zweiten und letzten Gleichung die Formel ([7.2.4)) ver-
wendet. Damit ist (ii) bewiesen.
Wir beweisen (iii). Fiir eine 0-Form f € Q%(U) = C>(U) gilt

"9 0
d(df) = d(Z ) Z T &;f dz,, A dz,
7 v

v=1

B o o0f 0 JOf B
N Z (890# or, O, 8J:H> dy, N dzy = 0.
pu<v
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Auflerdem gilt, nach Definition, d(dz;) = 0 fiir jedes k-Tupel I € Zy(n). Fiir
w = Y ;ardx; ergibt sich daher aus (i) und (ii) die Gleichung

d(dw) = d (Z da; A dm) = d(das) Adz; = 0.

Damit ist (iii) bewiesen.
Wir beweisen (iv). Ist g € Q°(V) = C°(V) so ist f*g = g o f und daher

ist die Formel

f(dg) = d(f"g) (7.2.5)
eine Umformulierung der Kettenregel. Mit g(y) = y; gilt insbesondere
frdy; = df;

fir j =1,...,p. Daraus folgt fir J = (j1,...,7%) € Zr(p)
[rdyy = dfj, N--- Ndfj,.

Wenden wir nun die Leibnitz-Regel in (ii) auf diese Formel an so ergibt sich
(mit vollstdndiger Induktion)

d(f*dy,) = 0. (7.2.6)
Fiir eine k-Form w = ZJGZk(p) bydy; mit by € C*(V) gilt daher

d(f'w)y=d | Y (fbs)(fdy,)

JELk(p)

= 37 () A ()

JELk(p)

= ) (f7(dby) A (frdys)

JELk(p)

= | D (dby) Ady,
JET(p)

= f(dw)

Hier folgt die zweite Gleichung aus ([7.2.6|) und der Leibnitz-Regel in (ii), die

dritte aus ((7.2.5)), die vierte aus Lemma (ii), und die letzte aus (7.2.4)).
Damit ist Satz bewiesen. O
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Definition 7.2.8. Eine Differentialform w € QF(U) heifit geschlossen wenn
dw = 0 ist. Sie heifit exakt wenn eine (k — 1)-Form o € Q¥"1(U) ezistiert,
so dass do = w 1ist.

Nach Teil (iii) von Satz ist jede exakte k-Form geschlosssen. Wir
werden aber sehen dass eine geschlossene k-Form nicht unbedingt exakt sein
muss. Die Ubung wird jedoch zeigen, dass fiir sternformige Gebiete
U C R” jede geschlossene k-Form auf U mit k£ > 1 notwendigerweise auch
exakt ist. Mit anderen Worten, fiir jede offene Teilmenge U C R™ haben wir
eine endliche Folge von linearen Operatoren

QW) L o U) -5 PU) -L - L o) -5 Q)

mit der Eigenschaft, dass das Bild eines jeden Operators enthalten ist im Kern
des darauf folgenden. Eine solche Folge von Operatoren wird auch Ketten-
komplex genannt. Wenn das Bild des Operators d : Q*1(U) — QF(U) ein
echter Unterraum vom Kern des Operators d : QF(U) — QFL(U) ist, so ist
der Quotient dieser Rdume ein reeller Vektorraum positiver Dimension. Diese
Quotientenrdume werden deRham Kohomologiegruppen von U genannt
und mit H*(U;R) bezeichnet. Sie enthalten interessante Informationen iiber
die Eigenschaften der Menge U. Dieses Thema geht jedoch weit iiber die
Inhalte dieser Vorlesung hinaus.

Differentialformen in der Dimension drei

Beispiel 7.2.9. Wir betrachten den 3-dimensionalen Euklidischen Raum R?
mit den Koordinaten z,y, z. Dann ist
AO(R:’,)* — R, Al(Rg)* ~ RS, AQ(RB)* ~ R3, A3(R3)* ~R.

Der Isomorphismus A'(R?)* = R3 ist gegeben durch die Basis dx, dy, dz und
der Isomorphismus A%(R3)* = R3 durch die Basis dy A dz, dz A dx, dz A dy.

Sei U C R? eine offene Menge und Vekt(U) := C*(U, R?) der Raum der
glatten Vektorfelder auf U. Die einem Vektorfeld f = (a,b,c) : U — R?
zugeordnete 1-Form und 2-Form sind

ap:=adr+bdy+cdz, wr:=adyNdz+bdz Ndx +cde Ndy. (7.2.7)
Dies ergibt Isomorphismen Vekt(U) — QY(U) und Vekt(U) — Q?(U). Das

Differential der 1-Form ay ist

dc  0b da Oc ob  Oa
daf:(Fy—&)dy/\dz—l—(&—%>dz/\dx+<%—a—y)d:v/\dy.
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Diese 2-Form wird wiederum mit dem Vektorfeld

Oc/0y — 0b/0z 0/0x a
rot(f) = | 0a/0z—0c/0x | =| 0/0y | x| b | =Vxf
0b/0x — da /0y 0/0z

identifiziert. Hier verwenden wir das Kreuzprodukt und rechnen formal mit
dem Ausdruck V := (9/0x,0/0y,0/0z) wie mit einem Vektor. Ebenso er-

halten wir

da 0b Oc
dwy = (g—i—a—y—i—@)dx/\dy/\dz—(V-f)dx/\dy/\dz,

wobei mit V - f = (V, f) formal das standard innere Produkt gemeint ist.
Zusammenfassend ergibt sich

du = Olgrad(u) day = Wret(f), dwp = div(f)dx ANdy Ndz  (7.2.8)
fir u € C*°(U) und f € Vekt(U) mit
grad(u) = Vu, rot(f) =V x f, div(f)=V - f
Es folgt nun aus Satz (oder auch durch direktes Nachrechnen) dass
rot(grad(u)) = 0, div(rot(f)) =0 (7.2.9)
fir w € C*(U) und f € Vekt(U). AuBerdem gilt

_ Pu  0Pu  u
div(grad(u)) = Au = 97 + o7 + 52" (7.2.10)

Dies ist der Laplace-Operator.

Ubungen

Ubung 7.2.10 (Lemma von Poincaré). Sei U C R" offen und stern-
formig (das heifit wenn = € U ist dann ist auch ¢tz € U fiir jedes t € [0, 1]).
Sei k € N und w € QF(U) eine geschlossene k-Form. Dann ist w exakt.
Hinweis: Definiere o € Q*1(U) durch

1
O[(I" 517 s 7516*1) = / W(t.fl', T, 517 s 7£k71)tk71 dt
0

fiir x € U und &4, ...&_1 € R". Dann gilt da = w.
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Ubung 7.2.11. Sei U C R” eine offene Menge, f = (f1,..., fu) : U — R"
ein Vektorfeld, und w; € Q" 1(U) gegeben durch

Wi (581, -5 Enr) o= det(f(2), 61, 6n1)
fiir x € U und &, ...,&,-1 € R™. Dann gilt

n

Wy = Z(—]_)Z_lfz(df) dl’l VANRIERIVA dl’i_l N dIL‘H_l VAN de‘n, (7211)

i=1
dwp = div(f)dxzy A -+ A da,. (7.2.12)
Ubung 7.2.12. Der *-Operator * : QF(R") — Q" *(R") ist durch
sdry = e(0)dx,g

fir I = (iy,...,i;) € Zx(n) definiert, wobei xI = (j1,..., jn_k) € Zn_r(n) so
gewidhlt ist, dass {1,...,n} = {i1, ..., 9k, J1,- -, Jn_k}, und die Permutation
o€S, durch o(v) =i, fir v = 1,...,k und o(v) = j, fir v = k +
1,...,n definiert ist. Da der x-Operator linear ist, ist er durch die Bilder der
Basisvektoren dx; eindeutig bestimmt. Er hat folgende Eigenschaften.

(i) Fir jedes I € Zy(n) gilt
xxdr; = (—1)k("’k)dx1, dr; A *dz; = dxy N -+ Ndx,.

AuBerdem ist dx; A xdxy; =0 fur I, J € Zi(n) mit I # J.

(ii) Sei U C R"™ eine offene Menge, f = (fi1,..., fn) : U — R" ein glattes
Vektorfeld, und

oy _Zfl ) dz; € QYU).

Dann gilt *a; = wy und d(*as) = div(f) dzy A- - - Adw, (siehe Ubung|7.2.11)).
Fiir jede glatte Funktion u : R™ — R gilt

0%u 0%
*d*du:Au::a—x%—h-- e

(iii) Fiir n = 3 gilt
xdr = dy N dz, xdy = dz N dzx, xdz = dz N\ dy,

sowie xwy = ay und *doy = Quey(p) fiir jedes Vektorfeld f: R? — R3.
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7.3 Orientierung

Unser Ziel ist es, Differentialformen vom Grade d iiber Untermannigfaltigkei-
ten der Dimension d zu integrieren. Dabei spielt der Begriff der Orientierung
eine zentrale Rolle. Den Ausgangspunkt bildet folgende Definition.

Orientierte Vektorraume

Sei X ein d-dimensionaler reller Vektorraum. Zwei geordnetet Basen

€1,...,€4, €1,...,€4

d
1,j=1>

haben die gleiche Orientierung wenn die (d x d)-Matrix A = (a;)
die durch die Formel

d
€, = E Q;5€5, izl,...,d,
=1

definiert ist, positive Determinante hat. Der Begriff “gleiche Orientierung”
definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen von X mit genau
zwei Aquivalenzklassen. Eine Orientierung von X ist die Wahl einer dieser
Aquivalenzklassen von Basen. Ist eine Orientierung von X gegeben so nen-
nen wir die Basen in dieser ausgewihlten Aquivalenzklasse positiv und die
anderen Basen negativ. Ein orientierter Vektorraum ist ein endlichdi-
mensionaler reller Vektorraum zusammen mit einer Orientierung.

Eine Orientierung von X wird also durch eine Basis bestimmt. Die po-
sitiven (bzw. negativen) Basen sind dann jene die aus dieser Basis durch
eine Transformation mit positiver (bzw. negativer) Determinante hervorge-
hen. Vertauschen wir zum Beispiel zwei Elemente einer positiven Basis so
erhalten wir eine negative Basis. Die Standardorientierung des R¢ wird
durch die Standardbasis

1 0 0
0 1

€1 = : , €2 = 0 ) y  €d =
: : 0
0 0 1

bestimmt. Ist & : X — Y ein Vektorraumisomorphismus zwischen zwei orien-
tierten Vektorrdumen, so nennen wir ihn orientierungserhaltend wenn er
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positive Basen von X in positive Basen von Y iiberfiihrt und orientierungs-
umkehrend wenn er positive Basen von X in negative Basen von Y iiber-
fithrt. Ein orientierungserhaltender Isomorphismus tiberfiihrt natiierlich auch
negative Basen von X in negative Basen von Y und ein orientierungsumkeh-
render Isomorphismus iiberfithrt negative Basen von X in positive Basen
von Y. Mit anderen Worten, stellen wir die lineare Abbildung ® als Matrix
beziiglich zweier positiver Basen von X und Y dar, so ist ® genau dann
orientierungserhaltend (beziehungsweise orientierungsumkehrend), wenn die
Determinante dieser Matrix positiv (beziehungsweise negativ) ist.

Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun diesen Begriff der Orientierung auf d-dimensionale glatte
(C*°) Untermannigfaltigkeiten M C R" iibertragen. Zur Erinnerung disku-
tieren wir nochmals die zugrundeliegenden Begriffe (Definition . Es sei
hier noch einmal betont, dass in diesem Kapitel alle Diffeomorphismen C>°-
Diffeomorphismen sind.

Gegeben seien ganze Zahlen d,n mit 0 < d < n. Es sei daran erinnert,
dass eine Teilmenge M C R" eine d-dimensionale glatte Untermannigfaltig-
keit von R™ genannt wird, wenn es fiir jeden Punkt py € M eine M-offene
Teilenge U, C M gibt, die py enthélt und zu einer offenen Teilmenge V; C R?
diffeomorph ist. Einen solchen Diffeomorphismus ¢q : Uy — Vi nennen wird
eine Karte von M, die M-offene Menge U, nennen wir ein Kartengebiet
von M, und die Umkehrabbildung v := ¢;* : Vi — Uy nennen wir eine glatte
Parametrisierung des Kartengebiets.

Bei dieser Formulierung sind verschiedene Dinge zu beachten. Zunéchst
einmal ist die Teilmenge Uy C M, von der hier die Rede ist, keine offe-
ne Teilmenge von R™ (ausser im Fall d = n) sondern sie ist lediglich offen
beziiglich der Relativtopologie von M. Nach Lemma heifit das, dass
eine offene Teilmenge U C R"™ mit U N M = U, existiert. Wenn wir also von
einer glatten Abbildung ¢, : Uy — RY sprechen, so bedeutet dies, dass eine
glatte Abbildung ¢ : U — R? auf einer offenen Menge U C R" existiert, so
dass U N M = Uy ist und die Einschrankung von ¢ auf U N M = Uy mit ¢y
iibereinstimmt. Eine Karte ¢q : Uy — V; ist also in diesem Sinne eine glatte
Abbildung, die zusétzlich noch bijektiv ist und eine glatte Umkehrabbildung
besitzt, eben die genannte Parametrisierung v, : Vy — Uy des Kartengebiets.
Diese Umkehrabbildung ist natiirlich glatt im iiblichen Sinne, da Vj eine of-
fene Teilmenge von R? ist und wir 1y als Abbildung von V{, nach R" betrach-
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ten konnen (und dabei voriibergehend igonorieren, dass die Werte von
tatsichlich in Uy C M enthalten sind).

Y

Vo D G DY

Abbildung 7.1: Ubergangsabbildungen.

Kehren wir nun zuriick zu unserer Untermannigfaltigkeit M, so kénnen
wir also M (nach Definition) durch Kartengebiete U, (mit Indizes « in einer
Menge A) iiberdecken und kénnen dazu noch glatte Karten ¢, : U, — V,
wéhlen. Ein solches System von Karten {U,, ¢ }aca heift Atlas von M.
Ist M kompakt so folgt aus der Charakterisierung der Kompaktheit durch
die Uberdeckungseigenschaft in Satz , dass M einen endlichen Atlas

besitzt. Fiir je zwei Karten
¢a:Ua_>Va7 (ﬁgIUg—)‘/ﬁ
spielen die Ubergangsabbildungen

Gpa =0 by Pa(Ua NUp) = ¢(Ua N Up)

eine wichtige Rolle (siehe Abbildung. Da ¢, und ¢g insbesondere Homao-
morphismen sind (also bijektiv und in beide Richtungen stetig), und U, NUp
eine M-offene Teilmenge von M ist, sind auch die Teilmengen

¢a(UaﬂU5> C Va, gbﬁ(UaﬂUB) C Vg

offene Mengen in R? und ¢g, ist eine glatter Diffeomorphismus zwischen
diesen Mengen.

Sei M C R"™ eine d-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit. Der Tan-
gentialraum 7,M C R" ist die Menge

T,M := {5(0) |y € C*(R,R"), 7(t) € M Vt € R, 4(0) = p}.
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Wir hatten in Kapitel |3 gezeigt, dass T, M ein d-dimensionaler linearer Un-
terraum von R” ist und dass

T,M = imdip,(x)

ist fiir jede glatte Parametrisierung v, : V,, — U, eines Kartengebiets U,
mit p € U, und = = ¢ ' (p) € V,. Insbesondere ist die Ableitung

dibo(7) : R — T, M, p = Ya(x),
ein Vektorraumisomorphismus fiir alle « € A und x € V.

Ubung 7.3.1. Sei M C R” eine glatte d-dimensionale Untermannigfaltig-
keit. Dann ist das Tangentialbiindel

TM :={(p,v) eR"xR"|pe M, v eT,M}
eine glatte 2d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?",
Beispiel 7.3.2. Zur Erinnerung nochmals ein Beispiel. Die Menge
M = {(z,y) € R*|zy =0}
ist keine Untermannigfaltigkeit von R?. Zwar ist die Teilmenge
U ={(z,y) eR"| —1<zx<l,y=0Cc M

diffeomorph zu einer offenen Teilmenge von R, jedoch ist Uy nicht M-offen. In
Kapitel [3| hatten wir gezeigt dass eine Teilmenge M C R"™ genau dann eine
glatte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, wenn es fiir jedes py € M
eine offene Teilmenge U C R™ und eine glatte Abbildung

f:U—=R?
gibt, so dass pg € U ist, 0 ein reguldarer Wert von f ist, und
UNM={zeU]|f(x)=0}.
In unserem Beispiel wire n = 2 und d = 1, jedoch besitzt der Punkt
po = (0,0)

keine solche Umgebung. Denn wenn f : U — R auf U N M verschwindet so
ist auch df(0,0) = 0 und somit ist 0 kein regulérer Wert von f.
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Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Definition 7.3.3. Sei M C R" eine glatte d-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Eine Orientierung von M ist die Wahl eine Orientierung fiir jeden
der Tangentialrdéume T,M so dass diese Orientierungen wie folgt verknipft
sind. Fir jeden Punkt po € M ezistiert ein Kartengebiet Uy C M mit py € Uy
und eine glatte Parametrisierung

Yo : Vo — Ug
(auf einer offenen Teilmenge Vo C RY) so dass die Ableitung
dipo(x) : R — Ty M

fiir jedes x € Vy ein orientierungserhaltender Isomorphismus ist (das heifst,
der Isomorphismus diy(z) iiberfiihrt die Standardbasis des R? in eine positive
Basis von Ty )M ). Eine solches 1y nennen wir eine orientierte Parame-
trisierung von Uy und die Umkehrabbildung

do =y Uy — Vo

eine orientierte Karte. M heifit orientierbar wenn eine solche Orientie-
rung existiert. Eine orientierte Untermannigfaltigkeit von R" ist eine
Untermannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung.

Ist M C R" eine d-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit so exi-
stiert offensichtlich ein Atlas {U,, ¢« }aca, der ausschliesslich aus orientierten
Karten besteht. In diesem Fall sind alle Ubergangsabbildungen $po Orien-
tierungserhaltend, das heifit fiir o, 5 € A und @ € ¢,(U, NUp) gilt

det (dgpa(z)) > 0. (7.3.1)

Wir sprechen dann von einem orientierten Atlas. Umgekehrt induziert je-
der orientierte Atlas eine Orientierung von M; wir definieren die Orientierung
von T, M als die durch den Isomorphism

dib(z) : R — T,M
induzierte Orientierung, wobei o € A so gewahlt ist, dass p € U, ist, und
vi=0ap), Vo=,
Nach ist diese Definition der Orientierung von 7, M unabhéngig von «.
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Beispiel 7.3.4. Die Einheitssphére
S"hi={z eR"| ||z]l = 1}

ist eine orientierte Untermannigfaltigkeit von R™. Eine Basis vq,...,v,_1
von T,8" ! = xt ist genau dann positiv wenn z,v,...,v,_; eine positive
Basis des R" ist.

Beispiel 7.3.5. Der standard n-Torus
T" :={z=(21,...,2,) €C"| |z| =1firi=1...,n}.

ist orientiert. Der Tangentialraum T, T" = {(it1z1, ..., it,2,) | t, € R} besitzt
einen kanonischen Isomorphismus zu R" (ndmlich ¢ — (it121, ... ,it,2,)) und
dieser induziert die Standardorientierung des Tangentialraumes.

Beispiel 7.3.6. Sei M C R” eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit und v : M — S™~! eine glatte Abbildung mit T, M = v(z)* fiir al-
le x € M. Dann bestimmt v eine Orientierung von M: Eine Basis vy, ...,v,_1
von T, M genau dann positiv ist, wenn det(v(x),v1,...,v,-1) > 0 ist. Bei-
spiel ist der Spezialfall M = S™~! mit v(z) = z.

Beispiel 7.3.7. Sei f = (f1,..., fm) : R" — R™ eine glatte Abbildung und
sei 0 ein regulérer wert von f. Dann ist M := f~1(0) eine glatte orientierbare
Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension d := n — m. Fiir x € M kann
eine Orientierung von T, M wie folgt definiert werden. Eine Basis vy, ..., v4
von T, M = ker df (z) ist genau dann positiv, wenn

det(Vfi(z),...,Vin(x),v1,...,uq) >0
ist. Beispiel ist der Spezialfall m = 1 mit v(z) = ||V f(x)||"' Vf(z).

Beispiel 7.3.8. Das Moebiusband M C R3? in Abbildung [7.2] ist nicht ori-
entierbar.

S

—

Abbildung 7.2: Das Mobiusband.
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7.4 Integration

Sei V' C R? eine offene Teilmenge und 7 € Q4(V) eine Differentialform vom
Grade d. Die Koordinaten auf V' bezeichnen wir mit y = (y1,...,yq). Dann
gibt es eine glatte (d.h. C*°) Funktion h: V' — R so dass

T =h(y)dy; A--- A dya.

Nehmen wir nun an 7 habe kompakten Tréger in V. Das heifit, die Menge

supp(7) := {y € V| h(y) # 0}

(der Abschluss ist hier in R? zu verstehen) ist kompakt und in V ent-
halten. Dazu &quivalent ist die Bedingung, dass der Abschluss der Men-
ge {y € V| h(y) # 0} beziiglich der Relativtopologie von V' kompakt ist. Wie-
der anders formuliert, es gibt eine kompakte Menge K C V so dass h auf dem
Komplement V' \ K verschwindet. Daraus folgt dass das Riemann-Integral
von h auf V' definiert ist: wir kénnen ein Quadergebdude B konstruieren
mit K CBCV (Abbildung und Ubung|5.1.5)) und A iiber B integrieren.
Wir schreiben dies als Integral iiber V' und definieren

[ 7= [ mwam-

Abbildung 7.3: Differentialform mit kompaktem Tréager.

Sei nun V’ C R? eine weitere offene Teilmenge und ¢ : V/ — V ein glatter Dif-
feomorphismus. Bezeichnen wir die Koordinaten auf V' mit x = (21, ..., z4),
so gilt

o't = h(o(z)) det(dop(x)) dxy A -+ ANdzy
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(siehe Gleichung ([7.2.2)) in Lemma [7.2.3]). Hat w kompakten Tréger in V' so
hat auch die zuriickgezogene d-Form ¢*7 € Q4(V’) kompakten Triiger in V.
Ist die Determinante von d¢(x) iiberall positiv so folgt aus der Transforma-

tionsformel in Satz dass

T = . 7.4.
S A ra

Diese Gleichung gilt nur fiir orientierungerhaltende Diffeomorphismen ¢. Bei
einem orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus éndert sich das Vorzei-
chen des Integrals. Diese Beobachtungen erlauben es uns, das Integral auf
Kartengebiete in orientierten Untermannigfaltigkeiten zu iibertragen.

Integration iiber Kartengebiete

Sei M C R"™ eine d-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit von R",
sei W C R™ eine offene Teilmenge die M enthiilt, und sei w € Q4 (W). Sei

UcM

ein Kartengebiet und sei ¢ : V' — U eine glatte orientierte Parametrisierung
von U. Wir nehmen an dass der Trager

supp(w) := {z € R"|w, # 0}

das Kartengebiet U in einer kompakten Menge schneidet. Dann hat *w
kompakten Tréger in V' und wir definieren das Integral von w iiber U

durch
/w::/w*w.
U 1%

Das Integral hingt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Ist ndmlich
' V' — U eine weitere orientierte Parametrisierung von U, so ist der
Diffeomorphismus ¢ := ¢~ o1’ : V! — V orientierungserhaltend und es gilt

[wro=[ woore= [ evw= [ v

Die letzte Gleichung folgt aus (7.4.1) mit 7 = ¢*w.
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Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R” eine kompakte orientierte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
enthalten in einer offenen Menge W C R”, und w € Q%(W). Dann gibt
es einen endlichen orientierten Atlas {U,, ¢a }aca. Wir wihlen eine glatte
Partition der Eins p, : R™ — [0, 1] so dass

supp(pa) N M C U,, Zpa(x) =1 VzxeM. (7.4.2)

Daf eine solche Partition der Eins existiert folgt aus Satz [6.2.4] (Zunéchst
wihlen wir offene Teilmengen U/, C R" mit U, N M = U,. Dann wenden wir
Satz auf die Uberdeckung von M durch die Mengen U, an.)

Definition 7.4.1. Seien M, w, U,, p, wie oben. Das Integral von w iiber

M st definiert durch
w = Pal. 7.4.3
fe=2h, "

Lemma 7.4.2. Das Integral von w tiber M ist unabhdngig von der Wahl des
orientierten Atlas und der Partition der Fins.

Beweis. Ist {[7'8’55},36 ;7 ein weiterer orientierter Atlas mit dazugehoriger
Partition der Eins pg : R™ — [0, 1], so gilt

S aw_zz/wpmw—z/ pis

Damit ist das Lemma bewiesen. O]
Bemerkung 7.4.3. Bezeichnen wir die Koordinaten auf R” mit =1, ..., z,,
und die Koordinaten auf R? mit v, . .., vq, und nehmen wir an, dass w in der

Form w = 3", 7, ardz; mit ay € C*(W) gegeben ist, so hat das Integral
in Definition die explizite Form

[ e=3 > / pa(ta(y))ar (a(y)) det (dar(y)) dys -+ dya. (7.4.4)

a JTeZy(

Hier bezeichnen wir mit ¢, := ¢, : V,, — U, die orientierte Prametrisierung
von U, und mit v,; die Komposition von v, mit der Projektion auf die durch
I € Z4(n) bezeichneten Koordinaten.
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Integration iiber kompakte Teilmengen

Wie bisher sei M C R" eine orientierte d-dimensionale Untermannigfaltig-
keit, enthalten in einer offenen Menge W C R", und w € Q¥(W). Wir ver-
langen jedoch nicht mehr dass M kompakt ist und integrieren w statt dessen
iiber eine geeignete kompakte Teilmenge G C M.

Fir G C M bezeichnen wir mit 0G := 9,;G den Rand von G beziiglich
der Relativtopologie auf M. Das heifit, ein Punkt p € M gehort zu 0G wenn
es sowohl eine Folge in G also auch eine Folge in M \ G gibt, die gegen p kon-
vergiert. Wir setzen voraus, dass 0G eine d-dimensionale Jordan-Nullmenge
ist. Das heifit, dass die Menge K Ny~ 1(0G) = {y € K |¢(y) € G} fiir jede
Parametrisierung ¢ : V' — U eines Kartengebiets und jede kompakte Teil-
menge K C V eine Jordansche Nullmenge ist (Definition [6.2.1)). Das folgen-
de Lemma erinnert noch einmal die Inklusion im Beweis von Lem-
ma

\Y%

Abbildung 7.4: Die Menge v~ 1(9G).

Lemma 7.4.4. Sei G C M eine kompakte Teilmenge deren M-Rand OG eine
d-dimensionale Nullmenge ist, i) : V — U eine orientierte Parametrisierung
eines Kartengebiets, und K C 'V eine kompakte Menge (siehe Abbildung.
Dann gilt

KNy HG)) COK U (K Ny H(G)). (7.4.5)

Beweis. Sei y € (K N¢~YG)) und y ¢ JK. Dann gibt es zwei Folgen
yi € KNy (G) und y € V' \ (K Ny~ HG)) die gegen y convergieren. Da
K kompakt und damit abgeschlossen ist, gilt y € K C V, und da ¢(y;) € G
ist, gilt auch ¥ (y) = lim; ,o ¥ (y;) € G. Insbesondere ist y ein Element der
offenen Menge K\ 0K und daher gilt y; € K fiir hinreichend grosse i. Daraus
folgt ¥(y;) ¢ G fiir grosse i und deshalb ist ¥ (y) sowohl der Grenzwert einer
Folge ¥ (y;) € G als auch einer Folge 1 (y}) € M \ G. Also gilt ¥(y) € 0G und
somit y € K Ny~ 1(0G). Damit ist das Lemma bewiesen. ]
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Wir kénnen so vorgehen wie oben. Schneidet der Triger von w € Q4(W)
das Kartengebiet U in einer kompakten Menge und ist ¢ : V' — U eine glatte
orientierte Parametrisierung, so hat die zuriickgezogene d-Form *w € Q4(V)
kompakten Tréager in V, und wir wihlen wir ein Quadergebdude B C V
das den Tréger von ¢*w enthélt. Nach Lemma [7.4.4] ist der Rand der Men-
ge K Ny~ (G) eine Jordan-Nullmenge. Damit ist K N~ (G) Jordan-mess-
bar und ¢*w verschwindet ausserhalb dieser Menge. Wir definieren daher das
Integral von w iiber G N U als das Integral der zuriickgezogenen d-Form

vrw =: h(y)dy; A -+ A dyqg

iiber dem zuriickgezogenen Gebiet ¢! (G):

GNU P=1(G) Kny—1(Q)

Wie bisher folgt aus der Transformationsformel in Satz [5.7.11] dass das In-
tegral unabhéngig von der Wahl der orientierten Parametrisierung 1) ist.

Ist w € Q4W) eine beliebige d-Form so wiithlen wir einen orientier-
ten Atlas {U,, @a}aca mit der Zusatzeigenschaft, dass U, beschrénkt ist
und U, C M fiir jedes a € A (wobei mit U, der Abschluss der Menge U,
im umgebenden Raum R™ gemeint ist). Dann wéhlen wir eine Partition der
Eins p, : R" — [0, 1], so dass supp(ps) fiir jedes o« € A kompakt ist, p, nur
fiir endlich viele o von Null verschieden ist, und

supp(pa) N M C U, Zpa(x) =1 Vzed.

Unter unseren Voraussetzungen ist supp(p,) N M kompakt: Ist p; eine Fol-
ge in supp(p,) N M so konvergiert eine Teilfolge gegen ein p € supp(pa);
da p; € U, und U, C M ist folgt p € M und damit p € supp(p,) N M. Zur
Konstruktion der p, gehen wir wie oben vor. Wir iiberdecken G zunéchts
durch endlich viele U,, wéhlen dann fiir diese o beschrinkte offene Men-
gen U! mit U, N M = U,, und wenden schliesslich Satz iiber die Exi-
stenz einer Partition der Eins auf die endliche Uberdeckung der kompakten
Menge G durch die U}, an. Nun definieren wir das Integral von w iiber G

durch
W= Pa- 7.4.7
J# =2 4

Wie bisher ist dieses Integral unabhéngig von der Wahl der U, und p,.
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7.5 Der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir den Satz von Stokes fiir
kompakten Teilmengen G einer glatten Untermannigfaltigkeit M C R", die
einen glatten Rand besitzen (vergleiche Definition [6.4.1]).

Definition 7.5.1 (Glatter Rand). Sei M C R" eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und sei G eine kompakte Teilmenge von M. Wir nen-
nen G eine kompakte Menge mit glattem Rand, wenn thr M -Rand 0G
eine glatte (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™ ist, und wenn
dieser M-Rand mit dem M-Rand des M -Inneren von G ibereinstimmt (das
heifit, wenn jede offene Menge U C R™ mit U NOG # () sowohl Elemente
aus G\ OG als auch Elemente aus M \ G enthilt).

Definition 7.5.2 (AuBerer Einheitsnormalenvektor). Sei M C R" ei-
ne glatte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, sei G C M eine kompakte
Teilmenge mit glattem Rand, und sei p € 0G = Oy G. Ein Vektor v € T,M
mit ||v]| = 1 heifit AuBerer Einheitsnormalenvektor von G an der Stel-
le p wenn v L T,0G ist und eine glatte Kurve v :(—6,0) — M existiert
mit v(0) = p, ¥(0) = v, und y(t) ¢ G fir 0 <t <.

Lemma 7.5.3. Sei M C R" eine glatte orientierte d-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und sei G C M eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand.
Dann gilt folgendes.

(i) Ist ¢ : U — V C R eine Karte von M so ist (G NU) C V eine glatte
(d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R,

(ii) OG ist eine Jordansche Nullmenge beziiglich M.

(iii) Fir jedes Element p € OG existiert ein Kartengebiet U C M mitp € U,
eine offene Teilmenge V C RY, und eine Karte ¢ : U — V mit

SUNG)={xeV]zs<0}. (7.5.1)

(iv) Fiir jedes Element p € OG existiert genau ein dusserer Einheitsnor-
malenvektor v(p) € S™'. Die dadurch definierte Abbildung v : G — S™1
heifst Aulleres Einheitsnormalenfeld von G.

(v) Die Abbildung v : 0G — S" ! in (w) laft sich zu einer glatten Abbildung
auf einer offenen Umgebung von OG mit Werten in S™ ! fortsetzen.

(vi) Es existiert eine Orientierung von 0G, so dass eine Basis vs, ..., vq
von T,0G genau dann positiv ist, wenn v(p),vs,...,vq eine positive Basis
von T,M ist. Sie heifst kanonische Rand-Orientierung von 0G.
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Beweis. Wir beweisen (i). Sei xg € ¢(U N OG) und py := ¢~ (o) € U N IG.
Dann existiert ein Kartengebiet Uy C UNAG von 0G mit xy € Uy und ein Dif-
feomorphismus ¢g : Uy — V; auf eine offene Teilmenge Vi C R4, Insbeson-
dere ist Uy C UNOG offen beziiglich der Relativtopologie von U NJG. Daher
ist die Teilmenge U] := ¢(Uy) C ¢(U NOG) offen beziiglich der Relativto-
pologie von ¢(U N OG) C RY. Die Menge U}, enthiilt den Punkt xq = ¢(po).
Auferdem ist die Abbildung ¢, := ¢o N ¢~ : U — Vi C R4L ein Diffeomor-
phismus. Dies zeigt, dass Menge ¢(U N OG) eine glatte (d — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? ist. Damit ist Teil (i) bewiesen.

Wir beweisen Teil (ii). Sei U C M ein Kartengebiet, sei V' C R? eine offe-
nen Menge, und sei ¢ : U — V eine Karte von M (Definition . Da 0G
eine M-abgeschlossene, Teilmenge von M ist, ist U N OG eine abgeschlossene
Teilmenge von U beziiglich der Relativtopologie von U (Lemma[B.1.2)). Da ¢
ein Homoomorphismus ist, folgt daraus, dass ¢(U N 9OG) eine abgeschlos-
sene Teilmenge von V beziiglich der Relativtopologie von V' ist. Aulerdem
ist (U N 0G) nach (i) eine glatte (d— 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von RY. Daraus folgt, dass die Menge ¢(U NOG) N K, fiir jede kompakten
Teilmenge K C V, eine kompakte Teilmenge einer (d — 1)-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeit des R?, und damit nach Beispiel eine Jordansche
Nullmenge ist. Nach Definition [6.2.1]ist G daher eine Jordansche Nullmenge
beziiglich M. Damit ist Teil (ii) bewiesen.

Wir beweisen Teil (iii). Sei py € G gegeben. Wir zeigen in zwei Schritten,
dass eine Karte ¢ : U — V mit py € U existiert, die erfiillt.

Schritt 1. Es existiert eine Karte ¢ : U — V wvon M mit po € U, V C R?
offen und konvez, und ¢(U N OG) = {x € V | x4 = 0}.

Sei U C M ein Kartengebiet mit py € U, sei V C R eine offene Menge,
und sei ¢ : U — V eine Karte von M. Nach (i) ist die Menge ¢(U N IG) eine
Untermannigfaltigkeit des R? und diese enthiilt den Punkt xq := ¢(po). Daher
existiert eine offene Teilmenge Vy C V mit g € Vj, eine offene Menge V/ C RY
und ein Diffeomorphismus g : Vy — V' mit

Go(Vo (U NOG)) = {a' € V' |y = 0}.

Da xo = ¢(py) € Vj ist, ist die Menge U’ := ¢~ (Vy) C U ein Kartengebiet
in M mit py € U und die Abbildung ¢ :=¢go¢: U — V' ist eine Kar-
te von M mit ¢/(U' N OG) = o(Vo N ¢(U NOG)) = {2/ € V' |z}, = 0}. Durch
Verkleinern von U’ und V”, falls nétig, konnen wir annehmen, dass V' eine
konvexe Teilmenge von RY ist. Damit ist Schritt 1 bewiesen.
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Schritt 2. Fs existiert ein Kartengebiet U C M mit p € U, eine offene Teil-
menge V- C R"™, und eine Karte ¢ : U =V, die (7.5.1)) erfillt.

Sei ¢ : U — V wie in Schritt 1. Weiterhin sei 2 := G das M-Innere von G.
Dann gilt nach Voraussetzung 02 = 0G und daher erfiillt der Hom6omor-
phismus ¢ : U — V die Voraussetzungen von Lemma[6.4.4] Insbesondere gilt
UNoSt=UnNdG = U nach Schritt 1 (in der Notation von Lemma [6.4.4).
Sind U~ N Q und Ut N Q beide leer, so gilt UNQ = @) und daher py ¢ 09,
im Widerspruch zu 9 = 0G. Sind U~ N Q und Ut N Q beide nichtleer,
so ist U C Q = G nach Lemma und daher pg € COT’, im Widerspruch
zu py € OG. Also ist genau eine der Mengen U* N € nichtleer. Durch Vorzei-
chenwechsel von ¢g4, falls notig, kénnen wir annehmen, dass U~ N Q # () ist.
Dann gilt UTNG =UTN(QUAIN) =0, und U~ VU’ C QUIN = G nach
Lemma [6.4.4] Damit sind Schritt 2 und Teil (iii) bewiesen.

Wir beweisen Teil (iv). Sei p € G und sei ¢ : U — V wie in Teil (iii).
Dann gilt mit ¢ :=¢~1 : V — U und z := ¢(p)

dip
dz i

d—1
T,M = imdy(z),  T,0G = {Z €1y Eu € R} .

i=1
Ist € = (&,...,&) € REmit & > 0, so erfiillt y(t) := ¢ (z + t&) € M die Be-
dingung ~(t) ¢ G fiir kleine t > 0, da UNG = {¢Y(z) |z € V, 24 < 0} ist
nach (7.5.1). Ein solcher Vektor ¢ mit dy(z)¢ L T,0G ist durch die For-
mel & = (dip(z)Tdyp(x)) teq gegeben, wobei eq := (0,...,0,1) € R? der stan-
dard Basisvektor ist. Daraus ergibt sich die Formel

v(p) = dij () (dip(x)" dip(x)) ""eq

[y () (dip () T dip(x)) el
fiir den dufleren Einheitsnormalenvektor von G an der Stelle p. Dieser Vektor
ist eindeutig, da der lineare Unterraum T,M N (T,0G)* eindimensional ist,
und jede Kurve ~ : (=6,0) — U mit v(0) = p und 4(0) = —v(p) die Bedin-
gung (t) € G fiir kleine ¢ > 0 erfiillt. Damit ist Teil (iv) bewiesen.

In Teil (v) folgt die lokale Fortsetzung des dufleren Einheitsnormalenfel-
des v : G — S™1 zu einer glatten Funktion aus der Formel , indem
man x = ¢(p) setzt und die Tatsache verwendet, dass sich ¢ zu einer glatten
Funktion von einer offenen Teilmenge des R"™ nach V fortsetzen 148t. Kine
globale Fortsetzung von v kann dann iiber eine Partition der Eins mittels
Satz [6.2.4] konstruiert werden.

Teil (vi) folgt direkt aus Teil (v) und damit ist Lemmal[7.5.3|bewiesen. [

(7.5.2)
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Teil (ii) von Lemma zeigt, dass wir eine eine d-Form iiber G inte-
grieren kénnen, und Teil (vi) von Lemma zeigt, dass wir (d — 1)-Form
mit Hilfe der kanonischen Rand-Orientierung iiber G integrieren koénnen.
Damit sind wir bereit fiir die Formulierung des Satzes von Stokes.

Satz 7.5.4 (Stokes). Sei M C R™ eine glatte d-dimensionale orientierte Un-
termannigfaltigkeit, set G C M eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand,
und sei w € QYW eine (d — 1)-Form auf einer offenen Menge W C R,

die M enthdlt. Dann gilt
/dw:/ w. (7.5.3)
a le

Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall d = n. Dann ist M = W C R?
eine offene Teilmenge und G C W eine kompakte Menge mit glattem Rand
(Definition [6.4.1)). Eine (d — 1)-Form auf W kénnen wir dann in der Form

d
w = Z(—l)j_lfj(l') de‘l VANCIVAY dl‘j_l N de+1 VANCERIVAY dl‘d
i=1

schreiben, wobei

f=fr,.... fa): W =R

ein glattes Vektorfeld ist. Sei v : 0G — R? das duflere Einheitsnormalenfeld.
Wir werden die Gleichung

/aGw _ /6G<f, V) dS (7.5.4)

dw = div(f)dxy A+ Ndxg

(Ubung [7.2.11]) folgt dann

Lm:émmmrd%
- /8 (s

[
oG

Hier folgt die zweite Gleichung aus Satz [6.4.9]

beweisen. Mit
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Wir beweisen nun die Gleichung (7.5.4). Sei V' C R?"! offen und sei
vV —= 0G

eine glatte orientierte Parametrisierung eines Kartengebiets von 0G. Wir
zeigen zunichst, dass der fussere Einheitsnormalenvektor v(1(y)) € R? fiir
alle y € V' durch die Formel

vi(1h(y))v/det (dip(y)Tde (y)) = (—1)7 " det (dopy, (y)) (7.5.5)
fir j =1,...,d gegeben ist, wobei ¢y, : V' — R?-! die Abbildung bezeichnet,
die sich aus ¢ durch Fortlassen die jten Koordinate ergibt, das heifit

¢1j (y) = (¢1(y)7 s a¢j—1(y)7 ¢j+1(y)7 S 7,¢)d(y)) :

Zum Beweis von ([7.5.5) halten wir ein Element y € V fest und bezeichnen
mit n = (n1,...,m4) € R? den durch die rechte Seite von (7.5.5)) definierten
Vektor, das heifit

myi= (<1 det (dgy, (1)), G=1,....d.
Fiir € = (&1,...,&) € R? betrachten wir die Matrix
o o > dxd
Ac = & —(y),..., e R,
¢ (6 O ) OYd—1 ®)
Entwickeln wir die Determinante von A, nach der ersten Spalte so ergibt sich

nach Teil (iv) von Satz die Gleichung
d

det (Ag) = Y (—1)77'¢; det(dyy, () = (€, 7). (7.5.6)

Jj=1

Mit € € im dip(y) verschwindet die linke Seite von (7.5.6)). Also steht 1 senk-
recht auf im dy(y) = Ty, 0G. Fiir & = n erhalten wir det(4,) = [n||* > 0.
Also bilden die Vektoren

I o

oy By
eine positive Basis von R? und, da die Vektoren d1)/dyy, . .., % /0y, 1 nach
Wahl von 1 eine positive Basis von T, )0G bilden, folgt dass der Vektor n
nach aussen zeigt. Auflerdem gilt

S AT
A"A”‘( 0 dw@)w(w)’

und daher [|5]|* det (di(y)Tdv(y)) = det(ATA,) = det(4,)? = [|In||*. Also
gilt ||n||” = det (dv(y)"dip(y)) und daraus folgt (7.5.5).
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Nach (7.5.5)) erhalten wir im Fall supp(f) N 90G C ¢ (V) die Gleichung

/aG(f,V> ds = /¢(v)<f?y> dsS
- /V (), v((9))) Vot (@) Tdh)) dys - dyas

= /VZ(—l)“fj(w(y)) det(dvr, (y)) dys - - - dya

S S A

Hier folgt der zweite Schritt aus den Gleichungen (|6.1.15)) und (6.1.16) in
Definition [6.1.10} Der dritte Schritt folgt dann aus ((7.5.5) und der vierte

Schritt aus (7.2.2). Damit haben wir fiir (d — 1)-Formen mit kleinem
Trager bewiesen. Der Fall einer beliebigen (d — 1)-Form w auf W la8t sich
auf den lokalen Fall mit Hilfe von Partitionen der Eins zuriickfiihren. Damit
ist der Satz von Stokes im Fall d = n bewiesen.

Betrachten wir nun den Fall d < n. Wir wihlen eine endliche Uberdeckung
von G durch Kartengebiete U, C M so dass U, C M fiir alle a. Weiterhin
wahlen wir glatte orientierte Parmetrisierungen v, : V, — U, auf offenen
Teilmengen V,, C R? und eine Partition der Eins p, : R™ — [0, 1] so dass so
dass supp(p,) fiir jedes o € A kompakt ist und

supp(pa) N M C U,, Zpa(z‘) =1 V zed.

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:
Wa = U5 (paw) € QTH(V,), Go =9 '(Q), 0G, = (9G).

«

Dann ist 0G,, der Rand von G, in der Relativtopologie von V,,. Da w, auf V,
kompakten Tréger hat, schliessen wir aus dem Fall d = n, dass

/ dw, = / Wa-
a 0Ga

Dies ist nach Definition dquivalent zu der Gleichung

/ d(pa) = / Pt
GNU, OGNU,

Bilden wir nun die Summe iiber alle « so folgt hieraus Satz[7.5.4] O
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7.6 Beispiele und Anwendungen

Beispiel 7.6.1 (Fliacheninhalt). Wir betrachten die 1-Form

(xdy — ydx), dw = dx N dy.

W =

N —

Fiir ein Jordan-messbares Gebiet G C R? ist das Integral von dw iiber G
gleich dem Jordan-mass, beziehungsweise dem Flacheninhalt, oder dem “2-
dimensionalen Volumen”. Ist der Rand von G eine glatte 1-Mannigfaltigkeit,
so gilt nach Stokes

1
Voly(G) = / dx Ndy = 5/ (zdy — ydz).
e oG

Beispiel 7.6.2 (Umlaufzahl). Wir betrachten die 1-Form
1 xdy —ydx
C2m 2242

auf R?\ {(0,0)}. Diese Form ist geschlossen (Ubung). Sie ist jedoch nicht
exakt. Andernfalls miisste ihr Integral iiber jeder geschlossenen Kurve

I c R?\ {0}

nach dem Satz von Stokes verschwinden. Dies wiire der Fall d = 1 mit o' = ()
und einer 1-form df. Jedoch 1&8t sich leicht zeigen, dass das Integral von w
iiber S! (mit der Standardorientierung gegen den Uhrzeigersinn) gleich 1 ist.
Allgemeiner, ist v : [0,1] — R?\ {(0,0)} eine glatte Kurve mit

und schreiben wir y(t) = (z(t), y(t)) so ist

_ L Lo ta®g(t) —y(t)i(t)
‘)= /[0,1] e 21 0 z(t)? +y(t)? o

cine ganze Zahl (Ubung). Man kann () als Umlaufzahl um den Nullpunkt
interpretieren.
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Beispiel 7.6.3 (Der klassische Satz von Stokes). Sei M C R? eine glatte
2-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit und G C M eine kompakte
Teilmenge mit glattem Rand. Dann ist der Rand 0G (wie gehabt verstanden
beziiglich der Relativtopologie von M) eine kompakte 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R3. Sei weiterhin U C R? eine offene Teilmenge, die M
enthalt, und sei

f=(abc):U—R
ein glattes Vektorfeld auf U. Wir betrachten die 1-Form

ap = adr +bdy + cdz € QY(U).

Wie wir in Gleichung ([7.2.8)) in Beispiel gesehen haben, ist
day = Wror(p) = udy ANdz +vdz Adx +wdx A dy, (7.6.1)

wobei u := dc/Jy — Ob/0z, v:= Da/0z — dc/dx, w := 0b/0x — Ja/dy, die
Koordinaten des Vektorfeldes rot(f) = (u,v,w) : U — R? sind. Nach

Satz [7.5.4] und (7.6.1)) gilt
/wrot(f) :/ ay. (762)
G oG

Diese Gleichung 148t sich wie folgt umformulieren. Sei v : M — S? das
positive Einheitsnormalenfeld, so dass v(p) L T,M ist und zwei Vekto-
ren v, w € T, M genau dann eine positive Basis des Tangentialraumes bilden,
wenn det(v(p),v,w) > 0 ist. Weiterhin sei 7 : G — S? das positive Ein-
heitstangentialfeld, so dass 7(p) € T,0G fiir jedes p € OG der positive Ein-
heitstangentialvektor ist. Da der Buchstabe v anderweitig verwendet wurde,
bezeichnen wir in diesem Beispiel das &ussere Einheitnormalenfeld von G

in Lemma [7.5.3 mit

n:0G — S

Fiir p € T,0G ist n(p) € T,M N (T,0G)* also der eindeutige Einheitsvek-
tor orthogonal zu v(p) und 7(p), der nach der in Lemma eingefithrten
Konventionen fiir die kanonische Rand-Orientierung von 0G die Gleichung

det(v(p),n(p), 7(p)) = 1. (7.6.3)

erfiillt. Umgekehrt ist es die Gleichung (7.6.3)), die iiber das vorgegebene
duflere Einheitsnormalenfeld 1 von G die Beziehung herstellt zwischen der
Orientierung von G via v und der von dG via 7. (Siehe Abbildung[7.5])
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v(p)

Abbildung 7.5: Der klassische Satz von Stokes.

Nun folgt aus der Gleichung ([7.6.1]) zusammen mit der Gleichung ([7.5.4))
im Beweis von Satz (mit M statt OG und rot(f) statt f) die Formel

/Gwrot(f) :/G<rot(f),y> das. (7.6.4)

Waihlen wir eine Zusammenhangskomponente I' C dG und eine positive Pa-
rametrisierung v : R — I" nach der Bogenlinge, so gilt (¢t +T) = ~(t) fiir
alle t € R und ein geeignetes 7' > 0 (die Lange von I'), und A(t) = 7(y(t))
fiir alle t € R. Insbesondere ist ||¥(t)|| = 1 fiir alle t € R und daraus folgt

/F oy = / o ((0): (1)) dt = / F(0), 73 (8))) di = / (f,7)dS.

Bilden wir nun die Summe iiber alle Zusammenhangskomponenten von 0G
so erhalten wir die Formel

/ ay :/ (f,7)dS. (7.6.5)
oG oG
Mit den Gleichungen (7.6.4) und (|7.6.5)) wird aus ([7.6.2)) die Formel
/(rot(f),u) as = / (f,7)dS. (7.6.6)
G oG

Dies ist der Satz von Stokes in der klassischen Form.
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Beispiel 7.6.4. Wir betrachten die 2-Form

_xdy Ndz +ydz Ndx + zdx N dy
(2442 + 22)3/2

w

auf R3\ {(0,0,0)}. Diese 2-Form ist geschlossen aber nicht exakt. Thr Integral
iiber der Einheitssphire S? C R? ist

/ w = Voly(S?) = 4.
2

(Ubung: Diese Aussage mit dem Satz von Stokes beweisen. )

Der folgende Retraktionssatz ist eine interessante Anwendung des Sat-
zes von Stokes. Da diese Anwendung den Fall d = n betrifft, konnte man
den Retraktionssatz natiirlich auch direkt mit Hilfe des Divergenzsatzes von

GauB (Satz beweisen. Jedoch ist der Beweis mit dem Formalismus
der Differentialformen erheblich einfacher. Will man ihn direkt mit Hilfe der
Divergenz eines geeigneten Vektorfeldes beweisen, erhélt man recht kompli-
zierte Formeln, die darauf hinauslaufen, die Argumente im Beweis des Satzes

von Stokes (Satz[7.5.4)) fiir den Fall d = n nochmals durchzugehen.

Satz 7.6.5 (Retraktionssatz). Sei 2 C R" eine beschrinkte offene Teil-
menge mit glattem Rand, und sei U C R"™ eine offene Menge mit 2 C U.
Dann ezistiert keine glatte Abbildung ¢ : U — R™ mit

$(Q) C 9N
und ¢(x) = x fir alle x € 0N).

Beweis. Wir nehmen an, dass eine solche glatte Abbildung ¢ : U — R"
existiert. Dann gilt ¢(z + t€) € 9N fiir jedes = € Q, jeden Vektor £ € R”,
und jedes hinreichend kleine ¢ € R. Daraus folgt

do(x)€ € Ty 00

fiir alle x € Q und alle £ € R". Also sind die Spalten der Jacobi-Matrix d¢(x)
linear abhéngig fiir alle 2 € €, und daher wegen der Stetigkeit der ersten
Ableitungen von ¢ auch fiir alle z € 2. Daraus folgt die Gleichung

det(do(x)) =0 fiir alle z € Q. (7.6.7)
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Wir betrachten nun die (n — 1)-Form
w:=x1dxs A+ Ndx,.
Diese hat als Differential
dw =dxi ANdxg A\ -+ ANdx,

die standard Volumenform auf dem R". Daher folgt aus (7.6.7)) und Teil (iv)
von Lemma [7.1.12 mit k£ = n die Formel

¢ dw = det(dg)dw = 0.
Daher gilt, nach Satz und Satz[7.5.4]

O:LWM
= /G do*w

- b*w

oG

oG
:/dw
G

= Vol,,(G)
>0

Hier folgt die vierte Gleichheit aus der Annahme, dass die Abbildung
(ﬁ‘ aa - 0G — 0G

die Identitat ist. Wir haben also einen Widerspruch zu dieser Annahme er-
zeugt, welcher zeigt, dass eine glatte Abbildung ¢ : U — 02 mit ¢(x) = z fiir
alle z € 9 nicht existieren kann. Damit ist Satz bewiesen. O

Der Retraktionssatz hat verschiedene interessante Konsequenzen. Die er-
ste betrifft Fixpunkte einer glatten Abbildung f : B — B, wobei

B:={zeR"| ||lz]| <1}

den abgeschlossenen Einheitsball im R™ mit der Euklidischen Norm bezeich-
net.
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0(x)

Abbildung 7.6: Der Brouwersche Fixpunktsatz.

Korollar 7.6.6. Jede glatte Abbildung f:R™ — R" mit f(B) C B besitzt
einen Fizpunkt v = f(x) € B.

Beweis. Wir bezeichnen den Rand von B mit
S:=0B={zeR"||z|]| =1} = Snt,

Nun nehmen wir an, es gibt eine glatte Abbildung f:R™ — R", die den
Ball B auf sich selbst abbildet aber keinen Fixpunkt in B besitzt. Dann ist

<1"7 Tr— f($)>2}
lz = f(2)]”
eine offene Teilmenge von R", die B enthilt, und es existiert eine glatte

Abbildung ¢ : U — S, die die Bedingung ¢(z) = x fir alle z € S erfiillt.
Eine explizite Formel fiir eine solche Abbildung ist, fiir x € U,

o(z) =z — t(x)(x — f(x)),

L T G )
S P O] (\/1 e e F @ T o=@l )

Geometrisch erhélt man diese Formel, indem man der Geraden von f(x)
in Richtung z folgt, solange bis man auf die Sphére S trifft. Dieser Punkt
auf der Sphére ist der Bildpunkt ¢(z) (siehe Abbildung [7.6). Da aber eine
solche Abbildung ¢ : U — S nach Satz nicht existiert, muf} also f
entgegen unserer Annahme doch einen Fixpunkt in B haben, und damit ist
Korollar [7.6.6] bewiesen. O

U:= {x eR"| f(z) £, ||lz]* <1+
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Korollar 7.6.7 (Brouwerscher Fixpunktsatz).
Jede stetige Abbildung f : B — B besitzt einen Fizpunkt © = f(x) € B.

Beweis. Der Beweis erfordert den Approximationssatz von Weierstra$}, wel-
cher besagt, dass fiir jede stetige Funktion f: B — R eine Folge von Poly-
nomen p; : R" — R (in n Variablen) existiert, die auf B gleichméaflig gegen f
konvergiert. Dieses Resultat gilt natiirlich auch fiir Abbildungen mit Werten
in R™.

Nehmen wir nun an, dass f keinen Fixpunkt hat. Dann gilt
e:= inf |z — f(z)[| > 0.
Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl existiert ein Polynom
p:R" — R",
das die Bedingung
fiir alle z € B

Ip(x) = f(@)|| <

erfiillt. Nun definieren wir die Abbildung ¢ : R — R" durch

DO | ™

fir x € R".

)
g(r) = T@/Q

Diese Abbildung ist glatt und bildet den Einheitsball B auf sich selbst ab,
da fiir jeden Punkt x € B die Ungleichung

(@l < 7@+ Ip(e) = Fa)] <1+ 5

erfiillt ist. Fiir jede Punkt z € B gilt ebenfalls die Ungleichung

lo(o) = all = | (o) = o+ PEL=TD - 2 g

_ip(@) = F(@)l| + (/2) [1f ()]
1+¢/2

> | f(z) — |

e/2+¢/2
=T 11 e/2
> 0.

Also besitzt g keinen Fixpunkt in B, im Widerspruch zu Korollar[7.6.6] Damit
ist Korollar bewiesen. O
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Korollar [7.6.7 ist eine Spezialfall des Brouwerschen Fixpunktsatzes.
Dieser wurde von Luitzen Egbertus Jan Brouwer im Jahre 1910 bewiesen und
besagt, dass jede stetige Abbildung von eine kompakte konvexen Teilmenge
des R™ auf sich selbst einen Fixpunkt besitzt. Der Brouwersche Fixpunkt-
satz wurde 1930 von Juliusz Schauder auf kompakte konvexe Teilmengen
eines Banachraumes erweitert. Ein Satz, der unabhéngig von Oskar Perron
in 1907 und Georg Frobenius in 1912 bewiesen wurde, besagt, dass jede qua-
dratische Matrix mit positiven Eintragen einen Eigenvektor mit nichtnegative
Eintrdgen besitzt. Er kann aus Korollar hergeleitet werden.

Korollar 7.6.8 (Perron—Frobenius).

Sei A = (a;;)}j=; € R™" eine Matriz mit a;; > 0 fiir alle i,j = 1,...,n.
Dann existiert ein Vektor x = (xy,...,x,) € R" und eine reelle Zahl X\ mit
x; >0 firi=1,...,n, inzl, A>0, Ar=\x (7.6.8)

i=1

Beweis. Fiir § = (&1,...,&,) € R" sei ||€]], := 32, & und [[€]]y = /32, &7
Der standard Simplex ist die Menge

A = {xER” r; >0firi=1,...,n, Zmizl}
i=1
und wir definieren die stetige Abbildung f : A — A durch
Ax
f(z) = fir z € A.
[ Azl

Der Simplex A ist homdomorph zum Ball B := {y € R" | ||y||, < 1}. Ein
expliziter Homéomorphismus ¢ = (¢1,...,¢,) : B — A ist durch

1 i .
di(y) ==~ (1~ i llyl, - ci=1,...,n—1,
n max{yh oy Yn—1, — Zj:l y]}
1 S0yl
d)n(y) = ]‘ + n—1
n ma’x{yh ey Yn—1, — Zj:l y]}
fiir y € B gegeben. Nun ist die Abbildung g := ¢ 'o fo¢: B — B stetig
und besitzt daher nach Korollar einen Fixpunkt y = g(y) € B. Daraus

folgt, dass = := ¢(y) € A ein Fixpunkt von f ist. Dies ist dquivalent zu der
Gleichung Az = [|Az||; z, und daher erfiillt « die Behauptung von Korol-

lar mit A := ||Az||, > 0. O

(7.6.9)




Anhang A

Abschluss und Inneres

A.1 Topologische Grundbegriffe

Sei (X, d) ein metrischer Raum, d.h. X ist eine Mengeund d: X x X — R
ist eine Funktion mit folgenden Eigenschaften

(d1) Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) > 0und d(z,y) =0 <= z =y.
(d2) Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) = d(y, x).
(d3) Fiir alle z,y,z € X gilt d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Die Ungleichung in (d3) heifit Dreiecksungleichung. Die Funktion d heifit
Abstandsfunktion. Eine Teilmenge U C X heif3t offen wenn es fiir jedes
Element z € U ein € > 0 gibt so dass

B.(z) :={y € X |d(z,y) <e} CU.

Insbesondere ist die Menge B,.(z) fiir jedes © € X und jedes r > 0 offen; sie
wird der offene Ball in X mit Mittelpunkt r und Radius r genannt.
Offene Mengen haben folgende Eigenschaften.

(O1) X und 0 sind offene Teilmengen von X.
(02) Sind Uy, ..., U, offene Teilmengen von X so ist auch (;_, U; offen.

(03) Ist I eine Menge und U; C X eine offene Teilmenge fiir jedes i € I so
ist auch (J,.; U; offen.

317
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Eine Folge (x,)nen in X konvergiert gegen x € X wenn fiir jedes ¢ > 0
ein ng € N existiert, so dass fiir alle n € N folgendes gilt

n > ng = d(zp, ) < e.

Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen wenn fiir jede Folge (z,,)nen
in A, die gegen ein Element x € X konvergiert, ihr Grenzwert x ebenfalls ein
Element von A ist.

Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen wenn ihr Komple-
ment U := X \ A offen ist (siehe [6]). Abgeschlossene Mengen haben folgende
Eigenschaften.

(A1) Die leere Menge und der ganze Raum X sind abgeschlossene Teilmen-
gen von X.

(A2) Sind Ay,..., A, abgeschlossene Teilmengen von X so ist auch |J_, A;
abgeschlossen.

(A3) Ist I eine Menge und A; C X eine abgeschlossene Teilmenge fiir jedes
i € I so ist auch (,.; A; abgeschlossen.

Seien (X, dx ) und (Y, dy) zwei metrische Radume. Eine Abbildung f : X — Y
heiflt stetig wenn fiir jedes zyp € X und jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so
dass fiir alle z € X folgendes gilt

dx(z,x0) <6 — dy (f(x), f(xo)) < e.
Fiir jede Abbildung f : X — Y sind folgende Aussagen dquivalent.
(S1) f ist stetig.

(S2) Ist (2,,)nen eine Folge in X die gegen x € X konvergiert, so konvergiert
auch f(x,) gegen gegen f(z) €Y.

(S3) Ist V eine offene Teilmenge von Y so ist f~H(V) :={x € X | f(z) € V'}
eine offene Teilmenge von X.

(Siehe Analysis I [6].) Eine Abbildung f: X — Y heit Homdomorphis-
mus wenn sie bijektiv ist und f und f~! stetig sind.
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A.2 Die Begriffe von Abschluss und Innerem

Dieser Abschnitt behandelt die Begriffe des Abschlusses und des Inneren
einer Teilmenge eines metrischen Raumes. Sei also (X,d) ein metrischer
Raum. Das Standardbeispiel ist ein reeller normierter Vektorraum (X, ||-|)
mit der durch d(z,y) := ||z — y|| fiir z,y € X definierten Abstandsfunktion.
Jedoch darf (X, d) in diesem Abschnitt ein beliebiger metrischer Raum sein.
Fiir z € X und r > 0 bezeichnen wir, wie iiblich, den offenen Ball vom Ra-
dius 7 mit Mittelpunkt = mit B,(x) := {y € X |d(z,y) < r}.

Definition A.2.1. Gegeben sei eine Teilmenge A C X. Der Abschluss
von A ist die Menge

A:={z € X|Ve>0gilt B.(x)NA#0D}.
Das Innere von A ist die Menge

A:={z e X|3e >0 so dass B.(z) C A}.
Der Rand von A ist die Menge

8A::Z\A:{IGX’ Ve >0 gilt B-(x)NA#() }

und B.(z) N (X \ A) #0

Beispiel A.2.2. Sei X = R die Menge der reellen Zahlen mit der iiblichen
Abstandsfunktion d(z,y) = |z — y|. Seien a < b zwei reelle Zahlen und sei A
das halboffene Intervall

A:=la,b):={reR|a<x<b}.

Dann sind der Abschluss, das Innere, und der Rand von A durch

J— o

A =a,b], A= (a,b), 0A = {a,b}
gegeben.

In jedem metrischen Raum (X, d) ist der Abschluss einer Teilmenge A
stets eine abgeschlossene Mange, und das Innere von A ist stets eine offene
Menge. Damit ist auch der Rand von A eine abgeschlossene Menge. Die
folgende Proposition fasst die wichtigsten Eigenschaften des Abschlusses und
des Inneren zusammen.
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Proposition A.2.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

(i) Seix € X. Dann ist x € A genau dann, wenn eine Folge x,, € A existiert,
die gegen x konvergiert.

(i) X\A=X\A4, und )A=ANX \ A.

(iii) A = AUJA und A = A\ 0A.

(iv) A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A enthiilt.

(v) A ist die grosste offene Teilmenge von X, die in A enhalten ist.

(vi) A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A (bzw. A C A) ist.

(vii) A ist offen genau dann, wenn A = A (bzw. DAN A =0) ist.

Beweis. Wir beweisen (i). Sei x,, € A eine Folge die gegen ein Element z € X

konvergiert. Sei € > 0. Noch Definition der Konvergenz existert eine natiier-
lichs Zahl ny € N so dass, fiir alle n € N gilt

n > ng = d(zx,) <e.

Damit gilt x,, € B.(z) fur jedes n > ny und daher ist B.(z) N A # . Da dies
fiir jedes € > 0 gilt, folgt daraus € A. Umgekehrt sei 2 € A gegeben. Dann
ist Bi/y(x) N A # 0 fiir jede natiirliche Zahl n € N. Nach dem abzéhlbaren
Auswahlaxiom existiert also eine Folge z, € A so dass fiir jedes n € N die
Ungleichung d(z, z,,) < 1/n erfiillt ist. Daraus folgt lim,, . d(z, z,) = 0 und
daher x = lim,,_, 2,,. Damit ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Nach Definition von Abschluss und Innerem gilt

X\A={zr e X |V e X gilt B-(x)N(X\A) #0}
={xr € X |Vx e X gilt B.(x) ¢ A}

Daraus folgt - S
JA=A\A=AN(X\A4) =AnX\A
Damit ist (ii) bewiesen. )
Wir beweisen (iii). Es gilt A € A C A. Nach Definition des Randes folgt

daraus .
AUOA=AU(A\A) =AUA=A

und

A\OA=A\(A\A) = A\ (4A\ A) = A.

Damit ist (iii) bewiesen.
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Wir beweisen (iv). Zunéchst zeigen wir, dass A abgeschlossen ist. Sei
also x,, € A eine Folge die gegen ein Element x € X konvergiert. Sei eine
Zahl € > 0 gegeben. Nach Definition der Konvergenz existiert ein n € N mit

€

d n) < —.

Da z, € A ist, gilt Bejo(zn) N A # (. Wihle ein Element a € B.js(z,) N A.
Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

d(z,a) < d(z,z,) + d(x,,a) < % + % =e.

Daraus folgt
B.(z)NA#0.

Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, folgt daraus € A. Damit haben wir gezeigt
dass A eine abgeschlossene Teilmenge von X ist. Sei nun B C X eine beliebige
abgeschlossene Menge die A enthilt. Es bleibt zu zeigen, dass A C B ist. Sei
also x € A. Dann gibt es nach (i) eine Folge z,, € A, die gegen x konvergiert.
Also ist z,, eine Folge in B und, da B abgeschlossen ist, folgt daraus, dass
ihr Grenzwert = ebenfalls ein Element von B ist. Damit ist (iv) bewiesen.
Die Aussage (v) folgt aus (ii) und (iv). Die Aussage (vi) folgt unmittelbar
aus (iii) und (iv). Die Aussage (vii) folgt unmittelbar aus (iii) und (v). Damit
ist Proposition bewiesen. O

Ubung A.2.4. In einem metrischen Raum (X, d) bezeichnen wir oft den
abgeschlossenen Ball mit Mittelpunkt x € X und Radius r» > 0 mit

B.(r):={y € X |d(z,y) <r}.

Diese Menge ist stets abgeschlossen.

(i) Ist (X, ||-]|) ein normierter Vektorraum mit der durch

d(z,y) = |z =yl

fiir 7,y € X definierten Abstandsfunktion, zeigen Sie, dass B,(z) der Ab-
schluss von B, (x) ist.

(ii) Finden Sie ein Beispiel eines metrischen Raumes (X, d), eines Punktes
z € X, und einer Zahl r > 0, so dass B,(z) nicht der Abschluss von B, (z)
ist, das heifit B.(z) C B,(x).
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Ubung A.2.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien A, B C X. Dann
gilt

AuB=AuB, AnBcCANB. (A.2.1)

und o o o o o o

AUB C AUB, ANB=ANB. (A.2.2)
Fir X :=R und 4:=Q und B :=R\ Q erhalten wir A= B=ANB =10
und A=B=AUB=X.

Ubung A.2.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei A C X. Dann gilt
Acd, ~ 9AcaA (A.2.3)
und _ )
ACA, 0A C 0A. (A.2.4)

Fiir é :=Q und X := R sind dies echte Inklusionen mit A=0A=04A=10
und A = 0A = X. Fiir Intervalle in R gilt Gleichheit in (A.2.3)) und (A.2.4).

Ubung A.2.7. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Réume, und f : X — Y
eine stetige Abbildung. Dann gilt

f(A) C f(A), (A.2.5)
fir AC X und

FAB) C ' B), 7 (B) B (A.2.6)

firBCY.FirA=X=Y =Rund f = tan"!ist eine echte Inklusi-
on. Fir X =Y =R, f(z) :=2% und A= {-1} U (—1/2,1) U (1,2) erhalten
wir f(A) =[0,4), f(A) — (0,4), und f(A) = [0,1) U (1,4); in diesem Beispiel
ist also das Innere der Menge f(A) weder in f (A) enthalten, noch enthalt

es die Menge f (A) Mit anderen Worten, fiir das Innere gibt es keine zu der
Inklusion ((A.2.5) analoge Beziehung.



Anhang B

Zusammenhingende Raume

B.1 Die Relativtopologie

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge. Dann
ist die Restriktion der Abstandsfunktion d : X x X — R auf Y x Y wieder
eine Abstandsfunktion, und wir bezeichnen sie mit

dY I:d|yXyZYXY—)R.
Damit wird (Y, dy) zu einem metrischen Raum.

Definition B.1.1. Die durch dy induzierte Topologie auf Y wird auch die
Relativtopologie auf Y genannt. Eine Teilmenge V CY heifit Y-offen
wenn sie beziiglich der Relativopologie offen ist. Eine Teilmenge B C'Y heifst
Y-abgeschlossen wenn sie beziiglich der Relativtopologie abgeschlossen ist.

Das folgende Lemma charakterisiert die Y-offenen und Y-abgeschlossenen
Teilmengen von Y mit Hilfe der offenen und abgeschlossenen Teilmengen
von X.

Lemma B.1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum undY C X eine Teilmenge.

(1) Eine Teilmenge V. C Y ist genau dann Y -offen wenn es eine offenen
Teilmenge U C X ¢ibt so dass V =UNY ist.

(ii) Eine Teilmenge B C Y ist genau dann Y -abgeschlossen wenn es eine
abgeschlossene Teilmenge A C X gibt so dass B=ANY ist.

323
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Proof. Wir beweisen (i). Ist V' C Y offen beziiglich dy so gibt es fiir jedes
y € V ein € > 0 su dass

B.(y;Y) :={zx €Y |d(x,y) <e} CV.

Firy € Vseie(y) :=sup{e € (0,1]| B-(y;Y) C V} Dannist B.(,)(y;Y) C V
fiir jedes y € V. Damit ist die Menge

U= | By (y: X)

yeVv

offen in X und es gilt
UNY = (B (: X)NY) = | By (V) = V.
yev yev

Gibt es andererseits eine offene Teilmenge U C X mit U NY = V und ist
y € V,soist auch y € U, also existiert ein € > 0 mit B.(y; X) C U, und daher
gilt B-(y;Y) = B:(y; X)NY cUNY = V. Also ist V offen beziiglich dy.
Damit ist Teil (i) bewiesen.
Um (ii) zu zeigen, nehmen wir zundchst an, dass B C Y abgeschlossen
ist beziiglich dy. Dann ist
V:i=Y\B

offen beziiglich dy. Nach (i) gibt es also eine offene Menge U C X so dass
UNY = V. Damit ist
A=X\U

eine abgeschlossen Teilmenge von X und es gilt
ANY =(X\U)NY =Y\ {UNY)=Y\V =B8B.
Ist andererseits A C X abgeschlossen und B = ANY, so ist
U=X\A
eine offene Teilmenge von X und es gilt
UNnY=(X\A)NY=Y\(ANnY)=Y\B.

Nach (i) is daher die Menge Y \ B offen beziiglich dy, und folglich ist B
abgeschlossen beziiglich dy . Damit ist Lemma bewiesen. O
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Beispiel B.1.3. Sei X = R mit der Standardmetrik

d(z,y) = |z —y|

fiir x,y € R.
(1) Ist
Y :=10,1]

so ist [0,0) fiir 0 < b < 1 eine Y-offene Teilmenge von Y. Hingegen ist eine
Teilmenge B C Y genau dann Y-abgeschlossen wenn sie abgeschlossen ist
(da Y selbst eine abgeschlossene Teilmenge von X ist).
(ii) Ist

Y :=(0,1)

so ist (0,b] fir 0 < b < 1 eine Y-abgeschlossene Teilmenge von Y. Hingegen
ist eine Teilmenge V' C Y genau dann Y-offen wenn sie offen ist (da Y selbst
eine offene Teilmenge von X ist).

B.2 Der Zusammenhangsbegriff

Definition B.2.1. Ein metrischer Raum (X, d) heifft zusammenhingend
wenn er sich nicht als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teil-
mengen darstellen lafit, d.h. wenn fir je zwei offene Teilmengen U,V C X
folgendes gilt:

vuv=X UnV=90_ = U=0 oder V =1

das heif$it, dass die leere Menge und der ganze Raum die einzigen Teilmengen
von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Fine Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit zusam-
menhingend, wenn sie beziiglich der induzierten Metrik dy zusammenhdn-
gend ist. Nach Lemma heifit das, dass fiir je zwei offene Teilmengen
U,V C X folgende Aussage gilt:

ACcUUV, AnUNV =10 — ANU =0 oder ANV =0.

Der néchste Satz zeigt, dass die zusammenhéngenden Teilmengen von R
gerade die Intervalle sind.
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Satz B.2.2. Sei X = R mit der Standardmetrik

d(x,y) = |v —yl.

Eine Teilmenge I C R st genau dann zusammenhdingend wenn sie ein In-
tervall ist.

Beweis. Ist I C R kein Intervall, so gibt es drei reelle Zahlen a, b, c € R mit
a,bel, cé¢lI, a<c<b.
Definieren wir
U:={zeR|x<c}, Vi={zreR|z>c}
so sind dies offene Mengen mit
IcuUuv, INU#0, INV #0.

Also ist I nicht zusammenhéngend.

Nehmen wir andererseits an, I sei ein Intervall und A C I sei eine Teil-
menge die sowohl offen als auch abgeschlossen ist (beziiglich der Metrik d;)
und die weder leer noch gleich dem gesamten Intervall I ist. Dann ist auch

B:=1T\A

nicht leer und wir wihlen a € A und b € B. Wir kénnen ohne Einschréinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass a < b ist. Sei

¢ :=sup(ANa,b)).

Dann gilt ¢ € [a,b] C I und es gibt eine Folge ay € A mit a;, < ¢ die gegen ¢
konvergiert. Da A abgeschlossen beziiglich d; ist, folgt hieraus dass ¢ € A und
damit ¢ < b ist. Damit ist das halboffene Intervall (¢, b] in B enthalten. Also
gilt ¢+ 1/n € B fiir jede hinreichend grosse natiirliche Zahl n und damit
c¢= lim (c+1/n) € B,
n—o0
da auch B abgeschlossen beziiglich d; ist. Wir haben daher gezeigt, dass ¢

sowohl ein Element von A als auch ein Element von B ist, im Widerspruch
zu AN B = (). Damit ist Satz bewiesen. O
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Satz B.2.3. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f:X —Y
eine stetige Abbildung; ist A C X zusammenhingend so ist auch f(A) CY
zusammenhdngend.

Beweis. Seien U,V C Y zwei offene Mengen so dass
f(A)cUuv, f(ANUNV =0.

Zu zeigen ist, dass eine der Mengen f(A) N U oder f(A) NV leer ist.
Da f stetig ist, sind f~}(U) und f~(V) offenen Teilmengen von X. Wir
zeigen nun, dass diese Teilmengen folgende Eigenschaften haben:

Ac fFHO)Yu YY), AnfH )N (V) =0. (B.2.1)

Ist ndmlich a € A sois f(a) € f(A) C UUV, und daher f(a) € U oder
f(a) € V; im ersten Fall gilt @ € f~!(U) und im zweiten Fall gilt a € f~1(V).
Dies beweist die erste Aussage in (B.2.1]). Die zweite Aussage in (B.2.1)) zeigt
man am besten indirekt. Gibt es ein Element a € AN f~1(U) N f~1(V) so
gilt f(a) € f(A)NU NV, im Widerspruch zu unserer Annahme iiber U und
V. Damit sind beide Aussagen in bewiesen.

Da A zusammenhéngend ist, folgt aus , dass mindestens eine der
Mengen AN f~1(U) oder AN f~1(V) leer ist. Wenn aber AN f~1(U) = 0 ist,
so heifit das, dass kein Element von A unter f auf U abgebildet wird, und
damit ist auch f(A)NU = ( is; ebenso mit V statt U. Damit ist mindestens
eine der Mengen f(A) NU oder f(A) NV die leere Menge, wie behauptet.
Damit ist Satz [B.2.3 bewiesen. O

Satz B.2.4. (Zwischenwertsatz)
Sei (X,d) ein zusammenhdngender metrischer Raum, sei f: X — R eine
stetige Funktion, und seien zwei Punkte x,y € X und eine reelle Zahl c € R
gegeben, welche die Ungleichungen

flz) <e<fly)

erfiillen. Dann gibt es ein Element z € X mit f(z) = c.

Beweis. Da X zusammenhéngend ist, folgt aus Satz dass auch f(X)
zusammenhéngend ist. Nach Satz ist also f(X) ein Intervall. Da f(z)
und f(y) Elemente vom f(X) sind, folgt aus der Definition eines Intervalls
dass ¢ € f(X) ist. Damit ist Satz bewiesen. O
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B.3 Weg-zusammenhingende Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit weg-zusam-
menhingend wenn fiir je zwei Elemente x(, r; € A eine stetige Abbildung

v:[0,1] - A
existiert, welche die Punkte

7(0) =29, (1) =4

miteinander verbindet.

Satz B.3.1. (i) Jede weg-zusmmanhdngende Teilmenge eines metrischen
Raumes (X, d) ist zusammenhdngend.

(ii) Jede offene zusammenhdingende Teilmenge eines normierten Vektorrau-
mes (X, ||||) ist weg-zusmmanhdingend.

Beweis. Wir beweisen (i). Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X
eine weg-zusammenhéngende Teilmenge. Es ist zu zeigen, dass A zusam-
menhédngend ist. Wir nehmen an, dies sei nicht der Fall. Dann existieren
offene Mengen Uy, U; C X so dass

AcCUyuUy, AmUoﬂUlz(Z), AQU()?Q@, AﬂUl%(b

Sei xg € ANUy und 27 € ANU;. Da A weg-zusammenhéngend existiert eine
stetige Abbildung v : [0,1] — A mit v(0) = 2 und (1) = z;. Das Intervall
I :=10,1] ist die disjunkte Vereinigung der beiden [-offenen Teilmengen

Iy =~y (Uy) = {t € I'|y(t) € Up}

und

L=~y ) = {teI|y(t) € U.}.

Diese sind beide nichtleer da 0 € Iy und 1 € I; ist. Dies steht aber im
Widerspruch zu der Tatsache, dass das Intervall I = [0, 1] nach Satz
zusammenhéngend ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Menga A entgegen
unserer urspriinglichen Annahme zusammenhéngend sein muss, und damit
ist Teil (i) bewiesen.
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Wir beweisen (ii). Sei also (X, ||-||) ein normierter reeller Vektorraum
und sei U C X eine zusammenhéngende offene Teilmenge. Sei xy € U und
sei Uy C U die Menge aller Punkte x € U, die sich mit zy durch einen stetigen
Weg in U verbinden lassen, das heif3t

U()Z:{Z'EU

es existiert eine stetige Abbildung
v:10,1] = U mit y(0) = zp und y(1) == |~

Diese Menge ist nichtleer, da zy € Uy ist.

Wir zeigen, dass Uj eine offene Teilmenge von X ist. Sei x € Uy. Da U
offen ist, gibt es ein € > 0 so dass B.(z) = {y € X | ||x —y|| < e} C U ist.
Da x € U, ist, existiert eine stetige Abbildung $ : [0,1] — U mit

B0) =z,  B(1) ==z
Sei y € B-(x) und definiere die Abbildung v : [0, 1] = X durch

() = { B(2t), fiir 0 < ¢ < 1/2,
‘ (2—2t)z+ (2t — 1)y, firl/2 <t <1.

Diese Abbildung ist stetig, da §(1) = z ist; sie nimmt Werte in U an, da
B.(x) C U ist; und sie erfiillt v(0) = zo und (1) = y. Damit ist y € Uy fiir
jedes y € B.(x). Also haben wir gezeigt, dass fiir jedes z € Uj ein € > 0 mit
B.(x) C Uy existiert. Also ist Uy eine offene Teilmenge von X.

Wir zeigen, dass Uy eine abgeschlossene Teilmenge von U beziiglich der
Relativtopologie ist. Sei also (zx)ren eine Folge in Uy die gegen ein Element
x € U konvergiert. Wéhle ¢ > 0 so, dass B.(x) C U ist. Dann existiert ein
k€ N mit ||z — 2| < e. Da ), € Uy ist, existiert eine stetige Abbildung
B :10,1] - U mit
Definiere ~ : [0, 1] — X durch

oo 4 B2, fiir 0 <t < 1/2,
7(8) = (2 =2tz + (2t — 1)z, fiir 1/2 <t <1.

Diese Abbildung ist stetig, da (1) = xy ist; sie nimmt Werte in U an, da
B.(x) C U ist; und sie erfiillt v(0) = zo und (1) = x. Daher ist x € U,.
Damit ist gezeigt, dass U, eine nichtleere, U-offene, und U-abgeschlossene
Teilmenge von U ist. Da U eine zusammenhingende Teilmenge von X ist
folgt daraus, dass Uy = U ist. Da xq € U beliebig gewahlt war, heifit das,
dass U weg-zusammenhéngend ist. Damit ist Satz bewiesen. O
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B.4 Zusammenhangskomponenten

Lemma B.4.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum, sei I eine beliebige Index-
menge, und sei A; C X eine zusammenhdngende Teilmenge fir jedes i € I.
Ist

iel
so ist die Menge
A=A
icl

zusammenhdngend.
Beweis. Seien U,V C X zwei offene Teilmengen so dass

AcCUUYV, ANUNV =0.

Sei ein Element

To € ﬂAl

fest gewahlt. Dann gilt entweder xq € U oder xy € V. Nehmen wir an xg € U
undseiz € I. Da A; CUUV und A,NUNV = () und A; zusammenhingend
ist, gilt entweder A, NU = 0 oder A; NV = 0. Da o € A;NU ist, folgt
hieraus A; NV = @ und damit A; C U. Also gilt A; C U fiir jedes i € I und
damit A C U und ANV = (). Daher ist A zusammenhéngend. m

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren auf X folgende Aquiva-
lenzrelation: zwei Elemente z,y € X heissen dquivalent (Notation z ~ y)
wenn es eine zusammenhéngende Teilmenge A C X gibt mit z,y € A. Nach
Lemma ist dies in der Tat eine Aquivalenzrelation. Dariiber hinaus folgt
aus Lemma [B.4.1| dass die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation zu-
sammenhédngend sind; sie heiflen Zusammenhangskomponenten von X.
Ist 2y € X so heifit die Teilmenge

Ay ={r e X |z~ xo}

die Zusammenhangskomponente von xg; dies ist die grosste zusammen-
héngende Teilmenge von X die xy enthélt.
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B.5 Beispiele

Beispiel B.5.1. Sei X := R"™ mit der euklidischen Metrik und sei K C R"
eine konvexe Teilmenge. Diese Teilmenge ist weg-zusammenhéngend, denn
fiir xo, 27 € K definiert die Formel ~y(t) := (1 — t)xo + tx; eine stetige Abbil-
dung 7 : [0,1] = K mit y(0) = z und v(1) = z;. Also ist K nach Satz [B.3.]

zusammenhéngend.

Beispiel B.5.2. Sei X := Q die Menge der rationalen Zahlen mit der Stan-
dardmetrik d(x,y) := |z — y|. Dann besteht jede Zusammenhangskompo-
nente nur aus einem einzigen Element. Einen solchen Raum nennt man auch
total unzusammenhingend.

Beispiel B.5.3. Sei X = R" mit der euklidischen Metrik. Dieser Raum ist
zuammenhdngend. Das Komplement Y := R"™ \ {0} des Nullvektors is zu-
sammenhiingend fiir n > 2 aber nicht fiir n = 1. Ubung: Beweisen Sie diese
Behauptungen. Schliessen Sie daraus, dass fiir n > 1 kein Homdomorphismus
von R nach R" existieren kann.

Beispiel B.5.4. Sei X = R"™ mit der euklidischen Metrik. Dann ist die
Einheitssphire S™ ' := {z € R"| ||z||, = 1} zusammenhingend. Thr Kom-
plement Y := R"\ S ! hat zwei Zusammenhangskomponenten fiir n > 1,
und drei fir n = 1. Ubung: Beweisen Sie diese Behauptungen. Hinweis:
Verwenden Sie den Begriff “weg-zusammenhéngend”.

Beispiel B.5.5. Die Menge

A={(z,y) x>0,y =sin(1/2)} U{(0,y)| -1 <y <1}

ist eine abgeschlossene und zusammenhingende Teilmenge von R2, ist aber
nicht weg-zusammenhéngend. Ubung: Beweisen Sie diese Behauptungen.

Beispiel B.5.6. Die Gruppe
GL"(n,R) := {A € R™"| det(A) > 0}

fiir jede natiirliche Zahl n zusammenhéngend. (Ein eleganter Beweis dieser
Aussage findet sich in [2, Seite 36/37]; siehe auch Satz [D.4.1])) Hieraus folgt,
dass die Menge der n x n-Matrizen mit negativer Determinante ebenfalls
zusammenhéngend ist. Daher hat die Gruppe GL(n,R) genau zwei Zusam-
menhangskomponenten.
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Anhang C

Kompakte metrische Raume

Der erste Abschnitt dieses Anhangs charakterisiert die folgenkompakten Teil-
mengen eines metrischen Raumes. Der zweite Teil beweist den Satz von Ar-
zela—Ascoli.

C.1 Der Kompaktheitsbegriff

Sei X eine Menge und sei K C X. Eine Uberdeckung von K ist eine,
durch eine Menge [ indizierte, Ansammlung % = {U, };e; von Teilmengen
U; € X so dass die Vereinigung dieser Teilmengen die Menge K enthilt,
das heifit K C |J,.; U;. Man kann eine Uberdeckung auch als eine Menge
% C 2% von Teilmengen von X beschreiben mit der Eigenschaft, dass de-
ren Vereinigung K enthélt, das heifit K C |J; ., U Die Beziehung zwischen
diesen beiden Formulierungen desselben Phénomens ist, dass eine Teilmen-
ge U C X genau dann ein Element von % ist wenn es ein ¢ € [ gibt so
dass U; = U ist. Wenn die indizierten Mengen U; paarweise verschieden sind
(das heiBt U; # U, fiir ¢ # j), so ist die Abbildung I — % : ¢ — U, bijektiv.

Eine Uberdeckung % (bzw {U;}ic;) heifit endlich, wenn die Menge %
(bzw die Indexmenge I) endlich ist.

Eine Teiliiberdeckung von % (bzw {U,}cr) ist eine Teilmenge von %
die immer noch eine Uberdeckung ist (bzw eine Teilmenge .J C I so dass die
Ansammlung {U;};c; immer noch eine Uberdeckung ist).

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist eine offene Uberdeckung einer
Teilmenge K C X eine Uberdeckung, die nur aus offenen Mengen besteht:
im Fall {U;};cr heifit das, dass die Menge U; fiir jedes i € I offen ist.
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Definition C.1.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei K C X.

(i) Die Teilmenge K heifsit total beschrinkt, wenn sie entweder leer ist

oder fiir jedes € > 0 endlich viele Elemente &, ...,&, € K existieren, so
dass .
K c | JB:(&)
i=1

ist. Hier bezeichnen wir mit B:(§) := {x € X |d(x,&) < €} den offenen Ball
in (X,d) vom Radius ¢ mit Mittelpunkt ¢.

(ii) Die Teilmenge K heifst vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in K gegen
ewn Element von K konvergiert

(iii) Die Teilmenge K heifst kompakt, wenn jede Folge in K eine konver-
gente Teilfolge besitzt, die gegen ein Element von K konvergiert

Der folgende Satz zeigt, dass die kompakten Teilmengen eines metrischen
Raumes nur durch die Topologie des Raumes (also die Gesamtheit der offe-
nen Mengen) bestimmt werden. In allgemeinen topologischen Réumen wird
Bedingung (ii) in Satz |[C.1.2| zur Definition des Kompaktheitsbegriffes be-
nutzt.

Satz C.1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei K C X. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(i) K ist kompakt.
(i) Jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliberdeckunyg.
(iii) K st vollstandig und total beschrankt.

Beweis. Die leere Menge K = () erfiillt alle drei Bedingungen. Wir nehmen
daher an, K sei nichtleer. Damit keine Verwirrung entsteht, bezeichnen wir in
diesem Beweis die Menge aller offenen Teilmengen von X mit 7 (X, d) C 2¥.
(7 wie in “Topologie”.)

“(i) = (ii)”. Wir nehmen an, dass jede Folge in K eine Teilfolge besitzt,
die gegen ein Element von K konvergiert. Sei

U C T(X,d)

eine offene Uberdeckung von X. Wir beweisen in zwei Schritten, dass % eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.
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Schritt 1. Es gibt ein ¢ > 0 so dass fiir jedes x € K ein U € U existiert
mit B.(x) C U.

Als logische Formel kann man diese Aussage wie folgt schreiben:
(Je > 0)(Vx € K)(3U € % )(B-(z) C U).

Wir beweisen dies indirekt und nehmen an das Gegenteil sei der Fall, das
heift
(Ve > 0)(Jz € K)(VU € % )(B-(z) ¢ U).

Wiéhle € := 1/n mit n € N. Dann existiert nach dem abzéhlbaren Auswahl-
axiom eine Folge (x,),en in K, so dass fiir jedes n € N folgendes gilt:

Da K kompakt ist, besitzt die Folge (2,,)nen eine Teilfolge (2, )ien, die gegen
ein Element x := lim; ,» z,, € K konvergiert. Sei U € % mit o € U. Da U
offen ist, gibt es in € > 0 mit B.(zg) C U. Da x,,, gegen xy konvergiert, gibt
es eine natiirliche Zahl N € N so dass fiir alle ¢ € N folgendes gilt:

€

i>N = d(zp,, o) < 3

Seii > N mit 1/n; < e/2. Dann gilt By, (2y,) C Beja(@n,) C B:(x0) C U, im
Widerspruch zur Konstruktion der Folge (x,,). Damit ist Schritt 1 bewiesen.

Schritt 2. % besitzt eine endliche Teiliberdeckung.

Wir nehmen an % habe keine endliche Teiliiberdeckung. Sei ¢ > 0 eine
Zahl fiir die die Behauptung von Schritt 1 gilt. Wir werden induktiv eine
Folge (z,)nen in K und eine Folge (U,)nen in % konstruieren, so dass

BE(SI,’l) C U1

ist und

BE<ZL’n) - Un, Tn ¢ U1 y---u Un—l

fiir alle n € N mit n > 2. Zunéchst wihlen wir ein beliebiges Element 1 € K.
Dann gibt es nach Schritt 1 ein Element U; € % mit B.(x;) C U;. Nehmen
wir nun an wir hatten x4, ...,z und Uy, ..., U, so konstruiert, dass unsere
Bedingungen fiir n = 1,...,k erfiillt sind. da % keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt, muss es ein Element x,,; € K geben das in keiner der
Teilmengen Uy, ..., Uy enthalten ist. Nach Schritt 1 gibt es ein Uy, € %
mit B (zy1) C Ugyq. Damit ist das Induktionsargument beendet und wir
haben die gewiinschten Folgen konstruiert.
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Nach Konstruktion der Folgen gilt z,, ¢ U,, fir alle m,n € N mit n > m.
Da B.(z,,) C U, ist, folgt daraus, dass z,, ¢ B.(x,,) und somit d(z,,z,,) > €
ist fiir alle m,n € N mit n > m. Vertauschen wir n und m, so erhalten wir
die Ungleichung d(z,,z,,) > ¢ fir alle m,n € N mit n # m. Also hat die
Folge (x,)nen keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zu (i). Damit ist
gezeigt, dass (ii) aus (i) folgt.

“(ii) = (iii)”. Wir nehmen jetzt an, dass jede offene Uberdeckung
von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dafl K total beschrankt ist,
folgt dann durch die Wahl der Uberdeckung % := {B.(z) |z € K}. Nach (ii)
existieren Elemente &;,...,{y € K mit K C Uf\il B.(&). Damit ist K total
beschrinkt.

Wir zeigen nun, dass K vollstandig ist. Sei also (x,,),en eine Cauchy-folge
in K. Nehmen wir an, diese Folge konvergiere nicht gegen ein Element von K.
Dann konvergiert nach einem Resultat aus der Analysis I auch keine Teilfol-
ge von (z,)nen gegen ein Element von K. Damit besitzt die Folge (x,,)nen
auch keine Haufungspunkte in K (siehe Analysis I). Das heifit folgendes: Fiir
jedes £ € K gibt es ein €(§) > 0 so dass der Ball B (£) nur endlich viele
Glieder der Folge (1,)nen enthilt. Daraus folgt, dass die offene Uberdeckung

% = {B() € € K}

von K keine endliche Teiliiberdeckung enthalten kann. Dies steht im Wider-
spruch zu (ii), und damit ist gezeigt, dass (iii) aus (ii) folgt.

“(iii) = (i)”. Wir nehmen nun an, dass K vollstdndig und total be-
schrénkt ist. Sei (x,,)nen eine Folge in K. Wir miissen eine konvergente Teil-
folge von (x,,) finden, die gegen ein Element von K konvergiert. Dazu werden
wir induktiv eine Folge unendlicher Teilmengen T, C N, k = 0,1,2,3,...,
konstruieren mit N> 7Ty D717 D715 D --- und

n,m € Ty - d(2y, ) < 278

Da (X, d) total beschrénkt ist 1a8t sich K durch endlich viele Bélle By /9(&)
mit ¢ = 1,...,m {iberdecken. Einer dieser Bélle muss unendlich viele Glieder
unserer Folge enthalten. Sei dies der Ball By /5(§;) und definiere

TO = {n c N|5L'n S Bl/Q(Sz)} .
Nach Konstruktion ist dies eine unendliche Teilmenge von N und es gilt

A(xp, Tm) < d(Tp, &) + d(&yxm) < 1 fiir alle n,m € Ty.
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Sei nun k& > 1 und seien Ty D T} D - -+ D Ty_1 bereits konstruiert. Da (X, d)
total beschriankt ist konnen wir X durch endlich viele Bélle By—«-1(&;) mit
t=1,...,m iiberdecken. Einer dieser Bélle muss unendlich viele der Folgen-
glieder x,, mit n € Tj_; enthalten. Sei dies der Ball By-x-1(¢;) und definiere
die Menge T} := {n €Ty |z, € BQ—k—l(&)}. Dann ist 7}, eine unendliche
Teilmenge von Tj_; und es gilt d(z,, z,) < d(zn, &) + d(& 2m) < 27F fiir
alle n,m € Tj. Damit sind die Mengen T}, fiir alle £ € N konstruiert.

Da jede der Teilmengen T} unendlich ist, existiert eine Folge ny € Tk, so
dass ny < ngyq ist fiir alle £ € N. Dann gilt n, € T C T}, fiir ¢ > k und daher
erfiillen alle k,¢ € N mit £ > k die Ungleichung d(zy,z,) < 27%. Damit ist
die Folge (x,, )ken eine Cauchy-Folge und, da K vollstidndig ist, konvergiert
sie gegen ein Element von K. Wir haben also gezeigt, dass jede Folge in X
eine konvergente Teilfolge besitzt. Also folgt (i) aus (iii). Damit ist Satz
bewiesen. [

C.2 Der Satz von Arzela—Ascoli

Nach dem Satz von Heine-Borel ist eine Teilmenge des R™ (mit der Standard-
metrik, also der Euklidischen) genau dann kompakt wenn sie abgeschlossen
und beschréankt ist. Insbesondere ist also der abgeschlossene Einheitsball im
R™ kompakt. Dies gilt auch fiir jeden beliebigen endlichdimensionalen Vek-
torraum, oder dquivalenterweise fiir jede beliebige Norm auf dem R". Im
Gegenzug zeigt die folgende Ubung, dass diese Eigenschaft genau die end-
lichdimensionalen normierten Vektorrdume charakterisiert.

Ubung C.2.1. Sei V ein normierter reller Vektorraum mit kompaktem Ein-
heitsball B := {z € V| ||z|| < 1} . Dann ist V' endlichdimensional.

Hinweise: 1. Jeder endlichdimensionale lineare Unterraum W C V' ist ab-
geschlossen.

2. Ist W C V ein abgeschlossener linearer Unterraum und v € V' \ W, so
gilt d(v, W) := infew ||lv — w| > 0.

3. Ist W C V ein abgeschlossener linearer Unterraum so gibt es einen Vektor
v eV mit ||v]| =1 und d(v, W) > 1/2. (Sei vy € V' \ W und wéhle wy € W
so dass [|vg — wol| < 2d(ve, W); definiere v := ||vg — wol| ™" (v — wp).

4. Ist V unendlichdimensional so gibt es eine Folge (v, )nen in V mit |jv,|| =1
und ||v, — v,|| > 1/2 fiir alle n,m € N mit n # m. Eine solche Folge hat
keine konvergente Teilfolge.
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Ubung gibt uns ein wichtiges Kriterium fiir die Endlichdimensio-
nalitit eines normierten Vektorraumes. Sie zeigt auch, dass das Heine-Borel-
Prinzip in unendlichdimensionalen normierten Vektorrdumen nicht gilt: es
gibt dort abgeschlossenen und beschrinkte Teilmengen die nicht kompakt
sind. Damit stellt sich die Frage, welche Teilmengen eines solchen unend-
lichdimensionalen Raumes denn kompakt sind. Eine Antwort auf diese Fra-
ge ist in vielen Anwendungen von grundlegender Bedeutung. Ein besonders
wichtiges Kompaktheitskriterium fiir Teilmengen des Raumes der stetigen
Funktionen gibt uns der Satz von Arzela-Ascoli.

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und %' (X) der Raum der ste-
tigen Funktionen f : X — R. In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass dieser
Raum mit der Supremumsnorm

£ += sup | £ ()]

zu einem Banachraum, das heifit zu einem vollstdndigen normierten Vek-
torraum, wird (siehe [, Satz 7.1]). Wir haben auch gezeigt, dass jede ste-
tige Funktion f : X — R auf einem kompakten metrischen Raum (X, d)
gleichmiflig stetig ist, das heifit, dass fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 exi-
stiert, so dass alle z,y € X mit d(z,y) < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(y)| < e
erfiillen. Wir nennen eine Teilmenge .# C %' (X) gleichgradig stetig wenn
die Zahl 6 > 0 in dieser Definition unabhéingig von der Funktion f € %
gewahlt werden kann.

Definition C.2.2. Eine Teilmenge % C € (X) heifit gleichgradig stetig,
wenn es fir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fir alle f € €(X) und alle
x,y € X gilt:

f€ﬁ7 d(fb,y)<5 = |f(m)_f(y)|<€

Ubung C.2.3. Jede endliche Teilmenge von ¢ (X) ist gleichgradig stetig.
Seien ¢ und p zwei positive reelle Zahlen. Dann ist die Teilmenge

F = {fe%(X)‘ 1fll <e, ii;;%gc}

abgeschlossen, beschrinkt, und gleichgradig stetig. Finden Sie eine Folge in
%(]0,1]) die beschrénkt aber nicht gleichgradig stetig ist.
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Satz C.2.4 (Arzela—Ascoli). Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum.
Fine Teilmenge .# C €(X) des Raumes der stetigen reellwertigen Funktio-
nen auf X ist genau dann kompakt beziiglich der Supremumsnorm wenn sie
folgende FEigenschaften hat:

(i) # ist abgeschlossen.
(ii) .# ist beschrdinkt.
(iii) Z ist gleichgradig stetig.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass .# eine kompakte Teilmenge von
%' (X) ist. Dann ist . abgeschlossen, nach einem Resultat in Analysis I [6].
Auflerdem ist .# beschrankt, da eine Folge f, € % mit ||f,|]] — oo kei-
ne konvergente Teilfolge hitte. Es bleibt also zu zeigen, dass die Menge .%#
gleichgradig stetig ist. Sei € > 0. Da die Menge .# C % (X) nach Satz|C.1.2
total beschréankt ist, gibt es endlich viele Funktionen fi,..., f,, € % mit

m

F c |Bs(f; €(X)).

=1

Da (X, d) kompakt ist, ist jede der Funktionen f; : X — R gleichmiBig stetig
nach einem Satz aus Analysis I [6]. Daher gibt es fiir jedes ¢ € {1,...,m}
eine Konstante d; > 0 so dass fiir alle z,y € X gilt:

d(r,y) < — |fi(z) = fily)] < e/3.
Wihle
0 :=min{dy,...,0m,} > 0.

Sei f € .%. Dann existiert ein Index i € {1,...,m} mit || f — fi]| < /3. Da-
her erfiillen alle x,y € X mit d(z,y) < § < 9; die Ungleichung

[f (@) = fW)] < (=) = filo)| + |(filx) = fil)| + |fily) — Fly)l <e.

Also ist die Menge .# gleichgradig stetig.

Umgekehrt nehmen wir nun an, die Menge .% C %’(X) sei abgeschlossen,
beschrankt und gleichgradig stetig. Wir werden in vier Schritten beweisen,
dass .# kompakt ist.
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Schritt 1. Es gibt eine Folge (zx)ren in X mit der folgenden Eigenschaft.
Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein m = m(d) € N so dass

m(4)

X = U Bs(z,).
k=1

Wir konstruieren die Folge induktiv. Zunéchst wissen wir, nach Satz [C.1.2]
dass der metrische Raum (X,d) total beschrinkt ist. Also existieren, fiir
0 =1, endlich viele Punkte x1,...,2z,, € X so dass

k=1

Ebenso gibt es fiir § = 1/2 endlich viele Punkte z,,, 41, ..., 2m, € X so dass

U 31/2 iUk U Bl/2 l‘k

k=mi1+1

Wenn z4,...,2,,, , konstruiert sind, wéhlen wir x,,, ,11,...,2Zm, € X so
dass

X = U By (k) U By ().

k=my_1+1

Damit gilt die Behauptung von Schritt 1 mit m(d) = m,,, wobei n so gewéhlt
wird dass 1/n < §.

Schritt 2. Sei (f,)nen eine Folge in % . Dann existiert eine Teilfolge (fp,)ien
so dass der Grenzwert

yr = lim f,. (zx)
71— 00
fiir jedes k € N existiert.

Dies ist ein typisches Diagonalfolgen-Argument. Zunéchst sei k = 1, dann ist
die Folge (f,(21))nen reeller Zahlen beschrankt und hat daher, nach dem Satz
von Bolzano—Weierstrafl, eine konvergente Teilfolge. Mit anderen Worten, es
existiert eine strikt monoton wachsende Funktion g; : N — N so dass der
Grenzwert y; := lim; o fy, ) (21) existiert. Nun ist die Folge (fg,()(%2))nen
ebenfalls beschréankt und besitzt somit auch eine konvergente Tellfolge. Al-
so gibt es eine strikt monoton wachsende Funktion ¢go : N — N so dass
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der Grenzwert o := lim; o0 fg,040(:) (2) existiert. Mit vollstandiger Induktion
finden wir nun eine Folge strikt monoton wachsender Funktionen g : N — N
so dass der Grenzwert

Yk = zlggo fg10~~ogk(i)<$k)
fiir jedes k € N existiert. Nun sei

ni =gy o---ogi)

fir 7 € N. Dann ist (f,,()(2%) )i eine Teilfolge von (fy,o...0g, (i) (k) )ken und
konvergiert somit gegen y;.. Da dies fiir jedes k € N gilt, ist Schritt 2 bewiesen.

Schritt 3. (f,,)ien ist eine Cauchy-Folge in € (X).

Sei ¢ > 0. Da .# gleichgradig stetig ist, gibt es ein § > 0 so dass fiir alle
f €€ (X) und alle z,y € X folgendes gilt:

fez, dx(z,y) <o — |f(x) — f(y)| < e/3. (C.2.1)

Nach Schritt 1 gibt es eine natiirliche Zahl m = m(d) € N so dass
X = | Bs(a). (C.2.2)
k=1

Nach Schritt 2 gibt es ein N € N so dass fiir alle 7, j, k € N folgendes gilt:
k<m, i,7 >N — | fri (k) = [, ()| < €/3. (C.2.3)

Wir behaupten, dass mit dieser Wahl von N die Ungleichung H Jni = In; H <e
fir alle 4,7 > N gilt. Sei also x € X und wihle eine Zahl k € {1,...,m} so

dass d(x,zy) < 0 ist (siehe (C.2.2)). Dann folgt aus (C.2.1)) die Ungleichung
| fri (@) = fo, ()] < /3 (C.2.4)
fiir alle ¢ € N. Aus (C.2.3)) und (C.2.4) folgt die Ungleichung

<€

fiir alle 2,5 > N. Damit haben wir gezeigt, dass die in Schritt 2 konstruierte
Teilfolge (f,,)ien eine Cauchy-Folge in €' (X) ist.
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Schritt 4. Die Folge (fy,)ien konvergiert gegen eine Funktion f € F .

Da €' (X) ein Banachraum ist, konvergiert die Folge (f,,)ien in Schritt 3 ge-
genein f € €(X). Da .# abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert zu .% . Also
haben wir gezeigt, dass jede Folge in .# eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert in .% besitzt. Also ist die Menge .%# kompakt und damit ist Satz

bewiesen. n

Der Satz von Arzela-Ascoli und sein Beweis lassen sich Wort fiir Wort
auf den Raum % (X, V) der stetigen Funktionen auf X mit Werten in einem
endlichdimensionalen Banachraum V' {ibertragen. Im unendlichdimensiona-
len Fall bedarf es der Zusatzbedingung, dass die Menge {f(x)|f € #} fur
jedes x € X eine kompakte Teilmenge von V' ist (siche [1I, Cor 1.1.12]).

Ubung C.2.5. Finden Sie eine Teilmenge des Raumes %A% (R) (der be-
schriankten stetigen Funktionen f : R — R), welche zwar abgeschlossen,
beschrinkt und gleichgradig stetig, aber nicht kompakt ist.



Anhang D

Die Determinante

D.1 Gruppen

Definition D.1.1. Eine Gruppe ist ein Tripel (G, -, 1), bestehend aus einer
Menge G, einer Abbildung

GxG—=>G:(g,h)—g-h

(der Gruppenoperation), und einem FElement 1 € G (dem neutralen
Element ), welche folgende Bedingungen erfiillen.

(i) Die Gruppenoperation ist assoziativ, d.h. es gilt g1-(g92-93) = (g1 92) - g3
fiir alle g1, 92,95 € G.

(i) Esqit 1-g=g-1=g fir alle g € G.
(iii) Fir jedes g € G gibt es ein Element h € G so dass g-h=h-g= 1.

Das Element h in (iii) ist eindeutig durch g bestimmt. Es heif$st Inverse von
g und wird mit g~* bezeichnet. Eine Gruppe (G,-, 1) heifft kommutativ
(oder abelsch) wenn

g-h=h-g Vg, h € G.

Beispiel D.1.2. Die ganzen Zahlen bilden eine Gruppe Z mit der Addition
als Gruppenoperation und der Zahl 0 als neutralem Element. Gleiches gilt
fiir die rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen.

343
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Beispiel D.1.3. Die von Null verschiedenen rationalen Zahlen bilden eine
Gruppe mit der Multiplikation als Gruppenoperation und der Zahl 1 als
neutralem Element. Gleiches gilt fiir die reellen und die komplexen Zahlen.

Beispiel D.1.4. Die zwei-elementige Menge Z, := {0,1} ist eine Gruppe
mit der Gruppenoperation 0+0:=0,0+1:=1,14+0:=1und 1 +1:=0.
Die 0 ist das neutrale Element.

Beispiel D.1.5. Die zwei-elementige Menge {41} ist eine Gruppe mit der
Gruppenoperation 1-1 :=1, (=1)-(=1) :==1,1-(—1) := —1lund (—1)-1 := —1.
Die 1 ist das neutrale Element.

Beispiel D.1.6. Die Menge S' := {z € C| |z| = 1} aller komplexen Zahlen
vom Betrag eins ist eine Gruppe mit der Multiplikation als Gruppenoperation
und der Zahl 1 als neutralem Element.

Beispiel D.1.7. Sei X eine Menge. Die bijektiven Abbildungen f : X — X
bilden eine Gruppe mit der Komposition als Gruppenoperation und der Iden-
titédt als neutralem Element.

Beispiel D.1.8. Sei X :={1,...,n}. Eine Permutation (von X) ist eine
bijektive Abbildung ¢ : X — X. Die Menge aller Permutationen von X
bezeichnen wir mit S,,. Nach Beispiel ist S,, eine Gruppe. Fiir n > 3
ist diese Gruppe nicht kommutativ.

Definition D.1.9. Seien G und H zwei Gruppen. (Die beiden Gruppenope-
rationen bezeichnen wir mit - und die beiden neutralen Elemente mit lg

und ly.) Eine Abbildung
p:G—H

heifft Gruppenhomomorphismus (oder Homomorphismus) wenn sie
fiir alle a,b € G die Gleichung

pla-b) =p(a)-p(b),  p(lc) =1y,

erfillt. Ein Gruppenisomorphismus (oder Isomorphismus) ist ein bi-
jektiver Gruppenhomomorphismus.

Beispiel D.1.10. Die Abbildung
{0,1} = {£1}:a— (—1)°

ist ein Isomorphismus.



D.1. GRUPPEN 345

Beispiel D.1.11. Die Abbildung
R — S @t exp(it)
ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beispiel D.1.12. Die Exponentialfunktion
exp : R — (0, 00)

ist ein Isomorphismus von der Additiven Gruppe der reellen Zahlen in die
multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen. Die Umkehrabbildung

log : (0,00) - R
ist ebenfalls ein Gruppenisomorphism.

Beispiel D.1.13. Sei (G, -, 1) eine Gruppe, X eine Menge, und G(X) die
Gruppe der bijektiven Abbildungen f : X — X. Eine Gruppenaktion
von G auf X ist eine Abbildung

p:GxX =X

so dass fiir alle x € X und alle a,b € G die Gleichungen

Qb(a - b, I) - d)(a? ¢(b7 I))? ¢<]17 ZE) =T

gelten. Ist ¢ eine solche Gruppenaktion und definieren wir die Abbildungen
0o : X — X fiir a € G durch

¢o(x) := ¢(a, ) fir z € X,

so ist ¢, fir jedes a € G bijektiv (mit Umkehrabbildung ¢,-:) und die
Abbildung
G—=GX):a— ¢,

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt
¢a-b - ¢a o ¢b7 925]1 - 1d;

fiir alle a, b € G. Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus von G
nach G(X) eine Gruppenaktion von G auf X.
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Beispiel D.1.14. Wir ordnen einer Permutation o € .S, die natiirliche Zahl
N(o):=#{(i,j) e NxN|1<i<j<mn, o(i)>o0c(j)} (D.1.1)

zu. Die Paritit von o ist definiert durch
(o) = (=1)N, (D.1.2)

Das folgende Lemma zeigt, dass die Abbildung ¢ : S,, — {£1} ein Gruppen-
homomorphismus ist.

Lemma D.1.15. Es gilt e(id) = 1 und, fir alle o,7 € S,
e(too) =¢e(1)e(o).
Beweis. Wir definieren

N(o,7) = #{(i,j) |i <j, o(i) > o(j), 7(c(i)) <7(o(j))}-
Dann gilt

N(roo) = #{(i,j)]i <y, 7(o(i)) > 7(0(4))}
= #{6@5) i<, oi) (

+# {0 5) [0 < g, ol
= #{(4)]i <j, ali)
—#{(,)) i <j, oli

+
BS
—
~
<.
Q
—
A
q
(=
\]
q
=
Vv
pui
Q
—
<
=
> 3

—# {0, 5) i > g, o(i) < a(j), 7(a(2)) > 7(a(4))}
= N(o)+ N(7r) —2N(o, 7).

Hieraus folgt sofort die Behauptung. O]

Ubung D.1.16. Fiir i,j € {1,...,n} mit i # j definieren wir die Permuta-
tion o;; € S, als die Bijektion welche ¢ und j vertauscht:

v, wenn v # i und v # j,
oij(v) :==1¢ i, wenn v =j,
J, wenn v = i.
Eine solche Permutation nennt man Transposition. Beweisen Sie, dass jede

Transposition Paritdt —1 hat und dass sich jede Permutation als Komposition
von Transpositionen schreiben 1a3t.
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D.2 Vektorriaume

Definition D.2.1. Ein reller Vektorraum besteht aus einer abelschen
Gruppe (V,+,0) und einer Abbildung

RxV —=V:(\v)— v
(der skalaren Multiplikation) mit folgenden FEigenschaften.
(i) Fir alle \,pp € R undv eV gilt

A (p-v) = (M) - v, l-v=w.

(i) Fir alle \,p € R und v,w € V' gilt

A+p) - v=Xv+u-v, A(v+w)=X-v+ A w.

Die Elemente von V nennen wir Vektoren.

Bemerkung D.2.2. Um Verwirrungen zu vermeiden kann es manchmal
niitzlich sein, fiir den Nullvektor in V' ein anderes Symbol zu verwenden,
zum Beispiel 0y,. Mit dieser Bezeichnungsweise gelten die Regeln

)\'OV:OV, O'UZOV

fiir alle A € R und v € V. (Beweisen Sie diese Gleichungen!) Im allgemeinen
bezeichnen wir den Nullvektor in V' jedoch mit dem gleichen Symbol 0 wie die
reelle Zahl Null. Wir werden im folgenden auch oft den Punkt “” weglassen
und Av statt A - v schreiben.

Definition D.2.3. Seien V und W zwei Vektorraume. Eine Abbildung T :
V — W heifit linear wenn sie die Gleichungen

T(vy + ve) = Tvy + T, TA-v)=X-Tv

fiir alle A € R und v,vy,vo € V erfillt. Fine lineare Abbildung wird auch
Vektorraumhomomorphismus genannt. Ein Vektorraumisomorphis-
mus (oder einfach Isomorphismus) ist ein bijektiver Vektorraumhomomor-
phismus.

Ubung D.2.4. Ist T : V — W eine bijektive lineare Abbildung so ist die
Umkehrabbildung 7-! : W — V ebenfalls linear.
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Definition D.2.5. Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine endliche Folge

Viy...,Up
von Vektoren in V' heifst linear unabhéngig wenn fir alle \y,..., A\, € R
folgendes gilt:
AMvp 4+ A, =0 - AM=X=--=),=0.

Den Ausdruck \jv; + -+ + \,v, nennen wir eine Linearkombination der
Vektoren vy, ..., v,. Wir nennen die Vektoren vy, ..., v, ein (endliches) Er-
zeugendensystem von V' wenn sich jeder Vektor in V' als Linearkombina-
tion dieser Vektoren darstellen laf$t, das heifst

Yoe VAA,... N\, e Rv=X v+ -+ A\,

FEine endliche Basis von V ist ein endliches linear unabhdingiges Erzeugen-
densystem vy, ..., v,. Ein reeller Vektorraum V heifst endlichdimensional
wenn er eine endliche Basis besitzt und unendlichdimensional wenn er
keine endliche Basis besitzt.

Bemerkung D.2.6. Man kann den Begriff einer Basis auch auf unendliche
Systeme {v;};er von Vektoren in V erweitern. Hier ist I eine (moglicherweise
unendliche) Menge und I — V : ¢ +— v; eine Abbildung. Ein solches Sy-
stem heifit linear unabhéngig wenn je endlich viele Vektoren v;,,...,v;,
(mit 41,...,1y € I paarweise verschieden) linear unabhéingig sind. Es heifit
Erzeugendensystem wenn sich jeder Vektor v € V' als Linearkombination
endlich vieler v; darstellen 148t. Eine Basis ist nun ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem. Mit diesem verallgemeinerten Begriff 148t sich zeigen,
dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. (Der Beweis beruht auf dem so-
genannten Lemma von Zorn welches sich wiederum aus dem Auswahlaxiom
herleiten 148t.) Wir werden uns hier jedoch nur fiir endliche Basen interessie-
ren. (Unendlichdimensionale Vektorrdume spielen eine wichtige Rolle in der
Mathematik, nicht aber ihre Basen.)

Beispiel D.2.7. Der Raum R™ aller n-Tupel = = (1, ..., x,) reeller Zahlen
ist ein Vektorraum. Die Vektoren e; := (0,...,0,1,0,...,0) (mit 1 an der
iten Stelle) bilden eine Basis von R", welche die Standardbasis genannt
wird. Ein Vektor x = (z,...,2,) € R™ hat die Form

n
Tr = E Ti€;.
i=1
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Bemerkung D.2.8. Sei V ein reller Vektorraum und vy,...,v, € V. Dann
ist die durch

n
Tx = E TiV4, r=(x1,...,2,) € R,
i=1

definierte Abbildung 7' : R™ — V linear. Die Abbildung 7' ist genau dann
injektiv wenn die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind; sie ist genau
dann surjektiv wenn die Vektoren vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V'
bilden. Also ist T genau dann ein Vektorraum-Isomorphismus wenn die Vek-
toren vy,...,v, eine Basis von V bilden. Jeder Vektorraum-Isomorphismus
T : R™ — V hat diese Form mit v; := Tle;.

Satz D.2.9. Sei V ein reeller Vektorraum mit einer Basis eq,...,e,. Seien
U1,y ..., Uy Vektoren in V. Dann gilt folgendes.

(i) Ist vy,..., v, eine Basis von 'V so gilt m = n.

(ii) Bilden die Vektoren vy, ..., v,, ein Erzeugendensystem so gilt m > n.
(iii) Sind die Vektoren vy, ..., vy, linear unabhingig so gilt m < n.

Die Zahl n heifst Dimension von V' und wird mit dim V' bezeichnet.

Beweis. Nach der vorherigen Bemerkung bestimmt die Basis eq,...,e, von
V einen Isomorphismus 7" : R” — V. Daher geniigt es, die Behauptungen
fiir den Fall V' = R™ mit der Standardbasis e, ..., e, zu beweisen. Seien also
Viyeooy Uy € R™.

Schritt 1. Bilden die Vektoren vy, ..., v, eine Basis des R" so ist m = n.
Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 folgt die
Behauptung aus den folgenden elementaren Fakten.

(a) Jede von Null verschiedene reelle Zahl bildet eine Basis von R.

(b) Jedes System von mehr als einem Element von R ist linear abhéngig.

Sei nun n > 2. Wir nehmen and, dass das Resultat fiir den R"~! gilt und

dass die Vektoren vq,...,v,, eine Basis des R" bilden. Wir schreiben v, =:
(U1, .+, 0y) fiir v =1,... m. Da der Vektor e, sich als Linearkombination
der Vektoren vy, . .., v, schreiben l148t, gibt es mindestens ein v € {1,...,m}

so dass v,, # 0. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen dass dies v = m ist. Sei

Wy = Uy — —— Uy, v=1,....,m—1.
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Dann bilden die Vektoren wy,...,w,,_1,v,, eine Basis des R™ und es gilt
wy, = 0ist fir v = 1,...,m — 1. Es folgt dass die Vektoren wy, ..., w, 1
(nach Fortlassen der letzten Koordinate) eine Basis des R"~! bilden. Nach
Induktionsannahme gilt also m — 1 = n — 1 und daher m = n.

Schritt 2. Sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdingig so gilt m <n.

Wir kénnen aus den Vektoren vy, ..., v, durch hinzufiigen von hochstens n
weiteren Vektoren e;,, ..., e; (die wir aus den Elementen der Standardbasis
auswéhlen) eine Basis vy, ..., vy, €4, ..., €;, bilden. (Dies folgt durch Induk-
tion: Wenn die Vektoren vy, ..., v,, keine Basis bilden, so gibt es einen Index
iy € {1,...,n}, so dass die Vektoren v,..., vy, €; linear unabhingig sind.
Wenn diese Vektoren immer noch keine Basis bilden, konnen wir weitere
Elemente der Standardbasis hinzufiigen ohne die lineare Unabhéngigkeit zu
verletzen.) Die neue Basis besteht aus m + k Elementen mit & > 0. Es gilt
daher m + k = n, nach Schritt 1, und deshalb m < n.

Schritt 3. Bilden die Vektoren vi,...,v, ein Erzeugendensystem so gilt
m > n.

Wir erhalten eine Basis des R™ durch Fortlassen von geeigneten Vektoren.
Die resultierende Basis hat dann hochstens m Elemente. Also folgt die Be-
hauptung aus Schritt 1. [

D.3 Die Determinante

Sei V' ein reller Vektorraum. Eine Abbildung
p: V"=V xVx---xV =R

heiit multilinear wenn ¢ in jeder Variablen linear ist, das heifit es gelten
die Gleichungen

¢(Ul, ey Vi1, 05 +wz~,vi+1, e ,?)n)
= ¢(U17 ce 7Un) + 925(01; <oy Vi1, Wiy Vi1, - - - 7Un)
und
¢(’Ul7 s avi—la)\viavi—‘rl? s 7Un) = )\QS(Ula cee avn)

fir alle i € {1,...,n}, v1,...,v, € V, w; € V, und XA € R. Im Fall n = 2
nennen wir eine solche Abbildung bilinear. Im Allgemeinen nennen wir eine
multilineare Abbildung ¢ : V™ — R auch n-linear.
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Bemerkung D.3.1. Der Raum V" ist selbst ein Vektorraum. Es macht also
auch Sinn, von linearen Abbildungen ¢ : V™ — R zu sprechen. Dies ist aber
etwas vollig anderes als eine multilineare Abbildung. Betrachten wir zum
Beispiel den Fall V' = R und n = 2. Dann ist die Abbildung

RxR—=>R: (z,y) — 2y
bilinear, aber nicht linear. Hingegen ist die Abbildung
RxR—=R:(z,y)—»x+y

linear, aber nicht bilinear. (Ist ¢ : V" — R eine multilineare Abbildung so
gilt ¢(vq,...,v,) = 0 sobald einer der Vektoren vy, ..., v, gleich Null ist.)

Ubung D.3.2. Sei V ein reller Vektorraum und sei ¢ : V* — R sowohl
linear als auch multilinear. Ist n > 2, so ist ¢ = 0.

Satz D.3.3. Fir jedes n € N gibt es genau eine n-lineare Abbildung
det : R" x --- x R" = R,

genannt Determinante, mit folgenden Figenschaften.

(i) Fir jede Permutation o € S,, und je n Vektoren ay,...,a, € R gilt
det(ag(1y; - - -5 Ao(n)) = €(o) det(as, ..., ay).
(ii) Ist ey, ..., e, die Standardbasis des R™ so gilt
det(ey,...,e,) = 1.
Schreiben wir
a; = (apn,-..,a;,) € R, i=1,...,n,
mit a;; € R, so ist die Determinante der Vektoren aq, ..., a, durch die Formel

det(ay,...,a,) = Z £(0)a1o(1) " " * Onon) = Z (o) H aiopy  (D.3.1)
i=1

O'ESn O'ESTL

gegeben. Hier bezeichnet e(o) € {1} die durch (D.1.1)) und (D.1.2) definier-

te Paritdt der Permutation o € S,,.
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Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass die Abbildung det : (R")" — R
durch (D.3.1)) definiert ist und zeigen, dass sie die Bedingungen (i) und (ii)
erfiillt. Ist a; = e; so gilt

o |1, fallsi=yj,
aij = 0ij = { 0, fallsi j.
Damit ist der einzige von Null verschiedene Summand auf der rechten Seite
von ([D.3.1)) der zu o = id gehorige und daher gilt (ii). AuBlerdem gilt

det(ar), ..., ar@m)) = Ze(U)HaT(i)o(i)

n
= 5(7‘)2 (oot HCL]UOTl

€Sy j=1

= Z H Ajo(j)

oc€Sh

= e(r )det(al,...,an)

fir 7 € S, und a; = (a1, ...,a;,) € R". Also erfiillt det auch Bedingung (i).
Wir beweisen die Eindeutigkeit. Sei also det : (R™)” — R durch (D.3.1))
gegeben und sei ¢ : (R")" — R eine beliebige n-lineare Abbildung, welche
die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Dann ist die Differenz
Y:=¢—det: (R")" =R

eine n-lineare Abbildung, welche die Bedingungen (i) und ¢ (ey,...,e,) =0

erfiillt. Seien a; = (@1, ..., an) = Y .y aije; € R" gegeben fir i =1,...,n.
Dann gilt
n n n
77/)(0117 P ,an) = @D (Z aljlejl, Z angejZ, N Z anj"ejn>
Jj1=1 Jo=1 Jn=1

n n n
= Z Z T Z a1j, Q254 * 'anjnw(eju s 7€jn> =0.

J1=1j2=1 Jjn=1
Hier benutzen wir die Gleichung. ¥ (ej,,...,e;,) = 0 fiir alle ji, ..., j,. Also
ist ) = 0 und damit ¢ = det. Damit ist Satz bewiesen. O
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Eine n-lineare Abbildung ¢ : V x --- x V — R, heifit alternierende
n-Form (auf V') wenn sie der Bedingung (i) in Satz geniigt. Es gibt
also auf dem R"™ genau eine alternierende n-Form

det : R" x --- x R" = R,

die die Bedingung det(ey, . .., e,) = 1 erfiillt, und diese heifit Determinante.
Betrachten wir die n Vektoren

a; =: (@1, ...,a;) €R"
fir =1,...,n als Zeilen einer Matrix
A= (ay)i = € R
so konnen wir die Determinante auch als Abbildung
det : R™" — R
auf dem Raum der quadratischen Matrizen auffassen.

Beispiel D.3.4. Ist n = 1 so ist R = R und det : R — R is die
Identitat. Fiir n = 2 haben wir

a b
det(C d)-ad—bc.

aix aiz Az
A= Q21 QAg2 (23

Fir n = 3 und

a31 azz2 33
st
det(A) = ay1aass + a12a23a31 + A13021a32

— Q11423032 — A120210A33 — A13A22031 .

Der folgende Satz fafit einige wichtige Eigenschaften der Determinante
zZusaminen.
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Satz D.3.5. (i) Fir jede Matriz A € R™™ gilt
det(AT) = det(A). (D.3.2)
(ii) Fir alle A, B € R™ ™ gilt
det(AB) = det(A) det(B), det(1) = 1. (D.3.3)

iii) Fir alle A € R, B € R™™ O € R™™ gl
(iii) g

det ( N ) — det(A) det(C). (D.3.4)

(lV) 562 A = (aij)i,jzl

.....

Ay = (aij)ie{} ..... nh\{k} € R~ Dx(n=1)
J n

=2,...,

die Matriz, die aus A durch das Fortlassen der ersten Spalte und der k-ten
Zeile hervorgeht. Dann gilt

det(A) = i(—l)k_lakl det(Ay). (D.3.5)

k=1

Beweis. Wir beweisen Teil (i). Sei A = (ay;);;—; und
T
AT = (50)1 20
die transponierte Matrix. Dann gilt

det(AT) = Z 6(0‘)@0(1)1 R aa(n)n

oc€Sh

= Z €(a>ala—1(l) © lpo—1(n)
O'GSn

= Z 8(7—)(117'(1) ©Qnr(n) = det(A)
TGSn

1

Hier folgt die vorletzte Gleichung aus der Umbenennung 7 := ¢~ und der

Tatsache dass (o) = g(o™!) ist. Damit ist Teil (i) bewiesen.
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Wir beweisen Teil (ii). Seien
A= (aiy')zr'tj:lv B = (bjk)?,kzl

zwei Matrizen in R™*". Den durch die Eintrage der jte Zeile der Matrix B
definierten Vektor bezeichnen wir mit

bj = (bjh c.. ,bjn) e R"™.
Dann gilt nach (D.3.1)

det(by,, .-, bj) = Y e(T)bjiry -+ Djur(m)

TES’VL

fir ji,...,Jn € {1,...,n}. Nach Definition der Determinante verschwindet
dieser Ausdruck sobald zwei der Indizes j; iibereinstimmen. (Siche Bedin-
gung (i) in Satz|D.3.3]) Damit erfiillen A und B die Gleichung

det(AB) = Z e(7) (Z aljlbj17(1)> (Z anjnbjn’r(n)>

TESh Jji1=1 Jn=1

_ Z . Z Z g(T)aljlble(l) g, b (n)

Ji1=1 Jn=17€SH

= > Yy ang, Y (M) ey

j1=1 jnzl TESn

- Z--‘Zaljl-~-anjndet(bjl,...,bjn)

J1=1 Jn=1

= Z Q15(1) - - - Qno(n) det(bg(l), - ,bg(n))

O'GSn

= Z 6(0‘)@10(1) -+ po(n) det(bl, ey bn)

oES)

= det(A)det(B).

Hier benutzen wir die Tatsache, dass in der vierten Zeile nur diejenigen Sum-
manden von Null verschieden sein konnen fiir die 7y, ..., 7, paarweise ver-
schieden sind. In diesem Fall definieren die Indizes eine Permutation o € .S,
durch die Formel o (i) := j; fiir i = 1,...,n. Damit ist Teil (ii) bewiesen.
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Wir beweisen Teil (iii). Jeder Summand in (D.3.1)) enthélt genau einen
Faktor aus jeder Zeile und aus jeder Spalte von A. Fiir die Matrix

(v e)

heifit dies, dass jeder Summand, der einen Faktor aus dem oberen rechten
Block B enthilt, auch einen Faktor aus dem unteren linken Block enthalten
mufB und damit verschwindet. Anders gesagt, jede Permutation p € S, .,
die ein Element i € {1,...,n} auf ein p(i) € {n+1,...,n+m} abbildet,
muf} auch ein Element j € {n+ 1,...,n+ m} auf ein p(j) € {1,...,n} ab-
bilden. Damit brauchen wir nur Permutationen p € S,,, zu betrachten,
welche die beiden Teilmengen {1,...,n} und {n+1,...,n+m} auf sich
selbst abbilden. Jede solche Permutation hat die Form p = o#7 fiir 0 € S,
und 7 € S,,, mit o#7(:) :=0(i) fir 1 <i<n und o#7(n+j) =n+7())
fir 1 < j <m. Diese Permutation hat die Paritét e(c#7) = e(0)e(). Da-
raus folgt sofort Teil (iii).

Wir beweisen Teil (iv). Wir nehmen zunéchst an, dass ein k € {1,...,n}
existiert, so dass a;; = 0 ist fiir allei € {1,...,n} \ {k}. Unter dieser Annah-
me definieren die Permutation o, € S,, durch

k, firi=1,
op(i): =< i—1, furi=1,...,k—1,
i, firi==k,...,n.

Diese Permutation hat die Paritét
e(op) = (=1)*! (D.3.6)
und es gilt
. Qg1 *
B = (a,(i)j)iyj=1,.0 = 0 A (D.3.7)

Hier steht das Symbol x fiir die restlichen Eintrage der k-ten Zeile der Ma-
trix A. Aus (D.3.6) und (D.3.7) folgt die Gleichung
det(A) = g(oy) det(B) = (=1t det(B) = (—1)"ag, det(Ay).

Hier folgt die erste Gleichheit aus Teil (i), die zweite Gleichheit aus (D.3.6)),
und die dritte Gleichheit aus (D.3.7) und Teil (iii). Nun folgt Teil (iv) aus
der Multilinearitidt der Determinante. Damit ist Satz bewiesen. O

Ubung D.3.6. Die Determinante ist durch die Elgenschaften (ii) und (iii)
in Satz eindeutig bestimmyt.
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Satz D.3.7. Fiir jede Matrix A € R™™"™ sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) det(A) # 0.
(ii) Fir alle x € R™ gilt Ax =0 = z =0.
(iii) Fiir jedes y € R™ gibt es ein x € R™ so dass Ax = y.
Beweis. Nach Satz ist ein System von n Vektoren ay,...,a, € R"
genau dann linear unabhéngig wenn es ein Erzeugendensystem vom R™ ist.
Angewandt auf die n Spalten der Matrix A heifit dies, dass (ii) dquivalent
zu (iii) ist. Es bleibt also zu zeigen, dass (i) dquivalent zu (ii) ist.

Wir zeigen, dass (ii) aus (i) folgt. Wir argumentieren indirekt und nehmen
an dass es einen Vektor z = (z1,...,2,) € R™\ {0} gibt so dass Az = 0 ist.
Bezeichnen wir die Spalten der Matrix A mit aq,...,a, € R", so heifit dies

r1a1 + -+ zpa, = 0.

Da x # 0 ist, gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit 2; # 0. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit nehmen wir an, dass z; # 0 ist. Nach Satz (i) gilt dann

det(A) = x7'det(x1a1,az,...,a,)

n
-1
= E det(z;a;, aq, ..., ay)
i=1

n
= xl_ldet<g :ciai,ag,...,an>

i=1
= a7 det(0,as,...,a,)
0.
Wir zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Wenn (ii) erfiillt ist, so sind die Spal-
ten ay,...,a, von A linear unabhéngig und bilden damit, nach Satz

eine Basis. Hieraus folgt, dass die durch
Ty(z) := Ax:inai fir z = (xq,...,2,) € R"
i=1

definierte lineare Abbildung T4 : R® — R™ bijektiv ist. Sei S : R* — R”
die Umkehrabbildung, das heiit T4 o S = S o Ty = id. Dann ist S linear und
daher existiert eine Matrix B € R"*" so dass S = T ist. Hieraus folgt

AB=BA=1 (D.3.8)
und daher, nach Satz (ii), det(A) det(B) = 1. Also ist det(A) #0. O
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Definition D.3.8. Der Beweis von Satz[D.3.7 zeigt dass es zu jeder (n x n)-
Matriz A mit det(A) # 0 eine (n x n)-Matriz B gibt, welche die Glei-
chung (D.3.8)) erfillt. Diese Matriz ist durch A eindeutig bestimmt; sie heifst

Inverse von A, beziehungsweise inverse Matrix von A, und wird mit A~*

bezeichnet. Nach Satz[D.3. gilt det(A™) = det(A)~L.

Bemerkung D.3.9. Alle Definitionen und Resultate dieses Kapitels gelten
unverdandert und mit denselben Beweisen fiir komplexe Matrizen. Es geniigt,
iiberall R durch C zu ersetzen.

Definition D.3.10. Set A € R™" und sei \ € C. Die komplexe Zahl )
heifst Eigenwert der reellen Matriz A, wenn eine komplexer Vektor v € C"
existiert, der den Bedingungen

Ax = Az, x # 0,

gendigt. Nach Satz[D.3.7 ist die Zahl X genau dann ein Eigenwert von A wenn.
sie die Gleichung det(A\l — A) = 0 erfillt. Das durch die Formel

pa(z) :=det(z1 — A)

fir z € C definierte Polynom p4 : C — C heifit charakteristisches Poly-
nom der Matrix A.

Ubung D.3.11. Das charakteristische Polynom einer Matrix A € R"*™ hat
den Grad n. Hinweis: Gleichung (D.3.1)) fiir die Determinante.

Ubullg D.3.12. Ist A € C ein Eigenwert einer Matrix A € R™™" so ist
auch A ein Eigenwert von A.

Korollar D.3.13. Die Determinante einer Matrix A € R™™" ist das Pro-
dukt ihrer Eigenwerte mit Multiplizitdt, das heif§t, wenn das charakteristische
Polynom in der Form

pa(A) = (A= A)A=Ag) - (A=)
mit A1, Aa, ..., A\, € C geschrieben wird, so gilt
det(A) = )\1)\2 cee )\n

Beweis. Nach Definition gilt pa(0) = (—1)" det(A) und hieraus folgt sofort
die Behauptung. O



D.3. DIE DETERMINANTE

359

Beispiel D.3.14. Seien ay, ..., a, € R und sei A € R®t)*" die Matrix

1 0 - 0
0 .
al IR Y an

(D.3.9)

Dann ist die Determinante der quadratischen Matrix A7 A € R™ " durch

det(ATA) =1+ a2+ al + - +a

gegeben. Beweis: Seien P, Q € RT)x(+1D) die Matrizen

1 0 0 aq
P:: : 0 )
0 0 1 a,
—aq —a, 1
1 0 0 O
0 :
Q= . .
o --- 0 1 0
a; - ceeay 1

Dann ist det(Q) = 1 und PQ € RO+DX(+D ist die Block-Matrix

ATA a
PQ:( 0 1), a:=

Nach Teil (ii) und (iii) von Satz gilt daher

ay

G

det(ATA) = det(PQ) = det(P) = 1 + a3 +--- + a?

n*

(D.3.10)

Hier zeigt man die letzte Gleichheit durch elementare Zeilenoperationen, in-
dem man fiir i = 1, ..., n das Produkt der i-ten Zeile von P mit a; zur letzten
Zeile addiert, und dann nochmals Teil (iii) von Satz anwendet.
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D.4 Die allgemeine lineare Gruppe

Die Gruppe der invertierbaren rellen (n x n)-Matrizen heifit allgemeine
lineare Gruppe und wird mit

GL(n,R) := {A € R™"| det(A4) # 0}

bezeichnet. Dafl dies eine Gruppe ist folgt aus Satz und Satz[D.3.7] Die
Gruppenoperation ist Matrix-Multiplikation und das neutrale Element ist die
Einheits-Matrix 1. Die Gruppe GL(n, R) kann mit der Gruppe der bijektiven
linearen Abbildungen 7' : R™ — R" identifiziert werden; solche Abbildungen
werden auch Automorphismen des R™ genannt. Die Korrespondenz ordnet
jeder Matrix A € GL(n,R) den durch T'x(x) := Az definierten Automorphis-
mus des R" zu. Satz zeigt, dass die lineare Abbildung T4 : R" — R"
genau dann bijektiv ist wenn det(A) # 0 ist. Nach Satz ist

GL"(n,R) := {A € GL(n,R) | det(A) > 0}
eine Untergruppe von GL(n,R). Die Abbildung
det : R™" — R

ist stetig. Daher sind GL(n,R) und GL"(n,R) offene Teilmengen von R"*"
(dies sind die Urbilder der offenen Teilmengen R\ {0} und (0,00) von R
unter der der stetigen Abbildung det : R"*™ — R). Die Restriktion der Ab-
bildung det : R"*"™ — R auf GL(n,R) definiert einen Gruppenhomomorphis-
mus von GL(n,R) auf die von Null verschiedenen reellen Zahlen (siche Bei-
spiel in Abschnitt [D.1]).

Fiir den folgenden Satz benétigen wir den Begriff eines weg-zusammen-
héingenden metrischen Raumes, der im Anhang [B| ausfiihrlicher diskutiert
wird. Hier sei nur erwéhnt, dass ein metrischer Raum (X, d) weg-zusam-
menhingend genannt wird, wenn fiir alle xg,z; € X eine stetige Abbil-
dung v :0,1] — X existiert, welche die Punkte 7(0) = zo und (1) = z;
miteinander verbindet.

Satz D.4.1. Die Gruppe GL™(n,R) ist weg-zusammenhdngend.
Beweis. Siehe Seite [363] O

Der hier erbrachte Beweis beruht auf den folgenden drei Lemmata. Er geht
auf Thomas Honold zuriick und ist direkt aus [2, Seite 36] iitbernommen.
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Lemma D.4.2. Fiir jede Matriz A € GL(n,R) existiert ein ¢ € {0,1,...,n},
eine Matriz U € GL™(n — £, R) ohne negative Eigenwerte, eine Matriz

) VIR
A= 0 7 |ecLer), <o,
: <. - *
0 -+ 0 N

und eine Matriz P € GL(n,R), welche die Gleichung

1 . A*
P AP-(O U

Beweis. Wir beweisen dieses Lemma durch vollstdndige Induktion iiber n.
Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr mit P = 1 und entweder ¢ = 0,
U= A (im Falle A > 0) oder / =1, A = A (im Falle A < 0).

Sei nun n > 1 und nehmen wir an, die Behauptung sei fiir alle Matrizen
in GL(n — 1,R) bewiesen. Sei A € GL(n,R) gegeben. Hat A keine negativen
Eigenwerte, so gilt die Behauptung mit P := 1, ¢ := 0, und U := A. Hat A
einen negativen Eigenwert A < 0 so gibt es einen Vektor v € R" so dass

Av = v, v # 0.

erfillen

Sei () € R™™" irgendeine invertierbare Matrix deren erste Spalte gleich v ist.
Dann gibt es eine Matrix Ay € GL(n — 1,R) so dass

A%

-1 .

eo- (4 1)
Nach Induktionsannahme gibt es Matrizen Py € GL(n—1,R) und A, Uy wie
in der Behauptung so dass

PolA()PO:(/BO U*o)

Also gilt die Behauptung fiir A mit

1 0 A%
pea(d2). ae(A 1) ven

Damit ist das Lemma bewiesen. O]
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Lemma D.4.3. Sei A € GLT(n,R) gegeben. Dann existieren es zwei Ma-
trizen B,C € GL™(n,R), welche keine negativen Eigenwerte haben und die
Gleichung

A= BC

erfiillen.

Beweis. Seien P € GL(n,R), A € GL(¢(,R), und U € GL(n — ¢,R) wie in
Lemma [D.4.2] Nach Satz gilt

det(A) = det(A) det(U) = A1 - - - Apdet(U).

Da U keine negativen Eigenwerte hat ist det(U) > 0. Da det(A) > 0 ist, ist
also ¢ = 2k eine gerade Zahl. Wir definieren

H 0 - 0 0
0 L
0 —1
= 0 ’ H‘(1 0)
0 -~ 0 H 0
0 -+ -+ 0 1, 9

Diese Matrix hat keine negativen Eigenwerte (die Eigenwerte sind 47 und 1).

AuBlerdem gilt
-1 0
2 o2 2k
S =5 = ( 0 Iln—Qk )
und damit

L —2 -1 . _]]2k’ 0 A % . —A *
T.—572p AP_( ! nn%)(o )= ().

Diese Matrix hat ebenfalls keine negativen Eigenwerte. Also gilt
A= P(S°T)P~' = B*C,
wobei die Matrizen
B:= PSP, C .= PTP™!

keine negativen Eigenwerte haben. Damit ist das Lemma[D.4.3|bewiesen. [
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Lemma D.4.4. Sei A € GL*(n,R) eine Matriz ohne negative Eigenwerte.
Dann gilt det((1 —t)1+tA) > 0 fir alle t € [0,1].

Beweis. Wir definieren die Funktion f : [0,1] — R durch
f(t) :==det((1 —t)1+tA).

Diese Funktion ist stetig und es gilt f(0) > 0 und f(1) > 0. Die Behauptung
des Lemmas sagt dass f(t) > 0 ist fiir alle ¢ € [0,1]. Wenn dies nicht gilt,
gibt es eine Zahl ¢t € [0, 1] mit f(¢) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz, gibt es
dann auch eine Zahl ¢y € [0, 1] mit f(¢y) = 0. Diese Zahl kann nicht 0 oder 1
sein. Dann ist aber die Zahl

1—1
A= — 0
to
ein negativer Eigenwert von A, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.
Dieser Widerspruch beweist Lemma [D.4.4] O

Beweis von Satz[D.{.1. Sei A € GL*(n,R) und wihle B,C € GL*(n,R)
wie in Lemma [D.4.3] Fiir ¢ € [0, 1] definiere

A= (1=t 1+tB)*((1 —t)1+tC).

Dann gilt Ag = 1 und A; = A. Da die Matrizen B und C' keine negativen
Eigenwerte haben, folgt aus Lemma dass

det(A;) = det((1 — )1 +tB)*det((1 — )1+ tC) > 0

fiir alle ¢ € [0,1]. Also ist die Abbildung [0,1] — GL"(n,R) : t — A, ein
stetiger Weg der die Matrizen 1 und A miteinander verbindet. Damit ist
GL*(n,R) weg-zusammenhiingend. O

Ubung D.4.5. Die Gruppe GL(n, R) ist die disjunkte Vereinigung der weg-
zusammenhiingenden Teilmengen GL*(n, R) und

GL™ (n,R) := {A € GL(n,R) | det(A) < 0}.
Die Gruppe GL(n,R) ist selbst nicht weg-zusammenhéngend.
Ubung D.4.6. Jede Matrix A € R™" erfiillt die Gleichung
det(e?) = ePurA), (D.4.1)

wobei spur(A) die Spur der Matrix A, das heifit de Summe der Diagonal-
eintrage, ist.
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Anhang E

Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei f: X — X eine Abbildung von X
auf sich selbst.. Die Abbildung f heifit Kontraktion, wenn eine Konstante

0<ax<xl
existiert, so dass die Ungleichung

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) (E.0.1)

fiir alle x,y € X erfiillt ist. Ein Fixpunkt von f ist ein Element x € X,
welches die Gleichung f(z) = z erfiillt.

Satz E.0.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein nichtleerer voll-
standiger metrischer Raum und sei f : X — X eine Kontraktion. Dann be-
sitzt f genau einen Fizpunkt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit. Seien x,y € X Fixpunkte
von f. Dann gilt f(z) =z und f(y) = y und daher

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(z,y)
nach (E.0.1)). Daraus folgt die Ungleichung
(1 —a)d(z,y) <0.
Da a < 1 ist folgt daraus d(z,y) = 0 und daher x = y.
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Zum Beweis der Existenz wihlen wir zunéchst ein Element xy € X. Ein
solches Element existiert, da X nichtleer ist. Nun definieren wir induktiv eine
Folge (z,)nen in X durch

x1 := f(xg), Tpi1 = f(xn) (E.0.2)

fiir n € N. Dann gilt

d(@n, Tny1) = d(f(@na), [(20)) < ad(zn1, )

fiir alle n € N nach (E.0.1)). Daraus ergibt sich durch Vollstandige Induktion
die Ungleichung
d(wna xn-{—l) S and(an xl)

fiir alle n € N und daher, fiir je zwei ganze Zahlen 0 < n < m,

d(p, Tm) < d(xp, Tpa1) + A(Tpat, Toyr) + - + A(Tm_1, Tm)
S (an _I_ an+1 _I_ P —|— am_l)d(l‘o, xl)

Qo
l—«

S d(l’o, .131).
Dies zeigt, dass die Folge (2,)nen eine Cauchy-Folge ist. Da (X, d) vollstandig
ist, konvergiert also die Folge (x,)nen gegen ein Element z € X, und es gilt

r= lim x,
n—oo

= lim x,
n—oo

n—oo

=/ (Jfim =)

= f(a).
Also ist z ein Fixpunkt von f und damit ist Satz bewiesen. O
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