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1 Alternierende Formen

In diesem Abschnitt sind X, Y, Z ein reelle Vektorraume. Fiir & € N bezeichnen
wir mit Sy die Gruppe der Permutationen, das heisst der bijektiven Abbildungen
o:{1,...,k} = {1,...,k}. Die Paritét einer Permutation o € S}, ist die Zahl

e(0) = (=", v(o) = {(i.5) |1 <i<j <k o) > o))}
Die Paritét definiert einen Gruppenhomomorphismus € : Sy — {£1}.

Definition 1. Sei k € N. FEine multi-lineare Abbildung w : X* — R heisst
alternierende k-Form wenn sie fir alle i,j € {1,...,k} mit i < j und alle
&1,...,&; € X die Bedingung

W€ty &im1, 05,015, 621,80, 811, -5 &) = —w(&, -, &)

erfullt. Fine alternierende 0-Form auf X ist per Definition eine reelle Zahl.
Wir bezeichnen die Menge der alternierenden k-Formen auf X mit A*X*. Fir
k=0 ist A°X* :=R und fiir k =1 ist A'X* = X* der Dualraum von X.

ﬁbung 2. Fiir jedes k € N ist A*X* ein reller Vektorraum.

Ubung 3. Eine multi-lineare Abbildung w : X*¥ — R ist genau dann eine
alternierende k-Form ist wenn sie der Bedingung

w(éo’(l)v s aga(k)) = E(O’)W(gl, s aé-k)

fiir jede Permutation o € Si und alle Vektoren &1, ...,&; € X geniigt. Hinweis:
Jede Permutation lasst sich als Komposition von Transpositionen schreiben.



Ubung 4. Sei w € A¥X* und seien &, ...,& € X linear abhéngig. Dann gilt
w(&1, ..., &) = 0. Insbesondere folgt daraus dass A¥X* = {0} ist fiir k > dim X.

Beispiel 5. Sei X =R™ und k € {1,...,n}. Fiir ein geordnetes k-Tupel
I=(iy,...,i) € NF, 1<iy <ig <. <ip<n,
definieren wir die Abbildung dx; : (R")* — R durch die Formel

dwr(€, 6o, ) 1= det ((§ui,)) o)
fur &, = (§u1,...,&um) € R™, p = 1,...,k. Es folgt aus den Eigenschaften

der Determinante, dass dx; in der Tat eine alternierende k-Form auf R"™ ist
(siehe [3]). Fir k =1und I =4 € {1,...,n} ist dz; : R — R die Projektion
auf die ite Koordinate, das heisst
dmi(&):é-ia €:(£1a7§n)eRn
Die Menge der geordneten k-Tupel in {1,...,n} bezeichnen wir mit
Ik(n) = {I:(il,...,ip) ENP|1§i1 <dg < e < g §n}

Die Anzahl der geordneten k-Tupel in {1,...,n} ist

Lemma 6. Sei k € {1,...,n}. Die alternierenden Formen dxy fir I € Ty(n)
bilden eine Basis von A*(R™)*. Insbesondere gilt

dim AF(R™)* = (Z)

Die letztere Formel gilt auch fir k = 0.

Beweis. Sei ey, ...,e, die Standardbasis des R™. Dann gilt fir I, J € Zy(n) mit
J=(j1,-.-,Jk) dass

1, falls I =J,
dzr(ej,,....e) =017 = { 0, falls I # J. S

Sei nun w € A¥(R™)* gegeben ebenso wie eine Abbildung Zy(n) — R : [ +— ay.
Dann gilt

w= Z arde; <=  ar=w(e€i,...,¢€,) VI = (i1,...,i) € Ix(n). (2)

Um dies zu zeigen wihlen wir ein k-Tupel J = (j1,...,jk) € Zr(n) und werten
die k-Formen w und ) ; ardz; auf den Vektoren (ej,,...,e;,) aus. Aufgrund
von (1) erhalten wir fiir beide k-Formen genau dann die gleiche Antwort wenn
w(ejy,...,€5) = ay ist. Andererseits stimmen zwei k-Formen auf R™ genau
dann tiberein wenn sie auf jedem k-Tupel von Basisvektoren iibereinstimmen.
Damit haben wir (2) gezeigt. Es folgt sofort aus (2) dass die k-Formen dz; eine
Basis on A¥(R™)* bilden. Damit ist das Lemma bewiesen. O



Das aussere Produkt

Definition 7. Seien k,¢ € N. Das dussere Produkt von o € A*X* und
B € A X* ist die alternierende (k + £)-Form a A 8 € A*¢X* | die durch

(@NB) &y s &ppe) i= Z e(@)aléory, -+ &k)) BEotht1)s - - Ea(hte))

0€ESk,e
fir &1, ... €xve € X definiert ist. Hier bezeichnen wir mit
Sk ={0 € Spre|lo(l) <---<olk),ok+1)<---<olk+£)}

die Menge der (k,{)-“shuffles”. Fiir c € A°X* = R und w € A*X* definieren
wir c\w = cw.

Beispiel 8. Seien o, 8 € A'X* und w € A2X*. Dann gilt
(aAB)(&n) = a(§)B(n) — an)B(E),
(aAw)(&n Q) = a(§uwn, ) + anw((,§) + a(Qw(E n)
fiir alle ¢,n,{ € X.

Lemma 9. Seien k,¢,m € NU {0}.
(i) Die Abbildung AFX* x AX* — AFTEX* 2 (o, B) — a A B ist bi-linear.
(ii) Fir a € A*X* und 8 € A*X* gilt

BAa= (-1 ang.
(iii) Fir o € A*X*, 3 € AX*, und v € A™X* gilt
(@AB)Ay=aA(BAY).
(iv) Fir I = (i1,...,ix) € Ix(n) gilt
dry = dx;, Ndxy, N Ndzy,.

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus der Definition des &dusseren
Produkts. Fiir den Beweis von (iii) definieren wir

o(l) <. < o(k),
Sk,é,m =40 € Sk+€+m O'(k+1) < e <O'(k+€),
ok+l+1)<---<o(k+L+m)

Dann sind ((aAB) AY)(&1y -y Eporm) und (@A (BAY)) (&1, -, Ekterm) beide
gleich dem Ausdruck

Z e(@)a(€orys -+ &) BEothr1)s - Eohr )V Eo(httt1)s - - - s Ealhtrtm)),

wobei die Summe iiber alle o € S, ¢, 14uft. Hieraus folgt die Assoziativitat des
ausseren Produkts.



Iterieren wir die Formel im Beweis von (iii) so ergibt sich mit vollstdndiger
Induktion die Gleichung

(r A ANag) (s &) = Z e(a)a1(€o(1)) -+ ar(€o(r))

g€Sk

det ((av(gu))z7u:1)

fir ag,...,ap € X* und &,...,& € X. Mit X = R” und o, = dx;, folgt
hieraus die Aussage (iv). Damit ist das Lemma bewiesen. O

ﬂ'bung 10. Sei X = R?" mit den Koordinaten z1,...,%n,y1,...,Yn und
w:=dx; Adyy + -+ + dz, A dy, € A*(R*™)*,
Dann ist das n-fache &ussere Produkt von w mit sich selbst durch die Formel
W\ = (—1)"("_1)/2 nldrxy A -+ ANdx, Adyr A -+ A dyp

gegeben.

Zuriickholen (pullback)

Definition 11. Sei A : X — Y eine lineare Abbildung und w € A*Y*. Die
durch A zuriickgeholte alternierende k-Form A*w € A*X* ist definiert
durch

(A*w)(&1, ..., &) = w(A&, ..., A&k)
fiir &, .06 € X
Lemma 12. Seien A: X — Y und B:Y — Z lineare Abbildungen.
(i) Die Abbildung A*Y* — AFX* : w s A*w ist linear.
(i) Firw € A*Z* gilt
(BoA)*w=A"B*w.
(iii) Fir a € AFY* und B € AY™* gilt
A*(a N pB) = (A"a) A (A*D).
(iv) Seien X =R™, Y =R?, und

A= (a2 R
(verstanden als lineare Abbildung von R™ nach RP ). Wir bezeichnen die Koor-
dinaten auf R™ mit x = (x1,...,2,) und die auf R? mit y = (y1,...,yp). Dann
gilt fir J = (j1,...,7k) € Zr(p) dass

A*dyJ: Z det(AJ])dai[
IEIk(n)

wobei Ayy := (ajuiu)ﬁ,yzl € RFXF fiir I = (iy,...,i1) € Tr(n).



Beweis. Die Aussagen (i), (ii), (iii) folgen sofort aus den Definitionen. Zum
Beweis von (iv) bezeichnen wir mit ey, ..., e, die Standardbasis des R™ und
wéhlen ein k-Tupel I = (i1,...,1x) € Zx(n). Dann gilt

(A*dyg)(eiys ... ei) = dyj(Aei, ..., Ae;,)

k
= det (((Aei”)ju)#y:l)
= det (AJ]) .
Hier folgt die letzte Gleichung aus der Tatsache, dass die jte Koordinate des

Vektors Ae; der Eintrag aj; = (Ae;); der Matrix A ist (ite Spalte und jte Zeile).
Damit folgt die Behauptung aus (2). |

2 Differentialformen

In diesem Abschnitt sind n,p,q € NU{0} und U C R*, V C RP, W C R¢
nichtleere offene Mengen. Wir bezeichnen die Elemente von U und V mit « =
(x1,...,2p) €U und y = (y1,...,9p) € V.

Definition 13. Sei k € NU{0}. Eine Differentialform auf U vom Grade k
ist eine glatte (d.h. C°°) Abbildung w : U x (R™)* — R so dass die Abbildung

(Rn)k *)]R(é.lvagk) Hw(zvé-lvagk)

fir jedes x € U eine alternierende k-Form ist.

Ist w: U x (R")* — R eine Differentialform so bezeichnen wir die durch
x € U bestimmte alternierende k-Form mit w, € A¥(R™)*, das heisst

WZ(gla---afk) = W(x§£1a---a§k)

fiir &,...,& € R™. In dieser Schreibweise konnen wir eine Differentialform vom
Grade k auch als glatte Abbildung U — A¥(R™)* : 2 + w, verstehen. Nach
Lemma 6 kénnen wir nun die alternierende k-Form w, in der Basis {dxr} ez, (n)
darstellen. Das heisst, es gibt glatte Funktionen ay : U — R, eine fiir jedes k-
Tupel I = (i1,...,ix) € Zr(n), so dass fir alle z € U gilt:

Wy = Z ar(x)dxy. (3)

Ie€Ty, (n)

Der Beweis von Lemma 6 zeigt auch, dass die Koeffizienten sich in der Form
ar(z) = wy(eiy, ..., e, ) schreiben lassen. Die Menge der Differentialformen auf
U vom Grade k bezeichnen wir mit

QF(U) := C>=(U, A*(R™)").

Dies ist ein (unendlich dimensionaler) reller Vektorraum. Manchmal bezeichnen
wir die Elemente von QF(U) kurz als k-Formen. Hierbei ist jedoch auf den
Unterschied zwischen einer alternierenden k-Form (einem Element von A*(R™)*)
und einer k-Form als Differentialform (einem Element von Q¥(U)) zu achten.



Zuriickholen (pullback)

Definition 14. Sei f : U — V eine glatte Abbildung und w € QF(V). Die
durch f zuriickgeholte Differentialform f*w € QF(U) ist definiert durch

firzeU und &,. .., & € R™.
Lemma 15. Seien f: U — V und g: V — W glatte Abbildungen.
(i) Die Abbildung QF(V) — QF(U) : w — f*w ist linear.
(i) Fir w € QW) gilt
(gofyw=fg'w
(iii) Fir o € QF(V) und B € QY(V) gilt
frlanp)=(fTa) A(fB).

(iv) Istw =3 je7, () budys € QF(V) mit by € C=(V) so gilt

=3 3 (o det(fJ)dj, (4)

]EIk( ) IGIk(n)

wobei

6:51 ' 63% vu=1 ’

fir I =(i1,...,ig) € Zx(n) und J = (j1,...,Jk) € Ir(p)-

Beweis. Die Aussagen (i), (ii), (iii) folgen sofort aus den Definitionen und (iv)
folgt aus Lemma 12 (iv). O

Beispiel 16. Sei V = R? mit den Koordinaten (x,y) und U = R? mit den
Koordinaten (r,0). Sei f: U — V die Abbildung

f(r,0) := (rcos(9),rsin(6))

Also ist = f1(r,0) = rcos(0) und y = fa(r,0) = rsin(d). Die Formel (4) fiir
das Zuriickholen durch f ergibt

. 2! df :
frdx = ar ——dr + 20 df = cos(0)dr — rsin(0)do
und 9
frdy = and + %d@ = sin(@)dr + r cos(6)db.

Hieraus folgt nach Lemma 15 (iii) dass
f*(dx Ady) = rdr A d6.

Wir haben dabei verwendet dass df A dr = —dr A df. Dies stimmt iiberein mit
der Gleichung det(df (r,0)) =r



Das Differential

Definition 17. Sei k € NU {0} und w € QF(U). Das Differential von w ist
die Differentialform dw € Q*1(U), die durch

dw(z; o, .., &) ZZ §w z; €0, &i—1,&i41, -, &) (D)

i=0 v=1 Ly

fir x € U und &, ..., & € R™ definiert ist. Die resultierende Abbildung
d: QF(U) — QL)
ist ein linearer Differentialoperator erster Ordnung.

Bemerkung 18. Eine 0-Form auf U ist eine glatte Funktion f : U — R. Das
Differential df € Q!(U) einer solchen 0-Form f € Q°(U) = C*(U) ist nach
Definition 17 die durch

= Z fzua—%(iﬁ)
v=1
fir x € U und € = (&1,...,&,) € R" definierte 1-Form. Also ist (df), = df (z) €

(R™)* in der Tat die Ableitung von f an der Stelle z € U wie wir sie kennen.
In etwas anderer Schreibweise haben wir

df = axidxi.
=1

Angewendet auf die Funktion U — R : @ = (21,...,z,) — x; rechtfertigt dies
nachtriglich die Bezeichnung dz; fiir die Projektion auf die ite Koordinate.

Satz 19. (i) Ist w = }"/c7, () ardzr mit ap € C*(U) so gilt

dw = Z Z a‘” oy Ny = 3 dar Aday. (6)
v= 1I€Ik(n) 1€Zk(n)
(ii) Fir o € QF(U) und B € QY(U) gilt
d(a A B) = (da) A B+ (—1)*a A (dB)
(iii) Fiir jedes w € QF(U) gilt
d(dw) =0
(iv) Ist f : U — V eine glatte Abbildung so gilt fiir alle w € Q¥(V) dass

d(f*w) = f*(dw).



Beweis. Wir zeigen, dass die Formeln (5) und (6) fiir dw tibereinstimmen. Ist
w =Y ;ardzy so erhalten wir fir x € U und &o,...,& € R™

(*U%iu%(x;fm conbic, vty ER)

v

NE

dw(z; o, ..., &) =

N
Il
—

Z §w dx](an-'-a§i717§i+1;-'-a§k)
T

N
Il
—

Il
1= 1= 1D~
NE

dar (& .
= (Z(_l)lgiudxf(&)a v agi—lagi-‘rla oo a€k)>

=0

N
Il
—

[
M=
~M ~M

™ (da:u AN d.’L‘])(fo, e ,fk).

N
Il
—

Damit ist (i) bewiesen.

Wir beweisen (ii). Da d : Q¥(U) — QFFY(U) ein linearer Operator ist,
geniigt es, die Leibnitz-Regel fiir « = adz; und 8 = bdzr; zu zeigen, wobei
a,b: U — R glatte Funktionen sind und I € Zy(n), J € Zp(n). In diesem Fall
erhalten wir

" 9(ab
d(anp) = d(abdes Ndey) = aa(“ ) sy A daey A diy
Ty
v=1

= Z Ja bdx, ANdxy Ndxy
v=1 axl’ v=
" Ja i "L b
= (;a—%dmyAd$[>Aﬁ+(l) aA(;al‘udIV/\dIJ>

= da A B+ (—DFandB.

Hier haben wir in der zweiten und letzten Gleichung die Formel (6) verwendet.
Damit ist (ii) bewiesen.
Wir beweisen (iii). Fiir eine 0-Form f € Q%(U) = C*°(U) gilt

(Z dmu> Z 8z“ az{ dx, \dx,

B o of a af
= Z (8x# D2, 8331/8 )deAdxl,—O
p<v

Ausserdem gilt, nach Definition, d(dz;) = 0 fiir jedes k-Tupel I € Z(n). Fir
w =Y ;ardxy ergibt sich daher aus (i) und (ii) dass

d(dw) = d <Z dar A dz[> = d(dar) Adzy =0.

I I

Damit ist (iii) bewiesen.



Wir beweisen (iv). Ist g € Q9(V) = C(V) so ist f*g = go f und daher ist
die Formel

f(dg) = d(f*g) (7)
eine Umformulierung der Kettenregel. Mit g(y) = y; gilt insbesondere
[rdy; = df;

fir j =1,...,p. Daraus folgt fir J = (j1,...,jk) € Zr(p)

f*dyJ:dfjl /\"'/\dfjk'

Wenden wir nun die Leibnitz-Regel in (ii) auf diese Formel an so ergibt sich
(mit vollstdndiger Induktion)

d(f*dys) = 0. (8)

Fiir eine k-Form w =} ;.7 ) bydyy mit by € C=(V) gilt daher

I
=N

> () (frdys)

JELk(p)

= > (d(f7ba)) A (frdys)

JETk(p)

= D (f1(dbs) A (fdys)

JE€Lr(p)

d(f*w)

= | Y (dby)Adyy

JETk(p)

= f*(dw)

Hier folgt die zweite Gleichung aus (8) und der Leibnitz-Regel in (ii), die dritte
aus (7), die vierte aus Lemma 15 (ii), und die letzte aus (6). Damit ist der Satz
bewiesen. O

Nach Satz 19 haben wir eine endliche Folge von linearen Operatoren

QU) -L ol LX) L Lol o) L

Qr(U)

mit der Eigenschaft, dass das Bild eines jeden Operators enthalten ist im Kern
des darauf folgenden. Wir nennen eine Differentialform w € Q¥ (U) geschlossen
wenn dw = 0 ist und exakt wenn es eine (k—1)-Form a € Q¥~1(U) gibt so dass
da = w ist. Jede exakte k-Form ist also geschlosssen. Wir werden aber sehen
dass eine geschlossene k-Form nicht unbedingt exakt sein muss. Die Ubung 20
wird jedoch zeigen, dass fiir sternférmige Gebiete U jede geschlossene k-Form
mit k£ > 1 notwendigerweise auch exakt ist.



Differentialformen in der Dimension drei

Wir betrachten den 3-dimensionalen Euklidischen Raum R3 mit den Koordi-
naten x,y, z. Dann ist

AR =R, A'R*)*=R?  A*RP)*=R’, AR =R

Der Isomorphismus A'(R?)* = R? ist gegeben durch die Basis dz, dy, dz und
der Isomorphismus A?(R?)* =2 R3 durch die Basis dy A dz, dz A dx, dx A dy.

Sei U C R3 eine offene Menge und Vekt(U) := C°°(U,R?) der Raum der
glatten Vektorfelder auf U. Die einem Vektorfeld v = (a,b,c) : U — R3 zuge-
ordnete 1-Form und 2-Form sind

Qy = adr +bdy+ cdz, wy ;= ady Ndz +bdz ANdx + cdx A dy. (9)

Dies ergibt Isomorphismen Vekt(U) — QY(U) und Vekt(U) — Q2(U). Das
Differential der 1-Form «, ist

dc  Ob da  Oc ob  Oa
dow, = <0_y — &) dy N dz + (a%) dz N\ dx + (%iy) dxr A\ dy.

Diese 2-Form wird wiederum mit dem Vektorfeld

Oc/dy — Ob/0z 0/0x a
rot(v) := | Ja/0z—0c/0x | =| 9/oy | x| b | =Vxuw
0b/dx — da /Dy 0/0z c

identifiziert. Hier verwenden wir das Kreuzprodukt und rechnen formal mit dem
Ausdruck V := (9/9z,0/0y,0/0z) wie mit einem Vektor. Ebenso erhalten wir

=+ +—) de Ndy ANdz = (V-v)dx ANdy A dz,
wobei mit V-v = (V, v) formal das standard innere Produkt gemeint ist. Zusam-
menfassend ergibt sich

df = grad(f)s dov, = Wrot(v)s dw, = div(v)dz A dy A dz (10)
fir f € C°(U) und v € Vekt(U) mit

grad(f) =V, rot(v) =V x v, div(v) =V -v
Es folgt nun aus Satz 19 (oder auch durch direktes Nachrechnen) dass
rot(grad(f)) =0, div(rot(v)) =0 (11)

tir f € C°(U) und v € Vekt(U). Ausserdem gilt

0? 0? 0?
div(grad(f)) = Af = 8—33];4_8—;;—’—8—2]; (12)

Dies ist der Laplace-Operator.

10



I"Jbungen

Ubung 20 (Das Lemma von Poincaré). Sei U C R" offen und sternférmig
(das heisst wenn = € U ist dann ist auch tx € U fiir jedes ¢t € [0,1]). Sei k € N
und w € QF(U) eine geschlossene k-Form. Dann ist w exakt. Hinweis: Definiere
a € Q*~Y(U) durch

1
O‘(x;glv oo agkfl) = / W(t$;$,§1, e a&kfl)tkil dt
0

fiir € U und &;,...&—1 € R™. Dann gilt da = w.
ﬂbung 21. Sei U C R" eine offene Menge, v = (v1,...,v,) : U — R™ ein
Vektorfeld, und w, € Q"1 (U) gegeben durch
UJU(ZC;El, v ;gn—l) = det(U($)7£1, v 76”—1)

fir x € U und &, ...,&,—1 € R™. Dann gilt

Wy = Z(—l)iilvi(z) dry N Ndwi_1 Ndziyr N+ Nday, (13)

i=1
dw, = div(v)dzy A -+ Adxy,. (14)
Ubung 22. Der -Operator * : Q¥(R™) — Q"~%(R™) ist durch
xdxy = e(0)dz.

fir I = (i1,...,ik) € Zx(n) definiert, wobei I = (j1,...,Jn—k) € Zn_x(n) so
gewahlt ist, dass {1,...,n} = {i1,..., 0k, J1,---,Jn—k}, und die Permutation
o€ Sy durccho(v) =i, firv=1,...,kund o(v) = jp_ firv=k+1,...,n
definiert ist. Da der *-Operator linear ist, ist er durch die Bilder der Basisvek-
toren dzy eindeutig bestimmt. Er hat folgende Eigenschaften.

(1) Fiir jedes I € Zy(n) gilt
xxdry = (fl)k("fk)dz[, der AN xdxy =dxy A -+ ANdz,.

Ausserdem ist dzy A xdry =0 fir I, J € Ti(n) mit I # J.
(ii) Sei U C R™ eine offene Menge, v = (v1,...,v,) : U — R™ ein glattes
Vektorfeld, und

Q= sz(iﬂ) dx; € QY(U).
i=1
Dann gilt *a, = w, und d(*ay,) = div(v) dzy A--- A dz, (siehe Ubung 21). Fiir
jede glatte Funktion f auf R™ gilt
oy

O f
+...4 2
oxr?

s dxdf =Af = oz

iii) Fiir n = 3 gilt
(iii)
xdr = dy AN dz, xdy = dz N dzx, xdz = dzx A\ dy.

Ausserdem gilt *w, = a, und *day, = Qyey(e) fiir jedes Vektorfeld v auf R3.

11



3 Orientierung

Unser Ziel ist es, Differentialformen vom Grade d iiber Untermannigfaltigkeiten
der Dimension d zu integrieren. Dabei spielt der Begriff der Orientierung eine
zentrale Rolle. Den Ausgangspunkt bildet folgende Definition.

Orientierte Vektorraume

Sei X ein d-dimensionaler reller Vektorraum. Zwei geordnetet Basen
€1,...5,€d, €1,...,€4

haben die gleiche Orientierung wenn die (d x d)-Matrix A = (a;)¢,-,, die
durch die Formel

d
€; = E a;j€j, iZl,...,d,
j=1

definiert ist, positive Determinante hat. Der Begriff “gleiche Orientierung”
definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen von X mit genau
zwei Aquivalenzklassen. Eine Orientierung von X ist die Wahl einer dieser
Aquivalenzklassen von Basen. Ist eine Orientierung von X gegeben so nennen
wir die Basen in dieser ausgewéhlten Aquivalenzklasse positiv und die anderen
Basen negativ. Ein orientierter Vektorraum ist ein endlichdimensionaler
reller Vektorraum zusammen mit einer Orientierung.

Eine Orientierung von X wird also durch eine Basis bestimmt. Die positiven
(bzw. negativen) Basen sind dann jene die aus dieser Basis durch eine Transfor-
mation mit positiver (bzw. negativer) Determinante hervorgehen. Vertauschen
wir zum Beispiel zwei Elemente einer positiven Basis so erhalten wir eine nega-
tive Basis. Die Standardorientierung des R? wird durch die Standardbasis

1 0 0
0 1 .
er = : , €2= 0 y o, €d = :
: : 0
0 0 1

bestimmt. Ist & : X — Y ein Vektorraumisomorphismus zwischen zwei ori-
entierten Vektorrdumen, so nennen wir ihn orientierungserhaltend wenn er
positive Basen von X in positive Basen von Y iiberfithrt und orientierungs-
umkehrend wenn er positive Basen von X in negative Basen von Y iiberfiihrt.
Ein orientierungserhaltender Isomorphismus iiberfithrt natiierlich auch nega-
tive Basen von X in negative Basen von Y und ein orientierungsumkehrender
Isomorphismus tiberfithrt negative Basen von X in positive Basen von Y. Mit
anderen Worten, stellen wir die lineare Abbildung ® als Matrix beziiglich zweier
positiver Basen von X und Y dar, so ist ® orientierungserhaltend genau dann
wenn die Determinante dieser Matrix positiv ist, und orientierungsumkehrend
genau dann wenn die Determinante dieser Matrix negativ ist.
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Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun diesen Begriff der Orientierung auf d-dimensionale glatte (C°)
Untermannigfaltigkeiten M C R"™ {ibertragen. Zur Erinnerung diskutieren wir
nochmals die zugrundeliegenden Begriffe.

Gegeben seien natiirliche Zahlen d,n mit 0 < d < n. Eine Teilmenge

M CR"

heisst d-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R" wenn es fiir
jeden Punkt py € M eine M-offene Teilmenge Uy C M gibt, die py enthalt und
zu einer offenen Teilmenge Vy ¢ R¢ C*°-diffeomorph ist. Einen solchen C*°-
Diffeomorphismus g : Uy — Vy nennen wir eine Karte von M, die M-offene
Menge Uy nennen wir ein Kartengebiet von M, und die Umkehrabbildung
Yo 1= @y 1. Vi — Up nenen wir eine glatte Parametrisierung des Kartenge-
biets.

Bei dieser Formulierung sind verschiedene Dinge zu beachten. Zunéachst
einmal ist die Teilmenge Uy C M, von der hier die Rede ist, keine offene
Teilmenge von R™ (ausser im Fall d = n) sondern sie ist lediglich offen beziiglich
der Relativtopologie von M. Wie wir in der Vorlesung bewiesen haben, heisst
das, dass es eine offene Teilmenge U C R"™ gibt, so dass U N M = Uy ist.
Wenn wir also von einer glatten Abbildung ¢ : Uy — R? sprechen, so ist
zu beachten was damit gemeint ist, namlich, dass es fir jeden Punkt p € Uy
eine offene Teilmenge W C R"™ gibt, die p enthédlt, und eine glatte Abbildung
W — R9, deren Einschrinkung auf W N Uy mit g iibereinstimmt. Eine Karte
wo : Up — Vy ist also in diesem Sinne eine glatte Abbildung, die zusétzlich
noch bijektiv ist und eine glatte Umkehrabbildung besitzt, eben die genannte
Parametrisierung g : Vo — Uy des Kartengebiets. Diese Umkehrabbildung ist
natiirlich glatt im iiblichen Sinne, da Vj ja tatsachlich eine offene Teilmenge von
R? ist und wir 1 als Abbildung von V{ nach R™ betrachten kénnen (und dabei
voriibergehend igonorieren, dass die Werte von ¢y in Uy C M enthalten sind).

Kehren wir nun zuriick zu unserer Untermannigfaltigkeit M, so kénnen wir
also M (nach Definition und unter Verwendung des Auswahlaxioms) durch
Kartengebiete U, (mit Indizes « in einer Menge A) iiberdecken und kdnnen
dazu noch glatte Karten ¢, : U, — V,, wahlen. Ein solches System von Karten
{Uaq; ¥a taca heisst Atlas von M. Ist M kompakt so folgt aus der Charakter-
isierung der Kompaktheit durch die Uberdeckungseigenschaft [2], dass M einen
endlichen Atlas besitzt. Fiir je zwei Karten ¢, : Uy — Vo und ¢g : Ug — V3
spielen die ﬂbergangsabbildungen

Ve = 980 ¢a’ t YalUaNUs) — ps(Ua NUs)

eine wichtige Rolle (siche Abbildung 1). Da ¢, und ¢g insbesondere Homoo-
morphismen sind (also bijektiv und in beide Richtungen stetig), und U, N Ug
eine M-offene Teilmenge von M ist, sind auch die Teilmengen ¢, (U,NUg) C V,
und ¢5(U, NUg) C Vj offene Mengen in R? und ¢g, ist eine glatter Diffeomor-
phismus zwischen diesen Mengen.
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Figure 1: Ubergangsabbildungen

Sei M C R”™ eine d-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit. Der Tan-
gentialraum T, M C R" ist die Menge

TyM := {#(0) |y € C'(R,R"), v(t) € M Vt € R, 4(0) = p} .

Wir hatten in der Vorlesung gezeigt dass T}, M ein d-dimensionaler linearer Un-
terraum von R"™ ist und dass

T,M = imdip,(x)

ist fiir jede glatte Parametrisierung v, : V, — U, eines Kartengebiets U, C M
mit p € U, und @ = ¢ 1 (p) € V,. Insbesondere ist die Ableitung

do(z) :RY — T,M,  p:=,(z),
ein Vektorraumisomorphismus fiir alle « € A und = € V.

Ubung 23. Sei M C R”™ cine glatte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Dann ist das Tangentialbiindel

TM :={(p,v) eR" xR"|pe M,veT,M}
eine glatte 2d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?".

Beispiel 24. Zur Erinnerung nochmals ein Beispiel. Die Menge
M = {(z,y) € R* |2y = 0}
ist keine Untermannigfaltigkeit von R2. Zwar ist die Teilmenge
Up={(z,y) eR*"| —1<z<l,y=0C M

diffeomorph zu einer offenen Teilmenge von R, jedoch ist Uy nicht M-offen.
In der Vorlesung hatten wir gezeigt dass eine Teilmenge M C R" genau dann
eine d-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit ist wenn es fiir jeden Punkt
po € M eine offene Teilmenge U C R"™ gibt mit pg € U und eine glatte Ab-
bildung f : U — R" % so dass 0 ein regulirer Wert von f ist und U N M =
{z € U] f(x) = 0}. In unserem Beispiel wire n = 2 und d = 1, jedoch besitzt
der Punkt py = (0, 0) keine solche Umgebung. Denn wenn f : U — Rauf UNM
verschwindet so ist auch df (0,0) = 0 und somit ist 0 kein regulérer Wert von f.
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Orientierte Untermannigfaltigkeiten

Definition 25. Sei M C R" eine d-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit.
Eine Orientierung von M ist eine Orientierung aller Tangentialrdume T, M
und wir verlangen, dass diese Orientierungen wie folgt zusammenpassen: Fir
jeden Punkt po € M gibt es ein Kartengebiet Uy C M mit pg € Uy und eine
glatte Parametrisierung v : Vo — Upy (auf einer offenen Teilmenge Vo C RY)
so dass die Ableitung dibo(x) : R? — TyoyM fiir jedes x € Vo ein orien-
tierungserhaltender Isomorphismus ist (das heisst dipo(x) dberfihrt die Stan-
dardbasis des R? in eine positive Basis von Tyo(zyM ). Eine solches by nen-
nen wir eine orientierte Parametrisierung von Uy und die Umkehrabbildung
Yo 1= 1/161 : Uy — Vy eine orientierte Karte. M heisst orientierbar wenn
eine solche Orientierung existiert. Eine orientierte Untermannigfaltigkeit
von R™ ist eine Untermannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung.

Ist M C R" eine d-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit so ex-
istiert offensichtlich ein Atlas {U,, ¥a }aca, der ausschliesslich aus orientierten
Karten besteht. In diesem Fall sind alle Ubergangsabbildungen YBa Orien-
tierungserhaltend, das heisst fiir , 3 € A und z € o (U N Up) gilt

det (dpga(z)) > 0. (15)

Wir sprechen dann von einem orientierten Atlas. Umgekehrt induziert jeder
orientierte Atlas eine Orientierung von M ; wir definieren die Orientierung von
T,M als die durch den Isomorphism di),(x) : R — T,M induzierte Orien-
tierung, wobei a € A so gewiihlt ist, dass p € Uy ist, und = := 94 (p), Yo = ¢, .
Nach (15) ist diese Definition der Orientierung von T}, M unabhéngig von c.

Beispiel 26. Die Einheitssphére S™ := {x € R™| ||z|| = 1} ist eine orientierte
Untermannigfaltigkeit. Eine Basis vy, ..., v, von T,S" = 2z ist positiv genau
dann wenn x,v1,..., v, eine positive Basis von R"t! ist.

Beispiel 27. Der standard n-Torus
T" :={z=(21,...,2n) €EC"| |z21| = |22| = - = |zn| = 1}.

ist orientiert. Der Tangentialraum T,T" = {(it121, ..., itn2s) | t, € R} besitzt
einen kanonischen isomorphismus zu R™ (ndmlich ¢ — (it121,...,it,2,)) und
dieser induziert die Standardorientierung des Tangentialraumes.

Beispiel 28. Das Moebiusband M C R? ist nicht orientierbar (siehe Abbil-

dung 2).
VN

—

Figure 2: Das Mobiusband
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4 Integration

Sei V' C R? eine offene Teilmenge und 7 € Q4(V) eine Differentialform vom
Grade d. Die Koordinaten auf V' bezeichnen wir mit y = (y1,...,yq4). Dann
gibt es eine glatte (d.h. C*°) Funktion h: V — R so dass

T="h(y)dys A - Adyq.
Nehmen wir nun an 7 habe kompakten Trager in V. Das heisst, die Menge

supp(7) := {y € V| h(y) # 0}

(der Abschluss ist hier in R? zu verstehen) ist kompakt und in V enthalten. Dazu
aquivalent ist die Bedingung, dass der Abschluss der Menge {y € V' | h(y) # 0}
beziiglich der Relativtopologie von V' kompakt ist. Wieder anders formuliert,
es gibt eine kompakte Menge K C V so dass h auf dem Komplement V' \ K
verschwindet. Daraus folgt dass das Riemann-Integral von h auf V' definiert ist:
wir konnen ein Quadergebdude B konstruieren mit K C B C V und h iiber
B integrieren (siehe Abbildung 3). Wir schreiben dies als Integral iiber V' und

\%

Figure 3: Differentialform mit kompaktem Trager

/‘/T::/‘/h(y)dyl"'dyd-

Sei nun V’ C R? eine weitere offene Teilmenge mit Koordinaten z = (z1, . ..,zq)
und ¢ : V' — V ein glatter Diffeomorphismus. Dann gilt

definieren

0" = h(p(z)) det(dp(x)) dxy A -+ Adzg

(siche Gleichung (4) in Lemma 15). Hat w kompakten Tréger in V so hat
auch die zuriickgezogene d-Form ¢*7 € Q%(V') kompakten Triiger in V. Ist
die Determinante von dp(z) iiberall positiv so folgt aus der in der Vorlesung
bewiesenen Transformationsformel, dass

//w*T:/VT. (16)

Diese Gleichung gilt nur fiir orientierungerhaltende Diffeomorphismen . Bei
einem orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus dndert sich das Vorzeichen
des Integrals. Diese Beobachtungen erlauben es uns, das Integral auf Kartenge-
biete in orientierten Untermannigfaltigkeiten zu iibertragen.
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Integration iiber Kartengebiete

Sei M C R™ eine orientierte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, W C R" eine
offene Menge die M enthilt, und sei w € Q4(W). Sei U C M ein Kartengebiet
und ¢ : V — U eine glatte orientierte Parametrisierung von U. Wir nehmen an
dass der Trager

supp(w) := {x € R" |w, # 0}
das Kartengebiet U in einer kompakten Menge schneidet. Dann hat ¢ *w kom-
pakten Trager in V und wir definieren das Integral von w iiber U durch

o=

Das Integral hingt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Ist ndmlich
' : V' — U eine weitere orientierte Parametrisierung von U, so ist der Diffeo-
morphismus ¢ := 1~ o)’ : V' — V orientierungserhaltend und es gilt

/,(w’)*w:/‘/,(i/fw)*w:/w @*z/f*w:/vw*w.

Die letzte Gleichung folgt aus (16) mit 7 = p*w.

Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R™ eine kompakte orientierte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
enthalten in einer offenen Menge W C R™, und w € Q4(W). Dann gibt es einen
endlichen orientierten Atlas {Uy, ©a }aca. Wir wihlen eine glatte Partition der
Eins p, : R™ — [0, 1] so dass

supp(pa) N M C U,, Zpa(m) =1 VazeM. (17)
Dass eine solche Partition der Eins existiert wurde in der Vorlesung bewiesen.
(Zunéchst wahlen wir offene Teilmengen U/ C R™ mit U, N M = U,. Dann

wenden wir den Satz aus der Vorlesung iiber die Existenz von glatten Partitionen
der Eins auf die Uberdeckung von M durch die Mengen U/, an.)

Definition 29. Seien M, w, Uy, po wie oben. Das Integral von w tiber M

ist definiert durch
w= Pal. (18)
=%,

Lemma 30. Das Integral von w uber M ist unabhdingig von der Wahl des
orientierten Atlas und der Partition der Eins.

Beweis. Ist {175, ost se A €in weiterer orientierter Atlas mit dazugehoriger Par-
tition der Eins pg : R™ — [0, 1], so gilt

;/Uapaw=za:zﬁ:/[]wﬁﬁpapaw=zﬁ:/ﬁﬁpﬁw-

Damit ist das Lemma bewiesen. O

17



Bemerkung 31. Bezeichnen wir die Koordinaten auf R™ mit zq,...,x,, und
die Koordinaten auf R? mit y1, ..., yq, und nehmen wir an, dass w in der Form

w= Z ardxy

I€Zy(n)

mit ay € C* (W) gegeben ist, so hat das Integral in Definition 29 die explizite
Form

[ 0= 5 | palbaaram)det @ar)dyn--dya. - (19)

a JeZy(n)

Hier bezeichnen wir mit ¢, := ¢, ! : V,, — U, die orientierte Prametrisierung
von U, und mit 9,5 die Komposition von 1, mit der Projektion auf die durch
I € Z4(n) bezeichneten Koordinaten.

Integration iiber kompakte Teilmengen

Wie bisher sei M C R"™ eine orientierte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
enthalten in einer offenen Menge W C R", und w € Q4(W). Wir verlangen
jedoch nicht mehr dass M kompakt ist und integrieren w statt dessen iiber eine
geeignete kompakte Teilmenge G C M.

Fiir G C M bezeichnen wir mit 0G den Rand von G beziiglich der Relativ-
topologie auf M. Das heisst, ein Punkt p € M gehort zu G wenn es sowohl
eine Folge in G also auch eine Folge in M \ G gibt, die gegen p konvergiert. Wir
setzen voraus, dass OG eine d-dimensionale Jordan-Nullmenge ist. Das heisst,
dass die Menge B N9~ 1(0G) = {y € B|¢(y) € G} fiir jede Parametrisierung
¥ : V. — U eines Kartengebiets und jede kompakte Teilmenge B C V eine
Jordan-Nullmenge ist.

\%

Figure 4: Die Menge ¢~ 1(0G)

Lemma 32. Sei G C M eine kompakte Teilmenge deren Rand OG eine d-
dimensionale Nullmenge ist, v : V — U eine orientierte Parametrisierung eines
Kartengebiets, und B C 'V eine kompakte Menge (siehe Abbildung 4). Dann gilt

BNy HG)) cOBU(BNy 1 (0Q)). (20)
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Beweis. Sei y € 9(BNY~1(G)) und y ¢ OB. Dann gibt es zwei Folgen y; €
BNy~1(G) und y, € V\(BNY~1(G)) die gegen y convergieren. Da B kompakt
und damit abgeschlossen ist, gilt y € B C V, und da ¢(y;) € G ist, gilt
¥(y) = lim; o0 ¥(y;) € G. Insbesondere ist y ein Element der offenen Menge
B\ 9B und daher gilt y, € B fiir hinreichend grosse i. Daraus folgt 1 (y}) ¢ G
fiir grosse ¢ und deshalb ist 1 (y) sowohl der Grenzwert einer Folge ¢ (y;) € G als
auch einer Folge ¢(y}) € M\G. Also gilt ¥(y) € G und somit y € BNy~ (dG).
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wir kénnen nun so vorgehen wie oben. Schneidet der Triiger von w € Q4(W)
das Kartengebiet U in einer kompakten Menge und ist 1) : V' — U eine glatte
orientierte Parametrisierung, so hat die zuriickgezogene d-Form v*w € Q4(V)
kompakten Trager in V', und wir wihlen wir ein Quadergebdude B C V das den
Triger von ¢*w enthilt. Nach Lemma 32 ist der Rand der Menge B N ~1(G)
eine Jordan-Nullmenge. Damit ist B N ~!(G) Jordan-messbar und ¢*w ver-
schwindet ausserhalb dieser Menge. Wir definieren daher das Integral von w
itber G NU als das Integral der zuriickgezogenen d-Form

Yrw=:h(y)dyr A--- N\dyq
iiber dem zuriickgezogenen Gebiet ¢ ~1(G):

/ w ::/ Yrw ::/ h(y)dys - - - dya. (21)
GnU $=1(Q) Bny—1(G)

Wie bisher folgt aus der Transformationsformel, dass dieses Integral unabhangig
von der Wahl der orientierten Parametrisierung 1) ist.

Ist w € Q4(W) eine beliebige d-Form so wiihlen wir einen orientierten Atlas
{Uq, 9o }aca mit der Zusatzeigenschaft, dass U, beschriinkt ist und U, C M
fiir jedes o € A (wobei mit U, der Abschluss der Menge U, im umgebenden
Raum R" gemeint ist). Dann wahlen wir eine Partition der Eins p, : R™ — [0, 1]
so dass supp(pe) fir jedes a@ € A kompakt ist, p, nur fiir endlich viele @ von
Null verschieden ist, und

supp(pa) N M C Uy, Zpa(z) =1 Vzed.

Unter unseren Voraussetzungen ist die Menge supp(p,) N M kompakt: ist p;
eine Folge in supp(p,) N M so konvergiert eine Teilfolge gegen ein p € supp(pa);
da p; € U, und U, C M ist folgt p € M und damit p € supp(p) N M. Zur
Konstruktion der p,, gehen wir wie oben vor. Wir iiberdecken G zunéichts durch
endlich viele U,, wéhlen dann fiir diese o beschrinkte offene Mengen U/, mit
U, N M = U,, und wenden schliesslich den Satz aus der Vorlesung iiber die
Existenz einer Partition der Eins auf die endliche Uberdeckung der kompakten

Menge G durch die U], an. Nun definieren wir das Integral von w iiber G

durch
w = Paw. (22)
L2 .,

Wie bisher ist dieses Integral unabhangig von der Wahl der U, und p,.
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5 Der Satz von Stokes

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass M C R” eine d-dimensionale glatte
orientierte Untermannigfaltigkeit ist und G C M eine kompakte Teilmenge ist,
deren Rand 0G (beziiglich der Relativtopologie von M) eine (d—1)-dimensionale
Untemannigfaltigkeit von R™ ist. Unter dieser Voraussetzung machen wir drei
Beobachtungen:

(a) Ist ¢ : U — V eine Karte von M so ist o(OGNU) eine Untermannigfaltigkeit.
(b) OG ist eine d-dimensionale Nullmenge.
(c) OG ist orientiert.

Zum Beweis von (a) sei Uy C dG ein Kartengebiet und g : Uy — Vp eine Karte
mit Werten in einer offenen Menge Vo C R?~1. Dann ist U} := ¢(Up N U) ein
Kartengebiet von p(0G NU), V = ¢o(Uy NU) C RIL eine offene Menge,
und ¢f) = @o o =1 : U} — V] eine Karte fiir ¢(0G NU). Dies beweist (a).
Ausserdem folgt aus (a) dass o(OGNU)N B fir jede kompakte Teilmenge B C V
eine Jordan-Nullmenge ist und das beweist (b).

Um (c¢) zu zeigen, bemerken wir, dass es eine eindeutige glatte Abbildung

v:0G — R"

gibt, die jedem p € JG den nach aussen gerichteten Einheitsnormalenvektor
in T,M zuordnet. Das heisst, der Vektor v(p) ist eindeutig bestimmt durch
folgende Eigenschaften:

v(p) e oM, w(p) LT,0G,  |vip)] =1,

und wenn v : R — M eine glatte Kurve ist mit 7(0) = p und 4(0) = v(p) dann
gilt v(t) ¢ G fiir hinreichend kleine ¢ > 0. Eine Basis v1,...,vq—1 von T,0G ist
genau dann positiv wenn die Vektoren

v(p),v1,. .., Vd—1

eine positive Basis von T}, M bilden. Wir iiberlassen es dem Leser, nachzupriifen,
dass diese Orientierungen der Tangentialriume von 0G in der gewiinschten
Weise zusammenpassen. Diese Vorbemerkungen zeigen, dass wir eine (d — 1)-
Form iiber 0G und eine d-Form iiber G integrieren kénnen. Damit sind wir
bereit fiir die Formulierung des Satzes von Stokes.

Satz 33. Sei M C R™ eine d-dimensionale glatte orientierte Untermannig-
faltigkeit und G C M eine kompakte Teilmenge, deren Rand OG eine (d — 1)-
dimensionale Untemannigfaltigkeit von R™ ist. Dann gilt

/dw:/ w
G oG

fiir jede (d — 1)-Form w auf einer offenen Menge W C R™ die M enthdlt.
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Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall d = n. Dann ist M = W C R? eine
offene Teilmenge und G C W eine kompakte Menge, deren Rand eine (d — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R ist. Eine (d—1)-Form auf W koénnen
wir dann in der Form

d

w= Z(—l)jflvj ()dxy A ANdzig Ndxigr A Adag
i=1

schreiben, wobei v = (v1,...,v4) : W — R? ein glattes Vektorfeld ist. Sei
v : 0G — R das nach aussen gerichtete Einheitsnormalenvektorfeld. Wir
werden folgende Gleichung beweisen

/aGw/aG (v, 1) dS. (23)

Da dw = div(v) dzy A --- A dxg ist (siehe Ubung 21), folgt dann

/dwz/div(v)dml---dxd:/ (v,v) dS = w.
G G oG oG

Hier folgt die zweite Gleichung aus dem Satz von Gauss.

Wir beweisen (23). Sei V. C R?! eine offene Menge und ¢ : V. — 9G
eine glatte orientierte Parametrisierung eines Kartengebiets von 0G. Wir zeigen
zunichst, dass der dussere Einheitsnormalenvektor v((y)) € R fiir jedes y € V
durch die Formel

Dy/det (A ()T () = (~1)7 7 det (di, ), G=1,....d, (24)

gegeben ist, wobei wir mit ¢, : V — R?~! die Abbildung bezeichnen, die sich
aus ¢ dadurch ergibt, dass wir die jte Koordinate fortlassen, das heisst

br (y) = (1Y), i-1(y), Y1 (y), - Yaly)) -

Zum Beweis von (24) halten wir ein Element y € V fest und bezeichnen mit
n=(m,...,n4) € R den durch die rechte Seite von (24) definierten Vektor:

nj = (=1)7"det (dyr,(v)), j=1,...,d

Fiir € = (&1,...,&4) € RY betrachten wir die Matrix

(5, w( )yeees ajil(y)) € Réxd,

Entwickeln wir die Determinante von A¢ nach der ersten Spalte so ergibt sich

S

det (Ag) = > (=1 7"¢; det(dir, () = (£, m) - (25)

j=1
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Mit £ € im di(y) verschwindet die linke Seite von (25). Also steht 7 senkrecht
auf imdy(y) = Ty(,)0G. Fiir & = 7 erhalten wir det(A,) = [m]|* > 0. Also
bilden die Vektoren 7,01 /0y, ...,0%/0ys_1 eine positive Basis von R? und,
da die Vektoren 0v /0y, . . ., 8¢ /Jy4—1 nach Wahl von ¢ eine positive Basis von
Ty (O0G bilden, folgt dass der Vektor 1 nach aussen zeigt. Ausserdem gilt

AT A — ( H77||2 0 )
ne 0 dp(y)Tdyly) )’
und daher
In]|? det (i (y)Tdip(y)) = det(AL A,) = det(A,)* = [nl|*.

Also gilt [|n]|® = det (dy(y)Tdip(y)) und daraus folgt (24). Da wir nun (24)
bewiesen haben, erhalten wir im Fall supp(v) N 0G C ¥(V) die Gleichung

v,v) dS v,v) dS
f wmas = | L o
[ @) v yJaet @) di) - dyacs

d
[ S0 0y () detain, 1) du - dya s

I T

Hier folgt die zweite Gleichung aus einer allgemeinen Identitat fiir Oberflachen-
integrale, die wir in der Vorlesung bewiesen haben. Die dritte Gleichung folgt
dann aus (24) und die vierte Gleichung aus (4). Damit haben wir (23) fiir
(d — 1)-Formen mit kleinem Trager bewiesen. Der Fall einer beliebigen (d — 1)-
Form w auf W lasst sich auf den lokalen Fall mit Hilfe von Partitionen der Eins
zuriickfithren. Damit ist der Satz von Stokes im Fall d = n bewiesen.

Betrachten wir nun den Fall d < n. Wir wéhlen eine endliche Uberdeckung
von G durch Kartengebiete U, C M so dass U, C M fiir alle a. Weiterhin
wéhlen wir glatte orientierte Parmetrisierungen v, : V, — U, auf offenen
Teilmengen V,, C R? und eine Partition der Eins p, : R® — [0,1] so dass
so dass supp(ps) fiir jedes o € A kompakt ist und

supp(pa) N M C Uy, Zpa(:n) =1 Vzed.

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:
Wa = Yalpaw) € QTN VL), Ga=9iN(G),  0Ga =41 (9G).

Dann ist 0G,, der Rand von G, in der Relativtopologie von V. Da w, auf V,
kompakten Trager hat, schliessen wir aus dem Fall d = n, dass

/ dwa:/ Wea-
Ga G o
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Dies ist nach Definition dquivalent zu der Gleichung

/ d(pow) = / Paw.
GNUq OGNU,

Bilden wir nun die Summe tiiber alle o so folgt hieraus die Behauptung des
Satzes von Stokes. O

Beispiel 34. Wir betrachten die 1-Form

N | —

(zdy — yd:v), dw = dzx N dy.

W =

Fiir ein Jordan-messbares Gebiet G C R? ist das Integral von dw iiber G
gleich dem Jordan-mass, beziehungsweise dem Flacheninhalt, oder dem “2-
dimensionalen Volumen”. Ist der Rand von G eine glatte 1-Mannigfaltigkeit, so
gilt nach Stokes

1
ug(G)z/dm/\dy:—/ (zdy — ydz).
G 2 Joc

Beispiel 35. Wir betrachten die 1-Form

1 xdy — ydx
2 x2 + y?

auf R?\ {(0,0)}. Diese Form ist geschlossen (Ubung). Sie ist jedoch nicht exakt.
Andernfalls miisste ihr Integral iiber jeder geschlossenen Kurve I' ¢ R?\ {0}
nach dem Satz von Stokes verschwinden. Dies wire der Fall d = 1 mit T = 0
und einer 1-form df. Jedoch lasst sich leicht zeigen, dass das Integral von w
iiber S (mit der Standardorientierung gegen den Uhrzeigersinn) gleich 1 ist.
Allgemeiner, ist v : [0,1] — R?\ {(0,0)} eine glatte Kurve mit

7(0) = ~(1)

und schreiben wir v(¢t) = (z(t), y(t)) so ist

L £(1)i () — y(H)(1)
‘o) '/[o,lﬂ“’ o fy T 2R tu? "

eine ganze Zahl. Man kann ¢(7y) als Umlaufzahl um den Nullpunkt interpretieren
(Ubung).

Beispiel 36. Sei M C R3 eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und G C
M eine kompakte Teilmenge, dessen Rand (in der Relativtopologie von M) eine
1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Sei weiterhin U C R? eine offene Teil-
menge und v = (a,b,¢) : U — R3 ein glattes Vektorfeld auf U. Wir betrachten
die 1-Form

Qy :=adr+bdy+cdz

23



Wie wir gesehen haben ist

dav =  Wrot(v)
oc 0b da  Oc ab  Oa
= — — — |dyAd — —— )dzNd — — — | dx Ndy.
<8y 02) yn Z+<82 ax) ah I+<6m 8y) vy

Nach Stokes gilt

Beispiel 37. Wir betrachten die 2-Form

_xdy Ndz+ydz Ndx + zdz AN dy
($2+y2+22)3/2

auf R3\ {(0,0,0)}. Diese 2-Form ist geschlossen aber nicht exakt. Thr Integral
iiber der Einheitssphire S? C R3 ist

/ w = Voly(S?) = 4r.
SZ

(Ubung: Diese Aussage mit dem Satz von Stokes beweisen.)
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