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1 Aquivalente Normen

Zur Erinnerung: Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Abbildung V — R : v — ||v]| mit folgenden Eigenschaften

(i) Fur allev € V gilt ||v|| > 0 und |jv]| =0 <= v=0.
(ii) Fiur alle v € V und alle A € R gilt ||[Mv|| = [A] [Jv]].
(iii) Fir alle v,w € V gilt v + w| < |jv]| + |Jw]|.
Wenn die Abbildung V x V' — R : (v,w) — (v,w) ein inneres Produkt ist so
definiert die Formel
o]l == v/ (v, v)

eine Norm auf V und es gilt die Cauchy—Schwarz-Ungleichung
(v, w)| < o]l f|wll

fir alle v, w € V. Jeder normierte reelle Vektorraum (V; ||-||) besitzt eine Metrik
d:V xV — R die durch d(v,w) := ||v —w| definiert ist. Ein normierter
Vektrorraum (V, ||-||) heift Banachraum wenn der zugehorige metrische Raum
(V,d) vollstandig ist, d.h. jede Cauchy-Folge in V konvergiert. (Eine Folge
(Un)nen in V heifit Cauchy-Folge wenn es zu jedem £ > 0 ein ng € N gibt so
dafB fiir alle n,m € N gilt: n,m > ny = ||[v, — vm| < €.) Eine Teilmenge
U C V heifit offen wenn es fiir jedes Element z € U ein € > 0 gibt so daf3

Be(w; Vo[- ={y e V] llz —yll <e} C U

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei normierten Vektorrdumen X und Y
ist genau dann stetig wenn, fiir jede offene Teilmenge U C Y, auch die Urbild-
menge f~H(U) := {z € X | f(x) € U} offen in X ist. (Das gleiche Kriterium fiir
Stetigkeit gilt auch fiir Abbildungen zwischen beliebigen metrischen Raumen.)



Beispiele. Sei R™ der euklidische Raum aller Vektoren x = (x1,...,x,) mit
x; € R. Fiir 1 < p < oo definiert die Formel

n 1/p
Iz, == (Z Iwilp> ,  z€R,
i=1

eine Norm auf R”. Fiir p = oo definiert die Formel
llz|l, = max{|z1]|,..., |z}, x € R",

eine Norm auf R”. Eine symmetrische Matrix A = AT € R™*", mit Koeffizien-
ten a;; = aj; fir 4,5 =1,...,n, heifit positiv definit wenn

T Az = Z zia;jx; >0 Vo e R™\ {0}.

ij=1

Jede positiv definite (n x n)-Matrix A definiert ein inneres Product auf R™:

n
(x,y) 4 =2l Ay = Z TiiY;-

i,j=1
Die zugehorige Norm eines Vektors @ € R™ ist gegeben durch

|z|| 4 == VaT Ax.

Definition. Zwei Normen ||-|| und ||-||" auf einem reellen Vektorraum V heissen
aquivalent wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt so daf3

1
- ol < llvll" < elvll, VveV.

Bemerkung. Zwei dquivalente Normen |[|-|| und ||-||" erzeugen dieselben offenen
Mengen. Um das zu zeigen wahlen wir ¢ > 0 wie in der obigen Definition.Ist
U C V offen beziiglich ||-|| und = € U so gibt es ein € > 0 so dafl B.(z;|-||) C U.
Sei § :=¢/c. Dann gilt fiir alle y € V:

yeBs(a|-l) = lz—yll'<d
= lz—yll<cllz—yll'<cd=¢
=y € Be(a;][])
= yel

Das heifit: fiir jedes 2 € U haben wir ein § > 0 gefunden so da8 Bs(z; |-|) C U;
also ist U auch offen bzgl ||-||'. Da8 die offenen Teilmengen von V bzgl der
beiden Normen dieselben sind, folgt dafl alle topologischen Aussagen in V (also
Aussagen die sich mit Hilfe offener Mengen formulieren lassen, zB Konvergenz,
Stetigkeit, Abgeschlossenheit, Kompaktheit) nicht davon abhingen welche der
beiden aquivalenten Normen wir dazu verwenden.



Satz 1. Je zwei Normen auf dem euklidischen Raum R"™ sind dquivalent.

Beweis. Sei ||-|| eine (beliebige) Norm auf R™. Es geniigt zu beweisen, daf} ||-||
dquivalent zu |-||, ist. Wir zeigen dies in zwei Schritten.

Schritt 1. Es gibt ein ¢ > 0 so daf ||z|| < c||z||y fir alle x € R™.

Die Vektoren e; := (0,...,0,1,0,...,0) (mit der 1 an der iten Stelle) fiir ¢ =
1,...,n bilden die Standardbasis des R™. Sei

n
> eil® > 0.
=1

Dann gilt z = Y | z;¢; fiir jeden Vektor € R” und daher

n n n
lzll < D Jail lleal < (| D lzal?y | D leal® = ellll,
i=1 i=1 i=1

Hier folgt die erste Ungleichung aus der Dreiecksungleichung fiir ||-|] und die
zweite Ungleichung aus der Cauchy—Schwarz-Ungleichung fiir die Euklidische
Norm auf R"™.

Schritt 2. Es gibt ein 6 > 0 so daf8 ¢ ||z||, < ||z|| fir alle x € R™.

Die Teilmenge
Sth={w eR"| |lz]l, =1}

ist abgeschlossen und beschréankt und daher, nach dem Satz von Heine-Borel,
kompakt. Wir definieren die Funktion f: $"~! — R durch

f) = |-

Nach Schritt 1 ist diese Funktion Lipschitz-stetig, denn es gilt

[f (@) = F) =zl = llylll < llz =yl < cllz =yl

fiir alle 2,y € S™~!. Daher ist f stetig. Nach einem Satz aus Analysis I nimmt
jede stetige Funktion auf einem kompakten metrischen Raum ihr Minimum an
(siehe [3, Kap. V, Satz 7, 6.11.2008]). Es gibt also einen Punkt zo € S"~! so
daB

f(wo) < f(z)  Voes !

Sei ¢ := f(x0) = ||zo]| > 0 und x € R™ irgendein von Null verschiedener Vektor.
Dann gilt ||917||2_1 x € S"~! und daher

s< )
Sf<|ac||2> ‘

Hieraus folgt die Behauptung von Schritt 2. o

x ]

=l

]l



Definition. Eine Teilmenge K C R" heif3t konvex wenn fiir alle x,y € R™ und
alle t € R folgendes gilt:

ryeK, 0<t<1 = (I-tx+ty e K.

Ubung. Sei f: R — R eine stetige Funktion. Die offene Teilmenge

U:={(z,y) €R?|y > f(2)}
ist genau dann konvex wenn die Funktion f konvex ist

ﬁbung. Sei U C R” eine offene, beschrankte, konvexe Teilmenge so daf3
zelU << —xcl.

(Nach Satz 1 héngt der Begriff “beschriankte Teilmenge von R™” nicht ab von
der Norm welche fiir die Definition verwendet wird.) Dann definiert die Formel

|z :=1inf {X > 0| X'z € U}
eine Norm auf R™ und es gilt

U={zeR"||z| <1}.

Ubung. Auf dem Raum C([0, 1]) aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R hatten
wir die Normen

1 1/p
Iflli= s 1501 1l = ([ 150r)

fiir 1 < p < oo definiert. Zeigen Sie, daf§ die Normen |||, und [-||,, fiir p #
nicht dquivalent sind. Fiir welche p und ¢ gibt es eine Konstante ¢ = ¢(p, ¢) >
so daB || f[|, < cl|fll, fiir alle f € C([0,1])?

q
0

2 Die Operator-Norm

Definition. Seien X,Y normierte reelle Vektorriume. Ein linearer Operator’
T : X — Y heifit beschrankt, wenn es ein ¢ > 0 gibt so daf3

ITzlly <ecllely  VeeX.

IDer Begriff “Operator” wird in der mathematischen Literatur oft gleichbedeutend mit
dem Begriff “Abbildung” verwendet. Die Herkunft dieser Wortwahl liegt darin begriindet, daf3
viele der wichtigsten motivierenden Beispiele Differentialoperatoren oder Integraloperatoren
aus der mathematischen Physik sind, fiir deren Studium die Theorie der linearen Abbildungen
entwickelt wurde. Dies fiihrt hin zum Gebiet der “Funktionalanalysis” welches wir in dieser
Vorlesung nur am Rande beriihren.



Die kleinste solche Konstante ¢ heifit Norm (bzw Operatornorm) von 7' und
wird mit

[ T]]
7] = sup ——5
a0 |17l x
bezeichnet. (Hier ist das Supremum iiber alle von Null verschiedenen Vektoren

x € X zu verstehen.) Die Menge der beschréankten linearen Operatoren von X
nach Y bezeichnen wir mit £(X,Y).

Beispiel. Seien ||-||; und ||-||, zwei Normen auf einem rellen Vektorraum V.
Diese beiden Normen sind genau dann dquivalent wenn die beiden linearen Ab-
bildungen id : (Vi |-|,) — (V; |1l,) und id : (V. |l],) — (V. -]l,) beschriinks
sind. Ubung: Zeigen Sie mit Hilfe von Lemma 2, daB die durch |-||, und ||,
bestimmten offenen Teilmengen von V' iibereinstimmen. Zeigen Sie mit Hilfe
von Satz 1 und dem folgenden Lemma 2, daf§ die Topologie auf dem R™ (und
damit auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum) unabhéngig von der Wahl
der Norm ist.

Lemma 2. Seien X,Y normierte Vektorraume und T : X — Y ein linearer
Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) T ist beschrdankt.

(ii) T ist stetig.

(iii) T ist stetig and der Stelle 0.

Beweis. “(i) = (ii)”. Wenn T beschrankt ist, so ist 7" auch Lipschitz-stetig:
|Tzo — Tz1lly = T (x0 — 21)lly < Tl lzo — 21 x -

Also ist T stetig.

“(ii) = (iii)”. Dies folgt sofort aus der Definition der Stetigkeit.

“(iii) = (i)”. Ist T stetig an der Stelle 0, so folgt aus der Definition der
Stetigkeit mit € = 1, dafl es ein & > 0 gibt so daf fiir alle x € X folgendes gilt:

lellx <6 = [Tzlly < 1.

Nun sei z € X von Null verschieden. Dann gilt

)
:L'H =0
ol x|l x
und daher 5
1> ’ —Tz|| =——7 Tz, .
lzllx Iy lzlx
Hieraus folgt
1
ITzlly < 5 llzllx
fur alle x € X. Also ist T beschrankt. O



Lemma 3. L(X,Y) ist ein normierter Vektorraum.

Beweis. Folgende drei Aussagen sind zu beweisen.

(1) Fiir alle T € £(X,Y) gilt |T] =0 = T =0.

(2) Firalle T € L(X,Y) und A € R gilt AT € L(X,Y) und |AT|| = |A| || T
(8) Furalle S,T € L(X,Y) gilt S+ T € L(X,Y) und ||S+ T < ||S]| + |IT]]-

Die Aussagen (1) und (2) folgen unmittelbar aus den Definitionen. Wir be-
weisen (3). Seien S,T : X — Y beschrénkte lineare Operatoren. Dann gilt fiir
alle z € X:

IS +T)zlly =[Sz +Tally
< |5zlly +1T=lly
< AISIHzlx + 1Tl

ST+ 171D Nl -
Also ist S 4+ T beschrankt und fiir € X \ {0} gilt

S+Tx
IS+ Dly sy 1.
lelx

Damit folgt die Dreiecksungleichung
[S+TI < ISl + 1T
aus der Definition der Operatornorm. O

Lemma 4. IstY ein Banachraum so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafi £(X,Y) vollstdndig ist. Sei also (T))nen eine
Cauchy-Folge in £(X,Y’). Dann zeigt die Ungleichung

[Tna = Tmzlly <|[Tn = Tl 2]l x »

dafl die Folge (T,,x)nen flr jedes © € X eine Cauchy-Folge in YV ist. Da Y
vollstandig ist, konvergiert diese Folge und wir definieren 7' : X — Y durch

Tx:= lim T,z

n—oo

fiir z € X. Wir werden beweisen, dafl T ein beschrankter linearer Operator ist
und daf die Folge T}, in der Operatornorm gegen 1" konvergiert.

T ist linear. Fir zp,z; € X gilt
T(xo+x1) = lim T,(xo+21) = lim Thzo+ lim T,z1 = Taxo+ Ta;.

Genauso zeigt man, dafl T'(Az) = ATz ist fir alle A € R und z € X.



T ist beschrankt. Zunaechst folgt aus der Ungleichung
Tl = 1Tl < [ Tn = Tl

daB die Folge (||T%||)nen der Normen eine Cauchy-Folge reeller Zahlen ist und
daher konvergiert. Sei
c:= lim ||T,| .

Dann erfiillt jedes z € X die Ungleichung
ITelly = |

Jim T = T [Tl < im (T el = el
Daher ist T beschrankt und ||| < c.

T, konvergiert gegen 7. Sei € > 0. Da T}, eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein
ng € N so dafl fiir alle n,m € N gilt:

m>n > ng = 1T — Tl < e.

Hieraus folgt die Ungleichung || T,z — Tzl < el|z|y fiir alle z € X und
m > n > ng und daher

Tz = Tally = lim_|Tux — Thually < <l
tir alle € X und n > ng. Teilen wir durch ||z| y im Fall « # 0 so ergibt sich

Tox—T
T, — T = sup [Toz = Tlly

<e
a0 lzlx
fur alle n > ng. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Der Dualraum. Ein interessanter Spezialfall tritt auf mit ¥ = R. In diesem
Fall nennen wir

X*:=L(X,R)
den Dualraum des normierten Vektorraumes X. Lemma 4 zeigt, dal dieser
Dualraum immer vollstdndig ist, auch dann wenn X selbst nicht vollstandig ist.

ﬂ'bung. Sei X ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum. Beweisen Sie:

(a) X ist vollstandig.

(b) Eine Teilmenge K C X ist genau dann kompakt wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.

(c) Jede lineare Abbildung ¢ : X — R ist beschrankt.

(d) Der Dualraum X* = £(X, R) ist endlichdimensional und dim X* = dim X.
Ubung. Seien 1 < p,q < oo mit 1/p 4+ 1/q = 1. Konstruieren Sie einen

Isomorphismus

R™ — (R")" -y = ¢y

Iyl = sup o)
"8 el

so daf3

fiir alle y € R™.



3 Banachalgebren

Ein zweiter Spezialfall von Lemma 4 ergibt sich mit ¥ = X. In diesem Fall
setzen wir voraus, daf§ X vollstandig ist, so dafl dann auch der Raum

L(X) = L(X, X)

ein Banachraum ist. Dieser Raum besitzt eine Produktstruktur (S,7) +— So T,
die durch die Komposition gegeben ist. Diese Produktstruktur ist im allge-
meinen nicht kommutativ, und es gibt auch nicht fiir jeden von Null verschiede-
nen Operator T' € L(X) ein invereses Element; also ist £(X) kein Korper; dieser
Raum erfiillt aber alle anderen Eigenschaften eines Korpers; einen solchen Raum
nennt man eine Algebra. Der Begriff einer Banachalgebra ist niitzlich fiir das
Rechnen mit inversen Operatoren und Exponentialmatrizen.

Definition. Eine reelle Algebra besteht aus einem reellen Vektorraum A,
einer bilinearen Abbildung?

AX A= A (2,y) = ay,

(das Produkt genannt) und einem Element 1 € A (das 1-Element genannt)
welche folgende Axiome erfiillen.

(i) Das Produkt ist assoziativ: (zy)z = z(yz) fiir alle z,y, z € A.
(ii) Fiir jedes z € A gilt Iz = 21 = .

Eine reelle normierte Algebra besteht aus einer reellen Algebra A und einer
Norm A — [0,00) :  — ||z|| welche die Produkt-Ungleichung

lzyll < [l [lyll (1)

fiir alle z,y € A erfiillt. Eine reelle Banachalgebra ist eine reelle normierte
Algebra in der jede Cauchy-Folge konvergiert (das heifit, als normierter Vektor-
raum betrachtet ist A vollstandig, also ein Banachraum).

Beispiel 1. Der Raum R"*" der quadratischen Matrizen ist eine Banachalgebra
mit jeder Norm welche der Bedingung (1) geniigt. Eine solche Norm auf dem
Raum R™*"™ wird Matrixnorm genannt. Zum Beispiel kann dies die zu einer
beliebigen Norm auf dem R™ gehorige Operatornorm auf R™*™ sein. Ein anderes
Beispiel wire die euklidische Norm die sich durch das Identifizieren vom R™*"™
mit dem euklidischen Raum R ergibt; in diesem Fall erhalt man

fiir A = (a;;) € R"*™. Ubung: Diese Norm erfiillt die Bedingung (1) sowie
|Az||, < ||All, ||lz], fir jede Matrix A € R"*” und jeden Vektor z € R™.

2 “Bilinear” heiBt: die Abbildungen A — A : x — zy und A — A : z + yzx sind beide
linear fiir jedes y € A.



Beispiel 2. Ist X ein Banachraum so ist £(X) mit der Operatornorm eine
Banachalgebra, nach Lemma 4. Ubung: Die Operatornorm auf £(X) erfiillt
die Bedingung (1).

Beispiel 3. Der Raum C([0, 1]) der stetigen, reellwertigen Funktionen auf dem
Intervall [0, 1] ist eine Banachalgebra mit der Supremumsnorm. Gleiches gilt

fir den Raum C(X) der beschriankten, stetigen und reellwertigen Funktionen
auf einem beliebigen metrischen Raum (X, d).

Beispiel 4. Eine Folge x = (z¢, 21,22, ...) reeller Zahlen heifit absolut sum-
mierbar wenn die Reihe >° ., 2 absolut konvergiert. Die Norm einer solchen
absolut summierbaren Folge ist definiert durch

oo
lzll := D lawl
k=0

Wir bezeichnen mit ¢! den Raum aller absolut summierbaren Folgen (z1)ken
reeller Zahlen. Der Vektorraum ¢! ist mit dieser Norm ein Banachraum. Die
Faltung zweier Folgen x,y € ¢! ist definiert durch

k
(@* Yk =D Tilhs,
=0

Diese Folge ist ebenfalls absolut summierbar und es gilt

=yl < Izl 1y - (2)

(Dies folgt aus dem Beweis von Satz 9 in [3, Kap. TV, 29.10.2008].) Damit ist £*
eine Banachalgebra. Ubung: Beweisen Sie, daf$ ¢! ein Banachraum ist. Zeigen
Sie daf das Faltungsprodukt bilinear und assoziativ ist.

4 Potenzreihen in Banachalgebren

Die Begriffe von Konvergenz und Stetigkeit hatten wir fiir beliebige metrische
Raume eingefiihrt, sie gelten also insbesondere fiir Funktionen und Folgen mit
Werten in einem Banachraum oder einer Banachalgebra. Aufgrund der Vektor-
raumstruktur lasst sich der Begriff der Konvergenz einer Reihe auch sofort auf
Reihen mit Werten in Banachrdumen iibertragen: Ist (X, ||-||) ein Banachraum
und (zx)ken eine Folge in X, so nennen wir die Reihe >";-, z; konvergent,
wenn die Folge der Partialsummen

n
Sp i— E Tk
k=1

konvergiert; in dem Fall bezeichnen wir den Limes mit

o0

E zE = lim s,.
n—oo

k=1



Wir benutzen also die gleiche Bezeichnungsweise wie fiir Reihen reeller oder
komplexer Zahlen, d.h. der Ausdruck “Zzozl x” hat zwei Bedeutungen: er
steht zum einen fiir die Folge der Partialsummen (s, )nen und zum anderen fiir
deren Grenzwert, falls dieser existiert. Wir nennen die Reihe ) - | 2, absolut
konvergent, wenn die Reihe Y~ ; ||x)| konvergiert.

Lemma 5. Sei (X, ||-|) ein Banachraum und (xi)ken eine Folge in X. Kon-
vergiert die Rethe Zzozl xy, absolut, so konvergiert sie.

Beweis. Sei s, := Y>__; x) die Folge der Partialsummen und ¢ > 0. Da die
Reihe Y77 | ) absolut konvergiert, konvergiert die Reihe >, ||k | in R. Das
heifit, die Folge der Partialsummen

n
on =y ]
k=1

der Reihe der Normen konvergiert und ist daher eine Cauchy-Folge. Also gibt
es eine natiirliche Zahl ng € N so daf} fiir alle m,n € N folgendes gilt:

m
m>n > ng = Z lzkl] = om — on <e.
k=n+1

Es folgt nun aus der Dreiecksungleichung, daf3

m m
lsm = sall = | 3w < 3l <,
k=n-+1 k=n+1

fir m > n > ng. Da e > 0 beliebig gew&hlt war, haben wir gezeigt, dafl (sy,)nen
eine Cauchy-Folge in X ist. De X ein Banachraum (und somit vollstdndig) ist,
konvergiert diese Folge, und das heifit genau, daB die Reihe Y., z1, konvergiert,
wie behauptet. O

Sei A eine reelle Banachalgebra und
P(z) := Zakzk (3)
k=0

eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten ax € R und Konvergenzradius

1

lim SUPy,— 00 | an |

1/n”
Wir nehmen an, dieser Konvergenzradius sei positiv (oder sogar unendlich).
Wir wollen nun die Variable z durch ein Element der Banachalgebra A ersetzen.

Formal macht dies Sinn, da ja in einer Banachalgebra die Produkte z* erklirt
sind. Wir bezeichnen die daraus resultierende Reihe in A mit

Py(z) = Zakxk. (4)

10



Man kann nun die Frage stellen, fiir welche z € A diese Reihe konvergiert.

Korollar. Die Reihe (4) konvergiert fir jedes x € A mit ||z| < p.

Beweis. Es folgt aus der Bedingung (1) in der Definition einer Banachalgebra,
daB |lara®|| < |ax] |z]|". Da ||lz|| < p ist, konvergiert die Reihe 3257 |ax|[l2|*.
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert daher auch die Reihe Y- Hak:ck ||
Dies heiBt aber genau, dafl die Reihe .7 arx® in A absolut konvergiert und
somit, nach Lemma 5, konvergiert. O

Wir haben also gezeigt, dafi die Formel (4) eine Abbildung
Pa:By:={rec Al |zl <p} — A ()

definiert, wobei p der Konvergenzradius von P ist. Das néchste Lemma zeigt,
daf} diese Abbildung stetig ist. Zun&chst notieren wir noch, daf} sich der Begriff
der Differenzierbarkeit, und der der Ableitung, auf Funktionen mit Werten in
einem Banachraum (Wort fiir Wort) iibertragen lésst.

Definition. Sei I C R ein Intervall und (X, ||-||) ein Banachraum. Eine Funk-
tion f : I — X heifit differenzierbar an der Stelle ¢t € I mit Ableitung
a=:f'(t) € X wenn gilt: Ve > 035 >0Vh e R:

If(t+h) = f(£) — hal
|h| <e

O0<|h|<d, t+hel =

Aquivalenterweise heifit das, daB der Differenzenquotient h='(f(t 4+ h) — f(t))
in X gegen a konvergiert (fiir h — 0). Mit anderen Worten

falls dieser Limes existiert, und wenn er existiert so nennen wir f differenzierbar
an der Stelle ¢.

Lemma 6. Sei A eine reelle Banachalgebra und (3) eine Potenzreihe mit reellen
Koeffizienten und Konvergenzradius p > 0. Dann gilt folgendes

(i) Fir jedes v < p ist die Restriktion der Abbildung (5) auf die Teilmenge
B, :={x € Al ||z|| < r} Lipschitz-stetig; es gilt

1Pa(z) = PaWll < el =yl =D klar|r",
k=1

fir z,y € A mit ||z||, ||y] < r.

(ii) Fir jedes x € A ist die Funktion t — Pa(tx) auf dem offenen Intervall
(=p/ x|, p/ l|z|]) differenzierbar und es gilt

d

ZPalt) = 2Qa(tr), Q=P (6)

11



Beweis. Wir beweisen (i). Es gilt

k-1
o=yt =N (@ — )y
j=0
fiir jedes k € N und damit
] <7 [yl <r = [[a* =¥ < krt =t |z -yl

Hieraus folgt
oo oo
1Pa(@) = Pa@)ll <Y laxl [Ja* = ¥ <D~ klawl " o =yl = e [lz — gl
fir z,y € A mit ||z||, |y|]| < r. Damit ist (i) bewiesen.

Zum Beweis von (ii) beachten wir, daB Q 4(z) = >_po; kaxz" ! und daher

[ Pa((t 4 h)x) — Pa(te) — haQa(tz)]

o0

((t + h)F —tF — kht* 1) aga®

=

|(t+ h)F — kht" ! ax] |z

|E/%8

2

(o' k
SZZ()WWHMM
k=2 j=2

k k— k
= (e + 1" = 1~ K 1B Jand ]
k=2

= Ip(lt] + [Rl) = p(|t]) = [p] p(2D]

wobei p die folgende Potenzreihe ist:

k
A) =) law] al|® AF.
k=0

Diese Potenzreihe hat Konvergenzradius p/ ||z||. Daher gibt es fir |¢t| < p/ ||z||
zwel Konstanten § > 0 und ¢ > 0 so daf} fiir alle h € R folgendes gilt

: 2

hf <6 = p(t] + [p]) = p(t]) = [pB(E)] < c[h]”.
Damit gilt auch
IPA((t + h)x) — Pa(tz) — haQa(tz)|| < c|h|®

fir jedes h € R mit |h| < §. Damit haben wir gezeigt, dafl

PA((t+ h)x) — Pa(t
lim At + b)) altz) xQa(tx)|| =0
h—0 h
und daraus folgt (ii). O
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Betrachten wir den Spezialfall A := R™*™ mit einer beliebigen Matrixnorm
|-]]. Dann folgt aus Lemma 6, daf die Matrix-Reihe P(A) := Y ;7 a, A" fiir
jede Matrix A € R™*™ mit ||A]| < p in dieser Norm konvergiert. Wahrend die
SchluBfolgerung (Konvergenz) nach Satz 1 unabhéngig von der Wahl der Norm
ist, bendtigen wir bei der Voraussetzung (dh. ||A|| < p) eine Matrixnorm.

5 Die geometrische Reihe

Definition. Sei A eine Banachalgebra. Ein Element x € A heif3t invertierbar,
wenn es ein Element y € A gibt so dafl xy = yx = 1. Ist = invertierbar, so ist
dieses Element y durch x eindeutig bestimmt; es heifit Inverse von = und wird
mit 27! bezeichnet. Die Teilmenge der invertierbaren Elemente bildet eine
multiplikative Gruppe

A* .= {z € A|x ist invertierbar} .

Beispiel. Wir betrachten den Spezialfall
A =R

Fir eine Matrix A € R™*" bezeichnen wir mit T4 : R® — R” die durch A
induzierte lineare Abbildung. Die Matrix A ist invertierbar (im obigen Sinne
als Element von A) genau dann wenn die lineare Abbildung T4 bijektiv ist
und die inverse Matrix A~! is die, welche die Umkehrabbildung 741 = Tgl
induziert. Aus der Linearen Algebra wissen wir, daf die invertierbaren Matrizen
gerade die mit Determinante ungleich Null sind:

A* = {A € R"™" | det(A) # 0} =: GL(n, R).

Ubung. Sind z,y € A* so ist auch 2y € A* und (zy)~! =y la~ L

Geometrische Reihe. Wir betrachten die Potenzreihe

G(z) := P
k=0

mit Konvergenzradius p = 1. Es gilt G(z) = (1 — 2)~! fiir z € C mit |z| < 1.
Diese Formel gilt auch in einer beliebigen Banachalgebra A. Mit anderen
Worten, ist € A mit ||z]] < 1soist 1 —z € A* und

k=0
Dies folgt aus den Formeln
(1-2)Ga(z) = Ga(@)(1-2) =Y ok =Y 2kl =1
k=0 k=0

mit Ga(z) := > pe,aF fiir |z|| < 1. Die Gleichung (7) ist besonders niitzlich
fiir das Invertieren einer Matrix.

13



Satz 7. Sei A eine Banachalgebra. Dann ist die Menge A* C A offen und die
Abbildung A* — A* : x +— x7! ist stetig.

Beweis. Sei a € A* und x € A mit

Dann gilt
11— a™"a]| < [la™ [ la - 2ll < [la™||e = 1.

Hieraus folgt a~ 'z € A* und damit auch = € A* und

= (") et = Z(]l —a tx)ka
k=0

Damit erhalten wir

lz™* =]

Z(]l —a tz)kat
k=1

= k
< flaHIY o [[r e
k=1
T e
Ha H17||]lfa*1x||

—112
la™*|["llz — al

L—[la=t| [z - af

fir jedes x € A mit ||x — al| < e. Damit ist die Inversen-Abbildung stetig an der
Stelle a. Da a € A* beliebig gew&hlt war, ist die Inversen-Abbildung stetig. O

6 Die Exponentialabbildung

Sei A eine Banachalgebra. Die Potenzreihe exp(z) := > 5o, 2"/k! hat den
Konvergenzradius p = oo und induziert damit eine Abbildung A — A : z +— e”
die auf ganz A definiert ist; und zwar durch die Formel

e® = exp(z) := Z e
k=0
Man zeigt wie im Fall A = C, da8 sich die Exponentialabbildung in der Form

e’ = lim (]l—i—f)
n

n—oo

ausdriicken ldsst (siche [3, Kap. V, Lemma 8, 10.11.2008]). Ebenfalls wie im
Fall A = C (siehe [3, Kap. IV, Satz 8, 29.10.2008]) zeigt man fiir z,y € A:

Ty = yx = e*TY = eV,
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Damit ist das Element e® stets invertierbar mit inversem Element (%)~ = e,

Es folgt, dafl die Abbildung
R — A* it e (8)

fiir jedes x € A ein Gruppenhomomorphismus ist. Nach Lemma 6 ist die Ab-
bildung (8) differenzierbar und es gilt

d
Eem = xe'”. 9)

Ubung (Komposition von Potenzreihen). Seien

P:iakxk, Q:ibgye
k=1 =0

zwei Potenzreihen mit reellen Koeffizienten und positiven Konvergenzradien pp
und pg. Wiihle eine positive Zahl p < pp so daB Y - | |ax| p* < pg. Dann gilt
|P(z)| < pq fiir jedes z € C mit |z| < p. Wir bezeichnen mit @ o P die durch
Q o P(z) := Q(P(2)) fiir |z| < p definierte Potenzreihe. Thr Konvergenzradius
ist grosser als p. Beweisen Sie die Formel

(Qo P)a(z) = Qa(Pa(x))

fir jedes © € A mit ||z|| < p. Folgern Sie daraus, daf} die durch

— 1
log(1l— ) := — Z Exk
k=1

definierte Logarithmusabbildung log : {y € A| |1 —y| < 1} — A die Gleichung
exp(log(l—2z))=1—=

fir x € A mit ||z|| <1 erfiillt. Hinweis: Siehe [3, Kap. VI, Satz 9, 27.11.2008]
oder Ubung 1.7.18 in [2, Seite 44].

7 Lineare Differentialgleichungssysteme

Die Exponentialabbildung auf der Banachalgebra A = R™*™ aller (n X n)-
Matrizen spielt eine wichtige Rolle bei der Lésung eines Systems von n linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung in n Variablen. Ein solches Differential-
gleichungssystem hat die Form

T1 = a1121 + a12T2 + - - + A1p Ty, z1(0) = zo1,
To = a1x1 + G22T2 + - - + A2p Ty, x2(0) = zo2,

(10)
-i'n = Ap1T1 + Ap2T2 + - + ApnTn, .Z'n(O) = Ton,
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wobei die a;; € R konstante reelle Koeffizienten sind und, fiir jedes 4, die Variable
x; eine stetig differenzierbare Abbildung x; : R — R bezeichnen soll. Wir stellen
uns das Argument dieser Abbildung als Zeitvariable ¢ vor und bezeichnen mit

x_dl‘l
Cdt

die Ableitung der Funktion x; nach der Zeit ¢t. In der physikalischen Interpre-
tation bezeichnet das n-Tupel z(t) := (z1(t),...,z,(t)) € R™ den Ortsvektor
eines Teilchens (oder mehrerer Teilchen gleichzeitig) zum Zeitpunkt ¢ und die
Ableitung &(t) = (£1(t),...,2n(t)) € R™ den Geschwindigkeitsvektor zum Zeit-
punkt ¢. Fassen wir die konstanten Koeffizienten zu einer Matrix

A= (aij)zjzl € R™*"

zusammen so kénnen wir das Differentialgleichungssystem (10) auch in der fol-
genden Kurzform schreiben

& = Az, x(0) = . (11)

Hier bezeichnet zo := (xo1,...,%0n) € R™ den Anfangsvektor (oder den
Ortsvektor zum Zeitpunkt ¢ = 0). Es folgt nun aus der Gleichung (9), daf
die eindeutige Losung der Differentialgleichung (11) durch die Formel

x(t) == ety (12)

gegeben ist, wobei
L ARtk
At nxn
e’ = E eR
k=0
die Exponentialmatrix bezeichnet. Die Konvergenz dieser Reihe folgt aus der
Konvergenz der Exponentialabbildung fiir beliebige Banachalgebren 4 im Spezi-

alfall A = R™*",
Beispiel 1. Fiir A = diag(\1, ..., \,) gilt A¥ = diag(\}, ..., A\k) und damit

A A (oM A
e :Zﬁzdlag(e e €M),
k=0

Beispiel 2. Fiir A € R gilt
A1 o0 1t t?)2
A= 0 X 1 = eMt=eM 0 1 ¢t
0 0 X 00 1

Ubung: Verwenden Sie diese Formel zur Bestimmung der Losungen eines
geeigneten Systems von drei Differentialgleichungen erster Ordnung in drei Vari-
ablen. Verallgemeinern Sie die Formel in diesem Beispiel auf vier und fiinf
Variablen, dann auf Matrizen beliebiger Grosse.
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Beispiel 3. Fir

gilt H?* = (—1)*1 und damit

2t 3 P
tH P _— — _— “ . —_— — _— ..
et <1 . )]H(t dgpa >H

_ cost —sint

o sint  cost )’
(Siehe [3, Kap. V, 12.11.2008] fiir die Potenzreihendarstellungen von Cosinus
und Sinus.) Da die Matrizen al und bH kommutieren gilt

a=(80) = (ot )

Schluflbemerkungen

Fiir den Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher
Differentialgleichungen sei an [3, Kap. VIII, Satz 1, 12.12.2008] erinnert. Dieser
Satz wurde in viel grosserer Allgemeinheit (auch fiir nichtlineare Differential-
gleichungen) bewiesen. Formeln wie in den obigen Beispielen erlauben es uns
im Prinzip, ein lineares Differentialgleichungssystem beliebiger Ordnung explizit
zu 16sen (indem wir es zunéchst in ein Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung verwandeln, anschliessend die Eigenwert-Zerlegung, dh die Jordan’sche
Normalform, der Matrix A bestimmen, und schliesslich die Exponentialma-
trix der Jordan’schen Normalform ausrechnen). Bei nichtlinearen Differential-
gleichungen ist es aber nur in den seltensten Fallen moglich, explizite Losungen
hinzuschreiben, und man kann oft bestenfalls hoffen, etwas iiber das qualitative
Verhalten der Losungen aussagen zu konnen. Dies fiihrt hin zur qualitativen
Theorie dynamischer Systeme - einem ganz eigenen und spannenden Gebiet
der mathematischen Forschung.

Ein géanzlich anderes Thema, das hier kurz angeschnitten wurde, ist das der
Banachraume und der linearen Operatoren. Diese Begriffe stehen am Anfang
der Funktionalanalysis, ein wichtiges Gebiet der Mathematik, das erst im 5.
Semester vertieft wird, und in weiten Teilen sowohl der Mathematik (Partielle
Differentialgleichungen bis hin zur Topologie und Geometrie) als auch der Physik
(zum Beispiel Quantenmechanik) eine zentrale Rolle spielt.

Schliesslich haben wir hier einen kurzen Einblick in die Banachalgebren erhalten,
die im Schnittpunkt zwischen Analysis, Topologie und Algebra stehen, und auch
ein ganz eigenes Gebiet der mathematischen Forschung sind.
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A Komposition von Potenzreihen

Gegeben seien zwei Folgen (ax)r>1 und (be)e>o reeller Zahlen Wir betrachten
die Potenzreihen

f@) =Y aa®,  gly)=> by
k=1 (=1

und nehmen an, dafl ihre Konvergenzradien positiv sind:

1 1
>0, Pg = >0
1/k ! limsup,_, ., |b4|1/€

pri= -
lim sup,,_, o |ak|

Fir £ =0,1,2,3... definieren wir
1 e
C 1= Zbg Z Lt Hai .
>0 22117:11::1 K i

Die zweite Summe ist zu verstehen iiber alle endlichen Folgen (mq,ma, ms,...)
nichtnegativer ganzer Zahlen so dafl . im; = k und >, m; = £ ist. Da jedes
m; kleiner oder gleich k£ ist und jedes m; mit ¢ > k verschwindet, ist diese
Summe endlich und verschwindet fiir alle bis auf endlich viele ¢. Damit ist ¢y
wohldefiniert. Der néchste Satz zeigt, daf§ die Potenzreihe

h(z) == Z cpak
k=0

einen positiven Konvergenzradius hat und in einer hinreichend kleinen Umge-
bung des Ursprungs mit der Komposition g o f {ibereinstimmt.

Satz 8. Sei p eine reelle Zahl so dafs
0<p<pr Y lalp* < py
k=1

Dann gilt
1

Ph =

= >p
lim supy,_ . |ex| "/

und, fir jede reelle Zahl x,

2| < p = |f(@)| < pg,  g(f(x)) = h().
Proof. Fir jedes Paar ganzer Zahlen k, N > 0 definieren wir
N 0
— : my mz2 . MN
DI gl mal ot G2 AN
(=0 mit-+mpy=£

27]:\[:1 im;=k

Dann gilt ¢, v = ¢ fir £k < N und ¢y = 0 fiir £ > NZ2. Insbesondere ist
hn(x) =3 150 ck.n¥ ein Polynom.
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Definieren wir

N N
= Z akzka gN(y) = Zblyéa
k=1 (=0

so erhalten wir, fiir jede reelle Zahl z,

hN(JS) = Z CkyN:L'k

k>0

N nl
_ 2 § bé § : a71n1 a72n2 . a"]([lN ZL'k
myl---mpy!

E>0 6=0  mit-tmy=t
zé\]:1 im;=k

|
D ST S B A
mal---mpy!
N V4
= Zbg (a1z+a2z2+~~~+aN:cN)
£=0
= gn(fn(2)).

Sei nun r > 0 so gewdhlt da8 Y7, |ax| p* < r < p, und sei z € [—p, p].
Dann konvergiert fy(z) gegen f(z) € (—r,7). Da gy auf dem Intervall [—r, 7]
gleichméfig gegen g konvergiert, folgern wir dal gn (fn(x)) gegen g(f(z)) kon-
vergiert. Damit haben wir gezeigt, daf3

Jm hy(z) = g(f(2)) Vo e[-p o] (13)

Ersetzen wir die Koeffizienten a; und bg durch ihre Betréage, so erhalten wir

ekl <= lbe > H ,H|

>0 Ximi=t
> im;=k
N p
lek,N| < Gk N = Z |be] Z e jal™ a2 fan |
n=0 my4etmy=£ mi: mpy-

N : L
SN imi=k

Da Ck,N < Ck fiir alle k, N sowie Ck,N = Ck fir £ < N und Ck,N = 0 fur k > NQ,
folgt

N<VN = > awnp <ch <> awnpt
k>0 k>0

Hier konvergieren die beiden duBeren Terme gegen >, < [be| (3,5, |ak| p*)* fiir
N, N’ — oo, nach dem gleichen Argument wie oben. Also konvergiert die Dif-
ferenz ),y Ck, ~np* der letzten beiden Terme gegen Null, und fiir |z| < p gilt

E CkN:C

k>N

N

hn(z) — Z cpx®

k=0

<> anpt M=%, (14)
k>N
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Es folgt aus (13) und (14), daf§
N
chxk = ]\}Erleckxk = A}Enoo hn(z) = g(f(x))
k>0 k=0

fiir jedes x € R mit |z| < p. Insbesondere gilt p, > p, da andernfalls die
Reihe 37, -, cxz fiir |z| = p divergieren wiirde. Da wir p ein wenig vergrossern
koénnen, ohne die Voraussetzungen des Satzes zu verletzen, gilt sogar pp > p
und damit ist der Satz bewiesen. O
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