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I Introduction

Le cours se situe à la rencontre de deux domaines des mathémati-
ques : le calcul des variations et la théorie de l’invariance con-

forme.

L’invariance conforme est une propriété jouant un rôle im-
portant dans de nombreux domaines de la physique (théorie

conforme des champs, théorie de la renormalisation, théorie de
la turbulence, relativité générale....etc) et naturellement de la

géométrie (théorie des surfaces de riemann, invariants conformes
de la géométrie riemannienne : tenseur de Weyl, Q−courbure,
champs de Yang-Mills...). Nous nous proposons d’étudier dans

ce cours certains rôles joués par l’invariance conforme en analyse
et plus précisément dans l’étude des non-linéarités des équations

aux dérivées partielles issues de problèmes variationnels invari-
ants conformes (applications harmoniques, surfaces minimales

et à courbure moyenne prescrite, équation de Yang-Mills...etc).

Une transformation est conforme lorsqu’elle préserve infinité-
simalement les angles et donc quand sa différentielle en tout

point est une similitude. En dimension 2, contrairement aux di-
mensions plus grandes, le groupe des transformations conformes

est particulièrement important, de dimension infinie, et corre-
spond aux applications holomorphes . Il est donc plus riche

dans cette dimension à laquelle nous allons nous restreindre
dans ce mini-cours bien que de nombreux arguments que nous
présenterons ont des correspondants naturels en dimension plus

grande.

La rencontre entre le calcul des variations et l’invariance con-

forme s’est effectuée au début du XXème siècle en particulier
dans la résolution du problème de Plateau - en fait posé par
Lagrange déja en 1760 - apportée par J.Douglas et T.Radó - qui

valut en particulier la médaille Fields à Jesse Douglas en 1936.
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Problème de Plateau.Étant donnée une courbe régulière,

fermée et connexe Γ dans R3 peut-on trouver une immersion du
disque D2 dont le bord ∂D2 est envoyé homeomorphiquement sur

Γ par u et pour laquelle u(D2) a une aire minimale?

Une des idées importante de Douglas et Radó fût de min-
imiser l’énergie de l’application u

E(u) =
1

2

∫

D2

|∂xu|
2 + |∂yu|

2 dx ∧ dy ,

qui à de bonne propriétés de coercivité et de semicontinuité

inférieure pour la topologie faible de l’espace de SobolevW 1,2(D2,R3),
plutôt que de minimiser l’aire elle même

A(u) =

∫

D2

|∂xu× ∂yu| dx ∧ dy .

Cela est rendu possible grace à l’inégalité suivante, valable pour

tout u dans W 1,2(D2,R3),

A(u) ≤ E(u) ,

avec égalité si et seulement si u est faiblement conforme :

|∂xu| = |∂yu| et ∂xu · ∂yu = 0 p.p. .

Un avantage certain de E par rapport à A est que A est invariant

par l’action d’un groupe de dimension infini : celui des diffeo-
morphimes positifs quelconque du domaine D2 dans lui même,1

alors que l’energie E en revanche n’est pas invariante par un

1En effet, pour deux paramétrisations positives de D2 différentes (x, y) et (x′, y′), on
a, pour toute paire de fonctions f et g sur D2

df ∧ dg = ∂xf∂yg − ∂yf∂xg dx ∧ dy = ∂x′f∂y′g − ∂y′f∂x′g dx′ ∧ dy′

et donc dx ∧ dy et dx′ ∧ dy′ ayant le même signe on obtient

|∂xf∂yg − ∂yf∂xg| dx ∧ dy = |∂x′f∂y′g − ∂y′f∂x′g| dx′ ∧ dy′

ce qui implique l’invariance de A par la composition avec les difféomorphismes positifs.
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groupe aussi grand mais seulement par le groupe de Möbius des
transformations conformes de degré 1 du disque dans lui même

qui est de dimension finie.2

L’idée est finallement assez proche de celle de minimiser, en

paramétrisation normale |γ̇| = 1,  l’energie d’une courbe
∫

[0,1] |γ̇|
2 dt

plutôt que le lagrangien de la longueur
∫

[0,1] |γ̇| dt invariant par
le groupe ”trop gros” des difféomorphismes positifs du segment

[0, 1].
Si donc un minimum de l’aire A existe et est réalisé par une

immersion conforme du disque - ce qui semble a-priori raisonable

car tous les disques (D2, g) sont conformément équivalents au
disque plat D2 - il sera certainement obtenu en minimisant E

dont les points critiques sont les applications harmoniques u
dans R3 : satisfaisant

∆u = 0 dans D′(D2) . (I.1)

La mise en oeuvre est cependant compliquée par la donnée

au bord qui est une forme de donnée de Dirichlet ”libre” le long
de la courbe Γ et la non-compacité du groupe de Möbius qu’il

2L’invariance de E par le groupe conforme se voit aisemment en particulier en passant
par la variable complexe z = x+ iy. On note

∂z :=
1

2
(∂x − i∂y)

et

∂z :=
1

2
(∂x + i∂y)

de façon à ce que du = ∂zu dz + ∂zu dz et que donc

E(u) =
i

2

∫

D2

|∂zu|
2 + |∂zu|

2 dz ∧ dz .

Si donc on compose u par une transformation conforme, donc holomorphe, z = f(w), on
a pour ũ(w) = u(z)

|∂wũ|
2 = |f ′(w)|2 |∂zu|

2 ◦ f et |∂wũ|
2 = |f ′(w)|2 |∂zu|

2 ◦ f .

Par ailleurs dz∧dz = |f ′(w)|2 dw∧dw. En combinant ces identités précédentes on obtient
l’invariance conforme recherchée E(u) = E(ũ).
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faut ”casser” par la méthode dite des 3 points. Finallement on
a le résultat suivant.

Theorem I.1 [Douglas-Radó-Courant] Étant donnée une courbe
Γ régulière fermée connexe de R3, il existe un minimum continu

u de E dans l’espace des applications W 1,2(D2,R3) envoyant le
bord ∂D2 dans Γ de façon monotone et telle que u satisfait






∆u = 0 dans D2

|∂xu|
2 − |∂yu|

2 − 2i ∂xu · ∂yu = 0 dans D2 .
(I.2)

�

La conséquence de la condition double (I.2) - harmonique et
conforme - est que u(D2) réalise une surface minimale3 dont il

sera démontré plus tard par R.Osserman qu’elle ne possède pas
de point de branchement à l’intérieur et pas non plus au bord
comme le prouvera bien plus tard S.Hildebrandt.

La résolution du problème de Plateau par Douglas et Radó
est un exemple d’utilisation du lagrangien invariant conforme

E pour aborder une question ”extérieure”, celle de minimiser
l’aire d’un disque à bord fixé. L’analyse de ce problème a été
facilité par la très grande simplicité de l’équation (I.1) satisfaite

par les point critiques de E : l’équation de Laplace. Les princi-
pales questions d’analyse concernant cette équation (régularité,

compacité, unicité...etc) sont plus ou moins toute résolues par

3On rappelle le résultat de géométrie différentiel des surfaces suivant : Soit u une
paramétrisation positive conforme d’un disque orienté dans R3 alors, le vecteur courbure
moyenne ~H , paralléle au vecteur unité normal ~n, est donné par

~H = H ~n = 2−1 e−2λ ∆u ,

où eλ = |∂xu| = |∂yu| et H est la courbure moyenne H = (κ1 + κ2)/2. En d’autres termes
on a

∆u = 2H ∂xu× ∂yu . (I.3)
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l’application directe du principe du maximum. L’objet de ce
mini-cours est de considérer ces mêmes questions d’analyse (en

particulier celles liées à la régularité) pour les points critiques
des lagrangiens quadratiques invariants conformes en général,

satisfaisant des propriétés de coercivité. Comme nous le ver-
rons le principe du maximum ne s’applique plus et il faut alors
trouver un substitut à cet outil puissant. L’invariance con-

forme va se traduire par un type particulier de non-linéarité
dans les équations qu’elle engendre. Nous verrons comment

la structure spécifique de ces non-linéarités permet de réécrire
les équations d’Euler des lagrangiens invariants conformes sous

forme de lois de conservations. Ces nouvelles formulations com-
binées a la théorie de l’intégrabilité par compensation, dont nous

allons rappeller certains résultats fondamentaux, sont la clé pour
la compréhension de l’analyse de ces problèmes specifiques mais
aussi de bien d’autres de l’analyse en géométrie comme les sur-

faces de Willmore, les applications poly- et α−harmoniques, les
champs de Yang-Mills, les équations d’Hermitte-Einstein, les

Wave maps...etc.
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II Les lagrangiens invariants conformes quadra-

tiques et coercifs en dimension 2.

On étudie les lagrangiens de la forme

L(u) =

∫

D2

l(u,∇u) dx dy , (II.4)

où l’integrand l est une fonction des variables z ∈ R
m et p ∈ R

2⊗
Rm satisfaisant la condition de dépendance ”presque quadra-

tique” en p et de coercivité suivante

C−1 |p|2 ≤ l(z, p) ≤ C |p|2 , (II.5)

Enfin nous faisons l’hypothèse d’invariance conforme : pour

toute transformation conforme f de degré 1 positive et toute
application u ∈ W 1,2(D2,Rm)

L(u ◦ f) =

∫

f−1(D2)

l(u ◦ f,∇(u ◦ f)) dx′ dy′

=

∫

D2

l(u,∇u) dx dy = L(u) .

(II.6)

Exemple 1. Nous l’avons vu dans l’introduction, il s’agit de

l’énergie de Dirichlet des applications à valeur dans R
m

E(u) =

∫

D2

|∇u|2 dx dy ,

dont les points critiques satisfont l’équation de Laplace (I.1)
qui, sous l’hypothèse suplémentaire de conformité, s’interprète

géométriquement comme l’équation des surfaces minimales. Les
questions de régularités ainsi que de compacité relative à cette

équation sont résolues par application du principe du maximum.

Exemple 2. Nous nous donnons une métrique arbitraire dans

R
m : (gij)i,j∈Nm

∈ C1(Rm,S+
m), où S+

m désigne le sous-ensemble
de Mm(R) constitué des matrices m × m symétriques définies
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positives. Nous faisons l’hpothèse de majoration et de coercivité
uniforme suivante

∃C > 0 t. q. C−1δij ≤ gij ≤ Cδij sur R
m.

On suppose enfin que

‖∇g‖L∞(Rm) < +∞

Sous ces hypothèses le deuxième exemple de lagrangien quadra-
tique coercif invariant conforme, et qui généralise le premier est

Eg(u) =
1

2

∫

D2

〈∇u,∇u〉g dx dy

=
1

2

∫

D2

m
∑

i,j=1

gij(u)∇ui · ∇uj dx dy .

La vérification queEg est bien invariant conforme peut s’effectuer

comme pour l’énergie de Dirichlet E au moyen de la variable
complexe z = x + iy et ne présente pas de difficulté nouvelle.

Les points critiques faibles de Eg sont les applications u ∈
W 1,2(D2,Rm) satisfaisant :

∀ξ ∈ C∞
0 (D2,Rm)

d

dt
Eg(u+ tξ)|t=0

= 0 .

Un calcul élémentaire permet d’établir que u est un point cri-
tique faible pour Eg si et seulement si u satisfait au sens des
ditributions léquation d’Euler suivante

∀i = 1 · · ·m ∆ui +
m
∑

k,l=1

Γikl(u)∇uk · ∇ul = 0 . (II.7)

où Γikl sont les symboles de Christoffel de la métrique g dont
l’expression explicite en fonction de gij est donné par

Γikl(z) =
1

2

m
∑

s=1

gis (∂zl
gkm + ∂zk

glm − ∂zm
gkl) .
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(gij) est la matrice inverse de (gij).
L’équation (II.7) s’appelle équation des applications harmoniques4

à valeur dans (Rm, g).
Comme dans le cas plat, si on suppose en plus que u est

conforme (II.7) est équivalent au fait que u(D2) est une surface
minimale dans (Rm, g).

On note Γi(∇u,∇u) :=
∑m

k,l=1 Γikl∇u
k · ∇ul et l’équation des

applications harmoniques s’ecrit alors

∆u+ Γ(∇u,∇u) = 0 . (II.8)

Les questions d’analyse que l’on pose par rapport à cette équations
sont les suivantes

i) Passage à la limite faible : Soit un une suite de solution
des applications harmoniques d’énergie Eg uniformément

bornée, est ce que l’on peut extraire une sous suite qui con-
verge faiblement dansW 1,2 vers une application harmonique

?

ii) Convergence des suites de Palais-Smale : Soit une
suite d’applications un dans W 1,2(D2,Rm) d’énergie uni-

formément bornée satisfaisant

∆un + Γ(∇un,∇un) = δn → 0 fortement dans H−1 .

Existe-t-il une sous-suite de un qui converge faiblement vers

une application harmonique ?

iii) Régularité des solutions faibles. : Soit u une appli-
cation de W 1,2(D2,Rm) satisfaisant l’équation des applica-
tions harmoniques, (II.7), au sens des distributions. Est-ce

que u est régulière ? (C0 ?, C∞ ?, analytique ?)
4L’équation (II.7) peut être interprétée comme l’équivalent bi-dimensionnel de

l’équation des géodésique en paramétrisation normale :

d2xi

dt2
+

m
∑

k,l=1

Γi
kl

dxk

dt

dxl

dt
= 0 .
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L’éventuelle résolution de la question iii) est fortement reliée
aux 2 précédentes et donc nous allons essentiellement regarder

des questions de régularité dans ce mini-cours.

Avant d’étudier d’autres exemples de Lagrangiens invariants
conformes nous nous attardons un peu à étudier la difficulté

de la question de la régularité des applications harmoniques en
dimension 2 iii).

L’équation des applications harmonique (II.8) appartient à
la famille des systèmes elliptiques à croissance quadratique, dits
aussi à croissance naturelle, de la forme

∆u = f(u,∇u) , (II.9)

où f(z, p) est une fonction quelconque continue pour laquelle il
existe C0 > 0 et C1 > 0 satisfaisant

∀z ∈ R
m ∀p ∈ R

2 ⊗ R
m f(z, p) ≤ C1|p|

2 + C0 . (II.10)

Ces équations sont critiques en dimension 2 pour l’espace de

Sobolev W 1,2 : en effet

u ∈ W 1,2 ⇒ Γ(∇u,∇u) ∈ L1 ⇒ ∇u ∈ Lploc(D
2) ∀p < 2 .

C’est à dire que du point de vue de la régularité l’insertion de
l’hypothèse ∇u ∈ L2 dans la non-linéarité de l’équation celle

ci nous ”rend” une information ∇u ∈ Lploc(D
2) ∀p < 2 ou

même ∇u ∈ L2,∞
loc - définition en note5- ”presque” identique à

l’information initiale dont nous sommes partis. Si l’information

de départ avait été identique à l’information d’arrivée le problème

5L’espace L2,∞(ω) est l’espace fai.ble-L2 de Marcinkievicz des applications f
mesurables satisfaisant

sup
λ>0

λ2 |{p ∈ ω ; |f(p)| > λ}| < +∞ , (II.11)

où | · | est la mesure de Lebesgue. L2,∞ est une espace ”un peu plus grand” que L2 qui a
cependnt les mêmes propriétés d’échelle que L2.
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serait ”bootstrapable” et les questions i), ii) et iii) seraient en
très bonne voie d’être résolues. La difficulté est donc dans cette

”très légère” perte d’information L2 → L2,∞.
Il existe des exemples simples d’équations à coissance quadra-

tique en dimension 2 pour lesquelles les réponses aux questions
i), ii) et iii) sont toutes 3 négatives.

Par exemple l’équation suivante6

∆u+ |∇u|2 = 0 (II.12)

est à croissance quadratique et admet une solution W 1,2(D2) qui
n’est pas bornée dans L∞ et donc pas continue

u(x, y) := log log
2

√

x2 + y2
.

On a donc répondu par la négative à la question de la régularité.
Il ’est pas compliqué non plus de construire des contre-exemples
à la question de la limite faible i) - et donc à fortiori ii) - pour

l’équation (II.12) une fois que l’on observe l’identité générale
suivante valable pour les applications C2

∆eu = eu
[

∆u+ |∇u|2
]

. (II.13)

On vérifie aisement que le logarithme d’une solution positive de

∆v = −2π
∑

i

λi δai

, où λi > 0 et δai
sont des masses de Dirac isolées, est une

solution W 1,2 de (II.12). 7

6Cette équation est invariante conforme, il a été démontré par J. Frehse qu’elle est
même variationnelle mais issue d’un Lagrangien non invariant conforme :

L(u) =

∫

D2

(

1 +
1

1 + e12 u (log 1/|(x, y)|)−12

)

|∇u|2(x, y) dx dy ,

voir [Fre].
7En effet, daprès (II.13) u = log(v) satisfait ∆u + |∇u|2 = 0 en dehors des points ai.
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On choisit alors une fonction f régulière positive non nulle
d’intégrale égale à 1, supportée dans la boule de rayon 1/4 et de

centre 0. Il existe une suite de mesures atomiques à poids, λni ,
positifs

fn =

n
∑

i=1

λni δan
i

telle que
∑n

i=1 λ
n
i = 1, convergeant au sens des mesures de

Radon vers f . Soit donc

un(x, y) := log

[

n
∑

i=1

λni log
2

|(x, y) − ani |

]

On a sur D2

vn =

n
∑

i=1

λni log
2

|(x, y) − ani |
>

n
∑

i=1

λni log
8

5
= log

8

5
. (II.14)

Par ailleurs
∫

D2

|∇un|
2 = −

∫

D2

∆un = −

∫

∂D2

∂un
∂r

≤

∫

∂D2

|∇vn|

|vn|
≤

1

log 8
5

∫

∂D2

|∇vn| ≤ C

où C est indépendant de n. un réalise donc une suite de solu-

tion de (II.12) de norme W 1,2 uniformément bornée. Comme

Au voisinage d’un point ai, ∇u a le comportement assymptotique suivant

|∇u| =
|∇v|

|v|
≃

1

|(x, y) − ai| log |(x, y) − ai|
∈ L2 .

Donc |∇u|2 ∈ L1. ∆u + |∇u|2 est une distribution dans H−1 + L1 portée par les points
isolés ai. Elle est donc une combinaison lin’eaire de masses de Dirac portés par les ai :

∆u+ |∇u|2 =
∑

i

µi δai
.

∆u est donc la somme d’une fonction L1 et des masses de Dirac. Comme ∆u est dans
H−1 les coeeficients µi doivent être nuls et donc u est une solution de(II.12).
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fn converge au sens des mesures de Radon vers f , vn converge
fortement dans W 1,p pour tout p < 2 vers

v := log
2

r
∗ f .

La minoration uniforme (II.14) et la convergence forte précédente
implique que un = log vn converge fortement dans W 1,p pour

tout p < 2 vers

u := log

[

log
2

r
∗ f

]

Les hypothèses sur f implique que ∆(eu) = −2π f 6= 0, comme

f est une fonction régulière eu l’est aussi et donc, daprès (II.13),
u ne satisfait pas (II.12).

On a donc construit une suite de solutions de (II.12) qui
converge faiblement dans W 1,2 vers une application qui n’est
plus solution de (II.12).

Exemple 3. Dans cet exemple on se donne cette fois-ci une
application (ωij)i,j∈Nm

dans C1(Rm, so(m)) où so(m) désigne

l’espace des matrices carrées m × m antisymétriques. On fait
par ailleurs l’hypothèse de majoration uniforme suivante

‖∇ω‖L∞(D2) < +∞ .

On introduit le Lagrangien Eω définit pour toute application

u ∈ W 1,2(D2,Rm)

Eω(u) =
1

2

∫

D2

|∇u|2 +

m
∑

i,j=1

ωij(u)∂xu
i∂yu

j − ∂yu
i∂xu

j dx dy

(II.15)

L’invariance conforme de ce lagrangien vient du fait qu’à l’energie
E on a ajouté l’intégrale sur D2 du tiré en arrière de ω =
ωij dz

i ∧ dzj par u qui est invariant par composition de u avec

des difféomorphismes de D2 positifs quelconque.
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L’équation d’Euler Lagrange de (II.15) pour les variations de
la forme u + tξ - où ξ est une fonction arbitraire C∞ à support

compact dans D2 - s’écrit : pour tout i = 1 · · ·m

∆ui − 2
m
∑

k,l=1

H i
kl(u) ∇⊥uk · ∇ul = 0 (II.16)

où ∇⊥ul = (−∂yu
k, ∂xu

k) 8 et H i
kl est antisymétrique en k et l

et est donné par la formule suivante. On introduit la 2-forme H

sur R
m à valeur dans R

m

H i(z) :=
m
∑

k,l=1

H i
kl(z) dz

k ∧ dzl .

La 2-forme à valeur vectorielle H intervenant dans l’équation
d’Euler (II.16) est l’unique solution de

∀z ∈ R
m ∀U, V,W ∈ R

m

dωz(U, V,W ) = 4U ·H(V,W )

= 4
m
∑

i=1

U iH i(V,W ) .

En dimension 3 par exemple dω est une 3-forme qui s’identifie à
une fonction sur Rm : il existe H telle que dω = 4H dz1 ∧ dz2 ∧

dz3. Avec cette notation l’équation d’Euler s’écrit alors : pour
tout i = 1 · · ·m

∆ui = 2H(u) ∂xu
i+1∂yu

i−1 − ∂xu
i−1∂yu

i+1 . (II.17)

où on utilise l’indexation dans Z3. (II.17) sécrit aussi

∆u = 2H(u) ∂xu× ∂yu .

8Avec cette notation ∇⊥uk · ∇ul désigne le jacobien suivant

∇⊥uk · ∇ul = ∂xu
k∂yu

l − ∂yu
k∂xu

l .
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On reconnait l’équation (I.3) des surfaces à courbure moyenne
prescrite H.

De façon tout à fait générale, l’équation (II.16) admet l’interpré-
tation géométrique suivante. Soit u une solution conforme de

(II.16) alors u(D2) est une surface dont le vecteur courbure
moyenne au point u(x, y) est donné par

e−2λ u∗H =



e−2λ
m
∑

k,l=1

H i
kl(u) ∇⊥uk · ∇ul





i=1·m

, (II.18)

où eλ est le facteur conforme eλ = |∂xu| = |∂yu|.

L’equation (II.16) réalise aussi, comme dans l’exemple 2, un
système elliptique à croissance quadratique qui est donc lui aussi

critique en dimension 2 pour la norme W 1,2. Les difficultés
d’analyse posées par ce système elliptique non-linéaire sont donc

a priori de même nature que celles posées par l’équation des ap-
plications harmoniques.

Exemple 4.

Finallement on peut mélanger les deux variantes précédentes
et introduire, pour le choix d’une métrique g C1 sur Rm et dúne

2-forme ω aussi C1 sur R
m et toutes deux de norme Lipschitz

uniformément bornées sur Rm,

Eω
g (u) =

1

2

∫

D2

〈∇u,∇u〉g dx dy + u∗ω .

Il s’agit à nouveau d’un Lagrangien invariant conforme, coercif
et à croissance quadratique. Les points critiques de ce lagrangien

satisfont l’équation d’Euler suivante : pour tout i = 1 · · ·m

∆ui +
m
∑

k,l=1

Γikl(u)∇uk · ∇ul − 2
m
∑

k,l=1

H i
kl(u)∇⊥uk · ∇ul = 0 .

(II.19)
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A nouveau le système elliptique précédent admet une interprétation
géométrique qui généralise toutes les précédentes. Si u satisfait

(II.19) et est conforme, u(D2) est une surface de (Rm, g) dont le
vecteur courbure moyenne est donné aussi par (II.18).

L’equation (II.19) réalise elle aussi, comme dans les exemples
précédents, un système elliptique à croissance quadratique qui
est donc lui aussi critique en dimension 2 pour la norme W 1,2.

Il se trouve que Eω
g couvre toutes les possibilités de Lagrang-

iens invariants conformes coercifs et quadratiques. Le résultat
correspondant a été démontré par M.Grüter.

Theorem II.2 [Gr] Soit l(z, p) une fonction de R
m × R

2 ⊗ R
m

dans R. On suppose que l est C1 par rapport à la première vari-

able et C2 par rapport à la deuxième. On suppose par ailleurs
que l satisfait l’hypothèse de coercivité et de croissance quadra-

tique suivante :

∃C > 0 t.q. ∀z ∈ R
m ∀p ∈ R

2 ⊗ R
m

C−1|p|2 ≤ l(X, p) ≤ C|p|2 .
(II.20)

Soit L le lagrangien, d’intégrant l et défini pour les applications
u W 1,2 de D2 dans Rm :

L(u) =

∫

D2

l(u,∇u)(x, y) dx dy . (II.21)

On suppose enfin que L est invariant conforme : pour toute
application conforme φ positive de degré 1 on a

L(u ◦ φ) =

∫

φ−1(D2)

l(u ◦ φ,∇(u ◦ φ))(x, y) dx dy = L(u) .

(II.22)

Alors il existe une metrique g C1 sur R
m et une 2-forme ω C1

de Rm telles que
L = Eω

g . (II.23)
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Applications à valeur dans une sous-variété de R
m.

Jusqu’à présent nous nous sommes restreints à des applica-

tions de D2 dans une variété ne possédant qu’une seule carte :
(Rn, g). Plus générallement il est possible de considérer l’espace

de Sobolev W 1,2 de D2 dans une variété riemannienne (Nn, g)
quelconque orientée de dimension n et supposée de régularité
C2. Lorsqu’elle est compacte et sans bord (ce que nous sup-

posons à partir de maintenant pour simplifier la présentation),
grace au théorème de Nash, cette variété peut être plongée

isométriquement dans un espace euclidien R
m. L’espaceW 1,2(D2, Nn)

est alors défini par

W 1,2(D2, Nn) :=
{

u ∈ W 1,2(D2,Rm) ; u(p) ∈ Nn p.p. p ∈ D2
}

Etant donnée une 2-forme ω C1 sur Nn, on peut considérer

pour les u dans W 1,2(D2, Nn) le lagrangien

Eω(u) =
1

2

∫

D2

|∇u|2 dx dy + u∗ω . (II.24)

Les points critiques de Eω dans W 1,2(D2, Nn) sont définis de la

façon suivante :
Soit πN la projection orthogonale sur Nn qui à chaque point

d’un voisinage de N (choisit suffisament proche de Nn) associe

le point de Nn le plus proche. πN est une application régulière
dans un voisinage suffisament proche de Nn.

On dit alors que u dans W 1,2(D2, Nn) est un point critique
de Eω si pour toute application ξ dans C∞

0 (D2,Rm) on a

d

dt
Eω(πN(u+ tξ))t=0 = 0 . (II.25)

La condition (II.25) est satisfaite pour tout ξ dans C∞
0 (D2,Rm)

si et seulement si u est solution de l’équation d’Euler Lagrange

∆u+ A(u)(∇u,∇u) = H(u)(∇⊥u,∇u) (II.26)
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où nous utilisons les notations suivantes : A(z) est la deuxième
forme fondamentale au point z de Nn du plongement de Nn

dans R
m qui a une paire de vecteur de TzN

n associe un vecteur
perpendiculaire à TzN

n. A(u)(∇u,∇u) au point (x, y) de D2

est précisement le vecteur de R
m donné par

A(u)(∇u,∇u) := A(u)(∂xu, ∂xu) + A(u)(∂yu, ∂yu) .

H(u)(∇⊥u,∇u) au point (x, y) de D2 est donc le vecteur suivant
de Rm :

H(u)(∇⊥u,∇u) := H(u)(∂xu, ∂yu) −H(u)(∂yu, ∂xu)

= 2H(u)(∂xu, ∂yu) ,

où H(z) est la 2-forme alternée de TzN
n à valeurs dans TzN

n

donnée par

∀ U, V,W ∈ TzN
n dω(U, V,W ) := U ·H(z)(V,W ) .

Dans le cas particulier où ω = 0 l’équation se réduit à

∆u+ A(u)(∇u,∇u) = 0 , (II.27)

Cette équation est appelée équation des applications harmoniques
à valeur dans Nn.

Nous démontrons (II.26) dans le cas de la codimension 1.

Soit ν le vecteur unité normal. On étend naturellement ω sur
un ”petit” voisinage de Nn en prenant son tiré en arrière par

la projection πN : π∗Nω. Infinitésimalement, au premier ordre,
considérer les variations pour Eω de la forme πN(u + tξ) con-

siste à regarder des variations de la forme u + t dπN(u)ξ ce qui
revient ausi à considérer les variations de la forme u + tv où

v ∈ W 1,2(D2,Rm)∩L∞ satisfait v ·ν(u) = 0 presque partout. En
suivant le résultat de l’exemple 3 précédent, u est point critique

18



de Eω pour les variations précédentes si pour tout v satisfaisant
v · ν(u) = 0 p.p.

∫

D2

m
∑

i=1



∆ui − 2
m
∑

k,l=1

H i
kl(u) ∇⊥uk · ∇ul



 vi dx dy = 0

où H est la 2-forme dans R
m à valeurs vectorielles donnée pour

tout z sur Nn par

∀ U, V,W ∈ R
m dπ∗Nω(U, V,W ) := U ·H(z)(V,W ) .

on a donc au sens des distributions
[

∆u−H(u)(∇⊥u,∇u)
]

∧ ν(u) = 0 , (II.28)

où on se souvient que ν ◦ u ∈ L∞ ∩W 1,2(D2,Rm) ce qui fait que

l’identité précédente a bien un sens dans D′(D2).
On observe que si un des vecteurs U , V ou W est normal

à Nn - c.a.d. parallèlle à ν - dπ∗Nω(U, V,W ) = 0 et donc en

particulier pour tout V et W dans R
m

ν(z) ·H(z)(V,W ) = 0 .

Donc
[

∆u−H(u)(∇⊥u,∇u)
]

· ν(u) = ∆u · ν(u)

= div(∇u · ν(u)) −∇u · ∇(ν(u)) = −∇u · ∇(ν(u))
(II.29)

où on a utilisé que ∇u · ν(u) = 0 presque partout car ∇u est
tangent à Nn.

En combinant (II.28) et (II.29) on obtient que u satisfait au

sens des distributions l’équation suivante

∆u−H(u)(∇⊥u,∇u) = −ν(u) ∇(ν(u)) · ∇u . (II.30)

La seconde forme fondamentale agissant sur deux vecteurs U et

V de TzN
n en codimension 1 est donnée par

A(z)(U, V ) = ν(z) < dνzU, V > , (II.31)

et donc (II.30) est bien l’expression (II.26) annoncée.
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Nous terminons cette section par l’énnoncé de la conjecture
d’Hildebrandt formulée vers la fin des années 70.

Conjecture 1 [Hil] [Hil2] Les points critiques d’énergie finie
des lagrangiens invariants conformes continuement différentiables,

coercifs et quadratiques sont Hölder continus.

C’est à la démonstration de cette conjecture que nous con-
sacrons la suite de ce mini-cours sachant que sa résolution est

très liée aux questions de compacité i) et ii) que nous évoquions
plus haut, mais que malheureusement nous n’aurons pas le temps

de traiter ici.
Nous commencerons par présenter dans la section suivante les

première résolutions partielles apportées par H.Wente et F.Hélein
et l’importace jouée dans ces approches par les lois de conser-
vations et l’intégrabilité par compensation.

La dernière section sera consacrée à la théorie des systèmes
elliptiques linéaires à potentiel antisymmétrique et l’application

de cette théorie à la preuve de la conjecture d’Hildebrandt.
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III L’intégrabilité par compensation appliquée

à la régularité des points critiques de cer-

tains lagrangiens invariants conformes.

III.1 L’équation des surfaces à courbure moyenne con-
stante.

Soit H ∈ R On étudie les propriétés d’analyse des solutions dans

W 1,2(D2,R3) de l’équation

∆u− 2H ∂xu× ∂yu = 0 . (III.1)

La structure en jacobien du second membre permet par exemple
de répondre positivement, sans trop de difficultés, à la question

du passage à la limite pour les suites de Palais Smale :
Soit Fn une suite de distributions convergeant vers zero dans

H−1(D2,R3) et un une suite d’applications de norme W 1,2 uni-
formément bornée et satisfaisant l’équation

∆un − 2H ∂xun × ∂yun = Fn → 0 fortement dans H−1(D2) .

On écrit

(∂xun × ∂yun)
i = ∂xu

i+1
n ∂yu

i−1
n − ∂xu

i−1
n ∂yu

i+1
n

= ∂x(u
i+1
n ∂yu

i−1
n ) − ∂y(u

i+1
n ∂xu

i−1
n ) .

(III.2)

La majoration uniforme de la norme W 1,2 des applications un
permet d’extraire une sous-suite un′ qui converge faiblement
dans W 1,2 vers une limite u∞. En utilisant le théorème de

Rellich-Kondrachov on en déduit la compacité fort de un′ dans
L2 en particulier et donc il est possible de passer à la limite dans
les termes quadratiques suivants

ui+1
n ∂yu

i−1
n → ui+1

∞ ∂yu
i−1
∞ dans D′(D2)

et
ui+1
n ∂xu

i−1
n → ui+1

∞ ∂xu
i−1
∞ dans D′(D2)
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En combinant ce fait avec l’ecriture (III.2) des jacobiens, on
obtient que u∞ est solution de l’équation à courbure moyenne

constante (III.1).

La question de la régularité des solutions faibles W 1,2 de
l’équation à courbure moyenne constante (III.2) requiert un peu

plus d’élaboration et en particulier l’introduction d’un résultat
de l’intégrabilité par compensation établi par H. Wente.

Theorem III.1 [We] Soient a et b deux fonctions dansW 1,2(D2)
et soit φ l’unique solution dans W 1,p

0 (D2) - pour tout 1 ≤ p < 2

- de l’équation






−∆φ = ∂xa ∂yb− ∂xb ∂ya dans D2

ϕ = 0 sur ∂D2
(III.3)

alors φ est dans C0 ∩W 1,2(D2) et

‖φ‖L∞(D2) + ‖∇φ‖L2(D2) ≤ C0 ‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(D2) . (III.4)

où C0 est une constante indépendante de a et b.9 �

Démonstration du théorème III.1.

On suppose que a et b sont dans C∞(D2) ce qui permet de
donner un sens à toutes les expressions que l’on manipule sans

avoir d’états d’âme, puis un simple argument de densité permet
de passer à la limite dans l’estimation (III.4) obtenue pour a

et b C∞ et de l’étendre à a et b quelconques dans W 1,2. On
obtiendra par cela la continuité de φ qui sera limite uniforme de

fonctions régulière du fait de l’estimation L∞ dans (III.4).

On observe tout d’abord que, par la combinaison d’une simple
intégration par partie et de Cauchy-Schwartz l’estimation W 1,2

9on démontre en fait que le théorème s’étend à des surfaces riemanniennes orientées
quelconques - avec ou sans bord- avec une constante C0 indépendante de la surface - voir
[Ge] et [To] - ce qui est tout à fait remarquable et peut s’avérer très utile.
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sur φ se déduit de l’estimation L∞. En effet, on a
∫

D2

|∇φ|2 = −

∫

D2

φ∆φ ≤ ‖φ‖∞ ‖∂xa ∂yb− ∂xb ∂ya‖1

≤ 2 ‖φ‖∞‖∇a‖2 ‖∇b‖2 .

étape 1. étant données deux fonctions ã et b̃ dans C∞
0 (C) -

qui est dense dans W 1,2(C), nous démontrons l’estimation cor-

respondante à (III.4) pour

φ̃ :=
1

2π
log

1

r
∗
[

∂xã ∂yb̃− ∂xb̃ ∂yã
]

. (III.5)

Du à l’invariance par translation il suffit de montrer la majora-
tion suivante

|φ̃(0)| ≤ C0 ‖∇ã‖L2(C) ‖∇b̃‖L2(C) . (III.6)

On a

φ̃(0) = −
1

2π

∫

R2

log r ∂xã ∂yb̃− ∂xb̃ ∂yã

= −
1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

log r
∂

∂r

(

ã
∂b̃

∂θ

)

−
∂

∂θ

(

ã
∂b̃

∂r

)

dr dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

ã
∂b̃

∂θ

dr

r
dθ

Comme
∫ 2π

0
∂b̃
∂θ dθ = 0, nous pouvons retirer sur chaque cercle

∂Br(0) une constante à ã que l’on choisit être sa valeur moyenne
ãr sur ∂Br(0). On obtient donc

φ̃(0) =
1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[ã− ãr]
∂b̃

∂θ

dr

r
dθ .

En appliquant succéssivement l’inégalité de Cauchy-Schwartz et
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de Poincaré sur le cercle S1, on obtient

|φ̃(0)| ≤
1

2π

∫ +∞

0

dr

r

(∫ 2π

0

|ã− ãr|
2

)

1

2





∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

∂b̃

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

2




1

2

≤
1

2π

∫ +∞

0

dr

r

(

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∂ã

∂θ

∣

∣

∣

∣

2
) 1

2





∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

∂b̃

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

2




1

2

L’inégalité recherchée (III.6) se déduit donc de l’inégalité précédente
en appliquant à nouveau Cauchy-Schwartz.

De retour sur le disque D2, le théorème d’extension de Whit-

ney donne l’existence de ã et b̃ telles que
∫

C

|∇ã|2 ≤ C1

∫

D2

|∇a|2 , (III.7)

et
∫

C

|∇b̃|2 ≤ C1

∫

D2

|∇b|2 . (III.8)

Soit φ̃ la fonction donnée par (III.5), la différence φ− φ̃ satisfait

l’équation






∆(φ− φ̃) = 0 dans D2

φ− φ̃ = −φ̃ sur ∂D2

L’application du principe du maximum donne alors au vu des

l’inégalités (III.6), (III.7) et (III.8)

‖φ− φ̃‖L∞(D2) ≤ ‖φ̃‖L∞(∂D2) ≤ C‖∇a‖2 ‖∇b‖2 .

Au moyen de l’inégalité triangulaire |‖φ‖∞−‖φ̃‖∞| ≤ ‖φ− φ̃‖∞
et à nouveau de l’inégalité (III.6) on obtient le résultat désiré
sur la majoration L∞ de φ et le théorème III.1 est entièrement

démontré. �
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Démonstration de la régularité des solutions de l’équation
à courbure moyenne constante.

On se propose détablir tout d’abord l’existence d’une con-
stante positive α > 0 telle que

sup
ρ<1/4, p∈B1/2(0)

ρ−α
∫

Bρ(p)

|∇u|2 < +∞ . (III.9)

Ceci implique, par un résultat classique d’analyse fonctionnelle10,
que u ∈ C0,α/2(B1/2(0)) . On en déduit que u est Hölder con-
tinu dans l’intérieur du disque D2. Nous expliquons plus bas

comment passer de la continuité Hölderienne à C∞.
Soit ε0 > 0, il existe un rayon ρ0 > 0 tel que pour tout r < ρ0

et tout p dans B1/2(0)

∫

Br(p)

|∇u|2 < ε0 .

Nous choisirons ε0 suffisament petit plus loin et nous considérons

des rayons r < ρ0. Dans Br(p) nous décomposons u de la
manière suivante : u = φ+ v où







∆φ = H ∂xu× ∂yu dans Br(p)

φ = 0 sur ∂Br(p)

On applique le théorème III.1 à φ et on obtient
∫

Br(p)

|∇φ|2 ≤ C0|H|

∫

Br(p)

|∇u|2
∫

Br(p)

|∇u|2

≤ C0|H| ε0

∫

Br(p)

|∇u|2 .

(III.10)

v = u−φ est harmonique. Nous appliquons à v le lemme suivant.

10Voir par exemple [Gi]
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Lemma III.1 Soit v une fonction harmonique dans D2. Pour
tout point p dans D2 la fonction

ρ −→
1

ρ2

∫

Bρ(p)

|∇v|2

est croissante. �

Preuve du lemme III.1. Nous avons

d

dρ

[

1

ρ2

∫

Bρ(p)

|∇v|2

]

= −
2

ρ3

∫

Bρ(p)

|∇v|2 +
1

ρ2

∫

∂Bρ(p)

|∇v|2 .

(III.11)
Soit v la moyenne de v sur ∂Bρ(p) : v := |∂Bρ(p)|

−1
∫

∂Bρ(p)
v.

On a donc

0 =

∫

Bρ(p)

(v − v) ∆v = −

∫

Bρ(p)

|∇v|2 +

∫

∂Bρ(p)

(v − v)
∂v

∂ρ
.

Ceci implique

1

ρ

∫

Bρ(p)

|∇v|2 ≤

(

1

ρ2

∫

∂Bρ(p)

|v − v|2

) 1

2
(

∫

∂Bρ(p)

∣

∣

∣

∣

∂v

∂ρ

∣

∣

∣

∣

2
) 1

2

.

(III.12)
En Fourier v s’écrit v =

∑

n∈Z
an e

inθ et v − v =
∑

n∈Z∗ an e
inθ.

On a donc

1

2πρ

∫

∂Bρ(p)

|v−v|2 =
∑

n∈Z∗

|an|
2 ≤

∑

n∈Z∗

|n|2|an|
2 ≤

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∂v

∂θ

∣

∣

∣

∣

2

dθ .

En combinant cette dernière identité avec (III.12) on obtient

donc

1

ρ

∫

Bρ(p)

|∇v|2 ≤

(

∫

∂Bρ(p)

∣

∣

∣

∣

1

ρ

∂v

∂θ

∣

∣

∣

∣

2
)1

2
(

∫

∂Bρ(p)

∣

∣

∣

∣

∂v

∂ρ

∣

∣

∣

∣

2
)1

2

.

(III.13)
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En multipliant l’equation de laplace par (x−xp) ∂xv+(y−yp) ∂yv
et en intégrant par partie sur Bρ(p) on obtient l’identité de

Pohozaev :

2

∫

∂Bρ(p)

∣

∣

∣

∣

∂v

∂ρ

∣

∣

∣

∣

2

=

∫

∂Bρ(p)

|∇v|2 . (III.14)

Cette identité combinée à (III.13) donne la positivité du membre
de droite dans (III.11) et le lemme est démontré. �

Suite de la preuve de la régularité. Daprès le lemme

précédent on a
∫

Bρ/2(p)

|∇v|2 ≤
1

4

∫

Bρ(p)

|∇v|2 . (III.15)

Comme ∆v = 0 dans Bρ(p) et φ = 0 sur ∂Bρ(p) on a
∫

Bρ(p)

∇v · ∇φ = 0 .

En combinant cette identité avec l’inégalité (III.15) précédente,
on obtient

∫

Bρ/2(p)

|∇(v + φ)|2 ≤
1

2

∫

Bρ(p)

|∇(v + φ)|2

+3

∫

Bρ(p)

|∇φ|2 .
(III.16)

ce qui, avec (III.10), donne
∫

Bρ/2(p)

|∇u|2 ≤

(

1

2
+ 3 C0 |H| ε0

)
∫

Bρ(p)

|∇u|2 . (III.17)

Ayant fixé à l’avance ε0 suffisament petit tel que 3 C0 |H| ε0 <
1/4 on obtient finallement.

∫

Bρ/2(p)

|∇u|2 ≤
3

4

∫

Bρ(p)

|∇u|2 . (III.18)
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L’itération de cette inégalité donne l’existence d’une constante
α > 0 telle que pour tout p ∈ B1/2(0) et tout r < ρ0

∫

Br(p)

|∇u|2 ≤

(

r

ρ0

)α ∫

D2

|∇u|2

Ce qui implique (III.9). La solution de l’équation à courbure
moyenne constante est donc Hölder continue. On déduit de

(III.9) et de l’equation (III.1) l’estimation

sup
ρ<1/2, p∈B1/2(0)

ρ−α
∫

Bρ(p)

|∆u| < +∞ . (III.19)

Une estimation classique sur les noyaux de Riesz donne que pour

p ∈ B1/4(0), on a

|∇u|(p) ≤ C
1

|x|
∗ χB1/2

|∆u| + C

Où χB1/2
est la fonction caractéristique de la boule B1/2(0). En

combinant cette identité avec les injections de Adams [Ad], on
obtient que u ∈ W 1,q(B1/4(0)) pour tout q satisfaisant 2/leq <
(2−α)/(1−α). En reinjectant cette information dans l’équation

(III.1) on obtient que ∆u ∈ Lr pour un r > 1. L’équation
devient alors sous-critique dans cet espace et un argument de

”bootstrap” classique donne que u ∈ C∞. Ce qui conclue la
preuve de la régularité des solutions faibles de l’équation à cour-

bure moyenne constante.

III.2 L’équation des applications harmoniques à valeur
dans la sphère Sn.

Dans le cas où la variété d’arrivéeNn est de codimension 1(Nn ⊂
Rn+1) l’équation des applications harmoniques (II.27) s’écrit -

c.f. (II.31) -
−∆u = ν(u) ∇(ν(u)) · ∇u . (III.20)
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où u à nouveau désigne le vecteur unité normale à la sous-variété
Nn de Rn+1 de codimension 1. Dans le cas où cette sous-variété

en particulier est la sphère Sn, ν(u) = u et donc l’équation
devient

−∆u = u |∇u|2 . (III.21)

Une autre caractérisation de (III.21) est la suivante :
u ∈W 1,2(D2, Sn) satisfait (III.21) si et seulement si

u ∧ ∆u = 0 dans D′(D2) . (III.22)

En effet pour toute application u à valeur dans Sn on a

0 = ∆
|u|2

2
= div(u∇u) = |∇u|2 + u∆u

ainsi donc ∆u est paralléle à u - satisfait (III.22) - si et seule-

ment si le coefficient de proportionalité est −|∇u|2 ce qui est
équivalent à (III.21). Il est intérressant de noter que (III.22) est
équivalent à

∀i, j = 1 · · ·n+ 1 div(ui∇uj − uj ∇u
i) = 0 . (III.23)

- cette remarque a été faite par J. Shatah [Sha] -. Cette dernière
formulation de l’équation des applications harmoniques à valeur
dans la sphère Sn permet de passer aisément à la limite faible

comme dans les structures en jacobiens de l’équation à courbure
moyenne constante précédente.

La régularité des applications harmoniques à valeur
dans Sn a été trouvée par F.Hélein, [He], et se démontre de la
manière suivante.

Pour toute paire i, j dans {1 · · ·n+ 1} l’équation (III.23) im-
plique que le champs de vecteur ui∇uj−uj ∇ui est un rotationel

et donc qu’il existe Bi
j ∈ W 1,2 tel que

∇⊥Bi
j = ui∇uj − uj ∇u

i .
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L’équation (III.21) s’écrit en coordonnées

−∆ui =
n+1
∑

j=1

ui∇uj · ∇u
j . (III.24)

On fait alors appar̂ıtre les champs ∇⊥Bi
j dans le membre de

droite de la manière suivante : on observe que

n+1
∑

j=1

uj ∇u
i ·∇uj = ∇ui ·∇

(

n+1
∑

j=1

|uj|2/2

)

= ∇ui ·∇|u|2/2 = 0 .

En soustraiant cette expression égale à zero dans le membre de
droite, (III.24) peut alors s’écrire, pour tout i = 1 · · ·n + 1,

−∆ui =
n+1
∑

j=1

∇⊥Bi
j · ∇u

j

=

n+1
∑

j=1

∂xB
i
j ∂yu

j − ∂yB
i
j ∂xu

i .

(III.25)

On reconnâıt alors la forme que nous avons exploité pour démontrer
la régularité des solutions de l’équation des surfaces à courbure

moyenne constante : ”∆u =somme de jacobiens”. On peut alors
suivre pas par pas chaque étape de cette preuve, l’adapter au

cas présent et obtenir ainsi la régularité des applications har-
moniques à valeur dans la sphère Sn.

III.3 La méthode des repères mobiles de F. Hélein

et la régularité des applications harmoniques à
valeurs dans une variété quelconque.

Lorsqque la variété d’arrivée n’est plus une sphère (ou plus
généralement un espace homogène), la structure en jacobien du

second membre disparâıt apparement et les approches précédentes
semblent ne plus pouvoir s’appliquer directement.
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Afin d’étendre le résultat de régularité précédent au cas d’une
variété d’arrivée quelconque, F. Hélein a introduit une méthode

dite méthodes des repères mobiles qui vient compenser l’absence
de symétrie globale de cette variété, apparement à l’origine des

structures en divergence (III.24) de l’équation, et exploiter des
”symétries infinitésimales” en exprimant l’équation des appli-
cations harmoniques dans des repères mobiles privilégiés sur la

variété d’arrivée, adaptés à l’application, dits repères de Coulomb.

Cette méthode, quoiqu’en apparence peut naturelle et un peu

mystèrieuse, s’est avérée très efficace par la suite dans d’autres
problèmes de régularité et de compacité comme par exemple

pour les solutions de l’équations des ondes non linéaires dite
”wave maps” (voir [FMS],[ShS], [Tao1], [Tao2]...etc) et merite
donc que l’on s’y arrète sachant qu’elle pourra être dépassées

par la suite, au moins dans le cadre des questions que nous nous
posons dans ce mini-cours.

Rappelons le théorème de F.Hélein.

Theorem III.2 [He] Soit Nn une sous-variété fermée C2 de
Rm. Soit u une application dansW 1,2(D2, Nn) satisfaisant l’équa-

tion des applications harmoniques (II.27) au sens faible. Alors
u est C1,α pour tout α < 1.

Démonstration du théorème III.2 dans le cas où Nn est
un tore bidimensionnel.

On pésente la démonstration dans un cas particulier, celui

d’une variété d’arrivée bidimensionnelle parallélisable - admet-
tant un champs de repère tangent global - c’est à dire un tore

T 2 plongé de faç on quelconque dans un espace euclidien R
m

quelconque. Le but étant de présenter la méthode des repères

mobiles dans le cadre le plus simple possible, sachant que le
cas général se traite de façon très semblable une fois que l’on

a ”relevé” notre application harmonique u à valeur dans Nn en
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une application, elle aussi harmonique, J ◦ u, mais cette fois ci
à valeur dans un tore(S1)N qui est parallélisable11.

On considère donc une application u dans W 1,2(D2, T 2) -
T 2 ⊂ Rm - satisfaisant au sens faible (II.27). On muni T 2

d’un champs de repère tangent, régulier, orthonormal, positif
et global. : (ε1, ε2).

Soit ẽ := (ẽ1, ẽ2) ∈ W 1,2(D2,Rm × R
m) la composition de ce

repère avec u :

ẽi(x, y) := εi(u(x, y)) .

On cherche à optimiser cette application (̃e) de D2 à valeur dans

les champs de repères tangents à T 2 en minimisant sur toutes
les applications W 1,2 de D2 à valeur dans les rotations du plan
R2 ≃ Tu(x,y)T

2 l’énergie suivante

min
ψ∈W 1,2(D2,R)

∫

D2

|(e1,∇e2)|
2 dx dy , (III.26)

où (·, ·) désigne le produit scalaire dans Rm et

e1(x, y) + ie2(x, y) := eiψ(x,y) (ẽ1(x, y) + iẽ2(x, y)) .

L’idée est de chercher le champs de repère le plus régulier pos-

sible dans lequel on va écrire l’équation des applications har-
moniques. Le problème variationnel (III.26) est bien posé et

admet une solution dans W 1,2. En effet on a

|(e1,∇e2)|
2 = |∇ψ + (ẽ1,∇ẽ2)|

2 .

Il existe donc un unique minimum dans W 1,2 qui satisfait

0 = div (∇ψ + (ẽ1,∇ẽ2)) = div((e1,∇e2)) . (III.27)

A priori (e1,∇e2) est juste dans L2 mais en fait, grace à cette
”sélection” particulière apportée par le problème variationnel

11Ce travail de relèvement un peu technique est expliqué en détail dans [He] -lemme
4.1.2
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(III.26) nous allons voir que ce champs de vecteur sur D2 est
dans W 1,1 qui s’injecte lui même continuement dans L2 en di-

mension deux12. Le champs de vecteur (e1,∇e2) étant de diver-
gence nulle il existe une fonction φ ∈ W 1,2 telle que

(e1,∇e2) = ∇⊥φ . (III.29)

Par ailleurs φ satisfait du fait de cette définition

−∆φ = (∇e1,∇
⊥e2) =

m
∑

j=1

∂ye
j
1∂xe

j
2 − ∂xe

j
1∂ye

j
2 . (III.30)

On observe que le second membre de cette équation élliptique

est une combinaison linéaire de jacobien de fonctions dans W 1,2.
Cette situation est formellement très similaires à celle que nous
avons rencontré dans les 2 problèmes précédents de l’équation à

courbure moyenne constante ainsi que de l’´equation des appli-
cations harmoniques à valeur dans une sphère. Afin d’éxploiter

cette structure nous faisons appel à un nouveau théorème de
l’intégrabilité par compensation qui vient étendre le théorème III.1

de H.Wente.

Theorem III.3 [CLMS] Soient a et b deux fonctions dansW 1,2(D2)

et soit ϕ l’unique solution dans W 1,p
0 (D2) - pour tout 1 ≤ p < 2

- de l’équation






−∆ϕ = ∂xa ∂yb− ∂xb ∂ya in D2

ϕ = 0 on ∂D2
(III.31)

12En fait grace à un théorème de Luc Tartar - [Tar2] - nous savons queW 1,1(D2) s’injecte
continuement dans l’espace de Lorentz L2,1(D2) dont le dual est l’espace L2−faible, ou
L2,∞(D2), de Marcinkievicz dont nous avons rappelé précédemment la définition : voir
(II.11). L’espace L2,1(D2) est celui des fonctions mesurables f satisfaisant

∫ +∞

0

∣

∣

{

p ∈ D2 ; |f(p)| > λ
}∣

∣

1

2 dλ . (III.28)
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alors ϕ est dans W 2,1 et

‖∇2ϕ‖L1(D2) ≤ C1 ‖∇a‖L2(D2) ‖∇b‖L2(D2) . (III.32)

où C1 est une constante indépendante de a et b.13
�

L’application de ce théorème à φ solution de (III.30) nous dit

que (e1,∇e2) est dans W 1,1.

Nous exprimons alors l’équation des applications harmoniques
(II.27) dans ce repère mobile ”plus régulier que les autres”.

(II.27) est équivalent à






(∆u, e1) = 0

(∆u, e2) = 0
(III.33)

En utilisant le fait que

∂xu, ∂yu ∈ TuN
n = vec{e1, e2}

(∇e1, e1) = (∇e2, e2) = 0

(∇e1, e2) + (e1,∇e2) = 0

on obtient que (III.33) s’écrit






div((e1,∇u)) = −(∇e2, e1) · (e2,∇u)

div((e2,∇u)) = (∇e2, e1) · (e1,∇u)
(III.34)

Par ailleurs on a






rot((e1,∇u)) = −(∇⊥e2, e1) · (e2,∇u)

rot((e2,∇u)) = (∇⊥e2, e1) · (e1,∇u)
(III.35)

13Ce résultat implique le théorème III.1 grace à l’injection de Sobolev W 2,1(D2) ⊂
W 1,2 ∩C0 . Il a été précédé de 2 autres résultats intermédiaires : Le premier de L.Tartar,
[Tar1] qui dit que la transformée de Fourier de ∇ϕ est dans l’espace de Lorentz L2,1 - ce qui
implique aussi le théorème III.1. L’autre de S.Müller, [Mul], qui démontre ce théorème III.3
sous l’hypothèse supplémentaire cependant que le jacobien ∂xa ∂yb− ∂xb ∂ya soit positif.
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On procède à la décomposition de Hodge L2 de (e1,∇u) ainsi
que de (e2,∇u). Il existe donc C1, C2, D1 et D2 quatre fonctions

W 1,2 telles que

(ei,∇u) = ∇Ci + ∇⊥Di .

On introduit W = (C1, C2, D1, D2) et avec ces notations (III.34)
et (III.35) se réécrit de la façon suivante

−∆W = Ω · ∇W , (III.36)

où Ω est le champ de vecteur à valeur dans les matrices 4 × 4

suivant

Ω =



















0 −∇⊥φ 0 −∇φ

∇⊥φ 0 ∇φ 0

0 ∇φ 0 −∇⊥φ

−∇φ 0 ∇⊥φ 0



















(III.37)

Comme φ ∈ W 2,1 le théorème suivant - théorème III.4 - va
nous dire que ∇W , et donc ∇u, est dans Lp pour un p > 2 ce

qui, au moyen de l’opération de ”bootstrap” déja utilisée dans
le cas de l’équation des surfaces à courbure moyenne constantes
nous donneras que u est dans W 2,q pour tout q < +∞ ce qui

impliquera le résultat recherché et le théorème III.2 est démontré
dans le cas où la variété d’arrivée est un tore bidimensionnel. �
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Theorem III.4 Soit W une application dans W 1,2(D2,Rn) du
système linéaire suivant

−∆W = Ω · ∇W , (III.38)

où Ω est un champ de vecteur W 1,1 sur D2 à valeur dans les

matrices n×n. Alors, il existe p > 2 tel que W ∈ W 1,p(B1/2(0))
en particulier W est Hölder-continu14 15. �

Démonstration du théorème III.4.
Comme dans la démonstration de la régularité des solutions

de l’équation à courbure moyenne constante, le but est ici aussi
d’établir une estimation de type Morrey de la forme : il existe
α > 0 tel que

sup
p∈B1/2(0) ;0<ρ<1/4

ρ−α
∫

Bρ(p)

|∆W | < +∞ . (III.39)

Le résultat du théorème se déduit alors des inégalités d’Adams,

[Ad], comme précédemment.
Soit ε0 > 0, il existe un rayon ρ0 tel que pour tout r < ρ0 et

tout p dans B1/2(0)

‖Ω‖L2,1(Br(p)) < ε0 .

Où on a utilisé l’injection de W 1,1 dans l’espace de Lorentz L2,1

mentionné précédemment.

Nous choisirons ε0 suffisamment petit plus loin et nous con-

sidérons des rayons r < ρ0. Dans Br(p) nous décomposons W

14L’optimalité du résultat précédent se mesure en considérant l’exemple de la section
précédente u = W = log log 1/r. Dans cet exemple Ω = ∇u manque dêtre W 1,1 par le fait
que

∫ 1

0

dr

r log 1

r

= +∞ .

15L’hypothèse Ω ∈W 1,1 peut être remplacée par Ω ∈ L2,1
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de la manière suivante : W = Φ + V où






∆Φ = Ω · ∇W dans Br(p)

Φ = 0 sur ∂Br(p) .

Un résultat classique des opérateurs de Riesz - voir [Ad] - donne

l’existence d’une constante indépendante C0 indépendante de r
telle que

‖∇Φ‖L2,∞(Br(p)) ≤ C0

∫

Br(p)

|Ω · ∇W |

≤ C0‖Ω‖L2,1(Br(p)) ‖∇W‖L2,∞(Br(p))

≤ C0 ε0 ‖∇W‖L2,∞(Br(p))

(III.40)

Pour ce qui est de V , nous savons que cette application est
harmonique et donc on peut lui appliquer le lemme III.1 qui

nous dit que pour tout 0 < δ < 1

‖∇V ‖2
L2,∞(Bδr(p))

≤ ‖∇V ‖2
L2(Bδr(p))

≤

(

4δ

3

)2

‖∇V ‖2
L2(B3r/4(p))

≤ C1

(

4δ

3

)2

‖∇V ‖2
L2,∞(Br(p))

,

(III.41)

où C1 est une constante indépendante de r - la norme L2,∞

d’une fonction harmonique sur la boule unité contrôlant toutes

les autres normes sur la boules de rayon 3/4 -. 16

On choisit alors δ suffisamment petit et indépendant de r tel
que C1

(

4δ
3

)2
< 1/16. On choisit aussi ε0 suffisamment petit tel

que C0 ε0 < 1/8. En combinant (III.40) et (III.41) on obtient

16On observe ici l’intéret de travailler avec des normes L2,∞ et L2,1 du gradient qui
ont les mêmes proprıétés de changement d’échelles et n’engendrent pas des exposants en
r différents dans les estimées lorsque r tend vers zero.
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une inégalité de la forme suivante, valable pour tout p ∈ B1/2(0)
et pour tout r < ρ0

‖∇W‖L2,∞(Bδr(p)) ≤
1

2
‖∇W‖L2,∞(Br(p)) . (III.42)

Comme dans la preuve de la régularité des solutions de l’équation

à courbure moyenne constante, l’itération d’une telle inégalité
donne une estimée de la forme

sup
p∈B1/2(0) ;0<ρ<1/4

ρ−α‖∇W‖L2,∞(Bρ(p)) < +∞ . (III.43)

En utilisant à nouveau la dualité L2,1 −L2,∞, ainsi que la majo-
ration de ‖Ω‖L2,1(D2), (III.43) donne

sup
p∈B1/2(0) ;0<ρ<1/4

ρ−α‖Ω · ∇W‖L1(Bρ(p)) < +∞ , (III.44)

ce qui donne (III.39) et le théorème est démontré. �
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IV Les systèmes de Schrödinger à potentiels

antisymétriques et la démonstration de la

conjecture d’Hildebrandt.

Les méthodes que nous avons utilisé jusqu’a présent pour ap-
procher la conjecture d’Hildebrandt et démontrer la régularité

des solutions W 1,2 du système général

∆u+ A(u)(∇u,∇u) = H(u)(∇⊥u,∇u) (IV.1)

reposent sur deux idées principales

i) écrire si possible les termes non-linéaires quadratiques sous

forme de combinaisons linéaire de jacobiens - ou formes
nulles.

ii) projeter l’équation (IV.1) sur un repère mobile (e1 · · · en)
satisfaisant la condition de Coulomb

∀i, j = 1 · · ·m div((ej,∇ei)) = 0 .

Ces deux approches combinées permettent de prouver la régularité
Hölder des solutions W 1,2 de (IV.1) lorsque la sous-variété Nn

est C2 et lorsque la courbure moyenne prescrite H est Lipschitz
- voir [Bet1], [Cho] et aussi [He]. Cela semble être les hypothèses

minimales exploitables pour ce type de stratégie.

Notons qu’afin de démontrer la conjecture d’Hildebrandt il
faut être capable de relaxer l’hypothèse sur H d’être Lipschitz

à être L∞ seulement !

Malgrès son élégance certaine et son éfficacité prouvée, un
fort désavantage de la méthode des repères mobiles est sa relative

opacité : 17

17Un autre désavantage des repères mobiles tient au fait que l’opération qui consiste à
transformer l’application harmonique d’un domaine de dimension plus grande que deux à
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Qu’y a-t-il de si spécial et de plus favorable aux questions de
régularité et de compacité dans une non-linéarité de la forme

A(u)(∇u,∇u)−H(u)(∇⊥u,∇u) ,

par rapport à la non-linéarité du contre-exemple de la première
partie

|∇u|2 ?

- qui parâıt bien plus simple à première vue ! -

Les repères mobiles ne répondent pas vraiment à cette question.

Considérons une application faiblement harmonique, d’énergie
finie, de D2 dans une sous-variété Nn régulière fermée, orientée,
de codimension 1 quelconque de Rn+1. Nous avons vu à la fin

de la section 2 que l’équation s’écrit

−∆u = ν(u) ∇(ν(u)) · ∇u . (IV.2)

où ν est le vecteur unité normal àNn correspondant à l’orientation

de Nn.
En coordonnées l’équation (IV.2) s’écrit encore : pour tout

i = 1 · · ·n+ 1

−∆ui = ν(u)i
n+1
∑

j=1

∇(ν(u))j · ∇u
j . (IV.3)

On peut alors éssayer d’adapter à ce cas plus général l’opération

éffectuée par F. Hélein pour passer de (III.24) à (III.25). La
première étape se généralise en effet : du fait que ∇u est per-

pendiculaire à ν(u) on a
n+1
∑

j=1

νj(u)∇uj = 0 .

valeur dans une variété Nn en une application harmonique dans une variété parallélisable
(S1)q requiert que Nn ait une régularité plus élevée, C5, que la régularité naturelle C2.
C’est sous cette hypothèse plus forte C5 que l’hypothèse naturelle C2 qu’a été prouvé
la régularité partielle des applications harmoniques - voir [Bet2] et [He] à nouveau. -
avant l’introduction des systèmes de Schrödinger à potentiels anti-symmétriques dans ce
contexte - voir [RiSt].
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En insérant cette identité dans (IV.4) on obtient que l’équation
des applications harmoniques à valeur dans Nn s’écrit

−∆ui =
n+1
∑

j=1

(

ν(u)i ∇(ν(u))j − ν(u)j ∇(ν(u))i
)

·∇uj . (IV.4)

La deuxième étape par contre ne se généralise pas a-priori : il
n’y a pas de raison pour laquelle le champs de vecteur

ν(u)i ∇(ν(u))j − ν(u)j ∇(ν(u))i

soit à divergence nulle. C’était le cas lorsque Nn etait une

sphère mais cela disparâıt aussitôt dés que l’on change, même
très légérement la métrique. Ce qui reste par contre et qui est

totalement robuste c’est l’antisymmétrie de la matrice

Ω :=
(

ν(u)i ∇(ν(u))j − ν(u)j ∇(ν(u))i
)

i,j=1···n+1
. (IV.5)

Cette antisymmétrie est en fait la clé du problème que nous nous
posons depuis le début de ce mini-cours. Nous avons le théorème

suivant.

Theorem IV.1 [Riv1] Soit Ω un champs de vecteur L2 sur D2 à

valeur dans les matrices antisymétriques - c.a.d. Ω ∈ L2(∧1D2⊗
so(m)). Soit u une application dans W 1,2(D2,Rm) satisfaisant

l’équation18

−∆u = Ω · ∇u dans D′(D2) . (IV.6)

alors il existe p > 2 tel que u ∈ W 1,p
loc (D2,Rm), en particulier u

est Hölder continue. �

18En coordonnées l’équation s’écrit aussi : pour tout i = 1 · · ·m

−∆ui =

m
∑

j=1

Ωi
j · ∇u

j .
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Avant de démontrer ce théorème nous observons déja quelques
conséquences dans le cadre des questions que nous nous sommes

posées.

On voit bien déja que le théorème IV.1 s’applique à l’équation
(IV.4) et donne la régularité des applications harmoniques à

valeur dans une varıété de codimension 1.

Une autre application assez directe du théorème IV.1 con-
cerne les solutions de l’équation à courbure moyenne prescrite

dans R
3

∆u = 2H(u) ∂xu× ∂yu dans D′(D2) .

Cette équation se réécrit sous la forme

∆u = H(u)∇⊥u×∇u ,

On introduit alors

Ω := H(u)











0 −∇⊥u3 ∇⊥u2

∇⊥u3 0 −∇⊥u1

−∇⊥u2 ∇⊥u1 0











et on observe succéssivement que Ω est antisymétrique, que si H
est supposé être dans L∞ alors Ω est dans L2 et enfin que, pour

cette notation, u satisfait l’équation (IV.6). Les hypothèses du
théorème IV.1 sont toutes satisfaites et donc u est en particulier

Hölder continu.

On mesure déja par cet exemple l’efficacité du théorème IV.1
dans le cadre de la conjecture d’Hildebrandt . On a pu passer

de l’hypothèse H ∈ W 1,∞ présente dans les travaux précédents
- [Hei1], [Hei2], [Gr2], [Bet1] ...- à l’hypothèse ”minimale” - cor-

respondant à la conjecture d’Hildebrandt - : H ∈ L∞.

En fait, la conjecture d’Hildebrandt est complètement résolue
grace au théorème suivant
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Theorem IV.2 [Riv1] Soit Nn une sous-variété de R
m -1 ≤

n < m quelconques - supposée fermée, orientée et de régularité

C2. Soit ω une 2-forme C1 sur Nn. Soit u, enfin, un point
critique W 1,2(D2, Nn) de lénergie

Eω(u) =
1

2

∫

D2

|∇u|2(x, y) dx dy + u∗ω .

Alors u satisfait toutes les hypothèses du théorème IV.1 et est
donc Hölder continue. �

Preuve du théorème IV.2.

Les points critiques de Eω satisfont l’équation (II.26) qui
s’écrit en coordonnées de la façon suivante : pour tout i =

1 · · ·m

∆ui = −

m
∑

j,k=1

H i
jk(u) ∇⊥uk · ∇uj −

m
∑

j,k=1

Ai
jk(u) ∇uk · ∇uj .

(IV.7)

Dans un premier temps on observe que, comme

H i
jk(z) = dωz(εi, εjεk)

- où (εi)i=1···m désigne la base canonique de R
m -, l’antisymétrie

de la 3-forme dω donne pour tout z ∈ Rm H i
jk(z) = −Hj

ik(z).

(IV.7) s’écrit alors

∆ui = −

m
∑

j,k=1

(H i
jk(u)−Hj

ik(u)) ∇⊥uk·∇uj−

m
∑

j,k=1

Ai
jk(u) ∇uk·∇uj .

(IV.8)
On observe par ailleurs que comme A(u)(U, V ) est orthogonal

au plan tangent pour tout choix de vecteurs U et V 19 . On a

19Normalement A est défini pour le choix d’une paire de vecteurs tangent à la surface.
Cependant on peut étendre A sur Nn à toutes les paires de vecteurs de Rm en prenant le
pull-back par la projection sur Nn qui est bien défini dans un voisinage de Nn
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donc en particulier pour tout i, k = 1 · · ·m

m
∑

j=1

Aj
ik ∇uj = 0 . (IV.9)

On insére cette identité dans (IV.8) qui devient

∆ui = −

m
∑

j,k=1

(H i
jk(u) −Hj

ik(u)) ∇⊥uk · ∇uj

−
m
∑

j,k=1

(Ai
jk(u) − Aj

ik(u)) ∇uk · ∇uj .

(IV.10)

La matrice m×m Ω := (Ωi
j)i,j=1···m définie par

Ωi
j :=

m
∑

k=1

(H i
jk(u)−Hj

ik(u)) ∇⊥uk+
m
∑

k=1

(Ai
jk(u)−Aj

ik(u)) ∇uk ,

est clairement antisymétrique et dans L2. Avec cette notation,
l’équation (IV.10) s’écrit sous la forme (IV.6) et donc toutes les

hypothèses du théorème IV.1 sont satisfaites, ce qui conclue la
démonstration du théorème IV.2. �

Des lois de conservation pour les systèmes de Schrödinger

à potentiels antisymétriques.

Il nous reste donc à démontrer le théorème IV.1. Pour cela
nous allons écrire les systèmes de Schröedinger à potentiels an-
tisymétriques sous forme de Lois de conservations. Nous avons

le résultat suivant.

Theorem IV.3 [Riv1] Soit Ω un champs de vecteur L2 sur D2

à valeur dans les matrices m × m antisymétriques. Soient A

et B deux applications W 1,2 de D2 à valeur dans les matrices
carrées m×m et satisfaisant l’équation

∇A− AΩ = −∇⊥B . (IV.11)
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Si A est inversible presque partout et si on a la majoration

‖A‖L∞(D2) + ‖A−1‖L∞(D2) < +∞ , (IV.12)

alors u satisfait le système de Schrödinger (IV.6) si et seulement
si la loi de conservation suivante est satisfaite

div(A∇u−B∇⊥u) = 0 . (IV.13)

Si u satisfait une telle loi, (IV.13), pour A et B dans W 1,2

et A satisfaisant (IV.12), alors il existe p > 2 tel que u ∈
W 1,p

loc (D2,Rm) et u est donc Hölder-continue dans l’intérieur de
D2. �

On peut observer que la loi de conservation (IV.13), si elle
existe, vient généraliser les lois de conservation des problèmes
avec symétries de la section précédente :

1) Dans le cas de l’équation des surfaces à courbure moyenne

constante, (III.1), celle-ci est équivalente à la loi de conservation
(IV.13) pour

Aij = δij ,

et

B =











0 −H u3 H u2

H u3 0 −H u1

−H u2 H u1 0











2) Dans le cas de l’équation des applications harmoniques

à valeur dans Sn, (III.25), celle ci est équivalente à la loi de
conservation (IV.13) pour

Aij = δij ,

et B = (Bi
j)

∇⊥Bi
j = ui∇uj − uj ∇u

i .
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La dernière partie de ce mini-cours consistera à construire
A et B pour tout Ω antisymétrique de norme L2 suffisament

petite - voir théorème IV.4 plus bas. Ainsi donc en particulier
toutes les équations d’Euler des lagrangiens coercifs, quadra-

tiques et invariants conforme peuvent s’écrire sous forme diver-
gence. Ce fait est tout à fait surprenant. En effet dans les 2
cas précédents, de l’équation des surfaces à courbure moyenne

constante et de l’équation des applications harmoniques à valeur
dans Sn, la formulation en divergence était aussi obtenu comme

conséquence du théorème de Noether - qui dit grosso-modo qu’a
chaque symétrie d’un lagrangien correspond une quantité con-

servée c’est à dire à divergence nulle -. Dans ces deux cas parti-
culiers les symétries sont claires les deux lagrangiens sont invari-

ants par l’action des isométries de l’espace d’arrivée R
m. On est

en droit de se demander alors la question suivante : de quelles
symétries ”cachées” provient la formulation en diver-

gence générale (IV.13) ? Ce mini-cours laisse en suspend
cette question.

Avant donc de construire A et B dans le cas général nous
démontrons le théorème IV.3.

Démonstration du théorème IV.3.

La première partie du théorème est la conséquence du calcul
simple suivant.

div(A∇u− B∇⊥u) = A∆u+ ∇A · ∇u−∇B · ∇⊥u

= A ∆u+ (∇A+ ∇⊥B) · ∇u

= A(∆u+ Ω · ∇u) = 0

La question de la régularité se règle comme suit. Comme dans
les problèmes précédents on cherche à établir une éstimation de

46



Morrey de la forme il existe α > 0 tel que

sup
p∈B1/2(0) ;0<ρ<1/4

ρ−α
∫

Bρ(p)

|∆u| < +∞ . (IV.14)

Le résultat du théorème se déduit alors des inégalités d’Adams,

[Ad], comme précédemment.

Soit ε0 > 0, il existe un rayon ρ0 tel que pour tout r < ρ0 et

tout p dans B1/2(0)
∫

Br(p)

|∇A|2 + |∇B|2 < ε0 . (IV.15)

Nous choisirons ε0 suffisamment petit plus loin et nous con-
sidérons des rayons r < ρ0.

On observe que A∇u satisfait le système elliptique suivant






div(A∇u) = ∇B · ∇⊥u = ∂yB ∂xu− ∂xB ∂yu

rot(A∇u) = −∇A · ∇⊥u = ∂xA∂yu− ∂yA∂xu

On procède alors sur Br(p) à la décomposition de Hodge linéaire

L2 de A∇u suivante : il existe deux fonctions C et D -uniques
modulo des constantes - respectivement dans dans W 1,2

0 (Br(p))

et W 1,2(Br(p)) telles que

A∇u = ∇C + ∇⊥D . (IV.16)

En effet on résoud, dans un premier temps l’équation






∆C = div(A∇u) = ∂yB ∂xu− ∂xB ∂yu

C = 0 .
(IV.17)

Le théorème de Wente (III.1) nous dit que C est dans W 1,2 et

que
∫

D2

|∇C|2 ≤ C0

∫

D2

|∇B|2
∫

D2

|∇u|2 . (IV.18)
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Par construction div(A∇u − ∇C) = 0, le lemme de Poincaré,
dans un deuxième temps, nous donne donc l’existence de D dans

W 1,2 tel que ∇⊥D := A∇u−∇C et satisfaisant
∫

D2

|∇D|2 ≤ 2

∫

D2

|A∇u|2 + |∇C|2

≤ 2‖A‖∞

∫

D2

|∇u|2 + 2C0

∫

D2

|∇B|2
∫

D2

|∇u|2 .

(IV.19)

D satisfait l’équation suivante

∆D = −∇A · ∇⊥u = ∂xA∂yu− ∂yA∂xu .

Exactement comme dans la preuve plus haut de la régularité

des solutions de l’équation des surfaces à courbure moyenne con-
stante, on décompose D = φ+ v où φ satisfait







∆φ = ∂xA∂yu− ∂yA∂xu dans Br(p)

φ = 0 sur ∂Br(p) ,
(IV.20)

et où v est harmonique. A nouveau par le théorème III.1 de

Wente nous avons pour φ l’ésimation suivante
∫

Br(p)

|∇φ|2 ≤ C0

∫

Br(p)

|∇A|2
∫

Br(p)

|∇u|2 . (IV.21)

Les arguments de la démonstration de la régularité des solu-

tions de l’équation des surfaces à courbure moyenne constante
s’appliquent exactement ici afin de démontrer l’équivalent de

(III.16) mais sur une boule Bδr(p) où 0 < δ < 1 sera choisi plus
loin. Précisemment nous avons

∫

Bδr(p)

|∇D|2 ≤ 2δ2

∫

Br(p)

|∇D|2

+3

∫

Br(p)

|∇φ|2 .

(IV.22)

48



En combinant (IV.15), (IV.18), (IV.19), (IV.21) et (IV.22) on
obtient

∫

Bδr(p)

|A∇u|2 ≤ 3δ2

∫

Br(p)

|A∇u|2

+C1 ε0

∫

Br(p)

|∇u|2
(IV.23)

En utilisant l’hypothèse sur les majorations L∞ de A et de A−1,

on déduit de (IV.23) l’inégalité suivante. Pour tout 1 > δ > 0
∫

Bδ r(p)

|∇u|2 ≤ 3‖A−1‖∞ ‖A‖∞δ
2

∫

Br(p)

|∇u|2

+C1 ‖A
−1‖∞ε0

∫

Br(p)

|∇u|2
(IV.24)

On choisit désormais ε0 et δ strictement positifs et indépendants

de r et p tels que

3‖A−1‖∞ ‖A‖∞δ
2 + C1 ‖A

−1‖∞ε0 =
1

2
.

Pour ce choix de δ on a donc obtenu l’inégalité suivante
∫

Bδ r(p)

|∇u|2 ≤
1

2

∫

Br(p)

|∇u|2 .

L’itération de cette inégalité comme dans les démonstrations des
résultats de régularité précédents donne l’existence de α > 0

pour lequel

sup
p∈B1/2(0) ;0<ρ<1/4

ρ−2α

∫

Bρ(p)

|∇u|2 < +∞ .

Comme |∆u| ≤ |Ω| |∇u|, l’inégalité précédente donne (IV.14) et

le théorème IV.3 est démontré. �

Il nous reste à démontrer l’existence de A et B dans W 1,2

satisfaisant l’équation (IV.11) et l’hypothèse (IV.12).
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La construction des lois de conservations pour les
systèmes à potentiels antisymétriques et la démonstration

du théorème IV.1.

Le théorème suivant combiné avec le théorème IV.3 donne le
théorème IV.1 qui lui même implique le théorème IV.2 et donne

en particulier une démonstration de la conjecture d’Hildebrandt.

Theorem IV.4 [Riv1] Il existe une constante ε0(m) > 0 ne
dépendant que de l’entierm telle que, pour tout champ de vecteur

L2, Ω, surD2 à valeur dans, so(m), l’espace des matrices carrées
m×m antisymétriques satisfaisant

∫

D2

|Ω|2 < ε0(m) , (IV.25)

on peut construire A ∈ L∞(D2, Glm(R))∩W 1,2 et B ∈ W 1,2(D2,Mm(R))

satisfaisant

i)
∫

D2

|∇A|2 + ‖dist(A, SO(m))‖L∞(D2) ≤ C(m)

∫

D2

|Ω|2 ,

(IV.26)

ii)
∫

D2

|∇B|2 ≤ C(m)

∫

D2

|Ω|2 , (IV.27)

iii)
∇ΩA := ∇A− AΩ = −∇⊥B (IV.28)

où C(m) est une constante ne dépendant que de la dimension m
des matrices. �

Avant de passer à la preuve du théorème IV.4 proprement
dite nous faisons tout d’abord quelques commentaires.
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A la lecture du théorème une première question naturelle se pose
: Pourquoi l’antisymétrie de Ω est-elle importante ?

On peut le comprendre de la façon suivante.

Dans le cas simple où Ω est à divergence nulle Ω sécrit alors

Ω = ∇⊥ξ ,

où ξ est une application W 1,2 à valeur dans les matrices anti-
symétriques. En choisissant donc

i)

Aij = δij .

et

ii)

Bij = ξij

on a une solution du problème.

Dans le cas géneral on cherche naturellement à se ”rapprocher”

le plus possible du cas simple précédent. Une première tentative
est de procéder à une décomposition de Hodge linéaire L2

de Ω. C’est à dire il existe ξ et P dans W 1,2 tels que

Ω = ∇⊥ξ −∇P . (IV.29)

Si A existe il satisfait une équation de la forme

∆A = ∇A · ∇⊥ξ − div(A∇P ) . (IV.30)

Une telle équation est critique dans W 1,2. Cependant, autant le

terme ∇A·∇⊥ξ - qui est une combinaison linéaire de jacobiens de
fonctions a-priori dans W 1,2 - est très favorable, en invoquant le

théorème III.1 de Wente, pour rendre cette équation ”bootstra-
pable” dans W 1,2 autant le terme div(A∇P ) n’est pas favorable
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car W 1,2(D2) ne s’injecte pas dans L∞ et donc A∇P ne serait
pas dans L2 a-priori....etc.

L’idée est donc de se ”rapprocher” du cas simple à divergence
nulle en exploitant la structure antisymétrique de Ω et en
procédant à une décomposition de Hodge non-linéaire20 L2

de Ω.
C’est à dire il existe ξ application W 1,2 à valeur dans les

matrices antisymétriques et une application P à valeur dans le
groupe des rotations de Rm, SO(m), satisfaisant

Ω = P ∇⊥ξ P−1 −∇P P−1 . (IV.31)

L’avantage de (IV.31) par rapport à (IV.30) n’est pas évident

a-priori. On s’est apparement un peu compliqué la vie avec les
multiplications à gauche et à droite par P et P−1. Cela dit

l’avantage certain de (IV.31) par rapport à (IV.30) est que, P
étant une rotation dans le deuxième cas, cette application n’est

pas seulement dans W 1,2 mais dans W 1,2∩L∞ - une rotation est
toujours bornée ! Nous allons exploiter naturellement ce petit
gain de régularité. Un deuxième avantage de la décomposition

non-linéaire (IV.31) pour notre problème par rapport à (IV.30)
se voit comme suit. Si A et B sont des solutions de (IV.28) alors

on observe que

∇∇⊥ξ(AP ) = ∇(AP ) − (AP )∇⊥ξ

= ∇AP + A∇P −AP (P−1ΩP + P−1∇P )

= (∇ΩA)P = −∇⊥B P .

Si donc on introduit Ã := AP , Ã satisfait

∆Ã = ∇Ã · ∇⊥ξ + ∇⊥B · ∇P . (IV.32)

20qui s’interprete aussi comme un changement de Jauge de Ω que l’on voit comme
une connection pour le fibré trivial sur D2 avec comme groupe de structure SO(m).
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Contrairement à (IV.30), le membre de droite de (IV.32) est
une combinaison linéaire de jacobiens d’applications qui sont a-

priori dans W 1,2. On obtient donc, grace au théorème III.1, un
contrôle a-priori de Ã dans L∞ ∩W 1,2 Le système va donc être

”bootstrapable” cette fois.

L’existence de la décomposition de Hodge non-linéaire L2 est
donnée par le résultat de K.Uhlenbeck21 suivant.

Theorem IV.5 [Uhl], [Riv1] Soit m ∈ N. Il existe ε(m) > 0 et

une constante C(m) > 0 telles que pour tout champ de vecteur,
Ω, L2 sur le disque D2 à valeur dans dans l’espace so(m) des
matrices m×m antisymétriques et satisfaisant

∫

D2

|Ω|2 < ε(m) ,

il existe ξ ∈ W 1,2(D2, so(m)) et P ∈ W 1,2(D2, SO(m)) tels que

Ω = P ∇⊥ξ P−1 −∇P P−1 . (IV.33)

ξ = 0 sur ∂D2 (IV.34)

et
∫

D2

|∇ξ|2 +

∫

D2

|∇P |2 ≤ C(m)

∫

D2

|Ω|2 . (IV.35)

�

Démonstration du théorème IV.4.

On considère P et ξ donnés par le théorème précédent. Pour
toute application A ∈ L∞ ∩W 1,2(D2,Mm(R)) on note Ã = AP .

Soient A et B des solutions de (IV.28), alors Ã et B satisfont le
système elliptique suivant :







∆Ã = ∇Ã · ∇⊥ξ + ∇⊥B · ∇P

∆B = −div(Ã∇ξ P−1) + ∇⊥Ã · ∇P−1
(IV.36)

21Ce résultat n’apparâıt pas explicitement dans [Uhl] mais nous expliquons dans
l’appendice de [Riv1] comment le déduire de l’approche d’Uhlenbeck.

53



Naturellement on introduit alors le système elliptique linéaire
inversible suivant















































∆Ã = ∇Â · ∇⊥ξ + ∇⊥B̂ · ∇P

∆B = −div(Â∇ξ P−1) + ∇⊥Â · ∇P−1

∂Ã

∂ν
= 0 et B = 0 sur ∂D2

∫

D2

Ã = π2 Idm

(IV.37)

où Â et B̂ sont des données arbitraires respectivement dans L∞∩
W 1,2 et W 1,2. Grace à l’équivalent du théorème III.1 pour les

données au bord de Neuman22 à la place de Dirichlet, on obtient
les estimées suivantes pour l’unique solution (Ã, B) de (IV.37)
∫

D2

|∇Ã|2 + ‖Ã− Idm‖
2
∞ ≤ C

∫

D2

|∇Â|2
∫

D2

|∇ξ|2

+C

∫

D2

|∇B̂|2
∫

D2

|∇P |2 ,

(IV.38)
et

∫

D2

|∇(B̃ − B0)|
2 ≤ C ‖Â− Idm‖

2
∞

∫

D2

|∇ξ|2

+C

∫

D2

|∇Â|2
∫

D2

|∇P |2 ,

(IV.39)

où B0 est la solution W 1,2 de






∆B0 = −div(∇ξ P−1) dans D2

B0 = 0 sur ∂D2
(IV.40)

22On laisse la démonstration de ce théorème en exercice.
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Si donc
∫

D2

|∇P |2 + |∇ξ|2

est suffisamment petit - ce qui peut être garanti, au vu de
l’éstimée (IV.35), en prenant

∫

D2 |Ω|2 majoré par une constante

ε0(m) suffisamment petite - alors un argument de point fixe
élementaire dans l’espace L∞∩W 1,2(D2,Mm(R))×W 1,2(D2,Mm(R))

donne l’existence d’une solution (Ã, B) du système














































∆Ã = ∇Ã · ∇⊥ξ + ∇⊥B · ∇P

∆B = −div(Ã∇ξ P−1) + ∇⊥Ã · ∇P−1

∂Ã

∂ν
= 0 et B = 0 sur ∂D2

∫

D2

Ã = π2 Idm

(IV.41)

Par construction cette solution (Ã, B) satisfait les majorations
(IV.26) et (IV.27) - avec A = Ã P−1.

On vérifie maintenant que (A,B) est une solution de (IV.28)
ce qui terminera la preuve du théorème IV.4.

On procède pour cela à la décomposition de Hodge linéaire
L2 suivante

∇Ã− Ã∇⊥ξ + ∇⊥B P = ∇C + ∇⊥D

où C = 0 sur ∂D2. La première équation de (IV.41) nous dit
que ∆C = 0 et donc C ≡ 0 sur D2. La deuxième équation et

les conditions au bord de (IV.41) nous disent que D satisfait
l’équation suivante







div(∇D P−1) = 0 dans ∂D2

D = 0 sur ∂D2 .
(IV.42)
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Il existe donc E ∈ W 1,2(D2,Mn(R)) tel que ∇D P−1 = ∇⊥E et

E satisfait










−∆E = ∇⊥D · ∇P−1 dans D2

∂E

∂ν
= 0 sur ∂D2

(IV.43)

La version ”Neuman” du théorème III.1 donne l’estimation
∫

D2

|∇E| ≤ C0

∫

D2

|∇D|2
∫

D2

|∇P−1|2 . (IV.44)

Cependant ∇D = ∇⊥E P donc en particulier |∇D| ≤ |∇E|.

En insérant cette inégalité dans (IV.44) on obtient que pour
∫

D2 |∇P |
2 choisi suffisament petit - et donc pour ε0(m) choisi

suffisament petit dans (IV.25) - D ≡ 0 ce qui implique finalle-

ment que

∇Ã− Ã∇⊥ξ + ∇⊥B P = 0 dans D2 ,

et le théorème IV.4 est démontré. �
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V Conclusion.
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