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1 Einleitung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 1.1 (Dirichletscher Primzahlsatz) Seien k und [ positive, teilerfremde ganze Zahlen.
Dann gibt es unendlich viele Primzahlen, die kongruent zu | modulo k sind.

Es ist klar, dass fiir nicht relativ prime k£ und ! der Satz in der obigen Form nicht wahr ist.
Denn ist d := (I, k) # 1, so erhalten wir mit &’ := £ € Zund I := L € Z fiir jedes n € Z>,

kn+1=dk'n+1).
Dabher ist kn 4+ I nicht prim.

Im Jahre 1808 veroffentlichte Adrien-Marie Legendre einen vermeintlichen Beweis des Di-
richletschen Primzahlsatzes. Leider hatte sich — versteckt hinter den Worten ,,Es ist leicht zu
sehen, dass ...“— ein Fehler eingeschlichen. 1837 gelang Peter Gustav Lejeune Dirichlet der
erste korrekte Beweis des Satzes. Uber hundert Jahre spéter publizierte Atle Selberg 1949 einen
elementaren Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes, dem wir in dieser Arbeit folgen werden.
Genauer werden wir folgende Aussage beweisen:

Satz 1.2 Fir jede positive ganze Zahl k gibt es positive reelle Zahlen Cy und xo, die nur von

k abhdangen, so dass fir jede positive ganze Zahll mit (k,1) =1

1
E 08P > Cy logx
p<z p
p=L(k)

fir alle x > xq gilt. Dabei lduft die Summe dber alle Primzahlen p < x, die die Bedingung
p =1(k) erfiillen.

Aus diesem Satz folgt der Dirichletsche Primzahlsatz, denn géibe es nur endlich viele Primzahlen,
die kongruent zu [ modulo k sind, so wéire die linke Seite beschrinkt, die rechte strebt aber
gegen unendlich, wenn x gegen unendlich strebt.

2 Arithmetische Funktionen

2.1 Definitionen und partielle Summation

Bemerkung 2.1 Sofern nichts anderes gesagt wird, seien im Folgenden p,q und r Primzahlen,
n,m,k und | positive ganze Zahlen und k und [ teilerfremd.

Definition 2.2 Die Mébiusfunktion p: Z>1 — R ist wie folgt definiert:
p(1) =1;
Fir x> 1 sei x = p{* ...py* die kanonische Primfaktorzerlegung von x. Dann ist

—1’“, wenn ap =ag =---=ap =1
() = {( )
0 sonst.

Definition 2.3 Die eulersche Phi-Funktion ¢ : Z>1 — R gibt fiir jedes x € Z>1 an, wie viele
zu x tetlerfremde positive ganze Zahlen es gibt, die x nicht tbersteigen. Das heisst:

o(z) = Z 1.

(kyo)=1

Definition 2.4 Die Mangoldt-Funktion A : Z>1 — R ist wie folgt definiert:

Az) logp, wenn x =p™ fir eine Primzahl p und ein m € Z>1,
)= =
0 sonst.



Definition 2.5 Die Primzahifunktion m : R — R ist definiert als die Anzahl Primzahlen, die x
nicht tibersteigen:
Sy

p<z

Definition 2.6 Die Tschebyschow-Funktionen ¥ : Ryg — R und ¥ : Ryg — R sind wie folgt

definiert:
= An)
n<z
und
= Z log p.
p<z

Satz 2.7 (Abelsche partielle Summation) Fir jede Funktion a : Z>1 — R und jedes x € R sei

n<z

wobei A(x) := 0, ist fiir alle x < 1. Angenommen f € C([y,z]), fir einy € R mit 0 < y < .
Dann gilt:

S ) = 4@ @) - AW - [ AOF 0.

y<n<z

Beweis. Sei k := |z] und m := |y]. Dann ist A(x) = A(k) und A(y) = A(m). Also:

k
Y. amfn)= ) a Z {A(n) = A(n = 1)}f(n)
y<n<z n=m-+1 n=m-+1
k k—1
Y Am)fn) =Y An)f(n+1)
n=m-+1 n=m

k—1
> AM){f(n) — f(n+ 1)} + A(k) f (k) — A(m) f(m + 1)

n=m-+1

An dieser Stelle kbnnen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anwenden
und somit ist der letzte Ausdruck gleich

~ S AWm) / F(t)dt + A(K) f(k) — A(m) f(m + 1)

n=m-+1 n
S / (t)dt + A(R)F(k) — A(m) f(m +1).
n=m-+1

Hier verwenden wir erneut den Hauptsatz und erhalten
x

k
S a(n)f(n) = — / A(t) (D)t + Alx) () — / A (8)dt — A(y) [ (y)

y<n<z m+1 k

m+1
- / At f'(t)dt



2.2 Der schwache Primzahlsatz

Der Primzahlsatz besagt, dass

ist. Diesen Satz zu beweisen wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Zwei unterschiedliche
Beweise findet man jedoch in [I, S.278-291] und in [8]. Gliicklicherweise ist fiir viele Zwecke —
so auch fiir unsere — die folgende schwéchere Form des Primzahlsatzes ausreichend:

Satz 2.8 Fiir alle x € Ry gilt

Insbesondere ist

Dieser Satz lésst sich deutlich einfacher beweisen als der Primzahlsatz. Wir werden jedoch nur
die Abschéitzung nach oben zeigen, da die andere Abschitzung fiir den Beweis von Satz [I.2]
nicht benotigt wird.

Lemma 2.9 Flir alle ganzen Zahlen x > 1 gilt ¥(z) < 2zlog2. Insbesondere ist ¥(x) = O(x).

Beweis. Sei m € Z>; und

@m+1)! 2m+1
M SR (21,

S oml(m 1) m

M ist ganzzahlig, da M ein Binomialkoeffizient ist. Der binomische Lehrsatz besagt insbeson-

dere, dass
2m—+1
2m+1
14 1)2m+ — < )
(1+1) ’;J )

ist. Da M = (2”::1) = (25”_:11) ist, kommt M in obiger Summe zwei Mal vor. Daher erhalten

WIr:
22mtl > 9N = 22 > ).

Firm+1<p<2m+1giltp| (2m+ 1)! aber auch p { m!(m + 1)!. Daher folgt

(L)

m+1<p<2m+1

und auch
Z logp < log M < log2*™ = 2mlog 2. (1)
m+1<p<2m+1

Nun kénnen wir das Lemma per Induktion beweisen. Die Félle x = 1 und x = 2 sind klar.
Angenommen ¥(x) < 2xlog?2 fiir alle z < xzy — 1, wobei ¢ € Z>3 ist. Sei z( zunéchst gerade.
Dann gilt:

Hag) = Hao — 1) < 2(xzp — 1) log2 < 2z log 2.

Sei nun xy ungerade. Das heisst o = 2n + 1 fiir ein n € Z>;. Dann gilt:

Haxg) =92n+1)=W2n+1) —Idn+1)) +9(n+1)
<2nlog2+2(n+1)log2 =2(2n+ 1)log2 = 2x¢log 2,

wobei bei der Ungleichung die Induktionsvoraussetzung und verwendet wurden. O



Beuweis (von Satz[2.§). Sei 0 < a < 1. Dann folgt mit Lemma [2.9}

(m(z) — (z)) log z“ Z log Z log z“

p<z p<zx*
= Z log x® < Z logp < ¥(z) < 2zlog 2.
T*<p<w T <p<w
Also gilt:
(@) < 2z log 2 (%) < 2z log 2 o 2log2  logz
log ¢ alogx log z Q rl-o
2log 2 1
mz) < 2 (2982 .
log = ! (1-awe
Wenn wir nun o =  eingesetzen, erhalten wir 7(z) < 1;ngx' O

2.3 Eine Abschéatzung von }° ., 10&;”?

Lemma 2.10 Fir alle x € R>q gilt:

Y logn =" A(n) EJ

n<lx n<lx

Beweis. Sei x € R>q. Dann hat |z]!=1-2--- 2] genau U%JJ = | 2] Faktoren, die durch p

teilbar sind. Dies sind p, 2p, 3p, . ... Von diesen sind genau L%J = L}%J Faktoren auch durch

p? teilbar. Wenn wir diese Uberlegung fortfiihren, erkennen wir, dass |z|! den Primfaktor p

genau
> |3

mal enthélt. Das heisst
x
_ | — .l
Zlogn log |z]! = Zlogpz L J Z LnJA(n)
n<x p<z n<z
Alternativ kann dieses Lemma auch mit [I, Satz 3.11] und [Il Satz 2.10] hergeleitet werden. g
Satz 2.11 Fir alle x € R>; gilt:

1
Z 8D logz 4+ O(1).

p<z

Beweis. Behauptung 1 :(x) = O(x)
Mit ¢ (z) = anz An) =%, megm Ap™) =3, Zpgxﬁ log p folgt

oo log, ©
0<Y(x :Z ZIng_Z Zlogp
m=2p<zr}z p<xm
log, x
< 22: zw logzm < —fl g \/T = M.

2log2

Also folgt mit Lemma [2.9] ¢ (z) = O(z).



Behauptung 2 : 3, _, n”) = logz + O(1)

Mit Satz [2.7] erhalten wir mit der Wahl a(n) := 1 und f(t) := logt :
1
Z logn = zlogz + O(/ ttdt> =zlogz + O(x).
n<lz 1
Also folgt mit Lemma [2.10

xzlogx + O(x Zlogn*ZA Z Aln) Y(x))

n<x n<x n<lzx

Mit Behauptung 1 erhalten wir:

xlogajzxz # + O(z).

n<z

Daher folgt Behauptung 2.

Mit obigen zwei Behauptungen kénnen wir nun den Satz beweisen:

DS S DD SIS 3) pERT

n<zx p<z m=2pm<zx p k= 2
log p = logn
;o(p—l) 2 D)

Mit Behauptung 2 folgt der Satz. O

Korollar 2.12 Fir alle v € R und alle m € Z>, gilt:

log™ log™
Z 08 P _ % +O(logm71x)

p<z p

Beweis. Der Fall m = 1 folgt aus Satz Betrachten wir nun den Fall m > 1. Wir benutzen
Satz mit

a(n) = und f(t) :==1log™ *t,

lgn  wenn n prim
n
0 sonst

wobei n € Z>2 und ¢t € R>5 ist. Ausserdem verwenden wir Satz Somit erhalten wir:

1 m 1 x 1 1 m—2t
S (508 ) [ (3 52) 9
p<z p p<z p 2 p<t p t
T 1 m72t 1 m
:{log:chO(l)}logm*lxf(mfl)/ {logt+O(1)} Ogt dt = Ogn Y L 0®log™ 1), o
2

3 Charaktere und Kongruenzen

Definition 3.1 Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung h mit den Elementen
{a1,a2,...,ar}. Ein abelscher Charakter von G ist eine Funktion x : G — C, so dass fir alle
i,7€{1,2,...,h}

x(ai)x(a;) = x(aia;)
ist und es ein i € {1,2,...,h} gibt mit

x(a;) # 0.

Ist G = (%) x fiir ein m € Z>1, so nennt man x einen Dirichlet-Charakter.



Bemerkung 3.2 Seien s € Z und k € Z>1. Im Folgenden werden wir mit § die zu s gehérende
Restklasse modulo k bezeichnen. Wir nennen s einen Reprdsentanten der Restklasse §.
Bemerkung 3.3 Sei G = (%) 8 fiir ein m € Z>1. Zu einem Dirichlet-Charakter ¢ : G — C
wie oben definiert, kann man eine Funktion x : Z — C wie folgt definieren:

(k) = {w(k), wenn (k,m) =1

~]o sonst.
Auch diese Funktion wird Dirichlet-Charakter genannt.

Bemerkung 3.4 Fir jedes m € Z>1 gibt es genau ¢(m) viele Dirichlet-Charaktere modulo m.
FEinen Beweis dazu findet man beispielsweise in [1, Satz 6.8].

Bemerkung 3.5 Fiir jedes m € Z>; ist (%)X eine Gruppe mit o(m) Elementen. Aus den
Gruppeneigenschaften folgen insbesondere die Lemmata und [37

Lemma 3.6 Sei A = {ay,as,...,a,} eine Menge paarweise verschiedener primer Restklassen
modulo k und sei (k,t) = 1 fir ein t € Z. Dann ist {tai,tas, ..., ta,} ebenfalls eine Menge
paarweise verschiedener primer Restklassen modulo k.

Lemma 3.7 Seien a und m teilerfremde ganze Zahlen. Dann hat die lineare Kongruenz

genau eine Losung modulo m.

Definition 3.8 FEine Menge bestehend aus m Reprisentanten, einer aus jeder Restklasse mo-
dulo m, wird vollstindiges Restklassensystem modulo m genannt.

Lemma 3.9 Seien h und k positive ganze Zahlen und M = {my, ma,...,mp} eine Menge von
Reprdsentanten, die zu k teilerfremd sind, aus paarweise verschiedenen Restklassen modulo k.
Ausserdem sei l eine positive ganze Zahl, die zu k teilerfremd ist. Weiter nehmen wir an, dass
h > %(p(k) ist und dass zu jedem reellen Dirichlet-Charakter x modulo k ein m € M existiert mit
x(m) = 1. Ausserdem soll es m,m’ € M geben mit mm' = l(k). Dann gibt es m,m',m" € M
mit

mm'm” = 1(k).

Beweis. Wir beweisen dieses Lemma indirekt. Angenommen

mi, mi,mi; # (k)

fiir alle 41,149,143 € {1,2,...,h}. Dies ist d4quivalent zur Aussage, dass
My Mg,y $é Z’rn_’ts (k) (2)
ist fiir alle 41,142,135 € {1,2,...,h}. Dabei haben wir m;, so definiert, dass m;,m;, = 1(k) ist.

Sei zunéichst i > 1¢(k). In diesem Fall sind nach Lemma

MMy, Mima, ..., M1Mp
. . X .
paarweise verschiedene Elemente aus (%) . Das heisst also
mimay, Mima, ..., MMy,

sind paarweise verschieden modulo k£ und daher nimmt die linke Seite von mehr als %go(k)
Werte modulo k£ an. Ebenso nimmt die rechte Seite von mehr als Jp(k) verschiedene

Werte modulo k& an. Da (%)X Ordnung ¢(k) hat, muss es im Widerspruch zur Annahme
i1,12,13 € {1,..., h} geben mit m;, m;, = ln, (k).
Sei nun h = £¢(k). Damit wir keinen Widerspruch zu (2)) erhalten, kann das Produkt m;, m;,



nur genau h verschiedene Werte modulo k& annehmen. Wir definieren n; := m;m;. Die h Rest-
klassen
ny = 1,”27”3,"' y Th

sind geméss Lemma [3.0] paarweise verschieden.

Behauptung 1: Die Menge N := {1iy,1s,...,7,} bildet zusammen mit der Restklassen-

multiplikation eine Untergruppe von (%) X

Beweis. Wir definieren G := (%)X. Seien i,j € {1,2,...,h}. Weil das Produkt m;m; genau
h verschiedene Werte annehmen kann, gibt es auch, weil

ﬁinj = mimj‘ml?ﬁl
ist, genau h verschiedene Produkte 73;77;. Da aber die Menge
{nlnl,nlng, e ,nlnj} = N

bereits h verschiedene Elemente besitzt, folgt, dass 13;77; € IV ist. Das heisst, IV ist abgeschlossen
beziiglich der Restklassenmultiplikation.
Sei nun j € {1,2,...,h}. Mit Lemma erhalten wir, dass die Menge

{riniy, vianty, ... 0ty )

aus genau h paarweise verschiedenen Elementen besteht. Daraus folgt:

{1ty rori;, .. .1ip1t;} = N.
Weil 1 € N ist, gibt es ein i € {1,2,...,h} mit 10y = 1. Also besitzt n; ein Inverses in N. g
Nun kénnen wir auf G = (%) " wie folgt eine Funktion x : G — C definieren:

. 1, wenn n € N

x(h) = {—1, wenn 7 € G\ N
Behauptung 2: x ist ein reeller Dirichlet-Charakter.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir alle a,b € G x(a)x(b) = x(ab) gilt. Betrachten wir die
G

Faktorgruppe 3. Diese hat Ordnung 2. Also folgt, dass % s % ist. Seien nun a,b ¢ N. Da in

Z 1+1=0 ist folgt, dass ab € N ist und daher auch
x(ab) =1 = x(a)x(b).
Analog folgt, dass fiir a € N und b ¢ N auch ab ¢ N ist und fiir a,b € N auch ab € N ist.
Fiir den Dirichlet-Charakter y gilt weiter
x(mi) = x(sma) = x(7is)x(ma) = x(m1)

fir alle i € {1,2,...,h}. Da es nach Voraussetzung mindestens ein m; € M gibt mit x(m;) = 1,
gilt x(m;) =1 fiir alle s € {1,2,...,h}. Also

Folglich sind 1,1 € M. Da
1-1-1=1(k)

ist, haben wir einen Widerspruch zu . Damit ist Lemma bewiesen. 0

Definition 3.10 Seien a und c teilerfremde ganze Zahlen. Dann nennt man a einen quadrati-

schen Rest modulo ¢, wenn die Kongruenz x> = a(c) eine Lésung in Z hat. Wenn die Kongruenz

keine Losung hat, so nennt man a einen quadratischen Nichtrest modulo c.



Definition 3.11 Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z. Das Legendre-Symbol ist wie folgt
definiert:

1, wenn a ein quadratischer Rest modulo p ist,
a
<p> =< —1, wenn a ein quadratischer Nichtrest modulo p ist,
L 0 sonst.

Definition 3.12 Seien P € Z>1 ungerade und a € Z mit (a, P) = 1. Dann definieren wir das
Jacobi-Symbol wie folgt:

<a> )L wenn P =1 ist,
P J_ (ﬁ);ﬂl(ﬁ)zm...(i);nk, wenn P = pi"py? ... pp*.

Wenn (a, P) > 1 ist, so sei (%), = 0.

Definition 3.13 Seien ¢ € Z>; und a € Z \ {0}. Wenn ¢ # 0 ist, so definieren wir das
Kronecker-Symbol mit Hilfe des Jacobi-Symbols wie folgt:

(2)-(5),6),

wobei ¢ = 2¥b ist mit einer ungeraden ganzen Zahl b und einem v € Z>q. Fiir c = 0 definieren
wir das Kronecker-Symbol wie folgt:

1, wenna=1 ist,

<g) - {0 sonst.

Definition 3.14 Die kleinste positive ganze Zahl f fir die
al =1(m)
ist, heisst Exponent von a modulo m. Wir schreiben
f=exp,,(a).
Wenn exp,, (a) = ¢(m) ist, so ist a eine Primitivwurzel modulo m.

Satz 3.15 Seim € Zx>,. Fir jeden reellen, nicht trivialen Dirichlet-Charakter x modulo m gibt
es eine ganze Zahl D, die kein Quadrat ist mit

wenn n > 0 ist. Ausserdem kann ein solches D gefunden werden, das |D| < m? erfiillt.

Beweis. Die Satze und Herleitungen, auf die in diesem Beweis verwiesen wird, werden ausfihr-
lich in [I] besprochen.

1.Fall: Sei o € Z>1. Des Weiteren seien p eine ungerade Primzahl und x ein reeller Dirichlet-
Charakter modulo p©.
Sei n € Z>1 teilerfremd zu p. Nach [I} S.218] sind alle Dirichlet-Charaktere modulo p* gegeben
durch

Xh(n) = exp (W) h e {071,...7@(pa)—1}.

Dabei ist b(n) wie folgt definiert: Sei g eine Primitivwurzel modulo p. Dann ist b(n) die eindeu-
tige ganze Zahl, die

n = g"™ (p*) und 0 < b(n) < ¢(p)



erfilllt. Nach [I Satz 10.12] ist xj genau dann reell, wenn A = 0 oder h = @ ist. xo ist

der triviale Dirichlet-Charakter modulo p®. Somit ist er einzige nicht triviale, reelle Dirichlet-
Charakter modulo p® gegeben durch
Xt () = exp (wib(n)) = (—1)"").
Nach [Il Satz 10.5] ist b(n) genau dann gerade, wenn die Kongruenz
n=a?(p")

eine Losung hat. Daher erhalten wir

Xewe (n) = (=1)") = (Z)

Mit dem quadratischen Reziprozititssatz fiir das Kronecker-Symbol erhalten wir also
n\ (p*
p) \n)

wir:

Das heisst, die einzigen reellen Dirichlet-Charaktere modulo p® sind gegeben durch:

2
Xo(n) = Xp(pe)(n) = (X@(n))Q = (p>

n
Xw(g") (n) = (i)

2.Fall: Sei x ein reeller Dirichlet-Charakter modulo 2¢ fiir ein o € Z>;.
Sei n € Z>1 mit (n,2) = 1. Betrachten wir zuerst den Fall o > 3. Wir definieren:

fn) = (~1)"F gm:mfﬁm)

ist und b(n) die eindeutige ganze Zahl ist, die Bedingungen

und

(2%)

wobei h := =

n

;1 5b(n)(2a) 1 < b(’I’L) < 90(3 )

erfillt. Nach [I, S.219] haben alle Dirichlet-Charaktere modulo 2% die Form (siehe [I, Satz
10.11])

n=(-1)

Xa,c(n) = f(n)*g(n)",
wobei @ € {1,2} und ¢ € {1,2,..., @} ist. Nach [I Satz 10.13] ist x4, genau dann reell,
wenn ¢ = h oder ¢ = % ist. Das heisst, es gibt genau vier reelle Dirichlet-Charaktere modulo
2. Betrachten wir zunéchst g(n)%. Es gilt:

g(n)* = (=",

b(n) ist genau dann gerade, wenn

b(n)

n=+25"2 ==+1(8)

ist. Daher gilt also nach [T}, Satz 9.10] und [I, Satz 9.9]

g(n)? = (i) respektive g(n) = (i)Q = (i)

10



Wenden wir uns nun f(n) zu. Mit [I, Satz 9.10] folgt:

Wir erhalten die folgenden vier reellen Dirichlet-Charaktere modulo 2¢:

Xyt = <_nl> (721>7 xan(n) = <_nl> (i)’ Xa,5(n) = (Z)» X2,n(n) = (;t)

Dabei ist 2,5, der triviale Dirichlet-Charakter. Sei nun a = 2. Da ¢(2%) = 2, gibt es genau zwei
Charaktere modulo 4. Beide sind reell. Sie sind gegeben durch:

xi(n) = (_714) und Yo(n) = (i)

Dabei ist xo der triviale Dirichlet-Charakter.
Sei nun a@ = 1. Da p(2) = 1 ist, ist der einzige Dirichlet-Charakter modulo 2 der triviale
Charakter. Auch dieser ist gegeben durch

x(n) = (i)

3.Fall: Sei x ein reeller, nicht trivialer Dirichlet-Charakter modulo m, wobei m = p{'p3? ... p%s
mit s,aq,...,as € Z>; ist und pq,pe,...,ps Primzahlen sind.
Mit dem chinesischen Restsatz folgt:

Z X N Z X y Z X y y Z X
mZ) — \pP'Z P27 &7 )

Daher kénnen wir x wie folgt faktorisieren:

X = X1X2---Xs»

a;

wobei x; fiir i € {1,2,..., s} ein reeller Charakter modulo p{* ist. Die Fille 1 und 2 zeigen, dass

x(n) = (£) fiir ein D € Z mit |D| < m?. Falls y ein reeller, nicht trivialer Charakter ist, so
D

folgt, dass mindestens ein x; mit ¢ € {1,2,...,s} nicht trivial ist und somit, dass x(n) = (;)

ist fiir ein D € Z, das kein Quadrat ist. O

Lemma 3.16 Sei k € Z>;. Fir jeden reellen, nicht trivialen Dirichlet-Charakter x modulo k
gibt es ein xg € R, sodass fir alle x > xq gilt:

log p 1
—1 .
Z » > ok og T

p<x
x(p)=1

Beweis. Wegen Satz ist es ausreichend, die folgende Aussage zu beweisen: Zu jedem D € Z,
das kein Quadrat ist und fiir das |D| < k? gilt, gibt es ein o € R mit

1 1
Z o8P > 9—logm fir x > xg.

p<w p k
Dy_
(2)=1
Definieren wir nun
P .= H |u? — Dv?|,
lul<q/&
o</

wobei der Term u = v = 0 weggelassen wird. Dann gelten die folgenden Behauptungen:

Behauptung 1: Sei C € R>;. Dann gibt es O(vzC) viele Terme (u,v) € Z?, fiir die
lul < /3 und Jv| < /55 gilt und

lu* — Dv?| < C

ist.

11



Beweis. Es gilt:
|u2—D1)2| <C& —C+ Dv®<u?<C+ Dv?

Wenn wir v fixieren, gibt es hochstens 2(\/ 2C + 1) Werte, die u annehmen kann, damit obige
Ungleichungen erfullt wird. Da |v| <,/ 37p7 ist, gibt es also hochstens

2(V20+ 1)(2, [ 57r) = OV

Paare (u,v) € Z? mit |[u? — Dv?| < C. 0

Behauptung 2: Es gilt:
log P >

logx + O(x) (3)

\/7

Beweis. Insgesamt gibt es mindestens

/5 =035~ 1) = T+ O

Terme (u,v) € Z* mit [u| < /3 und |v| <

mit

30T D‘ Nach Behauptung 1 ist die Anzahl Terme

lu? — Dv?| <V
gegeben durch O(z %) Daher gibt es mindestens
2z

V1D

+0(z1)
Terme mit

lu? — Dv?| > V&
Es folgt also:

+0(@))

) =

log P > log (x gV logz + O(z% log z) =

logz + O(x) O

VD] VID]

Wir wollen nun fiir jede Primzahl p die hochste p-Potenz finden, die P teilt. Dazu unterscheiden
wir drei Falle:

1.Fall: Sei (%) =1.
Wir versuchen, die Anzahl der Losungen der Kongruenz

u? — Dv* = 0(p)

abzuschitzen. Da (%) = 1 ist, besitzt die Kongruenz eine Losung (ug,vo) € Z? mit (ug,p) =
(vo,p) = 1. Dann gilt fiir alle y, z € R:

#{(u,v) € Z* | lu| < z, |v] < y,u = up(p) und v = vy(p)}
= #{(u, ") € Z? | Jup + pu/| < z und |vg + pv'| <y}
= #Hu €Z| -z <ug+pu <PV €Z]—y <vo+p <y}

_ #{u’eZ\%Su’g%}#{v’eZ|%gv’<

(552 - fem] o) (252 -2 o)
(] 2 ) (52 [222]

12
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Wenn wir mit Zt(p) eine Summe iiber ein vollstiandiges Restklassensystem modulo p bezeichnen,
erhalten wir:

A= #{(u,v) € Z? | |u| < z,|v| < y und u* — Dv? = 0(p)}

R (5 ) (5

2z 2y
:2.2;.?
t(p)

2y z — upt 2z 4+ upt 2z
+2'Zp'q ) JJ{ P J+1_p>

t(p)

2z y — vot Yy + vot 2y
+2.ZP.Q P JJF{ P J+1_p

+2'Zp: QZ _pUOtJ i VﬂLPUOtJ o 25) Qy_pUOtJ i VijUOtJ e 25)

S
S | &
VS
™
N
|
Sle
[}
=
_
_|_
—
w
_l’_
Sle
o
2,
| I
_l’_
H
|
[\
< | §
N———

Il
N
S | &
VS
Z
N
=
V>
_
+
-
N
+
Vo)
| I
[
|
[N}
SHEN
N—

< [&

) )

s(p)

Sei € := |z] und £ = o(p) mit 0 < o < p — 1. Das heisst, es gibt ein k € Z mit £ = o + kp. Fiir
0 < s < p—1 erhalten wir:

R L R s
D D 4 E77‘7—1, wenn s > o

Analog erhélt man:

=0
{z—l—sJ:f—sJ:k_’_{o—&—sJ: v wenn s + o < p,
D p p +1, wenns+o>p

Es folgt:

pi QZSJ%Z“D = (0+1)£7Ta+(p*071)(€;0*1)+(p*0)£770+0(£;0+1)

s=0 p p
=2—-p+1
Dabher ist die zweite Zeile gleich
4 4
g —pt1+p-29) =2l +1-25)=0(Y).
p p p
Ganz analog folgt, dass die dritte Zeile in O(;) liegt. Die vierte Zeile lédsst sich durch 2p nach

oben abschétzen. Also erhalten wir zusammengefasst:

A§W+2p+o(y)+o(z)
p p b

13



Wenn nun z := \/g und y 1=, /Q‘D‘ so ist

A< iz +2p+0(\/5)= dr +2p+0<\/5>
pVID| P pyID| p

Das heisst, es werden hochstens
4x x
+2p+ 0O <\/>>
pVID| p

Terme u? — Dv? von p geteilt. Sei nun a € Z>1. Ersetzen wir in der obigen Rechnung p durch
p“, erhalten wir, dass hochstens

4z
7m+2p +O(\/;)

Terme u? — Dv? von p® geteilt werden. In den gegebenen Grenzen von v und v gilt:

|u? — Dv?| <u? + |Dh? < 2 +|D|2|D| x.

Weiter gilt p* < 2 < a <log, z. Daher wird P von einer p-Potenz von héchstens

(49” +2pa+o(‘/“;))
—  \p*/|D| p

log,, (z)—1 00
4z T

o )

az:; Z p*/|D| p

rT—0p 4x T
S St +o<f)

p=1 " (p-1)/ID| p

4z 4 T 2x 2x T
< + _’_7_’_71)_’_0 —

D] plp-1)/D] p plp-

4 2
- S olfD)0(3)
p/|D| P p p
geteilt.

2.Fall: Sei (D) = —1.
Damit p* u? — Dv? teilt, muss p® sowohl u als auch v teilen. Daher gibt es hdchstens O(52=)

p

viele Paare (u,v), die Losungen von u? — Dv? = 0(p®) sind. Daher wird P von einer p-Potenz

von hochstens
1 T x
o(+ 3 ) =0(51) <o ()

a=1

geteilt.

3.Fall: Sei (%) =0.
In diesem Fall ist D ein Vielfaches von p. Das heisst, P wird von einer p-Potenz von hdchstens

oS-I o2ty o)

VD[ p? —1

e

geteilt.

Zusammengefasst ergeben die obigen drei Falle:

14



our < () X P ro(W ) ro(- ) ro(2Y)

p<z p<z p|D

Y 18P | 0z
_<4m+2> > , +0(xz). (4)

p<=x

D

=)=1
(p)

p<z
(2)=1

Die O-Terme wurden dabei wie folgt abgeschétzt: Beim ersten O-Term verwenden wir Satz[2.11]
und Satz 2.7 mit

n

und f(t) := V.

loen  wenn n prim ist
a(n) :=

0 sonst

Beim zweiten O-Term verwenden wir Satz mit a(n) definiert wie oben und f(t) := 1

zusammen mit Satz Wenn wir das Resultat in mit vergleichen, erhalten wir:

T 4x log p logp
——1logz < < + 2x> + O(x) < 6z + O(x)
VID VID| ; p ; p

Dy_ Dy_
(?)71 (?)71

1 1
= logz < Z ng+0(1).

6+/|D| = P
(2)=1
Und da |D| < k2 ist, folgt
1 log p
— 1 < O(1),
- log Z: . To
(2)=1
respektive gibt es ein 2y € R mit
1 1
Z o8P > —logx
p<=z p %
(2H)=1
fiir alle x > xg. 0O

4 Selbergs Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes

4.1 Notationen

Fiir festes k verwenden wir im Folgenden diese Notationen:

logp Si(x
Si(x) = Z » Qi(z) = l(i;x)'
pg?(i)

Des weiteren seien .
Ai = Ada = pi(d) log? 7

und

On = Onz = A
d

15



4.2 Ungleichungen fiir Q;(z)

Lemma 4.1 Seien n € Z>; und x € R. Dann gilt:

log2 x, wenn n =1,
0 _ logplog%g, wenn n =p*,a>1,
" )2logploggq, wennn=p¢® p#£qa>182>1,

0 sonst.

Beweis. 1.Fall :n =1
Da p(1) = 1 ist, erhalten wir: 6; = Ay = u(1)log® 2 = log® z.

2.Fall:n=p%,a>1
Es gilt u(p®) = 0 fur alle a« > 2. Daher erhalten wir:

Ope = (1) log®  + u(p) log? % =log® z — (logz — logp)?
72
= 2logxlogp —log? p = log p(2log z — logp) = logplog —. O
p

3.Fall:n=p*¢°,a>1,>1
Mit derselben Beobachtung wie in Fall 2 erhalten wir:

X X X

Opags = p(1)log?z + p(p) log? PRl log® o ") log® -
= log?z — log? T log? z + log? x
p q pq

= log*z — (logz —logp)? — (logx — log q)*> 4 (logx — log ¢ — log p)*
= 2logploggq.

4.Fall : n nicht wie in den Fallen 1-3.
Dieser Fall folgt induktiv. Dabei reicht es, den Fall zu betrachen, in dem n quadratfrei ist. Denn
falls d | n und d durch ein Quadrat teilbar ist, so folgt p(d) = 0. Sei i € Z>2. Dann gilt fur

n=pip2.-..pP;:
9P1P2..<pi,w - 0])1112---%—171' - 0P1P2---Pi—171‘%7

denn
x
Opipo.cpicr,z — eplpz...pi_l,}% = Z p(d log Z p(d) log® pid
d| 2= !
= Zu( ) log® f+Zu (dp;) log? 7
& d| 2
= Z log - —|— Z log
d|n,p;td d|n,p;|d

= Zu(d) log? T 0.,
d|n d

Lemma 4.2 Fiir alle x € R und alle teilerfremden k,l € Z>1 gilt:

2 o X )\d
Z; log”p + 2 logplogq—E ; E—FO(m). (5)
piﬂk) pgiﬂb (d,k)=1

Dabei sind p und q verschiedene Primzahlen.

16



Beweis. Wir wollen die Summe > .<. 0, auf zwei verschiedene Arten abschétzen. Daraus
n=l(k)

konnen wir anschliessend . herleiten. Die erste Abschitzung erhalten wir mit Lemma wie
folgt:

Z 0, = Z logplog—Jr Z log plog g + O(log” ). (6)
n<az pa<z pegB<ax

n=1l(k) =l(k) P gB=1(k)

Dabei sind p und ¢ verschieden. Den Faktor 2 vor der zweiten Summe diirfen wir weglassen,
wenn wir p®¢® und ¢®p® als verschieden betrachten. Daher gilt:

Z 0. Z logplog——i—O 2log Z log p) + Z log plog ¢ + O(log” )

n<z p<z pa<z pogB<a
n=1i(k) p=1(k) a>2 P aB=1(k)
= Z log?p + 2 Z logplog + O(logx Z logp) + Z logplogq
p<z p<=z p&<ax pq<z
p=L(k) p=L(k) a>2 pq=L(k)
+( ) logplogq) + O(log” z)
peqP<a
a>2
= Z log®p + Z logplogq+0< Z log plog — )-l—O(logx Z log p)
pZith) pai(h) btk ey
+O( Z log plog ) + O(log? )
pgP <z

a>2

= Z log? p + Z logplogq+ O(x). (7)

p<z pq<z
p=1(k) pa=1(k)
Die O-Terme wurden dabei wie folgt abgeschétzt:

O(log x Z logp) C O(log x Z Z logp) C O(vzlogz) C O(x),

pe <z <\/x log @
a>2 p—faglogp

wobei Satz verwendet wurde. Mit Hilfe desselben Satzes und der geometrischen Reihe er-
halten wir:

O( Y logplogg) = O(Y_ logp » Z log )

p*qf<a pYsw <& log oo
a>2 a=2 ﬂg logq
C ( Z logp Z log>
S e
C Z logp
ey
c oY logpz< )
P<VE a=2
1
= 0 —1
(x,,;g o) 8)
= logn
c O(x )
T;Q (n—1)2
= O(x),

17



weil >, (iogf;z < oo ist. Mittels Satz [2.11| und Satz wobel wir

logn :
o ==, wenn n prim
a(n) :==
0 sonst.

und

flt) = tlog%

wahlen, kénnen wir auch den letzten O-Term abschétzen:

Zlogplog—:/ (Zlolg)p)<11g >dt

p<z 1 p<t
= / {logt +0(1)} <1 —log jf)dt =zlogx — zlogz + O(x) = O(x).
1

Kommen wir nun zur zweiten Abschitzung der Summe 3 <. 6,. Hier benutzen wir direkt
n=Il(k)

die Definition von 6,,.

ST VB IS SEVED SENEEAD SRRy SV

n<x n<z | d<z d|n d<z d<x
n=Il(k) n=l(k) (d,k)=1 n<z,n=1l(k) (d,k)=1 -
€T )\d
=2 241 0@), (8
d<z
(d,k)=1

wobei der O-Term mit Satz und |u(d)| < 1 wie folgt abgeschétzt wurde:

T 1 x
D Al £ log? 3 = 2/ (Zl) %dwoaog%)
1 d<t

d<z d<zx

< 2/ log %dt + O(log® z) = O(x).
1

Nun kénnen wir und gleichsetzen und erhalten:

Z log® p + Z logplogq-E Z 74_0 O

p<z pa<z d<=z
p=l(k) rq=l(k) (d,k)=1

Lemma 4.3 Ist (I,k) > 1, so ist die linke Seite von () in O(x).

Beweis. Nehmen wir an, dass (I,k) > 1 ist. Wenn wir mit P die Menge aller Primzahlen

bezeichnen gilt:
Z log? p < 0, ) wenn (I, k) ¢ P,
log“r, wenn (I,k)=r¢€P.

Wenn nun (I, k) einen Primfaktor r hat und

pq = 1(k)

ist, so gibt es ein n € Z mit
pq =1+ nk.

Definieren wir I’ := TL € Z>1 und k' := % € Z>1, so haben wir:

pg=rl'+nrk' =r|pg=r|poderr|q.

18



Da p und ¢ Primzahlen sind, folgt also p = r oder ¢ = r. OBdA sei p = r. Der andere Fall folgt
nach Vertauschung der Rollen von p und ¢q. Folglich erhalten wir mit Satz

1
Z logplogq < logr Z logq<logrlogx2120<0grx> C O(x).
T T

<z <z <z
Pgil(fk) a ql/(k/) =%
Also ist die linke Seite aus in O(x). O

Lemma 4.4 FEs gilt:

log? logplo 1
A(z) = Z 8P Z EPOBY _ "0 log? z + O(log ).

p<x p pq<z rq
p=L(k) pa=l(k)
Beweis. Definiere
= Z log? p + Z logplogq
p<x pg<z
p=l(k) pq=L(k)

und

log? log plo
Tl(x):: Z gp+ Z gp gq.
p<z p pg<z rq

p=L(k) pa=L(k)

Aus Lemma zusammen mit erhalten wir:

Y Ki= > EKr+0(z)= )Y (2 > ZMO(@)

o<l'<k 0<i<k 0<i<k d<z
(1 k)=1 (1 k)=1 (d,k)=1

Nach Division durch ¢(k) erhalten wir:

K (z) 1k){ > Ki(x } O(x).

o<l <k
Mit Satz folgt:
Ti(x) le / K (t dt+O(1).

Also

Tie) - —= 3 Tln) = ~Kila /Kl ) gt +O(1)
_ﬁ Z { Ku(a /Kl/ dt—i—O(l)}
;{ ( S Kila } /{ - 0<12/<kKl };dtJrO(l)

o<l’'<k
- - T t t - ogx

Daraus folgt das Lemma. O

Lemma 4.5 Fir alle z € R gilt:

log3 P logplog2 q 2 3 9
E +2 E = log® x + O(log” x). 9
~ p — Pq 3p(k) ( ) ®)
p=1(k) pa=Ll(k)
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Beweis. Sei A; definiert wie in Lemma [{:4] Dann erhalten wir mit Satz[2.7] und Lemma .4}

log? logplo ® 1
S Ly S OB oy — a)loga— [ Aoy
1

s
= {Llog2m+0(loga¢)}log$—/x{ ! 1og2t+0(logt)}}dt
(k) 1 (k) t
= 3902(@ log® z + O(log® ).
Da log pg = log p + log q ist, folgt das Lemma. O

Lemma 4.6 Fiir alle teilerfremden |,k € Z>1 gelten:

1. Es gibt ein xo € R, sodass fiir alle x > xq gilt:

Q@) > o - ;mm;(k) Q4@ (). (10)

2. Fir alle x € R gilt:
Q) > 3 elehonehomieh + (i) v

3. Fir alle x € R gilt:
Qi) < 75 + O “EET). (12)

(
Beweis. Wir definieren nun p so, dass pp = 1(k) ist. Dann erhalten wir mit Lemma

y loeplog’y  g~logp g~ log'g

pq<wz Pq p<z p a<y q
pa=tik) a=tp(k)
1 1 1 1 1 1
DI DL DI R D SE B
pk) = »p PP qr o
qr=1p(k)
Z logplogqlogr+ 1 log® +o( 2) (13)
=— og” x og” ),
= pqr 3p(k)
par=L(k)

wobei wir den O-Term mittels Satz [2.11] abgeschétzt haben und verwendet haben, dass

1 1 log? log”
E o8P log? - log? = 08P 2logx E e P + E e P
— P p — P — P — P
p>x psx Pz p<x

1 1
= log? z{logz 4+ O(1)} — 2log x{§ log? z 4+ O(logz)} + {§ log® z 4+ O(log? )}
1
=3 log® z + O(log? z)

mit Korollar folgt. Setzen wir nun in @ ein, so erhalten wir:

log® log plog gl
3 0P _, 3 O8POBA08T | O(log? x). (14)
= P parss pqr
p=1(k) par=1(k)

Wieder aus Lemma [4.4] kénnen wir folgern:

log’p _ 1 .,
< ——log“z + O(logz).
2 P o(k) (log )

p<x
p=L(k)
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Mit Satz erhalten wir daraus:

logp ( log? p) 1 /m < log? p) 1
= + dt+ 0(1
Z Z P log 2 ng; p tlog?t @)

p<x p p<z
p=l(k) p=Il(k) p=l(k)

dt

1
log? ¢ + O(lo t}
& (log?) tlogzt

= Lo e+ s gz [ ot

2logx
= + O(loglog x 15
o08) (loglogz) (15)

Mit erhalten wir also:

Z Z logplogq Z Z logplogq

Z logplogq

pg<sw

pa=1(k) p<:v3 q<13 p<:1:3 z3<q<;
Pa=L(k) pa=1(k)

L Z Z logplogq

x3< <z 5%
p= pa=L(k)

Z Z 1ogplogq 49 Z logp Z

z
p<7‘3 q<a»3 T3 <p<z =y
pa=l(k) 9= lP(k)

log plog q 4 logp
< Z Z - +<p(k:) Z » log — JrO(loglog:EZ
p<zx

1 1
p<x3 g¢<z3
pa=L(k)

1
z3 <p<z

log plog q 8 9
= + log” z + O(loglog zlogx), (16
> o ( ) (16)

1 1
p<z3 q<az3
ra=l(k)

wobei wir den O-Term mit Satz abgeschitzt haben und die folgende Formel verwendet
haben, die mit Korollar hergeleitet wird:

1 1 log?
Z nglog%zlogx Z eP Z ngp

b

1 p 1 1
z3 <p<z z3 <p<z 3 <p<lz
1 1 1
= log z{logx — 3 logz +O(1)} — {5 log? z — 18 log? 2 + O(log )}

2
=3 log? 2 + O(log ).

Setzen wir nun in die Formel aus Lemma ein, erhalten wir

log” P 10gplogq
Z » 9 log x— Z Z + O(log xz log log x),

p<=
p=1(k)

p<z3 3 q<=z 3
pra=l(k)

oder, wenn x > x, fiir ein geniigend grosses xg € R:

log Z lolg)p - 10()0 log Z Z logplogq

p<a:3 q<z3
pa=L(k)

p<z
p=L(k)

also auch fiir alle x > zq:

1
log zS;(z) > log® x — E Sm
10SD(k) mm/=l(k)

w\»—A

/\
w\»-A

~—
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Dividieren wir obige Formel durch log? z so erhalten wir

1
10¢(k)

> Quul@)Qu(27),

mm/=l(k)

Nl

Ql(l') >
fiir alle x > zy. Weiter gilt:

9 Z logplogqlogr>2z Z Z logplogqlogr
p<a:

pgr<=z

par=1(k) q<13 'r‘<:b

par=l(k)

=2 Y Su(@h) S (@5) S (aF).

mm/m’ =l(k)

Der letzte Term ist nach Division durch log® = gegeben durch:

2 1 1 1

mm/m’' =l(k)

Nach gilt folglich:

log® log plog gl
log " Z ng Z 0g p:2 Z ogplogq Ogr+0(log2a:).
,w p par<a pgr
ppf(z) p;?(k) PqTE%(k)

Also erhalten wir nach Division durch log® z, dass

AUz X QulehQuwlehew ) +0( )

mm/m’ =l(k)

ist. Aus erhalten wir nach Division durch logx :

2 loglog x
Qi(z) < ) +O< o 2 )

4.3 Beweis von Satz [1.2]

In diesem Abschnitt kénnen wir annehmen, dass p(k) > 2. Denn ¢(k) = 1 genau dann wenn
k =1 oder k = 2 ist. Fir diese Félle folgt der Dirichletsche Primzahlsatz aus der Tatsache,

dass es unendlich viele Primzahlen gibt/T]
Nun kénnen wir Satz beweisen. Wir werden zeigen, dass es ein xg € R gibt mit:

1
) > S
fiir alle x > xo. Nehmen wir an, dass
Qula) < -
x
: 30¢(k)

ist fir alle geniigend grossen = € R. Aus Satz folgt:

1 I
S BN B gt 1 01). 5 Y Qulad) _1+0<1 ) (18)
0<n<k p<a l p 0<n<k 0g T

pP= n(k)

1
p<lx3

(17)

1Vier verschiedene Beweise, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, kann man in [6] auf den Seiten 2, 28,

34 und 95 finden.
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Angenommen, fiir mehr als (k) Werte von m gilt

20(p(k))?

wl=

Qm(z

Dann folgt mit und :

1 B . 1 1 1 B 2 log log x
1+0(z ) = T 0uta!) < (ot + D + (o= (5 +0 ()
 —T9p(k) +2
~ A0(p(k))?

Da der erste Term auf der rechten Seite kleiner als Null ist, haben wir einen Widerspruch, wenn
x > xg fur ein xy € R gross genug. Daher gibt es mindestens %(p(k‘) Werte m mit

O
3
B

) > 5 fiir @ > 2.

-
20 (k)

Aus Lemma [3.16] erhalten wir fiir jeden reellen, nicht trivialen Dirichlet-Charakter x modulo ,
dass

ist fiir alle x > x¢. Daher gibt es mindestens ein m mit
1 1 1

m(Z3) > 50—~

@) > 55k

und x(m) = 1, denn sonst wire

1 1 1 1
D Qu(ad) < plk)5 <3
29p(k)k 9k
o w(k)
Des weiteren erhalten wir aus und , dass
1

> Qula¥)Qu(ad) >

nn’/=l(k)

15¢(k (19)

~

ist fiir alle © > x¢. Hier stellt sich die Frage, wie viele Paare von ganzen Zahlen (n,n’) mit
0 < n,n’ <k es gibt mit (n,k) =1 = (n,k) und nn’ = (k). Mit Lemma [3.7] folgt, dass wenn
n fest gewahlt wurde, es bis auf Kongruenz modulo k& hochstens ein n’ gibt. Falls tatsichlich
ein solches n’ existiert, so folgt wegen der Bedingung n’ < k Eindeutigkeit. Das heisst, es gibt
hochstens ¢(k) solche Paare (n,n').

Angenommen fiir alle diese Paare (n,n’) gilt

wl=

P

Qn(xg)Qn/(x = W

fiir alle geniigend grossen x € R. Dann folgt

Y Qu@®)Q)(aF) <

nn'=l(k) 15@0{;)

fiir alle geniigend grossen z € R im Widerspruch zu . Das heisst, es gibt mindestens ein
Paar (m,m’) mit mm’ = 1(k) und

Qun (27)Quy (27) > (20)

15((k))?’
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respektive, da p(k) > 2,

1 1
~ Blp(k) ~ 20(p(k))2

o
20(0())*

Von diesen beiden Ungleichungen wollen wir die erste herleiten. Die zweite folgt dann analog
nach Vertauschung der Rolle von m und m’. Angenommen

Qm(:c%) und Qv (x%) >

Mit und folgt

1 . (o 1 2 loglog x
T3(p(R)e = Om(@)@m (@) < 57205 (@(k) +O( log o ))

_ 1 L0 loglog x .
15.5(p(k))? log x
Dies ist ein Widerspruch fiir gentigend grosses x.
Zusammengefasst kénnen wir also h Représentanten von paarweise verschiedenen Restklassen

modulo k finden mit A > 3(¢(k)) und

1 1
@) g

wobei i = 1,2,...,h. Weiter gibt es zu jedem reellen Charakter x ein m; € {my, ma,...mp}
mit x(m;) = 1 und es gibt m,m’ € {my,ma,...mp} mit mm’ = I(k). Daher konnen wir Lemma
anwenden und schliessen, dass es m,m’,m"” € {my,ma,...mp} gibt mit mm'm” = I(k).
Aus (11]) erhalten wir:

2 1 1 1 1 1 ..
Qi(z) > ﬁQm($3)Qm'(l'3)Qm”(l‘3) +O<logx> > TP OEE fiir x > xp.

Daraus folgt Satz [I.2]
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5 Quellenangaben

Quellenangaben zu Kapitel 1
Dieses Kapitel basiert auf folgenden Quellen: [5, S.49-51] und [7), S.297].

Quellenangaben zu Kapitel 2

e Definition 2.2} [I} S.24]
e Definition [2.3} [ S.25]
e Definition 2.4} [I} S.32]
e Definition 2.5} [9 S.9]
e Definition 2.6} [I S.75]
e Satz 2.7 [1L S.77]

e Satz[2.8 [I} S.82-84]

e Lemma 2.9} [3) S.341-342]
e Satz Hier wurden folgende Sétze aus [3] verwendet: Satz 413, Satz 424 und Satz 425.

Quellenangaben zu Kapitel 3

e Definition [3.1} [I} S.133]
e Bemerkung 3.3} [1], S.138]
e Lemma 3.7} [1} Satz 5.12]
e Definition [3.8} [I} S.110]

e Lemma 3.9} [7} S.303]
e Definition [6, Definition 5.1.1]

e Definition [6, Definition 5.2.1]
o Definition [6, Definition 5.3.1]

e Definition [4, S.52-53]
e Definition [1, S.204]

o Satz[3.15} [2, S.37-38]

e Lemma Das Lemma und dessen Beweis folgt [7, S.301-303]. Die Abschéitzung der
Anzahl Lésungen im 1.Fall bis konkrete Werte fiir z und y eingesetzt werden stammt von
Herrn Pink.

Quellenangaben zu Kapitel 4
Dieses Kapitel folgt [7]. Zusitzlich wurde im Beweis von Lemma [4.1] [8, S.307] verwendet. Des
weiteren stammt der Beweis von Lemma [£4] von Herrn Pink.
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