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((+) de Riemann

) = =TI t-p)"

n p premier

On suppose Re s > 1:

Equation fonctionelle :

avec




ales sur des groupes de Lie classiques...

-

1.1 — Ou sont les zéros ?

O
$1.000.000 ?
Trivial
54 2 .
Normal
o —
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O o 2

(@)

Bernhard Riemann
(1826-1866)

Les zéros se notent p = o + 1.
Zéros triviaux : p = —2, —4, —06, - - -.
Hypothése de Riemann : o = 1/2.

Fréquence des z€ros :

T T
N(T) = g In T O(logT).

. . 27
Ecart moyen |y,41 — 7»| diminue : 7™

10%3 zéros connus (Xavier Gourdon 2004)
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1.2 — Nombres premiers et z€ros

Produit d’Hadamard :

) = —e AT (1 s/p) el (: o) Tl <1—p—s>1)

P p premier
Dérivée logarithmique,
\U/ intégration autour de

résidus aux z€éros
Formule explicite de von Mangoldt (1824-1868)

xP

Yo(r) =z — In(2m) — %ln(l — 1/x2) — Z F

p non trivial

ou
Inp sin = p”, p premier

Y(x) =) Aln) A(n) =

<z 0 sinon

et

t—xT

dofa) = (lim v + tim w1 /2
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1.3 — Que sait-on sur les zéros ?

Renormalisons les zéros :

Vi = In ;—k écart moyen des 7, = 1
v

Théoréme (Montgomery 1973) : Soit ¢ € S(R) avec supp(¢) € (—1,1) alors

N“i“oo% 3 qj@_%)_/:qs(x)wg(x)dx, Wz(x)—1—<w>2

T

1<j#k<N

Conjecture : C'est vrai pour tout ¢ € S(R).
Odlyzko (197?) calcule des milliards de zéros

a des hauteurs vertigineuses...

Density

Normalized spacing

2 - 10? zéros autour du 1013eme




ales sur des groupes de Lie classiques...

-

1.4 — Corrélations entre intervalles

Xy est le nombre de zéros sur l'intervalle (6,6 + 7/4).

Cov(Xo, Xg) = E(XoXe) — E(Xo)E(Xy)
COV(XO,XQ)

0009

Cor(Xg, Xg) =

Persi Diaconis
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Dérouler l'axe critigue. Erreur sur les

arcs!11??2?

Q)

o o  ZetaFunction
Unitary (theoretical)
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Corrélation entre les intervalles (0,7/4) et

(0,0 + 7/4) comme fonction de I'angle 6
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Comment se I’expliquer ?
Pdlya-Hilbert : Hypothése de Riemann pourrait découler

du théoreme spectral pour un certain opérateur hermitien :
= .
spec( = 1/2 + ispec H

Ici, le spectre est soit I'ensemble des valeurs propres, soit

'ensemble des zéros!
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George Pdlya
(1887-1985)
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2.1 — Matrices aléatoires
Théorie des matrices aléatoires : On ne connait pas cet opérateur, mais il peut étre pris au hasard

dans un certain ensemble de matrices!

Idée :

Epf(spec M) = f(spec ()

GUE(n) : Ensemble des matrices Hermitiennes n X n avec comme densité de probabilité :

* * 4k .- ok 7%
* - 1% * cee kX _ _ : .
(les * représentent des variables gaussiennes iid)
x40k k4 kL. *

.1 ~ ~
Conjecture (GUE) : Egugmy (f(spec M)) = 711_{20 ~ Z FFL, -, n)
{71, <T}

f : fonction des différences.

Théoreme (Zeév Rudnick - Peter Sarnak) : Vrai quand fa son support dans un intervalle précis.
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Geénéralisations :

Nick Katz-Peter Sarnak (2000)

— Définissent des familles de fonctions L et un type de symmétrie associ€ a chaque famille.

— Pour chaque type de symmétrie, il faut alors considérer des matrices aléatoires sur des groupes
différents :

G =U(n),Sp(n), SO(n) avec mesure de Haar.

— Prouvent la conjecture GUE dans le cas des corps finis, sans condition sur le support.

John Keating-Nina Snaith (2000) et autres :

— valeurs propres d’'une matrice < zéros de son polynéme charactéristique
— Pourquoi ne pas utiliser les valeurs des polyn6mes comme estimateurs de la valeur de ¢ ?

— Permet de conjecturer les moments asymptotiques :

% /0 C(1/2 + it)|Pdt ~ C(A) (log T)*

obtenu a partir de

ro 1
/ ((i—i—it—i—al)---g(i+it—|—ozk)dt<—> Aj(e™)---Ay(em*)dyg
0 U(n)
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Intégrales sur &

Soit G(n) = U(n), SO(n), Sp(n) (n pair pour Sp). Le probléme central est donc de calculer

/ f(g)dg = f(A1, -+, An)dyg
G(n) G(n)

ou f est symmétrique en A1, - - - , \,, les valeurs propres de g.

Exemple :
Soit pt = (g1, pi2, - - - ). Définissons P,.(g) = tr(g”) etP,(g) = [ Py, (9).

Théoréme Soit u - k < n(/2). Soit e = 1 quand G(n) = Sp(n), 0 sinon. Alors

[ Pulog = sen) - NG,
G(n)

ou N(,u) est le nombre de 2-partitions de k points préservées par une permutation dans Sy, de

type L.
Note : Ne dépend pas de 1 quand n est grand.




ales sur des groupes de Lie classiques...

-

Fonctions de Schur

Plus généralement, donc, nous voudrions pouvoir calculer

fG(n) f(g)dg pour n'importe quelle fonction de classe f

(=fonction des valeurs propres ici).

Issai Schur
(1875-1941)

Le théoreme du charactére de Weyl nous fournit une base de I'espace des fonctions de classes, et

méme mieux, les restrictions des charactéres irréductibles sur le tore maximal de G(n) :
{sf(”)()\l, -+, Ap) : i € racines du groupe de Lie G(n) dans la chambre positive }

Note : Dans le cas du groupe U(n) ces s, sont les polyndmes de Schur classiques, lieés aux

représentations irréductibles du groupe symmeétrique (dualité de Schur-Weyl).

)
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Théoreme Soit f(t) = 3, cit', avec f(t) = f(t~"). Prenons ®;(g) = [],, ef) sous
condition que 1 > |1,

[ s so)dg = RGuf) [ @o)d,
G(n)

G(n)

1EL

ou

v(k)
R(p, f) = Z (H 5?%)') Xu(v)  xu(-) charactére irréductible de S,
; .

v |pl

Notes :

— La constante R(7, f) ne dépend pas de n.
— Le théoréme de Szeg0, généralement formulé en termes de matrices de Toeplitz, nous dit

/ P ¢(g)dg ~ exp (nco + Z cjc_j> quand n. — o
U(n) ;

J

Basé sur des travaux de Daniel Bump et Persi Diaconis, des formules similaires existent pour les
autres groupes.

— La convergence est superexponentielle dans le cas de U(n) exponentielle sinon (Kurt Johans-
son 1997).
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Merci !




