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1 Messbarkeit, Masse

Fiir eine Menge X bezeichne 2% = {A: A C X} die Potenzmenge.

1.1 Definition (o-Algebra, messbarer Raum, messbare Menge)
Sei X eine Menge. Ein System M C 2% von Teilmengen von X heisst eine
o-Algebra in X, falls gilt:

(i) X e M,

(i) aus A € M folgt A= X\ A e M,

(iii) ist (A;);en eine Folge in M, so ist |, A; € M.
Ist in X eine o-Algebra M gewiihlt, so heisst X (genauer das Paar (X, M))
ein messbarer Raum und jedes Element von M eine messbare Menge.

1.2 Bemerkungen
Sei M eine o-Algebra in X. Dann gilt:
(1) D e M, da ) = X°.
(2) Aus Al,AQ, c. ,An e M fOlgt U:‘Lzl Al e M.
(3) Ist (A;)ien eine Folge in M, so ist ()2, A; € M, da

ﬂfilAz‘ = (U;.LAS) C%

ebenso ist (;_, A; € M fir alle n € N.
(4) Aus A, B € M folgt A\ Be M,da A\ B=AnN B
Der Prifix o steht fiir abzédhlbare Vereinigungen; gilt fiir ein Mengensystem

M C 2% neben [L1[i) und (ii) noch [1.2|(2), so heisst M eine Algebra.

1.3 Satz (erzeugte o-Algebra)
Sei X eine Menge. Ist £ C 2%, so exzistiert eine kleinste o-Algebra M in X,
die £ enthdlt.

M heisst die von &€ erzeugte o-Algebra.

Beweis: Sei ¥ die Menge aller o-Algebren M’ in X, die £ enthalten; ¥ ist
nicht leer, da 2% € . Setze M := (), ;exy M'. Dann ist £ ¢ M, M C M’
fiir alle M’ € ¥, und M ist eine o-Algebra. O

Vergleiche [1.1] mit:

1.4 Definition (topologischer Raum, offene Menge)
Sei X eine Menge. Ein System O C 2% von Teilmengen von X heisst eine
Topologie in X, falls gilt:

(i) e Ound X € O,
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(ii) aus V4, Va,...,V, € O folgt N, Vi € O,
(iii) ist (V;)ses eine (endliche, abzéhlbar-unendliche oder iiberabzihlbare)
Teilfamilie von O, so ist |J,.,; Vi € O.

Ist in X eine Topologie gewéhlt, so heisst X (genauer das Paar (X, Q)) ein
topologischer Raum und jedes Element von O eine offene Menge.

Eine abgeschlossene Menge in einem topologischen Raum X ist das Kom-
plement einer offenen Menge. Der Abschluss A einer Menge A C X ist der
Schnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten; A ist abgeschlossen.

Wichtige Beispiele von topologischen Rdumen sind metrische Rdume. Zur
Erinnerung: Eine Funktion d: X x X — [0,00) heisst eine Metrik auf der
Menge X, falls gilt:
(i) d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y,

(i) d(x,y) = d(y,x) fir alle z,y € X,

(ili) d(zx,z) <d(z,y) + d(y, 2) fir alle z,y, z € X.
Ist auf der Menge X eine Metrik d gewihlt, so heisst X (genauer das Paar
(X, d)) ein metrischer Raum. Die von der Metrik induzierte Topologie eines
metrischen Raumes X besteht aus allen Mengen V' C X, die sich als Verei-
nigung von (beliebig vielen) offenen Billen B(z,r) = {y € X: d(z,y) < r}
darstellen lassen.
Ein weiteres fiir die Masstheorie wichtiges Beispiel eines topologischen Raum-
es ist die Menge

R:=RU{-00,00} =: [~00, 0]

der erweiterten reellen Zahlen, wobei die Topologie aus allen Vereinigungen
von Mengen der Gestalt (a, b) oder (a, o0] := (a, 00)U{—00} oder [—00,b) :=
{—o0} U (—00,b) besteht (a,b € R).

1.5 Definition (Borelmenge)

Sei X ein topologischer Raum. Die kleinste o-Algebra in X, die alle offenen
Mengen enthélt, wird mit B bezeichnet; die Elemente von B heissen Borel-
mengen.

Die o-Algebra B der Borelmengen ist also gerade die von der Topologie
O C 2% erzeugte o-Algebra (vgl. Satz . Zu B gehoren alle abgeschlos-
senen Mengen, alle abzéhlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen
(sog. F,-Mengen), sowie alle abzidhlbaren Durchschnitte von offenen Mengen

(sog. Gs-Mengen().

'Diese Bezeichnungen stammen von F. Hausdorff; F steht fiir fermé, G fiir Gebiet, o
fiir Vereinigung (Summe) und § fiir Durchschnitt.




1.6 Definition (messbare Abbildung)
Sei X ein messbarer Raum, Y ein topologischer Raum (z.B. R, R oder ein
metrischer Raum). Eine Abbildung f: X — Y heisst messbar, falls f=1(V)
messbar ist fiir jede offene Menge V C Y.

Offenbar ist die Menge A C X genau dann messbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion xa: X — R messbar ist;

(2) 1 fallsz € A,
x) =
x4 0 fallsz e X\ A

Sind X, Y zwei topologische Rédume, so heisst f: X — Y Borel-messbar (oder
eine Borelfunktion, insb. fiir Y = R, R), falls f~*(V') eine Borelmenge ist fiir
jede offene Menge V C Y.

Vergleiche [L.6] mit:

1.7 Definition (stetige Abbildung)
Seien X, Y zwei topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heisst stetig,
falls f=*(V) offen ist fiir jede offene Menge V C Y.

Jede stetige Abbildung ist Borel-messbar. Sind X ein messbarer Raum, Y
und Z topologische Rdume, f: X — Y messbar und g: Y — Z stetig, so
ist h:=go f: X — Z messbar: Ist W C Z offen, so ist g~ (W) offen, also
h=Y(W) = f~1(g71(W)) messbar. Der folgende Satz enthiilt eine allgemeinere
Aussage:

1.8 Satz
Seien (X, M) ein messbarer Raum, Y ein topologischer Raum und f: X — Y
eine Abbildung. Dann gilt:

(1) {ACY: f1(A) € M} ist eine o-Algebra in Y.

(2) Ist f messbar und B C'Y eine Borelmenge, so ist f~1(B) € M.

(3) Ist f messbar und g: Y — Z eine Borel-messbare Abbildung in einen

topologischen Raum Z, so ist h:=go f: X — Z messbar.
(4) Ist Y =R und f~((a, 0]) € M fiir jedes o € R, so ist f messbar.

Beweis: (1) folgt aus den Relationen f~1(Y) =X, f71(Y\A) =X\ f1(A4)
und f7HUE, A) = U, 1A

(2): Die in (1) beschriebene o-Algebra in Y enthilt wegen der Messbarkeit
von f alle offenen Mengen und somit auch alle Borelmengen.

(3): Ist W C Z offen, so ist g~!(W) ein Borelmenge; somit ist A~ (W) =
Hg Y (W)) in M geméiss (2).
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(4): Setze Q := {A CR: f71(A) € M}. Sei @ € R. Wiihle ay, s, ... < a so,
dass a; — « fiir i — co. Dann ist [—o00, ) = |2, [—00, ;] = U=, (v, 00]°.
Nach Voraussetzung ist (a;,00] € Q fiir alle i, und Q ist eine o-Algebra
gemdss (1); somit ist [—oo,a) in , also auch (a, 3) = [—o0, ) N (a, o0].

Jede offene Menge in R ist abzdhlbare Vereinigung von Mengen der Gestalt
(cr, 00] oder (av, 3) oder [—o0,b), also in . Damit ist f messbar. O

1.9 Lemma

Seien X ein messbarer Raum, u,v: X — R z2wei messbare Funktionen und
¢: R =Y eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum Y . Dann ist
h: X =Y, h(z) = ¢(u(x),v(zx)), messbar.

Beweis: Fir f: X — R? f(x) = (u(z),v(x)), gilt h = ¢ o f. Wegen
der Stetigkeit von ¢ geniigt es, die Messbarkeit von f zu zeigen. Fiir je-
des offene Rechteck R = I x J C R? (I,J zwei offene Intervalle) ist
FYR) = v }(I) N v 1(J) messbar, da u=1(I) und v=*(J) messbar sind.
Jede offene Menge V' C R? ist Vereinigung einer Folge solcher Rechtecke R;.
Wegen f~1(V) = 71U, R:) = U, f1(R;) ist f~1(V) messbar. O

1.10 Satz
Sei X ein messbarer Raum.
(1) Fiir messbare Funktionen f,g: X — R sind auch f + g, fg, |f],
min{ f, g} und max{f, g} messbar.
(2) Fiir messbare Funktionen fi, fa,...: X — R sind auch inf; f;, sup; fj,
liminf; .. f; und limsup,_, ., f; messbar.

Beweis: Wir zeigen zuerst (2). Sei g := sup, f;, h := limsup, . f;. Wegen
9 (e, 00]) = U2, f]-_l((a,oo]) und (4) ist g messbar; analog ist inf; f;
messbar. Dann ist auch h = inf>, (sup;; f;) messbar, ebenso liminf; . f;.

(1): Die Messbarkeit von f + g bzw. fg folgt aus (mit ¢(s,t) = s+t
bzw. ¢(s,t) = st). Wegen (2) sind min{f, g} und max{f, g} messbar, somit
auch

f+:max{f,0}, f_:—mln{f,()}
und |f| = "+ f". m

Damit ist auch der Limes jeder punktweise konvergenten Folge von messbaren
Funktionen f;: X — R messbar.

1.11 Definition (Treppenfunktion)

Sei X ein messbarer Raum. Wir nennen eine Funktion s: X — R, die nur
endlich viele verschiedene Werte annimmt, eine Treppenfunktion. In [Rudin]
heissen Treppenfunktionen simple functions.



Beachte, dass wir hier die Werte —oo, 0o nicht zulassen. Ist s: X — R eine
Treppenfunktion mit s(X) = {ay,...,a,}, und setzen wir A; := s~ {a;}, so
ist s = Y 1, a;xa,;, und s ist genau dann messbar, wenn jedes A; messbar
ist.

1.12 Satz (Approximation durch Treppenfunktionen)
Seien X ein messbarer Raum und f: X — [0,00] C R eine messbare Funkti-
on. Dann existiert eine Folge von messbaren Treppenfunktionen s,: X — R,
so dass

(1) 0<s1<s< - < f und

(2) sp(z) — f(z) (n — o0) fir jedes v € X.

Beweis: Fiir n € N sei ¢,: [0,00] — R die grosste Funktion mit Werten
in 27"Z und der Eigenschaft, dass ¢, (t) < inf{t,n} fiir alle ¢t € [0, o0];
¢, ist eine Borelfunktion mit ¢ — 27" < ¢, (t) < t fiir t € [0,n]. Es gilt
0 < p(t) < o) < -+ < tund p,(t) — t (n — oo) fiir t € [0, 00]. Die
Funktionen s, := ¢, o f sind messbar nach [1.§|3) und erfiillen (1) und (2).

(]

1.13 Definition (Mass, Massraum, reelles Mass)
Sei X = (X, M) ein messbarer Raum. Eine Funktion p auf M mit Werten
in [0, oo] oder in R heisst o-additiv, falls

Uz 1A ZN

fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen Ay, As,... € M.

Ein Mass p auf X ist eine o-additive Funktion p: M — [0, co] mit p(A) < oo
fiir wenigstens ein A € M. Ist auf X = (X, M) ein Mass p gewéhlt, so heisst
X (genauer das Tripel (X, M, u)) ein Massraum.

Ein reelles Mass A auf X ist eine o-additive Funktion A\: M — R.

Statt o-additiv sagt man auch abzdhlbar additiv, statt reelles Mass auch si-
gniertes Mass. Beachte, dass ein Mass u (wie oben definiert) nur dann auch
ein reelles Mass ist, wenn u(A) < oo fiir alle A € M. In [Rudin| heissen
Masse positive measures.

1.14 Satz
Sei o ein Mass auf (X, M). Dann gilt:

(1) u(®) =o0.
(2) (U, A) Zzl: w(A;) fiir paarweise disjunkte Aq, ..., A, € M.

(3) u(A) < u(B) fir A B, A.BeM,
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(4) u(A,) — U2, Ai) (n— o0) falls Ay C Ay C ..., Ay, Ag, ... € M.
(5) u(A,) — (N2, Ai) (n — o0) falls Ay D Ay D ..., A, Ag,... € M
und pu(A;) < oco.

Masse sind also auch (endlich) additiv (Eigenschaft (2)) und monoton (Ei-
genschaft (3)).

Beweis: (1): Wahle A € M mit p(A) < oo und setze Ay := A, Ay = A3 =
...:= {0 in der Definition der o-Additivitéit von pu.

(2) folgt dann aus (1) und der o-Additivitat von .

(3): Da B=AU(B\A) und AN(B\ A) =0, folgt u(B) = u(A)+u(B\A) >
w1(A) aus (2).

(4): Sei A :=J;2, A;. Setze By := Ay und B; := A; \ Ay fir 1 =2,3,....
Dann ist B; € M, BN B; = fir ¢ # j, A, = J._, B; und A = |J;2, B..
s gilt ju(An) = S0, ju(Bo), pl(A) = S22, u(By) und somit ji(A,) — p(A)
(n — 00) nach der Definition der Summe einer unendlichen Reihe.

(5): Sei A := (2, Ai. Setze C,, := A; \ A,. Dann gilt C; C Cy C ..
p(Cn) = p(Ar) = p(An) und Ay \ A = U, Ci. Mit (4) folgt u(Ar) — p(A)
(A \ A) = limy, oo p(Cr) = u(Ar) — lim,, o0 4(A,) und somit (5).

a

Die Konstruktion von interessanten Massen erfordert einen gewissen Auf-
wand; wir kommen in Kapitel 3 ausfiihrlich darauf zuriick. Ein paar sehr
einfache Beispiele lassen sich aber leicht angeben. In beiden der folgenden
Beispiele ist X eine beliebige Menge und M = 2%,

1.15 Beispiele
(1) Essei u(A) :== #A € [0, 00] die Anzahl Punkte in A C X; u heisst das
Zihlmass auf X.
(2) Sei x ein fest gewihlter Punkt in X und

1 falls z € A,
u(A) = {
0 sonst;

i heisst das Dirac-Mass im Punkt x und wird oft mit d, bezeichnet.

Ist 1 das Zéhlmass auf N und A, :={n,n+1,n+2,...},soist (2] A; =0
aber u(A,) = oo fir alle n. Dies zeigt, dass die Bedingung pu(A4;) < oo
in [1.14)(5) nicht weggelassen werden kann.



2 Integration

Fiir das Rechnen in [0, oo] verwenden wir die folgenden Konventionen:

a+oo=o00+a=o00 fir0<a< oo,

oo falls 0 < a < o0,
a-00=00-a=
0 fallsa=0.

Beachte, dass die Kiirzungsregeln a+b =a+c=b=cbhzw.ab=ac=b=c
nur dann gelten, wenn a < oo bzw. 0 < a < oo.

Fir0<a <a<...,0<0 <0 <...,a, —a,b, —0bfolgt a, +b, —
a+ b, a,b, — ab. Mit (Approximation durch Treppenfunktionen) und
1.10(2) (Messbarkeit von sup; f;) folgt daraus: Summen und Produkte von
messbaren Funktionen mit Werten in [0, co] sind messbar. Insbesondere ist
fiir eine messbare R-wertige Funktion f auch |f| = f* + f~ messbar.

Im Folgenden bezeichnet (X, M, 1) einen beliebigen Massraum.

2.1 Definition (Integration von nichtnegativen Funktionen)
Ist s: X — [0,00) eine messbare Treppenfunktion mit s(X) = {ay,...,a,}
und s = Y"1 a;xa,, und ist E € M, so setzen wir

/ sdy = Z%M(Ai NE).
E i=1

(Hier wird die Konvention 0 - co = 0 beniitzt.) Ist f: X — [0, co] messbar,
und ist £ € M, so definieren wir

/fdu:zsup/sd,u,
E E

wobei das Supremum iiber alle messbaren Treppenfunktionen s mit 0 < s < f
genommen wird. | 5 [ dp heisst das Lebesgue-Integral von f iiber E bzgl. p.

Beachte, dass || 2 fdup€[0,00]. Ist f selbst eine Treppenfunktion, so sind die
beiden Definitionen konsistent.

2.2 Satz
Seien f,g: X — [0, 00] messbar und und A, B, E € M. Dann gilt:
(1) Aus f < g folgt [, fdu < [, gdpu.
(2) Aus AC B folgt [, fdu < [, fdpu.
(3) Fiir c € [0,00) ist [,cf du=c [, fdpu.
(4) Ist f(z) =0 fir alle x € E, so ist [, fdu =0, auch wenn p(E) = oo.
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(5) Ist w(E) =0, so ist [, fdu =0, auch wenn f(x) = oo fir alle x € E.
(6) Jp fdu= [xxufdp.

Beweis: Alle Eigenschaften folgen direkt aus der Definition. O

In haben wir vorausgesetzt, dass f auf ganz X definiert sei. Fiir f: £ —
[0, 00], E C X messbar, verwendet man, dass (E, Mg, u|Mg) ein Massraum
ist, wobei Mg :={A € M: AC E}.

2.3 Proposition
Seien s,t: X — [0,00) zwei messbare Treppenfunktionen.

(1) p(E) = [, sdu definiert ein Mass auf M.
(2) [ys+tdu= [ysdu+ [ tdpu.
Beweis: (1): Sei s = Y, a;xa, wie in Definition Ist £ = U, Ex

fir paarweise disjunkte Ey € M, so folgt ¢(E) = > . ou(4; NE) =

i @ Dy (A N B) = 3002 D iy aap(Ai 0V Ey) = 307 o(Ey). Es gilt
auch () = 0 (und somit ¢ Z 00).

(2): Sei s wie oben, und sei t(X) = {Bi,...,Bn}, t = D1, Bjxs,;. Fir
Eyj = AinB; gilt danm [ s+t dp = (i +8;)u(Eyy) = caap(Eyy)+5i(Eyy) =
fEij sdp + fEij tdp. Da X disjunkte Vereinigung aller E;; ist, folgt mit (1)
die Behauptung. a

2.4 Satz (Lebesgue, monotone Konvergenz)
Sind fi, fa,...: X — [0,00] messbar und gilt fi(x) < fo(z) < ... und
fa(z) = f(x) (n — o0) fir alle x € X, so ist f messbar und

/andu—>/xfdu (n — o).

Beweis: Wegen [ fodp < [y fas1 dp existiert ein o € [0, 00], so dass
/ fodp — a  (n — 00).
X
Da f = sup, fn, ist f messbar. Da [, f,du < [, fdu fiir alle n, folgt

aﬁ/deu.

Seien 0 < s < f eine messbare Treppenfunktion und 0 < ¢ < 1 eine Kon-
stante. Setze

E, ={z: fo(z) > cs(x)}



fir n = 1,2,...; E, ist messbar, By C Ey C ... und X = |, E,, (aus
f(z) =0 folgt x € Ey, aus f(z) > 0 folgt cs(z) < f(x) und somit x € E, fiir
ein n). Es gilt

/ fudp > fndch/ sdp =: cp(Ey).
X En

n

Fiir n — oo folgt mit [2.3(1) und [1.14)(4), dass

a>cp(X) = c/ sdp.
X

Da dies fiir alle solchen s und c¢ gilt, erhalten wir die noch fehlende Unglei-
chung a > [ fdp. O

2.5 Satz

Sind fi, fa,...: X — [0,00] messbar und ist f(x) = Y ", fo(x) fir alle
x € X, so ist f messbar und

/deuznfjl/xfndu.

Beweis: Wiahle monotone Folgen (s}), (s/) von messbaren Treppenfunktio-

nen, so dass s, — fi, s — fo (s. [L.12). Fiir s; := s, + s/ gilt s; — f1 + fo.
Mit [2.3(1) und [2.4] folgt

/f1+f2dﬂz/f1dﬂ+/f2dﬂ~
X X X
Setze gy := f1 + -+ + fn. Mit Induktion iiber N folgt

N
g dp = /fndu
Joman=% ]

fiir alle N. Die Folge (gn) konvergiert monoton gegen f, mit ergibt sich
daher die Behauptung. O

Ist ;1 das Zahlmass auf einer abzéhlbaren Menge, so entspricht der Tat-

sache, dass
> D ay =) a;
i i

fiir Qi S [0, OO]
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2.6 Satz (Lemma von Fatou)
Sind fi, fa, ...+ X — [0, 00] messbar, so gilt

n—oo n—

/ liminf f, dp < lim inf/ fndpu.
X >~ Jx

Beweis: Sei gi(x) := inf;>, f;(x). Die Folge (gx) konvergiert monoton gegen
liminf, .. f,, somit

/gkdpﬁ/liminffndp, (k — o00).
X X n—oo

Da ausserdem g < fr und somit fX grdp < fX fr du, folgt der Satz. a

2.7 Satz
Sei f: X — [0,00] messbar, und sei ¢(E) := [, fdu fir E € M. Dann ist

© ein Mass auf M, und
/gdw—/gfdu
X X

fiir jede messbare Funktion g: X — [0, 00].

Die obige Identitdt wird manchmal einfach als dp = f du geschrieben, die
Symbole dp und dp haben dabei aber keine eigene Bedeutung. In Kapitel 6
werden wir eine wichtige Umkehrung von kennenlernen, den Satz von
Radon—Nikodym.

Beweis: Sei E = Uj’;l E; fiir paarweise disjunkte £E; € M. Dann gilt
xef=> xuf @(E)= / xefdp, o(E;) = / Xz, f dp.
i X X

Mit [2.5] folgt
p(E) = o(E;).
j=1

Wegen () = 0 ist ¢ also ein Mass. Die behauptete Identitét gilt fiir g = xg

(E € M), da
/xEdsost(E):/fodu,
X X

und somit auch fiir jede messbare Treppenfunktion g: X — [0, 0o]. Das all-
gemeine Resultat folgt dann mit (Approximation durch Treppenfunk-
tionen) und (monotone Konvergenz). O
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(X, M, 1) bezeichnet weiterhin einen beliebigen Massraum.

2.8 Definition (Integration von reellen Funktionen)
Eine Funktion f: X — R heisst Lebesque-integrabel (bzgl. u), falls f messbar

und
/ | fldp < o0
X

ist. Die Menge aller solchen Funktionen bezeichnen wir mit L*(u). (Die Be-
deutung des Exponenten 1 wird in Kapitel 5 klar werden.) Ist f € L*(u) und
f = f"— f~ die Zerlegung in Positivteil f* = max{f,0} und Negativteil
f~ = —min{f, 0}, so definiert

/deu:zfxfwu—/xf—du

das Lebesgue-Integral von f (bzgl. p).

Man beachte, dass |f|, fT und f~ messbar sind und dass 0 < f* < |f| und
0 < f= <|f]; somit gilt [fT < [|f] < cound [f~ < [|f] < oo. Ist
allgemeiner f: X — R messbar und wenigstens eines der Integrale J [T und
J [~ endlich, so kann man immer noch

J7= 15t g
erklidren, wobei jetzt [ f moglicherweise oo oder —oo ist.

2.9 Satz
Seien f,g € L'(u) und o, 3 € R. Dann gilt:

(1) af +pBge L' (p) und [af +Bgdp = [ fdu+ 08 [y gdu.
(2) Aus f < g folgt [ fdu < [gdpu.
3) | [ fdu| < [fldp.

Beweis: (1): aof + (g ist messbar (s. [1.10)(1)), und es gilt

/ af + gl du < / lallf] + 18l1g] di
X X

Z\Oé\/X\f\dqu\ﬁ\/X\g\dp<oo.

Somit ist af + Bg € L*(p). Sei h := f +g. Dann ist At —h™ = fT — f~ +
gt —g,alsoht+ f~+g = fT+gt+h und [t + [f 4+ [¢g =
Jft+ [g"+ [h™ nach Da alle diese Integrale endlich sind, folgt

Jh=Jnt ===+ g =g =i+ ]9
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Es bleibt noch zu zeigen, dass [af =a [ f. Fira>0ist [af = [afT -
Jof =aff*—aff =affnachE33). Wegen (—f)" = 1~ (~f) =
[T gilt ausserdem [(—f)=[f"—[fT=—[T.

(2): f < g impliziert f* < g" und f~ >g".

B) 1 fl=aff=[af < [|fl fireinac{-11}, 0
2.10 Satz (Lebesgue, beschrinkte Konvergenz)
Seien fi, fa,...: X — R messbare Funktionen mit f,(z) — f(x) (n — o0)

fiir alle z € X. Existiert eine Funktion g € L'(u), so dass | f,(z)] < g(x) fir
alle n und alle v € X, so ist f € L*(n) und es gilt

[t sln=0 wnd [ foau— [ fan 0o

Beweis: Die Funktion f ist (als punktweiser Limes der f,) messbar, und

|f] < g. Somit ist f € L'(u). Da |f, — f| < |fal + | f] < 29, kbnnen wir 2.6
(Lemma von Fatou) auf die Funktion 2¢g — | f,, — f| anwenden. Es folgt

/2gduﬁliminf/ 29 — | fu — fldu
X n—ee Jx

:/ 29d,u—|—liminf<—/ |fn—f|d,u)
X e X

=/ 2gdu—limsup/ | fn — fldp.
X n—oo X

Da [, 2gdp < oo, folgt limsup,, ., [y |fo—=fldp <0, also [y |fu—f|dp — 0.
MitR9(3) folgt auch | [ fudpi— [y fdpl = | [ fa—f dpl < [y |fa—fldp —
0. O

Es folgen einige Bemerkungen zur Rolle von Nullmengen (Mengen vom Mass
0).

2.11 Definition (Nullmengen-Terminologie)

Sei P eine Kigenschaft, die ein Punkt x € X haben kann, beispielsweise
»f(x) > 0“ fiir eine gegebene Funktion f oder ,(f,(x)) konvergiert* fiir eine
gegebene Folge von Funktionen f,. Ist X = (X, M,u) und E € M, so
bedeutet die Aussage ,, P gilt (u-)fast iberall auf E* oder ,, P gilt fiir (u-)fast
alle z in E“, dass eine Menge N € M mit u(N) = 0 existiert, so dass alle
x € E'\ N die Eigenschaft P haben.

Sind z.B. f,g messbare Funktionen und ist u({z: f(z) # g(x)}) = 0, so
sagen wir ,, f = g (u-)fast iiberall“. Dies definiert eine Aquivalenzrelation ~.
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Transitivitit (f ~ g und g ~ h impliziert f ~ h) folgt aus der Tatsache, dass
die Vereinigung zweier Nullmengen wieder eine Nullmenge ist. Fiir f ~ ¢

und F € M gilt dann
/fduz/gdu
E E

(da E=(E\N)U(ENN), f=gauf E\ N und u(ENN)=0), d.h. ,Null-
mengen sind bei der Integration vernachléssigbar®.

Ein Mass p heisst vollstindig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge messbar
(und somit wieder eine Nullmenge) ist.

2.12 Satz (Vervollstdndigung von Massen)

Sei (X, M, u) ein Massraum und M* die Menge aller E C X, fiir die A, B €
M ezistieren, so dass A C E C B und u(B\ A) = 0; definiere in dieser
Situation pw(E) := p(A). Dann ist M* eine o-Algebra, und die so erweiterte
Mengenfunktion i ist ein vollstandiges Mass auf M*.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass p(F) wohldefiniert ist fiir jedes E € M*.
Si ACECB, A CECDB,uB\A) =uB \A)=0 DaA\A C
E\NA Cc B"\ A, gilt u(A\ A’) =0 und somit u(A) = u(ANA"). Ebenso ist
p(A') = p(ANA), also p(A) = p(A').

Wir zeigen als Néchstes, dass M* eine o-Algebra ist:

(i) X e M*, da X € M und M C M*.

(i) A C E C B impliziert B¢ C E° C A, aus F € M* folgt also E¢ € M*,
da A°\ B°= A°NB =B\ A.
ACFEC Bund

B\A=UZ (B \4) CUZi(Bi\ A);
da abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind,
ist mit F; € M* (i =1,2,...) also auch £ € M*.
Wir zeigen noch, dass p o-additiv auf M* ist. Sind die E; in (iii) paarweise
disjunkt, dann auch die A;; es folgt

() = p(A) = D p(A)) = 3 ().

Somit ist 4 ein Mass auf M*, und p ist offensichtlich vollsténdig. O

2.13 Bemerkung (erweiterter Messbarkeitsbegriff)

Da Nullmengen bei der Integration vernachléssigbar sind, ist es zweckmaéssig,
den Messbarkeitsbegriff fiir Funktionen wie folgt zu erweitern. Ist eine Funk-
tion f auf einer Menge E' € M definiert, so nennen wir f messbar auf X,
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falls u(E¢) = 0 und f~*(V) N E messbar ist fiir jede offene Menge V. Setzt
man f(z) := 0 fiir alle x € E*, so erhélt man eine messbare Funktion im ur-
spriinglichen Sinn; ist p vollstédndig, so kann man f sogar auf ganz beliebige
Weise erweitern. Das Integral von f iiber A € M ist unabhéngig von der
Definition von f auf E° man kann daher oft darauf verzichten, tiberhaupt
eine Fortsetzung zu wéhlen.

2.14 Satz
Sei (fn)nen eine Folge von (u-fast tberall definierten) reellen messbaren
Funktionen auf X, so dass

S [ 1fuldn <o
n=1 X

Dann konvergiert die Reihe

D falx) = f(x)

fiir p-fast alle z, f € L' (u), und

/deuzi/xfndu.

Beweis: Sei f,, auf S, definiert, pu(SS) = 0. Setze p(z) := > o7 | fu(2)]| fiir
re S =, Sn Dannist (S = 0. Nach Satz[2.5| und der Voraussetzung

gilt
/wdu22/\fn|du<oo.
S = Js

Dies impliziert p(E¢) =0 fir £ := {z € S: ¢(z) < oo}. Nach der Definition
von ¢ konvergiert die Reihe Y > f,(z) = f(x) absolut fiir alle x € E, und
|f(z)| < ¢(z) fir alle z € E. Fiir g, := fi+...+ f, folgt |gn(x)| < o(x) und
gn(x) — f(x) fiir alle z € E. Mit Satz (beschriankte Konvergenz) folgt
f e LY(p) auf E und

i[Efiduz/Egnduﬁ/Efdu-

Da pu(E°) =0, folgt der Satz. O
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Beachte, dass man Konvergenz der Reihe auch dann nur fast diberall erhalten
wiirde, wenn die f,, tiberall auf X definiert wéren.

Wir erwéhnen noch drei weitere Situationen, in denen man Folgerungen nur
fast iiberall erhélt.
2.15 Satz
(1) Sei f: X — [0,00] messbar, E € M, und [, fdu=0. Dann ist f =0
fast tiberall auf E.
(2) Sei f e L' (u) und [, fdu =0 fir alle E € M. Dann ist f = 0 fast
tiberall auf X.
(3) Sei f e LY ) und | [ fdu| = [ |f|du. Dann gibt es ein v € {—1,1},
so dass af = |f]| fast iberall auf X.

Satz [2.15](3) beschreibt den Gleichheitsfall in [2.9)(3).

Beweis: (1): Fir A, :=={z € E: f(z) >1/n}, n=1,2,..., folgt
1
Lu(a,) < fdus/fduzo,
n An E

also p({z € E: f(z) > 0}) = p(U,~, An) = 0.
(2): Wahle E = {z: f(x) > 0}; dann ist [, f*dp = [, fdu = 0, also
f1 =0 fast iiberall auf X nach (1). Ebenso verschwindet f~ fast iiberall.

(3): Untersuche den Beweis von (3) Mit der Voraussetzung folgt [ |f|—
afdp=0firein o € {—1,1}. Da|f|—af > 0, folgt mit (1) die Behauptung.
(]

3 Konstruktion von Massen

Fiir die Konstruktion von Massen ist der folgende Begriff niitzlich.

3.1 Definition (dusseres Mass)
Sei X eine Menge. Ein dusseres Mass v auf X ist eine Funktion v: 2% —
[0, 0], so dass
(i) »(0) =0,
(ii) v(A) <w(B) fir AC BC X, und
(111) V(U?il A,) S 221 V(AZ) fiir Al, AQ, ... CX.
Eine Menge A C X heisst v-messbar, falls

v(D)=v(DNA)+v(D\A)
fiir jede Menge D C X.
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Ein dusseres Mass v ist also monoton (Eigenschaft (ii)) und o-subadditiv (Ei-
genschaft (iii)), mit (i) also auch (endlich) subadditiv. Um die u-Messbarkeit
einer Menge A C X zu zeigen, geniigt es,

v(D)>v(DNA)+v(D\A)
fiir alle D C X mit v(D) < oo nachzuweisen.

3.2 Satz (Carathéodory)
Sei X eine Menge und v ein dusseres Mass auf X. Dann ist

M ={AC X: A ist v-messbar}

eine o-Algebra, und die Einschrinkung p = v|M ist ein vollstindiges Mass.

Beweis: Offensichtlich ist X € M, da v(D) =v(DNX) +v(D\ X) fiir alle
D C X. Mit A € M ist auch A° € M, da
v(D)=v(DNA)+v(D\A)=v(D\ A°) + v(D N A°)
fir alle D C X. Aus A, B € M folgt AUB € M, da
v(D)=v(DNA)+v(D\ A)
=v(DNA)+v((D\A)NB)+v(D\A)\B)
>v(DN(AUB))+v(D\ (AUB))
fiir alle D C X. Somit ist M eine Algebra (s.[1.2)).
Seien Ay, As, ... € M paarweise disjunkt. Wir zeigen, dass B := (J;-, 4; €
M und v(B) = >_°, v(4;); damit ist M eine o-Algebra und v|M ein Mass.
Setze By, =, A;. Firalle D ¢ X und k =2,3,... gilt
=v(DNA) +v(DN By),

also
k

v(D) =v(D N By)+v(D\ By) =Y _ v(DNA;)+v(D\ By).
i=1
Es folgt
v(D)>> v(DNA)+v(D\B)>v(DNB)+v(D\B)>v(D),
i=1

d.h. B € M. Fiir D = B ergibt die letzte Zeile gerade v(B) = Y2, v(4;).
Das Mass p = v|M ist vollstandig: Fiir jede Menge A C X mit v(A) =0
und fiir alle D C X gilt v(D) < v(DNA)+v(D\ A) <v(D), Aist also
v-messbar. O
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Ist umgekehrt (X, M, p) ein Massraum, so wird durch
v(A) :=inf{u(B): AC Be M}

ein dusseres Mass erklart, und jede Menge A € M ist v-messbar.

Sei X eine Menge und A C 2% eine Algebra (s. . Im néchsten Satz zeigen
wir mittels dass jedes ,Mass“ p auf A zu einem Mass auf einer o-Algebra
M D A erweitert werden kann. Die o-Additivitdat von p auf A bedeutet: Sind
Ay, A, ... € A paarweise disjunkt, und ist auch |J;2, A; € A, so gilt

Uz 1A ZM

Jedes solche Mass p: A — [0, 00] (mit u # oo) erfiillt wieder u() = 0 und
ist (endlich) additiv und monoton (wie in[L.14]). Ein Mass x auf einer Algebra
A heisst o-endlich, falls Ey, Es, ... € A existieren, so dass u(FE;) < oo fiir
i=1,2,...und X =2, E

3.3 Satz (Erweiterungssatz, Carathéodory-Hahn)
Sei X eine Menge, A C 2% eine Algebra und u ein Mass auf A (im oben
erkldrten Sinn).

(1) Definiere v: 2% — [0, 00| durch
v(A) == inf {322, 1(By): By € A, A C Up Br};

v 1st ein dusseres Mass.

(2) Sei M die o-Algebra der v-messbaren Mengen (s.[3.2]). Das Mass v|M
ist eine Erweiterung von p, d.h. A C M und v|A = p.

(3) Ist zusdtzlich p o-endlich, so ist die in (2) angegebene Erweiterung
eindeutig in folgendem Sinn: Ist M' eine o-Algebra mit A C M’ C M,
so gilt ' = v|M'" fiir jedes Mass p' auf M' mit /| A = p.

Beweis: (1): Offensichtlich ist ¥ monoton und v()) = 0. Seien Ay, Ay, ... C
X, A= U2 A Zue > 0 wihle By, € A, so dass A; C J;; Bix und
220:1 w(Bi) < v(A;) + 27%. Dann ist

Dies zeigt die o-Subadditivitat von v.

(2): Sei A € A. Es gilt v(A) < p(A). Ist A C |,—, By fiir paarweise dis-
junkte By € A, setze Ay := AN By. Dann sind die A; in A und paarweise
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disjunkt, und A = (J;—; Ag. Somit gilt pu(A) = D77, w(Ax) < Doy w(By).
Dies impliziert u(A) < v(A). Damit ist v|A = pu.

Es bleibt noch die v-Messbarkeit von A € A zu zeigen. Sei D C X mit
V(D) < oo. Zu € > 0 wihle B, € A mit D C (J;o, By und > 2, pu(By) <
v(D)+e. Es gilt u(Br N A) + pu(Bp \ A) = p(By), also

> u(BeNA)+ > (B \ A) < v(D) +e.

k=1 k=1

DaDNAC U (BknNA)und D\ A C U;—,(Bx \ A), folgt (DN A)+
v(D\ A) <v(D)+e.

(3): Sei p’ ein Mass auf der o-Algebra M'; A C M’ C M, p/|A = . Sei A €
M. Fiir By € Amit A C o, By, gilt p/(A) <3702 1 (Bg) = > pey 1(By).
Dies zeigt, dass y/ < v auf M’. Wahle paarweise disjunkte F; € A mit
u(E;) < oo und X = ;2 E;. Dann sind E; N A E; \ A € M, also gilt
W(E;NA) <v(E;NA)und p/(E; \ A) <v(E;\ A). Mit

W(ENA) + (B \A) = W(E) = v(E) =v(ENA) +v(E;\ A)

und p(FE;) < oo folgt (/' (E;NA) = v(E;NA). Summation iiber i gibt p/(A) =
v(A). 0

Wir konstruieren jetzt das Lebesgue-Mass auf R™ durch Erweiterung des
Elementarinhalts von endlichen Vereinigungen von Quadern. Ein Intervall
I C R ist eine zusammenhéingende Menge, d.h. eine Menge von einem der
Typen

(a,b), —oco<a<b< oo,
[a,b), —o0<a<b< o,
(a,b], —o0<a<b<oo,
[a,b], —oo<a<b<oo.

Dann ist L(I) :==b—a € [0, 00] die Linge von I. Ein Quader Q C R™ ist eine
Menge der Gestalt Q = I} x Iy x ... x I, fiir Intervalle Iy, ..., I,. Dann ist
V(Q) := L(I)-L(13)-...-L(1,) das Volumen von ) (wobei wieder 0-co = 0).

3.4 Proposition

Sei A := {A C R": A ist Vereinigung endlich vieler Quader}; A ist eine
Algebra. Jedes A € A ldsst sich als Vereinigung von endlich vielen, paar-
weise disjunkten Quadern schreiben. Ist A = Ule Q; eine solche disjunkte

Vereinigung, setze u(A) := Zle V(Q;). Dies definiert ein Mass i auf A.
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Beweis: Man sieht leicht, dass A eine Algebra ist und jedes A € A als
Vereinigung endlich vieler, paarweise disjunkter Quader geschrieben werden
kann.

Um zu zeigen, dass p wohldefiniert ist, betrachtet man fiir zwei verschiede-
ne disjunkte Darstellungen A = Ule Q; = U;:l Q; die aus allen Q; N Q)
bestehende gemeinsame Verfeinerung. Es gilt

l

SV =Y S v@nQ) =3 V(@)

i=1 i=1 j=1 j=1

Offensichtlich ist (@) = 0. Es bleibt noch die o-Additivitédt von u zu zeigen.
Seien A, As, ... € A paarweise disjunkt, und sei A := J;°; 4; in A. Da
offenbar (endlich) additiv und daher monoton ist, gilt

w(A) > (U, 4) = Z p(A;)

fir alle k, also p(A) > >°°, u(A;). Fiir den Beweis der umgekehrten Un-
gleichung nehmen wir 0.B.d.A. an, dass alle A; beschrinkte Quader sind
und dass A abgeschlossen ist. Zu ¢ > 0 wihle offene Quader U; D A; mit
w(U;) < u(A;) + 27%. Fiir L > 0 betrachte A := AN [—L,L]". Da AL
kompakt ist und da A* ¢ (J°, Uy, gilt AY ¢ Y, U fiir ein k = k(L). Es
folgt

k k oo
(A" SZ ZM(AZ-)—l—egZu(A
i=1 =1 i=1
Da u(AY) — u(A) (L — oo), folgt die noch fehlende Ungleichung. O

3.5 Definition (Lebesgue-Mass)
Seien A und p wie in [3.4] Das wie in |3.3(1) erklirte zugehorige dussere

Mass v heisst dusseres Lebesque-Mass auf R™. Die wieder mit u bezeichnete
Erweiterung v|M von p gemiiss [3.3{(2) heisst Lebesque-Mass auf R™; M ist
die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™.

Beachte, dass das dussere Lebesgue-Mass v einfach durch

= inf{>"°,V(Q;): Q; kompakter Quader, A C |J;2,Q;}

charakterisiert ist. Jede offene Menge ist abzidhlbare Vereinigung von Qua-
dern und daher Lebesgue-messbar. Es folgt, dass jede Borelmenge Lebesgue-
messbar ist. Dies ergibt sich auch aus dem folgenden allgemeinen Satz.
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3.6 Satz (Carathéodory’s Kriterium)
Sei v ein dusseres Mass auf einem metrischen Raum X = (X, d). Dann sind
dquivalent:

(1) Alle Borelmengen sind v-messbar.
(2) v(A) + v(B) = v(AU B) fir alle A, B C X mit d(A,B) :=
inf{d(z,y): v € A, y € B} > 0.

Beweis: Aus (1) folgt (2): Seien A, B C X mit d(A, B) > 0. Dann existiert
eine offene Menge U D A mit U N B = (). Da U v-messbar ist, folgt

V(AU B) = v((AUB)NU) + v((AUB)\ U) = v(A) + v(B).

(2) impliziert (1): Sei M die o-Algebra der v-messbaren Mengen. Es geniigt
zu zeigen, dass

v(D)>v(DNA)+v(D\A)
falls D C X, v(D) < oo und A C X abgeschlossen; dann ist A € M,

also B C M. Fiir i =1,2,... sei 4; .= {x € X:d(z,4;) < 1/i}. Es gilt
d(DNA,D\ A;) > 0 und somit

v(D)>v(DNA)U(D\A))=v(DNA)+v(D\A4)

gemdss (2). Es bleibt noch zu zeigen, dass v(D\ A;) — v(D\ A) (i — o). Da
A abgeschlossen ist, folgt D\ A = (D\ 4;)UU;Z, Ej fiir Ej := DN (A;\ Ajp1).
Es gilt

v(D\ A) < v(D\A) Sv(D\A)+ ) v(E));
j=i
es geniigt zu zeigen, dass ) 77, v(E;) < oo. Fiir k > j + 2 ist d(E}, E) > 0.
Mit (2) folgt fir alle n € N, dass

n

> v(Bya) = v(U Ba) < v(D)

=1

und ebenso Y ", v(Ey) < v(D). Da v(D) < oo, folgt der Satz. O

Eigenschaft (2) gilt offensichtlich fiir das dussere Lebesgue-Mass: In der Cha-
rakterisierung von v konnen o0.B.d.A. alle Quader mit Durchmesser < §
gewdhlt werden fiir ein beliebiges § > 0. Fiir A,B C X mit d(4,B) > 0
wéhle man 0 < d(A, B)/2.
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3.7 Definition (Borel-regulires dusseres Mass)

Ein dusseres Mass v auf einem topologischen Raum X heisst Borel-requldr,
falls jede Borelmenge v-messbar ist und jede Menge A C X in einer Borel-
menge B mit v(A) = v(B) enthalten ist.

3.8 Satz
Sei v das dussere Lebesque-Mass auf R™. Fiir jede Menge A C R™ gilt

v(A) =inf{v(U): AC U, U CR" offen},

insbesondere ezistiert eine Gs-Menge B, so dass A C B und v(A) = v(B).
Somit ist v Borel-reguldr.

Beweis: Seit A C R™. Zu e¢ > 0 wihle Quader @; mit A C |J;2, Q; und
Yoo, V(Q:) < v(A)+e. Wihle dann offene Quader U; D @, so dass V(U;) <
V(Q;) 4+ 27" Dann ist U := J;-, U; offen, A C U, und

o0

v(U) <) w(U) =) V(U;) < Z V(Q;) + e < v(A) + 2.

=1 =

Dies zeigt die erste Behauptung. Um eine Gs-Menge B mit A C B und
v(A) = v(B) zu finden, wihle offene Mengen Uy, so dass A C Uy und
v(Ug) — v(A) (k — o0). Setze B := (\,—, Uy. Fiir alle k gilt A C B C U,
also v(A) < v(B) < v(Uy) — v(A), d.h. v(A) = v(B). O

3.9 Satz (Einschrinkung Borel-regulirer dusserer Masse)
Sei v ein dusseres Mass auf einem topologischen Raum X, A C X. Definiere
v A: 2% — [0,00] durch (vi_ A)(B) :== v(AN B).
(1) v A ist ein dusseres Mass, und jede v-messbare Menge ist auch (vL_A)-
messbar.
(2) Ist v Borel-regulir und A v-messbar mit v(A) < 0o, so ist vI_A Borel-
requldr.

Beweis: (1): Es ist klar, dass v_A ein dusseres Mass ist. Ist C' C X v-messbar,
so gilt fiir jedes D C X

(vLA)(D)=v(AND)=v(AND)NC)+v((AND)\C)
=v(AN(DNC))+v(An(D\C))
=wLA)(DNC)+ (v A)(D\C);

C' ist also auch (vL A)-messbar.
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(2): Sei A v-messbar mit v(A) < co. Wihle Borelmenge B mit A C B und
v(A) = v(B). Da A v-messbar und v(A) < oo ist, folgt v(A) = v(B) =
v(BNA)+v(B\A)=v(A)+v(B\A) und v(B\ A) = 0. Sei jetzt C C X
wir zeigen C' C D fiir eine Borelmenge D mit (v A)(C) = (vLA)(D). Wahle
Borelmenge E, so dass BNC C E (B wie oben) und v(BNC') = v(E£). Dann
ist D:= FEUB°Borel, C C (BNC)UB*C Dund AND C E. Es folgt

(vLA)(D)=v(AND) <v(E)
=v(BNC)=v((BNC)NA)+v((BNC)\ A)
=v(ANC)+v((B\A)NC)=v(ANC) = (vLA)(C),

also (vL A)(C) = (vL A)(D). O

3.10 Satz (Approximationseigenschaften)
Sei v ein Borel-requldres dusseres Mass auf einem metrischen Raum X und
A C X eine v-messbare Menge.

(1) Ist v(A) < oo, so existiert fiir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge
C C Amit v(A\ C) < ¢, insbesondere gibt es eine F,-Menge F' C A
mit v(A\ F) =0.

(2) Ist A C U2, Vi fir offene Mengen V; C X mit v(V;) < oo, so existiert
fir jedes € > 0 eine offene Menge U D A mit v(U\ A) < €, insbesondere
gibt es eine Gs-Menge G DO A mit v(G\ A) = 0.

Beide Aussagen gelten insbesondere fiir das dussere Lebesgue-Mass. (1) und
(2) zeigen, dass fiir jede v-messbare Menge A C X mit v(A) < oo eine
F,-Menge F und eine Gg-Menge G existieren, so dass F' C A C G und

V(G\F)=v(G\A)+v(A\F)=0.

Umgekehrt gilt: Ist v ein dusseres Mass auf einer Menge X, A C X, und
existieren v-messbare Mengen F,G C X mit F C A C G und v(G \ F)) =0,
so ist A v-messbar. Dies entspricht gerade der Vollsténdigkeit des Masses
p=vIM (s.B2):Dapu(G\F)=0und A\ F C G\ F,ist A\ F € M, also
A=FU(A\F)e M.

Beweis von [3.10; (1) Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass v(X) < oo. (Ersetze
sonst v durch das Borel-reguldre Mass v L A, s. . Betrachte zuerst die
Menge A aller A C X, fiir die fiir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge
C und eine offene Menge U existieren mit C C A C U und v(U \ C) <
e. Wir zeigen, dass A eine o-Algebra ist. Offensichtlich ist X € A, da X
offen und abgeschlossen ist. Aus A € A, C C A C U, v(U\ C) < € folgt
Ue C A° € C°und v(C°\U®) = v(U\ C) < e. Sind Ay, Ay, ... € A,
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C; C AC U, v(U;\ C;) < 27%, so gilt Ule CiCc Ac U2, U, = U fiir alle
k. Da (2, (U\ U, C) = U\ U2, G, folgt mit [3.2) und [1.14](5)

lim v(U\ UL, Ch) = v(U\UZ,G) < Zu(Ui \ ) <.

k—o0

Die o-Algebra A enthélt alle abgeschlossenen Mengen, da jede abgeschlossene
Menge in einem metrischen Raum Schnitt einer absteigenden Folge offener
Mengen ist. Somit enthélt A alle Borelmengen; die erste Aussage in (1) gilt
also fiir Borelmengen. Ist A v-messbar mit v(A) < oo, so existiert ein B € B
mit A C B und v(B\ A) = 0. Dann ist B\ A C D fiir ein D € B mit
v(D) =0,und E := B\ D ist eine Borelmenge mit £ C A und v(A\ E) = 0.
Damit folgt die erste Aussage in (1) auch fiir A. Um eine F,-Menge F' C A
mit ¥(A \ F) = 0 zu finden, wéhle abgeschlossene Mengen C; C A mit
V(A\Cj) — 0. Setze F':= |J;Z, C;. Fiir alle j gilt v(A\ F) < v(A\C}), also
v(A\ F)=0.

(2): Nach (1) existiert fiir jedes ¢ eine abgeschlossene Menge C; C V; \ A, so
dass v(V;\ A\ C;) < 27%. Dannist A C [J2,(Vi\ C;) =: U und v(U \ A) <
Yo v(Vi\ G\ A) < e. Um eine Gs-Menge G D A mit v(G \ A) = 0 zu
finden, wihle offene Mengen U; D> A mit v(U; \ A) — 0. Setze G := (2, Uj.
Dann folgt (G \ A) <v(U; \ A) — 0. O

Wir stellen die Eigenschaften des Lebesgue-Masses auf R” zusammen.

3.11 Satz (Eigenschaften des Lebesgue-Masses)
Seien A, v, u = v|M wie in|3.5
(1) p ist ein vollstindiges Mass mit 1(Q) = V(Q) fir jeden Quader Q C
R™.
(2) Es gilt A C B C M, ebenso B C M’ fiir jede o-Algebra M’ O A. Fir
alle A € M qilt

w(A) =sup{u(C): C C A, C kompakt},
w(A) =inf{uw(U): AC U, U offen},

und es ezistieren eine F,-Menge F C A und eine Gs-Menge G D A,
so dass p(G'\ F') = 0.

(3) w ist translationsinvariant, d.h. fir alle A € M undx € R" istz+ A €
M und p(x + A) = p(A). Ebenso ist v(x + A) = v(A) fir alle A C X
und x € R™.

(4) Ist i ein translationsinvariantes Mass auf einer o-Algebra M’ mit
AC M C M, und ist p endlich auf kompakten Mengen, so existiert
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eine Konstante ¢, so dass p'(A) = cu(A) fir alle A € M'. Ist V' ein
translationsinvariantes, Borel-regulires dusseres Mass auf R™, und ist
V' endlich auf kompakten Mengen, so gilt v/ = cv fiir eine Konstante
c.

(5) Fliir jede lineare Abbildung T: R™ — R™ existiert ein A(T) € R, so dass
T(A) € M und p(T(A)) = A(T)u(A) fir alle A € M. Insbesondere
gilt u(T(A)) = u(A), falls T eine Drehung ist, d.h. T € O(n).

Eigenschaften (3) und (5) zeigen, dass p invariant ist unter Bewegungen,

d.h. p(z +T(A)) = u(A) fiir alle T € O(n) und = € R™.

Beuweis: (1) ist klar nach Konstruktion (s. [3.2] [3.3(2)).

(2): S. und Beachte, dass jede abgeschlossene Menge in R™ (all-
gemein in jedem o-kompakten metrischen Raum) Vereinigung einer aufstei-
genden Folge kompakter Mengen ist. Wegen [1.14{(4) gilt [3.10[(1) in diesem
Fall (X o-kompakt) fiir kompakte Mengen C. Damit folgt (2) unter der
Zusatzvoraussetzung p(A) < oo, und der allgemeine Fall folgt leicht durch
Ausschopfung.

(3) ist klar, da p|.A translationsinvariant ist.

(4): Sei ¢ := p/([0,1)"). Mit der Translationsinvarianz von p' folgt leicht,
dass jeder Quader der Gestalt Q = Q(k,xz) = z +[0,27%)" mit z € R
und £ € N U {0} Mass ¢/(Q) = cu(Q) hat. (Zerlege [0,1)" in 2" Qua-
der dieser Gestalt fiir ein festes k.) Jede offene Menge U C R™ lédsst sich
als Vereinigung abzahlbar vieler, paarweise disjunkter Quader dieser Gestalt
darstellen. (Nenne Q(k,z) diadisch falls z € (27%Z)". Nimm alle diadischen
Q(k,z) C U, die nicht in einem grosseren diadischen Q(k',z’') C U enthal-
ten sind.) Damit folgt p/(A) = cu(A) fiir alle A € A; zuerst fiir alle offenen
Quader, dann mittels [1.14{(5) fiir alle beschrédnkten Quader, dann fiir alle
A € A. Da p o-endlich ist, folgt mit [3.3(3) (Eindeutigkeitsaussage im Satz
von Carathéodory-Hahn), angewandt auf 14/, dass p/ = cp| M’

Fiir v/ folgt ganz analog, dass v/ (U) = cv(U) fir jede offene Menge U.
Mit [3.102) und der Borel-Regularitét folgt v/ = cv.

(5): Ist dim(T'(R™)) < n, so ist u(T'(R™)) = 0. Somit gilt die Behauptung fiir
A(T) = 0. Sei jetzt T reguldr. Dann ist T ein Homéomorphismus, 7" bildet
also Borelmengen auf Borelmengen ab. Definiere y/ auf B durch p/(B) :=
w(T(B)). Fiir x € R" und B € B gilt

p(x+B) = pu(T(z+ B)) = u(Tx +T(B)) = w(T(B)) = 1/ (B);

i ist also translationsinvariant. Da A C B C M, folgt u(T(B)) = p/(B) =
A(T)u(B) aus (4). Fir A € M wahle F,G € B, so dass ' C A C G und
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uw(G\ F)=0,s.(2). Dannist T(F) Cc T(A) C T(G) und

WT(G)\ T(F)) = u(T(G\ F)) = DTG\ F) = 0.

Da pu vollstandig ist, folgt T'(A) € M und

Ist T € O(n), wiahle B = {x € R": |z| < 1}; dann ist T(B) = B, also
w(T(B)) = n(B), d.h. A(T) = 1. O

Ist (R™, M, u1) der Lebesgue-Massraum, so schreiben wir L' (R™) anstelle von
L'(u). Ist E C R™ Lebesgue-messbar und (E, Mg, ug) der entsprechende
Massraum (M, = {4 E M: A C E}, pe = p|M.), so schreiben wir L*(E)
statt L'(ug) und [ [(z) dx statt fEfdue, im Fall n = 1 und E = [a, ]

(oder E = (a,b),[a,b), (a, b]) wie {iiblich fa f(z)dz. Ist f beschrankt und
Riemann-integrabel iiber [a,b], dann ist f € Ll([a, b]) und das Riemann-

Integral R—f; f(z) dz stimmt mit dem Lebesgue-Integral ff f(x) dx {iberein.
(Dies folgt leicht mit Satz (monotone Konvergenz).)

Wir haben noch keine Antwort auf folgende Fragen: Ist jede Lebesgue-
messbare Menge eine Borelmenge? Ist jede Teilmenge von R™ Lebesgue-
messbar? Die Antwort ist in beiden Féllen negativ, sogar fiir n = 1. Die
erste Frage ldsst sich mit einer Kardinalitétsiiberlegung beantworten. Sei ¢
die Kardinalitdt von R (dquivalent: von 2V). Die Topologie von R™ hat eine
abzéhlbare Basis und erzeugt B; man kann daraus schliessen, dass B die Kar-
dinalitét ¢ hat. Andererseits existiert eine Cantormenge £ C R mit p(E) = 0.
Da p vollstandig ist, ist jede der 2¢ Teilmengen von E Lebesgue-messbar. Da
2¢ > ¢, sind die meisten Teilmengen von E keine Borelmengen. Der folgende
Satz beantwortet die zweite Frage.

3.12 Satz

Ist A C R und ist jede Teilmenge von A Lebesgue-messbar, so ist A eine
Lebesgue-Nullmenge. Jede Menge mit positivem Lebesque-Mass enthdlt daher
nicht-messbare Teilmengen.

Beweis: Betrachte die folgende Aquivalenzrelation auf R: r ~SET—SE Q.
Wihle EF C R so, dass F genau einen Punkt aus jeder Aquivalenzklasse
enthélt (Auswahlaxiom). Dann gilt:

(1) (r+E)N(s+E)=0firr,scQ,r#s.

(2) Jedes x € R liegt in r + E fiir ein r € Q.
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(Beweis von (1): Seiz € (r+FE)N(s+E); dannist . = r+y = s+z fiir y, z €
E,y+#z(dar#s),somit y—z=s—r € Q, d.h. y ~ z, im Widerspruch zur
Wahl von E. Beweis von (2): Fiir jedes x € R gibt es ein eindeutig bestimmtes
y€ F,sodassz ~y. Dannist r :=x—y € Qund z =r+y €r+ E.)
Fixiere im Moment t € Q und setze A, := AN (¢t + E); A; ist messbar nach
Voraussetzung. Sei €' C Ay kompakt, und sei D := {J,cgnpy(r + C). D
ist beschrénkt, also ist (D) < co. Da C C t + E, zeigt (1), dass die r + C
paarweise disjunkt sind. Somit gilt (D) = > p(r+C). Da p(r+C) = pu(C),
folgt 1(C) = 0. Dies gilt fiir alle kompakten C' C A, also ist u(A;) = 0
wegen (2) Wegen (2) ist ausserdem A = (J,cq As, somit p(A) =0. 0O

3.13 Bemerkung (Nachtrag zu [3.11)

Fiir die Konstante A(7') > 0 in [3.11((5) folgt A(T) = |det T'|. Jede linea-
re Abbildung 7T: R® — R ldsst sich als Verkettung endlich vieler linearer
Abbildungen der folgenden drei Typen schreiben:

(I) T permutiert die Standard-Basisvektoren e, ..., e,.

(IT) Tey = ey, Tey = ey, fiir k=2,...,n.
(IIT) Tey = ey + e, Tep, = ¢y fiir k =2,...,n.
Wegen dem Multiplikationssatz fiir Determinanten geniigt es, A(T) =
| det T'| fiir Abbildungen 7' der Typen (I), (II), (ITI) einzeln zu zeigen. Fiir
Typ (I) und (II) ist dies leicht. Ist 7" vom Typ (III), so ist det(7) = 1 und
fir @ :=10,1)" ist

TQ)={(€1,....&): & <& <&+1,0< & <1firk=2,...,n}

Fir Al = {(61, . ,fn) € T(Q) 52 < 1} und AQ = T(Q) \Al gllt Al U (A2 —
er) = Qund A;N(Ay—ez) = 0, somit A(T) = u(A1UAs) = p(Ar)+p(As) =
(A1) + (A2 — e2) = p(Q) = 1.

Wir konstruieren weitere Beispiele von (dusseren) Massen. Fiir eine Teilmen-
ge C eines metrischen Raumes X bezeichnet diam C' := sup{d(z,y): x,y €
C'} den Durchmesser von C.

3.14 Definition (Hausdorff-Masse)
Sei X ein metrischer Raum, 0 < s < oo. Fiir A C X definiere

H3(A) :=inf{> ;7 (diam Cy)*: Cy, C X, diam C), <6, A C U2, Ch |,
H(A) :=limH5(A) = sup H3(A).
410 5>0

Die so definierte Funktion H*: 2% — [0, co] heisst s-dimensionales dusseres
Hausdorff-Mass.
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Eine entsprechende {ibliche Bezeichnung fiir das n-dimensionale #ussere
Lebesgue-Mass ist £™. In [3.14] werden die Konventionen

0°=1 und (diam@)* = 0 fiir alle s > 0

verwendet. Offensichtlich ist H° gerade das Zdhlmass (s. [L.15(1)), und auf R
stimmt H! mit dem dusseren Lebesgue-Mass £! {iberein.

3.15 Satz (Eigenschaften der Hausdorff-Masse)

(1) H?® ist ein Borel-reguldres dusseres Mass fir alle s > 0.

(2) Ist0 < s<t<oo, AC X und H*(A) < oo, so ist H'(A) = 0.

(3) H* ist isometrie-invariant. Fir n € N und X = R" existiert eine
Konstante 0 < ¢ < 00, so dass H™ = cL™.

(4) Ist AC X und f: A — Y eine A-Lipschitz-Abbildung in einen metri-
schen Raum Y (d.h. d(f(z), f(z)) < Ad(z,2’) fir alle x,2' € A), so
gilt Ho(F(A)) < XH(A).

Die Hausdorff-Dimension dimy(A) einer nicht leeren Menge A C X ist die
Zahl

dimg(A) = inf{s > 0: H*(A4) =0}
= inf{s > 0: H*(A) < oo}
= sup{s > 0: H*(A) > 0};

nach (2) stimmen diese Gréssen iiberein. In (3) gilt fiir die in [3.14] gewéhlte
Normierung H" = (2" /a,,)L", wobei «,, := L"(B(0,1)).

Beweis von [3.15} (1): Offensichtlich sind Hj (0 < § < co) und H* #ussere
Masse. Fir A, B C X mit d(A, B) > § gilt H{(AU B) = Hj(A) + H;(B).
Daraus folgt H*(A U B) = H*(A) + H*(B) falls d(A,B) > 0, nach
(Carathéodory’s Kriterium) sind also alle Borelmengen H*®-messbar. Sei
A C X und 6, > 62 > ... eine Nullfolge. Fiir ¢ = 1,2,... existiert je-
weils eine Uberdeckung (Cik)ken von A durch abgeschlossene Mengen Cly
mit diam Cy, < 6; und >°°  (diam Cy,)* < H3 (A) + ;. Dann ist B :=
Nizy Upe; Cix eine Borelmenge mit A C B und

H*(B) = lim H;,(B) < liminf » "(diam Cy)* < lim (H3,(A) + 6;) = H*(A);
k=1
H? ist also Borel-regulér.

(2): Ist (Cy)reny eine Uberdeckung von A mit diamC, < §, so gilt
(diam Cy)* < 6'~*(diam Cy)* fiir alle k. Daraus folgt leicht die Behauptung.
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(3): Fiir einen Wiirfel C' C R" gilt (diam C)" < \/n"V (C). Daraus folgt H" <
/1" L", insbesondere ist H" endlich auf kompakten Mengen. Die Behauptung
folgt mit [3.11{(4)

(4): Ist (C)ren eine Uberdeckung von A mit diam Cj, < 4§, so ist diam f(CjN
A) < Adiam C}, < Ad und somit

His(f(A) <D (Adiam Cp)* = A* Y ~(diam Cy)*.
k=1 k=1

Da dies fiir alle solchen Uberdeckungen gilt, folgt H3s(f(A) < A*H3(A) und
daraus die Behauptung. a

Wir kénnen [3.2] 3.9 und auf H® anwenden. Man beachte aber, dass H*
nur in speziellen Fillen lokal-endlich ist (z.B. X = R", s =n). Ist £ C X
eine H*-messbare Menge mit H*(E) < oo, so ist jedoch H* L E ein endliches
Borel-regulidres Mass (3.9(2)), fiir welches die Voraussetzung in [3.10[(2) also
immer erfiillt ist.

4 Radon-Masse

4.1 Definition (lokal-kompakter Hausdorff-Raum)
Sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine Menge U C X heisst eine Umgebung von x € X, falls U eine
offene Menge enthilt, die z enthalt. X heisst ein Hausdorff-Raum, falls
zu je zwei verschiedenen Punkten disjunkte Umgebungen existieren.

(2) X heisst kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. X heisst lokal-kompakt, falls jeder Punkt eine
kompakte Umgebung besitzt.

R"™ ist ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum. Jeder metrische Raum ist ein
Hausdorff-Raum. Ein kompakter Teilraum eines Hausdorff-Raumes X ist ab-
geschlossen in X.

4.2 Definition (Radon-Mass)
Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, M eine o-Algebra in X. Ein
Mass p auf M heisst ein Radon-Mass, falls gilt:
(i) BC M.
(i) Ist C' C X kompakt (also abgeschlossen, also in B), so ist u(C) < oo.
(iii) Ist U C X offen, so ist

u(U) =sup{u(C): C c U, C kompakt}.
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(iv) Ist A € M, so ist
pu(A) =inf{u(U): AC U, U offen}.

Gemiiss [3.11)(2) ist das Lebesgue-Mass auf R" ein Radon-Mass; (iii) gilt dann
sogar fiir A € M anstelle von U. Fiir ein allgemeines Radon-Mass p gilt in
Analogie zu (3.10

4.3 Satz (Approximationseigenschaften von Radon-Massen)
Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, p ein Radon-Mass auf (X, M)
und A € M.
(1) Ist u(A) < oo, so existiert fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge C' C A
mit p(A\ C) <.
(2) Ist A C U2, Vi fiir offene Mengen V; mit u(V;) < oo, so existiert fiir
jedes € > 0 eine offene Menge U D A mit (U \ A) < e.

Beweis: (1): Wihle (mittels[4.2)(iv)) offene Mengen V und W, so dass A C V,
p(V\A) <e¢/2, VN\ACW und u(W) < €¢/2. Wéhle (mittels [4.2((iii)) eine
kompakte Menge C' C V, so dass pu(V \ C) < €/2. Dann ist C'\ W kompakte
Teilmenge von V\ W C A, und p(A\ (C\W)) <u(V\C)+ pu(W) <e.

(2) folgt aus (1), wie in O

Ist X zusitzlich o-kompakt, d.h. X = J;2, D; fur kompakte Mengen D;, so
lasst sich wie folgt vereinfachen bzw. verschérfen:

4.4 Satz
Sei (X, M, p) wie in aber X zusdtzlich o-kompakt.
(1) Ist A € M, so existiert fiir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge
C CAmit u(A\C) <e, und

w(A) =sup{u(C): C C A, C kompakt}.

(2) Ist A € M, so existiert fiir jedes € > 0 eine offene Menge U D A mit
w(U\ A) <e.

Beweis: Wir zeigen zuerst (2). Sei X = |J;2, D;, D; kompakt. Da p lokal-
endlich ist, besitzt D; eine offene Umgebung V; mit u(V;) < oo. Somit
ist [4.3|(2) auf jede Menge A € M anwendbar.

(1): Sei A € M und € > 0. Nach (2) existiert eine offene Menge U D A° mit
uw(U\ A®) < e. Fir C := U° gilt dann C' C Aund A\ C = U \ A°. Die zweite
Aussage von (1) gilt nach [4.3|(1) unter der Zusatzvoraussetzung u(A) < co.
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Ist u(A) = oo, X = U, Di, D1 C Dy C ... kompakt, wihle kompakte
Mengen C; C A N D; m1t w(C;) > pu(AnN D) 1. Da U2, (AN D;) = A,
folgt (AN D, ) p(A) = oo (1.14(4)) und somit u(C;) — p(A). (Vgl. den

Beweis von [3.11)(2).) O

Fiir den néchsten Satz zitieren wir ein Resultat aus der Topologie:

4.5 Satz (Lemma von Urysohn)

Ser X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, V' C X offen, C C V' kompakt.
Dann existiert eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit kompaktem Trager
Tr f (Abschluss von {z: f(x) # 0}), so dass f > xc und Tr f C V.

Beweis: S. [Rudin, 2.12]. O

Ist X ein topologischer Raum, so bezeichnen wir mit C.(X) den Vektorraum
der stetigen reellen Funktionen auf X mit kompaktem Tréger.

4.6 Satz (Lusin)

Sei i ein Radon-Mass auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X, f eine
reelle messbare Funktion auf X, u(A) < oo, f(x) =0 firx € X \ A, und sei
e > 0. Dann ezistiert eine Funktion g € C.(X), so dass

p{z: fz) # g(x)}) <e

Beweis: Nimm zuerst an, dass 0 < f < 1 und A kompakt sei. Wihle messbare
Treppenfunktionen 0 < s; < s < ... < f wie im Beweis von [1.12] so
dass s,(x) — f(z) (n — oo) fiir alle z € X und s,(X) C 27"Z. (Sei
©n: [0,1) — [0,1) die grosste Funktion mit Werten in 27"Z, so dass ¢, (t) <
t fiur alle t. Setze s, := ¢, o f.) Definiere t; := s; und t, = s, — sp_1
fiir n = 2,3,.... Dann ist 2"¢, die charakteristische Funktion einer Menge
T, C A, und f(z) = Y07 t,(z) (x € X). Wihle offene Mengen V' > A

n=1
mit kompaktem Abschluss V. Es existieren kompakte Mengen C,, und offene

Mengen V,, so dass C,, C T, C V,, C V und pu(V, \ Cp) < 27" (4.3
w(V) < pu(V) < 00). Nach 4.5 gibt es stetige Funktionen h,: X — [0, 1], so
dass xc, < h, < xyv,. Definiere

= 27"h,(z) (x€X).

Diese Reihe konvergiert gleichméssig auf X, somit ist g stetig. Der Tréger von
g liegt in V. Es gilt 27"h,,(x) = t,(z) ausserhalb V,, \ C,,, somit g(x) = f(x)
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ausserhalb |77 (V,, \ Cy,), wobei p(lJ)—, (Vi \ Cr)) < €. Dies zeigt die Be-
hauptung im Fall 0 < f < 1 und A kompakt. Daraus folgt die Behauptung
fiir f beschriankt und A kompakt, die Kompaktheitsvoraussetzung an A kann
ausserdem wegen /i(A) < oo mittels[4.3|1) eliminiert werden. Fiir eine allge-
meine reelle (messbare) Funktion f setze B, := {z: |f(z)| > n}; dann gilt
Mo, B, =0, also u(B,) — 0 - ), By C A Da f mit der beschréankten
Funktion (1 — xp,)f ausserhalb B, uberelnstlmmt, folgt das allgemeine Re-
sultat. O

4.7 Definition

Eine R-wertige (oder R-wertige) Funktion f auf einem topologischen Raum X
heisst von unten halbstetig bzw. von oben halbstetig, falls {x € X: f(x) > o}
bzw. {x € X: f(x) < a} offen ist fir jedes a € R.

Offensichtlich ist f: X — R ist genau dann stetig, wenn f sowohl von unten
als auch von oben halbstetig ist. Die charakteristische Funktion einer offenen
bzw. abgeschlossenen Menge ist von unten bzw. von oben halbstetig. Das
Supremum einer Familie von Funktionen, die von unten halbstetig sind, ist
von unten halbstetig. Das Infimum einer Familie von Funktionen, die von
oben halbstetig sind, ist von oben halbstetig.

4.8 Satz (Vitali-Carathéodory)

Sei p ein Radon-Mass auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X. Sei
f € LYp) und € > 0. Dann existieren eine von oben beschrinkte und von
oben halbstetige Funktion u und eine von unten beschrdnkte und von unten
halbstetige Funktion v auf X, so dass u < f < v und

/v—udu<e.
X

Beweis: Zuerst nehmen wir f > 0 und f # 0 an. Dann ist f punktwei-
ser Limes einer Folge messbarer Treppenfunktionen 0 =350 <51 < 59.
Setze t, == S, — Sp—1 (n € N); es gilt f = > 7 ¢,. Es existieren messba—
re Mengen E; (nicht notwendigerweise disjunkt) und Konstanten ¢ >0, s0
dass f(x) = Y2, cixg, () (x € X). Es folgt Y0, ciu(E;) = [ fdu < oo.
Wiéhle kompakte Mengen C; und offene Mengen V;, so dass Ci C B, CV;
und c;u(V; \ C;) < 27" 1e (i € N). Setze dann

N 00
U= E CiXc,, UVi= E CiXV;5
i=1 =1
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wobei N so gewdhlt sei, dass > ° ., ciu(£;) < €/2. Dann ist n von oben
halbstetig, v von unten halbstetig, u < f < v, und

oo 00
U_USZCi(XVi_XC)—i_ Z CiXE;»
=1

i=N+1

somit [ U —udp < e Im allgemeinen Fall schreiben wir f = f* — f~
und wihlen uy < [+ <y, us < f~ < vy wie oben, mit fX vy —urdp < €/2,
fX ve—ug di < €/2. Dann haben u := u; —ve und v := v; —uy die gewiinschten
Eigenschaften, und [, v —udp = [, v1 —urdp+ [ vo —ugdp <e. O

4.9 Satz (Zerlegung der Eins)

Seien X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, Vi, Vs, ..., V, C X offen und
C C U, Vi kompakt. Dann existieren stetige Funktzonen hi: X — [0,1]
(i = 1,2,...,n) mit kompaktem Trager Trh; C V; und >, hi(z) = 1 fir
allex € C.

Beweis: Jedes © € (' besitzt eine offene Umgebung W, mit kompaktem
Abschluss W, C V; fiir ein i = i(x). Es existieren xy,..., 2, so dass C' C
U 1 Wy, Fir 1 <4 <mnsei D; die Vereinigung aller Wx , die in V; liegen.
Naeh - (Lemma von Urysohn) gibt es stetige Funktionen gi: X — [0,1]
mit g; > xp, und kompaktem Tréger Tr g; C V;. Setze

hl :g17
hy = (1 — g1)go,

hn=0=g1)(1—=g2)...(1 = gn_1)gn.

Es gilt Trh; C V;und hy +ho+ ...+ h, =1 —-(1—g1)(1 —¢g2) ... (1 — g,)
(Beweis durch Induktion). Wegen C' C |J;_, D; ist fiir jedes € C wenigstens
ein g;(x) gleich 1, somit > | h;(x) = 1. O

Im Folgenden bezeichnet C.(X) wieder den Vektorraum aller stetigen reellen
Funktionen auf X mit kompaktem Tréger. Ist © ein Radonmass auf X, so
wird durch

Af:=/deu

eine lineare Abbildung A: C.(X) — R definiert; A heisst ein lineares Funk-
tional auf C.(X). (Nach Satz[2.9|gilt genauso: Fiir ein allgemeines Mass u auf
einer Menge X definiert Af := [, fdp ein lineares Funktional auf L'(u).)
Ein lineares Funktional A: C.(X) — R heisst positiv, falls Af > 0 fiir alle
f € C(X) mit f>0.
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4.10 Satz (Darstellungssatz von Riesz)

Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, und sei A ein positives lineares
Funktional auf C.(X). Dann existieren eine o-Algebra M in X mit B C M
und ein eindeutig bestimmtes Radonmass p auf M, so dass

Af:/deu fir alle f € C.(X).

Beweis: (I) Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit von p. Jedes Radonmass ist
aufgrund von [L.2)(iii) und (iv) durch seine Werte auf kompakten Mengen
bestimmt. Sei ' ein weiteres Radonmass auf M wie im Satz. Sei C C X
kompakt und € > 0. Nach [£.2(ii) und (iv) existiert eine offene Menge V > C
mit 1/(V) < ¢/(C) + €. Sei f € Co(X) wie in [4.5] (Urysohn). Dann gilt

N(C):/XXCdMS/deM:Af:/deM/
< / v dil = i (V) < J/(C) +e.
X

Es folgt p1(C) < ¢/(C) und analog p/(C') < p(C). Dies zeigt die Eindeutigkeit
von /.

(IT) Nun definieren wir eine Funktion v: 2% — [0, 00| so, dass
v(V)=sup{Af: 0< f< L TrfCV}
fiir jede offene Menge V' und
v(A) =inf{v(V): ACV,V offen}
fiir jede Menge A. Ist f < g, so gilt
Af<Af+Ag—f)=

wegen der Positivitdt von A. Daraus folgt, dass die beiden Definitionen von
v(A) fiir offene Mengen A konsistent sind und dass v monoton ist. Ausserdem
gilt v(0) = 0. Wir zeigen noch, dass v o-subadditiv ist; dann ist v ein dusseres
Mass auf X. Es geniigt zu zeigen, dass

Uz 1A Z v(4
i=1

fiir Mengen A; C X mit v(A4;) < co. Sei € > 0. Dann existieren offene Mengen
V; D A;, so dass v(V;) < v(A;) +27%. Setze V = |2, Vi. Sel f € Cu(X)
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mit 0 < f <1und Trf C V. Es gilt Tr f € U, V; fiir ein n € N. Nach [4.9]
(Zerlegung der Eins) existieren Funktionen h; € C.(X), so dass 0 < h; < 1,
S0 hi(z) =1 fiir alle 2 € Tr f und Trh; C V;. Es folgt

=1

[e.9]

Af = A hif) ZAhf <Z D<) v(A)+e
=1

Da dies fiir alle f € Co(X) mit 0 < f < 1 und Trf C V gilt, und da
U;.; Az C V, folgt

V(U4 < v(V) < 3w +e

Somit ist v o-subadditiv und ein dusseres Mass.

(IIT) Wir zeigen: Ist C' kompakt, so ist v(C') < oo und
v(C)=inf{Af: xc < f <1}

Ist f € CuX) mit xo < f <1, setze V,, :={z: f(z) > a} fir 0 < a < 1.
Dann ist C' C V,, und fiir alle g € C.(X) mit 0 < g < 1 und Trg C V, gilt
ag < f. Somit ist

v(C) <v(Vy) =sup{Ag: 0< g <1, TrgcCV,} <a 'Af.

Fir a — 1 folgt v(C) < Af, insbesondere v(C) < co. Sei € > 0. Da v(C) <
00, existiert eine offene Menge V' O C mit v(V) < u(C)+e. Nach[4.5(Lemma
von Urysohn) existiert ein f € C.(X), sodass x¢ < f < 1lund Trf C V.
Dann gilt

Af <v(V)<v(C)+e

Da ausserdem v(C) < Af, wie oben gezeigt, folgt die Behauptung.
(IV) Fiir jede offene Menge V' gilt

v(V) =sup{v(C): C CV, C kompakt}.

Seia € R, o < v(V). Esexistiert ein f € Co(X) mit 0 < f<1,C:=Tr f C
V und Af > a. Fiir jede offene Menge W D C' gilt v(W) > Af. Somit ist

v(C) =inf{v(W): C Cc W, W offen} > Af > a.

Dies zeigt die Behauptung.

Die erste Aussage von (III), die soeben gezeigte Behauptung und die Defini-
tion von v(A) fiir A C X entsprechen gerade den Eigenschaften [4.2{ii), (iii)
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und (iv) der Radon-Masse. Ist X ein lokal-kompakter metrischer Raum, so
folgt leicht mit (Carathéodory’s Kriterium), dass die o-Algebra M der
v-messbaren Mengen alle Borelmengen enthélt; nach ist u = v|M dann
das gesuchte Radonmass. Um den Beweis in diesem Fall zu beenden, kann
man die folgenden Teile (V) bis (VIII) iiberspringen.

(V) Sei M, die Menge aller A C X mit v(A) < oo und
v(A) =sup{rv(C): C C A, C kompakt},

und sei M die Menge aller A C X mit ANC € M, fir jede kompakte
Menge C'. Wir zeigen: Sind Ay, As, ... € M, paarweise disjunkt und ist A =
U2, A, so gilt

i=1
Im Fall v(A) < oo ist auch A € M,. Wir zeigen zuerst, dass v(Cy U Cy) =
v(Cy) + v(Cy) fiir disjunkte Mengen C1, Cy. Sei € > 0. Nach (Urysohn)
existiert f € C.(X), so dass xo, < f < 1 — x¢,. Nach (III) gibt es ein
g € Co(X) mit xcyue, < g < 1und Ag < v(CyUCy) + e Es folgt x¢, < fy,
Xc, < (1 — f)g und somit

v(Ch) +v(Cs) < A(fg) + A((1 = flg) = Alg) <v(CrUCh) +e.

Seien jetzt Aj, Ay, ... und A wie oben, 0.B.d.A. v(A) < co. Sei € > 0. Da
A; € M., existieren kompakte Mengen B; C A; mit v(B;) > v(A;) — 27 %.
Setze C,, :=J;—, B;; es gilt

n

v(A) > v(Ch) = v(Bi) > v(A)—e

i=1 -
Die behauptete Identitdt folgt. Im Fall v(A) < oo ist ausserdem v(A) <
Efil v(A;) +e<v(Cy)+2¢fiirein N € N, also A € M..

(VI) Ist A € M, und € > 0, so ezistieren eine kompakte Menge C und eine
offene Menge V', so dass C C A CV und v(V\ C) <e. Da A € M., und
nach Definition von v(A), existieren solche C' und V' mit

v(V)—e€/2 <v(A) <v(C)+e€/2.

Da V' \ C offen ist, ist V' \ C € M, gemaiss (IV). Mit (V) folgt v(V \ C) =
v(V)—v(C) <e.
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(VII) Aus A, B € M, folgt A\ B, AUB, ANB € M.. Sei ¢ > 0. Nach (VI)
existieren C; und V;, so dass C; C A C Vi, Co C B C Vo und v(V; \ C;) < e,
i=1,2 Da

ANB CVi\ G € (Vi\C) U (CL\ V) U (V2 Ga),

folgt v(A\ B) < e+v(Cy\ V2)+¢€. Da Cy \ V2 kompakte Teilmenge von A\ B
ist, folgt A\ B € M,. Dann ist auch ANB = A\ (A\ B) in M., und mit (V)
auch AUB = (A\ B)UB.

(VIII) M st eine o-Algebra, die alle Borelmengen enthdlt, und die Ein-
schrinkung p := v|M ist ein Radonmass. Sei C' C X kompakt. Ist A € M,
so gilt C;ANC € M, und somit A“NC =C\ (ANC) € M, nach (VII).
Also ist A° € M. Sind Ay, Ay,--- € M, A:=J;2, Ai, sosei By := A NC

und
n—1

B,:=(A4,NC)\[Bi (n=23...).
i=1

Dann ist (By)nen eine disjunkte Folge in M, nach (VII), und AN C =
U,—, Bn, also ANC € M, gemiss (V). Somit ist A € M. Ist A C X
abgeschlossen, so ist A N C' kompakt und somit in M,. Also ist A € M,
d.h. BC M. Sei A € M mit pu(A) < oo. Wir zeigen, dass dann A € M,;
aus (V) folgt damit die o-Additivitat von u auf M. Sei e > 0. Es existiert eine
offene Menge V' O A mit u(V) < co. Nach (IV) ist V' € M., und nach (VI)
gibt es eine kompakte Menge B C V', so dass u(V'\ B) <e. Da ANB € M.,
existiert eine kompakte Menge C' C AN B mit u(AN B) < u(C) + e. Wegen
AC (AN B)U(V\ B) folgt

p(A) < p(ANB) +p(V\ B) < p(C) + 2.

Somit ist A € M.,.
(IX) Es bleibt noch zu zeigen, dass Af = [, fdu fir alle f € Ce(X). Sei
C = Trf, f(X) C [a,b]. Sei ¢ > 0. Wahle y;, i = 0,1,...,n, so dass
Yi — Yi—1 < € und

Y<a<y <..<y,=0>
Setze A; == {z € C:yi1 < f(z) <y} (i = 1,...,n). Da f stetig ist,
ist f Borel-messbar; die A; sind also paarweise disjunkte Borelmengen mit
U?zl A; = C. Es existieren offene Mengen V; D A;, so dass

(Vi) < pu(Ai) +e€/n

und f(z) < y; + € fiir alle z € V;. Wihle Funktionen h; wie in (Zerlegung
der Eins). Dann ist f =Y, h;f, und nach (III) gilt u(C) < A(D"2, hi) =
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Yo Ahi. Da hif < (y; +¢€)h; und y; — e < f(z) auf A;, folgt

Af = ;Amif) < Z(y +e)Ah;

[e.o]

= Z(|a| +yi + €)Ah; — |al ZAhi
=1 =1

<> (lal+ i + &) (u(A) + ¢/n) — |alu(C)

=1

== InlA) + = S (lal + i) + 2e(C)

< / fdp+e(la) +b+e+2u(C)).
X

Dies zeigt Af < [, fdp. Damit ist auch
CAf=A(— Pdu=— | fd
F=AN< [ =ndu== [ rau

also Af = [ fdu. O

5 LP-Raume

Eine reelle Funktion ¢ auf einem Intervall (a,b), wobei —oco < a < b < o0,
heisst konvez, falls

(1 =Nz +Ay) < (1= Ne(z) + Ap(y)
fir alle z,y € (a,b) und A € [0, 1]. Dies ist dquivalent zur Forderung, dass

p(t) —pls) _ o) — ¢(t)
t—s - u—t

fiir a < s <t <wu < b Mit dem Mittelwertsatz folgt: Eine reelle differen-
zierbare Funktion ¢ ist genau dann konvex auf (a,b), wenn ¢'(s) < ¢/(t)
fir a < s <t < b. Ist ¢ konvex auf (a,b), so ist ¢ stetig auf (a,b). Dies
verwendet, dass (a,b) offen ist; ist p(x) = 0 auf [0,1) und ¢(1) =1, so ist ¢
konvex auf [0, 1] aber nicht stetig.
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5.1 Satz (Jensen-Ungleichung)
Sei (2, M, u) ein Massraum mit () = 1. Ist f € L'Y(u) mit a < f(x) <b
fir alle x € Q, und ist ¢ konvex auf (a,b), so gilt

@(/Qfdu> S/stfdu

Die Fille a = —oo oder b = oo sind zugelassen. Moglicherweise ist o f nicht
in L'(p); der Beweis wird zeigen, dass in diesem Fall das Integral von ¢ o f
in dem nach Definition erkldrten Sinn existiert und gleich oo ist.

Beweis: Sei t := [, fdp. Dann ist a <t < b. Es gilt

. p(t) —p(s) _ plu) = p(t)
6'_521(22) t—s s u—t

fiir alle u € (¢,b). Es folgt o(u) — ¢(t) > B(u —t) fir alle u € (a,b), somit

e(f(x) = o(t) = B(f(x) =) 20

fiir alle x € Q). Da ¢ stetig ist, ist o f messbar. Durch Integration der letzten
Ungleichung erhalten wir wegen [, 1dpu =1

/wofdu o(t </fdu—t)>0

also die Behauptung. a

Sei z.B. p(x) = €*. Dann gilt

exp(/ﬂfdu) §/Qefd,u.

Ist 2 eine endliche Menge, Q = {p1,...,pn}, und ist u({p;}) = 1/n, f(p;) =
x;, so folgt

1 1, . "
exp| —(x1+...+x,) ) < =(e" +...+e™)
n n

fiir z1,...,2, € R. Setzt man noch y; := €”, so erhilt man die Ungleichung
zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel,

1
(V1y2 - - - Yn )l/n —(+y2+ .+ Yn)

3
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fiir 4y, ...,y > 0. Dementsprechend heissen die linke bzw. rechte Seite von

eXp(/ loggdu> é/gdu
Q Q

auch geometrisches bzw. arithmetisches Mittel der positiven Funktion g.
Wihlt man oben u({p;}) = a; > 0, wobei Y, o; = 1, so erhélt man

a1, Q2

Yty oynt < oqyr + oy + .+ Q.

5.2 Definition (konjugierte Exponenten)
Sind p, q positive reelle Zahlen mit p + ¢ = pq, d.h.

1 + 1 — 17

P q
so heissen p und ¢ ein Paar von konjugierten Exponenten. Ein wichtiger Spe-
zialfall ist p =q¢=2. Esgilt 1 <p <oound 1 < g < oo. Fiir p — 1 folgt
q — 00; 1 und oo werden deshalb auch als ein Paar konjugierter Exponenten
betrachtet. Oft wird der zu p konjugierte Exponent auch mit p’ bezeichnet.

5.3 Satz (Holder- und Minkowski-Ungleichung)

Seien p und q konjugierte Exponenten, 1 < p < oo. Set X ein Massraum mit
Mass p, und seien f,g messbare Funktionen auf X mit Werten in [0, cc].
Dann gelten

(1) die Holder-Ungleichung

o= ([ra) ()

(2) die Minkowski-Ungleichung

(forors)"s () " ()"

Im Spezialfall p = q = 2 heisst (1) auch Schwarz’sche Ungleichung.

Beweis: (1) Seien A und B die beiden Faktoren auf der rechten Seite. Im
Fall A =0 ist f = 0 fast iiberall auf X (1)), also fg = 0 fast iiberall;
dann gilt (1). Im Fall A > 0 und B = oo gilt (1) trivialerweise. Sei jetzt
0<A<o0,0<B<o0. Setze F:= f/Aund G := g/B. Dann ist

1
Frd :—/fpd —1, /qu — 1.
/X =g | I Gty
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Sei z € X mit 0 < F(z) < oo und 0 < G(z) < oo. Dann existieren s,t € R,
so dass F(z) = /P, G(z) = e!/9. Da % + % =1, ist

s t 1, 1,
(x) exp|l—+-) <€+ —e¢
P q p q
wegen der Konvexitéat von exp. Es folgt

1 p, L )
F(z)G(x) S;F(I) —i—qG( )

fiir alle x € X (vgl. auch die Ungleichung vor . Integration gibt
1 1
/FGd,ug——l——:l,
X p q

und (1) folgt.
(2): Aus (1) folgt

ff(f + g)p—l dp < (ffp d,u)l/p(f(f + g)(p—l)q dﬂ)l/q’
fg<f + g)p—l dp < (fgp dﬂ)l/p(f(f + g)(p—l)q dﬂ)l/q.

Da (p — 1)q = p, folgt durch Addition dieser Ungleichungen

() O+ g du < (JO+ 907 d) (57 )" + (S dp)'™).

Wir nehmen an, dass [(f + g)?du > 0 und [ fPdy, [ g? dp < oo; sonst
gilt (2) trivialerweise. Die Konvexitét von 7 fiir 0 < t < oo zeigt, dass

Damit ist auch [(f + ¢)? du < oo, und (2) folgt aus (xx), da 1 — % = 113. O

Wir untersuchen noch den Gleichheitsfall in (1). Im Beweis gilt [ FG du =
1 genau dann, wenn F(z)G(z) = %F(x)p + %G(@q fiir fast alle x. In (x)
gilt Gleichheit genau dann, wenn s = t. Also ist ,FP = GY fast iiberall®
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Gleichheit in [ FG dp <1,
immer vorausgesetzt, dass [ FPdu = [ G9dp = 1. Fiir die urspriinglichen
Funktionen f und g folgt: Sind beide Faktoren auf der rechten Seite von (1)
endlich, so gilt Gleichheit in (1) genau dann, wenn Konstanten o und [3

existieren, nicht beide gleich 0, so dass afP = BgP fast iberall.

Im Folgenden bezeichnet X wieder einen beliebigen Massraum mit Mass pu.
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5.4 Definition (L*)
Ist 0 < p < oo und f eine reelle messbare Funktion auf X, setze

1/p
T ( / Iflpdu)

und bezeichne mit L?(u) die Menge aller f mit || f||, < co. Wir nennen || f]|,
die LP-Norm von f; wir kommen in [5.8| auf diese Sprechweise zuriick.

Ist u das Lebesgue-Mass auf R", so schreiben wir LP(R") statt LP(u). Ist p das
Z&hlmass auf einer Menge A, so bezeichnet man den LP-Raum iiblicherweise
mit [P(A), im Fall A = N auch einfach mit [P. Ein Element von [? kann als
reelle Folge = = (&,)nen betrachtet werden, mit

Iz, = (302, 1€ ")

5.5 Definition (essentielles Supremum, L)
Sei g eine messbare Funktion auf X mit Werten in [0, 00]. Definiere das
essentielle Supremum von g bzgl. u durch

esssup ¢ := inf{a € [0,00]: g(z) < a fiir p-fast alle z € X};

es gilt g(x) < esssupyg fiir p-fast alle z € X (da {z: g(x) < esssupg}® =
UnZ {z: g(x) < esssupg + =} Mass null hat). Ist f ein reelle messbare
Funktion auf X, setze

[/ lloo := esssup [f]
und bezeichne mit L>°(u) die Menge aller f mit ||f||oc < oco. Die Elemente
von L*(u) heissen auch essentiell beschrinkte Funktionen auf X.

Die Ungleichung |f(z)] < A gilt genau dann fiir fast alle z € X, wenn
A > || flloo- Ist p das Lebesgue-Mass auf R", so schreiben wir L>°(R") statt
L*>(p). Fiir eine Menge A ist [*°(A) die Menge aller beschrankten Funktionen
auf A (hier bedeutet essentiell beschréankt dasselbe wie beschrénkt, da das
Zahlmass einer nicht-leeren Menge positiv ist), und {* = [*°(N).

5.6 Satz
Sind p und q kongugierte Exponenten, 1 < p < oo, und ist f € LP(u) und
g € Li(u), soist fg € LY () und

gl < W fllpllglly:

Beweis: Fiir 1 < p < oo ist dies gerade die Holder-Ungleichung, angewandt
auf | f| und |g|. Im Fall p = oo gilt

|f(@)g(@)] < || flloolg(2)]
fiir fast alle x, und Integration gibt die Behauptung. O
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5.7 Satz
Seien 1 <p < oo und f,g € LP(u). Dann ist f + g € LP(u) und

1F+glly < 171l + llgllp-

Beweis: Fiir 1 < p < oo folgt dies aus der Minkowski-Ungleichung, da

[ +ardus [ a1+l dn
X X

Fiir p = 1 oder p = oo folgt die Behauptung einfach aus der Ungleichung
[f+al < 1f]+ gl -

5.8 Bemerkung (LP-Riume)

Fixiere p, 1 < p < oo. Fir f € LP(u) und o € R gilt offensichtlich af €
LP(p) und ||af|l, = |a| || f]lp- Zusammen mit zeigt dies, dass LP(u) ein
reeller Vektorraum ist. Es gilt ||f]|, = 0 genau dann, wenn f(z) = 0 fir
fast alle x € X; || - ||, definiert daher im Allgemeinen nur eine Halbnorm auf
LP(11). Dementsprechend definiert d( f, g) := || f—g||, im Allgemeinen nur eine
Pseudometrik auf LP(u); es gilt d(f,g) = 0 genau dann, wenn f(x) = g(x)
fiir fast alle x. Um eine Norm bzw. eine Metrik zu erhalten, betrachtet man
wieder die schon nach eingefithrte Aquivalenzrelation: f ~ g < f =g
fast iiberall. Dann definieren

I == W fll, und d([f1,[9]) := d(f,9) = If = gll,

eine Norm und die zugehorige Metrik auf dem Raum der Aquivalenzklassen
von Funktionen in LP(u). Es ist iiblich, hierfiir keine neue Notation ein-
zufithren und eine Funktion f € LP(yu) stillschweigend als ihre Aquivalenz-
klasse aufzufassen, wenn der Kontext dies verlangt.

Ist (fn)nen eine Folge in LP(u) und gilt lim,, . || f» — fl|, = 0 fiir ein f €
LP(p), so sagen wir (f,) konvergiert nach f in LP(u). Existiert fiir jedes
e>0ein N € N, so dass ||f, — fimllp < € fiir n,m > N, so heisst (f,) eine
Cauchyfolge in LP(p).

5.9 Satz (Vollstindigkeit von LP(u))

Fiir 1 < p < oo ist LP() (aufgefasst als metrischer Raum der Aquivalenz-
klassen von Funktionen in LP(u)) ein vollstindiger metrischer Raum, d.h. je-
de Cauchyfolge in LP(u) konvergiert (in LP(u)).

Beweis: Sei zuerst 1 < p < 00. Sei (f)nen eine Cauchyfolge in LP(u). Es
existiert eine Teilfolge (fy,,), n1 < ng < ..., so dass

aniJrl_fni p<2_i (121,2,)
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Setze dann

k %)
[ Z |fni+1 - fnl y 9= Z ’fni+l - fnz :
1=1 =1

Nach m gilt |lgell, < S 1 fuiey = fusllp < 1. Mit (Lemma von Fatou),
angewandt auf die Folge (g;?), folgt |lg|l, < 1. Insbesondere ist g(z) < oo

fast iiberall, so dass die Reihe

fm (13) + Z(fm+1 (x) - fnz<x))

i=1

absolut konvergiert fiir fast alle z € X. Fiir jedes solche = bezeichne f(z) die
Summe dieser Reihe. Da

k—1
fnl + Z<fni+1 - fm) = fnm
=1

gilt lim; o fn,(z) = f(z) fast iiberall. (Insbesondere ist f eine reelle messbare
Funktion auf X im Sinn von ) Wir zeigen, dass f, — f in LP(u). Sei
e > 0. Es gibt ein N € N, so dass ||f, — fmll, < € fir m,n > N. Fiir jedes
m > N gilt somit

[ 15 g < timint [\~ bt <
X 1— 00 X
nach (Lemma von Fatou). Dies zeigt, dass f— f,,, € LP(u), also f € LP(u),

und dass ||f — fm||, — 0 fiir m — oo. Dies beweist den Satz fir 1 < p < 0.

Der Beweis fiir p = oo ist einfacher. Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge in L™ (u).
Fiir m,n € N sei

A = {2 € Xt |fu() = fn(@)] < | fa = funll }

und A = mm,nGN Ay n. Dann ist A° = L_Jmm(A,,m)C eine Nullmenge. Fiir
alle x € A ist (f.(2))nen eine Cauchyfolge; sei f(z) ihr Grenzwert. Fiir alle
m € Nund z € A gilt

(@) = fm(@)] < sup [ fa() = fn(2)] < SUD [ fo = finlloe-

Daraus folgt, dass f — f,, auf A beschrankt ist (fiir m gross genug), also
insbesondere f — f,, € L>®(u) und somit f € L*(u), und dass f,, — f
gleichméssig auf A, also insbesondere f,, — f in L>(pu). O
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Dieser Beweis zeigt auch:

5.10 Satz
Ist 1 < p < oo, und ist (fn)nen eine Cauchyfolge in LP(u) mit Grenzwert f,
so enthdalt (f,) eine Teilfolge, die fast tiberall punktweise gegen f konvergiert.

Eine Teilmenge D eines topologischen Raumes X heisst dicht in X, falls der
Abschluss von D ganz X ist.

5.11 Satz
Seir S die Menge aller messbaren Treppenfunktionen s auf X mit

p({z € X: s(z) #0}) < oo,

Fir1 <p<ooistS dicht in LP(u).

Beweis: Es ist klar, dass S C LP(u). Sei f € LP(u), f > 0, und sei (s, )nen Wie
in[l.12 Da 0 < s, < f, folgt s, € LP(11) und somit s, € S. Da |f—s,[F < f?,
folgt mit [2.10] (beschréinkte Konvergenz), dass || f — sy, — 0 (n — 00). Somit
ist f im LP-Abschluss von S. Der allgemeine Fall (f reell) folgt aus diesem
Spezialfall. O

5.12 Satz
Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, und sei p ein Radonmass auf
X. Firl <p<ooist Co(X) dicht in LP(u).

Beweis: Definiere S wie in [0.11l Fiir s € S und € > 0 existiert nach
(Lusin) ein g € C.(X), so dass g(x) = s(z) ausserhalb einer Menge B vom
Mass < €, und 0.B.d.A. ist |g] < ||s]|e auf X. Es gilt

1/p
1
lg - sll, = ( [1a- Slpdu) < (e(2sl1o0)?) 77 = 267 5]
Da S dicht ist in LP(u), folgt der Satz. O

Wir betrachten den Zusammenhang zwischen LP(RF) und C.(R*) etwas ge-
nauer. Fiir jedes p € [1,00] haben wir eine Metrik auf C.(R¥); der Abstand
zwischen f und g ist ||f — g||,- Hier braucht man nicht Aquivalenzklassen
von Funktionen zu betrachten; fir f # g ist {f # g} eine nicht-leere offene
Menge, die also positives Lebesgue-Mass hat. Fiir f € C.(R¥) gilt ausserdem
auch

[fllse = sup |f(2)].

zCRF
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Fir 1 < p < oo ist C.(R¥) dicht in LP(R¥) nach [5.12] und LP(RF) ist
vollstandig gemaéss . Es gilt also: LP(R¥) ist die Vervollstindigung von
C,(R*) mit der LP-Metrik. Fiir p = 1 und k& = 1 ergibt sich folgende Aus-
sage, die zeigt, dass das Lebesgue-Integral die ,richtige“ Verallgemeinerung
des Riemann-Integral ist: Versieht man C.(R) mit der durch

dr.9)i= [ 150~ glo)| e
definierten Metrik, so ist die Vervollstdndigung dieses metrischen Raumes
gerade der Raum der (Aquivalenzklassen von) Lebesgue-integrablen Funk-
tionen auf R. Fiir p = oo ist die L>®-Vervollstindigung von C.(R¥) nicht
L>®(R¥), sondern Cy(R¥), der Raum der stetigen Funktionen auf R*, die ,,im
Unendlichen verschwinden®.

5.13 Definition (Cy(X))

Eine reelle Funktion f auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X wver-
schwindet im Unendlichen, falls fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge C
existiert, so dass |f(z)| < € ausserhalb C; die Menge aller stetigen solchen
Funktionen wird mit Cy(X) bezeichnet.

Es ist klar, dass C.(X) C Co(X) und dass jedes f € Cy(X) beschrinkt ist.

5.14 Satz
Ist X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, so ist Cy(X) die Vervoll-

standigung von C.(X) bzgl. der durch die Supremumsnorm
[f]l = sup|f(x)
zeX
definierten Metrik.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass C.(X) dicht in Cy(X) ist. Sei f € Cp(X) und
¢ > 0. Dann existiert eine kompakte Menge C, so dass |f(z)| < € ausserhalb
C. Nach (Lemma von Urysohn) gibt es eine Funktion g € C.(X) mit
Xc < g <1. Setze h := fg; dann ist h € C.(X) und

IU—hH=%£U@NH—g@H<6

Es ist noch zu zeigen, dass C(X) vollsténdig ist. Sei ( f,,)nen eine Cauchyfolge
in Cy(X). Dann konvergiert (f,,) gleichméssig gegen eine Funktion f, und f
ist stetig. Sei € > 0. Dann existieren ein n und eine kompakte Menge C,
so dass || fn — fll < €¢/2 und |f,(z)| < €/2 ausserhalb C, also |f(z)| < €
ausserhalb C. Dies zeigt, dass f € Cy(X). O



46 5 LP-RAUME

Es folgen noch einige Bemerkungen zu Banach- und Hilbertraumen.

5.15 Definition (Banachraum, Hilbertraum)

Ein normierter Raum (wir betrachten hier nur den Fall von R-Vektor-
rdumen), der vollstidndig ist bzgl. der von der Norm induzierten Metrik, heisst
ein Banachraum. Ein normierter Raum Y heisst ein Prahilbertraum, wenn
seine Norm von einem Skalarprodukt (einer symmetrischen, positiv definiten
Bilinearform) induziert wird, d.h. wenn ||y|| = \/(y,y) fiir alle y € Y. Dann
gilt die Schwarz’sche Ungleichung

[y, )] < llyllll=ll (v, 2 € Y),

Ein vollstdndiger Préahilbertraum heisst ein Hilbertraum.

Satz besagt also, dass LP(u) fiir 1 < p < oo ein Banachraum ist. Auf
L?(p) definiert

(f.9) = / fgdu
X
ein Skalarprodukt, da fg € L'(u) nach , und es gilt

(f) = [ = [ 1P du =112
X X
Somit ist L?(u) ein Hilbertraum. Die Schwarz’sche Ungleichung

(ol < I l=llgll2
folgt auch als Spezialfall von [5.6}

[(foo)l = [ fodul < [Ifgldp=falls < I fl2lgll2-

Wir halten noch einige grundlegende Eigenschaften von Hilbertraumen fest.
Sei Y ein Hilbertraum mit Norm || - || und Skalarprodukt (-,-). Fir festes
z € Y ist die Abbildung y — (y, z) gleichméssig stetig, da

(v, 2) = (' 2)| = [y = /s 2)] < lly = yllll=])-
Ebenso ist y — [|y|| gleichmissig stetig, da
gl =191 < lly = /1l-

Eine Menge E C Y heisst konvez, falls mit y,3' € F auch (1 —t)y+ty' in F
ist fiir alle ¢ € [0, 1].
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5.16 Satz
Jede nicht-leere, abgeschlossene konvexe Menge E C'Y enthdlt ein eindeutig
bestimmtes Element minimaler Norm.

Beweis: Fir y,y' € Y gilt die ,,Parallelogramm-Identitat“
ly + 31 + lly = /1" = 2[lylI* + 2[ly/[1*.
Sei 6 := inf{||y|: y € E}. Fir y,y € Eist 3(y +¢) € E, also
ly = y'lI* < 2llyll* + 2[|y'l|* — 49%.

Fir ||y|| = [|y/]] = § folgt y = ¢/; dies beweist die Eindeutigkeitsaussage.
Um die Existenz eines y € E mit ||y|| = § zu zeigen, wihle y1,40,... € E
mit lim; o ||y;]| = 9. Fir i,7 — oo geht die rechte Seite der Ungleichung
lyi — v, |1* < 2llwill* + 2]Jy;]|* — 462 gegen 0; somit ist (y;) eine Cauchyfolge.
Da Y vollstindig ist, konvergiert diese. Thr Grenzwert y liegt in F, da E
abgeschlossen ist, und |ly|| = lim; .« ||yi]| = 0 wegen der Stetigkeit der Norm.

O

5.17 Satz

Ist L ein stetiges lineares Funktional auf Y, so ewistiert ein eindeutig be-
stimmtes Element z € Y mit der Eigenschaft, dass Ly = (y,z) fir alle
yeyY.

Beweis: Ist Ly = 0 fiir alle y, setze z := 0.

Im andern Fall sei M := {y: Ly = 0}. Da L linear ist, ist M ein Unterraum,
und da L stetig ist, ist M abgeschlossen. Sei y so, dass Ly # 0, d.h. y & M.
Aus[5.16] folgt, dass ein 2’ € y+ M mit minimaler Norm existiert. Day & M,
ist 2/ # 0. Wir zeigen, dass (¢y/,2') = 0 fur alle ¥/ € M (d.h. dass 2z’ im
orthogonalen Komplement M=+ von M liegt): Sei 0.B.d.A. ||y/|| = 1. Fiir alle
a € Rgilt [|2]|? < ||z —ay/||?, also 0 < —2a(y/, 2') + o?; fiir a = (y/, 2/) folgt
(y,2") = 0. Sei jetzt y € Y beliebig. Setze y' := (Ly)z' — (Lz')y. Da Ly = 0,
ist y' € M, also (v, 2') = 0. Damit folgt

Ly= m«Ly)zcz» - W«Lz’)y,z» = (4,2)

fiir z := (L2'/]|7']|?)%.

Um die Eindeutigkeit von z zu zeigen, nehmen wir an, dass (y,z) = (y,w)
fir alle y € Y. Dann ist (y,z — w) = 0 fiir alle y € Y, also insbesondere
lz —w||*=(z —w,z —w) =0, d.h. z = w. O
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6 Absolute Stetigkeit

Sei M eine o-Algebra in einer Menge X. Wir betrachten zunéchst ein reelles
(oder signiertes) Mass A auf M, d.h. eine o-additive Funktion \: M — R.
Es gilt also

AE) = ZA(EJ

fiir alle E € M und jede messbare Partition (F;);ey von E (d.h. E; € M, E;N
E; =0firi# jund E = |J;2, E;). Da A(E) < 0o, konvergieren die Reihe auf
der rechten Seite und alle ihre Umordnungen; die Reihe konvergiert deshalb
auch absolut. Fiir A gelten auch alle in Satz genannten Eigenschaften
ausser der Monotonie (3). Wir suchen ein (moglichst kleines) Mass p auf M
mit der Eigenschaft, dass

IAE)] < p(E)
fiir alle E € M. Fiir jedes solche p miisste

WE) = ZM(EZ) > Z R

gelten, fiir alle £ € M und jede messbare Partition (E;) von E.

6.1 Definition (totales Variationsmass)
Sei A ein reelles Mass auf (X, M). Definiere |A\|: M — [0, 00| durch

IA(E) = sup{>_21|A(E))|: (E;) messbare Partition von E'};

|A| heisst totale Variation von A\ oder genauer totales Variationsmass von A
(der erste Begriff bezeichnet héufig auch die Zahl |A|(X)).

6.2 Satz
Die totale Variation || eines reellen Masses A ist ein Mass.

Beweis: Sei (F;);en eine messbare Partition von F € M. Wéhle ¢; € R mit
t; < |A|(E;). Dann besitzt jedes E; eine messbare Zerlegung (A;;), so dass

j=1

Da (A;j)ijen eine Zerlegung von FE ist, folgt

d ot < Z [A(Ai;)| < [AI(E).

%
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Da dies fiir alle solchen ¢; gilt, ist also >, [A[(E;) < |A|(E).
Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, sei (A4;),en eine messbare Zerle-

gung von E. Fiir festes j ist (A; N E;) eine Partition von A;, und fiir festes i
ist (A; N E;) eine Partition von E;. Es folgt

SiIAAN = A A N E)| < 3 IMA; N E| < 35N (E).

Da dies fiir alle solchen (A;) gilt, ist [A[(E) < > . |A|(£;). Somit ist |A| o-
additiv. Es gilt auch |A|(0) = 0. O

Offensichtlich ist |A| gerade das kleinste Mass auf M mit der Eigenschaft,
dass |A(E)| < [M|(F) fir alle E € M.

6.3 Satz
Fiir jedes reelle Mass X auf (X, M) gilt |\|(X) < oc.

Somit ist A beschrankt: Fiir alle £ € M gilt
AE)] < IM(E) < A(X) < oo
Insbesondere ist das Mass |A| auch ein reelles Mass.

Beweis: Wir nehmen |[A|(X) = oo an. Sei ¢ := 2(1 + |A(X)|). Da |A\[(X) > t,
existiert eine messbare Partition (E;);en von X, so dass Y .o, [AN(E;)] > t.
Setze A == J{E;: \(E;) > 0}, B := X \ A. Dann gilt |\(A)| + |\(B)| > t,
0.B.d.A. [AN(4)| >t/2>1, und

A(B)| = IACX) = A(A)| > MA) = AL > £~ M) =1

Wir haben also eine Partition X = AU B mit |A(A)[, |[\(B)| > 1. Da || ad-
ditiv ist, ist ausserdem |A|(A) = oo oder |A|(B) = o0, 0.B.d.A. |A|(B) = .
Setze dann A; := A und wiederhole das obige Argument mit By := B an-
stelle von X. Dies gibt eine Zerlegung By = Ay U By mit |[A\(Ay)| > 1 und
|A|(B2) = oo. Durch Iteration dieses Verfahrens erhélt man paarweise dis-
junkte Ay, As, ... mit [A(A;)] > 1 und > ;2 MA;) = AMU2, Ai) < oo. Dies
ist ein Widerspruch; die Reihe kann wegen |A(A;)| > 1 nicht konvergieren.
Somit ist |A[(X) < oo. O

Sind A, u zwei reelle Masse auf der o-Algebra M, und ist ¢ € R, so definieren
A+ p)(E) == A(E) + p(E),
(cA)(E) := cA(E)

(E € M) reelle Masse A + p und cA. Die Menge aller reellen Masse auf M
bildet somit einen Vektorraum, ||A|| := |A|(X) definiert ausserdem eine Norm
auf diesem Raum.
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6.4 Definition (Jordan-Zerlegung)
Sei A ein reelles Mass mit totaler Variation |A|. Dann definieren

1 1
AT o= §(|/\| +A) und A= §(|)\| -\
zwei endliche Masse auf M, die positive Variation und die negative Variation
von A. Dann heisst
A=A" -\~

die Jordan-Zerlegung von \.
Es gilt auch |A] = AT 4+ A~

6.5 Definition (absolut stetige bzw. zueinander singulidre Masse)
Sei A ein Mass oder ein reelles Mass auf einer o-Algebra M, und sei y ein
Mass auf M. Wir nennen A absolut stetig bzgl. p, und schreiben

A

falls A(E) = 0 fiir jedes E € M mit u(F) = 0. Existiert ein A € M, so
dass A(E) = M(ANE) fir alle £ € M, so heisst A auf A konzentriert;
dquivalent gilt A(E) = 0 fir EN A = 0. Sind Ay, Ay zwei Masse oder reelle
Masse auf M, und existieren zwei disjunkte Mengen A; und As, so dass \;
auf A; konzentriert ist, ¢ = 1, 2, so nennen wir A; und Ay zueinander singuldr
und schreiben

A1 L Ao

6.6 Proposition
Seien A\, A\1, Ao Masse oder reelle Masse auf einer o-Algebra M, und sei u
ein Mass auf M. Dann gilt:

(1) Ist X auf A konzentriert, so ist |\| auf A konzentriert.
) Aus /\1 4 )\2 fOlgt |)\1| 1 ’)\2’

) Gilt \y L pound Ay L, soist Ay + Ay L .

) Gilt \p < pund Ny < pu, s0 ist A\ + Ay < .

) Aus A < pu folgt |\ < p.

) Gilt Ay < pound Ao L i, so ist A\ L Ag.

) Ist A\ < ppund A L p, soist A = 0.

Beweis: (1): Ist ENA = (), und ist (E;) eine messbare Zerlegung von E, so
ist E; N A =0 fir alle j. Also gilt |A\|(E) = 0.

(2) folgt aus (1).
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(3): Es existieren disjunkte Mengen A; und By, so dass A; auf A; und p auf
By konzentriert ist, und es existieren disjunkte Mengen A; und Bs, so dass
Ay auf As und p auf B, konzentriert ist. Dann ist A\; + Ay auf A := A; U A,
konzentriert, u auf B := B; N By, und es gilt AN B = ().

(4) ist klar.

(5): Sei pu(E) = 0, und sei (E;) eine messbare Partition von E. Dann ist
p(E;) = 0 und somit A\(E;) = 0 fir alle j. Daraus folgt |\|[(E) = 0.

(6): Da Ay L p, ist Ay auf einer Menge A mit u(A) = 0 konzentriert. Da
A < p, ist A (E) = 0 fiir jedes £ C A. Somit ist A\; auf A° konzentriert.

(7): Aus (6) folgt A L A, also A =0. O
6.7 Lemma

Ist p ein o-endliches Mass auf einem Massraum (X, M), so existiert eine
Funktion w € L' (1), so dass 0 < w(zx) < 1 fiir alle z € X.

Beweis: Nach Voraussetzung existieren £, € M, n=1,2,..., mit u(E,) <
oo und | J>7, E,, = X. Setze w,(z) = 0 fiir z € E und
1
wy(xr) =27 " ———
fir # € E,. Dann hat w := )"~ | w, die gewiinschten Eigenschaften. O

Das Lemma ermdéglicht es, p durch das endliche Mass o mit dip = wdp
zu ersetzen (d.h. A(E) = [pwdp, vgl , wobei i wegen der strikten
Positvitat von w genau dieselben Nullmengen wie p besitzt.

6.8 Satz (Lebesgue-Radon-Nikodym)
Sei u ein o-endliches Mass auf M, und sei A ein reelles Mass auf M.

(1) Es existiert ein eindeutig bestimmtes Paar reeller Masse A\, und \s auf
M, so dass

A=A+ Asy, A< und Mg L p.

Ist X > 0, so sind auch A\, A\s > 0.
(2) FEs existiert eine eindeutig bestimmte Funktion h € L*(u), so dass

Aa(E) = [Ehdu

fiir alle E € M.
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Das Paar (A,, \s) heisst die Lebesque-Zerlegung von A bzgl. u. Die Eindeutig-
keit dieser Zerlegung folgt leicht: Ist (A, \.) ein weiteres solches Paar, so gilt

a’ S

A= Aa = A= N, A=Ay < e (6.6[(4)), As— X, L p (6.6(3)), also X, = A, und
AL = As (6.6(7)). Die Aussage von [6.§]2) ist der Satz von Radon-Nikodym.
Die Eindeutigkeit (der Aquivalenzklasse) von h folgt sofort aus Satz (2)
Die Funktion h heisst Radon-Nikodym-Ableitung von A, bzgl. 11; man schreibt
dafiir auch einfach d\, = hdu. Umgekehrt gilt: Ist h € L'(u) beliebig, so
definiert A(E) := [, hdp ein reelles Mass auf M (vgl. Satz , und A < p.

Beweis von[6.8 Sei zuerst A > 0. Wihle w € L*(u) wie in[6.7} Dann definiert
dy = d\ + wdp ein endliches Mass ¢ auf M. Es gilt

/dewz/xfdAJr/Xfwdu

fir f = xp mit £ € M, also fiir messbare Treppenfunktionen f und somit
fir jede nichtnegative messbare Funktion f. Fiir f € L?(¢) gilt nach der
Schwarz’schen Ungleichung

[[xf dA < [xlf1dN < [l flde < (f 417 de) P o(X)2
Da ¢(X) < oo, folgt daraus, dass

fH/deA

ein stetiges lineares Funktional auf L*(p) ist. (Aus ||f — g2 < ¢ folgt
| [ fdX = [ gdX| < dp(X)"2.) Nach existiert ein g € L?(¢), so dass

/X FAN= (f,q) o) = /X fody

fiir alle f € L?(p). Fiir f = xg, E € M, folgt \(E) = [, g9dp.Da0 <\ < ¢,

gilt also
o
0< gdp <1
e(E) Jp

fir alle £ € M mit p(E) > 0. Dies impliziert, dass 0 < g(z) < 1 fir ¢-fast
alle x € X. Mit dp = d\ + w du folgt

0 [a-gra= [ fgdn

Setze A :={z:0 < g(z) < 1}, B := {x: g(x) = 1}, und definiere Masse A,
und A, auf M durch

N(E) = MANE), M\(E):=\BnE).
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Fiir f = xp wird (%) zu 0 = [, wdp. Da w(x) > 0 fiir alle 2, folgt u(B) = 0.
Somit ist Ay L p. Firn € Nund E € Mist f = (14+g+... 4+ ¢")xg in
L?(p), da 0 < g <1 p-fast iiberall und p(E) < oo; (%) wird dann zu

/(1—g"+1)d)\:/g(l—l—g—i—...—i—g")wdu.
E E

Fiir z € Bist 1—¢""!(z) = 0, und fiir * € A konvergiert 1—¢"*!(x) monoton
gegen 1 (n — 00). Somit ist

lim [ (1—g¢"™)d\=MNANE) = \(E).

n—oo E

Andererseits folgt mit (monotone Konvergenz)

lim g(1+g+...+g”)wd,u:/hdu
fiir eine nichtnegative messbare Funktion h. Es gilt also \,(E) = [, hdp fiir
alle E € M. Da [, hdu = A\(X) < oo, ist h € L'(p). Da offensichtlich
Ao K p, ist der Satz im Fall A > 0 bewiesen.

Fiir ein allgemeines reelles Mass A wendet man den vorangehenden Fall auf
AT und A~ an (s. [6.4)). O

Ist A nicht ein reelles Mass sondern ein o-endliches Mass, so gilt [6.8| praktisch
immer noch. Man kann dann X = |J, .y X, schreiben, wobei p(X,,) < oo
und A\(X,) < oo fiir n € N. Die Lebesgue-Zerlegungen der endlichen Masse
AMENX,) geben eine Lebesgue-Zerlegung von A, und es existiert immer noch
eine messbare Funktion h (wobei jetzt h > 0), so dass A (F) = [, hdp. Im
Allgemeinen ist 4 aber nicht in L*(u), obwohl an hdu < oo fiir alle n. Ohne
die Voraussetzung der o-Endlichkeit miissen (1) und (2) nicht mehr gelten.

6.9 Satz
Sei p ein Mass auf M, und sei A ein reelles Mass auf M. Dann sind die
folgenden beiden Bedingungen dquivalent:
(1) A< p.
(2) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass |\(E)| < € fir alle E € M
mit p(E) < 6.

Ist A ein unbeschrénktes Mass, so muss aus (1) nicht (2) folgen; beispielsweise
sei pu das Lebesgue-Mass auf (0,1) und

MNE) = /Et‘ldt

fiir alle Lebesgue-messbaren E C (0, 1).
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Beweis: Aus (2) folgt (1): Ist u(E) = 0, so ist u(E) < 4 fir alle 6 > 0, also
IA(E)| < e fur alle € > 0, also A(E) = 0.

(1) impliziert (2): Wir nehmen an, (2) sei falsch. Dann existieren ein € > 0
und Mengen FE,, € M, n € N, so dass pu(FE,) < 27" und |A(E,)| > €. Dann
ist auch |A[(E,) > €. Setze

A, = GE"’ A= ﬁ A,.
i=n n=1

Es folgt u(A,) <27 A, D A1, und somit pu(A) = 0 und
IA[(A) = Tim M|(A,) > € > 0,

da |A|(A4,) > |N[(E,). Somit ist |[A| nicht absolut stetig bzgl. p, also A nicht
absolut stetig bzgl. p (6.6(5)). O

6.10 Satz
Sei X\ ein reelles Mass auf (M, X).

(1) Es existiert eine messbare Funktion h mit Werten in {—1,1}, so dass
d\ = hd|\|.
(2) Es ezistiert eine messbare Zerlequng X = AU B, so dass

A(E)=XNANE) und M\ (E)=-\BNE)
fiir alle E € M.

Das Paar (A, B) heisst eine Hahn-Zerlegung von X bzgl. \. Man beachte,
dass A(F) > 0 fir £E C A und A(F) < 0 fir £ C B, d.h. ;A tragt alle
positive Masse von A und B trégt alle negative Masse von \*“.

Beweis: (1): Es gilt A < |A|, nach [6.§] existiert somit ein h € L*(|A]), so dass
d\ = hd|M|. Sei A, := {z: |h(z)| < r}, r > 0, und sei (E;) eine messbare
Zerlegung von A,. Dann ist

SAE) =

J

[ nd| < S riaiE) = riaica,)

J J
also |A|(A,) < r|A|(A,). Fir r < 1 folgt |A|(A,) = 0. Somit ist |h| > 1 fast
tiberall. Ist andererseits |[A|(E) > 0, so folgt aus d\ = hd|\|

s = ey <
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Dies impliziert, dass |h| < 1 fast iiberall.

(2): Sei h wie in (1). Setze A := {z: h(z) = 1} und B := X \ A. Da
AT = L(]A] + A) und dX = hd|A], folgt

1
/Lhdw /XAd|)\|:/ hd\| = A(E N A).
E ENA

Da A(E) = (E NA)+AENB)und A = AT — X7, folgt A= (F) = AT (EF) —
AE) =AMENA) = ME) = -AENB). O

Aus [6.10(2) folgt eine Minimalitétseigenschaft der Jordan-Zerlegung \ =
AT — A7 eines reellen Masses \: Gilt A = g — ps fiir Masse juq, pa, so ist
A<y und A7 < o

NH(EB) = ME N A) < (BN A) < i (E),
A (E) = —AMENB) < pa(ENB) < pa(E).

7 Differentiation

Der folgende einfach zu beweisende Satz motiviert die nachfolgenden Defini-
tionen.

7.1 Satz
Sei N ein reelles Mass auf (R,B), p das Lebesgue-Mass auf R. Definiere
f: R — R durch f(x) := AN(—00,2)). Firxz € R und a € R sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in x und f'(z) = «.

(2) Fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass

fir alle offenen Intervalle I C R mit x € I und L(I) <.

Dies legt nahe, die Ableitung von A (bzgl. i) an der Stelle = als den Limes von
M) /p(I) fiir I — {x} zu definieren. In héheren Dimensionen kann man statt
Intervalle offene Bille B(z,r) = {y € R*: |y — x| <r} (r > 0) verwenden.
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7.2 Definition (DX, M\)

Sei A ein reelles Mass auf (R¥, B), p das Lebesgue-Mass auf R*. Fiir z € R*
und r > 0 sei

A(B(z,r))

(Q:A)(z) = W(B(z.7)

Dann definiert

(D) () = lm(Q, ) (x)

die symmetrische Ableitung von X in den Punkten € R*, wo dieser Limes
existiert. Die Mazimalfunktion MX: R* — [0, 00] von X ist definiert durch

(MA)(z) == sup (Qr[A])(2)-

0<r<oo

Man sieht leicht, dass M A von unten halbstetig und somit messbar ist: Sei
a >0, E:={MX > a} und z € E. Dann existiert ein r > 0, so dass
IA(B(x,r)) = tu(B(z,r)) fir ein t > a, und es existiert ein 6 > 0, so dass
a(r+ 0k < tr¥. Fiir y € B(x, ) folgt B(x,r) C B(y,r + ), also

IA(B(y,r+6)) = [A(B(x, 7)) = tp(B(z, 7))
= tr*u(B(y,r +6))/(r +0)* > au(B(y,r + 9)).

Dies zeigt, dass B(z,0) C E; also ist E offen.

7.3 Lemma (3r-Uberdeckung)
Sei W die Vereinigung endlich vieler offener Bille B(xzs,1;) C RF, i =
1,...,N. Dann ezistiert S C {1,..., N}, so dass

B(xhri) mB($jﬂrj> =0 f’lL?" 1,] € S; Z#]i

und W C J;eq B(w4,315).

Beweis: 0.B.d.A. seien die B; = B(x;, ;) so geordnet, dass ; > 19 > ... >
ry. Setze 7; := 1 und entferne alle B; mit j > 7;, die B;, schneiden. Sind
noch Bille B; mit j > 4, {ibrig, so sei B;, der erste davon; streiche dann alle
Bj; mit j > iy, die B;, schneiden. Sind noch Bélle B; mit j > i, {ibrig, so
sei B;, der erste davon; streiche dann alle B; mit j > i3, die B;, schneiden.
Fahre so weiter, bis fiir ein n keine Bélle B; mit j > i,, mehr iibrig sind. Setze
S :={i1,...i,}. Die B; mit i € S sind paarweise disjunkt nach Konstruktion.
Jeder Ball B; mit j ¢ S trifft ein B; mit ¢ < j und 7 € S; wegen r; > r; ist
dann B; C B(x;,3r;). Dies zeigt, dass W C J,cg B(w;, 3r;). O
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7.4 Satz
Sei \ ein reelles Mass auf (R* B), p das Lebesque-Mass auf R¥ und o > 0.

Dann st
au({x c R*: (M))(z) > Oé}) < 3%|All,

wobei | A]] == |A|(RF).
Beweis: Sei C' eine kompakte Teilmenge der offenen Menge { M\ > «a}. Jedes
x € C ist Zentrum eines offenen Balles B mit |A\|(B) > au(B). Wegen der

Kompaktheit von C' und Lemma (7.3 existieren paarweise disjunkte solche
Biélle By, ..., B,, so dass

an(C) <30 Y u(B:) < 3 D0 (B < 3.
=1 =1

Da jede offene Menge in R* Vereinigung einer aufsteigenden Folge kompakter
Mengen ist, folgt die Behauptung. O

Ist f € LY(R*) und o > 0, so gilt
ap({lf] > a}) < | flh.

da ap(E) < [y 1fldi < fou |fldu = £ fir £ = {|f] > a}.

7.5 Definition (schwach L!(RF), M f)
Eine messbare Funktion f gehért zu schwach L'(R¥), falls

a = ap({|f] > a})

auf (0, 00) beschrinkt ist. Jeder Funktion f € L'(R*) ordnen wir ihre Maxi-
malfunktion M f: R¥ — [0, co] zu,

1

Ordnen wir f € L'(R*) das durch d\ = f du definierte reelle Mass A\ zu, so
folgt mit Satz[6.10)(1), dass hd|\| = d\ = f du fiir eine messbare Funktion
h mit Werten in {—1, 1}, also d|A| = hf du. Da |A| und p Masse sind, gilt
hf > 0 p-fast iberall und somit d|A\| = |f|du. Demzufolge ist M f = M.
Satz besagt dann, dass der ,Maximaloperator® M den Raum L*(R¥) in
schwach L'(R¥) abbildet: Fiir jedes f € L*(R¥) und jedes o > 0 ist

an({Mf > a}) < 3.
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7.6 Definition (Lebesgue-Punkt)
Sei f € L'(R¥). Ein Punkt x € R¥ heisst ein Lebesque-Punkt von f, falls

1

}}_{%m /B(x,r) |f(y) — f(@)][du(y) = 0.

Ist f stetig an der Stelle x, so ist x ein Lebesgue-Punkt.

7.7 Satz (Lebesgue)
Ist f € LY(R¥), so ist fast jeder Punkt x € R¥ ein Lebesque-Punkt von f.

Beweis: Definiere

1
(L)) =~ /B )

fir z € R*, r > 0, und setze (Tf)(x) := limsup, o(7}.f)(x). Wir miissen
zeigen, dass T'f = 0 fast iiberall. Sei n € N. Nach Satz existiert ein
g € C.(R¥), so dass ||f — g|l < 1/n. Setze h:= f — g. Da

(Toh)(z) < Al dp +[h(2)],

1
p(B(z,r)) /B(m)

gilt Th < Mh + |h|. Da ausserdem T, f < T,g + T,h, und T'g = 0 aufgrund
der Stetigkeit von g, folgt T'f < Mh + |h|. Fiir o > 0 ist somit

{Tf>2a} C Eyp:={Mh>a}U{lh| > a}.
Es gilt au({Mh > a}) < 3%||h||; und ap({|h] > a}) < ||h]l; (s. Bemerkungen
nach [7.5 und [7.4). Da ||h||; < 1/n, folgt
ap(Eyy) < (3% +1)/n.

Es gilt {T'f > 2a} C (.2, Ean; dieser Schnitt ist eine Nullmenge. Das
Lebesgue-Mass ist vollstandig, {T'f > 2a} ist also messbar und hat Mass
null. Da dies fiir alle a > 0 gilt, ist T'f = 0 fast iiberall. a

7.8 Satz

Sei \ ein reelles Mass auf (R¥, B), und sei \ absolut stetig bzgl. dem Lebesgue-
Mass i, mit Radon-Nikodym-Ableitung f. Dann ist DA = f p-fast tberall,
und

ME) = /E (D) dy

fiir jede Borelmenge E C RF.
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Beweis: Nach [6.8|2) (Radon-Nikodym) ist

/fdu

fir £ € B. In jedem Lebesgue-Punkt x von f gilt somit

AN B(z,71)) _ 1 /B( )fdﬂ — f(z) (r—0),

u(B(z,r))  pu(Blz,r))

d.h. der Limes (D\)(z) existiert und ist gleich f(z). Mit folgt der Satz.
O

7.9 Satz

Sei x ein Lebesque-Punkt von f, und sei (E;);en eine Folge von Borelmengen
in R* mit der Eigenschaft, dass E; C B(x,r;) und pu(E;) > ap(B(x,r;)) fir
alle 1 € N, wobei r; — 0 (i — 00) und a > 0. Dann gilt

)| dp=0 wund f(x)=lim

Beweis: Fiir i € N ist

)| dp < |f = f(@)] dp.

u(B (; i) /L;s’(x,n)

Da z ein Lebesgue-Punkt von f ist, konvergiert fiir ¢ — oo die rechte Seite
und somit auch die linke Seite gegen 0. Die zweite behauptete Identitat folgt

mit f(x) — [f(y) — f(2)| < fly) < f(z)+ |f(y) — f(z)| aus der ersten. O

7.10 Satz
Ist f € LYR) und F(x) = ffoo fdu firx € R, so gilt F'(x) = f(x) in jedem
Lebesgue-Punkt von f, also insbesondere fir fast alle x.

Beweis: Sei (d;);en eine Nullfolge, d; > 0. Ist x ein Lebesgue-Punkt von f und
E; = [x,x+4;], so stimmt f(x) nach|7.9 mit der rechtsseitigen Ableitung von
F an der Stelle x iiberein. Mit E; = [x—0;, x] folgt dasselbe fur die linksseitige
Ableitung. O

7.11 Definition (Dichte)
Sei E eine Lebesgue-messbare Teilmenge von R*. Dann definiert

= lim M(E a B(x’ r))
O(F, x) = lim u(B(x,7))

die Dichte von E in den Punkten x € R*, wo dieser Limes existiert.
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Aus [7.8| oder [7.9] fiir f = xp folgt, dass O(E,x) = 1 fiir fast alle z € E und
O(E,z) = 0 fir fast alle z € E°.

Wir wenden uns nun dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
fiir das Lebesgue-Integral zu. Den ersten Teil dieses Satzes haben wir in [7.10
gesehen: Fiir f € LY(R) und F(z) = [*_ f(t)dt gilt F'(z) = f(x) fast
iiberall. Der zweite Teil besagt, dass

(x) f(z)— fla) = /w f(t)dt fir alle x € [a, b]

unter geeigneten Voraussetzungen an f: [a,b] — R. In der elementaren Ver-
sion dieses Satzes setzt man voraus, dass f stetig differenzierbar sei. Unter
welchen schwécheren Voraussetzungen an f gilt (%) noch? Wir betrachten
zwei Beispiele.

Sei zuerst f(z) = x?sin(x2) fiir x # 0, f(0) = 0. Dann ist f diberall diffe-

renzierbar, aber

1
/0 (1) dt = oo,
also f' & L.

Das zweite Beispiel zeigt insbesondere, dass () selbst dann nicht gelten muss,
wenn f stetig auf [a, b] und fast iiberall differenzierbar ist mit f’ € L'([a, b]).
Wihle 1 =: §p > 6; > ... mit 6, — 0 (n — o0). Setze E := [0, 1]. Sei E, fir
n > 0 so konstruiert, dass F, die Vereinigung von 2" paarweise disjunkten
abgeschlossenen Intervallen der Lange 276, ist. Entferne aus jedem dieser 2™
Intervalle ein zentriertes offenes Intervall, so dass jedes der verbleibenden 271
Intervalle die Linge 2-(™+1§, ., hat; sei dann E,,, die Vereinigung dieser
271 Intervalle. Diese induktive Konstruktion liefert eine Folge kompakter
Mengen Ey C FE; C Es... mit Lebesgue-Mass p(E,) = 0,. Dann ist F :=
N,—, E, kompakt, und pu(E) = 0. (Fiir 6,, = (2/3)" ist E die iibliche Cantor-
1/3-Menge.) Setze

1 x
gn ‘= 5_XE7L und fn(m) = / gn(t) dt.
0

n

Es gilt f,(0) =0, f,(1) = 1, und f, ist monoton auf [0, 1] und konstant auf
jedem Intervall in E,°. Ist I eines der 2" Teilintervalle von F,,, so gilt

[ode =2 =200 g0
I I

Daraus folgt, dass f,.1(z) = fu(z) fir z € E,, und

Ful@) = fana(2)] < /1 G — guaa| dt <2277
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fir x € E, (wéhle I so, dass x € I). Somit konvergiert (f,,) gleichméssig gegen
eine stetige monotone Funktion f mit f(0) =0, f(1) =1 und f'(x) = 0 fur
alle x ¢ E. Da u(E) =0, ist f' = 0 fast tiberall, (*) gilt also nicht.

Wir nehmen jetzt an, fiir eine Funktion f: [a,b] — R sei f' € L! und es gelte

f(z)— fla) = /x f(t)dt fiir alle x € [a, b].

Sei dann A das durch d\ = f’du definierte reelle Mass. Es gilt |\ < p
(6.6/(5)). Aus Satz folgt: Fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass
IA[(E) < e fiir jede Vereinigung E = |J;_, (v, 5;) von paarweise disjunkten
Intervallen mit pu(E) = Z?:l(ﬁi — ;) < 9. Da

Zlf@ az|—

ist jede solche Funktion f notwendigerweise absolut stetig, wie unten defi-
niert.

] - ZIA (05, 8))] < NI(B),

7.12 Definition (absolut stetige Funktion)
Eine Funktion f: [a,b] — R heisst absolut stetig auf [a, b], falls gilt: Fiir jedes
€ > 0 existiert ein 0 > 0, so dass

Z\f@ flai)| < e

fiir jedes n € N und jede Familie von paarweise disjunkten Intervallen
(o1, 1), .-, (an, Bn) in [a, b] mit

n

> (Bi— ) <6

i=1
Jedes solche f ist offensichtlich stetig (n = 1).

7.13 Satz
Sei f: [a,b] — R stetig und monoton steigend. Dann sind dquivalent:

(1) f ist absolut stetig auf [a,b].
(2) f ist fast diberall in [a,b] differenzierbar, f' € L', und

f(z)— fla) = /fﬂ f'(®)dt  fiir alle x € [a,b].

(3) f bildet Nullmengen auf Nullmengen ab.
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Beachte, dass die oben definierte (Cantor-Lebesgue-)Funktion f die Null-
menge E C [0, 1] auf ganz [0, 1] abbildet!

Beweis: Aus (1) folgt (3): Sei M die o-Algebra der Lebesgue-messbaren
Teilmengen von R. Sei £ C I, E € M und u(E) = 0. Wir miissen zeigen:
Gilt (1), so ist f(E) € M und p(f(F)) = 0. Seien 0.B.d.A. a,b & E. Sei
e > 0; dann gibt es ein passendes § > 0 wie in [7.12] Es existiert eine offene

Menge V mit u(V) < dund E C V C [a,b]; V ist Vereinigung von abzéhlbar
vielen paarweise disjunkten Intervallen (s, 3;). Da Y .(3; — oy) < 9, folgt

Do1F(B) = fle) < e

Wegen der Monotonie von f ist f(E) C f(V) C U;lf(a), f(5:)]; das
Lebesgue-Mass dieser Vereinigung ist < e. Dies zeigt, dass f(E) in Borel-
mengen mit beliebig kleinem Mass enthalten ist. Mit der Vollstdndigkeit von
w folgt f(F) € M und u(f(E)) =0.

(3) impliziert (2): Definiere g(x) := x4+ f(x) fiir x € [a, b]. Hat das f-Bild eines
Intervalls der Léange [ die Lange I, so hat das g-Bild dieses Intervalls die Lange
[+1'. Daraus folgt, dass unter der Voraussetzung (3) auch g Nullmengen auf
Nullmengen abbildet. Sei £ C I, E € M. Dann ist £ = Ey U F' fiir eine
Nullmenge Ej und eine F,-Menge F' (3.11)(2)); F ist Vereinigung abzihlbar
vieler kompakter Mengen. Da g stetig ist und (3) erfiillt, folgt die Lebesgue-
Messbarkeit von g(E) = g(Ep) U g(F'). Definiere dann

A(E) = pu(g(E))

fir £ C I, E € M. Da g injektiv ist, ist A ein (endliches) Mass, ausserdem
gilt A < p. Nach[6.§(2) (Radon-Nikodym) ist

d\ = hdp

fiir ein h € L'(u). Fiir E = [a, 2] folgt g(E) = [g(a), g(x)] und somit

Es gilt also

fiir alle z € [a,b]. Nach Satz folgt
f'(x) = h(x) -1
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fiir fast alle x € [a, b]. Somit ist (2) erfiillt.

Die Implikation (2) = (1) gilt geméss der Bemerkung vor Definition
sogar ohne die Stetigkeits- und Monotonievoraussetzung an f. O

7.14 Satz
Sei f: [a,b] — R absolut stetig. Definiere

k

Fla)=sup Y [£(t)) — f(t;-0)| fira € [a,b)],

Jj=1

wobei das Supremum tber alle k und alle (t;) mita =1ty <t; <...<tp==x
genommen wird. Dann sind die Funktionen F, F+ f, F— f monoton steigend
und absolut stetig auf [a, b].

Die Funktion F' heisst totale Variation von f. Ist F(b) < oo fiir eine (nicht
notwendigerweise absolut stetige) Funktion f: [a,0] — R, so hat f be-

schrinkte Variation auf [a,b] und F(b) ist die totale Variation von f auf
[a,b].

Beweis: Fira<z <y <bunda=ty<t; <...<ty=uxgilt

k

F(y) = 1f(y) = f@)|+ ) 1f(t;) = f(t-)l.

Somit ist F(y) > |f(y) — f(z)| + F(x), also F(y) > f(y) = f(x) + F(x) und

F(y) > f(z)— f(y)+ F(x). Dies zeigt die Monotonie von F, F+ f und F — f.
Da die Summe zweier absolut stetiger Funktionen absolut stetig ist, bleibt
noch zu zeigen, dass F' absolut stetig auf [a, b] ist. Sei € > 0; dann existiert ein
§ > 0 wie in[7.12] Seien (a1, (1), .., (o, 3,) paarweise disjunkte Intervalle
in [a,b] mit Y1 (6; — ;) < 4. Fiir jedes 4 gilt

F(B) = Flas) = s Y 1(6) — fltii )l

wobei das Supremum iiber alle k; und (¢; ;) mit oy =t;0 <t;1 < ... <ty =
B; genommen wird. Fiir alle solchen k; und (¢;;), 1 =1,...,n, ist

k; n

Z Z@m‘ —tij-1) = Z(ﬂi —a;) <9

i=1 j=1 i=1
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und somit N

ZZ |f(tig) = ftij—)| <e

i=1 j=1
nach der Wahl von ¢. Es folgt > (F(5;) — F(a;)) <e. O
7.15 Satz

Fiir eine Funktion f: [a,b] — R sind dquivalent:

(1) f ist absolut stetig auf |a, b].
(2) f ist fast iiberall in [a,b] differenzierbar, f' € L', und

F(@) — fla) = / F)dt fir alle z € [a,b].

Beweis: Wir haben schon gesehen, dass (1) aus (2) folgt. Gilt (1), so sei
F' die wie in EI definierte totale Variation von f. Setze f; := %(F + f),
f2 = 3(F — f), und wende die Implikation (1) = (2) Von auf f; und fo
an. Da f = f1 — fs, folgt (2). 0

7.16 Satz
Ist f: [a,b] — R iiberall auf [a,b] differenzierbar und f € L', so ist

f(z) = fla) = /90 f/@®)dt  fiir alle x € [a,b].

Beweis: Es geniigt, dies fiir © = b zu zeigen. Sei € > 0. Nach Satz (Vitali-
Carathéodory) existiert eine von unten halbstetige Funktion ¢ auf [a, b], so

/ b b / . . . /
dass g > f'und [ g(t)dt < [ f'(t)dt+ e gibt eigentlich nur g > f/,
aber wegen f([a,b]) < oo kann man leicht auch g > f’ erreichen.) Fir n > 0
und z € [a, b] sei

Fyw)i= [ glt)dt = f(a) + £(a) + (o~ o)
Sei n zunéchst fest. Fir jedes o € [a,b) existiert ein 6, > 0 mit

ft) — fx)

- <[f'@)+n

g(t) > f'(z) und

fir alle t € (x,z + J,), da g von unten halbstetig und g(z) > f'(z) ist. Fiir
jedes solche t folgt

Fy(0) = Fy(o) = [ g(s)ds = (F(0) = F(a) +nlt ~ o)
> (t = 0)') — (¢ = )f'2) + 1) + (e — 2) =0,
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Da F,(a) = 0 und F, stetig ist, existiert ein maximales = € [a, b] mit F,(z) =
0. Im Fall z < b ist also F,(t) > 0 fir t € (x,b]. In beiden Fillen gilt
F,(b) > 0. Da dies fiir alle > 0 zutrifft, folgt

£(b) - f(a) < / g(t) dt < / ft)dt+ e

Da € > 0 beliebig war, folgt f(b) — f(a) < fab f'(t) dt. Dieselbe Ungleichung
gilt fiir — f anstelle von f; damit gilt Gleichheit. O

8 Produkt-Raume

In diesem Kapitel untersuchen wir die Integration von Funktionen auf karte-
sischen Produkten X x Y = {(z,y): z € X, y € Y}. Wir bilden zuerst das
Produkt zweier messbarer Rdume.

8.1 Definition (Produkt-o-Algebra)

Seien (X, S) und (Y, 7T) zwei messbare Raume. Die Produkt-o-Algebra S x T
in X x Y ist die kleinste o-Algebra in X x Y, die alle Mengen der Gestalt
A x Bmit Ae S und B € 7T enthilt.

8.2 Satz
Sei E € S xT. Fir jedes x € X ist B, :=={y € Y: (z,y) € E} in T, und
fir jedesy € Y ist EY .= {x € X: (z,y) € E} in S.

Beweis: Sei ) die Menge aller E € S x 7 mit E, € T fiir jedes x € X. Wir
wollen zeigen, dass @ = S X 7. Ist E = Ax B fir A€ Sund B € T, so
ist B, = Bfallsz € Aund E, = () falls x € A; somit ist £ € Q. Da T eine
o-Algebra ist, gilt ausserdem:

(i) X xY €.

(i) Fir F € Qist (E°), = (E,)° € T, also E° € ().

(iii) Fir E= .2, Ei, B, € Q,ist B, = U2, (Ei), € T, also E € Q.
Dies zeigt, dass 2 eine o-Algebra ist. Da {Ax B: A€ S, BT} CQC
S x T, folgt Q@ = S x T nach Definition [8.1] Dies zeigt eine Hélfte des Satzes,
die andere folgt analog. O

8.3 Definition (monotone Klasse)
Eine monotone Klasse M ist ein System von Mengen mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) Aus Ay, A, ...e M, A C Ay C ..., folgt UzlAl e M.

(ii) Aus By, Bs,...€ M, By D By D ..., folgt (2, B; € M.
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Im Folgenden nennen wir eine Menge Q C X x Y elementar, und schreiben
Q € &, falls () die Vereinigung von endlichen vielen, paarweise disjunkten
Mengen der Gestalt A x B ist, wobei A€ Sund B € 7.

8.4 Satz
Die Produkt-o-Algebra S x T ist die kleinste monotone Klasse, die alle ele-
mentaren Mengen enthdlt.

Beweis: Sei M die kleinste monotone Klasse, die £ enthélt; die Existenz von
M zeigt man wie im Beweis von [[.3] Da S x 7 eine monotone Klasse ist,
gilt M C 8§ x 7. Aus den Identitdten

(Al X Bl> N <A2 X Bg) = (Al N Az) X (Bl N BQ),
(A1 X By) \ (A2 X By) = [(A1 \ A2) X B1J]U[(A; N Ag) X (B \ By)]

folgt, dass mit P,@ € £ auch PNQ, P\Q und PUQ = (P\Q)UQ in & sind.
Fiir eine Menge P C X X Y bezeichne Q(P) die Menge aller Q C X x Y, so
dass P\ Q,Q \ P,PUQ € M. Man sieht leicht:

(1) @ € Q(P) gilt genau dann, wenn P € Q(Q).

(2) Da M eine monotone Klasse ist, ist jedes Q(P) eine monotone Klasse.
Fixiere P € £. Nach den oben gezeigten Eigenschaften von & ist £ C Q(P);
mit (2) folgt M C Q(P). Fixiere jetzt Q € M. Fir P € £ist Q € M C Q(P),
also P € (@) nach (1). Somit gilt £ C Q(Q), und mit (2) folgt M C Q(Q).
Wir haben also gezeigt: Sind P,Q € M, so sind auch P\ @ und P U @ in
M. Nun folgt leicht, dass M eine o-Algebra ist:

i) X xYe& M.
(il)) Mit Q € M ist auch Q° = (X xY)\ Q € M.
(iii) Sind Py, Ps,... € M, und ist P = |J;2, P, so ist Q,, :== U;_, P, € M
fiir alle n € N, also P = J,~, @, € M wegen der Monotonie von M.
DaECMCSEXxT, folgt M=8xT. O

8.5 Satz

Sei f: X xY — R eine (S x T)-messbare Funktion. Fiir jedes v € X ist
fe = f(z,"): Y — R T-messbar, und fiir jedesy € Y ist f¥ = f(-,y): X —
R S-messbar.

Beweis: Fiir V C R offen sei Q := f~(V). Dann ist Q € S x 7, und

V) ={y: fla,y) e Vi={y: (z,9) € Q} = Qs
ist in 7 nach 8.2 O
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8.6 Satz
Seien (X, S, p) und (Y, T ,v) zwei o-endliche Massrdume, und sei () € SXT .
Setze

5
s
'||'
||

v({y: (x,y) €Q}) firz € X,

P(y) = ( ) p({z: (z,y) €Q}) firyeY.

Dann gilt: ¢ ist S-messbar, ¥ ist T -messbar, und

() /Xsoduz/ywdu

Nach |8 - 2/ sind ¢ und ¢ definiert. Gleichung (*) kann auch in der Form

//xwydv ) dp( //X@mydu ) dv(y)

geschrieben werden.

Beweis: Sei Q) die Menge aller Q € S x 7, fiir die die Aussage des Satzes gilt.
Wir zeigen zunéchst:
(1) st Q=Ax Bfir Ac Sund B €T, soist Q € Q.
(2) Ist Q =2, Qi fiir Q1 CQaC ..., Q; € Q, s0ist Q €.
(3) Ist @ = |, Q; fiir eine abzdhlbare Familie (Q);) paarweise disjunkter
Q; € Q, soist Q € Q.
(4) Ist Q@ = (2 Qi, wobel AX B D Q1D QD ..., Q; €9, u(A) < o0
und v(B) < oo, so ist Q € Q.
Fiir @ = A x B wie in (1) gilt

v(Q.) =v(B)xa(z) und p(QY) = pu(A)xs(y).

Somit sind beide Integrale in (x) gleich p(A)v(B).

Sei jetzt @ wie in (2). Setze p;(z) = v((Qi),) fir x € X und ¢;(y) =
W(Qo)) fir y € V. Bs gilt o1(2) < pa(2) < ... und gi(z) — p(z) (i — o)
fiir alle z € X und ebenso ¥ (y) < ¥o(y) < ... und ¥;(y) — ¥(y) (i — o0)
fiir alle y € Y. Da nach Voraussetzung die Aussage des Satzes fiir ¢; und 1);
gilt, folgt @ € Q aus (monotone Konvergenz).

Sei @ wie in (3). Ist die Familie (Q);) endlich, so folgt @ € Q wegen xo =
> i XQ,- Zusammen mit (2) impliziert dies @) € € im allgemeinen Fall.

(4) folgt auf dhnliche Weise wie (2), mit (beschréinkte Konvergenz) an-
stelle von 2.4
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Nach Voraussetzung existieren messbare Zerlegungen (X,,)men und (Y;,)nen
von X bzw. Y mit pu(X,,) < oo und v(Y,) < oo fir alle m,n € N. Fir
Q € SXT sei Qup := QN (X, XY,); sei dann M die Menge aller Q € S x 7T
mit Q. € Q fiir jedes Paar (m,n). Aus (2) und (4) folgt, dass M eine
monotone Klasse ist. Wegen (1) und (3) ist £ C M;da M C § x 7T, gilt
M = 8 x T nach Satz[8.4 Somit ist Q,,, € 2 fiir jedes @ € S x T und jedes
Paar (m,n). Da Q@ = U, ,—; @mn, und da die Q,,, paarweise disjunkt sind,
folgt @ € 2 aus (3). 0

8.7 Definition (Produktmass)
Seien (X, S, p) und (Y, 7,v) wie in Satz 8.6, Fiir Q € S X 7 sei
3@ = [ Q) du() = [ (@) vy,
X %

1 X v heisst das Produktmass von p und v.

Dass p x v wirklich ein Mass auf § x 7 definiert, folgt sofort aus Satz [2.5
Beachte, dass p x v auch o-endlich ist.

8.8 Satz (Fubini)
Seien (X,S,u) und (Y,7T,v) zwei o-endliche Massrdume, und sei f eine
(S x T)-messbare Funktion auf X xY.
(1) Ist O < f < o0, so gilt: x — [, f(z,y)dv(y) ist S-messbar, y +—
[ f(@,y) du(x) ist T-messbar, und

/X /Y fay) dvly)dp(e) = | fdgxo)

:/Y/Xf(x,y)d,u(ﬂﬁ)dV(y)'

(2) Ist f reell und wenigstens eines der Integrale [ [, |f(z,y)| dv(y) dp(z)
und [y [ 1f(@,y)|dup(z) dv(y) endlich, so ist f € L'(p x v).

(3) Ist f reell und f € L*(u x v), so ist f(x,-) in L*(v) fir p-fast alle x
und x — [, f(x,y)dv(y) in L'(n), ebenso ist f(-,y) in L' (u) fir v-fast
alle y und y — [ f(z,y)dp(x) in L' (v), und es gilt (x).

Kurz gesagt: Die Reihenfolge der Integration darf fiir (S x 7')-messbare Funk-
tionen f vertauscht werden, wenn f >0 (s. (1)) oder wenn wenigstens eines
der Doppelintegrale von |f| endlich ist (s. (2) und (3)).

Beweis: ( ): Nach Satz sind die Funktionen p(z) = [, f(z,y)dv(y)
und @(y) = [, f azydu r) erklart. SelQGSxTundf—XQ Nach
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Definition entspricht (1) dann gerade der Aussage von Satz [8.6] Da-
mit gilt (1) fir alle (S x 7)-messbaren Treppenfunktionen s > 0. Im
allgemeinen Fall existiert eine Folge solcher Funktionen s,, so dass 0 <
s1 < 59 < ..oound su(x,y) — f(z,y) fir alle (z,y) € X x Y. Sei
() = [, sn(z,y) dv(y). Satz (monotone Konvergenz), angewandt auf
(Y, T,v), zeigt dass p,(x) — ¢(z) (n — oo) fiir alle z € X. Da diese Kon-
vergenz monoton ist, und da

/sonduz/ snd(p X v)
X XxY

geméss dem anfangs diskutierten Spezialfall, folgt durch Anwenden von [2.4
auf diese beiden Integrale die erste Gleichung in (x). Die zweite folgt durch
Vertauschen der Rollen von z und y.

(2) folgt durch Anwenden von (1) auf |f].

(3): Sei pa(a) = Jy (o) duly) und ga(a) = [y f(e,y) dv(y). Da (1)
fiir f* gilt, und da f € L'(u x v), folgt

du = Td d
/Xgolu /Mf <uxu>s/M|f| (1 x 1) < oo,

also 1 € L'(p). Ebenso ist ¢y € L'(p). Da f(z,-) = f*(z,") — f(z,-),
gilt f(z,-) € L'(v) fiir jedes z mit p(x) < oo und py(x) < oco. Wegen
Q1,2 € L' () ist dies fiir p-fast alle z der Fall. Fiir diese z gilt ausserdem

o(z) = /Y £ ) dv(y) = o1(x) — pa(a).

Somit ist ¢ € L'(u). Mit [, ordu = [y fTd(p x v) und [ @odp =
Jxoy [~ d(p x v) folgt die erste Ungleichung in (x). Dies zeigt eine Hélfte
von (3). Die andere Hélfte folgt analog. O

Wir betrachten drei Beispiele, die zeigen, dass die verschiedenen Vorausset-
zungen in (8.8 nicht weggelassen werden kénnen.

Sei zuerst X = Y = [0,1], p = v das Lebesgue-Mass auf [0,1]. Wéhle
0=01 <d<...mit§, — 1 (n — o0). Fiir n € N sei g, eine reelle stetige
Funktion mit Tr g, C (0., d+1) und fol gn(t) dt = 1. Setze dann

o0

F@y) = (gn(x) = gnt1(2))gn(v);

n=1
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fiir jeden Punkt (z,y) ist hochstens ein Summand ungleich null. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass

/Ol/olf(a:,y)dyda::l#Oz/Ol/Olf(x,y)dwdy-

In diesem Beispiel ist f stetig ausser im Punkt (1, 1), aber beide Doppelin-
tegrale von |f| sind unendlich.

Fiir das zweite Beispiel sei X =Y = [0, 1], u das Lebesgue-Mass auf [0, 1],
v das Zahlmass auf [0,1], f(z,y) = 1 fir x = y und f(x y) = 0 fir x # y.
Dann ist [, f(x,y)dp(x) =0 fir alle y € Y und [, f(x,y)dv(y) = 1 fiir alle
r € X, somit

/Y/X flz,y)du(x)dv(y) =0# 1= /X /Y F(z,y) dv(y) du(z).

In diesem Beispiel ist v nicht o-endlich. Beachte, dass f (S x 7 )-messbar
ist, wobei S die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von [0, 1]
und 7 die Potenzmenge von [0,1] bezeichnen: Es gilt f = yp fir D =
{(z,y): 0 <z =y < 1}, und D = (), Q, fiir die (S x T)-messbaren
Mengen @, = U?Zl[j%, 112,

Im dritten Beispiel ist wieder (X, S, u) = (Y, 7,v) = [0, 1] mit dem Lebesgue-
Mass. Unter Voraussetzung der Kontinuumshypothese kann man eine Menge
Q C [0, 1]* mit folgender Eigenschaft konstruieren: Fiir jedes x € [0, 1] enthilt
Q. alle bis auf abzdhlbar viele Punkte von [0, 1], und fiir jedes y € [0, 1] ist
Q¥ abzahlbar. Fiir f := x¢ folgt, dass f(z, ) und f(-,y) Borel-messbar sind
und dass fo z,y)dy = 1 fiir alle z und fo ,y) dz = 0 fiir alle y. Somit

: /0/0f(x,y)dydw:1%0:/01/01f(x,y)dwdy-

In diesem Beispiel ist f offenbar nicht (S x 7°)-messbar.

Das Produkt zweier vollstindiger Massraume (X, S, ) und (Y, 7, v) braucht
nicht vollstindig zu sein: Ist A€ S, A#0, u(A)=0und BCY,B &7, so0
ist AX BCAXY, (uxv)(AxY)=0,aber Ax BZS x T (nach[8.2).

8.9 Satz
Sei pu, das Lebesque-Mass auf R¥, k> 1. Istk =1r+s, r,5s > 1, s0 ist ju; die
Vervollstindigung von i, X [is.

Beweis: Seien By, und M, die o-Algebren der Borelmengen bzw. Lebesgue-
messbaren Mengen in R*. Jeder Quader in R ist in M, x M,, und die von
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der Menge aller Quader erzeugte o-Algebra ist By. Somit ist B, C M, x M.
Fir C € M, und D € M; sind C x R®* und R” x D in M, (dies folgt
aus [3.11(1) und (2)); somit ist auch C' x D = (C' x R¥) N (R x D) in M.
Es folgt M, x M, C M. Da u, x pg translationsinvariant ist und jedem
Quader in R* denselben Wert wie y;, zuordnet, gilt

Mo X s = :U'k|(MT X MS)

gemdss |3.11[(4). Fiir jedes A € My, existieren F,G € By mit ' C A C G und
pe(G\ F) =0 (3.112)). Da B, C M, x M, ist M, die Vervollstandigung
von M, x M, bzgl. p,. X ps (s.[2.12)). O

Wir zeigen in [8.11] noch eine Variante des Satzes von Fubini, die vor allem
im Zusammenhang mit wichtig ist. Der Beweis verwendet und das
folgende Lemma.

8.10 Lemma

Sei (X, M,n) ein Massraum, und sei M* die Vervollstindigung von M
bzgl. . Ist f: X — R eine M*-messbare Funktion, so existiert eine M-
messbare Funktion g: X — R mit |g| < |f] und g(z) = f(x) fir alle
r € X\ Q, wobei Q € M und p(Q) = 0.

Beweis: Sei zunachst f > 0. Dann existieren M*-messbare Treppenfunktio-
nen 0 < s; < sy <...,s0dass s,(x) — f(z) (n — o0) fur alle z € X. Es
gilt f=>" (Sn+1 — sp) und somit f = > 7, ¢;xg, fiir Konstanten ¢; > 0
und Mengen E; € M*. Nach Definition von M* (s. gibt es Mengen
A, B € M mit A; C E; C B; und p(B; \ 4;) = 0. Dann ist

g = Z CiX A;
=1

M-messbar, g < f, und g(z) = f(x) fiir alle x ausserhalb (J;=, (E; \ 4;). Da
E; C B;und pu(B; \ 4;) =0, gilt fiir @ := J;2,(B; \ 4;) die Behauptung im
Fall f > 0. Das allgemeine Resultat folgt leicht. O

8.11 Satz

Seien (X, S, 1) und (Y, 7T ,v) zwei vollstindige und o-endliche Massrdume,
und sei (S xT)* die Vervollstindigung von S X T bzgl. uxv. Sei f eine (S X
T)*-messbare Funktion auf X x Y. Dann gelten wieder[8.8(1), (2) und (3),
einzig mit folgendem Unterschied: In (1) ist die T-Messbarkeit von f(x,-)
und damit die Eristenz von fY f(z,y) dv(y) nur fir p-fast alle x gesichert,
ebenso ist [y f(x,y)du(z) im Allgemeinen nur v-fast iberall erklirt.
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Beweis: Sei f wie im Satz. Nach Lemma ist f = g+ h fiir eine (S x 7T)-
messbare Funktion g mit |g| < |f| und eine Funktion h mit h(z,y) = 0 fir
alle (z,y) € (X xY)\ @, wobei @ € S x T und (u x v)(Q) = 0. Dann gilt

/X v(Qu) dulx) = (1 % 1)(Q) = 0.

also v(Q,) = 0 fur p-fast alle x. Fiir jedes solche x ist h(z, ) = 0 v-fast
iiberall. Ebenso gilt: Fiir v-fast alle y ist h(-,y) = 0 p-fast iiberall. Mit der
Vollsténdigkeit von g und v folgt die 7-Messbarkeit von h(x,-) fiir p-fast
alle x sowie die S-Messbarkeit von A(-,y) fiir v-fast alle y. Nun folgt der Satz
durch Anwenden von auf g; alle drei auftretenden Integrale stimmen mit
denjenigen fiir f iiberein. O
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