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Kapitel 1

Elementare
Differentialgeometrie

1 Kurven

Im Folgenden bezeichnet I stets ein Intervall, d.h. eine zusammenhéngende
Teilmenge von R. Wir setzen meistens stillschweigend voraus, dass das In-
nere von I nicht leer sei. Es sei n € N. Eine stetige Abbildung c: I — R",
c € C°I,R"), heisst eine (parametrisierte) Kurve in R™. Wir schreiben
c € CF(I,R") (k € N), falls ¢ wenigstens k-mal stetig differenzierbar ist. Ist
I nicht offen, so bedeutet dies, dass sich ¢ zu einer k-mal stetig differenzierba-
ren Abbildung auf einer offenen Menge J D I fortsetzen ldsst. Entsprechen-
des gilt fiir glatte, d.h. beliebig oft differenzierbare, Kurven ¢ € C*°(I,R").
Die Linge L(c) € [0, 0] einer Kurve ¢ € C(I,R") ist definiert durch

L(c) == /1 \&(t)| dt.

Die Kurve ¢ heisst proportional zur Bogenlinge parametrisiert bzw. nach
Bogenlinge parametrisiert, falls |¢| konstant ungleich null bzw. |¢| = 1 ist;
insbesondere ist ¢ dann reguldr, d.h. ¢(t) # 0 fir alle ¢ € 1.

1.1 Lemma (Parametrisierung nach Bogenléinge)

Die Kurve ¢ € C*(I,R") sei regulir, k € N U {oo}. Dann existieren ein
Intervall I und ein C*-Diffeomorphismus ¢: I — I, so dass ¢ := co ¢ €
C*(I,R™) nach Bogenlinge parametrisiert ist.

1.2 Definition (Frenet-Kurve, begleitendes Fréenet-n-Bein)
Die Kurve ¢ € C"(I,R") heisst eine Frenet-Kurvd'| falls fiir alle t € T
die Vektoren ¢é(t), é(t), ..., "1 (t) linear unabhingig sind. Das begleitende

! Jean Frédéric Frenet (1816-1900)



Frenet-n-Bein (eq,...,e,), €;: I — R™, ist dann eindeutig bestimmt durch

die folgenden Bedingungen:

(1) (ex(t),...,en(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R™
furt eI,

(2) linfei(t),...,e;(t)} = ln{é(t),. .., D ()} und (e;(t), D (t)) > 0 fiir i =
1,...,n—1und t € [I.

Hier bezeichnet lin die lineare Hiille, (-,-) das Standardskalarprodukt
in R™. Man erhalt eq,...,e,_1 aus ¢, ... , ™1 mittels des Gram—Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahrens, und e,, ist dann durch Bedingung (1)
bestimmt. Es gilt ¢; € C"~/(I,R") fiiri = 1,...,n — 1, und e, € C'(I,R").

1.3 Definition (Frenet-Kriimmungen)
Es sei ¢ € C™(I,R") eine Frenet-Kurve mit begleitendem Frenet-n-Bein
(e1,...,en). Die Funktion x;: I — R,
(1) = 5 (t . t
Hl( ) ‘C(t)‘<€l( )’61+1( )>’
heisst i-te Frenet-Kriimmung von c fir i =1,...,n — 1.

BEs gilt x; € C" " 1(I,R); Kk, 1 ist noch stetig. Samtliche Frenet-
Kriimmungen sind invariant unter orientierungstreuen Umparametrisierun-
gen: Fiir ¢ = co ¢ mit ¢’ > 0 folgt

R = (el i) = e (é0 9)@ i1 0 )

Ri = —(€;,€i11) = ——((é 0 €110 Q) = Ki ° ©.

(2 ’6/’ 77 1,+1 |C-o 90”90/‘ (2 ()0 QO bl Z+1 SO (A 90
1.4 Satz (Frenet-Gleichungen)

Es sei ¢ € C™(I,R") eine Frenet-Kurve mit Frenet-n-Bein (e, ...,e,) und
Frenet-Kriimmungen K1, ...,Kn—1. Dann sind K1, ...,Kk,—2 > 0, und

) K1€3 falls i =1,

€

H = —Ki_16i—1 + Kiejr1 falls2 <i<n-—1,
—Kp—1€n—1 falls i = n.
Im Fall n = 2 ist ¢ € C?(I,R?) genau dann eine Frenet-Kurve, wenn c
regulér ist. Dann heisst die Frenet-Kriimmung
L.
Kor = K1 = m<61,€2>

auch die ebene oder orientierte Kriimmung von c. Es gilt e; = ¢/|¢| und
(¢, e2) = 0, somit
(¢,e2)  det(er,é)  det(c,¢)

el el e

Ror =

2



Die Frenet-Gleichungen lauten in diesem Fall
€1 €2

T — K/Ore27 T
€] €]

Ist kor(t) # 0, so beriihrt der Schmiegkreis mit Zentrum c(t)+(1/kor())e2(t)
und Radius 1/|kor(t)| die Kurve ¢ im Punkt ¢(t) von zweiter Ordnung.

= —FKor€1.-

Im Fall n = 3 ist ¢ € C3(I,R?) genau dann eine Frenet-Kurve, wenn
¢ und ¢ iiberall linear unabhéngig sind. Die Vektoren e; bzw. e3 = e; X
e2 (Vektorprodukt) heissen (Haupt-) Normale bzw. Binormale von c. Die
Frenet-Kriimmungen
1. 1.
K=K = —(é1,e2) >0, 7T:=ky=——(é2,€3)
€] €]
heissen Krimmung und Torsion von c; letztere misst die Drehung der
Schmiegebene lin{¢, ¢} = lin{e;, ea} um e;. Sowohl x wie 7 sind auch unter
orientierungsumkehrenden Parametertransformationen invariant, = dndert
aber das Vorzeichen unter orientierungsumkehrenden Isometrien des R3. Die
Frenet-Gleichungen fiir Kurven in R? lauten
€1 €2 e3
T — ké2, T
€] €] €]

Ist ¢ nach Bogenlénge parametrisiert, so folgt 2(¢, ¢) = (¢, ¢) = 0 und damit

= —Ke1 + Tes, = —Tes.

e = ¢/|¢|, also k = (é1,e2) = |¢|.

1.5 Satz (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie)

Seien kKi,...,kp—1 € C°(I,R), K1,...,kn—2 >0, sg € I, o € R", und sei
(b1,...,by) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R™. Dann existiert
genau eine nach Bogenlidnge parametrisierte Frenet-Kurve ¢ € C*°(I,R™)
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) e(so) = o,

(2) (b1,...,by) ist das Frenet-n-Bein von ¢ an der Stelle s,

(3) Ki,...,Kn—1 sind die Frenet-Kriimmungen von c.

Eine Frenet-Kurve ¢ € C*°(1,R") ist also im Fall n = 2 bzw. n = 3 durch
Kor bzw. k£ und 7 bis auf eine orientierungserhaltende Isometrie bestimmt.
Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen kénnen abgeschwécht werden.

Wir beweisen noch zwei Sétze aus der globalen Kurventheorie.

Eine Kurve ¢ € C¥([a,b],R") (k € {0} UNU {co}) heisst geschlossen,
falls ¢ eine Fortsetzung ¢ € C*(R,R™) mit &(t + b — a) = &(t) fiir alle t € R
besitzt. Ist zusétzlich ¢|[a, b) injektiv, so heisst ¢ einfach geschlossen.



Wir betrachten jetzt eine ebene, nach Bogenlidnge parametrisierte und
geschlossene Kurve ¢ € C%([0, L], R?) mit Frenet-2-Bein (ey, e2). Wir schrei-
ben

e1(s) = (cosf(s),sinf(s))

fiir eine stetige (und somit C'!) Polarwinkelfunktion 6: [0,L] — R; 6 ist
eindeutig bestimmt bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 2.
Dann ist

e1(s) = 0'(s)(—sinf(s),cosf(s)) = 0'(s)ea(s),

und mit der ersten Frenet-Gleichung folgt 6'(s) = ko(s). Die Total-
krimmung von c erfiillt somit

L L
/ on(5) ds = / 0 (s) ds = O(L) — 0(0) = 20,
0 0

fiir eine (von der Wahl von # unabhéngige) ganze Zahl ¢., die Umlaufzahl
von ¢ (engl. rotation index).

1.6 Satz (Umlaufsatz)
Ist ¢ € C*([0, L],R?) nach Bogenlinge parametrisiert und einfach geschlos-
sen, so gilt p. = *1, also

L
/ Kor(s)ds = £2m.
0

Dieser Satz geht wohl auf Riemann zuriick. Der in der Vorlesung gege-
bene Beweis stammt von H. Hopf?}
Eine Folgerung ist, dass fiir die totale Absolutkrimmung von c

L
/ |Kor(s)|ds > 2w
0

gilt. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn ¢ konvez ist, d.h. wenn das Bild
([0, L)) Rand einer konvexen Menge C' C R? ist. Die Konvexitéit von c ist
dquivalent dazu, dass ko, das Vorzeichen nicht wechselt (Ubung).

Fiir eine nach Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve ¢ € C3(I,R?)
im R3 gilt kK = k1 = |¢|. Wir kénnen somit die Krimmung einer beliebigen
nach Bogenléinge parametrisierten Kurve ¢ € C?(I,R") im R™ (n > 2) durch

K= |¢|

erklaren.

2Heinz Hopf (1894-1971), Uber die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven,
Compositio Math. 2 (1935), 50-62.



1.7 Satz (Fenchel 1929)
Fiir die Totalkriimmmung einer geschlossenen, nach Bogenldnge parametri-

sierten Raumkurve ¢ € C%([0, L], R?) gilt

L
/ k(s)ds > 2m,
0

mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ eben und konvex ist.

Der Satz gilt genauso in R™ (Borsuk 1947).



2 Untermannigfaltigkeiten

2.1 Definition (Untermannigfaltigkeit von R™)

Eine Teilmenge M C R”™ heisst eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R", falls es fiir jeden Punkt p € M eine offene Menge V' C R"™ und einen
C*°-Diffeomorphismus ¢: V' — ¢(V) C R" gibt mit p € V' und

p(M V) =(R" x{0})Nne(V).

Die Zahl k := n — m heisst Kodimension von M in R", die Abbildung ¢
eine Schnittkarte von M um p.

Sei W C R™ offen und F € C®(W,R¥), n > k. Ein Punkt p € W heisst
requldrer bzw. singuldrer Punkt von F', falls das Differential dF), surjektiv
bzw. nicht surjektiv ist. Ein Punkt € R* heisst requlirer Wert von F, falls
alle p € F~1{x} reguliire Punkte von F sind; x heisst singuldrer Wert von
F, falls F~'{z} einen singulidren Punkt von F enthilt. Man beachte, dass
insbesondere alle 2 € R¥ \ F(WW) regulire Werte von F' sind.

2.2 Satz (implizit definierte Untermannigfaltigkeiten)

Sei W C R" offen, F € C™(W,RF), n >k, und sei z € F(W) ein regulirer
Wert von F. Dann ist M := F~*{z} eine Untermannigfaltigkeit von R™ der
Dimension m :=n — k.

In Analogie zu den reguldren Kurven fithren wir noch einen anderen
Fléachenbegriff ein.

2.3 Definition (regulire m-Fliche/Immersion)

Sei U C R™ offen und n > m. Eine Abbildung f € C*°(U,R") heisst eine
regulire m-Fliche (im Fall m = 2 eine reguldre Fliche) oder eine Immersion,
falls df, injektiv ist (also Rang m besitzt) fiir alle z € U.

2.4 Satz (Immersionssatz)

Es sei f € C*°(U,R"™) eine Immersion der offenen Menge U C R™. Dann
existiert fiir jeden Punkt x € U eine offene Umgebung U, C U von x, so
dass f(U;) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist.

Selbst wenn eine Immersion injektiv ist, so ist ihr Bild nicht unbedingt
eine Untermannigfaltigkeit. Aber es gilt:

2.5 Satz (lokale Parametrisierungen)
Die Menge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn fiir jeden Punkt p € M offene Mengen U C R™, V C R" und
eine Immersion f: U — R™ existieren, so dass p € f(U) = M NV gilt und
f:U— M NV ein Homéomorphismus ist.



Dann heisst f eine lokale Parametrisierung, f~': MNW — U eine Karte
von M um p.

2.6 Lemma (Parametertransformation/Kartenwechsel)

Sei M C R™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und seien f: U —
fU) c M, f: U — f(U) C M zwei lokale Parametrisierungen mit V :=
FU)N fU) # 0. Dann ist ¢ = f~Yo f: f[7Y(V) = f~YV) ein C°°-
Diffeomorphismus.

2.7 Definition (Tangentialraum)

Der Tangentialraum T M, einer Untermannigfaltigkeit M C R"™ im Punkt
p € M ist definiert durch T'M,, := df,(R™) C R” fiir eine (und somit jede)
lokale Parametrisierung f: U — f(U) C M mit f(z) = p.

Der Tangentialraum 7'M, ist ein m-dimensionaler linearer Unterraum
von R”. Das Tangentialbiindel T'M einer m-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit M C R™ ist definiert als die disjunkte Vereinigung

T™ = | J {p} x TM,
peEM

und bildet eine 2m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von TR" = R™ X
R" = R?" (Ubung). Das orthogonale Komplement TMpl von TM, in R"
heisst der Normalenraum von M in p,

TM* = | J{p} x TM,
peEM

das Normalenbiindel von M. Unter der Fusspunktprojektion von T M
bzw. TM* versteht man die Abbildung 7: TM — M, n(p,X) = p,
bzw. 7: TM+ — M, 7(p, N) = p.

Eine Abbildung F: M — M zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
M™ c R*, M™ C R” heisst differenzierbar im Punkt p € M, falls
f~'oFo f an der Stelle # € U differenzierbar ist fiir lokale Parametri-
sierungen f: U — f(U) € M und f: U — f(U) ¢ M mit f(z) = p,
z € U und f(Z) = F(p). Dies ist genau dann der Fall, wenn F o f aufge-
fasst als Abbildung in den R™ an der Stelle x € U differenzierbar ist. Das
Differential von F': M — M im Punkt p ist dann als die lineare Abbildung
dfy: TM, — TM F(p) erklért, fiir die

dfyodfy =dfzod(f 1 oFof),

gilt. Entsprechend sind auch glatte (d.h. iberall beliebig oft differenzierbare)
Abbildungen F': M — M definiert, insb. glatte Abbildungen F': M — R”.
Wir schreiben dann F € C°°(M, M) bzw. F € C*°(M,R").



Im Folgenden bezeichne M C R" eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit und f eine Immersion einer offenen Menge U C R™ in den
R™. Ein (glattes) Vektorfeld X auf M ist eine C*°-Abbildung X: M —
TR™ = R" x R" mit X(p) € {p} x R™ fir alle p € M, dh. 1o X =
idps fiir die Fusspunktprojektion 7: TR® — R™. Das Vektorfeld X heisst
tangential bzw. normal, falls X(p) € {p} x TM,, dh. X: M — TM,
bzw. X (p) € {p} x TMpL, dh. X: M — TM*. Ein Vektorfeld X lings
f ist eine C*>°-Abbildung X: U — TR" mit X(z) € {f(x)} x R" fiir alle
x € U; X heisst tangential bzw. normal, falls X (z) € {f(z)} x df:(R™)
bzw. X (z) € {f(x)} x dfo(R™)*. Im R™ niitzt man oft die Moglichkeit, den
Fusspunkt wegzulassen und z.B. ein normales Vektorfeld X auf M einfach
als eine Abbildung X: M — R™ mit X (p) € TM;- aufzufassen.

2.8 Definition (orientierbar)

Eine Untermannigfaltigkeit M C R™ heisst orientierbar, falls sie so durch
die Bilder von lokalen Parametrisierungen iiberdeckt werden kann, dass alle
moglichen Parametertransformationen eine positive Funktionaldeterminante
haben. Ein maximales System {f,: Uy — M }4ea solcher Parametrisierun-
gen (mit detd(fy 1o fg) >0 fiilr o, B € A, fo(Uas) N f3(Us) # 0) heisst eine
Orientierung von M. Die f, heissen dann positiv orientiert.

2.9 Lemma (orientierbare Hyperfléichen)

Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™*! ist genau dann ori-
entierbar, wenn es ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld N: M — S™
gibt, d.h. N(p) € T]WpL fiir allep € M.

2.10 Satz (Zerlegungssatz, Jordan—Brouwer)

Es sei M c R™*! eine m-dimensionale kompakte, zusammenhéngende Un-
termannigfaltigkeit. Dann besitzt R™1 \ M genau zwei Zusammenhangs-
komponenten A, B, es gilt 0A = 0B = M, und M ist orientierbar.

Fiir m = 1 ist dies der Jordansche Kurvensatz fiir einfach geschlossene
C*°-Kurven.

Beweisskizze: Wir zeigen zuerst, dass jeder Punkt p € M Randpunkt von
genau zwei verschiedenen Zusammenhangskomponenten von R™\ M ist. Wir
nehmen an, dies sei falsch fiir ein p € M. Mittels einer Schnittkarte von M
um p finden wir dann eine einfach geschlossene Kurve ¢: I — R"™ transversal
zu M, d.h. mit &(t) € TM, falls c(t) € M, so dass c(/) N M = {p}. Da
M beschrankt ist, ist ¢ homotop zu einer geschlossenen Kurve ¢: I — R"
mit ¢(I) N M = (. Dies steht im Widerspruch zur “Homotopieinvarianz der
Schnittzahl modulo 27, die in Kapitel |§| (Transversalitit) bewiesen werden
wird.



Sei jetzt p € M fest und ¢ € M ein weiterer Punkt. Dann gilt p € 0A, 0B
und g € 9A’, OB’ fiir Zusammenhangskomponenten A # B und A’ # B’ von
R™\ M. Da M zusammenhéngend ist, existiert eine Kurve ¢,: I — M von
p nach g. Sei Ng: I — R" ein stetiges Einheitsvektorfeld ldngs ¢, normal zu
M. Fiir € > 0 klein genug verlaufen die beiden Kurven c(jf Dt cq(t) £eNg(t)
in R” \ M. Damit folgt entweder A’ = A und B’ = B, oder A’ = B und
B' = A. O



3 Begriffe der inneren Geometrie

3.1 Definition (erste Fundamentalform)
Die erste Fundamentalform g einer Untermannigfaltigkeit M C R™ ordnet
jedem Punkt p € M das durch

gp(X,Y) = (X)Y) fir XY € TM,

definierte Skalarprodukt auf T'M,, zu, d.h. g, ist einfach die Einschrinkung
des Standardskalarprodukts (- ,-) des R™ auf T'M,. Die erste Fundamental-
form g einer Immersion f: U — R™ (U C R™ offen) ordnet jedem Punkt
x € U das durch

92(&,m) = (dfa(§), dfa(n)) fiir §,n € R™
definierte Skalarprodukt g, auf TU, = R™ zu.

Die erste Fundamentalform g heisst auch (riemannsche) Metrik oder
metrischer Tensor von M bzw. f. Die Matrix (g;;(z)) von g, ist beziiglich
der kanonischen Basis (e, ..., e,) gegeben durch

05(0) = ga{ei ) = (e le)) = () 55 0))
wobei g;; € C*(U).

Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und f: U — f(U) C M
eine lokale Parametrisierung (insb. eine Immersion). Die beiden ersten Fun-
damentalformen von f und M entsprechen sich wie folgt: Ist z € U und
f(x) = p, so ist df, eine Isometrie der euklidischen Vektorrdume (R™,g,)
und (T'M,y, gp). Die Menge U C R™, versehen mit der ersten Fundamental-
form von f, bildet ein “Modell” fiir f(U) C M, in dem sich alle Grossen der
inneren Geometrie von f(U) C M berechnen lassen.

Beispiele:
1. Betrdge und Winkel: Fiir X,Y € TM,, z = f~(p), & := (df)"(X)
und 7 := (df) 1Y) ist

‘X| = \/gp(X’X) = \/gx(gag) = |€|gz7

cos Z(X,Y) = (X, Y) 9:(&,m)

IXIYT [&lgalnlg.

2. Linge von Kurven c¢: I — f(U) C M: Fiir v := f~toc: I — U gilt
¢(t) = dfy) ((t)) und somit

uazﬂwmﬁ:ﬁww@mw
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3. m-dimensionaler Flicheninhalt von Borelmengen B C f(U) C M:

AB)= [ ey

die Gramsche Determinante det(g;;(x)) = det({fi(x), f;j(x))) ist gleich
dem Quadrat des Volumens des von den Vektoren fi(x) = (9f/0z)(x),
i = 1,...,m, aufgespannten m-dimensionalen Parallelotops. A(B) ist
unabhéingig von der Wahl von f und wird auch mit |’ p dA bezeichnet.
Um den m-dimensionalen Flidcheninhalt von ganz M zu berechnen,
wéhlt man (endlich oder abzdhlbar viele) lokale Parametrisierungen
fa: Uy = fa(Us) C M und Borelmengen B, C fo(Uy) mit A(B,) < oo,
so dass M = |, Ba eine disjunkte Zerlegung ist. Der Flacheninhalt

An =Y A =3 [ oV )

erweist sich als unabhéngig von den getroffenen Wahlen. Hier bezeichnet
g% die erste Fundamentalform von f,,. Fiir eine stetige Funktion b: M —
R mit kompaktem Triger definiert

/MbdA = Za:/a_l(Ba)bofa(x) det(gg(x)) da

das Oberflichenintegral von b.

3.2 Definition (isometrisch)

Zwei Untermannigfaltigkeiten M C R™, M C R™ mit ersten Fundamen-
talformen g bzw. g heissen isometrisch, falls es einen Diffeomorphismus
F: M — M gibt mit g,(X,Y) = gpg)(dfy(X),df,(Y)) fiir alle p € M und
X,Y € TM,. Zwei Immersionen f: U = R", f: U — R" (U, U C R™ offen)
mit ersten Fundamentalformen g bzw. g heissen isometrisch, falls es einen
Diffeomorphismus : U — U gibt mit g.(&,7n) = Gop() (A (&), dipz(n)) fiir
alle x € U und &,n € R™.

Wir verwenden die Schreibweise g = F*g bzw. g = ¢*g (zuriickgeholte
Metrik). Insbesondere sind f, f isometrisch, wenn f = f o1 eine Umpara-
metrisierung von f ist:

9(&m) = (df (€), df (n)) = (df o dp(€), df o dip(n)) = G(dv(E), dv(n)).

Es sei f: U — R" eine Immersion der offenen Menge U C R™. Wir
betrachten jetzt zweite Ableitungen von f. Fiir das tangentiale Vektorfeld
df/0x" langs f ist 02f/(0x702") im Allgemeinen nicht tangential; wir be-
zeichnen mit

(3oh@) e )

11



den tangentialen Anteil.

3.3 Lemma (Christoffelsymbole)
Essei f € C*°(U,R") eine Immersion der offenen Menge U C R™. Dann gilt

P \" o~ Of
(aﬂaﬂ) _ZFU@
= dgjt | Ogu  Ogij
ki [ 995t _ 99ij
Zg (Ba:i Yo ol )

wobei (g") die zu (gij) inverse Matrix bezeichnet.

fiir Ffj =

Die Funktionen Ffj € C™(U) heissen Christoffelsymbole von f.

3.4 Definition (kovariante Ableitung, paralleles Vektorfeld)

Es sei M C R” eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, c: I — M eine
glatte Kurve in M und X : I — R" ein Vektorfeld ldngs ¢ tangential an M,
d.h. mit X (t) € TM, fiir alle t € I. Die kovariante Ableitung Dg/q X von
X nach t ist das durch

Dy X (t) == X(t)" € TM,) firtel

definierte Vektorfeld ldngs ¢ tangential an M. Das Vektorfeld X heisst par-

allel léngs c, falls Dg/q X (t) = 0 fiir alle ¢ € I, d.h. X(t) e TMCJ(t)'

3.5 Satz (kovariante Ableitung)

Seien M C R"™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit erster Fun-
damentalform g, c: I — M eine glatte Kurve in M und X,Y : I — R" zwei
Vektorfelder léngs ¢ tangential an M. Es gelten die folgenden Eigenschaften.

(1)
Dgjge (X +Y)=Dgjas X + Dgyq1 Y-
(2)

d

(3)
d
%Q(X, V) =9g(Dya X,Y) +9(X,DgjarY).

(4) Ist ¢(I) C f(U) fiir eine lokale Parametrisierung f: U — f(U) C M,
und schreiben wir X in der Form

X(0)= Y €055 00)

12



firy:= flocund ¢!, ... 6™ e C®(I), so ist

m

Dy X() =3 (80 + Y. €0H O 01 ) S 00)

k=1 ij=1
fiir allet € I.

Sind X, Y parallel lings ¢, so ist g.) (X (t), Y (t)) konstant, da

d
Z9(XY) = g(Dyjar X,Y) + (X, Dyjar Y') = 0.

Insbesondere ist | X| = /¢(X, X) konstant.

3.6 Satz (Existenz und Eindeutigkeit paralleler Vektorfelder)
Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit, c: I — M eine glatte Kurve,

0 € I, und Xog € TM, (). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes paralleles
Vektorfeld X ldngs ¢ mit X (0) = Xj.

3.7 Definition (Geoditische)

Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit. Eine glatte Kurve ¢: I — M
heisst eine Geoddtische, falls ¢ parallel ist lings ¢, d.h. Dg/q4 ¢(t) = 0 fiir alle
tel.

Da Dgjq; ¢(t) = é(t)T, ist ¢ genau dann eine Geodétische, wenn é(t) €
TM it) fiir alle ¢t € I. Jede nicht-konstante Geodétische c: I — M ist pro-
portional zur Bogenldnge parametrisiert, da

d ... ..
%Q(Ca ¢) = 29(Dd/dt & C) =0.

Ist f: U — f(U) C M eine lokale Parametrisierung und v: I — U eine

glatte Kurve, so ist ¢ := fo~: U — M genau dann eine Geoditische, wenn

m

) + DAY OIS ((t) =0

ij=1
fir allet € T und k =1,...,m, kurz: ¥* + Zi,j "yi"yjI‘fj oy =0.

3.8 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit, p € M und X & TM,.
Dann existiert genau eine auf einem maximalen offenen Intervall definierte
Geodétische ¢: I — M mit ¢(0) = p und ¢(0) = X.

13



3.9 Satz (Clairaut)

Es sei M C R?® eine Rotationsfliche und c: I — M eine nicht-konstante
Geodétische. Fiir t € I bezeichne r(t) > 0 den Abstand von c(t) zur Rota-
tionsachse und 0(t) € [0, 7] den Winkel zwischen ¢(t) und den orientierten
Breitenkreisen. Dann ist r(t) cos0(t) konstant.

3.10 Satz (erste Variation der Bogenlinge)

Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und cy: [a,b] — M eine glatte
Kurve mit |¢o| = k # 0. Ist ¢: (—¢,€) X [a,b] = M eine glatte Variation von
co, cs(t) == c(s,t), mit Variationsvektorfeld Vy(t) := (0c/0s)(s,t), so gilt

d b

DI pe) = i(g(vo(t)ac'o(t))

dsls=0

b
- [ 9(04(0). Dy talo) ).

a

Die Variation ¢ von ¢g heisst eigentlich, falls cs(a) = co(a) und cs(b) =
co(b) fiir alle s € (—¢, €). Nach Satz[3.10]ist eine nicht-konstante glatte Kurve
¢o: [a,b] = M genau dann eine Geodéitische, wenn gilt: ¢y ist proportional
zur Bogenlidnge parametrisiert und (d/ds)|s=oL(cs) = 0 fir jede eigentliche
Variation ¢ von cg. Insbesondere gilt: Ist ¢y proportional zur Bogenlénge
parametrisiert und kiirzeste Verbindung zwischen p = ¢yp(a) und g = cy(b),
d.h.

L(co) = d(p,q) :==inf{L(¢) : ¢ ist Kurve von p nach ¢},

so ist ¢y eine Geodatische. Existiert zu jedem Paar von Punkten p,q € M
eine kiirzeste Kurve von p nach ¢7 Nach dem Satz von Hopf-Rinow (s. Ka-
pitel III) lautet die Antwort auf diese Frage ja, falls M zusammenhingend
und (M, d) vollsténdig ist als metrischer Raum.
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4 Kriimmungsbegriffe fiir Hyperflichen

Es sei M C R™*! eine m-dimensionale orientierbare Untermannigfaltig-
keit und N: M — S™ ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld, d.h. N(p) €
TM]DL fiir alle p € M, vgl. Lemma ﬂ Jedes solche Vektorfeld heisst eine
Gauss-Abbildung von M. Ist M orientiert, dann wéhlen wir N so, dass

det((ngl(a?), e &(w),N(f(x))) >0

fiir jede positive orientierte lokale Parametrisierung f: U — f(U) C M und
fir alle z € U. Ist allgemein f: U — R™*! eine Immersion einer offenen
Menge U C R™, so nennen wir v: U — S™ die Gauss-Abbildung von f, falls
v(z) € dfx(R™)* und

det<8f(a:), o1 (x),y(:c)) >0

9l o Bm
fiir alle z € U. Wir betrachten das Differential

dNp: TMy — TSy, =TM, bzw. dvy: R™ — TS7 ) = df(R™)
firpe M bzw. x € U.

4.1 Definition (Weingarten-Abbildung/Formoperator)

Die lineare Abbildung L,: TM, — TM,, L, := —dN), heisst Weingarten-
Abbildung (oder Form-Operator) von M im Punkt p. Die lineare Abbildung
Ly: R™ — R™, L, := —(df;)~! o duvy, heisst Weingarten-Abbildung der
Immersion f im Punkt xz € U.

Ist speziell f eine lokale Parametrisierung von M mit f(xz) = p und
v=No f,so gilt L, = (df;) " o L, o df,.

4.2 Lemma (L selbstadjungiert bzgl. g)
Die Weingarten-Abbildung L, von M im Punkt p ist selbstadjungiert
beziiglich gp, d.h.

9p(X, Ly(Y)) = gp(Ly(X),Y) fiir X,Y € TM,.

Die Weingarten-Abbildung L, einer Immersion f im Punkt x ist selbst-
adjungiert beziiglich g, d.h.

9:(&, Le(n)) = g2(L2(§),n) fiir §,n € R™.
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4.3 Definition (zweite Fundamentalform)
Die zweite Fundamentalform h einer Untermannigfaltigkeit M C R™*! ord-
net jedem Punkt p € M die durch

hp(X,Y) 1= gp(X, Lpy(Y)) = —(X,dN,(Y)) fir X,Y € TM,

definierte symmetrische Bilinearform h,, auf T'M,, zu. Die zweite Fundamen-
talform h einer Immersion f: U — R™L (U C R™ offen) ordnet jedem
Punkt = € U die durch

ha(&m) == g2(§, La(n)) = —(df(§), dva(n)) fir £, € R™

definierte symmetrische Bilinearform h, auf R™ zu.

Die Matrix (h;j(z)) von h, ist beziiglich der kanonischen Basis
(e1,...,em) gegeben durch

hij(z) = —<§fz (), aa;(x)> - <a:fﬂzafxl (=) V(x)>'

Die Matrix von L, beziiglich (e1,...,en) bezeichnen wir mit (hy(z)); es
gilt (gi;) (W k) = (hik) und somit (h'y) = (¢*)(hj), d.h.

m
j=1

4.4 Lemma (geometrische Bedeutung von h)
Es sei M C R™*! eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und
Xo € TM, mit |Xo| = 1. Dann gilt

hyp(Xo, Xo) = (€(0), N(p))
fiir jede glatte Kurve c: (—e€,€) — M mit ¢(0) = p, ¢(0) = Xo.

Man kann die Kurve ¢ so wéhlen, dass sie in einer Umgebung von p
den Schnitt M N (p + lin{Xo, N(p)}) parametrisiert. Dann ist h,(Xo, Xo) =
(¢(0), N(p)) gerade die orientierte Kriimmung x:(0) von ¢ in der Normal-
ebene p+l1in{ Xy, N(p)} mit positiv orientierter Basis (Xo, N (p)); hp(Xo, Xo)
heisst Normalkriimmung von M in Richtung Xj.

Da die Weingartenabbildung L, selbstadjungiert ist beziiglich g, besitzt
sie m relle Eigenwerte k1 < ... < Ky, und es existiert eine Orthonormalbasis
(X1,...,Xm) von TM, mit L,(X;) = k;X;, also

hyp(Xi, X5) = gp(Xi, Lp(X;)) = K565

Insbesondere ist x; die Normalkriimmung von M in Richtung X;.
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4.5 Definition (Hauptkriimmungen, Hauptkriimmungsrichtungen)
Die m reellen Eigenwerte k1 < ... < Ky, von L, heissen Hauptkriimmungen
von M in p. Jeder Eigenvektor X von L, mit |X| = 1 heisst eine Haupt-
krimmungsrichtung.

Fiir Immersionen f: U — R™T! gilt analog: L, (x € U C R™) hat m re-
elle Eigenwerte k1 < ... < Ky, die Hauptkrimmungen von f, und es existiert
eine Orthonormalbasis (&1,...,&,) von R™ beziglich g, mit L, (&) = r;&;,

ha(&iy &) = Kj6ij-
Ein Punkt x € U heisst ein Nabelpunkt von f, falls k1 = ... = Kk, in .

4.6 Satz (Nabelpunktsatz)

Es sei f: U — R™"! eine Immersion, U C R™ zusammenhéingend, m > 2.
Ist jeder Punkt x € U ein Nabelpunkt von f, so liegt f(U) in einer m-Ebene
oder m-Sphére.

4.7 Definition (Gauss-Kriimmung, mittlere Kriimmung)
Es sei M C R™*! eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.

K(p) := det(Ly)
heisst Gauss-Kronecker-Krimmung (im Fall m = 2 Gauss-Krimmung) von
M in p,
1
H(p) = — L
(p) m spur(Ly)
mittlere Kriimmung von M in p.

Analog sind K (z) := det(L,) und H(z) := L spur(L,) fiir eine Immer-
sion f: U — R™! und 2 € U definiert. Es gilt
det(hij)
det(gi;)’
mH=kr1+ ...+ Ky = spur(hik) = Zhii = Zgijhji.
i i

K=~k1... Ky =det(hi}) = det((gij)(hjk)) =

Im Folgenden schreiben wir f; fiir 8f/9z" und f;; fiir 6 f /(027 9z?), usw.

4.8 Lemma (Ableitungsgleichungen fiir Hyperflichen)
Essei f: U — R™*! eine Immersion der offenen Menge U C R™ mit Gauss-
Abbildung v: U — S™. Dann gilt:

(1) (Gauss’sche Ableitungsgleichung)

m
fij = ZFka +hyv (4,5=1,...,m),
k=1
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(2) (Weingarten’sche Ableitungsgleichung)

ve== hnfi=— gihpfs (k=1,...,m).
i=1

i,j=1
Diese Gleichungen entsprechen den Frenet-Gleichungen der Kurventheo-
rie.

4.9 Satz (Integrabilititsbedingungen)
Es sei f: U — R™*! eine Immersion der offenen Menge U C R™. Dann gilt
fiir alle i, j, k:

(1) (Gauss-Gleichungen)

Régij = hoiluy — b5t = > g™ (haihag — hujhui)
=1

fir s=1,...,m, wobei
0 0 =
S = S,_i S, T. SA_ T" S.
R kij -— axzrk’] dd k1+ E 1:( kj~ri ki 7‘])7
r—=

(2) (Codazzi-Mainardi-Gleichung)

0 0 LN ,
r=1

Fiir feste 4, j, k ist (1) dquivalent zu

mo i T
Ripij = ZleR kij = huiftg = hujhyi = det ( hllm‘ hll:J )

s=1
firl=1,...,m.

4.10 Satz (Theorema Egregium von Gauss)
Es sei U C R? offen, f: U — R? eine Immersion. Dann gilt fiir die Gauss-

Kriimmung von f
Ri212

~ det(gy)”

Insbesondere ist K intrinsisch (d.h. aus den g;; berechenbar).

4.11 Satz (g und h bestimmen f)

Es seien f, f : U — R™*! zwei Immersionen einer zusammenhéngenden of-
fenen Menge U C R™. Gilt g = § und h = h auf U, so stimmen f und f bis
auf eine euklidische Bewegung B: R+t — R™+1 jiberein, d.h. f = Bo f.
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Existiert zu gegebenen g;;,h;j: U — R eine Immersion mit diesen Fun-
damentalformen? Der Hauptsatz der lokalen Flichentheorie von O. Bonnet
besagt Folgendes: Seien U C R™ offen, (g;;), (hij) € C®(U,R™*™) sym-
metrische Matrizenfunktionen, (g;;(x)) positiv definit fiir alle x € U, so
dass die g;; und h;; die in Satz genannten Integrabilitdtsbedingungen
erfiillen. Dann gibt es zu vorgegebenen Punkten xy € U, pg € R™*! und
linear unabhéngigen Vektoren by, ..., by, € R™! mit (b;, bj) = gij(xo) eine
offene und zusammenhéingende Umgebung U’ von z¢ in U und genau eine
Immersion f: U — R™ mit f(xg) = po, fi(xo) = b; fiiri = 1,...,m
und (gi;), (hij) als erste bzw. zweite Fundamentalform, wobei h beziiglich
der Gauss-Abbildung v: U — S™ gebildet wird, fiir die (b1, ..., bm,v(x0))
positiv orientiert ist. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz [£.11]
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5 Spezielle Klassen von Flachen

Fliachen mit konstanter Gauss-Kriimmung

Wir betrachten Immersionen f: U — R3, U C R? offen. Zur Vereinfachung
der Notation bezeichnen wir Punkte in U mit (x,y) statt (z!, 22).

5.1 Satz (geoditische Parallelkoordinaten, Fermi-Koordinaten)
Es sei f: U — R? eine Immersion der offenen Menge U C R2,

(1) Die erste Fundamentalform g von f erfiillt genau dann gi2 = ga1 = 0
und geo = 1, wenn die Kurven y — f(xo,y) (zo fest) nach Bogenlinge
parametrisierte Geodétische sind, die jede der Kurven x — f(x,yo) (yo
fest) orthogonal schneiden.

(2) Falls g12 = go1 = 0 und go2 = 1, so ist die Gauss-Kriimmung von f
gegeben durch

V911

(3) Ist zusétzlich s — f(s,0) eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodéti-
sche, so gilt g11(s,0) =1, g11,1(s,0) = g11,2(s,0) = 0 und Ffj(s,O) =0
fiir alle i, j, k und fiir alle s.

Koordinaten wie in (1) und (2) bzw. (3) heissen geoddtische Parallelko-
ordinaten bzw. Fermi-Koordinaten.

5.2 Satz (Existenz geoditischer Parallelkoordinaten)
Es sei M C R? eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und

f:{(z,0)eR?:z € (—€,€)} > M

eine regulire Kurve. Dann lédsst sich f um (0,0) zu einer lokalen Parametri-
sierung von M mit gi12 = g21 = 0 und g2 = 1 fortsetzen.

5.3 Satz (Flichen konstanter Kriimmung in Fermi-Koordinaten)
Es sei U C R? offen und f: U — R? eine Immersion in Fermi-Koordinaten,
wie in Satz[5.1|(3), mit konstanter Gauss-Kriimmung K = x € R. Dann ist

g11(z,y) = csk(y)?, wobei

cos(v/ky) falls k > 0,
csk(y) =41 falls k = 0,
cosh(v/—ky) falls k < 0.

5.4 Satz (konstante Gausskriimmung)
Es seien M,M C R3 zwei Flichen mit derselben konstanten Gauss-
Kriimmung, d-h. K); = k = Kjy; fiir ein k € R. Dann existieren zu jedem
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Paar von Punkten p € M, p € M eine offene Umgebung U C R? von 0
und lokale Parametrisierungen f: U — f(U) C M, f: U — f(U) C M mit
f(0) =p, f(0) = p und g = g. Insbesondere sind M und M lokal isometrisch.

Regelflichen

Eine Immersion einer offenen Teilmenge von R? in den R? heisst eine Regel-
fldche, falls sie lokal um jeden Punkt eine Parameterdarstellung der Gestalt

f:U =R f(s,t) =c(s) +tX(s)

besitzt fiir eine Kurve ¢ und ein Vektorfeld X langs c. Die Kurve c heisst
eine Leitkurve von f. Die Geraden f o 8, 5(t) := (so,t) (so fest) heissen
Erzeugende; sie sind Asymptotenlinien von f, d.h. es gilt h(ﬁ,ﬂ) =0, da
hoo = (fa2,v) = 0. Anschaulich wird f durch die Bewegung einer Geraden
im Raum erzeugt. Fiir Regelflichen gilt

det(hiy)  —hiy
~ det(gi;)  detgi; —

)

mit K = 0 genau dann, wenn v ldngs den Erzeugenden konstant ist: hio =
—(f1,2) = 0 ist dquivalent zu v, = 0, da (v,1) = 0 und (fo, 5) = —hoy =
0. Eine solche Regelfliche (mit K = 0) heisst eine Torse.

Als Vorbereitung fiir Satz beweisen wir ein Lemma, das oft zur Kon-
struktion spezieller Koordinaten verwendet wird.

5.5 Lemma
Seien U C R? offen, X1, X2: U — R? zwei Vektorfelder, xy € U, und seien
X1(z0), Xo(x0) linear unabhingig. Dann existieren eine offene Menge U C

R? und ein Diffeomorphismus ¢: U — o(U) C U mit x¢ € ¢(U) und

_ O
%_axi

=\ - (Xjop),

1 = 1,2, fiir Funktionen \;: U—R.

5.6 Satz (Torsen)

Es sei U C R? offen und f: U — R? eine Immersion mit K = 0 ohne
Flachpunkte (x € U heisst Flachpunkt, falls k1(z) = ka(z) = 0). Dann ist
f eine Torse.

Minimalflichen

Eine Immersion f: U — R™*!1 U c R™, heisst minimal, falls H = 0.
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5.7 Satz
Es sei f: U — R™Yl U C R™, eine Immersion mit m-dimensionalem
Flécheninhalt A(f) < oo. Ist p € C(U), so gilt

d

— A = — HdA.
<A+ sew) m/Ugo d

Insbesondere ist f genau dann minimal, wenn (d/ds)|s=0A(f®) = 0 fiir alle
solchen Variationen f* := f + spv von f mit ¢ € C°(U).

Eine parametrisierte Fliche f: U — R? heisst isotherm oder konform,
falls (gij) = A%(0;;) fiir eine Funktion A: U — R. Eine Funktion z: U — R
heisst harmonisch, wenn Az = z11 + 299 = 0 auf U.

5.8 Lemma

Sei f: U — R3 isotherm, (g;;) = A?(8;;). Dann gilt Af = 2A2Hv. Somit ist f
genau dann minimal, wenn die Koordinatenfunktionen f', f2, f> harmonisch
sind.

Fiir den nédchsten Satz verwenden wir die folgenden Bezeichnungen. Es
sei U C R? offen und f € C°(U,R3), f(z,y) = (fY(x,y), f2(z,y), £3(z,v)).
Wir fassen dann U als Teilmenge von C auf und definieren ¢ =
(o', %, ©3): U — C? durch

A ofI ofI
Plo+ i) = G o) — i (),

7 = 1,2, 3. Hier setzen wir nicht voraus, dass f eine Immersion sei. Trotzdem
koénnen wir sagen, f sei konform oder minimal (H = 0 in den Punkten, wo
f immersiv ist).

5.9 Satz (Komplexifizierung)

Es gilt:

(1) f ist genau dann konform, wenn Z?Zl(cpj)Q =0 aufU.

(2) Ist f konform, so gilt: f ist genau dann eine Immersion, wenn
25:1 |©7|? > 0 auf U, und f ist genau dann minimal, wenn @', p?, ©*
holomorph sind.

(3) Ist U C C eine einfach zusammenhéingende offene Menge, und sind
holomorphe Funktionen o', ¢?, ¢*: U — C gegeben mit Z?Zl(wj)Q =0
und 25:1 |©7|? > 0 auf U, so definiert f = (f1, 2, f3): U — R3,

f(z,y) == Re / o ¢’ (2) dz,

20

fiir zg € U eine konforme, minimale Immersion.
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Wie findet man solche o', ¢?, ©3? Seien F': U — C holomorph, G: U —
C U {oo} meromorph, FG? holomorph. Setze

: .
pli= g F(1-G), "= %F(1+G2), = FG;

dann folgt E;’:l(goj )2 =0, und ¢!, ¢?, 3 sind holomorph. Durch Einsetzen
dieser (7 in Satz (3) erhilt man die sogenannnte Weierstrass-Darstellung.
Jede konforme Minimalfliche f, die keine Ebene ist, lasst sich lokal so dar-
stellen.

Fliachen mit konstanter mittlerer Kriimmung

5.10 Satz (Alexandrov-Hopf)
Sei M C R™*! eine zusammenhingende, kompakte m-dimensionale Unter-

mannigfaltigkeit mit konstanter mittlerer Kriimmung H. Dann ist M eine
Sphére mit Radius 1/|H|.

Der Satz ist falsch fiir immersierte Flichen im R3. Es existiert eine
immersierte Fliche konstanter mittlerer Krimmung vom Typ des Torusﬂ

3Henry C. Wente, Counterexample to a conjecture of H. Hopf, Pacific J. Math. 121
(1986), 193-243.
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6 Globale Fliachentheorie

6.1 Definition (geoditische Kriimmung)

Es sei f: U — R3 eine Immersion, v: I — U eine Kurve, und ¢ = f oxy
sei nach Bogenlinge parametrisiert. Setze €1(s) := ¢/(s) und wihle é5(s) so,
dass (e1(s), €a(s)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von df. s (R?)
ist (d.h. dquivalent zu (f1(7v(s)), f2(v(s)))). Dann heisst

Kg(s) = (€1(s), €2(s)) = (Dayas ¢ (s), €2(s))
die geoddtische Kriimmung von ¢ an der Stelle s.

6.2 Lemma
Seien f und ¢ = f o~ wie oben, y(s) = (x(s),y(s)), f in geodétischen
Parallelkoordinaten, d.h. g1 = go1 = 0, goo = 1. Schreibe

€1

v'(s) = cos @(S)W

fiir eine stetige Polarwinkelfunktion ¢: I — R (eindeutig bestimmt bis auf

+ sin ¢(s)e2

Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 ). Dann gilt:

) = 1) = P o) ().

6.3 Satz (Gauss-Bonnet, lokale Fassung)

Sei M C R? eine Fliche, D C M eine kompakte Menge homomorph zur
Kreisscheibe, berandet von einer stiickweise glatten und nach Bogenldnge
parametrisierten Kurve c: [0,L] — M mit Aussenwinkeln a,...,a, €
[—m,m]. Die geoditische Kriimmung kg von ¢ werde bzgl. des zum Innern
von D gerichteten Normalenvektors é; gemessen. Dann gilt:

L T
/KdA+/ /diS—I—ZOéi:QTF.
D 0 =1
6.4 Korollar (Gauss, Theorema elegantissimum)

In einem geodiitischen Dreieck D C M mit Innenwinkeln B1, B2, B3 gilt

/DKdAz,Bl—I—,Bg—F,Bg—ﬂ'

Es sei jetzt M C R3 eine kompakte (und somit orientierbare) Fliche.
Wihle eine Zerlegung M = U;;l Dj, Dj C M kompakt und homoéomorph
zur Kreisscheibe, mit stiickweise glattem Rand 8Dj (wie D in , so dass
Dj N Dj/ fiir j # j' entweder leer ist oder aus genau einer Ecke oder genau
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einer Kante dieser Zerlegung besteht (Polygonzerlegung von M). Die Fuler-
Charkteristik von M ist die Zahl

X(M) =e—k+ f7
wobei e bzw. k die Zahl der Ecken bzw. Kanten der Zerlegung bezeichnet.

6.5 Satz (Gauss-Bonnet, globale Fassung)
Es sei M C R3 eine kompakte Fliche. Dann gilt:

/ K dA =2mx(M).
M

Wir geben noch eine weitere Interpretation von x (M) an mittels Indizes
von Nullstellen von Vektorfeldern. Es sei M C R? eine Fliche und X: M —
R? ein (tangentiales, glattes) Vektorfeld. Alle Singularititen (Nullstellen)
von X seien isoliert. Definiere den Index I(p) € Z von X im Punkt p € M
wie folgt: Wahle D C M und c: [0, L] — M wie in Satz so dass p im
Innern von D liegt und D\ {p} keine Singularitit von X enthélt, und wiihle
ein Vektorfeld Y mit Y (p) # 0 fiir alle p € D (z.B. Y = f; fiir eine lokale
Parametrisierung f: U — f(U) von M mit D C f(U)). Es sei p: [0, L] = R
eine stetige Funktion mit ¢(s) = Z(X(c(s)), Y (¢(s))) fiir alle s € [0, L]; das
Vorzeichen von ¢ sei so gewéhlt, dass Z(é1,€2) = m/2. Dann ist I(p) erklért
durch

¢(L) = ¢(0) = 271(p);

I(p) erweist sich als unabhéngig von den getroffenen Wahlen.

6.6 Satz (Poincaré-Hopf)
Es sei M C R? eine kompakte Fliche, X ein Vektorfeld auf M mit endlich
vielen Singularitédten pq, ..., ps. Dann gilt

Zf(pr) = X(M)
r=1
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7 Der hyperbolische Raum

Wir betrachten den R™*! zusammen mit der symmetrischen Bilinearform
(Lorentz-Skalarprodukt)

m
<«T7y>L — <Z xiyi> _ mm+1ym+1
i=1
(nicht degeneriert vom Typ (m,1)).
R = (R ()

heisst Minkowski- oder Lorentz-Raum. Ein Vektor v heisst raumartig
bzw. zeitartig falls (v,v) > 0 bzw. (v,v) < 0, und v heisst lichtartig oder
isotrop oder Nullvektor falls (v,v); = 0, d.h. (v™F1)2 = 3" (v))2. Die
Menge aller Nullvektoren heisst Nullkegel. Wir sind interessiert an raum-
artigen Hyperflichen M™ C R™!, d.h. (v,v)y > 0 fiir alle (p,v) € TM,
v # 0. Die erste Fundamentalform I, = g, in einem Punkt p € M ist die

Einschrénkung von (-, )y, auf T'M,,.

7.1 Definition (Hyperbolischer Raum)
Die raumartige Hyperfliche H™ := {x € R™! : (p,p);, = —1, p™*! > 0},
zusammen mit ihrer ersten Fundamentalform g, heisst hyperbolischer Raum.

Sei jetzt M C R™! eine beliebige raumartige Hyperfliche. Ist U C R™
offenund f: U — f(U) C M eine lokale (oder globale) Parametrisierung von
M, so ist die erste Fundamentalform von f gegeben durch g;; = (fi, fj)r-
Alle Definitionen und Formeln der inneren Geometrie von M bzw. f aus
Abschnitt 3 iibertragen sich unverédndert auf die jetzt betrachtete Situa-
tion (Christoffelsymbole, kovariante Ableitung, Parallelitit, Geodétische).
Es existiert eine wohldefinierte Gauss-Abbildung N: M — H™, so dass
(v,N(p))r = 0 fiir alle (p,v) € TM. Fiir f wie oben setzen wir wie-
der v := N o f. Die Weingarten-Abbildung und zweite Fundamentalform
h von M bzw. f sind wie in Abschnitt 4 erklart. Die Ableitungsgleichungen
und Integrabilititbedingungen erhilt man ebenfalls wie in Lemma [4.8] und
Satz wobei jetzt zwei Vorzeichen wechseln: Die Gauss’sche Ableitungs-
gleichung [4.8(1) lautet neu

Fi =Y Thfu—hyy ficij=1,..m,
k=1
die Gauss-Gleichungen [£.9(1)

Ry = —(h%iha — WP jhy) = — ZQSZ (hushi; — hujhi)
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fir s = 1,...,m, wobei R®;; unverdndert bleibt. Fiir feste i, j, k sind diese
dann #dquivalent zu

“ hy by
Ripij =Y gisRij = —(huihgs — hujhys) = — det < h}ii h;l:j )

s=1
fir [ =1,...,m. Ist M = H> c R>!, so gilt N(p) = p wie fiir die dussere
Normale von S? C R?, also L, = —dN, = —idpyz, det(Ly) = 1. Fiir die
Gauss-Kriimmung von H? folgt somit

R1212 det(hij)

~det(gij)  det(gij)

Die Lorentz-Gruppe ist definiert durch

=—1.

O(m7 1) = {A € GL(m + 17R> : <Ax7Ay>L = <$7y>L}
Fir A € O(m,1) und p € H™ ist Ap € £H™. Man setzt
O(m,1); :={A€0O(m,1): A(H™)=H™}.

Fir A € O(m,1)4 ist dann die Einschrénkung A|gm: H™ — H™ eine
Isometrie.

7.2 Satz (freie Beweglichkeit)

Seien p,q € H™, (vi,...,vm) eine Orthonormalbasis von TH}" und
(w1, ..., wm) eine Orthonormalbasis von TH{"'. Dann existiert ein A €
O(m, 1)y mit Ap = q und Av; =w;, i =1,...,m.

D.h. H™ ist (wie R™ und S™) ein ,Raum freier Beweglichkeit®.

Seip € H™, v € TH}", (v,v)r, = 1. Die nach Bogenléinge parametrisierte
Geoditische ¢: R — H™ mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v verlduft in der von p
und v aufgespannten Ebene und ist gegeben durch

c(s) = cosh(s)p + sinh(s)v.
Fiir den Abstand zweier Punkte p,q € H™ gilt

coshd(p,q) = —(p,q)L-

In der Vorlesung diskutierte Modelle des hyperbolischen Raumes: Poin-
caré-(Kreisscheiben-) Modell, Beltrami-Klein-Modell, (Poincaré-) Halbraum-
Modell.

7.3 Satz (Hilbert ca. 1900)
Es existiert keine isometrische (C®— )Immersion der hyperbolischen Ebene
in den R3.
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Kapitel 11

Differentialtopologie

8 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

8.1 Definition (topologische Mannigfaltigkeit)

Eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M ist ein Hausdorffraum
mit abzihlbarer Basis der Topologie und folgender Eigenschaft: Zu jedem
Punkt p € M gibt es einen Homdomorphismus ¢: U — ¢(U) einer offenen
Umgebung U von p auf eine offene Menge ¢(U) C R™. Dann heisst ¢ =
(p,U) eine Karte von M mit Kartengebiet U.

Ein System von Karten ® = {(¢4, Uqs) }aca bildet einen Atlas der topolo-
gischen Mannigfaltigkeit M, falls |J,c4 Ua = M. Fiir o, 3 € A heisst der
Homoéomorphismus

Ppa =30 05"t 0a(Ua NUg) = @a(Us N Up)

Kartenwechsel zwischen ¢, und ¢g. Der Atlas {¢q}aca heisst ein C"-Atlas
von M, 1 < r < oo, falls jeder Kartenwechsel ¢z, eine C"-Abbildung ist. We-
gen (¢0ga) 1 = pap ist dann jeder Kartenwechsel ein C"-Diffeomorphismus.
Allgemein nennen wir zwei Karten (¢, U), (¢, V') einer topologischen Man-
nigfaltigkeit C"-vertrdglich, wenn 1 o o~ t: p(UNV) = (U NV) ein C-
Diffeomorphismus ist.

8.2 Definition (differenzierbare Mannigfaltigkeit)

Eine C"-Struktur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit ist ein C"-Atlas,
der mazimal ist, d.h. nicht in einem grosseren C"-Atlas enthalten. Eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C", kurz C"-Mannigfaltigkeit,
ist eine topologische Mannigfaltigkeit zusammen mit einer C"-Struktur.

Jeder C"-Atlas @ einer topologischen Mannigfaltigkeit M ist in einer ein-
deutig bestimmten C"-Struktur ® enthalten. ® entsteht aus ® durch Hinzu-
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nahme aller Karten von M, die C"-vertriglich sind mit sémtlichen Karten
aus &.

Fir 1 < r < s < o0 ist jede C5-Struktur ein C"-Atlas und damit in
einer eindeutig bestimmten C"-Struktur enthalten; in diesem Sinn ist jede
C®-Mannigfaltigkeit auch eine C"-Mannigfaltigkeit. Umgekehrt enthélt fiir
1 <r < s <oojede C"-Struktur eine C*-Struktur (s. [Hil]). Insofern besteht
kein wesentlicher Unterschied zwischen C™ und C?® fir 1 <r < s < co.

Es gibt kompakte topologische Mannigfaltigkeiten, die {iberhaupt keine
differenzierbare Struktur besitzen]

Sprechen wir von einer Karte einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M,
so ist stets eine Karte aus der differenzierbaren Struktur von M gemeint.

8.3 Definition (C"-Abbildung, C"-Diffeomorphismus)

Seien M, N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < oo. Eine Abbildung
F: M — N heisst r-mal stetig differenzierbar, kurz C", falls fiir jeden Punkt
p € M Karten (p,U) von M und (¢,V) von N mit p € U und F(U) C V
existieren, so dass die Verkettung

YoFop i pU) = (V)

C" ist. Jede solche Zusammensetzung heisst eine Kartendarstellung oder
lokale Darstellung von F um p. Die Abbildung F': M — N heisst ein C”-
Diffeomorphismus, falls F bijektiv ist und F, F~! beide C” sind.

Ist F7 C", so ist jede Kartendarstellung von C", da alle Kartenwechsel
von M und N C7 sind.

Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten, die verschiedene Diffeomorphis-
menklassen von differenzierbaren Strukturen besitzen. Auf der 7-dimen-
sionalen Sphire S existieren z.B. genau 28 verschiedene solche Klassenf?]

8.4 Definition (Tangentialraum)

Sei M eine m-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo, und sei p € M.
Auf der Menge aller Paare (p,&), wobei ¢ eine Karte von M um p und
¢ € R™ ist, erkliren wir eine Aquivalenzrelation so, dass (p,&) ~ (¥,n)
genau dann, wenn

d(io Qoil)cp(p) &) =n.

Der Tangentialraum T M, von M im Punkt p ist die Menge der Aquivalenz-
klassen.

"Michel A. Kervaire (1927-2007), A manifold which does not admit any differentiable
structure, Comment. Math. Helv. 34 (1960), 257-270.

2John W. Milnor, Ann. Math. 64 (1956), 399-405 und Amer. J. Math. 81 (1959),
962-972.
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Wir bezeichnen mit [p,&] € TM, (oder genauer [p,¢],) die
Aquivalenzklasse von (p,¢). Fiir eine feste Karte ¢ um p definiert
dep([p,€]) = € eine bijektive Abbildung dy,: T'M, — R™. Dadurch wird
auf T'M,, eine m-dimensionale Vektorraumstruktur induziert, so dass dy, zu
einem Vektorraum-Isomorphismus wird. Ist ¥ eine weitere Karte um p und

(¢, &) ~ (¥, m), so gilt
diy 0 (dipp) ™ (€) = ([, €]) = dup([1h, 1)) = 1 = d(¥ 0 ™)) (€)-

Da ausserdem d(1) o w_l)w(p) ein Isomorphismus von R™ ist, ist die Vektor-
raumstruktur auf 7'M, unabhingig von der Wahl von ¢.
Die (disjunkte) Vereinigung

TM = | | TM,
peEM
heisst Tangentialbiindel von M, die Abbildung 7: TM — M, n(X) = p fiir
X € TM,, Fusspunktprojektion.
Sei F': M — N eine C"-Abbildung, und sei p € M. Das Differential

dfp: TMP — TNF(p)
von F' im Punkt p ist definiert durch
dfy([,€]) = [, d(¥ 0 F o 9™ 1)) (6)]

I yon F um p.

fiir eine Kartendarstellung i o F' o ™

Sei jetzt M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Fine Familie von C*°-Funktionen
{Aa: M — [0,1]}qca heisst eine C*°-Zerlegung (oder C°°-Partition) der
Eins, falls jeder Punkt p € M eine Umgebung besitzt, in der alle bis auf

endlich viele A\, konstant null sind und falls

D dalp) =1

a€cA

fiir alle p € M. Die Zerlegung der Eins {\,} heisst einer offenenen Uber-
deckung von M untergeordnet, falls fiir jedes o € A der Triiger spt(\,) von
Mo ganz in einer der Uberdeckungsmengen enthalten ist.

8.5 Satz
Zu jeder offenen Uberdeckung {Vs}sep einer C*°-Mannigfaltigkeit M exi-
stiert eine untergeordnete C*°-Zerlegung der FEins.

8.6 Definition (Untermannigfaltigkeit)

Sei N eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge M C N
heisst m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N, falls es fiir jeden Punkt
p € M eine Karte ¢: V — (V) C R" =R™ x R" ™ von N gibt mit p € V
und (M NV) =4(V)Nn (R™ x {0}).
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Dann heisst @ eine Schnittkarte fir M um p, und k := n — m ist die
Kodimension von M in N. Die Einschrankungen |~y aller Schnittkarten
(v, V) fiir M bilden einen C*°-Atlas von M, insbesondere ist M selbst eine
C*°-Mannigfaltigkeit.

Sei F': M™ — N™ C". Ein Punkt p € M heisst requldrer bzw. singuldrer
Punkt von F', falls das Differential df, surjektiv bzw. nicht surjektiv ist. Ein
Punkt ¢ € N heisst regulirer Wert von F, falls alle p € F~1{q} regulire
Punkte von F sind, sonst singuldrer Wert von F.

8.7 Satz

Sei F: N" — QF eine C*®-Abbildung. Ist ¢ € Q ein regulirer Wert von
F, so ist M := F~'{q} eine Untermannigfaltigkeit von N der Dimension
m=n-—k>0.

Eine C"-Abbildung F': M — N heisst eine (C"-)Immersion bzw. Sub-
mersion, falls df, injektiv bzw. surjektiv ist fiir alle p € M. Eine Einbettung
F: M — N ist eine Immersion mit der Eigenschaft, dass F': M — F(M)
ein Homoomorphismus ist.

8.8 Satz
Das Bild F(M) einer Einbettung F': M — N ist eine Untermannigfaltigkeit.

8.9 Satz
Sei M™ eine kompakte C'*°-Mannigfaltigkeit. Dann existieren ein n € N und
eine (C*°-)Einbettung F': M — R".

Der Satz gilt auch fiir n = 2m + 1, s. [Hi|, und sogar fiir n = 2m und M
nicht notwendig kompakif}

Wir diskutieren noch Tangentialvektoren als Derivationen. Sei M C°°,
p € M. Eine lineare Abbildung X : C*°(M) — R heisst eine Derivation im
Punkt p, falls fiir alle f,g € C*°(M) die Produkteregel (Leibniz-Regel)

X(fg9) =X(fglp) + f(p)X(9)

gilt. Ist (¢,U) eine Karte um p, so hat man kanonische Derivationen
(0/067)|p in p, j =1,...,m, definiert durch

9 _ 9f

0 _ fop™)
Dl lp™ 7" Ol :

(p) = T(@(p))-

3Hassler Whitney (1907-1989), The self-intersections of a smooth n-manifold in 2n-
space, Ann. Math. 45 (1944), 220-246.
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8.10 Satz

Die Menge aller Derivationen in p € M bildet einen m-dimensionalen Vek-
torraum. Ist ¢ eine Karte um p, so ist ((9/9¢)|p, ..., (8/0¢™)|,) eine Basis,
und jede Derivation X in p ist von der Gestalt

— Jy_—
X ;X«o Fein

Fiir eine C*°-Mannigfaltigkeit M identifizieren wir den Tangentialraum
TM,, (Definition mit dem Vektorraum aller Derivationen in p € M so,

dass
m

0
pu— pu— ]7
[p. &l =X ;:15 957 |y

fiir alle € = (€1,...,&™) € R™ und alle Karten ¢ von M um p.
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9 Transversalitiat

Eine Menge A C R™ hat Mass null, falls fiir jedes € > 0 eine Folge von
Wiirfeln C; C R™ exisiert mit A C |J, C; und ), |Ci| < €, wobei |C] := A™
fiir O = [z!, 21 + A\] x - - - x [#™, 2™ + )]. Vereinigungen von abziihlbar vielen
Mengen vom Mass 0 haben Mass 0. Ist V' C R™ offen, F': V — R™ eine
C'-Abbildung, und hat A C V Mass 0, so hat auch F(A) Mass 0. (V ist
Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten Kugeln Bj. Betrachte Uber-
deckungen AN B; C |J;C; C B;- C V mit B; kompakt; F|B§. ist Lipschitz
da F C*, somit hat F(AN B;) Mass 0.)

9.1 Definition (Mass null)

FEine Teilmenge A einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M™ hat Mass
null, wenn fiir jede Karte (¢,U) von M die Menge ¢(ANU) C R™ Mass
null hat.

Es folgt, dass A genau dann Mass 0 hat, wenn ein (0.B.d.A. abzdhlbarer)
Atlas von M existiert, so dass ¢(ANU) Mass 0 hat fiir jede Karte (¢, U)
aus diesem Atlas.

9.2 Satz (A. P. Morse 1939, A. Sard 1942)
Ist F': M™ — N™ eine C"-Abbildung mit r > max{0,m — n}, dann hat die
Menge der singuldren Werte von F Mass null in N.

Um eine Anwendung dieses Satzes zu zeigen, fithren wir den Begriff einer
Mannigfaltigkeit mit Rand ein. Ein Halbraum von R™ ist eine Menge der
Gestalt

H={zeR": Ax) >0}

fiir eine lineare Abbildung A: R”™ — R. Gemiss dieser Definition ist auch
H = R™ ein Halbraum (A = 0). Eine m-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit M mit Rand ist ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis der
Topologie und folgender Eigenschaft: Zu jedem Punkt p € M gibt es einen
Homo6omorphismus ¢: U — @(U) C H einer offenen Umgebung U von p
auf eine in einem Halbraum H C R™ offene Menge ¢(U) (induzierte To-
pologie!). Dann heisst ¢ = (¢,U) eine Karte von M mit Kartengebiet U.
Die Begriffe C"-Atlas, C"-Struktur und C"-Mannigfaltigkeit mit Rand sind
dann analog zum unberandeten Fall erklédrt. Der Rand von M ist die Menge

OM :={pe M: ¢(p) € OH fiir eine Karte ¢: U — ¢(U) C H um p}.

Ist p € OM, so ist p(p) € OH fiir jede Karte p: U — ¢(U) C H um p.
(Fiir topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand folgt dies aus dem Satz tiber
die Invarianz des Gebiets: Ist V. C R™ offen und ¢: V — (V) C R™ ein
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Homdomorphismus, so ist (V) C R™ offen. Im C"-Fall, r > 1, verwendet
man einfacher den Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit.) Der Rand OM einer
C"-Mannigfaltigkeit M™ mit Rand, r > 0, ist in natiirlicher Weise eine
(m — 1)-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit (ohne Rand), und M \ OM ist
ebenfalls eine (gewohnliche) Mannigfaltigkeit. Jede Mannigfaltigkeit M ist
gemdss der obigen Definition auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand, wobei
oM = 0.

Sei M™ eine C"-Mannigfaltigkeit mit Rand, » > 1. Fiir p € M ist
der Tangentialraum TM, von M in p wieder wie in Definition erklart
(d(¢o go_l)@(p) ist auch im Fall p € OM auf ganz R™ definiert). Fiir p € M
ist T(OM), in kanonischer Weise ein (m — 1)-dimensionaler Unterraum von
T M,. Differenzierbare Abbildungen F': M — N zwischen Mannigfaltigkei-
ten mit Rand sowie das Differential df,: T'M;, — TN, sind ebenfalls wie
im unberandeten Fall erklart.

Die folgende Aussage verallgemeinert Satz

9.3 Satz

Seien N™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand, Q" eine Mannigfaltigkeit und
F: N — Q eine C*°-Abbildung. Ist q € Q regulirer Wert sowohl von F|y\gn
als auch von F|gy, so ist M := F~'{q} eine Mannigfaltigkeit mit Rand,
dimM =n—k>0, und 9M = M NON.

Man beachte, dass die Voraussetzung an ¢ im Fall ¢ € F(ON) stérker
ist als die Bedingung ,,¢q € F(N) ist reguldrer Wert von F'“, da ON nur
(n — 1)-dimensional ist.

Sei M ein topologischer Raum und A C M. Eine stetige Abbildung
F: M — A mit F(p) = p fiir alle p € A heisst eine Retraktion von M auf A.

9.4 Satz
Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann existiert keine glatte
Retraktion von M auf OM.

9.5 Korollar (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Jede stetige Abbildung G': B™ — B™ hat einen Fixpunkt.

Sei F': M — N eine C'°-Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten
gleicher Dimension, und sei M kompakt. Nach Satz (Sard) existiert we-
nigstens ein regulidrer Wert ¢ € N von F. Dann ist F'~'{q} entweder leer
oder eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, also eine endliche
Menge wegen der Kompaktheit von M. Wir werden zeigen: Ist N zusam-
menhéngend, so hingt die Zahl

degy(F) i= (#F~{q} mod 2) € {0, 1}
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nicht von der Wahl des regulidren Punktes ¢ ab; degy(F') heisst der Abbil-
dungsgrad modulo 2 von F.

Seien F,G: M — N zwei C°-Abbildungen. Eine C°°-Abbildung
H: M x[0,1] - N mit H(-,0) = F und H(-,1) = G heisst eine glatte Ho-
motopie zwischen F und G. Wir schreiben F' ~ G und nennen F' und G glatt
homotop, falls ein solches H existiert; dies definiert eine Aquivalenzrelation
auf C*°(M,N). Ist H: M x [0,1] — N eine glatte Homotopie von F' nach
G und ist zusétzlich H(-,t): M — N ein C*-Diffeomorphismus fiir alle
t € [0, 1], so heisst H eine glatte Isotopie zwischen (den Diffeomorphismen)
F und G.

9.6 Satz (Homotopieinvarianz von deg,)
Seien F,G: M — N glatt homotop, M kompakt und dim M = dim N. Ist
q € N reguldrer Wert sowohl von F' als auch von G, so ist

#F g} = #G {q} (mod 2).

9.7 Lemma
Sei N zusammenhéngend, und seien q,q' € N. Dann existiert eine glatte
Isotopie H: N x [0,1] — N mit H(-,0) =idy und H(q,1) = ¢ .

9.8 Satz
Sei F': M — N eine C*°-Abbildung, dim M = dim N, M kompakt und N
zusammenhéngend. Sind q, q' zwei reguliire Werte von F, so gilt #F~1{q} =

#FYq'} (mod 2).

Der Abbildungsgrad modulo 2 von F, degy(F) = #F~'{q} mod 2, ist
also wohldefiniert, und nach gilt degy(F') = degy(G) falls F' ~ G.

Sind M und N orientiert, dim M = dim N, M kompakt und N zusam-
menhéngend, so ist der Abbildungsgrad deg(F') € Z einer glatten Abbildung
F: M — N erklart durch

deg(F) = Y sgu(dfy),
peF—1{q}

wobei ¢ regulirer Wert von F' (F~1{q} ist eine endliche Menge) und

+1 falls df, orientierungserhaltend,

—1 falls df}, orientierungsumkehrend

sgu(dfy) = {

(da dim M = dim N, ist df,: TMy, — TNp(, ein Isomorphismus fiir jeden
reguldren Punkt p). Ahnlich wie im mod 2-Fall zeigt man, dass deg(F)
nicht von der Wahl von ¢ abhéngt und dass deg(F) = deg(G) fiir zwei glatt
homotope Abbildungen F' und G.
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9.9 Satz (,,Igelsatz*)
S™ besitzt ein nirgends verschwindendes glattes Tangentialvektorfeld genau
dann, wenn m ungerade ist.

Der Satz von Hopr] besagt Folgendes: Sei M™ kompakt, zusam-
menhéngend und orientiert. Zwei Abbildungen F,G: M — S™ sind genau
dann homotop, wenn deg(F') = deg(G). Ein analoges Resultat gilt fiir nicht-
orientierbares M mit deg, statt deg.

Seien L! und N™ zwei Mannigfaltigkeiten, M™ C N eine Untermannig-
faltigkeit. Eine C'*°-Abbildung F': L — N heisst transversal zu M, falls fiir
alle p € L mit F(p) =: q € M gilt:

TM, + df,(TL,) = TN,.

Ist M = {q}, so ist F transversal zu M genau dann, wenn q regulérer Wert
von F' ist.
Der folgende Satz verallgemeinert Satz

9.10 Satz

Sei M™ C N", L' eine Mannigfaltigkeit mit Rand, F: L — N C*, und
seien F|\or, und F|ar, beide transversal zu M. Dann ist F~'(M) eine Man-
nigfaltigkeit mit Rand F~Y(M) N 0L, und dim F~Y(M) =1 — (n —m). (Im
Fall OL = () ist F~1(M) Untermannigfaltigkeit von L.)

F~Y(M) hat also dieselbe Kodimension k := n —m in L wie M in N.

9.11 Satz (Parametrischer Transversalitiitssatz)
Sei H: L x V. — N C* (L,V,N Mannigfaltigkeiten) und M C N Un-
termannigfaltigkeit. Ist H transversal zu M, so ist fiir fast alle v € V die
Abbildung

H,:=H(-,v): LN

transversal zu M (d.h. {v € V : H, nicht transversal zu M} hat Mass 0
inV).

9.12 Satz

Ist F: L - N C*, M C N Untermannigfaltigkeit, so existert eine glat-
te Homotopie H: L x [0,1] — N zwischen F = H(-,0) und einer zu M
transversalen Abbildung F = H(-,1).

Sei F': L - N C*°, M C N Untermannigfaltigkeit, L. kompakt und M
abgeschlossen, dim L + dim M = dim N. Wihle F:L— N glatt homotop

‘H. Hopf, Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 96
(1926), 209—224.
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zu F und transversal zu M. Dann ist F~! eine (moglicherwiese leere) kom-
pakte O-Mannigfaltigkeit, also eine endliche Menge. Definiere die Schnittzahl
modulo 2 von F' mit M als

#o(F, M) := (#F 1 mod 2) € {0,1}.

9.13 Satz
Sind F,G: L — N glatt homotop und beide transversal zu M C N (L, M, N
wie oben), so gilt #F~1(M) = #G~Y(M) (mod 2).

Daraus folgt die Homotopieinvarianz der Schnittzahl modulo 2: Sind
F,G: L — N glatt homotop (nicht notwendigerweise transversal zu M), so
ist

#o(F, M) = #F (M) = #G (M) = #2(G. M) (mod 2),
da F ~ F ~ G~ G, also F' ~ G. Insbesondere ist #5(F, M) wohldefiniert
(F=G, F+Q).

38



10 Vektorbiindel, Vektorfelder und Fliisse

Vektorbiindel

10.1 Definition (Vektorbiindel)

Ein reelles k-Vektorbiindel (oder k-Ebenen-Biindel oder RF-Biindel)
der Klasse C* ist ein Tripel (m, E,M), bestehend aus zwei C*°-
Mannigfaltigkeiten E und M sowie einer C*°-Abbildung 7: F — M, so
dass gilt:

(1) Fiir alle p € M triigt E, := 7~ {p} die Struktur eines k-dimensionalen
R-Vektorraums, und

(2) fiir alle ¢ € M gibt es eine offene Umgebung U C M von ¢ und
einen C*-Diffeomorphismus ¢: 7=1(U) — U x R*, so dass ¢|g, ein
Vektorraum-Isomorphismus von E, auf {p} x R¥ ist fiir alle p € U.

Man nennt F den Totalraum, M die Basis, m die Projektion und E, =
7 1{p} die Faseriiber p. Bedingung (2) heisst Aziom der lokalen Trivialitit,
ein Paar (¢, U) wie in (2) eine Biindelkarte oder lokale Trivialiserung um q.
Analog definiert man C"-Vektorbiindel bzw. topologische Vektorbiindel; im
letzteren Fall sind £ und M topologische Rdume, w: E — M ist stetig und
Y: 71 (U) = U x RF ein Hombomorphismus.

Ein k-Vektorbiindel (m, E, M) heisst trivial, falls es eine globale
Biindelkarte ¢: E — M x R¥ gibt. Ist das Tangentialbiindel T'M trivial,
so nennt man die Mannigfaltigkeit M parallelisierbar.

Sei m: E — M ein Vektorbiindel (der Klasse C*°). Eine C*°-Abbildung
s: M — E heisst ein Schnitt von E, falls 7 o s = idys, d.h. s(p) € E, =
7~ 1{p} fiir alle p € M. Die Menge aller Schnitte wird mit I'™°(E) oder ein-
fach I'(E') bezeichnet. Jedes Vektorbiindel 7: E — M besitzt den Nullschnitt
mit s(p) =0 € E, fiir alle p € M.

10.2 Definition (Biindelabbildung)

Seien 7: E — M, ': E' — M’ zwei Vektorbiindel. Eine C°°-Abbildung
F: E — E’ heisst eine Biindelabbildung, falls F die Fasern von E isomorph
auf Fasern von E’ abbildet; F induziert dann eine Abbildung F': M — M’
mit Fon =7’ o F, und F| B, Ep = E}?(p) ist ein Isomorphismus fiir alle
p € M. Ist F ein Diffeomorphismus, so heisst F eine Aquivalenz. Im Fall
M = M’ und F = idy; heisst F ein Isomorphismus.

Die durch eine Biindelabbildung F: E — E’ induzierte Abbildung
F: M — M’ ist ebenfalls C®, da z.B. F = 7’ o ' o s fiir den Nullschnitt s
von F.
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10.3 Lemma
Ein k-Vektorbiindel w: E — M ist genau dann trivial, wenn es k tiberall
linear unabhéngige Schnitte s1,..., s besitzt.

Sei m: E — M ein k-Vektorbiindel und

{"pa : 7T_1(Ua) — Uy X Rk}aeA

ein Biindelatlas, d.h. jedes 1), ist eine Biindelkarte und (J,c4Ua = M.
Jedes v, ist von der Gestalt Yo = (T|-1(1,), ga) fiir eine C>°-Abbildung
go: 1 (U,) — R*, wobei

galE,: Ep — R”

ein Vektorraum-Isomorphismus ist fiir alle p € U,. Fiir jedes Paar von Indi-
zes «, 3 € A erhdlt man dann eine C*°-Abbildung

9a: UaNUs = GL(k,R),  gsa(p) = 95|85, © (9alE,) "

Die Familie {gg,} erfiillt die sogenannte Kozykelbedingung

Jaa(p) = idgr, g48(P) © 9a(P) = gra(p) (p € UaNUzNU,).

Ist G eine Untergruppe von GL(k,R) und besitzt E einen Biindelatlas
mit Ubergangsfunktionen 9ga: Ua NUg — G, so sagt man E sei ein
Vektorbiindel mit Strukturgruppe G. Ist umgekehrt {Uy}aca eine offene
Uberdeckung von M, und ist eine Familie {984} von C*°-Abbildungen
9ga: Ua N'Ug — GL(k,R) gegeben, die die Kozykelbedingung erfiillt, so
l&sst sich daraus ein zugehoriges k-Vektorbiindel iiber M konstruieren.

Konstruktionen mit Vektorbiindeln

10.4 Definition (induziertes (zuriickgeholtes) Biindel)
Sei F': M — M’ eine C*°-Abbildung und 7’': E' — M’ ein k-Vektorbiindel.
Das k-Vektorbiindel 7: F*E" — M mit

F*E'={(p,v) e M x E' : F(p) = 7'(v), d.h. v € E;ﬂ(p)},
m(p,v) =p
heisst durch F' und 7’ induziertes Biindel.

Die Abbildung F: F*E' — E', F(p,v) = v ist eine Biindelabbildung
iiber F. Ist (¢, U’) eine Biindelkarte fiir E’, ¢’ = (', ¢’), so ist

Y N U) = U xR* (p,v) = (p,d'(v)),
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eine Biindelkarte fiir E iiber U := F~1(U’). Ist {(¥,,U’)} ein Biindelatlas
von E’ mit Ubergangsfunktionen 950 Us N Uz — GL(K, R), so liefert dies
einen Biindelatlas {(va, Us)} von E mit Ubergangsfunktionen

98a = g,’ga o F:U,NUg — GL(k,R).

Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C M’ mit Inklusion i: M — M’ heisst
E'|)y :=i*E' die Restriktion von E" auf M.

10.5 Definition (Whitney-Summe)
Seien m: E — M, n': B/ — M Vektorbiindel vom Rang k bzw. k' iiber
derselben Basis. Die Whitney-Summe oder direkte Summe von m und 7’ ist
das (k + k')-Vektorbiindel 7: F & E' — M mit

E®E ={(v,v)e Ex E :n(v) =7'(v)},

(v, v') = 7(v) = 7' (v),
dh. (E®E'), =E,®E,.

Sind ¢ = (m,9), ¢’ = (7, ¢') Biindelkarten fiir E bzw. E’ iiber derselben
offenen Menge U C M, so ist
U 77U = U x RFFF
(v, ) = (7(v,0), 9(v), ' (V"))

eine Biindelkarte fir £ @ E’. Ubergangsfunktionen sind von der Gestalt

50 (D)(&,€) = (98a(P)E, gho ()€ fiir (£,€') € RFHE
Es gilt: £ @ E’' ist isomorph zu E' @ E, und

(EoEYoE' =Eo (E'oE").

Andererseits folgt aus F @ E” =2 E' @ E” im Allgemeinen nicht F = E’.
Als Nichstes betrachten wir das Kotangentialbiindel TM* einer m-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Der Totalraum

T™* = | ) TM;
peEM

ist die (disjunkte) Vereinigung der Dualrdume T'M; = {X\: TM, — R :
A ist linear}, und 7: TM* — M ist gegeben durch 7()\) = p fiir A € TM;.
Ist (¢, U) eine Karte von M, so definiert

)

B,
oA =—
w(A)) <8<pm
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eine entsprechende Biindelkarte ¢: 771 (U) — U x R™ von TM*. Die Diffe-
rentiale
dgp/}),...,dgogl: TM, — R

bilden gerade die zu (9/0¢")|p, ..., (0/0¢™)|, duale Basis von TM, da

a 8’ ,
oor | —| | = =—=(p) = 9.
(pp<3<p3 p) R
Jeder Schnitt w € I'(T'M™*) besitzt beziiglich einer Karte (¢,U) von M eine
eindeutige Darstellung
m
wly =Y widy’
i=1

fiir C°°-Funktionen w;: U — R, w; = w(9/d¢"). Speziell gilt fiir w = df

=) gt
prldls

Seien w: E — M, n': E' — M Vektorbiindel vom Rang k bzw. k’ iiber
derselben Basis. Das Tensorprodukt von m und 7’ ist das kk’-Vektorbiindel
7: E® E — M mit

(E®E)p=E,®E,

und folgender Eigenschaft: Sind {(¢a,Uas)}, {(¥.,Us)} Biindelatlanten
fiir F bzw. E’ mit Ubergangsfunktionen gg,(p) € GL(k,R) bzw. 950 €
GL(K,R), p € Uy NUg, so ist

gBOz(p) = gﬁa(p) ® géa@) € GL(kk/, R)
die Ubergangsfunktion fiir einen Biindelatlas { (¢, Us)} von EQE’ (vgl. An-
hang .
10.6 Definition (Tensorbiindel und Tensorfeld)

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit.

T.s(TM)=TM®--- @ TMTM"®--- TM"

T S

heisst (7, s)-Tensorbiindel iiber M (vom Rang m"**). Ein (r, s)-Tensorfeld
T auf M ist ein Schnitt 7' € I'(T,. o(T'M)).

Es gilt T10(TM) = TM, To1(TM) = TM*. In lokalen Koordinaten
(p,U) besitzt ein (r,s)-Tensorfeld T' € I'(T, s(T'M)) eine eindeutige Dar-
stellung

_ 21 ... s
T’U— Tv]lljs%@@ ®d(ﬁj1®"'®d(p]

Opir
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fiir C°°-Funktionen T;;Z U =R

Sei T: (I'(T'M))®* — I'(T'M) eine s-lineare Abbildung. Wir sagen ,,T" de-
finiert ein (1, s)-Tensorfeld*, wenn Folgendes gilt: Fiir alle p € M héngt
T(X1,...,Xs)|p nur von Xq(p),...,Xs(p) ab, d.h. man erhilt eine s-lineare
Abbildung T),: (T'M,)® — T'M,, oder dquivalent eine (1 + s)-lineare Abbil-
dung Ty,: TMy x (TMy)* — R, Ty(p,v1, ... ,vs) = u(Tp(v1, . .., vs)), also ein
T, € Ty o(TM,).

10.7 Satz
Eine s-lineare Abbildung T': (I'(T'M))®* — T'(T'M) definiert genau dann ein

(1, s)-Tensorfeld, wenn T' in jedem Argument C°°-homogen ist (d.h. fiir f €
COO(M) gI]t T(Xl, PN ,Xifl, inaXiJrla PN ,XS) = fT(Xl, .. ,XS).

Der Satz gilt auch in der folgenden Form fiir (r,s)-Tensorfelder: Eine
(r + s)-lineare Abbildung T: (T(TM*))" x (I'(TM))* — R definiert genau
dann ein (r, s)-Tensorfeld, wenn T in jedem Argument C'°°-homogen ist.

Vektorfelder und Fliisse

Sei X € T'(T'M) ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M. Eine Kurve
c: (a,b) = M heisst Integralkurve von X, falls

¢(t) = Xew

fiir alle t € (a,b). In einer Karte (¢, U) ist ¢(t) = X, dquivalent zu §(t) =
g'y(t) fir v = pocund g'y(t) = Px (Xc(t))

10.8 Lemma (lokaler Fluss)
Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung U von p und ein € > 0,
so dass fiir alle ¢ € U eine eindeutig bestimmte Integralkurve cq: (—€,€) —
M von X mit ¢;(0) = g existiert. Die Abbildung ®: (—e,e) x U — M,
(t,q) = P'(q) := c4(t), ist C™.

Man nennt @ einen lokalen Fluss von X um p. Aufgrund der Eindeutig-
keitsaussage in Lemma [10.§8| gilt

(D' (q)) = @"(q)

falls t,u,t +u € (—¢,¢) und ¢, ®*(¢q) € U. Fiir eine offene Umgebung V C U
von ¢ mit (V) C U ist dann ®!|y ein C°°-Diffeomorphismus von V auf
PL(V), da @t o |y = 0|y, = idy.

Ein Vektorfeld X auf M heisst vollstindig integrierbar, falls fiir jeden
Punkt ¢ € M eine auf ganz R definierte Integralkurve ¢, von X mit c,(0) = ¢
existiert. Man erhélt dann den Fluss ®: R x M — M von X sowie die
entsprechende 1-Parametergruppe von Diffeomorphismen {®'}cr.
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10.9 Satz
Jedes Vektorfeld X € T'(TM) mit kompaktem Tréiger ist vollstindig inte-
grierbar.

10.10 Lemma (,,Flow-Box*)
Ist X e '(TM), p e M und X, # 0, so existiert eine Karte (¢, U) um p mit
X|U = 8/0@1.

Sind X,Y € T'(T'M), so heisst das durch

(X, Yp(f) == Xp(Y () = Yp(X(f)) (feC™(M))
definierte Vektorfeld [X,Y] € I'(T'M) die Lie-Klammer von X und Y.

10.11 Satz (Lie-Klammer)

Es gilt:

(1) [X,Y] ist bilinear, [Y, X] = —[X, Y],

(2) [fX,qY] = f9lX,Y]+ fX(9)Y — gY(f)X, insbesondere ist [fX,Y] =
fIX, Y] =Y (f)X und [X, gY] = g[X, Y]+ X(g)Y,

3) X, [V, Z]]+[Z,[X, Y]]+ [Y,[Z, X]] = 0 (Jacobi-Identitét).
In einer Karte (p,U) gilt offensichtlich [0/0¢%, /007 = 0. Mit (1)

und (2) folgt daraus

) SEN) A
— J VI
X Yllo Z<Zj X Y ag0j>8<pi

i

fiir X|y = Y X7(0/9), Y]y = ¥ Y9(9/0¢).

10.12 Satz (Lie-Ableitung)
Ist @ lokaler Fluss von X um p, so gilt

1, d .
[X, Y]y = lim (2 (Vo)) = Yp) = %LZO(‘I’* Yar))-

Die rechte Seite dieser Gleichung heisst Lie-Ableitung von Y in Richtung
X im Punkt p und wird mit (LxY), bezeichnet, also [X,Y] = LxY.

Sei N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine m-dimensionale C'*°-
Distribution A auf N ordnet jedem p € N einen m-dimensionalen linearen
Unterraum A, C T'N, zu, so dass fiir jeden Punkt p € N eine offene Um-
gebung U C N von p und Vektorfelder X,..., X, € I'(TU) existieren mit
Ay = 1in(X1(q), ..., Xm(q)) fiir alle ¢ € U. Ein Vektorfeld X € I'(T'M) in
A erfiillt X, € A, fiir alle p € U. Die Distribution A heisst involutiv oder
vollstindig integrierbar, falls [X,Y] in A ist fiir alle X,Y in A. Eine injekti-
ve Immersion i: M — N einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M heisst
eine Integralmannigfaltigkeit von A, falls i,(T'M,) = A, fiir alle p € M.
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10.13 Satz (Frobenius)

Sei A eine m~dimensionale C'°°-Distribution auf einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit N. Es existiert genau dann durch jeden Punkt von N eine In-
tegralmannigfaltigkeit von A, wenn A involutiv ist.
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11 Differentialformen

Grundbegriffe

Im Folgenden sei M wieder eine C'°>-Mannigfaltigkeit der Dimension m. Fiir
p € M bezeichne Ag(T'M;;) den Vektorraum der alternierenden s-linearen
Abbildungen (T'M,)* — M (s. Anhang|[C), und

Af(TM*) = | AJ(TM)
peEM

sei das entsprechende Biindel.

11.1 Definition (Differentialform)

Eine Differentialform w vom Grad s (kurz: s-Form) auf M ist ein Schnitt
w € I'(As(TM*)). Wir bezeichnen den Vektorraum der s-Formen auf M
kiirzer mit Q5(M) := ['(As(TM™)).

Nach Konvention ist Ag(TM;) = R und somit Q°(M) = C>(M), und
im Fall s > m gilt Q°(M) = {0}.
Fiir w € Q%(M), 0 € QY(M) ist das Gussere Produkt (oder Dachprodukt)

wAO e QM)
durch (wA0), :=w, A, (p € M) erklért (s. Definition |C.3)); es gilt
OAw=(—1)"wA0.

Fiir f € C®°(M) = QM) und w € Q¥(M) ist f Aw = fuw.
In einer Karte (¢, U) ist die Form w € Q%(M) von der Gestalt

wly = Z Wiyodo O™ AL A d's
1<i1 <...<is<m

mit Komponenten w;, i, = w(0/0¢™,...,0/0p%) € C>®(U).

11.2 Satz (4dussere Ableitung)
Es existieren eindeutig bestimmte lineare Operatoren

d: (M) — QTY(M) (s=0,1,...)

mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir f € QY(M) = C®(M) ist df das Differential von f, d.h. df(X) =
X(f) fir X e I'(TM),

(2) dod =0,

(3) dlwANb)=dwAb+ (—1)°w Adb fiir we Q5(M).
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Die Operatoren d sind lokal, d.h. fiir jede offene Menge U C M und
we (M) gilt (dw)|y = d(w|rr). In einer Karte (¢, U) ist dann

(dw)|y = d(w|y) = Z dwi, i N AL A dpts.

1<i1<...<ig<m

11.3 Satz
Fiir w € Q*(M) und Xy,...,Xs1 € N(T'M) gilt

s+1
dw(X1,..., Xsp1) = Z(—l)’“X,- (W(X1,..., X4, X))
=1
+ > (D)X X)X X X Xe)

1<i<j<s+1
()A(Z bedeutet, dass X; nicht auftritt).

Insbesondere gilt
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) - w([X,Y])

fiir w € QL(M).
Fiir eine C*°-Abbildung F: N — M und w € Q°(M) definiert man die
zuriickgeholte Form (pull-back) F*w € Q*(N) durch

(F*w)p(m, e ,vs) = w(F*pvl, e ,F*pvs)
(p € N, v1,...,v5s € TN,). Fiir f € C®°(M) = QM) ist F*f := fo F.

11.4 Lemma

Es gilt

(1) F¥*(wAl)=F*wAF*0,
(2) F*(dw) = d(F*w).

Integration von Formen

Es sei M eine orienierte Mannigfaltigkeit der Dimension m. Eine Menge
M’ C M heisst messbar, falls o(M'NU) C R™ Lebesgue-messbar ist fiir jede
Karte (¢,U) von M. Eine messbare Zerlegung von M ist eine abzihlbare
Familie von messbaren Mengen M, C M, a € A, so dass gilt:

(1) M\ Uyea Mq hat Mass null (Definition ,
(2) fiir alle o # 8 hat M, N Mg Mass null.
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Zu jedem Atlas von M gibt es eine messbare Zerlegung { M, }aeca von M,
so dass jede Menge M, in einem Kartengebiet enthalten ist. Es sei jetzt
w € Q™(M) und (¢, U) eine positiv orientierte Karte von M. Dann gilt

wlg = wf O AL A D™

fiir w¥ = w(9/0¢",...,0/0¢™) € C=(U). Ist M’ C U messbar, so heisst w
iiber M’ integrierbar, falls

/ ‘w¢o¢*1‘dx<oo.
e(M")

/ w::/ w? o ldx
! (M)

das Integral von w iiber M’. Wohldefiniertheit (d.h. Unabhingigkeit des In-
tegrals von der Wahl der positiv orientierten Karte) folgt mittels der Trans-
formationsformel und Eigenschaft in Satz

In diesem Fall definiert

11.5 Definition
Die Form w € Q™ (M) heisst iiber M integrierbar, falls eine messbare Zer-
legung {My}aca und positiv orientierte Karten (pq,U,) mit M, C U,
existieren, so dass

Z/ ‘w‘p“ogpgl‘d$<oo

acA Pa(Ma)

ist. In diesem Fall definiert

[oox

acA

w = wPe oap_1 dx
/a g/@a%) *

das Integral von w {iber M.

Bemerkungen:
1. Das Integral ist unabhéngig von der Wahl der messbaren Zerlegung.

2. Ist w iiber M integrierbar und {74 }ac eine C*°-Zerlegung der Eins auf

M, so gilt
w = TaW.
L=,

a€cA

3. Formen mit kompaktem Tréger sind stets integrierbar.
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4. Ist F: N — M ein Diffeomorphismus zwischen zwei orientierten Man-
nigfaltigkeiten und w iiber M integrierbar, so gilt

/F*wze/ w
N M

mit € = 1 falls F' orientierungstreu ist und ¢ = —1 im andern Fall.

11.6 Satz (Stokes)
Sei M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit mit (mdglicherweise leerem) Rand
und w € Q™ Y(M) eine Form mit kompaktem Tréger. Dann gilt

/dw:/ w
M oM

(genauer [, dw = [, i*w fiir die Inklusion i: M — M).

Hier ist OM mit der induzierten Orientierung versehen: Eine Basis
(v1,...,9m—1) von T(OM), C TM, ist genau dann positiv orientiert, wenn
(v,v1,...,Vm—1) positiv orientiert ist fiir jeden Vektor v in der ,dusseren®
Zusammenhangskomponente von T'M, \ T'(OM),.

Eine Volumenform w auf M™ ist eine nirgends verschwindende m-Form,
d.h. fiir alle p € M ist wy # 0 € Ay, (TMy).

11.7 Satz
Auf M existiert genau dann eine Volumenform, wenn M orientierbar ist.

Integration ohne Orientierung

Ist V ein m-dimensionaler (R-)Vektorraum und 0 # w € A,,(V*), so heisst
lwl: VX o xV = [0,00), |w(vi,...,0m):=w(vi,...,0m)]

ein Volumenelement auf V. Ein (C°-)Volumenelement du auf einer m-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung, die jedem p € M
ein Volumenelement dy, auf T'M, zuordnet, wobei gilt: Fiir jede Karte
(o, U) von M ist duly = 0%|det A ... A dp™|, mit einer C'*°- Dichte*
0¥: U — (0,00).

Bemerkungen:

1. Transformationsverhalten der p¥: Fiir einen Kartenwechsel H = v o
e tp(UNV) = ypUNV) gilt

oV oyt o H |det Jg| = 0¥ op L.
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2. Die Bezeichnung ,,du“ stammt aus der Masstheorie und hat nichts mit
der dusseren Ableitung von Differentialformen zu tun.

Ist dp ein Volumenelement auf M und M orientierbar, so existiert eine
Volumenform w € Q™ (M) mit du = |w|. Ist M nicht orientierbar, so gibt es
eine solche Form immer nur lokal (Satz [11.7]).

Aus einem Volumenelement dyp auf M erhilt man wie folgt ein Mass u
auf M (bzw. auf der o-Algebra der messbaren Mengen in M). Ist {My}aca
eine messbare Zerlegung von M, sodass fiir jedes « eine Karte (g, Uy) mit
M, C U, existiert, so setzt man fiir messbares B C M

w(B) = / o> o go(;l dx.
( ) Z pa(BNMa)

[0}

Die Wohldefiniertheit von p folgt aus dem Transformationsverhalten der g%«
und der Transformationsformel. Ist f: M — R messbar, so ergibt sich die
Bedeutung von [ a J dp aus diesem Mass p1. Man kann aber auch direkt von
dem Volumenelement du ausgehen: f ist integrierbar, falls

— o -1 Po o -1 .
/leldu- ;/Q(Ma)(lfl o) 0 i) da < oo;

dieselbe Formel ohne Betragsstriche definiert dann das Integral [, f dp.
Fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M™, g) ist das durch g bestimmte
Volumenelement dpg in einer Karte (o, U) gegeben durch

dpglv = y/det(g]) ldpt AL A de™],
wobei gly = Y g7 do' © dip.

De Rham-Kohomologie

Eine Form w € Q°(M) heisst geschlossen, falls dw = 0 ist. Die Form w
heisst exakt, falls ein § € Q" 1(M) existiert mit w = df; im Fall s = 0
vereinbart man, dass 0 € C®°(M) = Q°(M) die einzige exakte 0-Form sei.
Jede m-Form auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist geschlossen,
da Q™ (M) = {0}. Wegen dod = 0 ist jede exakte Form geschlossen.

11.8 Definition
Fiir s > 0 heisst der Quotienten-Vektorraum

Hip (M) = {w € Q*(M) : w ist geschlossen}
an T {w e Q5(M) : w ist exakt}
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die s-te de Rham-Kohomologie von M. Fiir eine geschlossene Form w €
Q°(M) bezeichnet

[w] :=={w € Q°(M) : ' — w ist exakt} € Hiz (M)

die Kohomologie-Klasse von w. Zwei Formen w,w’ € Q°(M) sind kohomolog,
falls [w] = [w'].

Man nennt bs(M) := dim Hj, (M) die s-te Betti-Zahl von M, und

ist die Fuler-Charakteristik von M. Ist jede geschlossene s-Form exakt, so
ist Hjg (M) ein trivialer (einpunktiger) Vektorraum, den wir im Folgenden
mit 0 bezeichnen.

Beispiele:
1. HY M) = {f € C®(M) : df = 0} ist der Vektorraum der auf M
lokal konstanten Funktionen. Besitzt M eine endliche Anzahl k von
Zusammenhangskomponenten, so ist also H°(M) ~ R¥ (isomorph).
2. Auf M =R?\ {(0,0)} definiert
—y T

w:x2+y2dx+m2+y2

dy

eine 1-Form, die geschlossen, aber nicht exakt ist. Insbesondere ist
H'(M) # 0. Lokal ist w = dip, wobei ¢ einen Polarwinkel beziiglich
(0,0) bezeichnet, aber ¢ ist nicht stetig auf ganz M definierbar.

Im Folgenden seien M, N zwei Mannigfaltigkeiten und F' € C*°(N, M).
Fiir s > 0 induziert F*: Q*(M) — Q°(N) eine wohl-definierte lineare Ab-
bildung

F*: H*(M) — H*(N), F*w]=[F*w].

Ist L eine weitere Mannigfaltigkeit und G € C*°(M, L), so gilt
F*oG"=(GoF)": H*(L) —» H*(N);

insbesondere sind H*(M) und H*(N) isomorph, falls F' ein Diffeomorphis-

mus ist.

11.9 Satz (,,Poincaré-Lemma*)
Sind F,G € C*°(N, M) zwei glatt homotope Abbildungen, F' ~ G, so gilt
F*=G*: H*(M) — H*(N) fiir s > 0.
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Zwei Mannigfaltigkeiten M und M heissen (glatt) Homotopie-dquivalent,
falls (C°°-)Abbildungen F': M — M und F: M — M existieren, so dass
FoF ~idy und F o F ~ id;;; man nennt dann F und F zwei inverse
Homotopie-A quivalenzen. Die Mannigfaltigkeit M heisst kontrahierbar, falls
idj; homotop zu einer konstanten Abbildung M — {po} C M ist; dies ist
genau dann der Fall, wenn M Homotopie-dquivalent zu einem einpunktigen
Raum ist.

11.10 Korollar

(1) Sind M und M Homotopie-dquivalent, so gilt H*(M) ~ H*(M) fiir
s> 0.

(2) Ist M kontrahierbar, so ist H'(M) ~ R und H*(M) = 0 fiir s > 1.

Ist M eine Mannigfaltigkeit und sind U,V C M zwei offene Mengen mit
UUV = M, so existiert ein lange exakte Sequean|

0 -H'(M)— H'U)® H' (V) - H(UNV) — ...
.= HS(M) —» HS(U) @ HS (V) — H(UNV)
—HTN (M) - HTY U)o BTN (V) —» HSTH U NV) — ..

die Mayer—Vietoris-Sequenz, die ein sehr niitzliches Werkzeug zur Bestim-
mung der de Rham-Kohomologie darstellt.

Beispiel: Die Sphire S™ C R™*! (m > 1) wird durch U := S™ \ {—e;11}
und V' := 8™\ {en41} tiberdeckt, U und V sind kontrahierbar, und U N
V ist Homotopie-dquivalent zu S™ . Mit Korollar folgt: Fiir s >
1ist H5(U) @ H*(V) = 0 und H**Y(U) @ H**(V) = 0, die Abbildung
H(S™ 1) ~ HS(UNV) = H (M) = H*TY(S™) in der Mayer—Vietoris-
Sequenz ist deshalb sowohl injektiv als auch surjektiv. Fiir m,s > 1 gilt
also die Rekursionsformel H*+1(S™) ~ H*(S™~1). Fiir s = 0 ist ausserdem
HO(S™) ~ R und H(U) ® H°(V) ~ R?, so dass man die exakte Sequenz

0-R—-R> = HUNV) = HY(S™) =0

erhélt. Im Fall m = 1 ist HO(U N V) ~ R? und damit H'(S!) ~ R, im Fall
m > 2ist HY(UNV) ~ R und demnach H!(S™) = 0. Insgesamt ergibt sich
H?*(S™) ~R fiir s € {0,m} und H*(S™) = 0 sonst.

Wir erwdhnen noch zwei weitere wichtige Resultate. In beiden bezeichnet
M eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit (ohne Rand) der Dimension
m, und s € {0,1,...,m}.

5Eine Kette von aufeinander folgenden linearen Abbildungen, so dass jeweils das Bild
einer Abbildung gleich dem Kern der folgenden ist.
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Der Satz iiber die Poincaré-Dualitit besagt, dass die Bilinearform
(.,.): HS(M)x H™$(M) — R,

(L), [0]) == /Mwe,

nicht ausgeartet ist (Wohldefiniertheit folgt aus dem Satz von Stokes). Somit
erhilt man einen Isomorphimus H*(M) ~ (H™ *(M))*, der [w] die Line-
arform [0] — ([w],[0]) zuordnet. Ist M zusammenhingend, so folgt daraus
beispielsweise H™ (M) ~ H°(M) ~ R.

Jetzt bezeichne H2™ (M,R) die s-te differenzierbare singulire Homo-
logie von M. Ein Element [0] des Vektorraums H2™ (M, R) ist eine Ho-
mologieklasse {¢’ : ¢/ — o = 07} von glatten singuliren s-Ketten ¢’ mit
reellen Koeffizienten und 0o’ = 0. Man kann zeigen, dass die Bilinearform
(o)) Hig(M) x HA™ (M,R) — R,

(], [o]) == / w,

nicht ausgeartet ist (Wohldefiniertheit folgt aus der verallgemeinerten Fas-
sung des Satzes von Stokes fiir glatte singulidre s-Ketten). Insbesondere
erhélt man einen kanonischen Isomorphimus Hig (M) ~ (H2™(M,R))*,
der [w] auf die Linearform [o] — ([w],[o]) abbildet. Ausserdem existieren
kanonische Isomorphismen (H2™ (M,R))* ~ H5.(M,R) ~ H&(M,R) zur
differenzierbaren singulédren Kohomologie bzw. zur gewthnlichen singuldren
Kohomologie. Damit sind Hjy (M) und HX(M,R) isomorph; dies ist der
Satz von de Rham.
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12 Lie-Gruppen

Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Eine topologische Gruppe (G, -) ist eine Gruppe mit einer Topologie, so dass
die Abbildung G x G — G, (g, h) — gh™!, stetig ist.

12.1 Definition (Lie-Gruppe)
Eine Lie-Gruppe (G, -) ist eine Gruppe mit der Struktur einer C'°°-Mannig-
faltigkeit, so dass die Abbildung G x G — G, (g, h) + gh™!, C™ ist.

Beispiele:

1. R™ mit der Vektoraddition.

2. C*=C)\ {0} mit der komplexen Multiplikation.

3. Stccr.

4. Sind G, H Lie-Gruppen, so bildet die Produktmannigfaltigkeit G x H,
versehen mit der durch (g, h)(¢’, h’) := (g4’, hh') definierten Multiplika-
tion, eine Lie-Gruppe.

Tm =St x ... x S! (m Faktoren).
GL(n,R) = {A € R™" : det A # 0} mit der Matrizenmultiplikation,
ebenso GL(n,C).

7. GL(n,R) x R™, versehen mit der Multiplikation

(A, v) (A" V) == (AA', Av' +v),

ist die Lie-Gruppe der affinen Bewegungen von R™; unter der Iden-
tifikation von (A,v) mit Ba,: ¢ — Az + v entspricht das Produkt
(A,v)(A,v") der affinen Bewegung B, © Bar .

Es seien G, H zwei Lie-Gruppen. Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus
F: G — H ist ein Gruppenhomomorphismus, der C* ist; F' heisst Lie-
Gruppen-Isomorphismus, falls F' zusétzlich ein Diffeomorphimus (und damit
auch ein Gruppen-Isomorphismus) ist. Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus
F: G — H wird auch eine Darstellung von G in H genannt, insbesondere
im Fall H = GL(n,R) oder H = GL(n,C).

Im Folgenden sei (G, -) eine Lie-Gruppe mit Neutralelement e. Fiir alle
g € G ist die Links-Translation um g,

lg: G—= G, lg(h):=gh,
ein Diffeomorphismus von G.
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12.2 Lemma

Ist (G,-) eine zusammenhéngende Lie-Gruppe und U eine Umgebung von
e, so wird G von U erzeugt, d.h. fiir alle ¢ € G existieren k € N und
gi,...,9r €U, sodassg=gi...gk-

Bemerkung: Ist G nicht zusammenhéngend, wie beispielsweise GL(n,R),
so bildet die Zusammenhangskomponente Gy, die das Neutralelement e
enthélt, eine Lie-Gruppe. Die Nebenklassen von Gg sind die Zusammen-
hangskomponenten von G, Gy ist somit Normalteiler von G, und G/Gj ist
eine abzahlbare Gruppe.

12.3 Definition (Lie-Algebra)
Eine Lie-Algebra V iiber R ist ein R-Vektorraum mit einer bilinearen Abbil-

dung [.,.]: VXV — V, der Lie-Klammer von V, so dass fiir alle X, Y, Z € V
gilt:
(1) [Y,X] =—[X,Y] (Anti-Kommutativitét),

(2) [X,[Y,Z]]+|Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0 (Jacobi-Identitét).

Beispiele:

1. Ein R-Vektorraum V', versehen mit der trivialen Lie-Klammer [.,.] = 0,
bildet eine sog. abelsche Lie-Algebra.

2. Der Vektorraum I'(T'M) der C*°-Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit
M, mit der Lie-Klammer [X,Y](f) := X(Y(f)) = Y(X(f))-
R™™ mit [A, B] := AB — BA.
R? mit dem Vektorprodukt [X,Y]:= X x Y.

Ist V ein 2-dimensionaler Vektorraum mit Basis {X, Y}, so erhélt man
durch die Festsetzung [X, X] := 0, [Y,Y] := 0, —[Y, X] = [X,Y] :=
Y und bilineare Erweiterung eine 2-dimensionale nicht-abelsche Lie-
Algebra.

Es seien V,W zwei Lie-Algebren. Ein Lie-Algebra-Homomorphismus
L:V — W ist eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft, dass [LX,LY] =
[X,Y] fir alle X,Y € V; L heisst Lie-Algebra-Isomorphismus, falls L
zuséatzlich ein Vektorraum-Isomorphismus ist.

Ein Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe G heisst links-invariant, falls

lpoX = X oly,  dh. lg Xy = X,

fiir alle g, h € G. Fiir jeden Vektor Xy € TG, gibt es genau ein zugehoriges
links-invariantes Vektorfeld X mit X, = X, ndmlich

g X, =1, Xo.
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Links-invariante Vektorfelder sind C*°, und sind X, Y links-invariant, so ist

auch [X,Y] links-invariant. Die links-invarianten Vektorfelder bilden also
eine Unter-Lie-Algebra von I'(TG).

12.4 Definition (Lie-Algebra einer Lie-Gruppe)
Die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe G ist der Vektorraum T'G. mit der durch

[Xo, Yo] :=[X, Y]

definierten Lie-Klammer, wobei X,Y die zu X, Yy € TG, gehorigen links-
invarianten Vektorfelder bezeichnen.

Beispiele:

1.

Fiir die Lie-Gruppe G = GL(n,R) ist TG, = gl(n,R) ein Vektorraum
der Dimension n?, der natiirlicherweise mit R™ 7™ identifiziert wird. Ist
A€ gl(n,R) und ist c: (—¢,€) — GL(n, R) eine glatte Kurve mit ¢(0) =
e und ¢(0) = A, so gilt

lge A = 1. (&(0)) = (Iy 0 ¢) (0) = Iy(é(0)) = gA:

somit ist g — gA das zu A gehorige links-invariante Vektorfeld. Eine
Rechnung zeigt: Fiir A, B € gl(n,R) ist [4, B] = [gA,9Bl. = AB — BA
(Ubung). N

GL(n, C), Dimension 2n?, gl(n,C) = C"*", [A, B] = AB — BA.
SL(n,R) = {g € GL(n,R) : det g = 1}, Dimension n? — 1,

sl(n,R) = {4 € R™™" : spur A = 0}.
SL(n,C) = {g € GL(n,C) : det g = 1}, Dimension 2(n? — 1),
sl(n,C) = {4 € C"" : spur A = 0}.

O(n) = {g € GL(n,R) : g¢* = e}, SO(n) = O(n) N SL(n,R), Dimension
n(n—1)/2,

o(n) =so(n) = {A € R : A=—A"}.
U(n) = {g € GL(n,C) : gg* = e}, Dimension n?,
u(n) = {A € C™" s A= — 4},
SU(n) = U(n) N SL(n, C), Dimension n? — 1,

su(n) = u(n) Nsl(n, C).
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7. Affine Gruppe G = GL(n,R) x R™, (g,v)(h,w) = (gh, gw + v),
g=R""xR" [(Av),(B,w)] = (AB — BA, Aw — Bv).

8. Der Vektorraum H = {a+bi+cj+dk : a,b,c,d € R} der Quaternionen,
dessen nicht-kommutierende imagindre Einheiten ¢, j, k die Relationen
i? = j2 = k? = ijk = —1 und somit

ij=—ji=k, jk=-kj=1, ki=—ik=3j

erfiillen, bildet eine Divisionsalgebra mit Norm |la 4+ bi + ¢j + dk|| =
(a® 4+ b% + ¢ + d*)'/2. Fasst man die 3-dimensionale Sphiire 5% C R*
als die Menge {a +bi +cj+dk € H : |ja + bi + cj + dk|| = 1} der
Einheitsquaternionen auf, so erhélt S® dadurch die Struktur einer Lie-
Gruppe. Die zugehorige Lie-Algebra s® wird durch 4, j, k erzeugt, wobei

[i,7] =2k, [j,k] =2i, [k,i] =27.

Die Quotientengruppe S3/{1, —1} bildet eine Lie-Gruppe diffeomorph
zu RP3.

Bemerkungen:

1. Ist F: G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus (bzw. -Isomorphis-
mus), so ist Fi.: g — h ein Lie-Algebra-Homomorphismus (bzw. -Iso-
morphismus).

2. Die Lie-Gruppen S und SU(2) sind isomorph, ausserdem ist S%/{1, —1}
isomorph zu SO(3). Insbesondere sind die Lie-Algebren s3, su(2),so(3)
isomorph.

Fin Lie-Gruppen-Homomorphismus i: H — G wird eine Unter-Lie-
Gruppe von G genannt, falls i eine injektive Immersion ist; i(H) ist Un-
tergruppe von G, im Allgemeinen ist ¢ aber kein Homémorphismus auf i( H )
beziiglich der durch G induzierten Topologie.

Beispiel: Fiir a € R\Qist i: (R, +) — (T? = R?/Z?,+), t — (t,at) mod Z2,
eine injektive Immersion aber keine Einbettung; i(R) liegt dicht in 7°2.

Mittels Satz (Frobenius) und Lemma kann man zeigen: Ist
b’ C g Unter-Lie-Algebra, g die Lie-Algebra von G, so existiert eine zu-
sammenhingende Unter-Lie-Gruppe i: H — G mit i.,h = h'. Jede andere
zusammenhingende Unter-Lie-Gruppe i: H — G mit ic.sh = B ist von der
Form i = i o F fiir einen Lie-Gruppen-Isomorphismus F: H — H.

57



Exponentialabbildung

12.5 Lemma

Links-invariante Vektorfelder sind vollstdndig integrierbar. Die Integralkur-
ven c: R — G mit ¢(0) = e sind genau die Lie-Gruppen-Homomorphismen
(R,+) = G.

12.6 Definition (Exponentialabbildung)

Die Abbildung exp: g — G, exp(Xp) := ¢(1) fiir den eindeutig bestimmten
Homomorphismus ¢: R — G mit ¢(0) = X, heisst Exponentialabbildung
von G.

Fir A € C"" = gl(n,C) sei

Es gilt:

(1) Fiir B € GL(n,C) ist BeAB~1 = ¢BAB™"|

(2) det(e?) = eP™(A) und

(3) fiir A, B € C™™ mit AB = BA ist eAtB = e¢4eB,

tA

Wegen (3) ist ¢: t — e ein Homomorphismus von (R, +) in G, und ¢(0) =

A. Somit gilt fiir die Lie-Gruppen-Exponentialabbildung

exp: gl(n,C) — GL(n,C)

gerade exp(A) = e4.

12.7 Satz
Ist G eine Lie-Gruppe und sind Xy, Yy € g, so gilt

exp(tXo) exp(tYp) = exp(t(Xo + Yo) + %[Xo, Yol + O(t?)).

Abgeschlossene Untergruppen und homogene Riume

12.8 Satz (abgeschlossene Untergruppe)

Es sei H eine abgeschlossene Teilmenge der Lie-Gruppe G, und H sei auch
Untergruppe der Gruppe G. Dann ist H eine Untermannigfaltigkeit und
somit eine Unter-Lie-Gruppe von G.

Es sei jetzt H eine abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G
(vgl. Satz[12.8)). Dann bezeichne

G/H ={gH : g € G}
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die Menge der Linksnebenklassen von H (d.h. die Menge der Aquivalenz-
klassen der Relation g ~ ¢’ < g~ 1¢’ € H) und

m:G—G/H, g~ gH

die Projektion. Weiter sei G/H mit der Quotiententopologie versehen; U C
G/ H ist also genau dann offen, wenn 71 (U) C G offen ist. Dann ist 7 stetig
und offen, und G/ H besitzt eine abzéhlbare Basis der Topologie. Mittels der
Abgeschlossenheit von H folgt, dass G/H hausdorffsch ist.

12.9 Satz (differenzierbare Struktur auf G/H)
Auf G/H existiert genau eine C*°-Struktur, so dass gilt:

(1) 7: G — G/H ist C*°, und
(2) es existieren lokale C*°-Schnitte von 7, d.h. fiir alle gH € G/H existiert

eine Umgebung U von gH in G/H und eine C*°-Abbildung o: U — G
mit wo o =idy.

Es gilt dimG/H = dim G — dim H.

Bemerkungen:

1. Eine Funktion f auf G/H ist genau dann C*°, wenn f o7 C ist.

2. Ist G Lie-Gruppe und H C G abgeschlossener Normalteiler, so besitzt
G/H Lie-Gruppen-Struktur.

3. Ist F: G — G’ surjektiver Lie-Gruppen-Homomorphismus, so ist
F': G/%ker(F) — G’ Lie-Gruppen-Isomorphismus.

12.10 Definition (homogener Raum)

Eine Mannigfaltigkeit der Gestalt G/H fiir eine Lie-Gruppe G und eine
abgeschlossene Untergruppe H C G, versehen mit der durch Satz cha-
rakterisierten differenzierbaren Struktur, heisst ein homogener Raum.

Eine Aktion (oder Operation) der Lie-Gruppe G auf der Mannigfaltigkeit
M ist eine C*°-Abbildung G x M — M, geschrieben als (g, p) — gp, mit

g(gp) = (¢'g)p und ep=p

fir alle g,¢' € G, p € M. Fiir festes g € G ist die Abbildung Fy: p — gp
ein Diffeomorphismus von M. Die Aktion heisst treu (oder effektiv), falls
F, # idj fiir alle ¢ € G\ {e}. Die Aktion heisst transitiv, falls fiir alle
p,q € M ein g € G existiert mit gp = q.

Ist H abgeschlossene Untergruppe der Lie-Gruppe G, so operiert G in
kanonischer Weise auf dem homogenen Raum G/H:

GxG/H - G/H, (g9,9'H)w gg'H.
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Diese Operation ist transitiv, denn fiir gH,¢'H € G/H ist (¢’ ')gH =
g'H. Fiir festes g € G ist ¢H — gg'H ein Diffeomorphismus von G/H;
jeder homogene Raum besitzt also eine transitiv operierende Gruppe von
Diffeomorphismen.

Der néchste Satz wird zeigen: Jede Mannigfaltigkeit mit einer transitiven
Operation einer Lie-Gruppe ist diffeomorph zu einem homogenen Raum.
Operiert die Lie-Gruppe G auf der Mannigfaltigkeit M, so heisst

G,={9€G:gp=0p}

Isotropie-Gruppe der Aktion im Punkt p € M. Dies ist eine abgeschlossene
Untergruppe von G, und aus gp = q folgt G4 = ngg_l. Die Abbildung

I:G/Gp, =M, gGp— gp

ist wohldefiniert und injektiv. Operiert G transitiv, so existiert fiir alle ¢ € M
ein g € G mit I(9G)) = gp = q; I ist also in diesem Fall auch surjektiv.

12.11 Satz (transitive Aktion)
Es sei G x M — M eine transitive Aktion und p € M. Dann ist

I:G/Gp, =M, gGp— gp
ein Diffeomorphismus.

Beweis: Die Abbildung I: G — M, I(g) = gp, ist C°° und erfiillt I = I o .
Aufgrund von Satz[12.9(2) ist I daher ebenfalls C*°. Wir zeigen noch, dass
I, in jedem Punkt ein Isomorphismus ist. Fiir ¢ € G bezeichne Fj den
durch Fy(p) = gp definierten Diffeomorphismus von M. Fiir alle h € G gilt
(Ioly)(h) = ghp = (F,0I)(h). Durch Ableiten der Identitét Tol, = F,ol im
Punkt e folgt, dass I, konstanten Rang hat. Da I surjektiv ist, muss dieser
Rang gleich dim M sein. Wegen I = I o 7 hat dann auch I, iiberall Rang
dim M. O

Beispiele:

1. S" 1 0(n)/O(n —1), SO(n)/SO(n — 1) sind diffeomorph.

2. 8?=1 U(n)/U(n —1), SU(n)/SU(n — 1) sind diffeomorph.

3. Der reell-projektive Raum RP"~! ist diffeomorph zu SO(n)/ O(n — 1).

4. Der komplex-projektive Raum CP"~! ist diffeomorph zu SU(n)/ U(n —
1).

5. Die Grassmann-Mannigfaltigkeit G(n,m) aller m-dimensionalen line-

aren Unterrdume von R ist diffeomorph zu O(n)/(O(m) x O(n —m)),
G(n,n — 1) und G(n, 1) sind diffeomorph zu RP"~ 1.
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Kapitel 111

Riemannsche Geometrie

13 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Riemannsche Metrik und Distanzfunktion
Im Folgenden bezeichnet M eine m-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit.

13.1 Definition (riemannsche Metrik)
Eine riemannsche Metrik g auf M ist ein (0,2)-Tensorfeld (d.h. g €
['(To2(TM))) mit folgender Eigenschaft: Fir alle p € M ist

gp: TM, x TM, — R

ein Skalarprodukt (eine positiv definite symmetrische Bilinearform). Das
Paar (M, g) heisst eine riemannsche Mannigfaltigkeit.

13.2 Definition (Isometrie)

(1) Zwei riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g), (M, §) heissen isometrisch,
falls ein Dfiffeomorphismus F': M — M existiert mit F*g = g; F heisst
dann eine Isometrie.

(2) Eine glatte Abbildung F: M — M heisst isometrische Immersion
bzw. isometrische FEinbettung, falls F*g = g und F' Immersion bzw. Ein-
bettung.

13.3 Satz (Distanzfunktion)
Sei (M, g) eine zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann de-
finiert

d(p,q) := inf{L(c) : ¢: [a,b] — M ist stetig und stiickweise C'",
c(a) =p, c(b) = q}

eine Distanzfunktion (Metrik) auf M. Die von d induzierte Topologie stimmt
mit derjenigen von M iiberein.
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Kovariante Ableitung und Geoditische

13.4 Definition (linearer Zusammenhang)
Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit. Ein linearer Zusammenhang oder eine ko-
variante Ableitung V auf T'M ist eine bilineare Abbildung

V:D(TM) x T(TM) = T(TM), (X,Y)— V(X,Y)=:VxY,

mit folgenden Eigenschaften:

(1) VixY = fVxY,

(2) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY

fiir alle X, Y € T'(TM) und f € C*>°(M).

Aufgrund von (1) héngt (VxY), fiir ein gegebenes Y € I'(T"M) nur von
X, ab. Die Abbildung T': I'(TM) x I'(TM) — I'(T'M),

T(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y]

heisst der Torsionstensor von V; T definiert ein (1,2)-Tensorfeld auf M
(vgl. Satz[10.7). Im Fall "= 0 nennt man V torsionsfrei.
Ist g eine riemannsche Metrik auf M, so heisst V riemannsch, falls

Z(9(X,Y)) =9(VzX,Y) +g(X,VzY)
fir alle X, Y, Z e I'(T'M).

13.5 Satz (Levi-Civita)
Fiir jede riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) existiert genau ein torsions-
freier und riemannscher linearer Zusammenhang auf T M .

Dieser lineare Zusammenhang, den wir mit D statt V bezeichnen, heisst
Levi-Civita- Zusammenhang von (M, g). Er ist durch die Koszul-Formel

29(DxY, Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(X, Z)) = Z(9(X,Y))
—g(X, [K Z]) —g(Y, [X7 Z]) +g(Z, [X7Y])

charakterisiert.

Im Folgenden sei F': N — M eine C*°-Abbildung. Wir bezeichnen den
Vektorraum der Vektorfelder lings F' mit I'(F*TM). Ein Element X €
['(F*T'M) ist also eine C*°-Abbildung X: N — TM mit X, := X(p) €

TMF(p) fir alle p € N.

Beispiele:
1. Fiw Zel'(TM)ist ZoF € I'(F*TM).
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2. Ist X € I(T'N), so definiert (FL.X)(p) := Fip X, = Fi X, € TMp(y, fiir
p € N ein Vektorfeld F,.X € I'(F*TM) langs F. Im Fall einer Kurve
c: I — M schreiben wir natiirlich ¢ oder dc/dt anstelle von ¢, (d/dt) €
T(¢*TM).

Ist ein linearer Zusammenhang V auf T'M gegeben, so erhilt man fiir jede
C>°-Abbildung F: N — M eine entsprechende kovariante Ableitung fiir
Vektorfelder langs F'. Der durch F' und V induzierte lineare Zusammenhang
lings F' ist die bilineare Abbildung

VI T(TN) x T(F*TM) - T(F*TM), (X,Y)~ VI(X,Y)=:VLkY,

die durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert ist:

(1) V?XY = fVvLiy,

(2) Vx(fY) = X(f)Y + fVRY,

(3) (VE(ZoF)) =Vrx,2

fir alle X e (TM), Y e I'(F*TM), f € C*°(N), Z € I'(TM) und p € N.
Ist V torsionsfrei, so gilt

T (X1, Xs) = VX, F. Xo — VA, F. X1 — F.[X1,X0] =0

fir alle X;, Xy € T'(T'N). Ist V riemannsch beziiglich der riemannschen
Metrik g auf M, so gilt

X(g(1,Y2)) = g(ViY1,Y2) + g(Vi Y1, V)

fir alle X € I'(T'N) und Y1,Yy € I'(F*TM). Ist V = D fir die rie-
mannsche Mannigfaltigkeit (M, g), so ist DY der entsprechende Levi-Civita-
Zusammenhang lings F. Im Folgenden schreiben wir meist einfach wieder
D statt DF.

Ein Vektorfeld Y € I'(¢*T'M) ldngs einer Kurve ¢: I — (M, g) heisst
parallel, falls Dg/q; Y = 0. Geoditische sind ebenfalls wie in Kapitel I erklért,
und auch die Formel fiir die erste Variation der Bogenlédnge lautet wie dort.

13.6 Definition
Eine Kurve c: I — (M, g) mit Dg/q ¢ = 0 heisst Geoddtische.

Es sei c¢: (—€,€) x [a,b] — M eine C*°-Variation von co: [a,b] —
M, cs(t) = c(s,t), mit Variationsvektorfeld Vi(t) := (dc¢/0s)(s,t) =
(9/05)|(s,1)-

13.7 Satz (erste Variationsformel)

Falls |¢o| = k # 0, so gilt

a4
ds 1s=0

b
2(e) = 1 (s0h )] = [ o0 Diyacco) ar ).
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Exponentialabbildung und Satz von Hopf-Rinow

Fiir jeden Vektor v € TM existiert genau eine auf einem maximalen
(moglicherweise unbeschrénkten) offenen Intervall 0 € (o, w,) C (—00, 00)
definierte Geodétische

Cy: (Q,wy) = M
mit ¢,(0) = v . Es gilt ¢, (t) = ¢4,(1), und die Menge Q :={v € TM : 1 < w,}
ist offen in T'M.
13.8 Definition (Exponentialabbildung)
Die (C*°-)Abbildung Q@ — M, v — ¢,(1), heisst Ezponentialabbildung von
M und wird mit exp bezeichnet. Fiir p € M setzt man €2, := QN TM, und

exp,, 1= exp|q, .
Das Differential (exp,)«0: T(€2p)o = TMp — TMey, 0) = T'M, ist die
Identitét auf T'M,: Fiir v € T'M, gilt

d d
(epr)*OU - a =0 epr(t’U) - a t:Oc

Mit dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit folgt die Existenz einer offenen
Umgebung V,, C €, von 0, so dass exp, |v,: V), — exp,(V;) =: U, ein
Diffeomorphismus ist. Fiir eine lineare Isometrie L: (T'M,, gp,) — (R™, (-,))
erhalt man sogenannte Normalkoordinaten

¢ = Lo (exp, v,)" ' Uy — L(V,) C R™
um p.

13.9 Lemma (Normalkoordinaten)
In Normalkoordinaten um p € M gilt g;;(p) = d;j, (99:;/0¢")(p) = 0 und
I‘fj(p) = 0 fiir alle 1, j, k.

13.10 Lemma (,,Gauss-Lemma*)

Es seiu € T'M,, und q := expp(u) sei definiert. Dann besitzt das Differential
Ty := (expy)su: T(TMy)y = TM, — TM, die folgende Eigenschaft: Sind
v,w € T'M,, und sind u,v linear abhingig, so gilt g,(T,v, Tyw) = gp(v, w).

13.11 Satz

Seip € M, und sei r > 0 hinreichend klein, so dass exp,, auf B(0,r) definiert

ist und exp,, |p(o,r): B(0,7) — exp,(B(0,r)) ein Diffeomorphismus ist.

(1) Istv € B(0,r) und ~: [a,b] — M eine stetige, stiickweise C'-Kurve von
p nach ¢,(1) = exp,(v), so gilt

L(v) = L(cvljo,1));
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Gleichheit tritt nur ein, wenn ~ eine Umparametrisierung von CU‘[O,l} ist.
Insbesondere gilt d(p, c,(1)) = L(cy|j0,1)) = |v]-
(2) Ist M zusammenhéingend, 0 < ¢ < r, und ist ¢ € M ein Punkt

ausserhalb von exp,(B(0,0)) =: K, so existiert ein ¢ € 0K mit
d(p,q) = d(p,q") + d(¢, q). Insbesondere ist K = B(p, o).

13.12 Satz (Hopf-Rinow 1932)
Sei (M, g) eine zusammenhéingende riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
sind die folgenden vier Eigenschaften dquivalent:

(1) Der metrische Raum (M, d) (s. Satz[13.3) ist vollsténdig.

(2) Es existiert ein p € M, so dass exp,, auf ganz T'M,, definiert ist.

(3) Fiir jeden Punkt p ist exp, auf ganz T'M, definiert.

(4) Jede abgeschlossene und beschréinkte Teilmenge von M ist kompakt.

Gilt eine (und somit jede) dieser Eigenschaften, so existiert fiir jedes Paar
von Punkten p,q € M eine Geodétische von p nach q der Léinge d(p,q).

Eine wollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine zusammen-
héngende riemannsche Mannigfaltigkeit mit den im Satz genannten Eigen-
schaften.
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14 Kriimmung

Wir noch ergénzt (Riemannscher Kriimmungstensor, Schnittkriimmung, ric,
scal, kovariante Ableitung von Tensorfeldern, 2. Bianchi-Identitét, Satz von
Schur und Einstein-Mannigfaltigkeiten, Kriimmungsbegriffe fiir Unterman-
nigfaltigkeiten, 2. Fundamentalform, Gauss-Gleichungen).
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15 Zweite Variation der Bogenlinge und Jacobi-
felder

Wird noch ergénzt (2. Variationsformel, Satz von Synge, Jacobifelder, Satz
von Bonnet-Myers, Indexform, konjugierte Punkte, Indexlemma, Vergleichs-

satz von Rauch und Folgerungen).
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16 Riemannsche Submersionen und Uberlagerun-
gen

Riemannsche Submersionen

16.1 Definition (riemannsche Submersion)

Seien (M, g), (M, g) riemannsche Mannigfaltigkeiten und 7: M — M eine
Submersion (d.h. m,: TM, — T My ist surjektiv fiir alle p € M). Dann
heisst 7 eine riemannsche Submersion, falls fiir alle p € M die Abbildung

7r*10|(ker7r*p)J- : (ker W*p)L — TMﬂ(p)

eine Isometrie ist.

16.2 Lemma

Sind M, M zusammenhéingende riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Di-
stanzfunktionen d bzw. d, und ist w: M — M eine riemannsche Submersion,
so gilt d(7(p), 7(q)) < d(p,q) fiir alle p,q € M.

16.3 Satz

Sei m: M — M eine surjektive Submersion und § eine riemannsche Metrik
auf M. Fiir alle p,q € M mit 7(p) = w(q) existiere eine Isometrie v €
Iso(M, g) mit y(p) = q und w o~ = 7. Dann gibt es genau eine riemannsche
Metrik auf M, so dass w: (M, g) — (M, g) eine riemannsche Submersion ist.

16.4 Satz
Sei w: M — M eine riemannsche Submersion.

(1) Sei ¢ eine Geodétische von M mit ¢(0) = =(p). Fiir jedes hinrei-
chend kleine € > 0 existiert ein eindeutig bestimmter horizontaler Lift
¢: (—e,€) = M von ¢ mit ¢(0) = p, und ¢ ist Geod:itische von M.

(2) Sei & eine Geodiitische von M mit horizontalem Anfangsvektor &(0).
Dann ist ¢ horizontal, und ¢ := 7 o ¢ ist Geodétische von M.

(3) Ist M vollstindig und M zusammenhéngend, so ist M vollstindig.

Riemannsche Uberlagerungen

16.5 Definition
Eine Uberlagerung 7: (M, g) — (M, g) mit 7*g = g heisst eine Riemannsche

Uberlagerunyg.

16.6 Lemma
Sei w: (M,g) — (M, g) eine lokale Isometrie, d.h. 7*g = g, und sei (M, g)
vollsténdig. Dann ist w eine riemannsche Uberlagerung.
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16.7 Satz (Hadamard 1898, Cartan 1926)

Sei (M, g) eine m-dimensionale, vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Schnittkriimmung sec < 0. Dann ist exp,: TM, — M eine Uberlage-
rung fiir alle p € M. Ist M zusétzlich einfach-zusammenhéngend, so ist M
diffeomorph zu R™.

Eine vollstidndige und einfach-zusammenhéngende riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Schnittkriimmung sec < 0 heisst eine Hadamard-Mannig-
faltigkeit.

16.8 Lemma
Seien F,G: M — M Iokale Isometrien, und sei M zusammenhéingend. Gilt
F(p) = G(p) und F., = G, fiir ein p € M, so ist F = G.

Beweis: Die Menge A := {q € M : F(q) = G(q) und F.; = G.,} ist nicht-
leer (da p € A) und abgeschlossen aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit
von F und G. Sei g € A. Da F und G lokale Isometrien sind, gilt

Foexp, = expp(g) oFiq = expg(q) 0G.q = G oexp,

in einer Umgebung von 0, € TMq und somit F' = G in einer Umgebung von
g. Damit ist A auch offen. Da M zusammenhiingend ist, folgt A = M, also
F = @G auf ganz M. O

Fiir k € R bezeichne M (m > 2) den m-dimensionalen (vollsténdigen,
einfach-zusammenhéngenden) Modellraum konstanter Schnittkriimmung x,

(5™, LgPh)  falls k> 0,
M =< (R™, geukh) falls k = 0,
(H™, %'ghyp) falls k < 0.

Weiter bezeichne

/K falls k > 0,

D, = diam M;" =
00 falls kK <0

den Durchmesser von M,".

16.9 Satz (Killing 1893, Hopf 1925)

Sei M eine m-dimensionale Raumform, d.h. eine vollstdndige riemannsche
Mannigfaltigkeit konstanter Schnittkriimmung sec = k € R. Dann existiert
eine frei und eigentlich diskontinuierlich operierende Gruppe von Isome-
trien T' C Iso(M]"), so dass M isometrisch zu M /T" ist. Ist M einfach-
zusammenhédngend, so ist M isometrisch zu M,!.
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Beispiele:

1.

Fiir die Standardsphire (S™, g°°") und I' = {id, —id} ist
(Sm,gSph)/F — (RPm,gell>

der reelle projektive Raum. Die kanonische (Quotienten-)Metrik g°!! auf
RP™ heisst elliptische Metrik. Fiir m gerade sind S™ und RP™ die
einzigen sphérischen Raumformen, s. Satz [16.10]

Die 3-Sphiire (53, g°P!) besitzt weitere Quotienten: Seien p, g € N teiler-
fremd. Dann ist

= {(21, 22) — (2™ 92, 292\ |n = 0,...,q — 1}

eine frei und eigentlich diskontinuierlich operierende Gruppe von Iso-
metrien von (53, ¢%P") C C2. Die Quotienten L(p,q) := S3/I" heissen
Linsenrdume.

Sei I" C Iso(R™, ge‘ﬂd) eine Gruppe von Translationen, die frei und ei-
gentlich diskontinuierlich auf R™ operiert. Dann existieren linear un-
abhéngige Vektoren vy, ..., v € R™ mit

D={z—z+>" zvl(z1,...,2) € ZF}

(Ubung), d.h. T ist isomorph zu ZF. Im Fall k = m ist (R™, g /T
ein flacher m-Torus, diffeomorph zu T™ = R™/Z™. Im Fall k < m ist
(R™, g®¥1) /T isometrisch zum Produkt (T* x R™* g x g®!) fiir einen
flachen k-Torus (T, g).

' C Iso(R™, g°®¥1) operiere frei und eigentlich diskontinuierlich mit kom-
paktem Quotienten. Dann hat die Gruppe der Translationen IV C T
endlichen Index in T', und man erhilt eine endliche Uberlagerung von
R™ /T durch den flachen Torus R™ /T (Satz von Bieberbach (1912)).
Jede kompakte Fliche vom Geschlecht g > 2 lasst sich als Quotient
(H?, g"P) /T realisieren. Die Konstruktion hiingt von 6g —6 Parametern
ab, der entsprechende Modulraum heisst Teichmdiillerraum.

Fiir Quotienten von (H™, g™P) mit m > 3 gilt der Starrheitssatz von
Mostow (1973): Sind H™/I" und H™/T” kompakt und I',I" isomorph,
dann sind H™/T" und H™ /T isometrisch.

16.10 Satz
Sei M eine Raumform mit Schnittkriimmung 1 und gerader Dimension m.

Dann ist M isometrisch zur Standardsphére S™ oder zum reellen projektiven
Raum RP™ = S™/{id, —id}.
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Beweis: Nach Satz ist M = S™/T fiir eine frei und eigentlich diskon-
tinuierlich operierende Gruppe I' C Iso(S™) = O(m + 1). Sei v € I'. Da
m+ 1 ungerade ist, besitzt v einen Eigenwert 1 oder —1. Im ersten Fall folgt
v =id, da I' fixpunktfrei operiert. Ist dagegen —1 der einzige reelle Eigen-
wert von 7, so ist 1 Eigenwert von 2, also 42 = id. Dann folgt v = —id:
Wiére v(v) # —v fir ein v € S™, so wére v(v) + v # 0 Eigenvektor zum
Eigenwert 1. Damit gilt I' = {id} oder I" = {id, —id}. O

Literatur: J. A. Wolf, Spaces of Constant Curvature, Publish or Perish,
1974.
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Anhang

A Mehrdimensionale Analysis

(Wird noch ergénzt.)

A.1 Satz (implizite Funktionen, surjektive Form)

Es sei W C R"™ offen, F € C*(W,R¥), p € W, F(p) = 0 und dF,, surjektiv.
Dann existieren offene Umgebungen U C R™™* x R¥ von (0,0) und V. C W
von p sowie ein C*°-Diffeomorphismus 1: U — V', so dass ¢(0,0) = p und

(Foy)(z,y) =y
fiir alle (z,y) € U (kanonische Projektion).

A.2 Satz (implizite Funktionen, injektive Form)

Es sei U C R™ offen, f € C*(U,R"), 0 € U, f(0) = p und dfy injektiv.
Dann existieren offene Umgebungen V. C R™ von p und W C U x R"™"™ von
(0,0) sowie ein C*°-Diffeomorphismus ¢: V — W, so dass ¢(p) = (0,0) und

(po f)x) = (2,0)

fiir alle (x,0) € W (kanonische Inklusion).
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B Grundbegriffe der Topologie

Literatur: Jedes Buch iiber mengentheoretische (allgemeine) Topologie. Be-
sonders empfehlenswert: K. Jédnich, Topologie, Springer Lehrbuch.

B.1 Definition (Topologie, topologischer Raum)

Sei M eine Menge. Eine Topologie auf M ist ein System von Teilmengen von
M, offene Mengen genannt, mit folgenden Eigenschaften:

(1) @ und M sind offen,

(2) die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen,

(3) der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.

Durch die Wahl einer Topologie auf M wird M zu einem topologischen Raum.

Beispiele:

1. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Beziiglich der durch d induzierten To-
pologie ist U C M offen genau dann, wenn es fiir alle p € U ein r > 0
gibt mit B(p,r) = {q € M| d(p,q) <r} CU.

2. Die iibliche Topologie auf R™ ist induziert durch die Standardmetrik
d(z,y) = |z —yl.

3. Die triviale Topologie auf einer Menge M besteht nur aus () und M, die
diskrete Topologie aus sdmtlichen Teilmengen von M.

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes M heisst abgeschlossen,
falls M \ A offen ist; @ und M sind also offen und abgeschlossen. Eine Ab-
bildung f: M — N zwischen zwei topologischen Réumen ist stetig, falls
f~H(V) C M offen ist fiir jede offene Menge V C N. Die Abbildung f heisst
ein Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und f, f~! beide stetig sind.

B.2 Definition (induzierte Topologie)

Sei N ein topologischer Raum und M C N. Die induzierte Topologie oder
Teilraumtopologie auf M besteht aus allen Mengen U C M der Gestalt
U=MnNYV mit V offen in N.

B.3 Definition (Kompaktheit)
Ein topologischer Raum M heisst kompakt, falls jede offene Uberdeckung
von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. D.h.: Ist |J ey Ua = M fiir
offene Mengen U, C M und eine Indexmenge A, so existiert eine endliche
Menge B C A mit UpgcpUs = M.

Ist M kompakt und f: M — N stetig, so ist f(M) ein kompakter Teil-
raum von N. Ist M kompakt und A abgeschlossen in M, so ist A ein kom-
pakter Teilraum von M.
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FEine Menge U C M heisst Umgebung eines Punktes p € M, falls es eine
offene Menge V gibt mit pe V C U.

B.4 Definition (Hausdorffraum)
Ein topologischer Raum M heisst Hausdorffraum oder hausdorffsch, falls zu
je zwei verschiedenen Punkten in M disjunkte Umgebungen existieren.

Jeder metrische Raum (mit der von der Metrik induzierten Topologie)
ist hausdorffsch.

B.5 Lemma
Ist M ein Hausdorffraum und A C M ein kompakter Teilraum, dann ist A
abgeschlossen in M.

Daraus folgt leicht, dass jede stetige bijektive Abbildung f: M — N von
einem kompakten Raum M auf einen Hausdorffraum NV ein Homdomorphis-
mus ist.

B.6 Definition (Basis, Subbasis)

Sei M ein topologischer Raum. Ein System B von offenen Mengen heisst

(a) eine Basis der Topologie, wenn jede offene Menge Vereinigung von Men-
gen aus B ist,

(b) eine Subbasis der Topologie, wenn jede offene Menge Vereinigung von
endlichen Durchschnitten von Mengen aus B ist.

Beispiele:
1. Die Menge aller offenen Bélle bildet eine Basis der Topologie eines me-
trischen Raumes.

2. Die Menge aller B(z,r) mit z € Q" und r € Q, r > 0 ist eine abzéhlbare
Basis der tiblichen Topologie auf R™.

B.7 Definition (Produkttopologie)

Seien M, N zwei topologische Raume. Die Produkttopologie auf M x N ist
diejenige Topologie, fiir die die Mengen der Gestalt U x V C M x N mit U
offen in M und V offen in N eine Basis bilden.

B.8 Definition (Quotiententopologie)

Sei M ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und
7: M — M/ ~ die kanonische Projektion auf den Raum der Aquivalenz-
klassen. Die Quotiententopologie auf M/~ besteht aus allen Mengen V' C
M/ ~, fiir die 7=1(V) offen in M ist.

Ein topologischer Raum M heisst

(a) zusammenhingend, falls ) und M die einzigen in M gleichzeitig offenen
und abgeschlossenen Mengen sind,
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(b) wegzusammenhdngend, falls zu je zwei Punkten p,q € M ein Weg
(d.h. eine stetige Kurve) in M von p nach q existiert,

(c) lokal wegzusammenhdngend, falls jeder Punkt p € M eine (beziiglich der
induzierten Topologie) wegzusammenhiingende Umgebung besitzt.
Jeder wegzusammenhingende Raum ist auch zusammenh&ngend. Der

Teilraum {(z,sin(1/x))| z € R, x > 0} U {(0,9)| y € [-1,1]} von R? ist zu-

sammenhéngend, aber nicht wegzusammenhé&ngend.

B.9 Lemma
Ist M zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend, so ist M weg-

zusammenhédngend.
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C Multilineare Algebra

Es seien V,Vi,...,V,, und W Vektorrdume (iiber R). Wir bezeichnen mit
L(V;W) den Vektorraum der linearen Abbildungen von V nach W. Eine
Abbildung

fVix...xV,=>W

heisst multilinear oder n-linear, falls fiir jedes i € {1,...,n} und fiir feste
vj € Vj, j # 1, die Abbildung
v f(U1, . Vi1, Uy Vi1, -« 5 Un)

von V; nach W linear ist. Es bezeichne L(Vi,...,V,; W) den Vektorraum
aller solchen n-linearen Abbildungen.

C.1 Satz (Tensorprodukt)

ZuVy, ..., V, existieren ein bis auf lineare Isomorphie eindeutig bestimmter
Vektorraum T und eine n-lineare Abbildung 7 € L(Vi,...,V,;T), so dass
es fiir jede n-lineare Abbildung f € L(Vi,...,V,; W) in einen Vektorraum
W genau eine lineare Abbildung g € L(T; W) mit f = go T gibt.

Der Vektorraum

heisst dann das Tensorprodukt von Vi,...,V, mit Tensorabbildung 7. Man
schreibt

V] Q... Q@ vy :=T(V1,...,0p).

Die durch den Satz gegebene eindeutige Zuordnung f +— g ist ein linearer
Isomorphismus

LV, ..,V W) 2LV ®...Q Vy,; W).
Fiir jede Permutation o von {1,...,n} existiert ein Isomorphismus
Vi®@...@Vh2V,)®...0 Vom,
wobei v1 ® ... ® vy auf v,(1) @ ... ® vy(,) abgebildet wird. Fiir m < n ist
NR..0V)® (Vi1 ®...0V,) 2V ®...0 V.

Fiir jeden Vektorraum V ist die skalare Multplikation eine bilineare Abbil-
dung von R x V nach V; dies induziert den Isomorphismus

RV =V,
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wobei a ® v auf av abgebildet wird. Ist V' = V; @ V5 (direkte Summe), so ist
Vew=VieW)s (VaeW).

Die Konstruktion des Tensorprodukts ist natiirlich in folgendem Sinn: Sind
lineare Abbildungen f;: V; — Vj’ gegeben, j = 1,...,n, so gibt es genau
eine lineare Abbildung f1 ® ... @ f,: V1 ®... @V, = V/®...® V! mit

(fl@---@fn)(vl®---®vn):fl(vl)®---®fn(vn)

firvyeV,j=1,...,n

Wir nehmen jetzt an, die Vektorrdume V,Vi,...,V, seien endlich-
dimensional. Ist B; eine Basis von V}, j = 1,...,n, so bilden die b1 ®...®by,,
bj € Bj, eine Basis von V; ® ... ® V,,. Insbesondere ist

dim(V; ® ... ®@V,) = dim(17) - - - dim(V},).

Wir bezeichnen mit V* := L(V;R) den Dualraum von V. Die Abbildung
v o e (V9* 0(N) := A(v), ist ein kanonischer Isomorphismus V' = V**,
Ist \; € Vj*,j: 1,...,n,s0kann A\ ®...® A\, € VJ*®...® V" auch als das
oben erklarte Tensorprodukt

M. MM VI®...0V, 2 R®...QR=R

der linearen Abbildungen A;: V; — R aufgefasst werden; dies gibt einen
Isomorphismus

We..eVy=2We...eV,)"
Es gilt
M®...0 )W ®...00v,) = A (v1) - An(vn).

Ein (r, s)-Tensor iiber V ist ein Element von

T,s(V)=V®..VeV'®... V"

~~

2(V'®..VeVe...eV)"
2{T: V' x..xV*xVx...xV = R:Tist (r+ s)-linear}.

Es gilt dim(7}.5(V)) = dim(V )H'S Tio(V) =V, Tp1(V) = V*, und man
setzt noch Ty o(V) := R. Ist (e1,...,en) eine Basis von V und (e},...,€em)
die duale Basis von V*, €!(ej) = §¢%, so besitzt T € T, 5(V) eine Darstellung

m
T = > T/ e, @...®ej, @ ®...@c"

JLyeensJrstyeests=1
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mit Komponenten Tijll".'_'i? eR.

Im Folgenden identifizieren wir 7p (V) mit dem Vektorraum
L(V,...,V;R) der s-linearen Abbildungen A: V x ... x V. — R. Fir
AeTy(V)und B € To(V) ist A® B € Tp s4++(V) dann gegeben durch

AR B (v1,...,054¢) = A(v1, ..., 05) B(Vst1, -+ -5 Vstt),
UVl Usyt € V.

C.2 Satz (alternierender (0, s)-Tensor)
Fiir A € Ty (V') sind die folgenden vier Eigenschaften dquivalent:

(1) A ist alternierend, d.h. A(vy,...,vs) = 0 falls v; = v; fiir zwei Indizes
i,

(2) A ist schief-symmetrisch, d.h. A(v;(1,...,v.)) = —A(v1,...,vs) fiir
jede Transposition T von {1, ..., s},

(3) A(vi,...,vs) =0 fiir linear abhéngige vy, ... ,vs.
(4) A(wr,...,ws) = det(aé)A(Ul, o) fallswy =307 aévi, j=1,...,s.

Wir bezeichnen den Vektorraum der alternierenden (0, s)-Tensoren iiber
V mit Ag(V*) und setzen Ag(V*) := R. Wegen (3) gilt As(V*) = {0} fiir
s >m =dim(V).

Man definiert eine lineare Projektion Alt: Ty s(V)) — Ag(V*) C To (V)
durch 1

Alt(A)(vb B! US) = ; Z Sgn(a) A(”J(l)? s 7“0(5))7
O'ESS

wobei {iber die s! Permutationen von {1,...,s} summiert wird. Ist A €
To,s(V) und B € Ty (V), so gilt

ALt(Alt(A) ® B) = Alt(A ® B) = Alt(A ® Alt(B)) € Agpr (V).

C.3 Definition (dusseres Produkt)
Fir A € A;(V*), B € A(V*) ist das dussere Produkt oder Dachprodukt
ANB € Ag14(V*) definiert durch

(s+1)!

AANB:=
sl

Alt(A ® B)
Es gilt also

A/\B(v17"'avs+t)

1
= ﬁ Z SgD(U) A(Ua'(l); e 7/1)0'(8)) B(UO'(s—l-l)) ey UO'(S+t))‘
" 0€Ssyt
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Sind beispielsweise A\, u € V* = A1 (V*), so ist
A g (0, w) = M) () — A(w)p(v).
Die Abbildung A: Ag(V*) x Ay(V*) — Ag4 (V™) ist bilinear, und es gilt
BANA=(-1)"ANB.

Insbesondere ist ANA = 0 fiir A € As(V*) und s ungerade. Sind A € Az(V*),
B e A(V*), C € Ay (V*), so folgt

t !
(ANB)AC = WAM(A®B®C) — AN(BAC).
stt!u!
Sei {e1,...,en} eine Basis von V und {e!, ..., "} die dazu duale Basis von

V¥ Firl<ip <...<ig<mund 1 <j,...,js <m gilt dann

(Eil AN Gis)(ejl, .. '7€js)
= S!Alt(eil X...Q Eis)(ejl, ce ,ejs)

- Z sgn(o) 52;(1) e 53’2(5)

gESs
_ Jsen(o) falls 0 € Ss sodass (jg(1)s -« -5 Jos)) = (1,5 1s),
0 falls {jl,...,js}#{il,...,is}.
Die Menge

{ETA ANE 1< <. <ig<m}

bildet eine Basis von Ay(V*), insbesondere ist dim(Ag(V*)) = ().

S
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