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1 Einfithrung

Matrixfunktionen vereinen verschiedene Gebiete der Mathematik, wie Lineare Algebra,
Analysis, Approximationstheorie und Numerik. Vor allem ist nicht nur der theoretische
Betrachtungspunkt sehr interessant, sondern auch die numerische Umsetzung.

Der Grundstein der Matrixfunktionen legte Cayley mit der Analyse der Wurzelfunktion
in seiner Arbeit ,A Memoir on the Theory of Matrices* (1858). Danach dauerte es nicht
lange bis f(A) fiir beliebige f vorgeschlagen und dessen weiten Nutzen erkannt wurde.
Eine neue Bedeutung erhielten Matrixfunktionen im 20. Jahrhundert, wo Computer das
Feld der numerischen Mathematik ertffneten. Verschiedene Artikel erschienen zu dieser
Thematik, jedoch wurde mit Higham’s ,,Functions of Matrices - Theory and Computa-
tion®“ (2008) [12] erstmals ein Werk geschaffen, das eine aktuelle und zusammenfassende
Ubersicht gibt. Die folgenden Ausfithrungen halten sich mehrheitlich an dieses Buch, wel-
ches wir fiir interessierte Leser nur empfehlen kénnen.

Durch den grossen Erfolg von lizenzfreien wissenschaftlichen Programmen wie R oder
Octave hat sich das Interesse fiir Matrixfunktionen noch ausgeweitet. Denn leistungsstar-
ke Computer und der freie Zugang zu solchen Programmen ermdéglicht es immer mehr
Individuen, komplexe Algorithmen im Privaten oder in der Wirtschaft zu verwenden, oh-
ne teure Lizenzen und Supercomputer zu erwerben. Diese Nachfrage hat uns veranlasst,
die im Rahmen dieser Arbeit behandelten Algorithmen in R zu implementieren und zur
Verfiigung zu stellen.

Die Arbeit wird wie folgt ablaufen:

Zuerst setzen wir uns mit Matrixfunktionen im Allgemeinen auseinander und erarbei-
ten uns einige Grundlagen. Danach legen wir den Fokus auf die Exponentialfunktion,
wobei wir zuerst die mathematischen Uberlegungen erarbeiten und dann zwei Algorith-
men untersuchen und miteinander vergleichen. Zum Abschluss der Exponentialfunktion
beschéftigen wir uns noch mit der Exponentialkonditionszahl, welche wir ebenfalls durch
einen Algorithmus schédtzen mochten. Schliesslich wechseln wir zur Logarithmusfunktion
iiber, wobei wir die Analysestruktur mehr oder weniger {ibernehmen. Die zugehorigen
numerischen Tests der implementierten Algorithmen als auch die R-Implementierungen
findet man im Appendix.



2 Grundlagen

Unter dem Begriff ,,Matrixfunktionen* kann man verschiedene Klassen von Funktionen
verstehen. Hier einige Beispiele:

e Skalare Funktionen auf die einzelnen Komponenten der Matrix anwenden, also zum
Beispiel exp(A) := (exp a;5).

e Funktionen von Matrizen, die skalare Ergebnisse ergeben, wie zum Beispiel die De-
terminantenfunktion.

e Funktionen von Skalaren, die Matrizen als Ergebnisse liefern, wie zum Beispiel
f(t) =tAmit Ae C"™" und ¢t € C.

Diese Arbeit handelt von einer weiteren Klasse, bei welcher man eine skalare Funktion
f verwendet und eine Matrix A € C™*™ einsetzt und f(A) € C"*™ berechnet. In diesem
Sinne ist dies eine Verallgemeinerung einer skalaren Funktion f(z), z € C.

Es ist offensichtlich, dass wenn f(¢) eine rationale Funktion ist, dass man f(A) durch
Substituieren von ¢ durch A erhilt. Hierbei wird die Division durch eine Matrixinversion
(sofern die Matrix invertiert werden kann) und die 1 durch die Einheitsmatrix I ersetzt.

1+
t) =
fi) =1
Hier bezeichne A(A) das Spektrum von A. Man bemerke, dass rationale Funktionen einer
Matrix kommutieren und daher kénnen wir auch f(A) = (I + A?)(I — A)~' schreiben.
Wenn f eine Darstellung als konvergente Potenzreihe hat, so konnen wir wieder durch
substituieren f(A) berechnen:

f(A) =T —A) I+ A% wenn 1¢&A(A).

2
log(14t)=t— = 4 — — 4. .. 1
og(l+1t)=t 513 PRRIRERE t| <
A2 A oAt
10g<I+A):t—7+?—Z+..., p(A) <1

Hier bezeichne p den Spektralradius.

Als Nachstes mochten wir diese Erkenntnisse formalisieren und Matrixfunktionen fiir ein
beliebiges f definieren.

2.1 Definition von f(A)

Es gibt verschiedene, im Wesentlichen dquivalente Definitionen von f(A), aber wir werden
uns auf eine beschranken und weitere nur am Rande erwidhnen. Fiir unsere Definition
benoétigen wir die Jordansche Normalform, die ein Standardresultat der Linearen Algebra
ist.



Satz 2.1
Sei A € C™" dann ist die Jordansche Normalform von A die Matriz J, sodass:

ZYAZ = J = diag(J1, Ja, ..., J)

Dabei sind Jy, quadratische Matrizblocke der Form:

A 1
Jp = Ak € Cmexmk
S
Ak
Hier sind My, ...,\s die Eigenwerte von A und es gilt my; + mg + --- + m, = n. Die

Jordansche Normalform J ist bis auf die Reihenfolge der Blocke Jy. eindeutig, jedoch ist
die invertierbare Matrixz Z nicht eindeutig. Weiter sei n; die Grosse des grossten Blockes,
i welchem \; erscheint.

Um f auf A ohne Probleme anwenden zu kénnen, benttigen wir noch folgende Definition.

Definition 2.2
Die Funktion f ist auf dem Spektrum von A definiert, wenn die folgenden Werte existieren:

f(j)()\i)’ j=0:m; — 1, 1=1:s

WARNUNG: Es ist sehr wichtig, dass allenfalls auch die Ableitungen von f auf dem Spektrum
definiert sind.

Mit diesen Grundlagen kénnen wir nun f(A) ganz formal definieren.

Definition 2.3 (Matrixfunktion via Jordansche Normalform)
Sei f auf dem Spektrum von A € C™*" definiert und sei die Jordansche Normalform J
von A wie in Satz 2.1 gegeben. Dann ist

F(A) = Z§(J) 27" = Z ding(f(Ji)) 2"

wobei
FOw) fw) e e
f(Jk) = fw) E
(M)
(%)

Hat die skalare Funktion f mehrere Zweige (Bsp. log,\/*), so nehmen wir konsequent
denselben Zweig fiir alle Jordanblocke.



Um uns dies genauer aufzuzeigen, betrachte man folgendes Beispiel:

-GG e

Somit erhalten wir:

exp(A) (1 3) (e—l 0 > <1 3)‘1 N ( 0.735759 0.551819)

2 4 0 e ') \2 4 —1.471518 1.103638
Als néchstes mochten wir noch erldutern, wie man die Definition 2.3 durch die Taylorreihe-
Darstellung erhélt, welche wir in der Einfiilhrung erwédhnt haben. Wir schreiben J;, =
Ml + N € C™*™k_Hier ist N}, iiberall Null, ausser einer Superdiagonalen mit Einsen.
Durch Potenzieren von N; wandert die Superdiagonale diagonal in die rechte obere Ecke

bis sie verschwindet und es gilt N;"* = 0 - die Matrix ist also nilpotent. Man betrachte
das folgende Beispiel mit m; = 3:

010 00 1 000
Ne=[0 0 1|N=[000|N=[00 0
000 000 000

Nun nehmen wir an, dass f eine Darstellung als konvergente Taylorreihe hat:

(4) — )
4 ()\k);‘f Ay

f@) = fA) + /)t =) +-

Durch Ersetzen von t durch J, € C"*™ erhalten wir eine endliche Reihe, da die N
verschwinden: '
f(J)()\k)N]:"kfl

FUR) = FOWT+ F )N+ 4 ===y

Da die Ny durch solche Superdiagonalen beschrieben werden, kann man die Definition 2.3
direkt ablesen.

Alternative Definitionen gehen iiber Hermitesche Interpolation oder iiber das Cauchy In-
tegral, wobei man aber zeigen kann, dass all diese Definitionen im Wesentlichen dquivalent
sind. Fiir diesen Beweis als auch eine etwas ausfiihrlichere Einfithrung in die Matrixfunk-
tionen verweisen wir auf [12], worauf auch dieses Kapitel basiert.

Matrixfunktionen dienen auch um nichtlineare Matrixgleichungen zu losen, wie zum Bei-
spiel g(X) = A. Im Falle von X? = A oder e¥ = A miissen wir etwas unterscheiden,
was Losungen der Gleichungen sind und was das Ergebnis der Matrixfunktion ist. Jede
Matrix X, die eine solche Gleichung erfiillt, ist offensichtlich eine Lésung. Wenden wir
die Matrixfunktion f (wobei f = ¢g~') im Sinne der Definition 2.3 auf A an, so erhalten
wir ebenfalls eine Losung - wir nennen dieses f die Hauptmatrixfunktion. Jedoch gibt
es manchmal Losungsmatrizen X, welche man nicht durch die Hauptmatrixfunktion f
erhélt, aber welche trotzdem Losungen der Matrixgleichung sind. Solche X sind Beispiele



von Nichthauptmatrixfunktionen, welches wir am folgenden Beispiel erlautern méchten.
Nehmen wir an, wir mochten die Wurzel der Einheitsmatrix I finden:

()

Die Matrix ist bereits in der Jordansche Normalform und mit f = v/¢ und der Definition
2.3 erhalten wir direkt [ und —I als Losungen. Wenn wir nun fiir jeden Block beliebige
Zweige der Wurzelfunktion verwenden, so erhélt man noch weitere Wurzeln von I:

() G 5)

Wir haben dabei fiir die beiden Eigenwerte 1 jeweils verschiedene Wurzelzweige berechnet
und dabei Resultate der Nichthauptmatrixfunktionen erhalten. In dieser Arbeit werden
wir uns jedoch ausschliesslich mit Hauptmatrixfunktionen beschéftigen.

2.2 Polynomiale Auswertungen

Da Approximationen immer auf Polynomen basieren, ist es niitzlich kurz zu untersu-
chen, wie wir Polynome mit einer Matrix als Variable geschickt berechnen koénnen. Da
eine Matrixmultiplikation (kurz M genannt) zweier n x n Matrizen sehr teuer ist (2n®
Flops=Maschinen-Rechenoperationen), muss man etwas mehr aufpassen als bei einer ska-
laren Polynomauswertung.

Im Folgenden bezeichne X eine reelle oder komplexe n x n Matrix und p,, ein Polynom
der Ordnung m mit folgender Darstellung:

k=0

2.2.1 Horner’s Methode

Bei dieser Methode beginnt man bei b,,X + b,,_1, multipliziert jeweils ein X hinzu und
addiert den néchsten Koeffizienten, bis man bei by angelangt ist.

(b X + b)) X + by 2) X +byp3) X + ...

Algorithmus 2.4

Spm—1 = by, X + b1 1

:fork=m—-—2to0do
Sk = X Sky1 + bl

end for

D Pm = S()

Gl Wy

Die Kosten belaufen sich auf (m — 1)M. Diese Methode hat den grossen Nachteil, dass
man die Ordnung des Polynoms bereits zu Beginn benétigt. Gerade bei Approximationen
mit Potenzreihen ist dies jedoch haufig nicht der Fall.

8



2.2.2 Explizite Potenzierung

Im Vergleich zur Horner’s Methode wird hier gerade umgekehrt vorgegangen. Man beginnt
bei der kleinsten Potenz und addiert die néichst Héhere hinzu, welche man jeweils durch
eine Matrixmultiplikation erhélt.

(o] + b1 X) + by X X) + b3 X2X) +...)

Algorithmus 2.5

. P=X

. S — b()[ + le

. for k=2 tom do
P=PX
S=S5+bP

end for

D P =S5

Auch hier sind die Kosten (m — 1)M.

2.2.3 Paterson & Stockmeyer Methode

Hier wird eine spezielle Darstellung des Polynoms p,,, ausgeniitzt:

pm(X) =) Bp- (X" r=|m/s]
k=0
wobei s eine natiirliche Zahl ist und die By wie folgt definiert sind:

B, — bsk-{—s—lXSil +"'+bsk+1X+bskjv k=0:r—1
k mem_sr+"'+bsr+lX+bsrj7 k:r

Nachdem man die Potenzen X?2,..., X* berechnet hat, wertet man das Polynom mit
Horner’s Methode aus. Die beiden Extrembeispiele s = 1 resp. s = m fithren wieder auf
die beiden Algorithmen 2.4 resp. 2.5 zuriick. Man betrachte folgendes Beispiel:

P = bl (X3)? + (b5 X2+ by X + bs]) X3 + (0 X2 + by X + bol)
b o Bo

Um die X? und X3 zu berechnen, benétigen wir 2. Danach werten wir ein Polynom 2.
Grades aus, was nochmals ein M kostet, also haben wir total 3M benotigt. Im Vergleich
bendétigen die Algorithmen 2.4 und 2.5 total 5M.

Allgemein gilt fiir die Kosten hier:

1 durch s teilbar ist
(547 —1— f(s,m))M, f(s,m):{ wenn m durch s teilbar is

0 sonst



Mit dieser Methode benétigt man zum Beispiel fiir pig mit (s = r = 4) lediglich 6 M, wobei
die beiden anderen Algorithmen Kosten von 15M aufweisen. Die einzigen Nachteile sind,
dass man einerseits (s + 2)n? Elemente speichern muss, andererseits muss auch hier der
Grad des Polynoms bereits im Voraus bekannt sein.

2.2.4 Rundungsfehler

Schliesslich méchten wir kurz die Rundungsfehler untersuchen. In diesem Abschnitt sind
der Absolutwert und Ungleichungen fiir Matrizen komponentenweise festgelegt und das
Maximum sei das maximale Element der Matrix, also max{a;;}. Weiter setzen wir 7, =
cnu/(1 — cnu), wobei u die Maschinengenauigkeit bezeichnet und ¢ eine kleine positive
ganze Zahl ist.

Satz 2.6
Fiir das Polynom p,,, welches durch eine der vorgestellten drei Methoden berechnet wurde,
qgilt:
!pm - ﬁm’ < &mnﬁm(’X‘)
Wobei prm(X) = Y00, k| X*. Somit gilt max(|pm — Pm|) < FmnDPm(max(|X])).

Obwohl die Schranke des Satzes grossziigig abgeschétzt wurde, ist die Aussage klar: Run-
dungsfehler konnen im berechneten Resultat relativ grosse Fehler verursachen.

10



2.3 Die Padé-Approximation

Fiir eine gegebene Funktion f(z) ist die rationale Funktion rg,, = prm()/qrm(z) eine
[k/m] Padé-Approzimation fir f, falls:

® D ein Polynom k-ten Grades ist

® (i ein Polynom m-ten Grades ist

e ¢m(0) =1
o f() — rpm = O(zF+m+L)

Fiir gegebene f, k und m kann es sein, dass die Padé-Approximation nicht existiert
- aber falls diese existiert, ist diese eindeutig [12, Kap. 4.4.2]. Fiir einige f wurde die
Existenz von ry, fiir alle k£ und m bewiesen. Fiir eine detailliertere Einfithrung in die
Padé-Approximation verweisen wir auf Baker’s , Essentials of Padé Approximants“ [13].
Die vierte Bedingung zeigt, dass 7y, die ersten k +m + 1 Terme der Taylorentwicklung
reproduziert. Es ist auch ersichtlich, dass ryy gerade der abgebrochenen Taylorentwicklung
entspricht.
Die Kettenbruchentwicklung und die Padé-Approximation stehen direkt im Zusammen-
hang:

a1r
by + —

b2+b3+.4.

f(l’) == b() +

Durch diese Darstellung erhélt man nun leicht die Padé-Approximation. Sind alle by =

by = --- =1 und alle a; ungleich Null, so sind Kettenbriiche
a,x
Tm(Z) = Ty = 1 + !
1+ 5 e
+1+-~-+ 92m—27
B

die [0/0], [1/0],[1/1],[2/1] ... Padé-Approximationen von f.

Man wird sich fragen, was der Vorteil dieser Approximation ist im Vergleich zur Tay-
lorentwicklung. Die Padé-Approximation konvergiert schneller als die Taylorreihe, ist da-
her akkurater und hat tiefere Kosten fiir die Auswertung. Des Weiteren ist die Padé-
Approximation nahe bei 0 sehr akkurat und im Allgemeinen eine gut entwickelte Theorie.




Beispiel

1. Als erstes Beispiel betrachte man die Exponentialfunktion, die wir spéter noch verwen-
den werden. Diese wurde bereits sehr gut analysiert und man kennt die Approximation
fiir alle £ und m:

k k

k+m—j Nk 27 (k4+m—j)m! (—z)’
T Gm = m— ) 4l
— (k+m)!(k —j)! j! — (k+m)i(m—j)! j!

Man bemerke die Relation py,(z) = @em(—x), welche die Eigenschaft 1/e* = e™* wieder-
spiegelt. Dass dies die Bedingungen fiir eine Padé-Approximation erfiillt, ist direkt vom
Fehlerterm ablesbar:

k!m)!
(k+m)l(k+m+1)!

Die Herleitung der letzten beiden Formeln sind in Gautschi’s ,,Numerical Analysis: An
Introduction® [5] zu finden.

k+m—+1 + O(xk+m+2)

e’ — rgm = (—1)™

Hier noch die Liste der Koeffizienten b; von p,(z) = >0 bix":

m | b,mitei=0:m

[120,60,12,1]

[30240, 15120, 3360, 420, 30,1]

[17297280, 8648640, 1995840, 277200, 25200, 1512, 56, 1]
[17643225600, 8821612800, 2075673600, 302702400, 30270240,
2162160, 110880, 3960, 90,1]

13 | [64764752532480000,32382376266240000,7771770303897600,
1187353796428800, 129060195264000,10559470521600,
670442572800, 33522128640, 1323241920,
40840800,960960,16380, 182,1]

2. Als weiteres Beispiel betrachte man die Logarithmus-Funktion. Die elegante Darstellung
der Exponentialfunktion findet man hier leider nicht wieder.
Trotzdem kennt man die Approximationsfunktion r,, sehr genau, zwar sind die Koeffizi-
enten der beiden Polynome p,,, ¢,, nicht elegant in einer geschlossenen Form beschreibar,
jedoch gilt dies fiir die Koeffizienten des Kettenbruchs:

CL1:]_, ag; :;7 CLQ’—|-1:;-7
22— 1) 925 4+ 1)

Dieser Kettenbruch kann man in eine Partialbruchreihe der folgenden Form zerlegen:

O ~J Ot W

i=1,2,...

m (m)
o x
rm(z) =) —

= 1+ Bj( 'z
wobei a ) die Gewichte und ﬁ ™) die Knoten der m-Punkte Regel auf [0, 1] sind. Diese sind
reell, Wle die Gauss’sche Quadratur Theorie aufzeigt. Algorithmen, um diese Gewichte und
Knoten zu berechnen, findet man in [3],[4], [6] und [16]. In der folgenden Tabelle sind die
Koeffizienten, wie wir diese in Matlab berechnet haben und spéter auch noch verwenden
werden:

12



af fir j=1:m

2.4647 , 0.88889 , 0.31306

2.505, .98807, 0.48668, 0.1869

2.5253 ,1.037 ,0.56889 ,0.31111

2.537, 1.0649,0.61456,0.37777,0.21717,0.088656
2.5443,1.0822,0.64264,0.41796,0.2716,0.16061,0.066433

N O Otk w3

/B fiir j=1:m

8.873, 2, 1.127

14.403 ,3.0302 ,1.4926 ,1.0746
91.317,4.3334,2,1.3 ,1.0492
29.616,5.9034,2.6268,1.6147,1.2039,1.0349
39.299.7.7379,3.3661,2,1.4226,1.1484,1.0261

N O Otk w3

Schliesslich méchten wir auch hier noch die Koeffizienten der Padé-Approximation r,, =
Pm/qm der Vollsténdigkeit halber angeben:

m | b; von p,, mit i =0:m
3 1[0, 60, 60, 11]
4 | [0, 420, 630, 260, 25]
5 | [0, 7560, 15120, 9870, 2310, 137]
6 | [0, 9240, 23100, 20720, 7980, 1218, 49|
7 | [0, 240240,720720,823900,446600,115668,12488,363]
m | b; von ¢, mit i =0:m
3 | [60, 90, 36, 3]
4 | [420, 840, 540, 120, 6]
5 | [7560, 18900, 16800, 6300, 900, 30]
6 | [9240, 27720, 31500, 16800, 4200, 420, 10]
7 | [240240,840840,1164240,808500,294000,52920,3920,70]

13



3 Matrixexponential

3.1 Einfiihrung

Das Exponential einer Matrix ist wohl eine der meist untersuchten Matrixfunktionen.
Viele mathematische Modelle in allen Wissenschaftssparten benétigen lineare gewohnliche
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten der folgenden Form:

z(t) = Ax(t)
z(0) =z

Hier stellt A eine reelle oder komplexe n x n Matrix dar und z(0) setzt die Anfangsbe-
dingungen. Die Losung dieses Gleichungssystems wird durch z(t) = e'4zy gegeben, wobei
e!4 formal durch die Taylorentwicklung definiert wird:

1A = (tA)'
e —ZT

1=0

Leider gelten dabei nicht alle Gesetze der skalaren Funktion:

Satz 3.1
Sei A, B € C™". Dann ist e 4Bt = eAleBl fir qlle t genau dann, wenn AB = BA ist.

Beweis

Wenn AB = BA ist, so kommutieren alle Terme in der Potenzreihe und das Gesetz
gilt wegen den skalaren Eigenschaften der Exponentialfunktion. Gilt e(ATB)? = eAteBt 5o
kénnen wir die Koeffizienten von #? vergleichen und wir sehen, dass (AB + BA)/2 = AB

ist, sodass die Kommutativitat direkt folgt. 0

Es ist offensichtlich, dass ein Computer eine unendliche Reihe als Formel nicht verwenden
kann. Daher gibt es fiir die Berechnung von e? verschiedene Methoden, sowohl abhingig
von der Form der Matrix und als auch ob man lediglich e, e fiir einen fixen Vektor
v oder auch e fiir verschiedene Werte von t berechnen méchte. Fiir eine Ubersicht
moglicher Methoden verweisen wir den interessierten Leser auf ,Nineteen Dubious Ways
to Compute the Exponential of a Matrix* [14].

Im Folgenden moéchten wir den Algorithmus ,,Scaling & Squaring” analysieren. Dieser
wird sehr hiufig implementiert, um e fiir eine beliebige Matrix A zu berechnen.
»Scaling & Squaring®“ besteht aus drei Schritten:

e Die Norm von A/2° =: B geniigend klein skalieren (Scaling)
e ¢ approximieren (Padé-Approximation)
A

o ¢ = (eP)? berechnen (Squaring)

Die folgenden Ausfithrungen stiitzen sich auf Kapitel 4 und 10 in Nicholas J. Higham’s
Buch ,,Functions of Matrices* [12].

14



3.2 Konstruktion der ,,Scaling & Squaring‘“-Methode

Diese Methode niitzt einerseits die Gleichung e? = (e4/7)? aus, wobei A € C™ " ist,
andererseits, dass die Padé-Approximation im Ursprung sehr akkurat ist, d.h. also fiir
kleine || A||. Wie bereits bei der Einfiihrung erklért ist die Idee nun, ein o = 2° so zu wéhlen,
dass die Norm von A/c geniigend klein ist. Dann berechnet man e4/?" ~ r},,(A/2°) und
durch Potenzieren erhilt man schliesslich e? = (r4,,(A/2%))% . Natiirlich miissen k,m und
s noch optimal bestimmt werden.

Gliicklicherweise sind nur diagonale Padé-Approximationen (k = m) interessant, denn
wenn k # m ist, so ist 7y, weniger akkurat als r;; fir j = max{k, m}, aber die Anzahl
notiger Matrixmultiplikationen ist gleich. Es bezeichne von nun an

T"m ‘= Tmm = pmm/Qmm

Nun moéchten wir uns mit der Wahl des optimalen s, dem Skalierungsfaktor, als auch mit
dem Grade m der Padé-Approximation beschéiftigen. Genau gesagt ist es unser Ziel, m
und s so zu wihlen, dass der Riickwirtsfehler des berechnete e durch die Maschinenge-
nauigkeit beschriankt ist und die Berechnungskosten minimal sind. Bei der Riickwértsfeh-
leranalyse nehmen wir exakte Arithmetik an und untersuchen lediglich den Approxima-
tionsfehler durch die Padé-Approximation.

Im Algorithmus méchten wir s in Abhéngigkeit von ||A|| bestimmen, wobei die Norm
eine beliebige konsistente Matrix Norm ist. Daher ist es sinnvoll den Riickwértsfehler in
Abhéngigkeit von [|[27*A|| zu beschrinken und dann, fiir jeden Grad m, das maximale
|27# A|| bestimmen, fiir welches 7, den gewiinschten Riickwértsfehler liefert. Sei nun fiir
s € N:

Tre? Ay (A)25) =T+ G =e"

wobei wir annehmen dass ||G|| < 1 ist, sodass H = log(! + G) sicher existiert. Mit der
Taylorreihe des natiirlichen Logarithmus folgt direkt die Ungleichung ||H|| < —log(1 —
IG1):

oo . Gn
1H|| = [[log( + )| = | Y (=1) il

n=1

- 1IG|

<3 = tog1 - JG)
n=1
Da Matrizen im Allgemeinen nicht kommutieren, gilt das Exponentialgesetz
oAeB — pA+B

nicht. Aber da G offensichtlich eine Funktion in Abhéngigkeit von A ist, gilt dies ebenfalls
fiir H und deshalb kommutieren A und H. Es folgt:

rm(A)2°) = et = 2 AT resp. 1, (A)2°)F = ATEH

Wir setzen E := 2°H und schreiben e = ' = (I4+G)?", sodass mit der oben genannten

Ungleichung
IE] < =2%log(1 - ||G]])

folgt. Wir fassen unsere Ergebnisse nun im folgenden Theorem zusammen:
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Satz 3.2
Sei r,, die diagonale Padé Approximation und sei die folgende Gleichung fir ein G mit
|G|l < 1 fiir eine beliebige konsistente Matriznorm erfillt:

e M (27°A) =1+ G

Dann gilt
rm(275A)% = eATE
wobei - mit A kommutiert. Weiter gilt folgende Abschdtzung:
1] _ —log(1 — [|G]])
1A= l127=A]]

Mit dieser Riickwértsfehler-Analyse interpretieren wir den Abbruchfehler der Padé-Appro-
ximation als eine Storung in der urspriinglichen Matrix A. Der Vorteil ist, dass diese
Analyse sogar den ,,Squaring* Teil, also das Potenzieren mit 2° des Approximationsfehlers,
mit in die Fehlerberechnung einbezieht.

Als Néchstes mochten wir die Norm von G in Abhéngigkeit von [|27°A|| beschrénken.
Hierzu definieren wir die Funktion

oo

p(x) :=e *rp(r)— 1= Z cix'

1=2m+1

wobei die zweite Gleichheit direkt aus den Eigenschaften der Padé-Approximation folgt.
Diese Reihe konvergiert absolut fiir |z| < min{|t| : ¢, (t) = 0} =: v,,. Somit folgt direkt:

G = lp27A) < Y lalo" =: f(6),
1=2m-+1

wobei 0 = ||27°Al| < vy, ist. Nun kombinieren wir dies mit den Resultaten aus dem Satz
3.2 und erhalten:

1E]l _ —log(1 — f(0))

Al 0
Die folgende Tabelle wurde von [12] ibernommen. Diese zeigt einerseits die ersten zwei
Stellen von 6,,, welches die obere Schranke von § = ||27%A|| ist, sodass die Riickwérts-

fehlerschranke nicht die Maschinengenauigkeit © = 27 ~ 1.1 x 107!6 iiberschreitet.
Andererseits zeigt die zweite Zeile v, := min{|¢| : ¢, (t) = 0}. Zu guter Letzt ist in der
dritten Zeile die obere Schranke von ||q,,(A)~!|, worauf wir spéter zuriickkommen. Wie
man sieht, wird die Ungleichung 6,,, < v, nochmals bestétigt und weist auf den Fakt hin,
dass ¢, (A) fir ||A]| < 6,, nicht singulér ist.
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m| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
O, | 3.7e-8 5.3e-4 1.5e-2 8.5e-2 2.5e-1 5.de-1 9.5e-1 1.5e0 2.1e0 2.8e0
Vm | 200 3.5¢0  4.6e0 6.0e0 7.3¢0 8.7¢0 9.9¢0 1.lel 1.3el 1.del
Nm | 1.0e0  1.0e0  1.0e0 1.0e0 1.1e0 1.3¢0 1.6e0 2.1e0 3.0e0 4.3¢0

m ‘ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

O | 3.6e0 4.5e0 5.4e0 6.3e0 7.3e0 8.4e0 9.4e0 1.lel 1.2el 1.3el 1.4el
Vp | 1.5el 1.7el 1.8el 1.9el 2.1el 2.2el 2.3el 2.5el 2.6el 2.7el 2.8el
Nm | 6.6e0  1.0el 1.7el 3.0el 5.3el 98el 1.9e0 3.8¢2 8.3e2 2.0e3 6.2e3

Der Vollstéandigkeit wegen mochten wir noch hinweisen, dass die Werte in der Tabelle
mit MATLAB’s Symoblic Math Toolbox und der 250 Dezimalstellenarithmetik berech-
net wurden, man f(f) durch die ersten 150 Terme approximierte und die ¢; symbolisch
herleitete.

Als Néchstes miissen wir uns noch iiberlegen, wieviel es kostet ,,,(A) zu evaluieren. Wegen
der Relation g,(x) = p,,(—x) ist es ein effizienter Weg zuerst alle geraden Potenzen von
A zu berechnen, dann p,, und ¢, zu bilden und schliesslich ¢,,7,, = p» zu losen. Sei nun

Pm(@) = 2100 b,
o Fiir gerade Grade 2m setzen wir:
pgm(A) = bgmAQm + -+ b2A2 + bo] + A(bgm_lAQm_Q + -+ b3A2 -+ blf) = U + V

Dies kostet uns (m + 1)M, indem wir A%, A* ..., A?™ berechnen und einsetzen.
Wir erhalten direkt und ohne zusétzliche Kosten auch ¢o,(A) =U — V.

e Fiir ungerade Grade 2m + 1 setzen wir:
Pomi1(A) = Aoy 1 A2™ + -+ bg A2 + by 1) + bgy A7 + - - + by A? + bl =: U + V.

Somit kann man py,,+1 und g,,.1 fiir die gleichen Kosten berechnen wie ps,, und

q2m-
Fiir m > 12 kann man dieses Schema sogar noch verbessern. Als Beispiel betrachte man
p12(A) = AG(bmAG + b1 A* + bg A% + beI) + byA* + by A% + byl

+A[A% (b1 A* + bg A + brI) + bs A* + b3 A? + 011 = U +V

respektive ¢ = U — V. Damit kann man pi und ¢ mit nur 6 M berechnen, da man fiir
A2 A% AS drei Matrixmultiplikationen benétigt und nochmals drei fiir die Evaluierung.
Es ist nun offensichtlich, dass fiir m = 13 die analoge Formel gilt. Man betrachte die
folgende Tabelle, wobei 7, die Anzahl Matrixmultiplikationen bezeichnet um p,, und g,,
zu berechnen.
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m|1l 2 3 4 5 6 7 8 9 10

™ | 0 1 2 3 3 4 4 ) ) 6
Cn|25 12 81 6.6 50 49 41 44 39 45
m ‘ 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Tm | 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8
Cn|42 38 36 43 41 39 38 46 45 43 4.2

Aus diesen beiden Tabellen kénnen wir nun einige Informationen lesen. Ist ||A| > 62,
so miissen wir A mit 27° skalieren - die Frage ist nun, wie wir s und m bestimmen.
Zuerst iiberlegen wir uns, dass nach der zweiten Tabelle das m in der Menge M =
{1,2,3,5,7,9,13,17,21} liegen sollte. Denn es macht zum Beispiel keinen Sinn m = 10
zu verwenden, denn wir konnen fiir dieselben Kosten das akkuratere r1o berechnen.

In unserer Auswahlliste Ml brauchen wir jeweils eine Matrixmultiplikation mehr, wenn wir
ein Element hoher gehen. Dies ermoglicht uns jedoch auch ein grosseres 6, = ||27°A||.
Ist nun 6,, um den Faktor 2 grosser, so reduziert dies s bei 1, sodass wir eine Matrix-
multiplikation sparen im ,Squaring“-Schritt. Man kann nun anhand der Tabelle ebenfalls
feststellen, dass dieser Faktor 2 immer erfiillt ist bis m = 13, was uns schliessen lésst, dass
dies die beste Losung ist. Um dies genauer zu analysieren betrachte wir die Gesamtkosten
des Algorithmus. Da s = [log,(||A||/0m)] ist, wenn [|A|| > 6,, bzw. s = 0 sonst, gilt:

Tm + 8 = T + max ([logy, | All —logy 6,n1,0) .

Man bemerke, dass wir die zu losende Matrixgleichung vernachlissigen, da diese fiir alle
m gleich ist. Nun mo6chten wir m so wahlen, dass die Gesamtkosten minimal sind. Fiir
|Al| > 6,, konnen wir das max und den ||A|| Term vernachléssigen, da dies lediglich
eine Verschiebung um eine Konstante ist. Daher miissen wir den folgenden Ausdruck
minimieren:

Con = T — logy 0,

Diese Werte sind in der vorangegangenen Tabelle in der zweiten Reihe eingetragen und
wir stellen wiederum fest, dass m = 13 die optimale Wahl ist.

Als néchstes mochten wir noch kurz die Rundungsfehler bei der der Evaluation von 7,,(A)
untersuchen. Hier konnen wir m = 1 und m = 2 sofort als mogliche Kandidaten strei-
chen, denn bei r; und ro konnen starke Ausloschungen vorkommen. Nun wenden wir das
Theorem 2.6 an, wobei wir ||A|; < 6, annehmen und vermerken, dass p,, nur positive
Koeffizienten hat:

1P (A) = P (A1 < Fmnpm([|All2)
A/2Hl€IIAII1

~ /~7mn||pm(A)”le”A”1 < /Nymanm(A)Hleam

Der relative Fehler ist also durch 7,,,e’" beschrinkt, was man angesichts den Werten von
0., als geniigend gut bezeichnen kann.
Analog erhalten wir durch ersetzen von A durch —A die folgende Abschéitzung:

1gm (A) = G (A1 < Frnll G (A) 16"

R Y2 < Fpn e
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Zusammengefasst sind die Fehler von p,, und ¢,, gut beschrankt.

Um 7, zu erhalten, miissen wir ein lineares Gleichungssystem l6sen, wobei ¢,,(A) als Ko-
effizientenmatrix zu verstehen ist. Um sicherzustellen, dass wir das System auch akkurat
l16sen konnen, miissen wir noch priifen ob ¢,,(A) gut konditioniert ist. Daher mochten
wir eine Schranke fiir ||g,,(A)~"|| herleiten, wobei unser Vorgehen analog ist, wie bei der
Herleitung der 6,,. Wir vermerken kurz, dass g,,(x) ~ /2 ist und schreiben fiir || A|| < 0,,:

gm(A) = e (I + e Pqu(A) — 1) =: e (I + F).
Fiir ||F|| < 1 haben wir somit
1 A)2 1 efm/?
lgm (A < eI+ F) 7 < ——7-
1—|[F]
Mit der Reihenentwicklung schreiben wir e*/2g, () — 1 = >.°° d;a’, sodass |[F|| <
Yooy |d;]07, folgt. Abschliessend erhalten wir die Schranke
. /2
lam(A)7] < = -
1 - Zi:Q |di’9:n
Die 7, wurden genau wie die 6, berechnet (MATLAB’s Symbolic Toolbox) und sind

in der Tabelle auf Seite 17 zu finden. Wir stellen fest, dass ¢, fiir m < 13 sehr gut
konditioniert ist fiir ||A|| < 6,,.

3.3 Der Algorithmus

Nun mochten wir unsere Erkenntnisse aus den vorangegangenen Kapiteln zusammentra-
gen und in einen Algorithmus packen. Dieser verlauft wie folgt:

e Priife, ob ||A|| <6, fir m € {3,5,7,9,13}
e Falls dies gilt, so evaluiere 7, fiir das kleinste m

e Ansonsten beniitze die ,,Scaling & Squaring“-Methode mit m = 13

Algorithmus 3.3
: for m in [3,5,7,9] do
if ||All; < 6,, then
Berechne U and V und lose (U + V)X =U+V
Quit
end if
end for
: A«— A/2° mit s € N sodass ||A/2°||; < b3
: Berechne 73
. Erhalte X = r?; durch wiederholtes potenzieren.

© P g R wy

Die Kosten belaufen sich wie teilweise bereits evaluiert auf (7, + |logsy (|| A|l1/0m)]) M + D
wobei D fiir eine Matrixdivision steht, welche man durch die Losung der Gleichung AX =
B benotigt.
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3.4 Vorverarbeitung und Ward’s Algorithmus
3.4.1 Vorverarbeitung

Man hat die Moglichkeit, die Matrix bereits vor dem Algorithmus zu bearbeiten um die
Norm zu verkleinern. Im Folgenden mochten wir kurz zwei mdogliche Vorverarbeitungen
vorstellen, die Robert C. Ward 1977 in ,,Numerical Computation of the Matrix Exponen-
tial with Accuracy Estimate® [18] vorschléagt. Jedoch relativiert die kritische Haltung von
Higham [12] die erhoffte Effizienzsteigerung, wie man in den beiden folgenden Abschnitten
entnehmen kann.

3.4.2 Norm-minimierende Translation

Diese erste Technik moéchte die Norm der Matrix ohne grosse Kosten verkleinern. Hierzu
wird eine Translation der Matrix A um ein Vielfaches p der Einheitsmatrix I gesucht,
sodass ||A — pf|| minimal wird. Dieses Optimierungsproblem kann (je nach Norm) sehr
kompliziert sein. Daher wéhlen wir eine Norm, bei welcher das Minimierungsproblem
einfach zu l6sen ist und verwenden dies als allgemeine Approximation:

Satz 3.4
Sei A € C"" und bezeichne tr(A) die Spur von A. Dann gilt:
tr(A
argmax||A — pul||F = H(4)
peER n
Beweis

Da u € R ist, gilt (ul)? = (uI)T = pl. Der Rest folgt direkt aus der Definition der
Frobeniusnorm:
|A = pl[ff = tr((A — uD)(A = pl)) = tr(ATA — pA™ — pA + 1)
= tr(A" A) — 2utr(A) + npy?

Nun leiten wir nach p ab, setzen dies gleich Null und erhalten:

p=tr(A)/n

Die zweite Ableitung zeigt noch auf, dass es sich tatséchlich um ein Minimum handelt.
O

Da die Spur gleich der Summe der Eigenwerte ist, kann man tr(A)/n als den Mittelwert
der Eigenwerte interpretieren. Somit schreiben wir:

A=A~ (tr(A)/n)I und et = et /meh

wobei wir e'/7ed = et /7l oA yerwendet haben.

Higham [12] verweist darauf, dass diese Translation nicht immer geeignet ist. Wenn A
ein oder mehrere Eigenwerte mit grossem negativem Realteil hat, so kann p sehr gross
und negativ sein. Schliesslich hat dann A — pf einen Eigenwert mit grossem positivem
Realteil, was zu Schwierigkeiten fithren kann.
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3.4.3 Ausgleichen

Ausgleichen versucht die 1-Norm von A (resp. A) iiber alle méglichen nichtsinguléren Dia-
gonalmatrizen mit der Ahnlichkeitstransformation zu minimieren, d.h. minpep || D AD||4,
wobei D die Menge aller nichtsinguldren n x n Diagonalmatrizen ist. Parlett und Reinsch
[15] beschreiben einen Algorithmus BALANCE, welcher diese Minimierung iiber die Men-
ge D, zu erreichen versucht, wobei im Voraus noch Permutationen verwendet werden.
Die Menge D, bezeichnet alle n X n nichtsinguldren Diagonalmatrizen, deren Eintrage
ganzzahlige Potenzen der Maschinenbasis B (fast immer B = 2) sind. Der Algorithmus

BALANCE gibt die transformierte Matrix A, die Diagonalmatrix D und die Permutati-
onsmatrix P zuriick. Somit kénnen wir zusammenfassend schreiben:

A=D'PTAPD und A = *W/nppeAp-1pT

Dieser Algorithmus ist in LAPACK und MATLAB implementiert und hat Kosten von
O(n?), wobei es keine Rundungsfehler gibt.

Auch hier weist Higham [12] darauf hin, dass dieses Ausgleichen nicht garantiert, die Norm
von A zu verkleinern. Daher muss man aufpassen, dass man A nur durch das ausgegli-
chene B ersetzt, wenn ||B|| < || A ist. Weiter vermerkt er, dass sich gezeigt hat, dass die
Vorverarbeitung wenig Einfluss auf die Kosten oder die Exaktheit des Algorithmus hat.
Da sich teilweise dabei sogar die Exaktheit verschlechtert, empfiehlt er nicht die auto-
matische Beniitzung dieser Vorverarbeitungen. Unsere Tests (siehe Appendix A) zeigten
jedoch, dass das Ausgleichen meistens sehr viel bringt. Daher sind wir der Meinung, dass
Ausgleichen sehr wertvoll ist und wir die automatische Beniitzung empfehlen.
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3.4.4 Ward’s Algorithmus

Dieser Algorithmus wurde von Ward 1977 [18] vorgestellt und ist in diversen Bibliotheken
implementiert, wie zum Beispiel bei Octave oder beim R-Package Matriz in R. Das Prinzip
des Algorithmus ist ebenfalls die ,,Scaling & Squaring“-Methode, wobei die Parameter
anders gesetzt und zusétzlich noch die beiden Vorverarbeitungen verwendet werden.
Folgender Algorithmus beschreibt die Implementation nach Ward [18], wobei fiir die Padé-
Approximation der Grad 8 gewahlt wurde:

Algorithmus 3.5 : Ward 1977

1: Vorverarbeitung 1: Norm-minimierende Translation A «— A — (tr(A)/n)I
2: Vorverarbeitung 2: Ausgleichen mit BALANCE.
B — BALANCE(A)
Man erhélt die Matrix B, die Diagonalmatrix D und Informationen
zur Permutationsmatrix P.
if ||B|l1 <1 then
Finde s > 0, sodass 27°||B||; < 1 und berechne B «— B27°.
end if
Berechne die Padé-Approximation rs.
if s > 0 then
Berechne ef « (e8)?".
end if
10: Berechne e# «— e"(A)/»pDeB D=1 pT

Die Kosten belaufen sich hier auf (8 + log,(||B]|))M + D. Es ist zu bemerken, dass der
Algorithmus in seinen Implementationen entweder die Horner-Methode oder die explizite
Potenzierung verwendet. Hier kénnte man sicherlich mit der Paterson-Stockmeyer Metho-
de die Kosten etwas reduzieren und die Padé-Approximation mit Grade 9 wéhlen, was
den Algorithmus effizienter gestalten und die Genauigkeit erhchen wiirde.

Fiir Tests, die die beiden Algorithmen auf Laufzeit und als auch Genauigkeit vergleichen,
verweisen wir auf den Appendix A.
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4 Exponentialkonditionszahl

Im letzten Kapitel haben wir den Algorithmus Scaling & Squaring untersucht, der sehr
effizient und akkurat das Matrixexponential berechnet. Diesen méchten wir nun ausbauen
um die Exponentialkonditionszahl zu berechnen. Dieser wertvolle Indikator zeigt, wie die
Exponentialfunktion auf kleine Stoérungen in A reagiert:

. If(A+E)— f(A)
d(f,A) =1
cond(f, 4) 20 | Bl el Al

Um uns dieser anzunéhern, werden wir die Fréchet-Ableitung einfithren, mit welcher wir
diese Definition etwas vereinfacht schreiben kénnen. Danach erweitern wir unseren Algo-
rithmus 3.3 um die Fréchet-Ableitung zu berechnen, welche wir dann verwenden kénnen,
um cond(f, A) auszuwerten. Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich auf den Artikel
,Computing the Fréchet Derivative of the Matrix Exponential, with an Application to
the Condition Number Estimation® von Higham und Al-Mohy [1].

4.1 Die Fréchet-Ableitung

Die Sensitivitat einer Matrixfunktion f bei einer kleinen Stérung E wird durch die Fréchet-
Ableitung charakterisiert.

Definition 4.1 (Fréchet-Ableitung)

Sei A,E € C"" wobei A die Ausgangsmatrix und F die Storungsmatrix beschreibt.
Weiter sei f: C**" — C™*" eine Matrixfunktion. Dann wird die Fréchet-Ableitung durch
folgende in E lineare Abbildung beschrieben:

sodass fiir alle £ € C™"*" folgende Gleichheit gilt:

J(A+ E) = f(A) = Ly(A, E) = of|| E])
In diesem Sinne beschreibt es den Einfluss von E auf die erste Ableitung von f in A.

Nun koénnen wir die Exponentialkonditionszahl wie folgt schreiben, wobei wir fiir die
Herleitung dieser Gleichheit auf [12], Seite 56, Theorem 3.1. verweisen:

1L (AIA]
cond(f, A) = ~—————
LA (A)]
wobel || Ls(A)]| = mazz40 ”Lf”(;]Z)H und die Norm || - || eine beliebige Matrixnorm ist.

Genau der Ausdruck ||L;(A)|| birgt die Schwierigkeit der Berechnung, welchen wir spéter
noch schitzen. Aber im Moment méchten wir unsere Erkenntnisse aus dem letzten Kapitel
verwenden und ausbauen, sodass der neue Algorithmus gleichzeitig exp(A) und L;(A4, E)
auswertet, was wir wiederum verwenden kénnen um cond(exp, A) zu berechnen.
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Als néchstes werden wir noch eine sehr niitzliche Beziehung herleiten, die essentiell fiir
unseren Algorithmus sein wird. Hierzu muss jedoch f als Potenzreihe geschrieben werden
konnen, was bei uns ja der Fall ist.

Satz 4.2

Sei f eine Funktion, die durch eine Potenzreihe beschrieben werden kann, also f(x) =
> oo axx® mit Konvergenzradius r. Dann kann die Fréchet-Ableitung fir A, E € C"™"
mit ||A|| < r wie folgt geschrieben werden:

) k
Li(AE)=) ay AT'EA,
k=1  j=1

Beweis

Da L;(A, E) der lineare Term in E ist, konnen wir f(A + E) wie folgt schreiben:

f(A+E) = ZakA+E ZakA +ZakZAJ TBAT 4 O(|E|?)

= f(A) + Ly(A E) + O(|| E[")

Ist nun ||A|| < r, so kénnen wir E so mit 6 skalieren, dass ||A + 0F| < r ist und
L¢(A,0F) =0Ls(AE). O

Das néchste Theorem zeigt eine Beziehung auf, die wir verwenden kénnen um die Reihe
aus Satz 4.2 zu berechnen.

Satz 4.3
Sei f gleich wie in Satz 4.2. Dann kénnen wir die Fréchet-Ableitung wie folgt schreiben.:

o
= E akMk,
k=1

Wobei My, = Lok (A, E) die Gleichung
M, = M A”? + A" M, M, =E (1)
erfillt. Dabei gelte k = 11 + Iy und Iy und ly sind positive ganze Zahlen. Im Speziellen gilt:
My, = M1 A+ A*'E, M, =E. (2)
Zusdtdich gilt fiir f(x) = 350, |ax|a®:

IFI < FAAD,  IL A< FUIAID-

24



Beweis

Da wir die Potenzreihe innerhalb des Konvergenzkreises termweise differenzieren kénnen,
haben wir

Ly(AE) =Y axMy, M= L,(AE)
Die Beziehung (1) folgt direkt aus der Produktregel fir die Fréchet-Ableitung.

Lemma 4.4
Sei g und h Fréchet-differenzierbar in A und sei f = gh, dann ist

Li(A,E) = Ly(A, E)h(A) + g(A) Ly (A, E).

Beweis

J(A+E) = g(A+ EYh(A+ E) = (9(A) + Ly(A, E) +o(| E]))(h(A) + L (A, E) +o([ E]]))

= [(A) + Lg(A, E)h(A) + g(A) Ln(A, E) + o(|| E]])
0
Daraus folgt direkt (2) und mit [; =k — 1 und Iy = 1 folgt auch (2). Des Weiteren ist es

offensichtlich, dass ||f(A)|| < f(]|A]|) gilt. Nehmen wir noch die Norm der Potenzreihen-
darstellung der Fréchet-Ableitung, so folgt:

1L (A B < )Y Klal | AN = |27 (1A])

k=1
Das Maximieren iiber alle nicht verschwindende E ergibt || L;(A)|| < f'(||A]). O

Damit haben wir die wichtigsten Eigenschaften der Fréchet-Ableitung hergeleitet. Vor
allem die Gleichung (1) wird von grossem Nutzen sein.

4.2 Numerische Anniherung
4.2.1 Die Fréchet-Ableitung im numerischen Kontext

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass wir einen sehr guten Algorithmus fiir die
Exponentialfunktion mit der Padé-Approximation r,, und geeignetem m bilden konnten.
Dies mochten wir nun ebenfalls tun fiir die Fréchet-Ableitung, also L; durch L,,, appro-
ximieren. Das folgende Lemma zeigt uns auf, wie wir diese Approximation L,  effizient
evaluieren konnen.

Lemma 4.5
Die Fréchet-Ableitung L
Gleichung:

einer rationalen Funktion r,, = py(x)/qn(x) erfillt folgende

Tm

qm(A)er(A, E) = me (Av E) - L!Im(A> E>Tm<A)
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Beweis

Diese Relation geht direkt aus dem Lemma 4.4 hervor, welches auf ¢,,,r,,, = p,, angewendet
folgende Gleichung ergibt:

L, (A E)=Lg..(AE)= L, (A E)rpn(A) + ¢u(A)L,, (A E)

Durch Umformen erhalten wir die gewiinschte Beziehung. 0

Nun stellen wir uns noch die Frage, wie teuer die Berechnung ist, um die Fréchet-Ableitung
eines Polynoms auszuwerten. Der folgende Satz gibt uns hierzu eine Antwort.

Satz 4.6

Sei p ein Polynom, sei A, E € C"" und bezeichne m, die Kosten fir die Auswertung
von p(A) bei einer beliebigen Polynomauswertung aus Kapitel 2.2. Weiter bezeichne o,
die Extrakosten um Ly(A, E) auszuwerten, indem man die Polynomauswertung fir p(A)
differenziert. Dann ist o, < 2m,.

Beweis

Zuerst iiberlegen wir uns, wie wir all diese Methoden zur Polynomauswertung allgemein
beschreiben kénnen. Hierzu betrachte man das Polynom p,, mit Grade m, welches durch
s Schritte der folgenden Form ausgewertet wird:

qYC)(A) _ qék—l)(A)q?()kz—l)(A) i q;(lk_l)<A)7 E—1-s

deng-(k)<m, 1=1:4, k<s, degqgk)zl, 1=2:3

(k) (1) (k—1)

wobei die Polynome ¢;"',% = 2 : 4 Linearkombinationen von ¢;”’,...,q sind und

pm(A) = qf)(A) ist. Dieses Schema deckt nun alle vorgestellten Methoden zur Polynom-
auswertung ab, sei es Horner’s Methode, die explizite Potenzierung oder die Paterson-
Stockmeyer Methode.

Nun kénnen wir diese Struktur verwenden um einen Beweis durch Induktion zu fithren. Sei
Pm €in Polynom vom Grade m und als Verankerung sei m = 1. Somit ist p1(A) = bgl+b, A
die einzige mogliche Auswertung mit m, = 0. Die korrespondierende Auswertung der
Fréchet-Ableitung ist damit L,, (A, E) = b E mit 0, = 0 und der Satz gilt somit fiir
m = 1.

Nun nehmen wir an, dass die Aussage stimmt fiir alle Grade bis m — 1 und sei nun p,,
ein Polynom vom Grade m. Somit ist der letzte Schritt fiir p,, folgende Rechnung:

s s—1 s—1 s—1
pm =07 (A) = a5 (A)as ™ (A) + gV (A)
wobei die Polynome qfsil),i = 2 : 4 alle vom Grade kleiner als m sind. Somit ist 7, =
gy + Mgy + T, + 1 und nach der Induktionshypothese gilt o, < 2m,, fiir i = 2 : 4. Nach
der Produktregel (Lemma 4.4) gilt nun

Ly, (A E) = Ly, (A, E)gs(A) + Q2(A>LQ3 (A, E) + Lq4(Av E)
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und somit gilt

Op < Ogy +0gg +0g, +2 < 2(7qu + Mgy + gy + 1) = 21y,

Es ist zu erwéhnen, dass dieser Beweis keine Beziehungen zwischen den einzelnen Polyno-
men q( ) verwendet, welche die Kosten noch reduzieren konnten. Aber diese wiirden sich

i

auch auf die Fréchet-Ableitung iibertragen, sodass das Resultat giiltig bleibt. 0

Die Idee ist es nun, den Algorithmus 3.3 auszubauen. Hierzu miissen wir lediglich:

e Nebst p,, und ¢, auch noch L, und L, mit (1) und (2) auswerten.

o Zusitzlich zur Gleichung ¢, (A)7,(A) = pm(A) nach r,,(A) muss man noch
gn(A)L,, (A E)=L, (A E)—L, (A E)ry,(A) nach L, (A, E) lésen.

Im Rahmen der Polynomauswertungen kostet diese Prozedur somit (7, +2m,,+1)M +2D.

4.2.2 Herleitung des Algorithmus fiir die Fréchet-Ableitung

In diesem Abschnitt werden wir analysieren, wie wir das Erlernte beniitzen kénnen, um
den Algorithmus 3.3 zu adaptieren. Zuerst betrachten wir nochmals die Schliisselgleichung
der ,,Scaling & Squaring“-Methode e = (e4/2)2. Diese differenzieren wir unter Verwen-
dung von L,2(A, F) = AE + EA und der Kettenregel, welche wir hier kurz einfiihren.

Satz 4.7
Seien h und g Fréchet-differenzierbar in A resp. h(A) und sei f = g o h. Dann ist f
Fréchet-differenzierbar in A und Ly = Ly o Ly, also Ly(A, E) = Ly(h(A), Ly(A, E)).

Beweis

A+ E) - f(A) = g(h(A+ E)) — g(h(A))
9

= g(h(A) + Ln(A, E) + o(| E[])) — g(h(A))
= g(h(A)) + Ly(h(A), Lin(A, E) + of[|E))) + o([| E]]) — g(h(A))
= Ly(h(A), Ln(A, E)) + o(| E]])
O
Somit folgt nun direkt:
Loxp(A, E) = L2 (e, Loy (A/2, E/[2)) (3)

= e Loy (A)2, E/2) + Lexp(A/2, E/2)e?/?
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Durch wiederholtes Anwenden dieser Beziehung erhalten wir:
Ly = Lexp(27°A,27°E)

Z-/i,1 = 62_iAzi + Z)ieQ_iA, 1=s5:—1:1
wobei Ly = Lexp(A, E). Fiir die numerische Realisierung verwenden wir an der Stelle von
Leyp die Approximation L, und fiir €24 den Ausdruck r,,(2754)*"", welche die L; durch
L; approximiert:
Xs =rn(27°A)
Ly=1L, (27°A,27°E)

L,y =X,L; +L1X1} 7=5:—1:1.

Xi1 = X2 @

Man fragt natiirlich sofort nach der Stabilitéit und Genauigkeit von Lg relativ zur Stabilitéit
und Genauigkeit der Approximation X = (r,,(27°A4))% zu e?. Hierzu betrachte man den
leicht adaptierten Satz 3.2:

Satz 4.8
Sei
lerm(A) =1l <1, Al < minlt] : gu() = 0} ©)

fiir eine beliebige konsistente Matriznorm, sodass gn,(A) = log(e 1, (A)) existiert. Sei
Tm(A) = eA19mW und || g, (A)|| < —log(l — |le 7, (A) — I||). Im Besonderen gilt, falls
die Voraussetzung (5) fir 27°A erfillt ist:

(275 A) = 2 "AtIm(270A) (6)
und somit ist 1,,(27°A)%° = A2 A) “ypobei folgende Abschitzung gilt:

12°gm (2 A)|| _ —log(1 — [le™* “rm(27°4) — I]).
1Al B [272A]

Nun differenzieren wir die Gleichung (6) durch Verwendung der Kettenregel:

Ly=1L, (27°A,27°F)
= Lexp(27 A+ g (27°A),27°E+ Ly, (27°A,27°F)) (7)
Somit folgt aus dem Hergeleiteten:

Lot @ (275 A) Ly + Lyrm (27 A)

(2 62—SA+gm(2—sA)Lexp<2*sA + gm<278A>’ 9=s [ + Lgm (27514’ 278E>)
+Lexp(2°A+ gn(27°A),27°E + Ly, (27°A,27°E))e? " Atom(24)

©) Lep(2 VA +2g,,(27°A), 270 VE + L, (27°4,2-C"VE))
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wobei im letzten Schritt noch die Linearitdt im zweiten Argument der Fréchet-Ableitung
beniitzt wurde. Durch induktives Weiterfiithren dieser Umformung und unter Verwendung
der Relation

s—1

X, = st_i = (62‘3A+9m(2‘314)>2 — 2TIA2 g (2704
erhalten wir das folgende Theorem.

Satz 4.9
Sei (5) erfillt fir 2=°A, so ist

Ly = Lexp(A+2°g,,(27°A), E+ Ly, (27 °A, E))

Wiederum haben wir hier eine Riickwirtsfehleranalyse, wobei wir nun die exakte Fréchet-
Ableitung der Exponentialfunktion einer gestorten Matrix in eine gestorte Richtung ha-
ben. Es ist darauf hinzuweisen, dass dieser Riickwértsfehler lediglich den Abbruchfehler
der Padé-Approximation einbezieht und allfiallige Rundungsfehler ignoriert.

Wir sehen also, dass Xy = e*24 und Ly = Leg(A + AA E + AE) ist, mit AA =
2°g,,(27°A). Wir haben ja bereits im letzten Kapitel gesehen, wie wir m und s wéhlen
miissen, sodass AA geniigend klein ist. Nun miissen wir noch untersuchen wie sich dies
mit der Norm von AE = L, (27°A, E) verhalt.

Sei nun G, () = 375,01 cet” die Potenzreihe von g, () = log(e™*rm(x)) mit absoluten
Betrédgen bei den Koeffizienten. Verwenden wir noch die letzte Ungleichung im Theorem
4.3, so erhalten wir

[AE] _ [[Ly, (27°A E)|
IE] IE]

< lLg,, 27 A < g1 (0),

wobei 6 = ||27°A|| ist. Wir definieren (wie die 6,, bei der Herleitung der ,Scaling &
Squaring“-Methode) [, = max{6 : g/ (0) < u}, wobei u = 2753 ~ 1.1 x 1071¢ die Maschi-
nengenauigkeit bezeichnet. Wiederum wurde mit MATLAB’s Symbolic Math Toolbox I,
fiir m = 1 : 20 berechnet, indem die ersten 150 Terme der Reihe symbolisch mit einer 250
Stellenarithmetik addiert wurden. Diese Tabelle wurde von [1] iibernommen.

m| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
O, | 3.7e-8 5.3e-4 1.5e-2 8.5e-2 2.5e-1 5Hde-1 9.5e-1 1.5e0 2.1e0 2.8¢0
Iy | 2.1e-8 3.6e-4 1.1e-2 6.5¢-2 2.0e-1 4.4e-1 7T7.8e-1 1.2¢e0 1.8¢0 2.4e0

m ‘ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
O | 3.6e0 4.5e0 5.4e0 6.3e0 7.3e0 8.4e0 9.4e0 1.lel 1.2el 1.3el
Ly, | 3.1e0 3.9e0 4.7e0 5.6e0 6.6e0 7.5e0 8.5e0 9.6e0 1.1lel 1.2el

Wir sehen, dass fiir alle m = 1 : 20 die [,,, < 6,, sind, was nicht besonders iiberraschend
ist, da wir die Approximation L, eher wegen praktischem Nutzen als den numerischen
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Eigenschaften gew#hlt haben - zumindest ist das Verhéltnis 6,,/l,, nahezu 1.
Somit ist fiir jedes m mit € < [,,, die Riickwértsstabilitit gewédhrleistet:

Xo=e" Lo = Lop(A+AA B+ AE),  [|AA| < ul|All, |AE] < ullE]|

Um nun den Algorithmus konstruieren zu kénnen, miissen wir noch die Evaluationskosten
fiir L, genauer analysieren. Wir haben ja bereits gezeigt, dass wenn diese fiir r,, gleich
T sind, so benotigen wir fiir L, —zusétzlich hochstens 27, Multiplikationen. Aber dies
mochten wir jetzt doch noch genauer wissen.

Wir haben im Kapitel 2.3 die spezielle Eigenschaft der Padé-Approximation fiir die Ex-
ponentialfunktion ausgeniitzt und p,, in ungerade (u,,) und gerade Potenzen (v,,) zerlegt,
sodass p,, = Uy, + U und ¢y, = — Uy, + vy, ist. Dies wird ja durch das Differenzieren weiter
vererbt und wir haben

me = Lum + LUm? LQm = _Lum + Lvm

Genauer folgt aus

(m—1)/2 (m—1)/2

y==x Z bops12 + Z b =1 Uy () + vy (2)

direkt
(m-1)/2 (m—1)/2
Ly, (A E)=A Z bop1 Moy + E Z bog 41 A%
k=1 k=0
(m—1)/2

Ly, ( Z bok Moy,

wobei die My, = L, (A, E) mit der Gleichung ( ) berechnet werden kénnen. Fir m = 13
haben wir die noch effizientere Aufteilung p;3 = w13 + v13 verwendet, mit

u3(r) = 2w(x), w(r) = 2%0(2) + wa(z), wvis(x) = 2%21(2) + 22(x),
wy (1) = b13x® 4+ byat + box?,  wy(x) = bra® + bsz* + bsx® + by
21(x) = braa® + biox* + bga?®,  2(x) = bea® + byx* + byx® + by.
Das Differenzieren fiithrt wiederum zu folgenden Ausdriicken

Luy (A, B) = AL, (A, E) + Ew(A),

Ly, (A E) = AL, (A E) + Mgz (A) + L., (A, E),
mit
Ly(A E) = A°L,, (A, E) + Mgw;(A) + Ly, (A, E),
Ly, (A, E) = bizMg + by My + by Mo,
Ly, (A, E) = by Mg + bsMy + b3 M,
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L. (A, E) = biaMg + bio My + bs M,
Lo, (A, E) = bsMs + by My + by M.

Somit ist L,,, = Ly, + Ly, und Ly, = —L,,, + L,,,. Schliesslich muss man noch die
folgenden Gleichungen fiir r,,(A) und L, (A, E) losen:

(=t + v ) (A)rm(A) = (tm + Vi) (A)
(=t +vm)(A) = Ly, (A, E) = (L, + Lu, )(A, E) + (Lu,, — Lu, ) (A, E)rin(A).

Natiirlich miissen wir noch den Padé-Approximationsgrad m als auch den Skalierungs-
parameter s optimal bestimmen. In der folgenden Tabelle ist jeweils totale Anzahl Ma-
trixmultiplikationen w,, = 3m,, + 1 angegeben, die benétigt werden um r,, und L,
auszuwerten, basierend auf der obigen Analyse und der Tabelle auf Seite 18.

Um

m ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4 7 10 10 13 13 16 16 19
25,5 125 85 6.9 53 52 44 47 42 47

m |11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
19 19 19 22 22 22 222 25 25 25
44 4 38 45 43 41 39 47 46 45

Wm

C

Um die Gesamtkosten analysieren zu konnen, miissen wir die ,Squaring“-Phase mit in
Betracht ziehen. Ist ||A|| > l,,,, so miissen wir das A skalieren, sodass ||27°A|| < I,,, gilt,
also mit s = [logy(||Al|/ln)]. Von der Beziehung (4) ist ersichtlich, dass wir jeweils 3s
Matrixmultiplikationen bendétigen (s fiir r,,, 2s fiir L, ). Somit haben wir Gesamtkosten
in Matrixmultiplikationen von

Wy, + 3s = 31, + 1 + 3max{[log, ||A]| — log, ], 0}.

Da log, ||A|| nur als Verschiebung wirkt und die 3 ein konstanter Faktor ist, miissen wir
lediglich den folgenden Ausdruck minimieren:

Cr = T — 10gy L.

Wir sehen, dass dies erreicht wird bei m = 13, genau wie bei der ,,Scaling & Squaring“-
Methode der Exponentialfunktion. Weiter muss man m = 1,2,3,5,7,9 auch in Betracht
ziehen, wenn || Al < li3 ist, wobei wir m = 1,2 sofort wieder ausschliessen wegen der
moglichen starken Ausloschung.

Schliesslich miissen wir noch priifen, ob die Auswertungen geniigend akkurat sind in der
,Floating Point“-Arithmetik. Wir wissen ja aus den Analysen im Kapitel 3.2, dass die
dm(A) gut konditioniert sind. Durch Anwendung von Satz 2.6 erhalten wir die folgende
Abschétzung fir L,,

1Zp,. (A, B) = Ly, (A, E)|| < F2plu (I AD BN = Fnzel A2 EJ.
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Hier wurde noch verwendet, dass p,,(r) = ¢®/? ist. Es ist ersichtlich, dass diese Schranke
fiir [|A|| < l3 gentigend klein ist. Eine analoge Schranke kann man auch fiir L,,, erhalten,

da gm(x) = pm(—2) ist.

Schliesslich kéonnen wir mit diesen Erkenntnissen den Algorithmus 3.3 ausbauen.
Sei A, E € C"*" gegeben. Der folgende Algorithmus berechnet X = e und L = Loy, (4, E)
mit der ,,Scaling & Squaring* Methode.

Algorithmus 4.10
: for m in [3,5,7,9] do
if ||Al|; <, then
Berechne u,, and v, und 16se (—u,, + v)7"m = U + vy, nach r,,
Berechne L, = L, (A, F), L, = L, (A, E) und
l6se (=t + V)L = Ly + Ly + (L, — L,) R nach L
Quit
end if
end for
A — A/2° mit s € N, sodass ||A/2°%]|; < li3
Berechne X = ry3
10: Berechne L = L
11: for k=1:s do

W

T13

122 X «— X?
13: L — XL+LX
14: end for

Wie wir bereits hergeleitet haben, belaufen sich die Kosten auf (w,, + 3s)M + 2D =
(37 + 14 3s)M + D. Im Vergleich hierzu benotigt der Algorithmus 3.3 (m,, + s)M + D,
also etwa 3 mal soviel Matrixmultiplikationen.

Da Lep(A,aE) = aLegp(A, E) ist, sollte ein Algorithmus nicht besonders durch ||E|
beeinflusst werden, wie es auch der Fall ist fiir den Algorithmus 4.10. Damit kénnen wir
direkt die Fréchet-Ableitung als auch e berechnen. Im nichsten Abschnitt moéchten wir
den Algorithmus so weiterverwenden, dass wir die Exponentialkonditionszahl schéitzen
konnen.
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4.3 Konditionszahl
4.3.1 Exakte Berechnung

Wir kehren nun zuriick zur Exponentialkonditionszahl.

a4

lel

cond(exp, A)

Unser Algorithmus 4.10 kann zwar Ley, (A, E) fiir ein beliebiges £ berechnen, aber fiir
|| Lexp(A) || miissen wir die Norm von Leg,(A, E) iiber alle £ maximieren.

Fiir den Moment betrachten wir ein allgemeines f. Da Lf(A, F) in E linear ist, kénnen
wir folgende Gleichung schreiben:

vec(Lf(A, E)) = K(A) vec(E) (8)

Hier bezeichne vec den Operator, der alle Spalten einer Matrix in einen Vektor der Lange
n? stapelt. Somit ist K(A4) € C™*" vec(E) € C* und K(A) ist unabhiingig von
E. Wir nennen K(A) die Kroneckerform der Fréchet-Ableitung. Nun folgt direkt, dass
|1Li(A, E)|lr = ||KC(A) vec(E)||2 ist und durch dividieren mit || E||r = || vec(£)|2 und
maximieren iiber alle £ erhalten wir:

Ly (A)]lr = [[K(A)]f2-

Dadurch konnen wir ||Ls(A)| r exakt berechnen, indem wir /C(A) formen. Offensichtlich
hat KC(A) die Spalten vec(Ly(A, ese] )) fiir 4, j = 1 : n, sodass man damit direkt die 2-Norm
berechnen kann.

Algorithmus 4.11
1: for jin1:n do

22 foriinl:ndo

3: Berechne Y = L (A, e;e])
4: K(G,(7—1)n+1)=vec(Y)
5. end for

6: end for

7 cond(f, A) = [IK[lo[[Allr /| F(A)l[

Dies ist jedoch fiir grosse n sehr teuer, da die Aufstellung von I O(n®) Flops benétigt. Des
Weiteren braucht dieser Algorithmus ziemlich viel Speicherplatz, sodass es sinnvoller ist
die Exponentialkonditionszahl zu schétzen anstatt exakt zu berechnen - denn schliesslich
sind wir an der Grossenordnung der Konditionszahl interessiert.
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4.3.2 Schitzung der Frobenius-Norm

Um Probleme mit dem Speicherplatz zu umgehen und die Berechnung zu beschleunigen,
méchten wir nun die Frobeniusnorm von L (A) schétzen, respektive die 2-Norm von IC(A).
Hierzu ist es angebracht, die sogenannte Potenzmethode zu verwenden.

Fiir ein gegebenes B € C™*" berechnet der folgende Algorithmus eine Schitzung v <
| Bl|2, wobei die Potenzmethode auf B*B angewendet wird.

Algorithmus 4.12 Potenzmethode

1: Wéhle einen beliebigen Startvektor zy € C, jedoch nicht den Nullvektor.
2: for k=0:00do

3: Wir1 = Bzg

4 Wyt = W1/ || Wpsa ]2

5 Zpy1 = Brwpp

6:  2Zkp1 = Zea /[ 2kl

7 Y1 = |2k ll2/ Wi [l
8: if v konvergiert then
9: V= Verl

10: Quit

11:  end if

12: end for

Wir gehen nicht genauer auf diese Methode und deren Konvergenzanalyse ein und ver-
weisen auf anderweitige Literatur, wie zum Beispiel [7], [17] oder sonstige Quellen.

Nun mochten wir diesen Algorithmus auf B = KC(A) anwenden, um || L¢(A)||p zu erhalten.
Natiirlich wollen wir K(A) nicht direkt verwenden, aber wir kénnen nun die Gleichung
(8) ausniitzen. Denn zum Beispiel folgt mit Zeile 3 im Algorithmus 4.12:

Bz, = K(A)z, = vec(L(A, Zy))

wobei Zj, eine n x n -Matrix beschreibt, in die der Vektor z; der Linge n? spaltenweise
eingeschrieben wurde. Somit kénnen wir den ganzen Algorithmus nur mit Ly(A,-) und
L3(A,-), die Adjungierte von L¢(A,-), ausdriicken und brauchen die Matrix KC(A) gar
nicht zu verwenden. Die Adjungierte ist beziiglich dem Produkt (X, Y") = tr(Y™*) definiert,
wobei fiir A € R™™ und f : R — R™" die Adjungierte durch L}(A, E) = L}(A", E)

und im Komplexen durch L}(A, E) = Lj(A*, E) gegeben ist, mit f(z) = f(2).
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Der folgende Algorithmus schétzt fiir ein gegebenes A € C™*" ein v < || Ls(A)]| #.

Algorithmus 4.13

1: Wiéhle eine beliebige Startmatrix Z; € C**", jedoch nicht die Nullmatrix.
2: for k=0:00do

3: Wk—H - Lf(A, Zk)

4 Zgp = LA, Wip)

5 Vet = [ Zep e/ Wil F
6:  if yx41 konvergiert then
& V= Vi1

8: Quit

9: end if

10: end for

Als Startmatrix eignet sich eine Zufallsmatrix. Ein mogliches Konvergenzkriterium in den
Algorithmen 4.12 und 4.13 ist

k > itmax O |[Yer1 — Y| < tol.

Hier ist it die maximale zugelassene Anzahl Iterationen und tol ist eine Konvergenz-
toleranz. Da wir lediglich an der Grossenordnung interessiert sind, sind tol = 10~ oder
1072 angemessen. Da jedoch die lineare Konvergenz beliebig langsam sein kann, ist es sehr
schwer einen verldsslichen Konvergenztest zu konstruieren.

4.3.3 Schitzung der 1-Norm

Bei der Schatzung der 1-Norm gehen wir analog wie bei der Frobenius-Norm vor. Zuerst
fithren wir einen Schétzungsalgorithmus ein, den wir dann fiir unser Problem anpassen.
Der folgende Algorithmus ist der sogenannte , LAPACK*“ Matrixnormschétzer. Fiir gege-
benes B € C"*" berechnet der Algorithmus ein v und ein v = Bw, sodass v < || B]|; ist
mit ||v]l1/||w]]s = 7, wobei w nicht ausgegeben wird. Fiir z € C ist sign(z) = z/|z| bei
z # 0 und sign(0) = 1.

Algorithmus 4.14 LAPACK Matrixnormschitzer
v = B(n te)
7= lvlh
¢ = sign(v)
m = B*(
k=2
repeat
j = mindi : [mi] = ]}
v = Be;
Y=
7= lvlh
if ((A ist reell und sign(v) = £() oder v < %) then
Gehe zu Ln 18

ol e
22
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13:  end if

14: (¢ =sign(v)

15 m = B*(

16: k=k+1

17: until ||m|jo = x; oder k > 5
18: my = (—1)" (142 firi=1:n
19: m = Bm

20: if (2||m|1/(3n) > 7) then
21: vV=m

22: v = 2[ml1/(3n)

23: end if

[N)

Hier ist e ein Vektor der Lénge n mit lauter Einsen und die Funktion sign wird kom-
ponentenweise angewendet. Der Algorithmus ist die Basis aller Konditionszahlschéatzer
in ,LAPACK* und wird auch in der , MATLAB“-Funktion rcond verwendet. Er wurde
von Higham [8] entwickelt und basiert auf der p-Norm-Potenzmethode von Boyd [2]. Fiir
weitere Details verweisen wir auf folgende Quellen von Higham [8], [9] und [11].

Mit typischerweise 4-5 Matrix-Vektor-Produkten produziert der Algorithmus oft exakte
Schétzungen, also v = || B||;. Jedoch kann er beliebig schlechte Schiatzungen machen, vor
allem bei speziell konstruierten Gegenbeispielen - aber er schétzt meist korrekt innerhalb
vom Faktor 3.

Analog zum letzten Kapitel mochten wir nun diesen Algorithmus auf /C(A) anwenden,
ohne dieses konkret zu verwenden. Hierzu noch folgendes Theorem, das die Relation zwi-
schen L;(A) und K(A) beziiglich der 1-Norm aufzeigt:

Satz 4.15
Fir A € C™™ und eine beliebige Funktion f, gilt:
L¢(A
UEAD < pegayh, < iy,
Beweis

Fir £ € C™" haben wir ||E||; < || vec(E)|1 < n||E||1, wobei die Gleichheit links erfiillt
ist, wenn F = eel ist und rechts, wenn E = eel ist. Somit gilt mit der Gleichung (8):

LILs(A BNy _ IK(A) vee(E)l - ILs(A E)ll
no Bl T vee(B)[i T £
Durch das Maximieren iiber alle £/ erhalt man das Resultat. L]

Nun wenden wir den Algorithmus 4.14 auf C(A) an, um || L;(A)||; zu schétzen.

Der folgende Algorithmus berechnet mit einem gegebenem A € C™*" eine Schitzung v von
nl| Ly (A)ll1- Genauer gesagt gilt v < [[C(A)[|1, wobei [ K(A)[ly € [n7H | Ly (X)l1, 2l Ly (X)]1]
ist.
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Um die Notation einfach zu halten, fiihren wir folgende Funktionen fiir eine Matrix
X € C™™ ein

| X|: komponentenweiser Betrag, d.h. {|z;;|}

max(X): Komponentenweises Maximum, d.h. max; ;{z;;}

>_(X): Summe aller Komponenten, d.h. }~; ;@
e sign(X): Komponentenweise Signumfunktion, d.h. {sign(z;;)}

e E(n): n x n Matrix mit lauter Einsen als Eintrége

Somit gilt fiir uns:

Algorithmus 4.16

I I R e T e e e e e e
T S S B T AN ol o > ol

V = Ly(A, 5 E(n))
v=22(VI)
¢ = sign(V)
M = L}(A, Q)
k=2
repeat
(¢, 7) = min{(z, j) : [mi;| = max(|M])}
V = Lf(A, EZ])
Y=
v=22(VI)
if ((A ist reell und sign(V') = £¢) oder v < 4) then
Gehe zu Ln 18
end if
¢ = sign(V)
M L4(A,
E=k+1

¢)

: until (max(|M|) = m;; oder k > 5)

My = ( 1)(1+(J'*1)n+1)(1 + H‘(J 1)" 1) firi,j=1:n
: M = L¢(A, M)

if (QZ(WD/( ?) > 7) then

23°(1M1)/ (3n%)

: end 1f

Vorteile des Algorithmus 4.16 im Gegensatz zum Algorithmus 4.13 ist einerseits, dass
die Startmatrix gegeben ist und andererseits, dass der Konvergenztest vermieden werden
kann. Weiter ist die 1-Norm auch leichter zugénglich und die mehr voraussehbare Anzahl
von Iterationen sprechen ebenfalls fiir diesen Algorithmus.
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5 Matrixlogarithmus

5.1 Einfiihrung

Der englische Mathematiker Henry Briggs beniitzte bereits im 17. Jahrhundert eine ge-
schickte Methode, um den Logarithmus einer Zahl grob abzuschétzen. Hierzu verwen-
dete er das Logarithmusgesetz log(ab) = log(a) + log(b) fiir a,b € (0,00), respektive
log(a) = 2log(a'/?) und durch wiederholtes anwenden erhilt man 2*loga"/2". Des Wei-
teren ist log(1 + z) ~ z fiir kleine z, sodass man zusammengefasst loga ~ 2% - (/2" — 1)
als Approximation verwenden kann.

Fiir den Matrixlogarithmus ist vor allem die Gleichung
log(A) = 2F log(A1/2")

sehr von Nutzen.
Wir weisen jedoch noch darauf hin, dass Analog zum Satz 3.1 auch beim Matrixlogarith-
mus nicht immer alle Gesetze der skalaren Funktion gelten:

Satz 5.1
Sei B,C € C™™, wobei B, C als auch A = BC' keine Eigenwerte in (—oo, 0] haben. Wenn
BC = CB, dann gilt log(A) = log(B) + log(C).

Der Beweis folgt direkt aus der Potenzreihendarstellung des Logarithmus als auch der
Kommutativitat.

Ahnlich wie bei der Exponentialfunktion mochten wir k so wihlen, sodass wir log(A(/2")
moglichst gut approximieren kénnen, was wir ebenfalls mit der Padé-Approximation tun
werden. Hierzu sollte A(*/2)" moglichst nahe bei der Identitéit sein, was fiir genug grosse
k gegeben ist, da limy_,. AV/2" = T gilt.

Der sogenannte ,,Inverse Scaling & Squaring* Algorithmus wird folgende Struktur aufwei-
sen:

1. Die Norm von AY2" — J = B geniigend klein skalieren (Scaling)
2. log(B + I) approximieren (Padé-Approximation)
3. log(A) = 2¥log(B + I) berechnen (Squaring)

Im Vergleich zur Struktur der ,,Scaling & Squaring“-Methode fiir die Exponentialfunktion
ist es offensichtlich, warum diese Methode ,,Inverse Scaling & Squaring® genannt wird.

Im néchsten Abschnitt werden wir herleiten, wie wir die Wurzel einer Matrix berechnen
konnen, was wir fiir den ersten Schritt benotigen. Hierfiir ist es von Vorteil die Matrix
A in die Schurform zu zerlegen. Diese Zerlegung ist ein fundamentales Ergebnis aus der
Linearen Algebra, welche wir hier ohne Beweis angeben:
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Satz 5.2
Sei A € C™", dann hat A eine Schur-Darstellung als obere Dreiecksmatriz T = Q*AQ,
wobei Q) eine unitdre Matrixz ist und die Eigenwerte von A in der Diagonale von T stehen.

Diese Abschnitte basieren hauptséchlich auf Kapitel 6 und 11 in Nicholas J. Higham’s
Buch ,, Functions of Matrices® [12].

5.2 Exkurs: Die Wurzel einer Matrix

Um den Algorithmus der Logarithmusfunktion herzuleiten miissen wir zuerst die Wurzel
einer Matrix berechnen konnen. Hierfiir méchten wir einen Algorithmus herleiten, der auf
der Schurzerlegung basiert. Sei A € C™*™ mit der Zerlegung A = QT'Q*, wobei () unitar
und T eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist A2 = QT/2Q*, sodass wir lediglich die
Wurzel U von T berechnen miissen, was wiederum eine Dreiecksmatrix ist. Schreibt man
U? = T koeffizientenweise auf, so erhiilt man die (7,4)- und (i, j)-Elemente fiir ¢ # j direkt
durch die folgenden Gleichungen:

2
Uz = Lii

(wii + wjj)uij = tij — Z Wik Uk 9)
k=i+1

Somit konnen wir zuerst die diagonalen Elemente von U berechnen und dann die Gleichun-
gen (9) fiir die u;; 16sen, wobei wir entweder superdiagonal oder spaltenweise vorgehen.
Dieser Prozess kann nicht abbrechen, weil 0 = u;; + uj; = (¢)* + (¢;;)* nicht méglich ist,
da t; # 0. Wir erhalten daher unseren ersten Algorithmus:

Algorithmus 5.3

1: Berechne die komplexe Schurzerlegung A = QTQ*.
2: Uy =tiy,t=1:n
3: for j=2:ndo
4: fori=j5—1:—-1:1do
5: i
w bij = D hmit1 Uikl
N Wi + Ujj
6: end for
7: end for
8 X =QUQ*

Die Kosten belaufen sich auf 25n® Flops fiir die Schurzerlegung, n3/3 um U und 3n? um
X zu formen, also 28%713 Flops total.

Wenn A und die Eigenwerte reell sind, so kénnen wir die komplexe Arithmetik weglassen
und den Algorithmus 5.4 ebenfalls verwenden. Ist A reell und sind einige Eigenwerte kom-
plex, so ist es nicht sinnvoll komplexe Arithmetik zu verwenden, da diese viel teurer ist. In
diesem Falle kénnen wir die reelle Schurzerlegung verwenden. Diese hat ebenfalls die Form
A = QRQT, wobei Q eine orthogonale Matrix und R eine obere Block-Dreiecksmatrix ist,
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mit 1 x 1 Blocken bei reellen Eigenwerten und mit 2 x 2 Blécken bei komplexen Eigenwer-
ten auf der Diagonale. Die komplexen Eigenwerte treten dabei jeweils paarweise komplex
konjugiert auf und werden durch den 2 x 2 Block représentiert. Analog zum komplexen
Fall kénnen wir nun A2 = QRY2QT schreiben, wobei U = R'/? ebenfalls eine obere
Block-Dreiecksmatrix mit derselben Blockstruktur ist. Schreibt man nun die Gleichung
U? = R blockweise auf, so erhilt man analoge Gleichungen:

Ui = Ra
7j—1
U”UU + Ul‘jUjj - Rz’j - Z Ukukj (1())
k=i+1

Auch hier gilt, dass wenn wir die U; berechnet haben, so konnen wir die restlichen
Blocke U;; nach demselben Muster direkt berechnen. Die Gleichung (10) ist die sogenann-
te Sylvester-Gleichung, welche als Bedingung hat, dass U; und —Uj; nicht die gleichen
Eigenwerte haben, was bei einer nichtsinguldren Matrix garantiert ist.

Ist weder Uj;; noch Uj; ein Skalar, so kénnen wir die Gleichung wie folgt umschreiben:

j—1
(I &® Um + U]:Z; ® [) VeC(UZ’j) — vec (RZ] — Z Ukuk]>

k=i+1

Somit reduziert sich die Matrixgleichung auf ein lineares Gleichungssystem.

Es stellt sich nun die Frage, wie man R}/ 2 berechnet, wenn R;; ein 2 x 2 Block ist. Hierzu
berechne man die Eigenwerte A = 6 4 i von R:

R— 1 T2
21 Ta2
Mit der Determinante von R — AJ erhilt man direkt:

1

1/2
0= 5(7”11 + 792) r=73 (=(rix — r22)® — dryyra) 2

Die Wurzel o + i3 von A\ = 6 4 iu konnen wir nun wie folgt berechnen:

{a — ((0+ (> + p2)?)/2)Y2, B=p/(20)  wemn 6> 0
B = ((10] + (6% + p2)2)/2)'2, = p/(26) wenn <0

Dies fiihrt zu folgender Darstellung von Uj; = Rili/ %
1
200
_ (ot ﬁ(Tn — T22) iﬁz
irm Oé—ﬁ(rn—Tm)
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Zusammengefasst erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.4

1: Berechne die reelle Schurzerlegung A = QRQ7,
wobei R eine m x m Blockmatrix ist.
2: Berechne U;; = R;ﬂ firi=1:m,
wobei die Gleichung (11) fiir 2 x 2 Blocke verwendet wird.

3: for j=2:m do

4: fori=j5—1:—-1:1do 4

5: Lose U”UZJ + UijUjj = Rij — ?c;l‘-i-l Ukuk] fiir Uz]
6: end for

7: end for

8 X = QUQT

Die Kosten belaufen sich auch hier auf 28%713 Flops.

Auf die Fehleranalyse mochten wir nicht genauer eingehen, da dieser Algorithmus eher
ein Mittel zum Zweck ist. Jedoch méchten wir trotzdem die Fehlerabschétzung angeben,
aber verweisen interessierte Leser auf [12].

Die Standardfehleranalyse fiihrt zum folgenden Ergebnis:

A _ 1K1
[Allr = " AR
wobei X2 = A + AA und 7 wie im Unterabschnitt 2.2.4 definiert ist.

5.3 Konstruktion der ,,Inverse Scaling & Squaring‘“-Methode

Wie im Abschnitt 5.2 erwéhnt, miissen wir fiir die Wurzelfunktion jeweils die Matrix in
die Schurform zerlegen. Natiirlich ist es effizienter, wenn wir zu Beginn die Schurzerlegung
vornehmen und die Padé-Approximation auf die obere Dreiecksmatrix T € C™*" anwen-
den.

Es stellt sich offensichtlich die Frage, wie oft wir die Wurzel von T' berechnen und welchen
Grad der Padé-Approximation wir wéhlen sollen, natiirlich mit dem Ziel einen Kompro-
miss zwischen minimalen Kosten und maximaler Genauigkeit zu finden.

Weiter miissen wir auch festlegen, wie wir das Polynom auswerten. Natiirlich steht wieder-
um die Paterson-Stockmeyer-Methode zur Auswahl, jedoch hat sich bei einer detailierten
Analyse von Higham in [10] gezeigt, dass die Auswertung iiber die Partialbruchzerlegung
die beste Methode ist, um r,, zu evaluieren. Wir halten kurz fest, wie die Fehlermatrix
durch die Padé-Approximation beschriankt ist:

Satz 5.5 (Kenney and Laub)
Sei X € C™™ mit || X|| <1 und || - || eine beliebige konsistente Matriznorm, dann gilt:

lrm(A) =log(I + X)|| < [rm(=[1X]]) = log(1 — [[X]))]
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Folgende zwei Fakten sind der Schliissel fiir unsere weiteren Uberlegungen:
e Die Wurzel einer oberen Dreiecksmatrix U kiénnen wir in n®/3 Flops berechnen.

e 7,,(T) konnen wir iiber die Partialbruchzerlegung berechnen und benétigen hierfiir
mn®/3 Flops.

Es lohnt sich also eine extra Wurzel zu ziehen, wenn sich der Approximationsgrad min-
destens um eins verringert.

m| 1 2 3 4 5 6 7 8 9

O | 1.10e-5  1.82e-3 1.62e-2 5.39e-2 1.14e-1 1.87e-1 2.64e-1 3.40e-1 4.1le-1
K(qm) | 1.00e0  1.00e0  1.05e0 1.24e0 1.77¢0  3.09¢0  6.53e0 1.63el  4.62el
Om | 1.00e0  1.00e0 1.03e0 1.11e0 1.24e0 1.44e0 1.69e0 2.00e0  2.36e0

m ‘ 10 11 12 13 14 15 16 32 64

O | 4.75e-1 5.3le-1 5.8le-1 6.24e-1 6.62e-1 6.95e-1 7.24e-1 9.17e-1  9.78e-1
K(qm) | 1.47¢2  5.07¢2  1.88¢3 7.39e3 3.05e4 1.31e5 5.80e5 > lel6 > lel6
Om | 2.76e0  3.21e0 3.71e0  4.25e0 4.84e0 5.47e0 6.14e0 2.27el  8.85el

Man betrachte die obenstehende Tabelle, welche fiir den Grad m im Bereich 1 zu 64 die
folgenden drei Werte angibt:

e 0,,: Das grosste || X, sodass die Abschitzung aus Satz 5.5 kleiner gleich als die
Maschinengenauigkeit ist, d.h. ||7,,(X) —log(I + X)|| <u =27~ 1.1 x 107'S.

o r(gm): Dies bezeichnet die Abschétzung des folgenden Lemmas mit || X || = 6,,:

Lemma 5.6 (Kenney and Laub)
Sei X € C™™ mit || X|| <1 und || - || eine beliebige konsistente Matriznorm. Weiter

ist ¢ der Nenner der Padé-Approximation ry, = D /Gm, dann gilt:

41D
wan(X) < IR

e ¢,,: Dies bezeichnet die folgende Abschitzung fiir | X || = 0,,.

(m)
1+ 81X
dm = maxs(I + B X) < max W_
’ 71— AIX]

Man stellt sofort fest, dass k(g (X)) sehr schnell wéchst fiir m > 10, was vor allem andere
Auswertungsmethoden betrifft wie zum Beispiel die Paterson-Stockmeyer-Methode. Wei-
ter sehen wir, dass ¢,, fiir alle m eine akkurate Auswertung durch die Partialbruchreihe
zulésst.
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Um die Daten der Tabelle genauer zu interpretieren, miissen wir wissen wie gross der Ein-
fluss des Wurzelziehens auf 7' ist. Dies konnen wir unabhéngig von der Dreiecksstruktur
von T abschiitzen. Da (I — AV Y1 — AA/2"y = 1 — A0/2" gilt und AV/2* — T fiir
k — oo folgt, konnen wir folgende approximative Gleichung verwenden:

17— AU LT - A0 (12)
Daraus schliessen wir, dass wenn A(/2" die Norm nahe bei 1 hat, dass ein weiteres
Whurzelziehen die Distanz zur Identitat etwa halbiert.
Kommen wir zuriick zu unserer Tabelle aus der ersichtlich ist, dass 0,, < 6,,_o wenn m > 7
ist. Daher macht es Sinn, die Wurzel zu ziehen bis || X|| < 67, da somit jede Wurzel die
Kosten der Padé-Approximation reduziert.

Nun koénnen wir bereits den Algorithmus beschreiben, wobei A € C™*™ keine Eigenwerte
in [0, —o0) hat.

Algorithmus 5.7
1: Berechne die (reelle oder komplexe) Schurzerlegung A = QT Q*

2:k=0,p=0

3: while true do

4: T = ||T — U||1

5. if 7 < 6; then

6: p=p+1

7 jsr=min{i:7<6;, i=3:7}
8: Jo=min{i:7/2<6;, i=3:7}
9: wenn j; — Jo < oder p =2, m = j;: GOTO Ln 14
10:  end if

11: T « T2 (Algorithmus 5.4)

122 k=k+1

13: end while
14: Berechne U = 1,,(T' — I) unter der Benutzung der Partialbruchreihe.
15 X =2FQUQ*

Die Kosten belaufen sich auf 25n Flops fiir die Schurzerlegung und (k + m)n3/3 Flops
um U und 3n® Flops um X zu formen: also etwa (30 + £)n® Flops total.

Im Falle, dass die Abschitzung (12) nicht gut ist, konnte der Algorithmus hochstens eine
unnotige Wurzel ziehen, da der Test p = 2 bei Zeile 9 dies kontrolliert.
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6 Schlusswort & Awusblick

Durch die untersuchten Algorithmen erhélt man einen Einblick, wie komplex und knifflig
die Konstruktion eines geschickten und effizienten Algorithmus sein kann. Der Vergleich
der Exponentialfunktion von Ward und Higham zeigt einerseits auf, wie viel in einem
bereits etablierten Algorithmus noch optimierbar war, andererseits die verschiedenen An-
sichten iiber gewisse Methoden, wie zum Beispiel das Ausgleichen, wo wir den Standpunkt
Pro Ausgleichen vertreten. Meiner Meinung nach sind gerade solche Beispiele immens mo-
tivierend um Forschung weiter voran zu treiben.

Die Logarithmusfunktion macht im Kontext der Matrixfunktionen ihrem Ruf als ,,Um-
kehr“-Funktion alle Ehre - sogar der Algorithmus wird ,,umgekehrt“. Die Genauigkeit der
behandelten Algorithmen ist im Allgemeinen sehr gut und die Laufzeiten sind mit den
heutigen leistungsstarken Computern auch fiir grossere Matrizen vertretbar.

Die Thematik der Matrixfunktionen endet natiirlich nicht bei der Exponentialfunktion
oder beim Logarithmus. Von der Signumfunktion iiber héhere Wurzeln, Polarzerlegung
bis zu Cosinus- und Sinusfunktion, die Auswahl an Funktionen und deren interessanten
numerischen Inhalt ist riesig. Interessierte Leser finden im Verzeichnis noch weiterfithrende
Literatur, jedoch ist das Buch ,,Functions of Matrices von Nicholas J. Higham wohl das
umfassendste Werk.

Die Numerik als relativ neue Kerndisziplin gewinnt immer mehr an Bedeutung und bot
einen sehr spannenden Ausflug als auch eine motivierende Grundlage fiir eine Abschluss-
arbeit des Mathematik Studiums. An dieser Stelle mochte ich mich herzlich bei meinen
Betreuern bedanken. Herr Prof. Dr. Daniel Kressner vom Seminar fiir Angewandte Mathe-
matik, der mit seiner freundlichen und unkomplizierten Art mich von der mathematischen
Perspektive optimal unterstiitzte und mir diese Arbeit erst ermoglichte. Herr Dr. Martin
Maéchler vom Seminar fiir Statistik und R-Project Entwicklungsteam, der mit viel Zeit und
Geduld meine implementierten Algorithmen polierte und mir mit Tipps, Tricks und Kor-
rekturen einiges iiber die Programmiersprache von R lehrte. Natiirlich danke ich allen, die
mich wahrend dieser intensiven Zeit unterstiitzt haben, ganz speziell meiner Partnerin.
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A Tests implementierter Algorithmen

Die folgenden Tests wurden auf einem Sony Vaio VGN-FE21H, Intel Core Duo T2300
(2x 1.66GHz) mit 1GB RAM auf Windows XP durchgefiihrt, wobei die R-Version 2.8.0
und die Matlab-Version 7.7.0.471 (R2008b) verwendet wurden.

Des Weiteren werden wir hiufig Laufzeiten von R und Matlab vergleichen, mochten je-
doch darauf hinweisen, dass hier grosse Unterschiede vorzufinden sind. Um dies genauer
aufzuzeigen, haben wir jeweils eine 1000 x 1000, 500 x 500 und eine 200 x 200-Zufallsmatrix
generiert und mit diesen jeweils 50 Matrixmultiplikationen (A - A) und 50 Matrixinversio-
nen (A™!) durchgefiihrt. Folgende Laufzeiten wurden benétigt:

n=1000 | A-A| A" n=500|A-A|A" n=200]A-A]A"
R 205.1 | 223.2 R 20.7 | 21.7 R 1.15 | 1.56

Mlab 49.2 | 64.3 Mlab .77 | 7.03 Mlab 0.37 | 0.59

Dieser Unterschied (im Groben etwa Faktor 3) geht auf das durch die Standardinstalla-
tion verwendete BLAS zuriick. Im Matlab wird die ,Math Kernel Library*“ (kurz MKL)
von Intel als BLAS verwendet, welche auf den Prozessor zugeschnitten ist. Bei R hin-
gegen liegt das BLAS zugrunde, also die Standardsammlung der Routinen (siehe auch
http://www.netlib.org/blas/).

A.1 Tests mit der Exponentialfunktion
A.1.1 Einzelne Beispiele

Folgende ,,exakten® Funktionsergebnisse wurden mit Hilfe von Matlab und der Symbolic
Toolbox auf eine Genauigkeit von hundert Stellen berechnet und dann mit den Berech-
nungen der R-Implementation verglichen.

Beispiel 1 Zuerst betrachten wir ein allgemeines Beispiel (nach [18]). Die Testmatrix sei:
4 20
A=11 41
114

Diese Matrix ist nicht diagonalisierbar und das Minimalpolynom entspricht dem
charakteristischem Polynom. Eigenwerte sind 3 mit Multiplizitdt 2 und 6, die Norm
ist ||Al|; = 7. Die 1-Normen der Fehlermatrizen auf zwei Stellen nach dem Komma
gerundet sind wie folgt:

||6\I?Vard - e:g(aktHl = 3.13e-13
Heéigham - eé{akt“l = 4.26e-13

|’eﬁigham(bal) - efxaktHl = 4.26e-13

Der Algorithmus von Ward ist minim exakter. In diesem Beispiel scheint das Balan-
cing keine Auswirkung zu haben. Man darf sagen, dass hier alle Algorithmen sehr
gut abschneiden.
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Beispiel 2 Dieses Beispiel (ebenfalls nach [18]) stellt die Algorithmen etwas mehr auf die Probe:

—131 19 18
B=1-390 56 54
—387 57 52

Die Eigenwerte der Matrix sind —1,—2 und —20, die Norm ist ||B]|; = 908. Die
1-Normen der Fehlermatrizen auf zwei Stellen gerundet sind wie folgt:

leB. —eB .lli = 5.00e-12

Hegigham - ei{akt”l = 3.6e-12
Hegigham(bal) - eg(aktHI = 7.03e-13

Wir sehen hier die erste Wirkung von dem Balancing, denn der Algorithmus von
Higham ist damit einiges exakter. Aber auch ohne Vorverarbeitung schneidet Hig-
ham besser ab als der Algorithmus von Ward - dies ist auf die bessere Padé-
Approximation zuriickzufiihren.

Beispiel 3 Diese Matrix wurde in Matlab per Zufallsgenerator erstellt und dann noch mit der
Ahnlichkeitsabbﬂdung durch die Diagonalmatrix D = diag(1,1074,10% 10% 107%)
schlecht konditioniert, das heisst C = D™!ED. Danach wurde C' mit ||C]; =
177088903 in R eingelesen (hier auf 7 Stellen gerundet):

8.147237e-01  9.754040e-06 1.576131e + 03 1.418863e + 03 6.557407¢-05
9.057919e + 03  2.784982¢-01 9.705928e + 07 4.217613e + 07 3.571168e-02

C = | 1.269868e-05 5.468815e-09 9.571669¢-01  9.157355e-01  8.491293e-09
9.133759¢-05  9.575068e-09  4.853756e-01 7.922073e-01  9.339932e-09
6.323592¢ + 03 9.648885¢-01 8.002805e + 07 9.594924e + 07 6.787352¢-01

|‘e\%ard - egcaktul = 1.19e-7
||€gigham - egcaktHl = 10934631
||egigham(bal) - eg(akt||1 = 2.98e-7

Wie zu erwarten bringt das Balancing bei dieser Matrix sehr viel. Die Algorithmen
schneiden also mit der Vorverarbeitung etwa gleich gut ab.

A.1.2 Laufzeit mit randomisierten Matrizen

Wir bereits erwahnt, ist der Algorithmus von Higham schneller als der von Ward. Dies
liegt hauptséichlich an der Polynom-Auswertung, die bei Higham effizienter gestaltet wur-
de - Higham benétigt maximal 60, Ward bendtigt immer 7M. Wir werden lediglich
das quantitative Verhalten der Algorithmen anschauen, da die Analyse der Algorithmen
bereits das Resultat verrét.
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Wir haben 200 Zufallsmatrizen mit den Dimensionen von 1 bis 200 generiert, wobei die
Eintrage zwischen —1 und 1 gleichverteilt sind. In der folgenden Graphik sieht man die
benotigten Laufzeiten der Algorithmen um expm(-) der jeweiligen Matrix zu berechnen.

Laufzeit: Ward77 gegen Higham05
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Wie erwartet ist der Algorithmus von Higham einiges schneller und das Balancing kann
teilweise etwas mehr kosten, es fillt jedoch nicht ins Gewicht.
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A.1.3 Matrizen vom Matrix Market

Die folgende Auswahl von Matrizen sind vom Matrix Market
(http://math.nist.gov/MatrixMarket /):

BWM200.mtx CDDEI1.mtx CDDE2.mtx CDDE3.mtx CDDE4.mtx
CDDES5. mtx CDDEG6.mtx CK104.mtx CK400.mtx CK656.mtx
LOP163.mtx OLM100.mtx OLM1000.mtx OLMbS500.mtx PDE225.mtx
PDE900.mtx PLAT362.mtx PLSKZ362.mtx  QH768.mtx QHS882.mtx
RDB200.mtx RDB200L.mtx RDB450.mtx RDB450L.mtx RDB800L.mtx
RDB968.mtx RW136.mtx RW496.mtx TOLS340.mtx  TOLS90.mtx
TUB100.mtx TUB1000.mtx

Einerseits wurden die Laufzeiten gemessen, andererseits die Grésse ||e*—etete? || /||e341,
welches ein Indikator fiir die Genauigkeit der Berechnung ist. Hier einige Beispiele des R
Codes:

zeitexpm[i] <- system.time(expm(A)) [3]

absfehlexpm[i] <- norm(expm(3*A) - expm(A) %*% expm(A) %x*% expm(A),"1")
expnorm[i] <-  norm(expm(3*A),"1")

relfehl <- absfehlexpm/expnorm

Respektive in Matlab:

expnorm(i)= norm(expm(3%*A),1)
normexpm (i)=norm(expm(3*A)-expm(A)*expm(A)*expm(A),1)
tic; expm(A);zeit(i)=toc;

Dies wurde realisiert fiir den Algorithmus von Ward [18] R_expm(Ward77), den Al-
gorithmus von Higham auf Seite 19 (mit Ausgleichen R_expm(Hig05(bal)) und ohne
R_expm(Hig05) ) und fiir die Matlab Funktion Mlab_expm(Hig05), welche ebenfalls Hig-
ham’s Algorithmus in Matlab darstellt (seit V7 in Matlab) und ohne Ausgleichen ist.
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In der Grafik sehen wir die Laufzeiten in Mikrosekunden pro Dimension hoch drei, sodass
wir den erwarteten linearen Zusammenhang sehen konnen. Es ist ersichtlich, dass wir
einige Ausreisser haben (Matrizen mit der Dimension 500,768,882, 1000(1),1000(2)), wel-
che auf sehr schlechte Konditionierung der Matrizen (x > 2000000) und grosse Normen
zuriickzufiihren ist. Bis auf wenige Ausnahmen ist normalerweise der Matlab-Algorithmus
am schnellsten, dann Higham mit oder ohne Ausgleichen und schliesslich, als langsamste
Berechnung, Ward’s Algorithmus. Weiter ist erwéhnenswert, dass das Ausgleichen bei eini-
gen Fillen sogar sehr zeitsparend ist (Matrizen mit der Dimension 90,104,500,768,882,1000(1))
im Vergleich zum nicht Ausgleichen - vor allem bei schlecht konditionierten Matrizen. Das
Ausgleichen zeigt sich lediglich bei einem Fall als signifikanter Nachteil fiir die Laufzeit
(Matrix mit der Dimension 136).

In den néchsten beiden Grafiken findet man noch die Zeiten nach der Norm der Matrizen
und der Exponentialkonditionszahl sortiert. Hier zeigt sich ebenfalls ein dhnliches, zu
erwartendes Bild. Wir sehen, dass die Norm einen starken Einfluss auf die Laufzeit hat,
wie zu erwarten ist wegen dem ,,Squaring”.
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Als néchstes untersuchen wir die Genauigkeit. Hier haben wir im Graphen den Loga-

rithmus der Grosse ||t —

eteted||1/]|€*4]|1. Es ist ersichtlich, dass in vielen Féllen die

Matlab-Berechnung am Besten ist. Verwunderlich ist jedoch, dass manchmal sogar der Al-
gorithmus von Ward am genausten ist. Dies wiirde sich bei der Matrix mit Norm 1le+00
erkldren lassen, wegen der kleinen Norm und der genaueren Padé-Approximation, jedoch
bei der Matrix mit Norm 2e+04 ist dies nicht klar begriindbar.
Weiter sehen wir wiederum an einigen Beispielen den Vorteil des Ausgleichens (Matrizen
mit Norm: 9e + 02,2e + 04(1),2e + 04(2),2e 4+ 05, 7e 4+ 12, 1le 4+ 13), jedoch findet man
kein Beispiel, wo sich dies stark negativ auswirkt. Ob man nach der Norm oder nach der
Exponentialkonditionszahl sortiert, scheint hier keine grosse Rolle zu spielen.
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Zusammengefasst diirfen wir sagen, dass wir in der Testreihe kein Beispiel hatten, wo sich
das Ausgleichen als signifikant verschlechternd herausstellte und somit Higham’s Algo-
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rithmus mit ,, Balancing® sich als guter Algorithmus zeigt. Aber um dies etwas genauer zu
analysieren, werden wir im Abschnitt A.1.5 dies noch etwas genauer untersuchen.

A.1.4 Hessenbergmatrix

Wie bereits im Kapitel Vorverarbeitungen erwéhnt, so kann das Ausgleichen schlecht fiir
die Matrixnorm sein. Watkins [19] zeigt auf, dass dies insbesondere bei einer Hessenberg-
matrix der Fall ist. Dies mag auch sein bei Eigenwertproblemen, jedoch scheint dies keine
grossen Auswirkungen fiir die Exponentialfunktion zu haben. Fiir diesen Test haben wir
eine 1000 x 1000-Zufallsmatrix in Matlab generiert und diese in eine Hessenbergmatrix
(Matlab: hess()) umgewandelt.

Laufzeit Hessenberg Relativer Fehler Hessenberg
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Matrix-Dimension 1000, Norm(H,1)= 201.88 Matrix-Dimension 1000, Norm(H,1)= 201.88

Es ist ersichtlich, dass das Ausgleichen etwas mehr Laufzeit kostet, aber keineswegs das
Resultat verschlechtert. Man darf abschliessend sagen, dass unsere Tests keinen Nach-
teil des Ausgleichens aufgezeigt haben. Daher sind wir der Meinung, dass man dies im
Allgemeinen verwenden sollte.
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A.1.5 Balancing

Bis anhin haben wir festgestellt, dass das Balancing generell eher positive Auswirkungen
hatte. Um dies genauer zu analysieren, haben wir noch weitere Tests gemacht. In den
folgenden Graphen findet man die 1-Norm und die Exponentialkonditionszahl der , Matrix
Market “-Matrizen, jeweils vor und nach dem Ausgleichen.
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Bei der Norm sehen wir, dass das Balancing mehrheitlich die Norm stark verkleinert. Die
einzigen Ausnahmen sind die Matrizen mit der Dimension 961(2), 961(4), 961(6), also
die Matrizen ,,CDDE2“,  CDDE4“ “CDDE6“. Die relative Verschlechterung der Norm ist

jedoch mit etwa —0.088 relativ klein.

Bei der Exponentialkonditionszahl haben wir auf den ersten Blick ein &hnliches Bild, je-
doch hat hier das Balancing haufiger negative Auswirkungen. Bei den Matrizen mit der
Dimension 104,136,400,496,656,961(2),961(4),961(6) haben wir eine relative Verschlech-
terung von etwa 0.124, was vertretbar ist. Dagegen ist die Matrix mit der Dimension

1000(1) ein Ausreisser mit 0.375.
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Schliesslich betrachten wir noch die Hessenbergmatrix aus dem vorherigen Abschnitt. Dies
ergab folgende Resultate:

|H|: =201.88  ||bal(H)|: = 199.55

Dies ist eine relative Verkleinerung der Norm von 0.011.
cond(exp, H) = 0.3607 cond(exp, bal(H)) = 0.3185

Auch hier ergibt sich eine relative Verkleinerung der Exponentialkonditionszahl von 0.12

Als Fazit diirfen wir sagen, dass das Balancing mehrheitlich eher eine optimierende Wir-
kung hat und in wenigen Féllen eine Verschlechterung hervorruft, diese jedoch nicht signi-
fikant ist. Wir empfehlen daher generell das Balancing zu verwenden, jedoch sollte man
die Option haben es auszuschalten zu konnen.

A.2 Tests mit der Logarithmusfunktion

Bei den folgenden Tests haben wir zuerst die Ausgangsmatrizen in R und Matlab einge-
lesen, wobei es sich um dieselben Matrizen wie bei den Tests aus A.1.1 handelt. Danach
haben wir die ,,exakte Exponentialmatrix mit Hilfe von Matlab und der Symbolic Tool-
box auf eine Genauigkeit von hundert Stellen berechnet und in R importiert. Anschliessend
wurde die R-Implementation des Logarithmus auf diese ,exakten® Exponentialmatrizen
angewendet und mit der Ausgangsmatrix verglichen.

Beispiel 1 Zuerst betrachten wir ein allgemeines Beispiel (nach [18]), wie im Beispiel 1 der
Exponentialfunktion. Die Ausgangsmatrix sei:

4 20
A=1|1 41
114
Wie erwihnt, wurde exp(A) in Matlab auf hundert Stellen genau berechnet und
dann in R eingelesen. Die Exponentialmatrix hat die Norm || exp(A)||; = 531.21.
Die 1-Norm der Fehlermatrix auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet ist wie
folgt:

|| log(exp Aexakt) — A1 = 1.32¢-14

Man darf sagen, dass die Logarithmusfunktion hier sehr gut abschneidet.
Beispiel 2 Dieses Beispiel (ebenfalls nach [18]) stellt die Algorithmen etwas mehr auf die Probe:

—131 19 18
B=1-390 56 54
—387 57 52

Zwar ist hier die Norm der Ausgangsmatrix relativ gross mit ||Bl[; = 908, jedoch
ist die Norm der Exponentialmatrix wiederum sehr klein mit || exp(B)||; = 12.08.
Die 1-Norm der Fehlermatrix auf zwei Stellen gerundet ist wie folgt:

” log(exp Bexakt) - B||1 = 1.02e-6
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Mit dieser Ausgangsmatrix hat der Algorithmus schon mehr Miihe, da hier die
verschiedenen Vorzeichnen als auch die dominierende erste Spalte eher Probleme
machen.

Beispiel 3 Diese Ausgangsmatrix wurde in Matlab per Zufallsgenerator erstellt und dann noch
mit der Ahnlichkeitsabbildung durch die Diagonalmatrix D = diag(1,10~*, 10 10* 10~%)
schlecht konditioniert, das heisst C = D !ED. Danach wurde C' mit ||C]|; =
177088903 in R eingelesen (hier auf 7 Stellen gerundet):

8.147237e-01  9.754040e-06 1.576131e + 03 1.418863e + 03 6.557407¢-05
9.057919e + 03  2.784982¢-01 9.705928e + 07 4.217613e + 07 3.571168e-02

C = | 1.269868e-05 5.468815e-09 9.571669¢-01  9.157355e-01  8.491293e-09
9.133759¢-05  9.575068e-09  4.853756e-01  7.922073e-01  9.339932¢-09
6.323592¢ + 03 9.648885¢-01 8.002805e + 07 9.594924e + 07 6.787352¢-01

Die Exponentialmatrix hat die Norm || exp(C)||; = 1037255552.

|| log(exp chakt> - C”l =0.34

Offensichtlich macht die schlechte Konditionierung auch dem Logarithmus zu schaf-
fen, jedoch angesichts der grossen Norm von C' ist dies ein kleiner relativer Fehler.
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B R-Implementierungen

B.1 Matrixexponential

B.1.1 Exponentialfunktion mit Ausgleichen

1 ## OVERVIEW-

2

3 #lnput: A; nxn Matrix

4 #Output: e”A Matrixexponential; nxn Matrix
5

6

7 #Function for Calculation of e”A with the Scaling&Squaring Method with Balancing
8

9 # Step O0: Balancing

10 # Step 1: Scaling

11 # Step 2: Padé—Approximation

12 # Step 3: Squaring

13 # Step 4: Reverse Balancing

14

15 #R—Implementation of Higham's Algorithm from the Book
16 #' Functions of Matrices — Theory and Computation”, Chapter 10, Algorithm 10.20

18

19 ## CODE

20 expm2 < function(A, balancing=TRUE)

21 {

22

23 ## Check if A is quadratic

24 d < dim(A)

25 if (length(d) != 2 || d[1] !'= d[2]) stop("’A’ must be a quadratic matrix")
26 n «— d[1]

27

28 if (n <= 1) return(exp(A))

29

30 ## else n>=2 ... non—trivial case

31

32

33 - STEP 0: BALANCING

34 ## if Balancing is designated, Balance the Matrix A
35 ## This Balancing Code is adapted from the R—Forge expm Package,
36 ## which is needed for the dgebal function

37

38 if (balancing) {

39

40 stopifnot (require (expm))

41 baP < dgebal (4, "P")

42 baS <« dgebal (baP$z, "S")

43 A «— baS$z

44 }

45

46

47 #4———STEP 1 and STEP 2 SCALING & PADE APPROXIMATION
48

49 ## Information about the given matrix

50

51 stopifnot (require("Matrix")) # just for this:

52 nA < norm(A, "1")

53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96

98

99
100
101
102
103
104
105

## try to remain in the same matrix class system:
I «— if(is(A,"Matrix")) Diagonal(n) else diag(n)

## If the norm is small enough, use the Padé—Approximation (PA) directly

if (nA <= 2.1) {

t <« c(0.015, 0.25, 0.95, 2.1)
## the minimal m for the PA
1 < which.max(nA <= t)

## Calculate PA
C «— rbind(c(120,60,12,1,0,0,0,0,0,0),
c(30240,15120,3360,420,30,1,0,0,0,0),
c(17297280,8648640,1995840,277200,25200,1512,56,1,0,0),
c(17643225600,8821612800,2075673600,302702400,30270240,
2162160,110880,3960,90,1))

A2 «— A %% A
P—1

U« C[1,2]+I
Ve C[1,11%*I

for (k in 1:1) {
P «— P %*% A2
U« U + C[1,(2xk)+2]*P
V—V + C[1,(2*k)+1]*P

U<« A %*% U
X < solve (V-U,V+U)

## Else, check if norm of A is small enough for m=13.
## If not, scale the matrix

else {

s < log2(nA/5.4)
B« A

## Scaling

if (s > 0) {
s « ceiling(s)
B« B/(2"s)

}

else 0

## Calculate PA

c. < c(64764752532480000,32382376266240000,7771770303897600,

1187353796428800, 129060195264000,10559470521600, 670442572800,

33522128640, 1323241920, 40840800,960960,16380, 182,1)

B2 «— B %*) B
B4 «— B2 %xJ B2
B6 <« B2 %x*J, B4
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106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125

B.1.2 Fréchet-Ableitung und Exponentialfunktion

©o~TDU A WN -

£

U<« B %*% (B6 %*% (c.[14]1%B6 + c.[12]1*B4 + c.[10]*B2) +
c.[8]1*B6 + c.[61*B4 + c.[4]1*B2 + c.[2]*I)

V« B6 %*% (c.[13]1%B6 + c.[111*%B4 + c.[9]1%B2) +
c.[71*B6 + c.[51%B4 + c.[3]1*B2 + c.[1]1*I

X < solve (V-U,V+U)

#fp——————STEP 3 SQUARING

126
127
128
129
130
131
132
133
134

for (t in seq_len(s)) X «— X %x% X
}

STEP 4 REVERSE BALANCING

T
if (balancing) { ## reverse the balancing

d < baS$scale
X«— X * (d * rep(1/d, each = n))

## apply inverse permutation (of rows and columns):

OVERVIEW-

#lnput: A; nxn Matrix

E; nxn Matrix

#Output: list X: X$expm; e"A Matrixexponential; nxn Matrix
# X$Lexpm; Exponential—Fréchet—Derivative L(A E);

#Function for Calculation of e”A and the Exponential Fréchet—Derivation L(A,E)
#with the Scaling&Squaring Method

# Step 1: Scaling (of A and E)
# Step 2: Padé—Approximation of e”A and L(A,E)
# Step 3: Squaring

#R—Implementation of Higham's Algorithm from the Article
#"' Computing Fréchet Derivative of the Matrix Exponential, with an application
#to Condition Number Estimation”, MIMS EPrint 2008.26, Algorithm 6.4

A CODE-

expm2frech < function(A,E){

## Check if A is quadratic
d «— dim(A4)

if (length(d) != 2 || d[1] !'= d[2]) stop("’A’ must be a quadratic matrix")
if (!identical(d,dim(E)) ) stop("A and E need to have the same Dimension")

n «— d[1]

if (n <= 1) {
Y—exp (A)
X2Exexp (4)
X*list (expm=X, Lexpm=X2)
return (X)
¥

## else n >= 2 non—trivial case

#—————STEP 1 & STEP 2: SCALING & PADE APPROXIMATION

135
136
137
138
139
140
141
142
143
144

pp < as.integer (baP$scale)
if (baP$i1l > 1) { ## The lower part
for(i in (baP$i1-1):1) { # 'pl’' in xreversex order
tt «— X[,i]; X[,i] « X[,pplill; X[,pp[il] « tt
tt «— X[i,]; X[i,] <« X[pp[il,]1; X[ppl[il,] « tt

}

if (baP$i2 < n) { ## The upper part
for(i in (baP$i2+1):n) { # 'p2’' in *forwardx* order
##4# swap i <> pp[i] both rows and columns
tt «— X[,il; X[,i] <« X[,ppl[ill; X[,ppl[il] « tt
tt «— X[i,]; X[i,] <« X[ppl[il,]; X[ppl[il,] <« tt

#Information about the given matrix
stopifnot (require("Matrix")) # just for this:
nA «— norm(A ,"1")

## try to remain in the same matrix class system:
I« if(is(A,"Matrix")) Diagonal(n) else diag(n)

#1f the norm is small enough, use directly the Padé—Approximation
if (nA <= 1.78) {

t < ¢c(0.0108,0.2,0.783,1.78)
## the minimal m for the PA
1 < which.max(nA <= t)

#Calculate PA for e”A and L(AE)
C <« rbind(c(120,60,12,1,0,0,0,0,0,0),
¢ (30240,15120,3360,420,30,1,0,0,0,0) ,

(PA)

c(17297280,8648640,1995840,277200,25200,1512,56,1,0,0),
c(17643225600,8821612800,2075673600,302702400,30270240,

2162160,110880,3960,90,1))

j o 1*2+1

P «1I

U « C[1,2]=%I

V «— Cl[1,1]1*I

A2 — A%*%A

M2 «— AY*RE+E%*%A

M «— M2

LU < C[1,4]xM

LV < C[1,3]xM

for (k in sec_len(1-1)){
HPA A

P <« PUx*%A2
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73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

U « U+C[1, (2xk)+2]*P
V «— V+C[1,(2%k)+1]*P

#PA L(A E)

M A2%*%M + M2Yx%P

LU « LU+C[1, (2% (k+1))+2]*M
LV «— LV + C[1,(2*%(k+1))+1]1xM

-

#PA e"A & L(AE)

P «— P%*%A2

U « U+C[1,(2%(1))+2]*P
LU < A %*% LU+E%*%U

U «— A%*%U

V «— V+C[1,(2%(1))+1]1*P

X « solve(V-U,V+U)
X2 < solve (V-U, LU+LV+(LU-LV)%*%X)
}

#Else , check if norm of A is small enough for PA with m=13.
#1f not, scale the matrix
else {
s « log2(nA/4.74)
B «— A
D «—E
#Scaling
if (s > 0){
s <« ceiling(s)
B «— A/(27s)
D « D/(27s)}

C. «— c(64764752532480000,32382376266240000,7771770303897600,
1187353796428800, 129060195264000,10559470521600,
670442572800,33522128640,1323241920,
40840800,960960,16380,182,1)

#Calculate PA
HPA e"A

111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147 }

B2 <« BY%*%B

B4 « B2Y%x*%B2

B6 <« B2Y%x*%B4

Wi <« C.[14]1%B6+C.[12]*B4+C.[10]*B2
W2 <« C.[8]1*B6+C.[6]1*B4+C.[4]*B2+C.[2]+*I
Z1 « C.[13]%B6+C.[11]*B4+C.[9]*B2
Z2 «— C.[7]1*B6+C.[5]*B4+C.[3]%B2+C.[1]*I
W« BEU*LW1+W2

U« BYU*%UW

V <« B6Ux%Z1+Z2

#PA L(A,E)

M2 < BY%*%D+D%*%B

M4« B2Y%*%M2+M2%*%B2

M6 «— B4%*%M2+M4%*%B2

LWl « C.[14]1*M6+C. [12] *M4+C. [10] *M2
LW2 < C.[8]*M6+C.[6]*M4+C. [4] *xM2
LZ1 «— C.[13]1*M6+C.[11]1*M4+C. [9]*M2
LZ2 < C.[7]1*M6+C.[5]*M4+C. [3]*M2

LW « B6%*%LW1+M6%*%W1+LW2

LU « B%*%LW+D%*%W

LV « B6%*%LZ1+M6%*%Z1+LZ2

X < solve(V-U,V+U)

X2 « solve(V-U,LU+LV+(LU-LV)%*%X)

#———STEP 3 SQUARING

#Squaring
if (s > 0) for (t in seq_len(s)) {
X2 «— X2U%*%X+X%*%X2

X — X%*%X
}
}
X < list (expm=X, Lexpm=X2)
X
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B.2 Exponentialkonditionszahl
B.2.1 Exakte Exponentialkonditionszahl

1 ## OVERVIEW-

2

3 #lnput: A; nxn Matrix

4 #Output: list C: C$expcondF: Exponentialconditionnumber Frobeniusnorm; scalar
5 # C$expcondl: Exponentialconditionnumber 1—Norm; scalar

6 # C$¢expm: e"A Matrixexponential; nxn Matrix

7

8

9

#Function for exact calculation of the Exponentialconditionnumber ("1” and

10 #Frobenius—Norm). This function uses the function expm2frech for the calculation

11 #of the fréchet derivative.

12

13 # Step 1: Calculate Kroneckermatrix of L(A)

14 # Step 2: Calculate Expentialconditionnumber ("1” & Frobenius—Norm)
15

16 #R—Implementation of Higham's Algorithm from the book
17 #'Functions of Matrices — Theory and Computation”, chapter 3.4, algorithm 3.17

18

19

20 ## CODE

21 expcond « function(A){

22 d < dim(A)

23 if (length(d) '= 2 || d[1] != d[2] || d[1]l<=1)
24 stop("’A’ must be a quadratic matrix and n>1")
25 n «— d[1]

26 #———STEP 1: Calculate Kroneckermatrix of L(A)
27 K <« matrix(c(rep(0,n~4)),n"2,n"2)

28 v <« c(rep(0,n"2))

29

30 for (j in 1:n){

31

32 ej «— c(rep(0,n))

33 ejljl «— 1

34

35 for (i in 1:n){

36

37 ei «— c(rep(0,n))

38 eili] « 1

39 Eij <« eil*%t(ej)

40 calc < expm2frech(A,Eij)

41 Y < calc$Lexpm

42 K[,(j-1)*n+i] « as.vector (Y)

43 ¥

44

45 }

46 #——STEP 2 CALCULATE EXPONENTIALCONDITIONNUMBER
47 # Frobenius—Norm

48 normk < sqrt (max (eigen (t(K)%*%K)$values))

49 CF < normk*norm(A,"F")/norm(calc$expm,"F")

50

51 # 1—Norm

52 C1 «— norm(K,"1")*norm(A,"1")/(norm(calc$expm,"1")*n)
53 C <« list(expcondF=CF, expcondl1=Cl, expm=calc$expm)
54 c

55 }

B.2.2 Schitzung der Exponentialkonditionszahl (1-Norm)

1 ##—OVERVIEW-

2

3 #lnput: A; nxn Matrix

4 #Output: list C: C$expcond: Exponentialconditionnumber "1"—Norm; scalar
5 # Cgexpm: e"A Matrixexponential; nxn Matrix

6

7 #Function for Estimation of the "1"—norm exponentialcondtionnumber based on
8 #the LAPACK marix norm estimator.

9 #This function uses the function expm2frech for the calculation

10 #of the fréchet derivative.

11

12 # Step 1: Estimate "1"—Norm of Kroneckermatrix K(A)

13 # This step is based on the equation: K(A)vec(E)=vec(L(A E))
14

15 # Step 2: Calculate Expentialconditionnumber ("1"—Norm)

16

17 #R—Implementation of Higham'’'s Algorithm from the book
18 #"Functions of Matrices — Theory and Computation”, chapter 3.4, algorithm 3.21

21 CODE

22 expcondestl « function(A){

23

24 #——STEP 1 ESTIMATE "1"—NORM FROM THE KRONECKERMATRI
25 ## Check if A is quadratic

26 d « dim(A)

27 if (length(d) !'= 2 || d[1] !'= d[2] |l d[1]l<=1)

28 d stop("’A’ must be a quadratic matrix and n>1")
29 n « d[1]

30

31 E «— matrix(c(rep(1/n°2,n°2)),n,n)

32 calc «+ expm2frech(A,E)
33 v « calc$Lexpm

34 G «— sum(abs (V))

35 Z «— sign (V)

36 X «— expm2frech (t(A),Z)$Lexpm

37 k=2

38

39 repeat {

40

41 j « which.max(as.vector (abs(X)))
42 Ej «— matrix (c(rep(0,n"2)),n,n)
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43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

Ej[j] « 1
\ «— expm2frech(A,Ej)$Lexpm

G «— sum(abs (V))

if (identical(sign(V),Z) || identical(sign(V),-Z)) break
z «— sign (V)

X «— expm2frech(t(A),Z)$Lexpm

k — k+1

if (max(abs(X))==X[jl | k>5) break

for (1 in 1:(n"2)) {
X[1] < (-1)"(1+1)*(1+(1-1)/(n"2-1))

56
57
58
59
60
61
62
63
64

66 }

X < expm2frech(A,X)$Lexpm

if (2*xsum(abs(X))/(3*n"2)>G) {
G «— 2*sum(abs (X)) /(3*n"2)
}

#——STEP 2 CALCULATE EXPONENTIALCONDITIONNUMBER-
C+«— G * norm(A,"1")/(norm(calc$expm,"1")*n)

C « list(expcond=C, expm=calc$expm)

C

B.2.3 Schitzung der Exponentialkonditionszahl (Frobenius-Norm)

OO0~ Uk WN -

2

OVERVIEW-

#lnput: A; nxn Matrix

#Output: list C: C$expcond: Exponentialconditionnumber Frobeniusnorm; scalar

C$expm: e”A Matrixexponential; nxn Matrix

#Function for estimation of the frobenius—Norm exponentialcondtionnumber
#on the powermethod—matrixnorm estimation.

#This function uses the function expm2frech for the calculation

#of the fréchet derivative.

# Step 1: Estimate "2"—Norm of Kroneckermatrix K(A)
# This step is based on the equation: K(A)vec(E)=vec(L(A,E))
# Step 2: Calculate Expentialconditionnumber (Frobenius—Norm)

#R—Implementation of Higham's Algorithm from the book

#"' Functions of Matrices — Theory and Computation”, chapter 3.4, algorithm 3.19

CODE

expcondestfrob « function(A){

## Check if A is quadratic

d < dim(4)

if (length(d) != 2 || d[1] '= d[2] || d[1]l<=1)
stop("’A’ must be a quadratic matrix and n>1")

n «— d[1]

#——STEP 1 ESTIMATE 2—NORM OF KRONECKERMATRIX

n < d[1]

Z1 «— if(is(A,"Matrix")) Matrix(rnorm(n*n),n,n) else matrix(rnorm(n*n),n,n)

calc + expm2frech(A,Z1)

wi «— calc$Lexpm

Z1  « expm2frech(t(A),W1)$Lexpm
G2 «— norm(Z1,"F")/norm(W1,"F")
G1 «— G2-1

while (abs(G1-G2)>10"(-1)){
Gl «— G2
W2 < expm2frech(A,Z1)$Lexpm
Z2 «— expm2frech(t(A),W2)$Lexpm
G2 <+ norm(Z2,"F")/norm(W2,"F")
Z1 «— 22

}

#——STEP 2 CALCULATE EXPONENTIALCONDITIONNUMBER

C < G2*norm(A,"F")/norm(calc$expm,"F")
C < list (expcond=C, expm=calc$expm)
C
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B.3 Matrixlogarithmus
B.3.1 Wurzelfunktion

1 OVERVIEW- 58 if (is.null(R.index[[n-k]1)) R.index[[n-k]] < n

2 59

3 #lnput: A; nxn matrix, no eigenvalues <=0, not singular 60 STEP 2: Calculate diagonal elements/blocks

4 #Output: root of matrix A, nxn Matrix 61 #Calculate the root of the diagonale Blocks of the Schur Decompostion S
5 62 for (j in seq_len(n-k)){

6 63

7 #Function for calculation of A"(1/2) with the real Schur decomposition 64 if (length(R.index[[j]11)==1) {

8 65 X[R.index[[j]],R.index[[j]1]] « sqrt(S[R.index[[j]],R.index[[j11])
9 # Step O0: real Schur decomposition T of A 66 ¥

10 # Step 1: Analyze block structure of T 67 else { #This part would work easer due to the special form of the 2x2 block
11 # Step 2: Calculate diagonal elements/blocks of T7(1/2) 68 ev «— Sch.AQEValues[R.index[[j11]

12 # Step 3: Calculate superdiagonal elements/blocks of T"(1/2) 69 Re.ev < Re(ev[1])

13 # Step 4: reverse Schur decompostion 70 Re.sqev « Re(sqrt(ev[1]))

14 71 X[R.index [[j1],R.index[[j1]1] «—

15 #R—Implementation of Higham's Algorithm from the Book 72 Re.sqev*I+1/(2*Re.sqev)*S[R.index[[j]1],R.index[[j1]1]-Re.ev*I)

16 #' Functions of Matrices — Theory and Computation”, Chapter 6, Algorithm 6.7 73 }

17 74 }

18 ## CODE 75 ## STEP 2: Calculate superdiagonal elements/blocks

19 root « function(A){ 76

20 #Generate Basic information of Matrix A 77 #Calculate the remaining, not—diagonal blocks

21 A — as.matrix (A) 78 if (n-k>1){

22 d «— dim(A) 79 for (j in 2:(n-k)){

23 if (length(d) != 2 || d[1] != d[2]) stop("’A’ must be a quadratic matrix") 80 for (i in (j-1):1){

24 if (det (A)==0) stop("’A’ is singular") 81 sumU «— 0

25 n «— d[1] 82

26 ##—— —STEP 0: Schur Decomposition 83 #Calculation for 1x1 Blocks

27 stopifnot (require("Matrix")) # just for this: 84 if (length(R.index[[j1]1)==1 & length(R.index[[i]1])==1 ){
28 Sch.A «<— Schur (Matrix (A4)) 85 if (j-i>1){

29 ev < Sch.A@EValues 86 for (1 in (i+1):(j-1)) {

30 if (lall(Arg(ev)!=pi)) stop("’A’ has negative real eigenvalues!") 87 if (length(R.index[[1]])==2 ){

31 88 sumU «—

32 S < as.matrix (Sch.AQT) 89 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]111%*%X[R.index[[1]],R.index[[j11] }
33 Q < as.matrix (Sch.AeQ) 90 else {sumU «

34 X < matrix(0,n,n) 91 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]]1]1*X[R.index[[1]],R.index[[j1]11}

35 I« diag(1,2) 92

36 k<0 93 }

37 ##————STEP 1: Analyze block structure 94 X[R.index [[i]],R.index[[j1]] «—

38 #Count 2x2 blocks (as Schur(A) is the real Schur Decompostion) 95 solve(X[R.index[[i]],R.index[[i]]]+X[R.index[[j]],R.index[[jI1]1],
39 for (i in seq_len(n-1)){ 96 S[R.index[[i]],R.index[[j1]]-sumU)

40 if (S[i+1,i]!=0) k «— k+1 97 }

41 } 98

42 99 #Calculation for 1x2 Blocks

43 #Generate Blockstructure and save it as R.index 100 else if (length(R.index[[j]]1)==2 & length(R.index[[i]])==1 ){
44 R.index «— vector("list",n-k) 101 if (j-i>1){

45 i1 102 for (1 in(i+1):(j-1)) {

46 11 103 if (length(R.index[[11]1)==2 ){

47 while (i<n){ 104 sumU «—

48 if (S[i+1,i]1==0) { 105 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]11]1%=*%X[R.index[[1]],R.index[[jI1]] }
49 R.index[[1]] < i 106 else {sumU «+

50 } 107 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]]1]1*X[R.index[[1]],R.index[[j1]1]}
51 else { 108 }

52 R.index[[1]] « (i:(i+1)) 109 ¥

53 i i+l 110 X[R.index [[i]],R.index[[j]]] «—

54 } 111 solve(t(X[R.index[[i]],R.index [[1]]]1*I+X[R.index[[j]],R.index[[j111),
55 i— i+1 112 as.vector (S[R.index [[i]],R.index[[j]]]-sumU))

56 1 1+1 113 }

57 } 114 #Calculation for 2x1 Blocks
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115 else if (length(R.index[[j]])==1 & length(R.index[[i]])==2 ){

116 if (j-i>1){

117 for (1 in(i+1):(j-1)) {

118 if (length(R.index[[1]11)==2 ){

119 sumU < sumU+X[R.index [[i]],R.index [[11]1]%*%X[R.index[[1]],R.index[[j1]1] 3}
120 else {sumU «

121 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]]11*X[R.index [[1]],R.index[[j]11]1}

122 }

123 }

124 X[R.index [[i]],R.index[[j1]] «—

125 solve(X[R.index [[i]],R.index [[i]J]]+X[R.index[[j]],R.index[[j11]*
126 I,S[R.index[[i]],R.index[[j1]]-sumU)

127 }

128 #Calculation for 2x2 Blocks with special equation for solver
129 else if (length(R.index[[j]])==2 & length(R.index[[il])==2 ){
130 if (j-i>1){

131 for (1 in(i+1):(j-1)) {

132 if (length(R.index[[11]1)==2 ){

133 sumU «—

134 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]111%*%X[R.index[[1]],R.index[[j11] }
135 else {sumU «+

136 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[11]]1%*%t(X[R.index[[1]],R.index[[j]111)}
137 ¥

B.3.2 Wurzelfunktion fiir die Logarithmusfunktion

1 ##—OVERVIEW-

2

3 #lnput: UT; nxn upper triangular block matrix (real Schur decomposition)
4 #Output: root of matrix UT, nxn upper triangular Matrix

5

6

7 #Function for calculation of UT"(1/2), which is used for the logarithm function
8

9 # Step O: Analyze block structure

10 # Step 1: Calculate diagonal elements/blocks

11 # Step 2: Calculate superdiagonal elements/blocks

12

13 #R—Implementation of Higham's Algorithm from the Book
14 #'Functions of Matrices — Theory and Computation”, Chapter 6, Algorithm 6.7

16 CODE

17 rootS « function(UT){
18 #Generate Basic information of Matrix UT
19 n «— dim(UT) [1]

20 X < matrix (0,n,n)

21 S «— as.matrix (UT)

22 I« diag(1,2)

23 k<0

24

25 STEP 0: Analyze block structure

26 #Count 2x2 blocks (as Schur(A)
27 for (i in seq_len(n-1)){

is the real Schur Decompostion)

28 if (S[i+1,i]1!=0) k « k+1

29 }

30

31 #Generate Blockstructure and save it as R.index
32 R.index~vector("list",n-k)

33 i1

34 11

138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158

35
36
37

39
40
41
42
43
44

46
47
48
49
50
51
52
53
54

56
57
58
59
60
61
62
63

65
66
67
68

}
tUii «— Matrix (0,4,4)
tUii[1:2,1:2] <« X[R.index[[i]],R.index[[i]]]
tUii[3:4,3:4] <« X[R.index[[i]],R.index[[i]]]
tUjj < Matrix (0,4,4)
tUjj[1:2,1:2] «— t(X[R.index[[j1],R.index[[j111)[1,1]+I
tUjj[3:4,3:4] «— t(X[R.index[[j1],R.index[[j111)[2,2]+I
tUjj[1:2,3:4] < t(X[R.index[[j]],R.index[[j]111)[1,2]1%*I
tUjj[3:4,1:2] < t(X[R.index[[j]],R.index[[j]11])[2,1]*I
X[R.index [[i]],R.index[[j1]] «—

solve (tUii+tUjj,as.vector (S[R.index [[i]],R.index[[j11]-sumU))

}
}

##———STEP 3: Reverse the Schur Decomposition

#Reverse the Schur Decomposition
X «— Q%*%X%*%solve (Q)
X

}

while (i<n){
if (S[i+1,i]==0) {
R.index[[1]] « i
}
else {
R.index [[1]] « (i:(i+1))
i— i+l
}
i— i+1
1« 1+1
}
if (is.null(R.index[[n-k]1)) R.index[[n-k]] <« n

elements/blocks
blocks of the Schur Decompostion S

STEP 1: Calculate diagonal
#Calculate the root of the diagonal
for (j in seq_len(n-k)){

if (length(R.index[[jl]1)==1) {
X[R.index[[j]],R.index[[j]]] < sqrt(S[R.index[[j]],R.index[[j11])
¥
else {
ev < eigen(S[R.index[[j]],R.index[[j]1]])$values
Re.ev < Re(ev[1])
Re.sqev < Re(sqrt(ev[1]))
X[R.index[[j1],R.index[[j1]] «—
Re.sqev*I+1/(2*Re.sqev)*(S[R.index[[j]1],R.index[[j1]]1-Re.ev*I)
}
}
STEP 1: Calculate

e superdiagonal elements/blocks
#Calculate the remaining, not—diagonal blocks
if (n-k>1){
for (j in 2:(n-k)){
for (i in (j-1):1){
sumU < 0
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69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106

OO WN =

107 sumU+X[R.index [[i]],R.index[[11]]%*%X[R.index[[1]],R.index[[j11] }
#Calculation for 1x1 Blocks 108 else {sumU «
if (length(R.index[[jl])==1 & length(R.index[[i]])==1 ){ 109 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]]]*X[R.index [[1]],R.index[[j]11]}
if (j-i>1){ 110 }
for (1 in (i+1):(j-1)) { 111 s
if (length(R.index[[1]11)==2 ){ 112 X[R.index [[i]],R.index[[j]11] «—
sumU < 113 solve(X[R.index [[i]],R.index [[i]1]]+
sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]11%*%X[R.index[[1]],R.index[[j11] } 114 X[R.index[[j]],R.index[[j]1]11*I,S[R.index[[i]],R.index[[j]1]]-sumU)
else {sumU «— 115 ¥
sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]]]*X[R.index[[1]],R.index[[j]]1]} 116 #Calculation for 2x2 Blocks with special equation for solver
117 else if (length(R.index[[j]])==2 & length(R.index[[i]])==2 ){

} 118 if (j-i>1{

X[R.index [[i]],R.index[[j]]] «— 119 for (1 in(i+1):(j-1)) {
solve(X[R.index[[i]],R.index[[i]1]1]+ 120 if (length(R.index[[1]1])==2 ){
X[R.index[[j]],R.index[[j]]],S[R.index[[i]],R.index [[j]]]-sumU) 121 sumU «—

¥ 122 sumU+X[R.index [[1]],R.index [[1]]]1%*%X[R.index[[1]],R.index[[j11] }
123 else {sumU «
#Calculation for 1x2 Blocks 124 sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]11%*%t (X[R.index[[1]],R.index[[j111)}
else if (length(R.index[[j]]1)==2 & length(R.index[[i]]1)==1 ){ 125 ¥
if (j-i>1){ 126 s
for (1 in(i+1):(j-1)) { 127 tUii < matrix (0,4,4)
if (length(R.index[[1]1])==2 ){ 128 tUii[1:2,1:2] « X[R.index[[i]],R.index[[i]]]
sumU « 129 tUii[3:4,3:4] «— X[R.index[[i]],R.index[[i]]]
sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]11%*%X[R.index[[1]],R.index[[j11] } 130 tUjj < matrix (0,4,4)
else {sumU «— 131 tUjj[1:2,1:2] <« t(X[R.index[[j]],R.index[[j1]11)[1,1]1*I
sumU+X[R.index [[i]],R.index [[1]]]*X[R.index[[1]],R.index[[j]]1]} 132 tUjj[3:4,3:4] < t(X[R.index[[j]],R.index[[j1]]1)[2,2]*I
133 tUjj[1:2,3:4] «— t(X[R.index[[j]],R.index [[j111)[1,2]*I
¥ 134 tUjj[3:4,1:2] «— t(X[R.index[[j]],R.index[[j111)[2,1]1%I
X[R.index[[i]],R.index[[j1]] « 135 X[R.index[[i]],R.index[[j]]1] «
solve (t (X[R.index [[i]],R.index [[i]]]1*I+ 136 solve (tUii+tUjj,as.vector (S[R.index [[i]],R.index[[j]]]-sumU))
X[R.index[[j1],R.index[[j1]]),as.vector (S[R.index[[i]l],R.index[[j11]-sumU)) 137
} 138 }
#Calculation for 2x1 Blocks 139 }
else if (length(R.index[[j]]1)==1 & length(R.index[[i]]1)==2 ){ 140 }
if (j-i>1){ 141
for (1 in(i+1):(j-1)) { 142
if (length(R.index[[1]1])==2 ){
sumU «—
B.3.3 Logarithmusfunktion
##———OVERVIEW- 20 A« as.matrix (A)
21 d < dim(A)
#lnput: A; nxn Matrix, no eigenvalues <=0, not singular 22 if (length(d) '= 2 || d[1] !'= d[2]) stop("’A’ must be a quadratic matrix")
#Output: log(A); Matrixlogarithm; nxn Matrix 23 if ( det(A)==0) stop("’A’ is singular")
24 n «— d[1]
25 Step 0: Schur Decomposition
#Function for Calculation of log(A) with the Inverse Scaling&Squaring Method 26 stopifnot (require("Matrix")) # just for this:
27 Schur .A < Schur (Matrix (A))
# Step 0: Schur Decompostion Tr 28 ev < Schur.AQEValues
# Step 1: Scaling (root of Tr) 29 if (1all(Arg(ev)!=pi)) stop("’A’ has negative real eigenvalues!")
# Step 2: Padé—Approximation 30 Tr < as.matrix (Schur.A@T)
# Step 3: Squaring 31 Q < as.matrix (Schur.A@Q)
# Step 4: Reverse Schur Decomposition 32 I« diag(1,n)
33 k—0
#R—Implementation of Higham's Algorithm from the Book 34 p— 0
#" Functions of Matrices — Theory and Computation”, Chapter 11, Algorithm 11.9 35 theta + ¢(0.0162,0.0539, 0.114,0.187, 0.264)
36
CODE 37 Step 1: Scaling
logm2 « function(A){ 38 repeat{



€9

39
40
41
42
43
44
45
46

48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

}

t «— norm(Tr-I,"1")
if (£<0.264){
p — p+i
j1 « which.max( t <= theta)
j2 <= which.max( (t/2) <= theta)
if ((ji1-j2<=1) | (p==2)) {
m<«— ji1
break
}
}
Tr < rootS(Tr)
k «— k+1

Step 2: Padé—Approximation

r < rbind (c( 5003999585967230%2~(-54),

5/18,0,0,0,0),

c( 5640779706068081%2~(-51),
8767290225458872%2" (-54) ,
0,0,0),

c( 5686538473148996%2"(-51),
5124095576030447%2"(-53),
8956332917077493%2" (-56) ,

c( 5712804453675980%2"(-51),
5535461316768070%2" (-53),
7824302940658783*2" (-55) ,
o),

c( 5729264333934497%27(-51),
5788422587681293%2"(-53),
4892742764696865*2" (-54) ,

8006399337547537*2°(-54) ,

8899746432686114%2°(-53),
6733946100265013%2"(-55)

4670441098084653%2"(-52),
5604406634440294%2"(-54),
0, 0,

4795663223967718%2" (-52) ,
6805310445892841%2" (-54) ,
6388318485698934%2" (-56) ,

4873628951352824%2" (-52) ,
7529283295392226%2"(-54) ,
5786545115272933%2" (-55) ,

68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

91 #p—

92
93

95 }

4786997716777457%2(-56)))

p < rbind(c( -7992072898328873%2"(-53), -1/2, -8121010851296995%2"(-56),
0,0,0,0),
c( -8107950463991866*2"(-49), -6823439817291852%2"(-51),
-6721885580294475%27(-52) , -4839623620596807%2"(-52),

0,0,0),

c( -6000309411699298%2~(-48), -4878981751356277*2~(-50),
-2"1, -5854649940415304%2"(-52), -4725262033344781%2"(-52),
0,0),

c( -8336234321115872%27(-48), -6646582649377394*2"(-50),
-5915042177386279*2"(-51), -72719681367305631*2"(-52),
-5422073417188307%2°(-52), -4660978705505908*2"~(-52),0),

c( -5530820008925390%2~(-47), -8712075454469181%2~(-50),
-7579841581383744%2~(-51), -4503599627370617*2~(-51),
-6406963985981958%2~(-52), -5171999978649488%2"(-52),
-4621190647118544%2°(-52)))

X+ 0
Tr «— Tr-1
for (s in 1:(m+2)) {
X < X+r[m,sl*solve(Tr-p[m,s]*I,Tr)
}
Step 3 & 4: Squaring & reverse Schur Decomposition

X — 2°k*Q%*%
X

%

*%solve(Q)
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