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Kapitel O

Lineare
Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme haben die Entwicklung der lteredlgebra historisch ent-
scheidend beeinflusst. In diesem einleitenden Kapitelemodlir kurz, in Anlehnung an die
Schulmathematik, geometrische Veranschaulichung usdihg von linearen Gleichungs-
systemen vorstellen.

Eine Gleichung in einer Unbekannten. Eine einzige lineare Gleichung in einer Un-
bekannterx,
ax=Dh,
hat genau eine Losung, namlich
b
X= -,
a

aussemwenna= 0. In dieser Ausnahmesituation gibt es zwei Falle:

a=0,b=0: jedesistLosung = es gibtunendlich viele Losungen,
a=0,b#0: keinxistLosung = es gibtkeine Losungen.

Zwei Gleichungen in zwei Unbekannten. Betrachten wir als nachstes zwei Glei-
chungen in zwei Unbekannteq undx,.
Beispiel 0.1:
X1+X = 4
6X]_ — 2X2 = 8. (01)

Frage: Gibt es eine Losung und wenn ja, gibt es nur eine2Diezge nach Existenz und Eindeutig-
keit tritt in der Mathematik immer wieder auf.

Wir wollen sie zunachst geometrisch beantworten. Dadlestair die Gleichungen in (0.1) so
um, dass sich auf der linken Seite nur noch die Variapleefindet:

Xo =—X1+4, Xo=3x1—4. (0.2)

In der (x1,x2)-Ebene liegen also alle Losungen der ersten Gleichungiaef &eraden mit Steigung
—1 und Verschiebung-4. Ebenso liegen alle Losungen der zweiten Gleichung axdreGeraden
mit Steigung 3 und Verschiebung4. Die gemeinsame Losung der beiden Gleichungen ist also de
Schnittpunkt(x1,Xx2) = (2,2) der beiden Geraden, siehe Abb. 0.1.
Wir kdnnen die Frage der Losbarkeit naturlich auch oheer@etrie beantworten. Dazu folgern
wir aus (0.2),
—X1+4=x=3x1 — 4,

1
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Abbildung 0.1. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.1: Digslung ist der Schnitt-
punkt der beiden Geraden.

X2
/x2:2x1+1
4
3
X2:2X174
2
1
X1
0 1 2 3 4

Abbildung 0.2. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.2: Da beidedden parallel
liegen, gibt es keinedsung.

durch Umstellen ¥ = 8 und somitx; = 2. Einsetzen vorx; = 2 in eine der beiden Gleichungen
ergibtx, = 2. Durch Einsetzen ins urspriingliche System (0.1) vegifiznan, dass dieses Zahlenpaar
effektiv eine Losung ist. ¢

Gibt es zu zwei Gleichungen in zwei Unbekannten immer geirailedsung?

Beispiel 0.2:
4X1—2X2 = -2

2X]_ X = 4. (03)

Dieses Gleichungssystem hat offensichtlich keine Loskhdtipliziert man namlich die zweite Glei-
chung mit 2, erhalt mang — 2x, = 8. Dies widerspricht der ersten Gleichung. Geometriscle b
dies, dass die entsprechenden Geraden parallel zueinagter und daher keinen Schnittpunkt ha-
ben, siehe Abb. 0.2. ¢
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Abbildung 0.3. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.4: Digsung ist der Schnitt-
punkt der drei Ebenen.

Beispiel 0.3:
I —2% = 8
2X1—Xo = 4.

Jetztist die erste Gleichung einfach das Doppelte der ewgaind offensichtlich besteht nun kein Wi-
derspruch mehr. Man kann sogar die eine Variable, Hrei wahlen und erhalt fir jede Wahl eine
andere Ldsung. Das heisst, es gibt hier unendlich vietaihgen. Geometrisch liegen alle Losungen
auf der durchxy = 2x; — 4 beschriebenen Geraden in Abb. 0.2. ¢

Die Beispiele 0.2 und 0.3 zeichnen sich dadurch aus, dasteaufnken Seiten der Glei-
chungen die eine Gleichung ein Mehrfaches der anderendsBé&spiel 0.3 besteht diese
Abhangigkeit auch auf der rechten Seite. Beides sind Ausiefalle.

Also: In der Regel gibt es zu einer linearen Gleichung inetrgekannten und zu zwei
linearen Gleichungen in zwei Unbekannten genau eine Lgisaiper in Ausnahmefallen
kann es keine oder unendlich viele geben.

Drei Gleichungen in drei Unbekannten. Wir erweitern nun unsere Diskussion auf
drei lineare Gleichungen in drei Unbekannignxy, x3.
Beispiel 0.4:
X1+ o+ Xz = 0
3X1+ 4X2+ 16X3 = 12 (04)
A1+ X+ X3 = -1

Geometrisch schrankt jede einzelne dieser drei Gleiohiudie Menge der moglichen Losungen auf
eine Ebene ein, siehe Abb. 0.3. Mit etwas Gluck errat manSthnittpunki(x;, X2, x3) = (0,—1,1)
dieser drei Ebenen. Da es nur einen Schnittpunkt gibt istdieinzige Losung von (0.4).

Um die Losung von (0.4) ohne Geometrie auszurechnen,t&tinmir im Prinzip wie in Bei-
spiel 0.1 vorgehen und versuchen, Variablen zu eliminieBen drei und mehr Variablen kann dies
schnell uniibersichtlich werden; es lohnt sich daher syatisch vorzugehen. Dazu subtrahieren wir
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X3

Abbildung 0.4. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.5: Die drei By schneiden
sich in einer Geraden; jeder Punkt auf der Geraden igsling.

das 3- bzw. 4-Fache der ersten Gleichung von der zweitendyitéen Gleichung und erhalten:

?[: i+ 4xo+ 4x3 = 0 Ixg + 4%+ 4x3 = 0
4 X1+ Mo+ 1lexg = 12 — -8+ 4x3 = 12
2+ 26+ xg = -1 - 1% = -1

Die Vielfachen wurden gerade so gewahlt, dass die Varbaldelis der zweiten und dritten Gleichung
verschwindet. Jetzt eliminieren wir noch die Variakjen der dritten Gleichung indem wir dag4-
Fache der zweiten von der dritten Gleichung subtrahieren:

g +4+ 43 = 0 X+ 443 = 0
7 E -8+ M3 = 12 = -8 +4x3 = 12
4% 14— 15 = -1 223 = -22

Diese reduzierte Form erlaubt es, die Gleichungen von urgeh oben sukzessive zu [dsen. Zunachst
folgt aus—22x3 = —22 sofortxz = 1. Einsetzen in die zweite Gleichung ergit8x, +4-1 =12, also

xp = —1. Einsetzen der bekannten Werte figrx, in die erste Gleichung ergilyj +4- (—1)+4-1=

0, alsox; = 0. ¢

Es lassen sich auch hier Beispiele konstruieren, bei deieedireli Gleichungen keine
oder unendlich viele Losungen haben.

Beispiel 0.5:
X1+ Mo+ 1lexg = 12
6X1+ Xo+ 25x3 = 24 (0.5)
4+ 4x3 = 0.

Bei diesem Beispiel schneiden sich die durch die drei Glgigen bestimmten Ebenen nicht mehr
in einem Punkt sondern in einer Geraden. Jeder Punkt diebeit§eraden ist Losung von (0.5); es
gibt also unendlich viele Losungen!

Wir kdnnen analog wie in Beispiel 0.4 vorgehen, um die lrg@n zu bestimmen. Subtraktion
des 2-Fachen der ersten von der zweiten Zeile ergibt:

X1 +do+ 1lbxg = 12
—TXo— %3 = 0
I+ 4dxg3 = O



Version 20. Januar 2011 5

Nach dieser Transformation sieht man, dass die dritte @leig ein blosses Vielfaches der zweiten
Gleichung und damit tberflissig ist. Wahlen wiy als freien Parameter so erhalten wir aus der
zweiten Gleichungg = —x3. Einsetzen in die erste Gleichung liefert; 3- 4x3 + 16x3 = 12, also

X1 = 4 — 4x3. Die Losungen bilden also eine Schar von Punkten der Rdrmdxs, —x3,x3); dies
beschreibt gerade die Schnittgeragda Abbildung 0.4. ¢

Beliebig viele Gleichungen in beliebig vielen Unbekannten . Wir werden se-
hen, dass sich die oben gewonnenen Erkenntnisse auf igelielé Gleichungen Ubertra-
gen lassen, vorausgesetzt dass die Anzahl der Gleichuregefindahl der Unbekannten
entspricht. Im Verlauf der Vorlesung werden wir sogar del & m Gleichungen im
Unbekannten mitm # n behandeln. Bevor wir zu diesen Verallgemeinerungen kommen
werden wir aber Matrizen und Vektoren einfiihren, um Systeon linearen Gleichungen
nicht nur eleganter sondern auch fur den Computer leicketetaulicher zu schreiben.
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Kapitel 1
Matrizenrechnung

Matrizen sind in der Linearen Algebra von zentraler Bedegtu=ormal ist eine Matrix
nichts weiter als eine tabellarische Anordnung von Zatdén)ich wie in einem Tabellen-
kalkulationsprogramm. Interessant werden Matrizen fiilwm&ndungen erst dadurch, dass
man mit ihnen mathematische Operationen elegant und kanbgakhreiben kanmBitte
Uberlesen Sie im ersten Durchgang alle Hinweise aM ATLAB, welches erst im sgte-
ren Verlauf der Veranstaltung eingefihrt wird.

1.1 Grundlegende Definitionen
Matrizen.

Definition 1.1 Eine m x n—Matrix [m x n matrix; m-by-n matrix] (pl. Matrizen [ matri-
ceq) ist ein rechteckiges Schema von mn reellen Zahlengeordnet in nZeilen [ rows]
und nSpalten[ columng.

Die mnZahlen einer Matrix werdeBlemente[ elementy oder auctEintr age[ entried
genannt. Da§, j)—Element der MatriA, welches in der~ten Zeile und in dej—ten Spalte
steht, bezeichnen wir mé; oder auch(A);j. Die Elemente werden in runde Klammérn
eingefasst:

a1n a2 -+ an
a1 azp -+ any
A= . . . . (1.2)

9 am2 - 3mn

Beispiel 1.1:
5 31
A= ( 4 -1 4 )

ist eine 2x 3—-Matrix. Das(1,2)-Element ist(A)12 = ajp = 3. ¢

In MATLAB ist die Eingabe von Matrizen besonders einfach. Das folg&idlipt voll-
zieht Beispiel 1.1 nach.

IMatrizen kénnen auch aus anderen Objekten aufgebautzsBirkomplexen Zahlen oder sogar Polynomen.
Dazu kommen wir in den Abschnitten 2.4 und 2.5.
2Ublich sind auch eckige Klammern.
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> A=[ 5 3 1;,4-1 4]
A= 5 3 1

4 -1 4
>> A(1,2)

In MATLAB werden Matrixelemente mit eckigen Klammern eingefasstedeanit Se-
mikolon abgeteilt, Elemente innerhalb einer Zeile mit @irlecerzeichen oder einem Kom-
ma abgeteilt. Um Fehlerquellen zu vermeiden, empfiehlt @s giundsatzlich dann ein
Komma zu verwenden wenn Elemente mit zusammengesetztehifoken auftreten. Die
Grossdsizd (m,n) einermx n—Matrix kann in MATLAB mit size abgerufen werden.

Spalten- und Zeilenvektoren. Wichtige Spezialfalle sinth x n-Matrizen mit nur ei-
ner Spalterf = 1) oder nur einer Zeilenf= 1).

Definition 1.2 Eine mx 1-Matrix heissiSpaltenvektof column vectof derLange[length|
m und einel x n—Matrix heissZeilenvektor[ row vectoif der Lange n.

Wir arbeiten vorzugsweise mit Spaltenvektoren und nuesetiit Zeilenvektoren. Oft wird
daher ein Spaltenvektor auch bloss als Vektor bezeichrestk-Be Element eines Spalten-
vektorsx bzw. Zeilenvektorsv nennen wirk—te Komponente und bezeichnen es nj
bzw. w:

X1

X2
w=(w Wy - Wy ).

Xm
>>

o . >>
In MATLAB erhalt man denj-ten "~

8
Spaltenvektor bzw-ten Zeilenvek- 3
tor einer Matrix A mit A(:,)) 4

bzw.A(i,;) . Z;SA:(ZQ)’ e o

= [ 8 1 6,3 5 7;4 9 21,
L1

> >

Die Lange eines Spalten- oder Zeilenvektors kann inTMAB mit length  abgerufen
werden.

1.2 Einige spezielle Matrixtypen

Quadratische Matrizen.  Einen x n—Matrix (d.h. eine Matrix mith Spalten und gleich
vielen Zeilen) ist eingquadratische Matrix [square matrikder Ordnung [ordel n. In
Anwendungen sind Matrizen oft quadratisch. Mochte mariekparauf hinweisen, dass
eine Matrix nicht quadratisch zu sein braucht, so wird digrMals rechteckig[rectangu-
lar matrix] bezeichnet.

Nullmatrizen und -vektoren. Einemx n—Matrix, deren Elemente alle Null sind, heisst
Nullmatrix [zero matriy. Sie wird mit 0 bezeichneétAnalog ist deMNullvektor [zero vec-
tor] ein Spaltenvektor mit lauter Nullen als Komponenten; edviiier mito bezeichnef.

3Einige Autoren schreiben allerdings(gross “Oh”) statt 0 (Null).
40ft findet man auch hier die Bezeichnung durch eine gewéhalNull: 0.
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Beispiel 1.2:
>> zeros(3)
Die 3x 3—Nullmatrix und der Nullvektor der Lange 3 sindns = 0 0 0
gegeben durch 0 0 0
0 0
0 0O 0 >> zeros(3,1)
O=| 0 0 0], o= 0 |]. ans = 0
0 0 O 0 0
0
¢
Matrix aller Einsen.
Im Vergleich zur Nullmatrix hat die Matrix aller Einsen, @er
N . . >> ones(2)
Eintrage also alle 1 sind, kaum theoretische Bedeutungebe 5,5 = 1 1
sprechende MrLAB-Befehlones zur Erzeugung solcher Ma- 1 1
trizen ist aber recht niitzlich bei der Eingabe von Matrinein >> ones(1,3)
vielen Einsen oder identischen Eintragen. ans =1 1 !
Diagonalelemente einer Matrix und Diagonalmatrizen. SeiAeinem x n-Matrix.

Die Elemente;; (j =1,2,...,min{m,n}) heisserDiagonalelementd diagonal elemen}s
Die Gesamtheit der Diagonalelemente bildet(@aupt-)Diagonale[ (main) diagondlvon
A

Einen x n—Matrix D heisstdiagonal[diagona], d.h. sie ist ein®iagonalmatrix [dia-
gonal matri}, falls (D);j; = O furi # j. Fur die Diagonalmatrix mit gegebenen Diagonal-
elementertq, dyy, ..., dnn Schreiben wir

D= diag (dll, dzz, ceey dnn) .

Beispiel 1.3: Die Diagonalelemente der Matrix

1 .
A:(i _f 4) >> diag{ 5 3 1, 4 -1 4 ),
ans = 5
sind 5 und—1. Die Diagonalmatrix mit den Dia- 1
gonalelementen, ?, 3 ist die 3x 3-Matrix >> diag( 1 2 3 ),
100 ans :10 02 %
D=diag(1,23)=| 0 2 0 |. 0 0 3
0 0 3
¢
Einheitsmatrix und -vektoren. Die n x n—Matrix In = diag (1,1, ...,1) heisstEin-

heitsmatrix [unit matriX] oder auchidentit atsmatrix [identity matri{ der Ordnungn.

Oft schreibt man einfach und die Grosse ergibt sich aus dem Kontext. Die Spalten der
Einheitsmatrix heisseRinheitsvektoren [unit vector§ und werden miey, e, ..., e, be-
zeichnet. Ein Einheitsvekta; zeichnet sich dadurch aus, dass fie Komponente Eins

ist und alle anderen Komponenten Null sind.

Beispiel 1.4: Die Einheitsmatrix der Ordnung 3 ist
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1 00 >> eye(3),
I=Ig= 0 1 O ans = 1 0 0
0 0 1 0 1 0
und die entsprechenden Einheitsvektoren sind 0 0 1
>> eye(3,2),

1 0 0 ans = 1 0
e=( 0], &= 1], eg=| 0 |. 0 1
0 0 1 0 0

Dreiecksmatrizen.  Eine MatrixR heisstobere Dreiecksmatrix[upper triangular ma-
trix] (seltener auchRechtsdreiecksmatriy), falls alle Elemente unterhalb der Diagonalen
vonR Null sind, also(R)jj =0 furi > j.

Eine MatrixL heisstuntere Dreiecksmatrix [lower triangular matrix (seltener auch:
Linksdreiecksmatrix), falls alle Elemente oberhalb der Diagonalen voNull sind, also
(L)ij =0furi < j

Die folgenden Symbole werden fijuadratischeDreiecksmatrizen verwendet:

=N N\

> A=[ 8 1 6;3 5 7;4 9 2]
% triu extrahiert oberen
Beispiele fur obere bzw. untere Dreiecksmatrizeéd Dreiecksanteil einer Matrix

Beispiel 1.5:

sind >> triu(A),
1 2 3 5 ans = 8 1 6
0 5 7
0 2 4 6
R= , 0 0 2
0 0 3 6 . .
00 0 4 % tril extrahiert unteren
% Dreiecksanteil einer Matrix
7 00 >> tril(A),
L= 1 8 0 . ans = 8 0 0
1 5 6 3 5 0
4 9 2

Man beachte, dass die Definition von Dreiecksmatrizen graztich auch den Fall zulasst, dass die
Matrix rechteckig ist. Beispiele fur rechteckige obere umtere Dreiecksmatrizen sind

12 35 1000
R:(0246)’ L:(3400)‘

1.3 Notation

In dieser Vorlesung werden Matrizen immer mit Grossbudiestad, B, .. .), Vektoren mit
Kleinbuchstaben\w,X,y,...), und skalare Grossen, die nicht Eintrage von Vektoresr od
Matrizen sind, mit griechischen Buchstaben @, y,...) bezeichnet.
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1.4 Beispiele flr Matrizen in Anwendungen

Im Folgenden soll an zwei einfachen Beispielen das Auftregten Matrizen in der Praxis
illustriert werden.

1.4.1 Bilder

Ein farbiges oder graustufiges Bild wird inAvlLAB mittels zweier Matrizen definiert: die
Farbtabelle §olor mag sowie die Bilddaten.

Die Farbtabelleist eine reellem x 3-Matrix C, wobei jede Zeile vorC genau eine
Farbe codiert. Zur Codierung wird der RGB-Farbraum verve¢nchd die Eintrage dej-
ten Zeile entsprechen dem Rotanteil R, dem Griinanteil Gdend Blauanteil B dej-ten
Farbe. Jeder Eintrag liegt zwischen 0 und 1, wobei 1 der marimRot-, Griin- bzw.
Blau-Intensitat entspricht. Der RGB-Farbraum ist additlischfarben werden durch die
additive Synthese gemass der Dreifarbentheorie erzeugt:

Rotanteil Griunanteil Blauanteil Codierung Farbe

0 0 0 (0,0,0)  Schwarz
1 1 1 (1,1,1) Weiss

1 0 0 (1,0,0) Rot

0 1 0 (0,1,0)  Grin

0 0 1 (0,0,1) Blau

1 1 0 (1,1,0) Gelb

0 1 1 (0,1,1) Cyan

1 0 1 (1,0,1)  Magenta

Bemerkung 1.3 Es ist eigentlichiiblicher, Farbanteile als néirliche Zahlen zwischef
und255anzugeben; Pink z.B. wird als Tup@55 192 203) (HexadezimalcodEFCOCBH
dargestellt. Fir die in MATLAB verwendete Codierung sind die Eiagee durch255 zu
teilen; MATLAB s Pink ist(1,192/255203/255).

Die Bilddateneines Bildes mih x m Pixeln werden in einem x n-Matrix, nennen wir
sieA, abgespeichert. Eine Auflosung von 1600200 Pixeln ergibt also eine 12601 600
Matrix mit 1920000 Eintragen! Jeder Eintrag ist eine naturliche Zahl, so dass sich die
Farbe des entsprechenden Pixels aus dem Farbcode mjden Zeile der Farbtabelle
ergibt.

In MATLAB werden Bilder mitimage angezeigt und die entsprechende Farbtabelle
mit colormap eingestellt. Externen Bilddateien kbnnen imitead eingelesen werden.

Beispiel 1.6: Das folgende Skript erzeugt das in Abb. 1.1 dargestellta&ttrettmustet.

map =[000;, 111]
brett = ones(8);
brett(1:2:8,1:2:8)
brett(2:2:8,2:2:8)
image(brett);

colormap(map);
axis off, axis square

2;
2;

Die Befehlebrett(1:2:8,1:2:8) bzw. brett(2:2:8,2:2:8) wahlen jede zweite Zeile/Spalte
beginnend von der ersten bzw. zweiten Spalte der Matrix aus.
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Abbildung 1.1. Schachbrettmuster aus Beispiel 1.6

Ubung 1.1: 1889 wurden die Masse der Schweizer Flagge festgelegt. BlieeB sind um ein
Sechstel langer als breit, und der Abstand zum Fahnenstiadfi allen Seiten gleich. Zudem ist die
Form der Flagge quadratisch. (Die Schweiz ist iibrigen®aesge UNO-Mitglied mit quadratischer
Flagge.)

Der genaue Farbton von Rot ist seit 2007 als sogenannte Pas
tonezahl 485 festgelegt; dies entspricht im RGB-System u
gefahr(1,0,0). ,Malen* Sie unter Beachtung dieser Vorgaben dig
Schweizer Flagge indem Sie die Bilddaten explizit in einex 32-
Matrix eintragen und milmage unter Verwendung der korrekten |
Farbtabelle anzeigen. Speichern Sie das Ergebnisnmatite

als gif-Datei. Hinweis: Sie konnen sich sehr viel Mihepargn,
indem Sie den Operator : zur Auswahl von Untermatrizen verwe [ J .
den.

1.4.2 Graphen

Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer Menge v&moten [verticed V und einer Men-
ge vonKanten [edge$ E, die zwischen den Knoten verlaufen. Je nach Art der Kanten
unterscheidet man zwischen ungerichteten und gerich@taphen.

Ungerichtete Graphen.  Bei einem ungerichteten Graphen sind die Kantegeord-
netePaare von Knoten.

Beispiel 1.7:
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Die rechte Abbildung zeigt einen Ausschnitt des
Streckennetzes der SBB mit den entsprechenden

Zugfahrzeiten. Das Streckennetz lasst sich als un- St. Gallen
gerichteter Graph auffassen, mit der Knotenmert! m/
ge

Zirich 1h 9min

V = {Maienfeld SargansSt. GallenZurich}

55min

und der Kantenmenge Sargans

E={ {Maienfeld Sargan, .
{Sargans  St. Galler}, 8min Maienfeld
{Sargans  Zurich},
{St. Gallen  Zurich} }.
¢

Ein GraphGraph G = (V,E) mit n Knoten kann durch einex n Adjazenzmatrix [ad-
jacency matrix A reprasentiert werden. Dabei &f = 1 wenn diei-ten undj-ten Knoten
durch eine Kante verbunden sind. Andernfallsagt= 0. So ergibt sich bei Beispiel 1.7
mit alphabetisch aufsteigender Ordnung der Knoten die Zetjamatrix

0100
0 1
A= 1 1 (1.2)

1 1
0 0
0110

Versieht man die Kanten zusatzlich mit Werten so spricht nen einengewichteten
Graph [weighted graph So sind in Beispiel 1.7 die Kanten mit Fahrzeiten verseBetrt
man die Fahrzeit formal aub falls es keine Zugverbindung zwischen zwei Orten gibt,
nimmt eine Verweildauer von 0 am gleichen Ort an, und tragféhrzeiten (in Minuten)
in die Adjazenzmatrix ein, dann ergibt sich

0 8 o o

8 0 69 55
o 69 0 66
o 55 66 O

Solche Matrizen spielen bei der Bestimmung der kirzessgmzeit zwischen zwei Orten
eine Rolle.

A= (1.3)

Gerichtete Graphen.  Bei gerichteten Graphen sind die KantgeordnetePaare von
Knoten.

Beispiel 1.8: Miteinander durch Links verbundene Webseiten lassen dglgexichteter Graph,
dem sogenannten Linkgraphen, darstellen. Die Knoten daggtaphen sind gerade die Webseiten
und eine Kante von Knotereu Knotenj entspricht einem Link von der Webseitauf die Webseite

j. Die folgenden Abbildungen zeigen ein Intranet von 8 uritegder verlinkter Webseiten und den
entsprechenden Linkgraphen.

Seite 1 Seite 3 Seite 5 Seite 7

Link zu Seite 2| | Link zu Seite 2 | Link zu Seite 7| | Link zu Seite 1 5
; ; ; : —
Link zu Seite 3 | Link zu Seite 5§ Link zu Seite § 3 5 \
Link zu Seite § / LW | :“; k
WWW / /
Seite 2 Seite 4 Seite 6 Seite 8 \ t

Link zu Seite 4 | Link zu Seite 2 | Link zu Seite 8 | _Link zu Seite 4
Link zu Seite 5 Link zu Seite 7] 2 / 8

Link zu Seite 6
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Nummeriert man die Webseiten einfach durch, so erhalt narKdotenmenge/ = {1,2,...,8}.
Entsprechend ist die Kantenmenge des Linkgraphen

¢

Die AdjazenzmatriyA eines gerichteten Graphens ist ahnlich wie bei einem uctger
ten Graphen definier; = 1 falls es eine Kante von Knotérzu Knotenj gibt, ansonsten
ajj = 0. Auch hier kdnnen die Kanten mit Gewichten versehen wetd®l in die Matrix
eintragen werden. So zahlt man etwa die Links einer Websaitd setzt das Gewicht je-
des Links von auf das Reziproke ebendieser Anzahl. Beim Linkgraphen \&isgel 1.8
ergibt sich die Matrix

0 12 120 0 0 0 O
0O 0 01 0 0O O O
0 2 0 012 0 0 O
_ 0O ¥3 0 0 13 13 0 O
A= O 0 0 0 0 O 1 O (1.4)
0O 0 0 00O 0 O 1
/3 0 0 0 13 0O O 13
0 0 0 0 O 2 12 0

Solche Link-Matrizen werden bei der Bewertung der Webggjtem sogenannten Page-
Rank) eine Rolle spielen, siehe Kapitel 7.

1.5 Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren

In diesem Abschnitt erlautern wir digddition und Multiplikation zweier Matrizesowie
derenMultiplikation mit einem SkalarDabei sind Zeilen- und Spaltenvektoren als Spezi-
alfalle enthalten, als Matrizen mit nur einer Zeile odeal&p

1.5.1 Elementare Operationen

Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl. Eine m x n—Matrix A wird mit einer
Zahl (einem Skalar) a multipliziert [multiplied by a scaldr indem man jedes Element
von A mit o multipliziert. Die resultierenden x n—Matrix wird mit a A bezeichnet:

(aA)ij :==a(A)j (i=1,....m; j=1...,n).

Beispiel 1.9:
>> 5+x[ 1 -3 5;-2 4 -6],

1 -3 5 _15 25 ans = 5 -15 25
5( 2 4 - ):(—10 20 —30)’ 10 20 -30

>> [ 4,811/ 4,

5
6
1 4\_(1 =
4(8_2' ans :L2



1.5. Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren Version 20. Januar 2011 15

Addition von Matrizen Zweimx n—MatrizenA undB werdenaddiert [added, indem
man ihre Elemente addiert. Die resultieremag n—Matrix A+ B mit

(A+B)ij := (A)ij + (B)jj (i=1,....m; j=1,...,n)

heisstSumme[sun der MatrizenA undB.
Beispiel 1.10:

( 5 2)+(—1 1):(4 3) ans = 4 53
-1 -5 6 5 5 0) 5 0
2 1 1 >[12;591-11 -1 3],
5 |- -1 ]=| 6]. ans= 1
9 -3 12 6

12

Drei wichtige, einfache Eigenschaften der Matrixadditgdmd im folgenden Satz zu-
sammengefasst. Sie ergeben sich direkt aus den entspdechBiyenschaften der reellen
Zahlen.

Satz 1.4 Es seien nx n-Matrizen AB gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:
() A+O=0+A=A;

(i) A+ (—A) =(—A)+A=0, wobei—A:=(—1)A;

(i) A+X=BfurX:=B+(—A).

Die Matrix O in Satz 1.4 steht naturlich fur die in Abschnitt 1.1 erwthm x n-
Nullmatrix. Teil (iii) des Satzes fuhrt auf eine sinnvollefinition der Matrixsubtraktion:

B—A:=B+(—A). (1.5)

Bemerkung 1.5 Im Gegensatz zur Summe ist das Produkt zweier Matmidemt durch
elementweise Multiplikation definiert; eine solche Opematwird in Anwendungen nur
ausserst selten gebraucht.

1.5.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

DasMatrix-Vektor-Produkt [matrix vector produdt(oder kurz:Produkt) einerm x n—
Matrix A mit einem Spaltenvektorder Langen ist ein Vektorb := Axder Langem, dessen
Komponenten wie folgt definiert sind:

n

b= % akX= a1 +azXe+ - +anX, (=1....m). (1.6)
k=1

6Sollte man sie doch einmal brauchen: Die elementweise plilkition bezeichnet man als Hadamard- oder
Schur-Produkt. In MTLAB lassen sich Operationen elementweise durchfiihren indemeaimen Punkt vor die
Operation stelltA. *B, A./B ,A.'B .
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In Worten: Die Eintrage der-ten Zeile vonA werden mit den Komponenten von
multipliziert und die Summe dieser Produkte ergibt die Komponente vorb. In der
folgenden lllustration der Matrix-Vektor-Multiplikatio stehtx als Platzhalter fur einen
beliebigen Eintrag:

X X X X 2 X
i-te Zeile — X X X X 9 X +— (AX); =bj
X X X X = X
X
X X X X X
X
X X X X X
A X AX
Beispiel 1.11:
2
1 -3 5
A:( )7 X= 1
s ()
Die Komponenten vob = Ax ergeben sich aus
by = 1.2 + (=31 + 5.(-1) = -6,
b, = (-2)-2 + 4.1 + (-6)-(-1) = 6.

In MATLAB werden Matrix-Vektor-Produkte mit dem Operatoberechnet, wobei die Matrix links
vom Operator und der Spaltenvektor rechts vom Operatoesteh

> A=[1-3 5 -2 4-61]

>>b=[21; 17

>> Axb,
ans = -6
6
¢
Matrix-Vektor-Darstellung linearer Gleichungssysteme. Matrix-Vektor-Produkte

erlauben es, lineare Gleichungssysteme kompakt dartarstBetrachten wir zunachst das
lineare Gleichungssystem aus Beispiel 0.4:

X1+ o+ 4x3 = O
X1+ 44X+ 1lbxg = 12 1.7)
A+ 2%+ X3 = -1 .
Mit den Definitionen
1 4 4 X1 0
A=| 3 4 16|, x=| X |, b= 12 |, (1.8)
4 2 1 X3 -1

sieht man leicht, dass (1.7) gerade der Gleichirg- b entspricht.
Im allgemeinen hat ein lineares Gleichungssystenmruihbekannten unch Gleichun-
gen die Form
axe + aXe + o+ &k by,
a1X1 + axX + -+ am¥n = Dby

amX1 + amXe + - + am¥n = bm.
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Definiert man nun einen x n-Matrix A mit den Eintragera;j, Vektorenx undb mit den
Eintragenx; bzw. b;, so entspricht das lineare Gleichungssystem auch im aéigesn Fall
der Gleichung

Ax=Dh. 1.9
Die Matrix A ist die Koeffizientenmatrix [coefficient matrix, system matrixx ist der
L osungsvektor[solution vectof undb ist dierechte Seite[ right-hand sidg

Fibbonacci-Folge.  Die Fibonacci-Folge[ Fibonacci sequente
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55 89,144,233 377,...

wird durch die folgende Rekursion beschrieben:
fo=1, fi=1, fuoo = fer+ fk, k>0. (1.10)

Leonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, illustrierteitddas explosionsartige Wachs-
tums einer Kaninchenpopulation. Die Zahlenfolge hat auicig&hg in die Popularkultur
gefunden, so zum Beispiel in Dan Browns Roman Sakrildge[Da Vinci Codg

1332211185
O DRACONIAN DEVIL!
OH LAME SAINT!

Nach Umordnung ergibt sich die wahre Botschatft:

1123581321
LEONARDO DA VINCIH!
THE MONA LISA!

Definiert man die Vektorehy = f:k furk=0,1,..., so lasst sich die Rekursi-
+1
on (1.10) auch als Matrix-Vektor-Produkt begreifen:
1 0 1
bo=<1>, bk+1=<l 1>bk, k> 0. (1.12)

Spéater, in Abschnitt 7.3, werden wir diese Schreibweiseubeen um eine explizite Dar-
stellung fur die Zahlen der Fibbonacci-Folge zu bestimmen

1.5.3 Multiplikation von Matrizen

DasMatrixprodukt [matrix produc} (oder kurzProdukt) einermx n-Matrix A mit einer
n x p-Matrix B ist einem x p-Matrix C = AB, deren Eintrage wie folgt definiert sind:

n
Cij == ) akbxj = aibj+azbyj+---+anbn, (=1..m j=1..p). (1.12)
k=1

In Worten: Die Eintrage derten Zeile vonPA werden mit den Eintragen d@iten Spalte von
B multipliziert und die Summe dieser Produkte ergeben(dgi-Eintrag vorC. lllustration
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firm=5n=4,p=3:

j-te Spalte j-te Spalte
{
X X X X X X X
X X
X X X X % % X X X
i-te Zeile — | PRI ) | = B x|« iteZeile
X X X X X X X
X X
X X X X X X
A B C=AB

Der Ubersichtlichkeit halber empfiehlt es sich aber bei Hartuneagen die Matri links
und die MatrixB oberhalb des zu berechnenden Matrixprodukts zu platzieren

X X X X
ey
X X X X

X X X X X X

X X X X X X

T INEL Y
X X X X X X

X X X X X

C=AB

Bemerkung 1.6 Wahrend bei der Matrixaddition beide Summanden die gleichés&e
haben niissen, kommt es beim Produkt darauf an, dass die “Breitelidken Faktors mit
der “Hohe” des rechten Faktorgbereinstimmt.

Beispiel 1.12: Fr die beiden Matrizen

7 -1 1 0
i (323) (e 2o
9 -3 0 0

berechnet sich das Produkt gemass dem oben vorgesch@léfep el I\I\;I:ltrlx-Vel\ljltor-_Prod;klien wer-
nen Schema wie folgt: n in MATLAB Matrixprodukte mit

dem Operatof berechnet.
B >A=[1 2 3 ..

-11 0 4 5 61

-2 0 -1 >B=[7-1 1 0

-3 0 0 82 0-1
1 9-3 0
4

b];

1 2 3 18 -14 -2
456 32 4 s >
A C=AB ans =
18 -14 1 -2
Dabei ergibt sich zum Beispiel das markierte Element aus 42 -32 4 -5

der Rechnung

ap1b11+ agobp1 +ag3bz; =4-7+5-(—8)+6-9
=28—-40+54=42.
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Bemerkung 1.7 Der tiefere Grundir die komplizierte Art das Matrixprodukt zu definie-
ren, wird sg@ter ersichtlich werden, wenn wir lineare Abbildungen mitfélvon Matrizen
beschreiben. Die Multiplikation von Matrizen entsprichneh gerade der Verkipfung von
linearen Abbildungen.

Multiplikation mit speziellen Matrizen. In Spezialfallen vereinfacht sich das Ma-
trixprodukt erheblich.

Multiplikation mit der Nullmatrix. Ist einer der Faktoren die Nullmatrix (von passender
Grosse) dann ist in jedem Produkt von (1.12) mindesten&ahor 0. Also ist das
Matrixprodukt die Nullmatrix:

OA=0, AO=0,
fur jedem x n-Matrix A.

Multiplikation mit der Einheitsmatrix. Bei der Multiplikation einem x n-Matrix A mit
der EinheitsmatribB = I, ergibt sich fur die Eintrage vo@ = AB aus der Definiti-
on (1.12)

Cj =a1 byj +---+a j-1bj_1;+aj bj; +a& j+1bj11j+---+an bnj =a;.
— — =~ —— ~

=0 =0 =1 =0 =0
(1.13)
Also istAl, = A. Analog sieht mahy, A= A.

Multiplikation mit Diagonalmatrizen. Beim MatrixprodukC = AD einermx n-Matrix
Amit einer Diagonalmatri® = diag (di1, .. .,dnn) ergibt sich — &hnlich wie in (1.13)
Gij = ajdjj. (1.14)
Bezeichnet man die Spalten vBmit ay, ..., a, und die Spalten vo@ mit ¢y, ..., Cn
so lasst sich (1.14) wie folgt umschreiben:
‘ dnnan ) .

CZ(Cl cn):(dllal

Die Rechtsmultiplikation mit einer Diagonalmatrix entshit also einer skalaren
Multiplikation der Spalten mit den entsprechenden Diadgleenenten. Man spricht
in diesem Fall auch von ein@riagonalskalierung[diagonal scalinfy Analog sieht
man dass die Linksmultiplikation mit einer Diagonalmatirer skalaren Multipli-
kation der Zeilen mit den entsprechenden Diagonalelemearttspricht.

C daoay

Multiplikation von Dreiecksmatrizen. Firoberen x n-DreiecksmatrizeA, B geltenay =
0 furi > k sowieby; = 0 firk > j. In der Summe fir die Eintrage vé@h= AB,

n
Cij = > aibyj,
=

sind also alle Summanden mit k oderk > j Null. Da hur Summanden mit< k< j
ubrigbleiben gilt zwangslaufig; = 0 furi > j. Also istC auch obere Dreiecks-
matrix. (Dieser Beweis wird noch einmal ausfuhrlicher enhma 2.13 dargestellt.)
Symbolisch lasst sich diese Aussage darstellen als
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Ubung 1.2: Zeigen Sie, dass eine analoge AussageffiiereDreiecksmatrizen gilt. ¢

Spater werden wir noch einen weiteren wichtigen Spezi&démnenlernen: Multiplikation
mit Permutationsmatrizen in Kapitel 2.

1.5.4 Eigenschaften der Matrixoperationen

Aus den Definitionen der drei eingefiihrten Matrixopenadin (Skalarmultiplikation, Ma-
trixaddition, Matrixprodukt) lassen sich eine ganze Reibe Eigenschaften dieser Opera-
tionen herleiten, von denen die wichtigsten nachfolgerigefuhrt sind.

Satz 1.8 Die Addition, die Multiplikation und die skalare Multipkkion von Matrize%

(und Vektorei haben die folgenden Eigenschaften, vorausgesetzt dag3pdimtionen
definiert sind:

(aB)A=a(BA), (1.15)

(aA)B=a(AB) = A(aB), (1.16)

(a+B)A=(aA)+(BA), (1.17)

a(A+B) = (aA) + (aB), (1.18)

A+B=B+A (Add. kommutatiy (1.19)

(A+B)+C=A+(B+C) (Add. assoziatiy (1.20)

(AB)C = A(BC) (Mult. assoziatiy, (1.21)

(A+B)C=(AC)+ (BC) (Add./Mult. distributiy, (1.22)

A(B+C) = (AB)+ (AC) (Add./Mult. distributiy. (1.23)

BeEwels: Die Eigenschaften (1.15) und (1.17)—(1.20) ergeben sifbrisaus entspre-
chenden Regeln fur reelle Zahlen und der Tatsache, daskalgre Multiplikation und die
Addition von Matrizen elementweise definiert sind, wobeimiéch vorausgesetzt werden
muss, dass die in einer Regel auftretenden Matrizen dietgebrosse haben.

Etwas zu zeigen bleibt also nur, wenn Matrixmultiplikagonauftreten wie in (1.16)
und (1.21)—(1.23). Es ist zunachst zu verifizieren, dasgije die linke und die rechte
Seite unter den gleichen Bedingungen an die Grosse deideiattefiniert sind. Dann zeigt
man, dass dag, j)—Element links und rechts gleich ist. Fur (1.16) soll didsachweis als
Ubung durchgefiihrt werden.

Fur die Assoziativitat der Multiplikation (1.21) musseir annehmen, dagseinem x
n-Matrix, B einen x p-Matrix, undC einep x g-Matrix ist. Dann ist

p p n

((AB)C)y = Z (AB)jck = Z Z bJ|C||(7

=1 I=1j=1
n

(ABC))y = jZl aj(BC)jk = 2 lIZa«J il Cik -

S

Die zwei Summenzeichen darf man vertauschen, also sindedilet» Ausdriicke auf den
rechten Seiten identisch.



1.5. Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren Version 20. Januar 2011 21

Fur das erste Distributivgesetz (1.22) brauchen wir c¢aiten, dasA eine m x n-
Matrix, B einem x n-Matrix, undC einen x p-Matrix ist. Dann erhalten wir

n n
((A+B)C)j = > (A+B)iCkj = ) (aik+bik) Cj
K=1 K=1
n n n
=Y (akckj+bicj) = Y awcj+ > biC
K=1 K=1 K=1
= (AC)ij + (BC)ij = (ACJr BC)ij.
Der Beweis fur das zweite Distributivgesetz (1.23) vefi@nalog. ]

Einige Bemerkungen:

1. Mehrere der Aussagen von Satz 1.8 bedeuten, dass marsipnezitenden Ausdruck
auf die Klammern verzichten kann, z.B.A{BC) = ABC. Weitere Klammern fallen
weg, weil wir vereinbaren, dass (wie RiundC) die skalare Multiplikation und die
Matrixmultiplikation starker binden als die Addition. 3 also etwg AB) + (CD) =
AB+CD.

2. Man beachte, dass Satz 1.8 efheoretischeAussage liefert. In der Praxis kann es
einen erheblichen Unterschied machen, ob man etwa zAarst B oder zuersB
mit C in dem AusdruckABC miteinander multipliziert. Insbesondere trifft dies auf
den Rechenaufwand bei Faktoren unterschiedlicher Grisse

3. Da Operationen mit Vektoren ein Spezialfall von Opereiomit Matrizen sind, gel-
ten die Aussagen von Satz 1.8 natirlich auch wenn einigealideder involvierten
Grossen Vektoren sind. Z.B. folgt aus (1.21) die Beziehf)x = A(BXx) furr jeden
Spaltenvektok, vorausgesetzt dagsB Matrizen von passender Grosse sind. Auch
hier lasst man die Klammern weg und schreiBx

Die Matrixmultiplikation istnicht kommutativd.h. im allgemeinen haben wir

@20

Dies sieht man sofort ein wenn die Dimensionen auf eineeSeght passen. Ist etwa
eine 5x 3-Matrix undB eine 3x 4-Matrix dann ist zwarA B definiert aber nichBA, da
die Anzahl der Spalten voB nicht der Anzahl der Zeilen voA entspricht. Doch selbst
guadratische Matrizen gleicher Ordnung kommutieren igeafieinen nicht.

Beispiel 1.13: Fur die drei Matrizen

2 6 -3 -1 15 6
A:(l 7)’ B:( 2 1)’ CZ( 1 20)

gilt
6 4 -7 -25
AB:(ll 6)’ BA:( 5 19)’
36 132 36 132
AC:( 22 146)’ CA:( 22 146)’
Esistalso

AB# BA, AC=CA.
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Gilt fur zwei MatrizenA undB, dassAB = BA, so sagt man, dass diese Matrizem-
mutieren [commuté. Dass Matrizen kommutieren ist eher die Ausnahme als dielRkeg
Kapitel 7 werden wir eine Charakterisierung von kommutielen Matrizen kennenlernen,
die dies eindricklich bestatigt.

Einheitsmatrizen kommutieren immer, d.h. fur jede n—Matrix A gilt I,A=A=
Aln. Es gilt sogar die starkere Aussage, dass skalare Vielfaoh Einheitsmatrizen die
einzigen Matrizen sind, die mjeder quadratischen Matrix der gleichen Ordnung Matrix
kommutieren (Nachweislbung).

Linearkombinationen und Neuinterpretation der Matrixmul tiplikation

Definition 1.9 Eine Linearkombination [linear combinatioh von Spaltenvektoren glei-
cher lange a,ay,...,an ist ein Ausdruck der Form

a1a; + dp8p + - - + Anan, (1.25)
wobeiay, o>, ..., a, Zahlen (Skalare) sind.

Man beachte, dass man dank der Prioritat der Multiplikatior der Addition und dank
der Assoziativitat der Matrixaddition (siehe Satz 1.8pkeKlammern setzen muss. Derar-
tige Vereinfachungen werden laufend benutzt, ohne dassméut darauf hinweisen.

Oftist es von Vorteil, die Vektoren in einer Linearkombiioat(1.25) als Spalten einer
Matrix aufzufassen:

A= ( a1

Mit dieser Notation lassen sich Matrix-Vektor-Produkte binearkombinationen der Ma-
trixspalten interpretieren.

a

‘an) (1.26)

Satz 1.10Sind a, a, ..., a, geméss(1.26)die Spaltenvektoren der mn—Matrix A, und
ist x ein Vektor der Bnge n, so gilt:

AX=ayX1 +agXo + -+ anXn = X181 + X082 + - - - + Xnan . ‘ (2.27)

Istinsbesondere;aler j—te Spaltenvektor der Einheitsmatrix $o gilt:

@z

BEwEIS: Um (1.27) zu beweisen, betrachten wir dite Komponente. Wir bezeichnen
jene vonay, mit (ay)i, so dasgay)i = ajx. Damit ist

n n

(AX); = iaikxk: > (@)X = i(akxk)i = > (uai
k=1 k=1

K=1 K=1

Weiter ist Formel (1.28) bloss ein Spezialfall von (1.27). ]
Auf ahnliche Weise lasst sich das Produkt zweier Matrizen interpretieren.

Satz 1.11Ist A eine mx n—-Matrix und B=( by by --- by ) eine nx p-Matrix, so

gilt:

AB:(Ab_L‘Abz‘m‘Abp). (1.29)
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BEwEels: Nach Satz 1.10idt; = Bej, j =1,..., p. Die j-te Spalte der ProduktmatrixB
lasst sich deshalb schreiben &#B)e;. Dank der Assoziativitat der Matrizen-Multiplika-
tion folgt damit aus Satz 1.10 fijr=1,..., p:

(AB)ej = A(Bej) = Abj .

]
In Abschnitt 1.5.2, siehe insbesondere (1.9), haben wieitseegesehen, dass lineare
Gleichungssysteme in der Forlxx = b geschrieben werden kdnnen. Aus Satz 1.10 ergibt
sich sofort folgende Aussage.

Satz 1.12 Das Gleichungssystem Axb hat genau dann (mindestens) eireslng, wenn
b eine Linearkombination der Spalten von A ist.

Hat man{ verschiedene rechte Seitbp by, ..., b, und entsprechenflLosungsvekto-
renxy, Xy, ...,Xs, SO kann man diese in die Spalten zweier MatriBamd X wahlen:

BZ:( b1 bz bg ), XZ:( X1 X2 0 X )
Diese/ Gleichungssysteme lassen sich wie folgt zusammenfassen:

AX = B. (1.30)

1.6 Die Transponierte einer Matrix

Definition 1.13 Ist A eine mx n—Matrix, so heisst die R m—Matrix A" mit (AT)ij := (A);i
die zu Atransponierte[ transposef/Matrix oder dieTransponierte] transposgvon A.

Anstatt vom Transponieren spricht man mitunter auch &imzen einer Matrix. Bildlich
lasst sich dies fim > n so vorstellen, dass eine “hohe schlanke” Matrix umfald @me
“niedrige breite” Matrix wird.

Beispiel 1.14:
In MATLAB wird die Transponierte (fur Matrizen
15 mit reellen Eintragen ) mit einem Apostroph erzeugt.
2 6 T 1 2 3 4 > A=[15;,26;37 48] A
A=l 3 7 ’A:(5678>'3n5=
4 8 1 2 3 4

5 6 7 8
¢

Die Transponierte einer unteren Dreiecksmatrix ist eineretbreiecksmatrix — und
umgekehrt. Weiterhin gilt natiirliciDie Transponierte eines Spaltenvektors ist ein Zei-
lenvektor — und umgekehibies wird oft ausgeniitzt, um Spaltenvektoren Platz smhren
aufzuschreiben:

x=(x1 X ... ) =(1 35 35 3 1)".
Fur das Transponieren gelten folgende einfache Rechelnreg

Satz 1.14 (i) Fur jede Matrix A gilt

(ANHT =A. (1.31)
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(i) FUr jede Matrix A und jeden Skalar gilt

(@A) =aAT. (1.32)

(iii) F ur beliebige mx n—Matrizen A und B gilt

(A+B)T=AT+B". (1.33)

(iv) Fur jede mx n—Matrix A und jede rx p—Matrix B gilt

(AB)T =BTAT. (1.34)

BEwEIs: Die Aussagen (1.31)—(1.33) sollten klar sein.

Um (1.34) zu beweisen bemerken wir, d&s8 eine m x p—Matrix und somit(AB)"
einep x m-Matrix ist. Das ProdukB™ AT ist ebenfalls eing x m-Matrix. Fiir die entspre-
chenden Elemente gilt

((AB)T)ij = (AB)ji = kzlajk b = kZlbki ajk

(BN )i(AT)kj = (BTAT);.

NM s

k=1

[
1.7 Symmetrische Matrizen
Definition 1.15 Eine quadratische Matrix A heissymmetriscH symmetrig, falls
AT=A, dh (A=A (i,]).
Beispiel 1.15: Die Matrix
2 3 -5
B= 3 -1 2],
-5 2 7
ist symmetrisch. ¢

Ein weiteres Beispiel fur symmetrische Matrizen habenheireits kennengelernt: die
Adjazenzmatrix (1.2) fur einen ungerichteten Grapheragpdas Gegenteil von Symmetrie
wird in der folgenden Definition eingefuhrt.

Definition 1.16 Eine quadratische Matrix A heissthiefsymmetriscl skew-symmetrit,

falls AT = —A.
0 -3 5
3 0 -4
-5 4 0

ist schiefsymmetrisch und hat wie jede andere solche Matuber Nullen auf der Diagonale. ¢

Beispiel 1.16: Die Matrix

Im allgemeinen ist das Produkt zweier symmetrischer Matrinicht symmetrisch.

Zum Beispiel ist
0 1 01\ (1 2
10 12/ \0 1)

Aber man hat die folgenden Aussage.
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Satz 1.17 Seien A eine m n-Matrix und B eine nx m-Matrix. Ist B symmetrisch, so sind
ATBA und ABA ebenfalls symmetrisch.

BEWEIS. Anwendung von Satz 1.14, insbesondere (1.31) und (1.3gipter
(ATBA)T =ATBT(AT)T =ATBTA,
also istAT BAsymmetrisch wenB symmetrisch ist. Die Symmetrie véxBA' folgt analog.

Als Spezialfall von Satz 1.17 (mB = I) folgt, dass flr beliebige Matrize gilt:

ATAundAAT sind symmetrisch (1.35)

Ubung 1.3:  SeiA eine schiefsymmetrischex n-Matrix. Zeigen Siex" Ax = 0 filr jeden Vektox
der Langen. Tipp: Eine schiefsymmetrische>xd1-Matrix ist immer O. ¢

1.8 Die Inverse einer Matrix

Zwei quadratische Matrizen gleicher Ordnung kann man ineraneimander addieren, von-
einander subtrahieren und miteinander multipliziererr.Wéirden in diesem Abschnitt se-
hen, dass man sie oft, aber nichtimmer, in gewissem Sinrfedwcheinander dividieren
kann.

Vergleicht mam x n—Matrizen mit Zahlen, so nimmt die Nullmatr®; bei der Matrizen-
Addition die Rolle der Null ein und die Einheitsmatrix Ubernimmt bei der Matrizen-
Multiplikation die Rolle der Eins.

Bei den Zahlen gibt es zu jedemz 0 ein&, namliché = 1/a, so dass

aé=1=¢a

ist. Gilt dies wohl analog fir quadratische Matrizen? Dasét, gibt es zWA # O, eine
n x n—=Matrix X mit
AX =1, = XA. (1.36)

Ein einfaches Beispiel zeigt, dass das nicht so ist: fur

10
»(59)
folgt bei beliebiger Wahl voixX

(10 X11 X2 \ [ X1 X2
AX_( 0 0)( X1 X22 o 0 0 7 l2.
Es ist im allgemeinen einer MatriR nicht einfach “anzusehen” ob es ein solchés

das (1.36) erfullt, gibt oder nicht. Zunachst bequemenunis damit, der Menge der Ma-
trizen mit (1.36) einen Namen zu geben.

Definition 1.18 Eine nx n—Matrix A heissinvertierbar [invertible], falls es eine x n—
Matrix X gibt, so dass AX I, = XA ist. Die Matrix X heissinverse[inversg von A und
wird mit A~ bezeichnet:

AAl=1,=A1A. (1.37)

Eine Matrix, die nicht invertierbar ist, bezeichnet man hadssingular [ singulai.
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Das folgende Resultat erlaubt es uns denInversen einer Matrix zu sprechen.
Satz 1.191st A invertierbar, so ist die Inverse eindeutig bestimmt.

BEwEIS: Den Beweis werden wir im allgemeinerem Rahmen in Kapitel &ldiihren.
]

Beispiel 1.17: Esist
In MATLAB berechnet man die Inverse mit dem

(2 2)( % - ):(l 0) Befehlinv .

12 -2 01 >> A =[22;12] inv(A)
(1 0}, ans =
—\o ’ 1.0000  -1.0000

Lo o . -0.5000 1.0000
die eine Matrix ist also die Inverse der anderen — L . .
und umgekehrt. Allerdings wird inv fast nie in der Praxis ge-

Wir haben oben bereits gesehen, dass die Npgaucht!Anstatt der expliziten Inversen benotigt

trixmultiplikation mit einer Diagonalmatrix ei-Man typischerweise nur die Multiplikation der
ner Zeilen- bzw. Spaltenskalierung der anderg}yerseh eln-er Matrix mit einer anderen Matrix.
Matrix entspricht. Daraus folgt, dass die Inveann sind die Befehlé \ B bzw.B / A wesent-
se einer Diagonalmatrix mit von Null verschieddich effizienter und genauer aisv(A) - « B bzw.

[E

nen Diagonaleintragen wieder eine Diagonalm&: INV(A)
trix ist: >b=[1,0] A\b
ans =
diag (d11,... 7dnn)7l =diag (1/d11,...,1/dnn). 1.0000
-0.5000

Insbesondere ist die Einheitsmattix natirlich

invertierbar und ihre eigene Inverse, deph, = Die hinter\,/ undinv stehenden Algorithmen

In. werden in Kapitel 3 behandelt.

¢

Man kann die Bedingung fur die Inverse effektiv abschveiches geniigt, dagsX = |
oderX A= gilt, dann folgt die andere Beziehung automatisch.

Satz 1.20 Die folgenden Aussagdiber eine nx n—Matrix A sindaquivalent:
i) Aistinvertierbar.
ii) Es gibt eine ik n—Matrix X mit AX= I,.
iii) Es gibt eine ik n—Matrix X mit XA= I,,.

BEWEIS. Auch diesen Beweis werden wir erst spater, in Kapitel 3¢fithren. [

Als nachstes stellen wir einige Eigenschaften der Invezssammen.
Satz 1.21Sind A und B invertierbare r n—Matrizen, so gilt:

i) Alistinvertierbar und

(A H1=A. (1.38)

i) ABistinvertierbar und

(AB)"1=B"1A"1 (1.39)

iii) AT istinvertierbar und

(A 1=(AHT. (1.40)
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BEwEIS: i) ergibt sich sofort aus der Definition (1.37).

Zuii): Aus (AB)(B~1A~1) = A(BB~1)A~t = AA~1 = |,,und Satz 1.20 folgt, dag A1
die Inverse vorAB ist.

Zu iii): Gemass (1.34) isAT(A™H)T = (A~2A)T = I = I,. Also ist wiederum nach
Satz 1.2QA1)T die Inverse vorAT. [

Die Inverse und lineare Gleichungssysteme. Die Inverse einer Matrix ist eng mit
der Losung von linearen Gleichungssystemen verkniupgbésondere kann man auf bei-
den Seiten vor\x= b mit der Inversen voi (vorausgeset ist invertierbar) multiplizie-
ren und erhalt

x=A"1h. (1.41)

Mit der Kenntnis der Inversen lassen sich also die Losungearinearen Gleichungssyste-
me einfach per Matrix-Vektor-Multiplikation berechnenieBer Weg wird aber praktisch
nie verwendet.

Um die Inverse vorA zu berechnen, betrachten wir die Spalten ¥oa A~1:

Xn >X,

wobeiej die j-te Spalte den x n-Einheitsmatrix ist. Mit (1.41) folgt, dass sich djete
Spalte vorA~! aus der Losung des linearen Gleichungssystems

Al= ( Ale ‘ Ale, ‘ ‘ Ale, > < X1 | %o

AXj = €

1 2 3
A= 0 2 3 |.
0 0 1

Zur Berechnung der Inversen vaénsind die drei linearen Gleichungssystetg = e, A = e,
Axg = e3 zu ldsen. Aufgrund der oberen Dreiecksform volassen sich diese Losungen recht einfach
berechnen und man erhalt

1 -1 0
X1 = 0 , Xo= 1/2 , Xz3= 73/2
(8) =) = ()

1 -1 o0
Al=( o0 12 -3/2 |.
0 0 1

ergibt.
Beispiel 1.18: Sei

Also ist die Inverse

1.9 Untermatrizen

Aus ausgewahlten Elementen einer gegebenen Matrix la8semeue Matrizen, soge-
nannte Untermatrizen, konstruieren.

Definition 1.22 Sei A eine nx n-Matrix, und.¥ = {i1,... i}, Z = {j1,..., ¢} Index-
mengen mit
1<ip< - <ig<m, 1<jp<--<je<n.
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Dann ist die kx /-Matrix
AI, 7)=(aj), P=1....k q=1..¢,
die zugebrige Untermatrix [ submatri} von A.

Obige Definition lasst sich bildlich einfacher als mit Faim beschreiben: Die Index-
menge.# wahlt Zeilen vonA aus, die IndexmenggZ wahlt Spalten vorA aus, und die
UntermatrixA(.#, ¢ ) besteht gerade aus den Elementen auf den “Kreuzungen” der au
gewahlten Zeilen und Spalten.

Beispiel 1.19:
In MATLAB
Die folgende lllustration veranschaulicht den Be; - :
griff der Untermatrix furm=n=6 und .# = A>:A magic(6)
{8,5},.7 ={2.4,5; 3 1 6 26 19 24
3 32 7 21 23 25
X X >< X X X 31 9 2 22 27 20
XXX XXX 8 28 33 17 10 15
XXX XXX X X X 30 5 34 12 14 16
XX XXX X XXX el poow won
xxxxxx/// > AlSlRA,
XXXXXX 9 22 27
5 12 14

Definition 1.23 Die einer mx n Matrix A= (  &j )1<i<m 1<j<n zugeordnetemin{m,n}
quadratischen Teilmatrizen -

Ac= (& )lgiék,lgjgk (k=1,...,min{m,n}) (1.42)

heisserfihrende Hauptuntermatrizerileading principal submatriceson A.



Kapitel 2
Algebraische Strukturen

Operationen mit Matrizen erfllllen eine ganze Reihe vorhRaoegeln, siehe insbesondere
Satz 1.8, die bereits von Operationen mit Zahlen bekandt &s gibt aber auch einige
wesentliche Unterschiede zu Zahlen: der Verlust der Korativiat bei Multiplikation
und die Tatsache, dass nicht alle von Null verschiedenemid@atinvertierbar sind. Im
folgenden wollen wir diese Gemeinsamkeiten und Untersiehie algebraischen Struktu-
ren “einfangen” und damit nicht nur Zahlen und Matrizen seindviele weitere Objekte
(Funktionen, Polynome, Restklassen) abdecken.

2.1 Gruppen

Wir beginnen mit Halbgruppen, eine Struktur mit wenigendesungen aber auch dement-
sprechend wenig nitzlichen Eigenschaften.

Definition 2.1 EineHalbgruppe[semigroup ist eine Menge H mit einer Abbildung, ge-
nanntVerkniipfungoder Operation

o:HxH—=H, (ab)—aobh,
fur die folgende Regel it ist:
1. Die Verknipfungo ist assoziativ, d.h(aob)oc=ao (boc) fur alle ab,c € H.

Aus Satz 1.8 (inshesondere (1.20) und (1.21)) folgt, dasgeties fest vorgegebendlie
Menge demn x n-Matrizen eine Halbgruppe sowohl mit der Addition als audhder Ma-
trixmultiplikation bildet. Die Assoziativitat vor erlaubt es uns — wie bei der Matrixmul-
tiplikation — die Klammerung bei mehrfachen Verknupfungenfach wegzulassen oder
beliebig zu setzen.

Etwas versteckt in Definition 2.1 ist die Annahme, dasb € H fiir allea,b € H gelten
muss. Diese Forderung dAbgeschlossenheibn H unter der Verkniipfung ist keines-
wegs selbstverstandlich. Zum Beispiel ist die Menge demrsgtrischem x n-Matrizen
zwar eine Halbgruppe beziiglich der Addition ab@ht beziiglich der Multiplikation, da
das Produkt zweier symmetrischer Matrizen im allgemeingneksymmetrische Matrix
ergibt.

Um sinnvolle Aussagen treffen zu kdnnen, braucht es tledinilion 2.1 hinausgehen-
de Forderungen an die algebraische Struktur. Insbesorsielie Existenz eines neutralen
Elements unerlasslich.

29
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Definition 2.2 Sei(H, o) Halbgruppe. Dann heissteH neutrales Elemen{identity ele-
ment, neutral elemehtwenn e a=aoe=afuralle ac H gilt.

Bei der Matrixaddition ist die Nullmatrix neutrales Elengei der Matrixmultiplikation
die Einheitsmatrix. Das folgende Lemma zeigt, dass es$ténk ein neutrales Element in
einer Halbgruppe geben kann.

Lemma 2.3 Seien e und’eneutrale Elemente einer Halbgruppd, o). Dann gilte=¢€.

BEWEIS: Aus Definition 2.2 folgt sofore= eo€ = €, wobei bei der ersten Gleichheit die
Neutralitat vone’ und bei der zweiten Gleichheit die Neutralitat voausgenutzt wurden.
]
Die Existenz eines neutralen Elementes erlaubt die siteniz@finition des Inversen.

Definition 2.4 Sei(H, o) Halbgruppe mit neutralem Element e. Ein Elememrt ld heisst
invertierbar[invertible], wenn es ein ElementdH gibt mitboa=aob=e. Das Element
b wird Inversesvon a genannt.

Invertierbarkeit lasst sich abschwachen indem man ntangt, dass linksinvertier-
bar (bo a= e) oderrechtsinvertierbaao b = €) ist.

Lemma 2.5 Sei(H, o) Halbgruppe mit neutralem Element e uné:&l. Gibt es hb’ e H
mitboca=eunda b’ =e, sogiltb=10'"

BEWEIS:

b = boe (eneutral)
= bo(aob’) (b Rechtsinverses)
= (boa)ol (o assoziativ)
= eol (b Linksinverses)
= Db. (eneutral)

]
Lemma 2.5 zeigt unter anderem, dass das Inverse immer gigd@mstimmt ist. Als
weitere Implikation erhalten wir, dass es beiertierbarenElementen geniigt eine der bei-
den Beziehungelmo a = eoderaob =ezu Uberprifen, um nachzuweisen dagas Inverse
ist (BeweisUbung). Im allgemeinen werden wir das Inverse eamit a1 bezeichnen. Be-
schreibt die Gruppe aber eine additive Struktur (z.B. Additron Zahlen, Matrizen, oder

Funktionen), so ist es praktischer das Inverse-aizu bezeichnen.

Nicht jedes Element einer Halbgruppe mit neutralem Elenmnhotwendigerweise
invertierbar, wie das Beispiel der Matrixmultiplikationgchaulich verdeutlicht. Die For-
derung nach der Invertierbarkeit von jedem Element ergébtalgende Struktur.

Definition 2.6 Eine Gruppe[grouqd ist ein Paar(G, o) mit den folgenden Eigenschaften:
1. (G,0) ist Halbgruppe.
2. Es gibt ein neutrales ElementeG.
3. Jedes & G ist invertierbar.

Lemma 2.7 Sei(G,0) Gruppe und ab € G. Dann geltena 1)1 =a und(aob)™! =
b-loa ™l

Bewels: Ubung. [
Eine Grupp€(G, o) heisstabelsch[abeliarl oderkommutativ wennaob = boa gilt fur
allea,be G.
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2.1.1 Beispiele von Gruppen

Zahlen. (Z,+),(Q,+),(R,+) sowie ({+1,—-1},-),(Q\ {0},-),(R\ {0},-) sind abel-
sche Gruppen.

Die kleinste Gruppe. G={e} miteoce=e.

Matrizen. Fur jedes festen,n € N bilden diem x n Matrizen zusammen mit der Ma-
trixaddition eine abelsche Gruppe. Fir jedes festeN bilden die invertierbaren x n
Matrizen eine Gruppe, welche nt&l(n) bezeichnet wird. Letzteres Beispiel ist Prototyp
fur das folgende Resultat.

Lemma 2.8 Sei(H, o) Halbgruppe mit neutralem Element und bezeichriedi¢ Menge
der invertierbaren Elemente in H. Dann idt*, o) Gruppe.

BEWEIS. Seienai,a, € H* mit Inversem;l,agl und bezeichne das neutrale Element.
Dann gelten

(aytoaro(agom) =ayto(ajtoa)om=a,lomy=¢

und analog(a; o a) o (a; 1o ;) = e. Also ist auch(a; oay) € H*. Die Assoziativitat
“erben” die Elemente aud* vonH; also ist(H*, o) Halbgruppe. Da beiden anderen Grup-
peneigenschaften (i) und (iii) von Definition 2.6 sind per&ussetzung erfullt. [ |

Abbildungen.  SeiX eine Menge und\bb(X, X) die Menge aller Abbildungen voX
nachX. Bezeichne nutfi o g die Verkettung (auch Komposition oder Kombination genannt
zweier Abbildungerf,g € Abb(X, X), d.h.,(f og)(x) = f(g(x)) fur jedesx € X. Dann ist
foge Abb(X, X). Desweiteren ist offenbar assoziativ, also isAbb(X, X), o) Halbgruppe
mit neutralem Elemerit, der identischen Abbildunig(x) = x fur allex € X. .

Ist f € Abb(X,X) invertierbar (im Sinne der Halbgruppe), dann gibges Abb(X, X)
mit go f = id. Also istg Umkehrfunktion und damit mussbijektiv sein. Die Ruckrichtung
gilt auch: Istf bijektiv, dann gibt es eine Umkehrfunktigre f = id. Die Umkehrfunktion
vong ist wiederf und damitf o g=id. Also ist f invertierbar.

Damit entspricht die Menggbb(X, X)* der invertierbaren Funktionen gerade der Men-
ge der bijektiven Funktionen ad{f. Nach Lemma 2.8 istAbb(X, X)*,0) Gruppe.

Ist X endlich, so wirdS(X) := Abb(X,X)* alssymmetrische Gruppevon X bezeich-
net. FUr den wichtigen Spezialfal = {1,2,...,n} mit festemn € N setzen wirS, :=
S(X) = Abb(X,X)*. Die Elemente voi%, heisserPermutationen[permutationsund wer-
den haufig in der Form

1 2 n
n(rr(l) n2) - n(n)>’ mE S (2.1)

angegeben. Damit ergibt sich fur die Verkettungo mit 1,0 € Sy:
1 n 1 n 1 n
( m(1) - mn) )O( ol) - a(n ):( m(o(1)) - m(a(n)) )

Die Umkehrfunktionrt* von rrist die Abbildungr(i) — i furi = 1,...,n. Das entspre-
chende Schema erhalt man, indem die beiden Zeilen in (2rigwscht werden,

(rr(ll) rrE]n))7
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und die obere Zeile in die richtige Reihenfolge gebrachtiwir

Beispiel 2.1: Seien
In MATLAB speichert man Permutationen am be-

sten als Vektoren ab:

1 2 3 4 >> i =[4231]
=\ 4 2 3 1) >> sigma = [ 14 2 3]
1 2 3 4 Der Befehl pi(sigma) ergibt einen Vek-
6={1 4 2 3} tor mit den Eintragen pi(sigma(l)) ,
pi(sigma(2)) , ..., also gerade den Vektor
Das Inverse vow ist der Verkettung vonrund o.
1 (1 2 3 4 >> pi(sigma)
7= 3 4 2) ans =
. ) 4 1 2 3
Die Verkettungrro o st Das Inverse o1 erfullt o~1(o(1) = 1,
2 3 4 01(a(2)) = 2, .... In MATLAB lassen sich
"OU:( ml) m4) n2) mnd3) ) diese Beziehungen wie folgt schreiben:
1 2 3 4 > r = [I;
“\a4 1 2 3/ >> r(sigma) = 1:4,
r =
1 3 4 2

Endliche Gruppen.  Ist G eine endliche (und nicht allzu grosse) Menge mit einer Ver-
knlipfungo, dann ist es oft sinnvoll die sogenannterkntpfungstafel [Cayley tablé
anzugeben:

o | a ao an

a; | agoa; @oay -+ aioan
dy | aoa; aoady -+ axoan
an | @ncar @anocaz -+ aAn®an

Ist (G, 0) eine Gruppe, so wird die Verknlipfungstafel auch@isppentafel bezeichnet.
Im folgenden werden wir eine sehr praktische Charaktetiaig fir Gruppentafeln her-
leiten. Dazu bemerken wir zunachst, dass in einer Grupp&tiichungeraox = b und
yoa=bdie Lésungex=a tobbzw.y =boa ! haben. Das folgende Lemma zeigt, dass
diese Losungen sogar eindeutig sind

Lemma 2.9 Sei(G, o) Gruppe und ax,X,y,y € G. Dann gelten die sogenanntetitgungs-
regeln
aox=aoX = x=X, yoa=Yyoa=y=Y. (2.2)

BEWEIS. X=eox=a ‘oaox=a loaox =eoX = X. Die andere Kilrzungsregel wird
analog bewiesen. [

Satz 2.10Fur eine HalbgruppéH, o) mit einerendlichenMenge H gilt:(H, o) ist genau
dann Gruppe wenn dieliézungsregeln (2.2)if alle a,x,X,y,y’ € H gelten.

BEWEIS: Fir ein festeg € H betrachten wir die Funktionefa : H — H mit fc : X~ coXx
undge: H — H mit gc : y— yoc. Sind die Kurzungsregeln (2.2) erfullt, so sirfigl gc
injektiv. DaH endlich ist, folgt die Surjektivitat voffi;, gc. Insbesondere hat die Gleichung
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coe=ceine Ldsunge € H. Fir jedes beliebiga € H hat auch die Gleichungoc =a
eine Losund € H. Also gilt

aoe=bocoe=boc=a

fur alle a € H. Analog zeigt man die Existenz va mit € oa = a fur alle H. Wie im
Beweis von Lemma 2.3 gilt aber= eo € = € und damit iste neutrales Element. Wegen
Surjektivitat vonf,, gs sind die Gleichungeaox = eundyoa = efir jedesa € H losbar
und nach Lemma 2.5 ist=y Inverses vora. Also ist (H, o) eine Gruppe.

Die Umkehrung ist bereits durch Lemma 2.9 bewiesen. ]

Satz 2.11Die Verkripfungstafel einer Halbgrupp@s, o) ist genau dann Gruppentafel,
wenn jedes Element von G in jeder Zeile und jeder Spéithstens einmal vorkommt.

BEWEIS. SeiG = {aj,ay,...,an}. Der Eintrag in deii-ten Zeile undj-ten Spalte der
Verkniipfungstafel ist von der Forajo a;. Die Forderung, dass jedes Element in gen
Spalte hochstens einmal vorkommt entspricht der erstemu€igsregel (2.2) fix= a;. Die
Forderung, dass jedes Element in d&n Zeile hochstens einmal vorkommt entspricht der
zweiten Kirzungsregel (2.2) figr= a. Also sind die beiden Forderungen aquivalent zu
den Kiirzungsregeln. Mit Satz 2.10 folgt die Behauptung. [

Fur eine zweielementige Men@e= {e a} ist nur eine Gruppentafel maglich:

Sei nunG = {e,a,b} mit dem neutralen Elemeet Dann hat die Verkniipfungstafel die
folgende Gestalt:

Die unbestimmten Eintrage ? ermittelt man — wie bei Sudolaus- der Forderung von
Satz 2.11:

O oo

(2.3)

T DD
Q @ T|T

[e]
e
a
b

Man iiberzeuge sich durch Nachrechnen, daassoziativ ist. Damit ist (2.3) Gruppenta-
fel.

2.1.2 Untergruppen

Definition 2.12 Sei (G,o) Gruppe und UC G. Dann heisstU,o) Untergruppe [sub-
groupd von(G,o) wenn(U, o) selbst Gruppe ist.

Da (U, o) die Assoziativitat voriG, o) erbt, ist(U, o) Untergruppe wenn Abgeschlossenheit
gilt und wenn mita € U auch das Inversa! in U liegt. FirU # 0 wahlt man eira ¢ U
aus und das neutrale Element aoa ! liegt dann automatisch id.

Jede GruppéG, o) mit neutralem Elemergthat die trivialen Untergruppef{e}, o) und
(G, 0). Spannender sind Untergruppen die zwischen diesen beiteznken liegen.

"Die Assoziativitat sieht man der Verkniipfungstafel éidicht an und muss “per Hand” Uberpriift werden.
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Matrixuntergruppen, Teil I. Wir betrachten die Grupp®l(2) der invertierbaren 2 2-
Matrizen und dieRotationsmatrizen

SQ2) = {G(a’) =( fgig’(% i”s((‘g) ) L e [o,zm}.

SQ(2) ist abgeschlossen beziiglich Matrixmultiplikation (Bésvgbung) und Matrixinver-
sion:G(¢) ! = G(—¢). Damit bildetSQ(2) eine Untergruppe vo6l(2).

Matrixuntergruppen, Teil Il. Wir betrachten

My := {A(a,b)< _ab 2) : a,beR}.

Offenbar gelterA(as,b1) + A(ag,by) = A(ag + az,bs + b)) und —A(a,b) = A(—a, —b).
Damit bildetM; eine Untergruppe der 2 2-Matrizen beziiglich der Matrixaddition.

Bezuiglich der Matrixmultiplikation gelteA(ay, b1) A(az, by) € M undA(a,b)~t € My
ausser wena = b = 0. Der Beweis dieser beiden Aussagenlbung. Nach Lemma 2.8
ist M2\ {A(0,0)} Untergruppe vortl(2) beztiglich der Matrixmultiplikation.

Matrixuntergruppen, Teil IlI. Wir betrachten die Menge der oberen Dreiecksmatrizen
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen:

r1 ... Iin

triu(n) = ¢ R= ST ir11#0,...,rin#0

Mnn

Lemma 2.13 Das Produkt von zwei oberenxin-Dreiecksmatrizen ist wieder eine Drei-
ecksmatrix.

BEWEIS. SeiT = RSmit oberen DreiecksmatrizeR S. Dann giltriy = O furi > k und
&j =0 furk > j. Fari > j gilt

n i—1 n
lij = ) TkSj=tj= Mk Sj+ ) ik & =0.
kZl kzl\g’ I; \76/
Damit istT obere Dreiecksmatrix. Desweiteren gilt
i—1 n
ti=3 Tk Strisit+ ) Tk Si =S (2.4)
k:l\zfo" k=111 \:6"

Wegen Lemma 2.13 und (2.4) isﬁﬂ(n) bezuglich der Matrixmultiplikation abge-
schlossen.

Lemma 2.14 Sei Re triu(n). Dann ist R invertierbar und R € triu(n).

Bewels: Der Beweis erfolgt mittels Induktion Gber Fiirn = 1 ist die Aussage trivialer-
weise erfullt. Sei die Aussage nun fii 1 erfullt. Dann partitionieren wir

_( R rn
R_( 0 rnn>’
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so dasRy; € tfrivu(n — 1) undrpn # 0. Per Induktionsvoraussetzunght; invertierbar. Fur

die Matrix
R ( Rii —RpiTarad )
0 [
lassen sich die Beziehung& 'R = RR! = I,, leicht Uberpriifen. Also isR™* Inverses
vonRundR € triu(n). ]
Zusammenfassend kann man sagen, daTs(m) eine Untergruppe voBI(n) beziglich

der Matrixmultiplikation bildet. Eine analoge Aussagédftrauf untere Dreiecksmatrizen
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen zu.

2.1.3 Gruppenhomomorphismen

Definition 2.15 SeienG, o) und(H, ) Gruppen. EiNGruppen-)Homomorphismuggroup
homomorphisrist eine Abbildung : G — H mit¢ (ach) = ¢ (a) « ¢ (b) furalle abe G.
Ist dariiberhinaus¢ bijektiv so bezeichnet magh als (Gruppen-)lsmorphismug group
isomorphisnj.

Lemma 2.16 Seien(G, o), (H, ) Gruppen undp : G — H Homomorphismus.

a) Ist e das neutrale Element von G, so@st) das neutrale Element von H.
b) ¢(al) = (¢(a)) " fur jedes ac G.

BEWEIS: a)¢(e)«¢(a) = ¢(eca) = ¢(a); ¢(a)«d(e) = ¢(ace) = ¢(a).
bypah)«p(@=¢@toa)=¢(e)=¢(aca ) =gp@=p@?). n

Gruppen zwischen denen ein Isomorphismus besteht heissemrph zueinander.
Formal schreibt maKG, o) = (H, x). Die Klassifizierung von Gruppen durch Homo- und
Isomorphismen ist ein wichtiges Teilgebiet der Algebra tagt weit Uber den Vorlesungs-
kanon der linearen Algebra hinaus.

2.2 Ringe

Bei Gruppen betrachtet man jeweils nur eine Verknupfurdjkamn dadurch keine Inter-
aktionen zwischen zwei verschiedenen Verknupfungentibexen. Ein Beispiel fur sol-

che Interaktionen sind die Distributivgesetze der Mattiéion und -multiplikation, siehe

Satz 1.8. Im folgenden wollen wir daher Strukturen mit zwerlkhiupfungen betrachten.
Dabei sollte man sich zunachst die Addition und Multiptika (von Zahlen oder Matri-

zen) als Paten fur die beiden Verkniipfungen vorstellem.Werden spater noch weitere
Beispiele kennenlernen.

Definition 2.17 Ein Ring [ring] (R,+,-) ist eine Menge R mit zwei Verlgpfungen

+:RxR—R, (a,b)—a+h,

:RxR—=R, (a,b)—a-b, (2.5)

fur die folgende Regeln éHit sind:
(1) a+b=b+a, VabeR (Kommutativiét+)
(2) a+(b+c)=(a+b)+c, VabceR (Assoziativiait+)

(3) Esgibt0 € R mit0O+a=afiralle acR. (Nullelement)
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(4) Zu jedem & R gibtes—ac Rmita+ (—a) =0. (Inverses-)
(5) a-(b-c)=(a-b)-c, Vab,ceR (Assoziativiat:)
(6) (a+b)-c=(a-c)+(b-c), Vab,ceR (Distributivitat I)
(7) a-(b+c)=(a-b)+(a-c), Vab,cecR (Distributivitat I1)

Wie bei den Gruppen wieder der Hinweis, dass die in (2.5)teekte Abgeschlossenheit
der beiden Verkniipfungen ein wichtiges Merkmal von RingerGemass den Regeln (1)—
(4) ist (R, +) kommutative Gruppe wahren@®,-) aufgrund von Regel (5) lediglich eine
Halbgruppe zu sein braucht.

Wie bei den Zahlen und Matrizen werden wir in folgenden eiageinfachte Schreib-
weiseab = a- b verwenden. Die Regel “Punkt vor Strich” erlaubt es uns Klammeinzu-
sparena+ (bc) = a+bc.

Die Existenz eines neutralen Elements bezuglialird in der Definition eines Rings
selbst nicht gefordert, ist aber oft gegeben.

Definition 2.18 Sei(R, +,-) Ring.

1. Gibtesle R mitl-a=a-1flr alle ae R, so wird1 als Einselementdes Rings
bezeichnet. In diesem Fall nennt m@) —+, -) Ring mit Eins.

2. Ein Ring heisskommutativwenn ab= ba fur alle a,b € R gilt.
Einige (Gegen-)Beispiele furr Ringe:

e Die Mengernz,Q, R bilden zusammen mit der gewodhnlichen Addition und Muitipl
kation jeweils einen kommutativen Ring mit Eins.

e Fir jedes festa € N bildet die MengeZ = {nz: z€ Z} zusammen mit der gewdhn-
lichen Addition und Multiplikation einen kommutativen Rjifohne Einselement, es
seidenm=1).

e Die Menge den x n-Matrizen bildet zusammen mit Matrixaddition und -muliigaition
einen Ring mit Eins. Dies folgt aus Satz 1.8 und der Einhaitsimals Einselement.
Dagegen bildet die Meng®l(n) der invertierbarem x n-Matrizen mit diesen Ope-
rationen keinen Ring, weil z.BD ¢ GI(n).

o Betrachte auf der Menge U {«} die Operationen
a®b=min{a,b}, acb=a+h.
Dann bildetRU{e}, &, ®} keinenRing. (Ubung: Welche Regeln sind (nicht) erfiillt?)

e SeiX eine nichtleere Menge ur(dR, +, ) ein Ring. Dann bildet die Menge der Ab-
bildungen nachr,

Abb(X,R) := {f : f ist Abbildung vonX nachR}
zusammen mit den Operationen
(f+o)x)=fx)+a(x),  (f-9)(x):=F(x)g(x)

einen Ring.
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e Sei(R,+,-) ein Ring. Ein Polynom UibeR in einer Unbekanntenhat die Form
p=ap-t®+ai-t*+ap-t>+---+an-t", ag,a,...,.aneR (2.6)

Oft schreibt man auch einfaely - t° = ag unday - t1 = a; - t. DerGrad [degre& von
p, bezeichnet mit deg), ist der grosste Indekfir dena; # 0 gilt. Die Menge aller
Polynome UibeR bezeichnen wir miR[t].

Man muss an dieser Stelle sehr vorsichtig sein und nicht rschaellen Schliissen
neigen: Der Ausdruck (2.6) ist zunachst rein formal zu tdranit ist lediglich ein
Platzhalter fiir ein unbestimmtes Objekt. Auch die Potemkzend die Summations-
zeichen sind rein formal zu verstehen und stehen einfadhweil man sich dann
die folgenden Rechenregeln einfacher merken kann. Ershwes Polynom aus-
gewertet wird (was wir an dieser Stelle nicht tun werden)ssnman sich darauf
verstandigen, was Potenzen vigrdie Multiplikation mit Elementen auR und die
Addition wirklich bedeuten.

Seienp, g € R[t] mit
p:ao+al't+"'+am'tm, g= bo+by-t+---+by-t"
Dann definieren wir die folgenden Verkniipfungen:

P+q:= (80+bo) + (A1 +b1) -t + -+ (Bmaxmn) + Bmaximny ) - t">4™

P-q:=Co+Cp-t+ -+ Cmpn-t™" C = z ab;.
i+]=k

(Sollten die Polynome unterschiedlich lang sein, afsg n, so fiullt man einfach die
Koeffizienten des kiirzeren Polynoms mit Nullen auf.)

Wie man sich leicht iberzeugen kann, (iBft],+,-) wieder ein Ring. Das Nullele-
ment ist 0t°. Ist (R, +,-) kommutativer Ring mit Eins, so ist au¢R]t], +,-) kom-
mutativer Ring mit Eins. Das Einselement ist4.

Das folgende Resultat enthalt aus Definition 2.17 abgeteRechenregeln, die fur viele
der oben genannten Beispiele als vollkommen selbstvettth angesehen werden.

Lemma 2.19 Sei(R, +,-) Ring. Dann gilt éir alle a b € R:
(i) 0-a=a-0=0;
(i) (—a)b=a(—b) = —(ab);
(i) (—a)(—b)=ab.
BEWEIS:
(i) Aus Distributivitat | folgt
0-a=0-a+0=0-a+0-a+(—(0-a)) =(0+0)-a+(—(0-a)) =0-a+(—(0-a)) =0.
Analog folgta- 0= 0.
(ii) Aus Distributivitat | bzw. I, zusammen mit Teil (i),digen
ab+(—a)b=(a+(—a))b=0-b=0

bzw.
ab+a(—b)=a(b+(—b))=a-0=0.
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(iii) folgt sofort aus (ii) und Lemma 2.1—a)(—b) = —(a(—b) = —(—(ab)) = ab.

[
Lemma 2.19 erlaubt es unsab ohne Uneindeutigkeiten zu schreiben. Es kann leicht
gezeigt werden, dass die beiden Distributivgesetze autdnge@enn Addition durch Sub-
traktion
a—b:=a+(-b)
ersetzt wird.

Analog wie bei Gruppen lassen sich auch bei Ringen Homo- smthdrphismen defi-
nieren.

Definition 2.20 Es seier(R,+,-) und(S @, ®) Ringe. EinrRinghomomorphismusst eine
Abbildung¢ :R— S

¢p(atb)=0@ @), ¢(ab)=¢@0c¢b),

furalle a b e R. Ist¢ zusatzlich bijektiv, dann heisgt Ringisomorphismusind wir schrei-
ben(R,+,-) = (§&,0)

Ebenso Ubertragt sich das Konzept von Untergruppen angeRi

Definition 2.21 Sei(R,+,-) Ring und UC R. Dann heisstU, +, ) Unterring [ subring
von(R,+,-) wenn(U,+,-) selbst ein Ring ist.

Naturlich braucht man bei Unterringen nicht alle Regeln R&finition 2.17 zu Uberprifen.

Satz 2.22Sei (R,+,-) Ring und UC R mit U # 0. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) (U,+,-)istUnterring von(R,+,-).
(i) Furalle abeU sind aucha-bundabinU.

Bewels: (i)=(ii) ist trivial.

(ii)=-(i). Wahle einac U aus, dannistwegenfa—aec U das NullelementitJ enthalten.

Fir jedesb € U gilt —b=0—b, also ist—b € U enthalten. Fir allea,b € U gilt a+ b=

a— (—b) € U wegen—b € U, also ist die Addition innerhalb vod abgeschlossen. Die

restlichen Ringeigenschaften etbtvonR. [
Zum Beispiel ishZ fur jedesn € N Unterring vonZ. Die auf Seite 34 eingefiihrte Men-

geM bilden einen Unterring der 2 2-Matrizen mit Matrixaddition und -multiplikation.

2.3 Korper

In einem Ring(R,+,-) mit Einselement 1 versteht man die Invertierbarkeit woa R
beziglich der Verknipfung Dementsprechend erfullt das Inverse die Beziehung
a“la=aa! = 1. Um degenerierte Falle auszuschliessen, verlangt rbéioh@grweise
1+# 0. Wegen Lemma 2.19 kann dann 0 niemals invertierbar seimlefoman aber die
Invertierbarkeit aller anderen Elemente, so erhalt marfalgenden Strukturen.

Definition 2.23 Sei(R,+,-) Ring mit Einselemerit# 0. Ist jedes & R\ {0} invertierbar,
so nennt maniR,+,-) Schiefldrper [ skew field oder Divisionsring [division ring]. Ein
kommutativer Schietkper heissKorper| field].

Die folgende Charakterisierung eines Schiefkorpers igimter handlicher.
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Satz 2.24Ein Ring(R, +,-) ist genau dann Schigfkper, wennR\ {0}, ) eine Gruppe ist.

BEwEIs: Fureinen Schiefkorper ist definitionsgem#Rs ) Halbgruppe und alle Elemen-
te ausR\ {0} sind invertierbar. Da das Produkt von zwei invertierbarkmienten wieder
invertierbar ist, folgt Abgeschlossenheit vBA {0}. Also istR\ {0} eine Gruppe.

Ist umgekehr{R\ {0},-) eine Gruppe, so gibt es ein neutrales EleneatR\ {0}).
Wegen 0 e=e-0= 0 iste auch Einselement vofR, +,-). Die restlichen Eigenschaften
eines Schiefkdrpers sind per Voraussetzung erflllt. [

Der Ubersicht halber filhren wir alle Regeln, die in ein&irper gelten miissen, expli-
zit auf:

a+beR a-beR VabeR (Abgeschlossenheit)
a+b=b+a VabeR (Kommutativitat-)
a+(b+c)=(a+b)+c, VabceR (Assoziativitat)
Es gibt0c RmitO+a=afiralleac R (Nullelement)
Zu jedema € Rgibtes—a€ Rmita+ (—a) =0. (Inverses-)
a-b=b-a, VabeR (Kommutativitat)
a-(b-c)=(a-b)-c, vabceR (Assoziativitat)
Esgibt1le R\ {0} mit1-a=afliralleac R (Einselement)
Zu jedemac R\ {0} gibtesa—* € Rmita-a~' = 1. (Inverseg
(a+b)-c=(a-c)+(b-c), Vab,ceR (Distributivitat I)
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), Vab,ceR (Distributivitat 11)

Aufgrund der Kommutativitat vonfolgt Distributivitat Il aus Distributivitat | und ist far
nur der Vollstandigkeit halber mit aufgezahit.
Einige (Gegen-)Beispiele fur Korper:

e QundR bilden zusammen mit der gewdhnlichen Addition und Muikigtion Korper.
Z undnZ bilden keine Korper.

¢ Die Menge den x n-Matrizen bildet keinen Korper.

e Die auf Seite 34 eingefuihrte Mendé, bildet zusammen mit Matrixaddition und
-multiplikation einen Korper.

Wir werden in den Abschnitten 2.5 und 2.6 zwar noch weitelisfdele kennenlernen, aber
insgesamt ist die Auswahl an Korpern nicht furchtbar grisésper stellen hohe Anspriiche
an (R, +,-) und sind die Diven unter den algebraischen Strukturen, di&emnengelernt
haben.

Homo- und Isomorphismen von Korpern sind die Homo- und ksqrhismen der zu-
grundeliegenden Ringe.
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2.4 Matrizen Uber Ringen und K Grpern

Unsere urspriingliche Definition 1.1 einer Matrix erlautte Eintrage mit reellen Zahlen.
Im folgenden wollen wir den Begriff einer Matrix wesentliaigemeiner fassen.

Definition 2.25 Sei (R, +,-) kommutativer Ring mit Eins. Ein rechteckiges SchemJi der
Form

aip a2 -+ ain

a1 a2 - axn
A= . . . )

dmi am2 - @mn

mitg; € R,i=1,...,n,j=1,...,m, heisstn x n-Matrix iberR. Die Menge aller mx n-
Matrizenuber R wird mit R™" bezeichnet.

Alle Definitionen und Aussagen von Kapitel 1 zu Matrizen &ssich direkt auf Matri-
zen Ube(R, +, ) Ubertragen, da nirgends spezielle EigenschafterRvansgenutzt wurde.
Insbesondere besteht jetzt die Nullmatrix aus lauter Narttenten auR und die Einheits-
matrix hat Einselemente auf der Diagonalen und sonst nueluatente. Die Matrixaddi-
tion und -multiplikation sind genau wie in Kapitel 1 defirtienur dass die gewohnliche
Addition und Multiplikation von reellen Zahlen durch die dition und Multiplikation des
Ringes ersetzt werden. Satze 1.4 und 1.8 Ubertragen&i"a" und liefern das folgende
Resultat.

Satz 2.26 Sei(R,+,-) kommutativer Ring mit Eins. Dann bildef’R zusammen mit der
Matrixaddition und -multiplikation einen Ring mit Eins.

Invertierbarkeit einer MatriA € R™" bedeutet Existenz einer Matri € R™", so dass
AX=XA= I,

mit der Einheitsmatrix, € R™". Hier muss man ein wenig vorsichtig sein: Matrizen die in
einem Ring invertierbar sind kdnnen in einem anderen Reitalshtet ihre Invertierbarkeit

verlieren. Zum Beispiel ish = < é i ) € R?*2 invertierbar:
1/ -4 2
11 2x2
Al= 2( s 1 ) € R22,

Doch die gleiche Matrix ist itZ2*2 nicht invertierbar: Gabe @6 Z2*2 mit AX = X A= I,,
so hatteA € R2*2 zwei verschiedene Inverse, namlighund A~1. Dies stiinde aber im
Widerspruch zur Eindeutigkeit der Inversen.

2.5 Komplexe Zahlen
Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als
C={x+yi: x,yeR},

wobei i dieimaginare Einheit [imaginary unit ist mit i> = —1. Fur eine komplexe Zahl
z = x+YVi heisstx Realteil [real part undy Imaginarteil [imaginary pai von z. Wir
schreiberx = Re(z) undy = Im(2).
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Vom algebraischen Standpunkt betrachtet, sind komplekéeBainfach Paare von re-
ellen Zahlen und die Bezeichumg- i hilft lediglich, sich die folgenden Operationen bes-
ser merken zu kdnnen. Wir definieren &uélie folgenden Verkniipfungen als Addition und
Multiplikation:

+1 CxC—=C, (xa+yi)+0+yad) = (a+X) + (Y1 +Y2)i, .
CxC—=C, (xt+y1i)-(Xa+Y2l) = (X1X2o — y1y2) + (X1y2 + y1Xo)i.

Beispiel 2.2:
In MATLAB ist die imaginare Einheit (oderj ).
>> (1+1i) + (-2+1i),
Zum Beispiel gelten ans =
. . . -1.0000 + 2.0000i
(1+0)+(—24i) =—1+2i >> (1+41)  * (-2+1i),
und ans =
-3.0000 - 1.0000i
(I+i)(=2+41i) =—-3—1i. Es empfiehlt sich nie alleinstehend zu verwenden sondern

immer in der Fornili , da MATLAB i als eine mit einen an-

deren Wert Giberschriebene Variable interpretieren téinn
¢

Es ist leicht zu sehen, da&B, +) die Eigenschaften vofR,+) erbt und eine abelsche
Gruppe bildet. Das neutrale Element ist@+ 0i und das additive Inverse var= x+Vi €
C ist —z:= —x—yi. Die Subtraktion zweier komplexer Zahlem = x; + y1i und z, =
X2 + Yoi ist demnach

u—2:=71+(—-2) = (X1—X2) + (Y1 — Y2)i.

Um uns aller Mihen beim Nachweis der Eigenschaften deriplikiation von komple-
xen Zahlen zu entledigen, definieren wir die Abbildung

wobeiM; auf Seite 34 definiert wurde. Offenbar gtbijektiv und bildet einen Gruppeni-
somorphismus zwischd, +) und (M2, +). Desweiteren gilt

¢(X1+Y1i)¢(X2+Y2i)< X yl)( X YZ>

$:C — My, ¢:x+yiH< X y), 2.7)

—yi X1 —Y2 X

_ X1X2 —Y1Y2 X1Y2 + Y1Xo . . )
— < CViXo— XYz —Yaya-t XaXo ) =¢ ((Xl +y1) (e + yzl)).

Da (M2 \ {0},-) Gruppe ist, folgt, dass aucft \ {0},-) Gruppe ist. Das neutrale Element
ist 1= ¢~1(I,) = 1+ 0i und das multiplikative Inverse van= x+vyi € C\ {0} ist

~1
zl=¢1<¢<z>1>=¢1<( ) )

:¢711 x—yfl:X_yi

Aufgrund des Isomorphismysiibertragen sich die Distributivitatsgesetze der Mainficki-
tion und -multiplikation au{C, +, -). Desweiteren sieht man leicht dass die Multiplikation
in C (undMz) kommutativ ist und somit erhalten wir zusammenfassend:
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Satz 2.27 (C, +,-) ist ein Korper.

Betrachtet man — wie oben empfohlen — komplexe Zahlen aleeRam reellen Zah-
len, so ist die obige Konstruktion der Multiplikation schoetht speziell. Es stellt sich
die naheliegende Frage, ob und wie sich diese Konstrukimmvall auf Tripel, Quadru-
pel oder gar beliebige Tupel von reellen Zahlen Ubertrdgsst. Fiir Quadrupel ist dies
tatsachlich moglich und fuhrt auf die sogenannferaternionen [quaternionk die einen
Schiefkdrper (aber keinen Korper) bilden.

Definition 2.28 Sei z= x+Yyi € C. Dann istz:= x—yi die zu zZKonjugierte [ conjugaté.
Der Betrag[absolute valukist |z := /X2 + y2.

In M3 entspricht Konjugation der Matrixtransposition:
X -y x y\'
5\ - _ _ T
o=y V)= (2% %) —ear @9
Die Konjugation ist mit Addition und Multiplikation veraglich
n+n=n+%, =72 VVu,cC (2.9)

Bei der Addition sieht man dies sofort ein. Bei der Multi@ltion liesse sich dies auch
einfach nachrechnen oder man bemiht (2.8):

0(@7) = p(@z) = 0(2)0(@) = (@) 0@ = 0(@0(2) = (z-%)

Die Beziehungen (2.9) sagen aus, dass Konjugation eindfisgmorphismus vo(C, +, -)
auf sich selb$tist.

Lemma 2.29 Es gelten die folgenden RechenregéinA z;, z, € C:

(i) Re(2) = 3(z+2)
1
2

Bewels: Ubung. n
Die Division zweier komplexer Zahlen,z, € C mit z, # 0 ist definiert alsz /2, :=
z1z,*. Mit Lemma 2.29 (iv) ergibt sich
2 uz
|z)*

8Ein Isomorphismus einer algebraischen Struktur auf siissheisst Automorphismus.
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2.5.1 Matrizen Uber komplexen Zahlen

Als Spezialfall von Definition 2.25 ergibt sich fiR = C die MengeC™" der m x n-
Matrizen Uiber den komplexen Zahlen (oder kurz: komplexen-Matrizen).

Die Konjugation tibertragt sich auf Matrizen, indem manfath jeden Eintrag konju-
giert:

AcC™" = AeC™"mit(A)j:=aj,i=1....m j=1...,n

Beispiel 2.3:
. In MATLAB gibt man komplexe Matri-
Seien zen wie reelle Matrizen ein.
( 1420 1—i ) >> A = [1+2i 1-1i;
A= 3 —i s 3 -1i;
2—i  2+i 2-1i 2+1i;
14i 1—i >> B = [l+l| l'll,
B:( —1—i 1+i ) -1-1i 1+1i];
>> conj(A),
Dann ergeben sich ans =
] ] 1-2i 1+ 1i
, 1-2i 1+i 3-0i -0+ 1
A= s 2+ 1 2-1i
2+| 2—i >> Ax B,
—3+3i  5+i ans =
AB= 2+4i 4-4i . -3 + 3i 5+ 1i
( 2-2i 2 ) 2 +4i 4 - 4

2 -2 2 + 0i
¢
Die in Abschnitt 1.6 eingefuhrte Transponierte einerleeMatrix kann trivialerweise
auf komplexe Matrizen erweitert werden. Bei komplexen hatn macht es aber in der
Regel mehr Sin¥) die Eintrage nicht nur zu stiirzen sondern auch noch zjugeren.

Definition 2.30 Ist A C™", so heisst A € C™™ mit (A");; :=a&j;, furi=1,...,n und
j =1,...,m, die zu Akonjugiert-transponierte[ conjugate transpo¥eder Hermitesch-
transponierte] Hermitian transpogeMatrix.

Beispiel 2.4:
In MATLAB wird die Hermitesch Transponierte, wie bei der
Transposition vorreellen Matrizen, berechnet indem man ein
Apostroph hinter die Matrix gestellt. Fir die selten begté

SeiAwie in Beispiel 2.3. Dann sind(komplex) Transponierte ist ein Punkt vor das Apostroph zu

stellen.
AH=( 1-2i 3 2+i ) >> A
1+i 0 2-i ) ans =
T 1+2i 3 2—i 1-2i 3-00 2+ 1i
A:(l_i i 2+i)~ 1+1 0+1i 2-1i
>> A
ans =

1+ 2i 3 + 0i 2 -1
1-1i -0-1i 2 + 1i
¢

9Dies wird leider erst im Verlaufe der Vorlesung, bei der @s#ly-Zerlegung und bei den Eigenwerten,
richtig klar werden.
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Aus Definition 2.30 folgt sofort die Beziehung
At = (A)T =AT. (2.10)

Da im Beweis von Satz 1.14 keine besonderen Eigenschafteaelken Zahlen ausgenutzt
wurden, Ubertragen sich dessen Rechenregeln fur diespoaition direkt auf Matrizen
uber beliebigen kommutativen Ringen, inbesondere aufgtexe Matrizen. Kombiniert
mit (2.10) erhalten wir daraus unmittelbar entsprecheneehBnregeln fur Hermitesche
Transposition.

Korollar 2.31 (i) Fur A€ C™" gilt

(A=A

(i) Fuir Ae C™"unda € C gilt

(aA)H =T Al

(iii) F ur A,B € C™ gilt

(A+B)H = A" 1 BM
(iv) Fir Ae C™" und Be C™*P gilt

(AB)H = B"AM,

BEwels: Den Nachweis von (i)—(iii) ilberlassen wir dem geneigtesdrezurUbung.
Zum Nachweis von (iv) bemerken wir zunachst, dass aus daragtichkeit (2.9) von
Konjugation mit Addition und Multiplikation die Beziehun®B = A- B folgt. Zusammen
mit (2.10) und Satz 1.14 (iv) ergibt sich

(AB)" = (AB)" = (A-B)" =B'A' =B"A".

Definition 2.32 Eine Matrix Ac C™" heisstHermitesch[ Hermitiari, falls
A=A,  dass heisstig=aj furi,j=1,...,n.

Zum Beispiel ist bei

1 2+3i 445 1+i 2+43i 4+5i
A= 2-3 6 7+8 |, B=[ 2+3i 6+2i 7+8i |,
4-5i 7-8 9 4450 7+8i 9-3i

die Matrix A Hermitesch. Die MatrixB ist (komplex) symmetrisch aber nicht Hermitesch.
Bei Hermiteschen Matrizen sind die Diagonalelemente immaelt.

2.6 Restklassenringe und -k Orper

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns noch mit algstzhen Strukturen beschafti-
gen, die einerseits in der Codierungstheorie wichtig simdl andererseits illustrieren, wie
man aus bestehenden Strukturen mit Hilfe viquivalenzrelationen neue Strukturen ge-
winnen kann.

Zunachst wiederholen wir den bereits aus der Analysis tretem Begriff eineAqui-
valenzrelation.
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Definition 2.33 Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R vor X heisstAquivalenzrelation
[equivalence relatidrauf X wenn:

() (x,x) e Rfuralle xe R; (reflexiv)
(i) aus(x,y) € R folgt(y,x) € R; (symmetrisch)
(iii) aus (x,y) € Rund(y,z) € R folgt(x,z) € R. (transitiv)

Ist klar welchesR gemeint ist, so schreibt man kiirzer- y an Stelle vonx,y) € R. Zu
jedemx € X heisst

Mri={yeX:x~y}
die Aquivalenzklasse] equivalence cla3sonx (beziiglichR). Die Menge deAquivalenz-
klassen wird mit

X/R:={[Xr:x€ X}

bezeichnetAquivalenzrelationen und -klassen erlauben es, eine gegeldengeX in ge-
wissermassen gleichgesinnte Elemente zu partitionieren.

Lemma 2.34 Fiir eine Menge %4 0 und eineAquivalenzrelation R auf X gelten:

(i) X = |JMw

xeX

(i) [Xr# Ofuralle xe X;
(i) MrNYr#D < x~y <  [Xr=[r.

BewEls: Aufgrund von Reflexivitat gilik € [x|r. Dies zeigt (i) und (ii).

Seize [x[rN]Y]r, d.h.z~ xundz~ y. Aufgrund von Symmetrie und Transitivitat folgt
darausx ~ y. Dies zeigtiXrN[yjr # 0 = X~ Y. Sei nunx~y undzec [X|r, alsoz~ x.
Wieder aufgrund von Symmetrie und Transitivitat folgt alasz ~ y, alsoz € [y]r. Dies
zeigt[X|r C [y]r und analog zeigt majy]r € [X|r. Also habenwix~y = [X|r = [y]r. Mit
der trivialen Implikationxr = [y|r = [X|rN[¥]r # 0 schliesst sich der Kreis und (iii) ist
bewiesen. [

Firr uns sind im Moment (zum Gliick) néquivalenzrelationen auZ von Interesse.

Beispiel 2.5:  Eine ganze Zahl hat bei Division durch 3 entweder den Rest 0dér 2. (Um
Missverstandnisse bei negativen Zahlen zu vermeidentr&hibrt man den Rest von der Zahl, so
ergibt sich ein Vielfaches von 3.) Betrachten wir diquivalenzrelationx ~ y wennx undy den
gleichen Rest bei Division durch 3 haben, so ergeben sicfolijendenAquivalenzklassen:

[0]={..,—6,-3,0,386,...},
[1={..,-5-2147,..},
[2)={..,—4,-1258,. .}

¢

Wir wollen im Folgenden Beispiel 2.5 verallgemeinern. $ei N fest gewahlt. Dann
gibt es zu jedem € Z eindeutig bestimmtg, r € Z mit

Xx=pq+r, 0<r<g-1 (2.11)

Dabei heisst der Rest [remainde} von x bei der Division mitp. Mit Hilfe von 2.11
erklaren wir aufZ eine RelatiorR, durch

(xy) € Rp <« xundy haben bei der Division mip den gleichen Rest.
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Man sieht leicht ein, dasR, Aquivalenzrelation ist. Anstatt vofx,y) € R, oderx ~ y ist
die folgende Schreibweise ublicher:

X=y modp.
Ausx = pay+ rx undy = pay+ry folgt x—y = p(ax — dy) + (rx— ry) und damit haben wir
X=y modp <& X-—-Yye€pZ. (2.12)
Die zuR, gehorigerAquivalenzklassen sind also
X={yeZ:x—yepZ}={x+pq:qe€Z} =x+ pZ.

Die Menge aller Restklassen wird niiip = Z/pZ bezeichnet? Jede Restklasse gehort zu
einem Rest, also

Fp= {[0],[1],[2],...,[[:)—1]}.

Um algebraische Strukturen betrachten zu konnen, bggdtivir noch Verkniipfungen auf
Fp. Verknupfungen auf\quivalenzklassen definiert man am besten mittels Verkumiip
gen auf Reprasentanten; die Definition darf aber nicht vem\ilahl der Reprasentanten
abhangen.

Definition 2.35 Sei R eind\quivalenzrelation auf X und: X x X — X eine Verkiipfung.
Dann heissb vertraglich [ compatible, class invariahmit R, wenn aus x X und y~ Yy’
stets(xoy) ~ (X oY) folgt.

Satz 2.36 Sei die Relation R auf X ve#glich mito : X x X — X. Ist(X, o) Halbgruppe
so bildet auch XR zusammen mit

Xro[ylr= [XoYlr (2.13)

eine Halbgruppe.

BEWEIS: Zunachst muss gezeigt werden, dass (2.13) tatsachlichr8acht. Seien dazu
[XJr = [X]r und [y]r = [Y]r- Nach Lemma 2.34 ist dies gleichbedeutend xnit X' und
y ~ Y. Wegen Vertraglichkeit folgfxoy) ~ (X' oy) und damit[xoy]r = [X o ¥]r. Also
ist (2.13) unabhangig von der Wahl der Reprasentantebilohet somit eine wohldefinierte
Verkniipfung aufX /R. Die Assoziativitat von(X /R, o) folgt direkt aus der Assoziativitat
von (X/R, o). ]

Mit Hilfe von (2.13) lasst sich auF eine Addition und Multiplikation mittels der
entsprechenden Operationen gudrklaren.

Korollar 2.37 Sei pe N. Dann sind(Fp,+) und(Fy, -) Halbgruppen.

BEwEIS: Nach Satz 2.36 muss nur noch Uberpruft werden, dass Additmd Multipli-
kation mit modp vertraglich sind. Seier=x modp undy=y modp. Wegen (2.12)
sindx—X € pZ,y—Yy € pZ und damit

xy—Xy = (x=X)y+X(y—-y)epzZ = xy~xy.

10pjiese Bezeichnung stammt wohl vom englischen Wiiett! fiir Korper, da — wie wir im folgenden sehen
werden -, fir bestimmtep Paradebeispiele fiir endliche Korper ergeben.
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Noch einfacher folgt die Vertraglichkeit der Addition:
X+y) =X =y)=x=xX)+(y-y) = X+y)~X+Y).

Beispiel 2.6: Im Folgenden die Verknupfungstafeln fiie= 2, 3,4. Aus Bequemlichkeit lassen wir
die eckigen Klammern weg.

+]0 1 0 1
Fy: 00 1 0|0 O
111 0 1|0 1
+]0 1 2 o 1 2
Fa- o(o0 1 2 0|0 0 O
3 111 2 0 10 1 2
212 0 1 210 2 1
+]0 1 2 3 -|o 1 2 3
0/0 1 2 3 0|0 0 0 O
Fy: 111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
3|3 0 1 2 3|0 3 21
Nach der Sudoku-Regel (Satz 2.11) sjiid, +), (F2\ {[0]},-), (F3,+), (F3\{[0]},"), (F4,+) Grup-
pen.(F4\ {[0]},) istkeineGruppe, z.B. ist das Elemef# nicht invertierbar. ¢
Wegen
X+ [ =[0]

sind in (IFp, +) fur jedesp € N alle Elemente invertierbar. Wir betrachten jetzt die Iaver
tierbarkeit in(Fp,-). Sei[x] € Fp\ {[0]}. Wir suchery,q € Z so dass

Xy+ pg= 1. (2.14)

Der grosste gemeinsame Teiler dg;Ip) teilt offenbar die linke Seite der Gleichung. Damit
folgt aus (2.14) dass gdX, p) = 1. Gilt umgekehrt ggTx, p) = 1, so findet mary,q € Z,
die (2.14) mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algoriths. Insgesamt erhalten wir:

Lemma 2.38 (Fp\ {[0]},-) ist genau dann Gruppe wenn p Primzahl ist.

Da sich alle Ringeigenschaften vos, +,-) auf (Fp,+,-) Ubertragen, erhalten wir letzt-
endlich.

Korollar 2.39 (Fp,+,-) ist kommutativer Ring mit Eindif alle p € N. (Fp,+,-) ist
Korper genau dann wenn p Primzabhl ist.

Man nennt den KorpeiF,, +, -) auchPrimk orper.

In MATLAB wird Divison mit Rest mit dem Befelthod durchgefiihrt. Die Losung der
Gleichung (2.14) kann m[y,q] = gcd(x,p) berechnet werden.

Es lassen sich ohne weiteres Matrizen tjgdefinieren. Bei der Matrixmultiplikation
(von Hand oder mit MTLAB) ist es oft bequemer, zunachst irgendwelche Reprasemtan
fur die Matrixeintrage zu bestimmen, mit der normalen #idd und Multiplikation inZ.
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Erst zum Schluss wird die Division mit Rest durchgefiihm, die Eintrage in den Bereich
0,...,p—1 zu bringen.
Beispiel 2.7:

. . In MATLAB gibt es keine dedizierten Befehle oder Daten-
SeienA € F3*2, B € F2*2 mit g

strukturen um mit Matrizen Uber Primkdrpern zu arbei-
ten. Die Matrixmultiplikation lasst sich dennoch einfach

23 11 durchfiihren:
A=| 4 1 ,B:(l 3>. :
2 4 >>A=[23;41; 24
) >B=[11;13]
Dann ist >> mod( A*B, 5 ),
0o 1 ans =
C=AB=| 0 2 0 1
1 4 0 2
1 4
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Kapitel 3
Die Treppennormalform

Im folgenden se{K, +, -) Korper; insbesondere denken wirlér= R, K = C oderK = 5.

Ein grundlegende und immer wiederkehrende Idee in der kémeAlgebra ist die Trans-
formation (oder Reduktion) einer gegebenen Ma#ix K™" auf eine MatrixA € K™"
von einfacherer Form (z.B. Diagonalmatrix, obere Dreiet&six,. . .). FurA e K™ kann
dann der Nachweis gewisser Eigenschaften oft erheblichiroher durchgefuhrt werden.
Im Folgenden werden wir als erstes Beispigjuivalenztransformationen kennenlernen,
die sich u.a. zum Nachweis der Invertierbarkeit und zuningsvon linearen Gleichungsy-
stemen eignen.

3.1 Elementarmatrizen
Die oben erwahnten Transformationen setzen sich aus tgsmilen drei Formen von Ele-
mentarmatrizen zusammen.

Elementarmatrix I: Rj. Zu einer gegebenen Permutatiog S, wird einen x n-Matrix
wie folgt konstruiert:

Pr= . ) (31)

wobeig deri-te Einheitsvektor der Langeist. (g hat alsi-ten Eintrag Eins und sonst nur
Nullen). Eine Matrix der Form (3.1) heisBermutationsmatrix.

Beispiel 3.1: Die zu

( 1 2 3 4) Permutationsmatrizen in MLAB:
o= _
1423 >>sigma = [ 14231
gehorige Permutationsmatrix ist >> P = eye(4); P = P(sigma,:)
P =
1 0 0 O 1 0 0 0
P _ 0 0 0 1 0 0 0 1
7lo 100 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0

51
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Lemma 3.1 Eine nx n-Matrix ist genau dann Permutationsmatrix wenn sie in jedkgle
und Spalte genau eine Eins und sonst nur Nullen hat.

Bewels: Ubung. [
Die Matrix-Vektor-Multiplikation mit Permutationsmagén bewirkt die entsprechende
Permutation der Eintrage des Vektors:

el A% V(1)

o V2 Vn(2)
Pnv = . = .
T : :

er[( n) Vn V7T( n)

Setzen wiv= Ppv; es gilt alsovi = vy furi=1,...,n.
Wenn wir mit einer weiteren PermutationsmatPixmultiplizieren, so erhalten wir

Vo(1) V(o (1))
N Vo(2) Vn(o(2))
Po'Pn'V = Po'v = . = . = Pn'oo'v.
Vo (n) V(o (m)
Dav beliebig ist, muss
PoPr = Proo (3.2)

gelten. Man beachte die umgekehrte Reihenfolgewand o'!
Betrachten wir filr eine gegebene Permutatiog S, die inverse Abbildung ! € S,
so gilt wegen (3.2)

o too=id= ( 1 g - 2 ) = PoPy1=P, 1,0 =PRa=ln
Auf der anderen Seite gilt

e—ar(l) eE<1>ea<1> eE<1>ea<n>
PoPs=| © [(e@ - em )= : : =

e;(n) ez—m)ea(l) ez—m)ea(n)
Wegen der Eindeutigkeit der Inversen (siehe Satze 1.19.124) erhalten wir

P;l=P, 1 =Pl (3.3)

Satz 3.2 Die n x n-Permutationsmatrizen bilden zusammen mit der Matrifiplikation
eine Untergruppe von ).

BEwEIS: Aus (3.2) folgt Abgeschlossenheit und wegen (3.3) ist dielse einer Permu-
tationsmatrix auch wieder Permutationsmatrix. Damitfdig Aussage, siehe Bemerkun-
gen nach Definition 2.12. [ |
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Definition 3.3 Eine Transposition[ transpositiof ist eine Permutation, die genau zwei
Elemente vertauscht:

(1 - i=-1i i+1 -~ j=1j j+1 - n o
"(1 o i=1 0§ i+l - j-1 0 j+1 -~ n ) 1<i<j=n
Die zugelforige Permutationsmatrix wird mit;Pbezeichnet.

Jede Permutation lasst sich als Verkettung von (maximal) Transpositionen darstellen;
dies werden wir in Kapitel 6 noch ausfihrlicher behandlultipliziert manBR;j von links
mit einer Matrix so werden die Zeilenund j dieser Matrix vertauscht. Multipliziert man
Rj von rechts mit einer Matrix so werden die Spaliemd j dieser Matrix vertauscht.

Beispiel 3.2:
1 2 3 7 8 9 3 2 1
A= 4 5 6 = Pg3A=| 4 5 6|, APg=| 6 5 4 |.
7 8 9 1 2 3 9 8 7

Man uUberzeugt sich leicht, daBg symmetrisch ist, es gilt also nach (3.3),

Rj =Rl =R

Elementarmatrix Il:  M;(A). FurA € K definieren wir dien x n-Diagonalmatrix

Mi(A) =diag (1,...,1,A,1,...,1)
i—1 Mal n—i Mal

Multipliziert manM;(A) von links an eine Matrix so werden die Eintrage in téen Zeile
dieser Matrix mitA multipliziert.

Beispiel 3.3:
1 2 3 1 2 3
A=| 4 5 6 = M(3A=| 12 15 18
7 8 9 7 8 9
¢

Aus der bekannten Regel fur die Invertierung von Diagomatiren (siehe Beispiel 1.17)
folgt, dassMii(A) fur A # 0 invertierbar ist, mit

Mi(A)t=Mi(AD).

Elementarmatrix lll:  Gjj(A). Furn>2undA € K,1<i < j <n, definieren wir die

n x n-Matrix
i

Gij (/\) = |n+/\ejQT =
j— A
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Multiplikation von Gjj (A ) mit einern x p-Matrix A ergibt

0 0
Gij()\)A:(In+)\eje,T)A:A+/\equA:A+ja()\ail )\aip).
0o ... 0

Zu der j-ten Zeile wird also da& -Fache dei-ten Zeile hinzuaddiert. Analog wird bei der
Multiplikation von Gjj (A)T dasA-Fache dejj-ten Zeile auf dig-te Zeile addiert:

Gij(A)TA=(In+Aee])A=A+reefA.

Beispiel 3.4:
1 2 3 1 2 3 -13 -14 -15
A= 4 5 6| = Gua(-2A=( 4 5 6 |, Gs(-2)TA= 4 5 6.
7 8 9 5 4 3 7 8 9
¢
Lemma 3.4 Gij (/\)71 = Gij (f/\).
BEWEIS:
Gij(/\)Gij(—)\):(In—i-)\equ)(ln—Aequ)
=In+Aee’ —Aeje’ —A%e el e e =In.
—
-0
]

3.2 Konstruktion der Treppennormalform

Zu einer gegebenen Matr& e K™" wollen wir nun eine invertierbare Matrig € K™
konstruieren, so da€®A so einfach wie moglich “aussieht”. Die Konstruktion betrakf
dem Gauf¥’'schen Algorithmuyswelcher vielleicht bereits in der Schule zur Losung von
linearen Gleichungssystemen eingesetzt wurde. Im Urtrdzur Gblichen Herleitung
werden wir aber die einzelnen Zeilenumformungen des Gal@rsAlgorithmus durch die
Multiplikation mit Elementarmatrizen ausdriicken:

I. Bj — Vertauschen der Zeilgrund j.
II. Mi(A) — Multiplikation deri-ten Zeile mitA.
lll. Gjj(A)— Addition desA -Fachen dei-ten Zeile auf digj-te Zeile.
Die Matrix B wird als Matrixprodukt dieser Elementarmatrizen kongrinverden.

Definition 3.5 Eine Matrix Ce K™ " ist in Treppennormalform (TNF)(auch:Zeilenstu-
fenform, [ staircase fori| (reduced) row echelon forthwenn sie in der Form
1+ [0« [q = 0 *
* [0 * |
0 1 * ]
C= 0 ) * (3.4
ol
0

0
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ist. Hierbei istx Platzhalter fir beliebige Eintage in C.

Formal lasst sich die Form (3.4) wie folgt ausdriicken: lBsaturliche Zahlens, ..., jr €
Nmitl<j;<---<jr <nund1l<r <min{mn}, so dass

e Cj=0flr0<i<mundO0< j < js;
o Cj=0flrk<i<mundjk<j < jkes, mitk=1,....r;
e Gj, =0flirl<i< jeundcj, =1, mitk=1,....r.

Beispiel 3.5: Die Matrix

01 0 3 050
0 01 2 0 2 4
cC=|1 000 01 3 7
0 000 O O0UO
0 00 0O OO
istin TNF mitr =3 undj; =2, j» =3, j3=5. ¢

Satz 3.6 Sei Aec K™", Dann gibt es eine invertierbare Matrix 8 K™™, so dass B
Produkt von Elementarmatrizen ist und€BA in Treppennormalforr(8.4)ist. Fir m=
nist A invertierbar genau dann wenn=€l,, gilt. In diesem Fall ist A1 = B.

BEwEIS: FurA= 0 gilt die Aussage miB = I, trivialerweise. Sei nu # 0 und j; der
Index der ersten Spalte véy die nicht aus lauter Nullen besteht. Bezeichpg, das erste

Nichtnullelement dieser Spalta{!) := A hat also die Form

Durch Vertauschen bringen wir das sogenannte Pivoteleaﬁlgntin die erste Zeile und

dividieren diese durcbi(i)jl:

0 1
5(1)
0] a; ~*
N J
AW =My (178, ) Pri A = '
1
0 aT(n?jl *

Jetzt entledigen wir uns der Eintrage unterhalb der Eidenm passende Vielfache der
ersten Zeile auf die anderen Zeilen hinzuaddiert werden:
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Alle bisher durchgefuihrten Transformationen werden in(dhevertierbaren) Matrix

B = Gym(—&y),) -+ Gra(— 85 )Mi(1/a) )Py, AD

gesammelt.

Ist A® = 0 so wird der eben beschriebene Prozessi&tifangewandt. Bezeichngs
den Index der ersten von Null verschiedenen Spalte innevoalA2) undi, > 2 den Index
des ersten Nichtnulleintrags in dieser Spalte, so gilt

0|1 « * *
0|0 O 1 *
M (2 A2 52)
2(1/ai2,j2)P2’|2A = ,]2
0|0 0 : «x
~(2
af('n,)jz

Hierbei wurde ausgenutzt, dass die angewandten Trandfiorrea die erste Zeile nicht
verandern. Die storenden Nichtnulleintrage unterlddb 1 verschwinden wieder durch
Addition passender Vielfache der zweiten Zeile auf diedteR ..., m. Setzen wir also

(2 (2 2
B2 = Gum(— &n),) -+~ Gra( — 85, Ma(1/87), ) Paiy,
so ergibt sich insgesamt

0
A = B,BA= ( 0

oo
O| O| *

0

Der Prozess wird jetzt af® angewandt, danach wieder auf die verbleibende Unter-
matrix, usw. Dies wird solange wiederholt bis die verbleitbe Untermatrix Null ist oder
verschwindet. Nach insgesam& min{m,n} Schritten ergibt sich

]J*]«:I*ﬂ* |
0 * | ]
0 1 x ]

Al =B, ..-BBA= 0 _ J* (3.5)
0| [~
0

Per Konstruktion stehen die Einsen an den Stellen

(le)v (ZajZ)a R (rajl’)' (36)

Im Vergleich zur TNF (3.4) stéren uns in (3.5) noch die Eage oberhalb der Einsen
wennr > 1. Um diese wegzukriegen, setzen @if) := A") und definieren rekursiv fur
k=rr—1,...,2:

cld = Bc),

mit
Bi:= (Gri(—c}])) " (Ga(—c59)) "+ (Grosk(—cdy; ) -
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Am Schluss erhalten wir, dags;= C'Y) in TNF ist. Dies zeigt den ersten Teil der Aussage
mit der invertierbaren Matrix

B:=B,---B/B,---B;.

Sei nunm= nundC = BAin TNF. Ist A invertierbar, so is€ als Produkt von inver-
tierbaren Matrizen auch invertierbar. Eine invertierbidegrix darf aber keine Nullspalten
oder Nullzeilen habé, also mus< = I, gelten. Ist anderersei®= I, so giltA= B!

und damit istA naturlich invertierbar. [ ]
Beispiel 3.6: Betrachte
0 2 1 3
A=| 0 2 0 1 |eqQ®
0 2 0 2
Wir wenden die Transformation wie im Beweise von Satz 3.6 an:
0 1 1/2 32 G12(-2) 0 1 1/2 3/2
B,: M2 02 0 1 ax? [ g o ~1 -2
0 2 0 2 o 0 -1 -1
B 0 1 12 3/2 0 1 12 372
By: MY 00 1 2 =1 (g o0 1 2
0O 0 -1 -1 0O 0 O 1
st<—g>TT 0 1 122 0
By: 127 00 1 0
0O 0 0 1
0 1 0 O
. _ T
B, o2 001 0]|=c
0 0 0 1

Die TransformationsmatriB ergibt sich aus dem Produkt der Elementarmatrizen:

B = B,B3B,B;
= G12(—1/2) "G13(—3/2) T Go3(—2) T Gp3(1)Ma(—1)G13(—2)Gra(—2)M1 (1/2)

0 1 -1/2
=1 1 -2 |
0 -1 1

Man uberzeugt sich leicht, dass tatsachizh= C gilt. ¢

Die Positionen(, j1), (2,j2), ..., (r,jr) der Einsen in der TNF (siehe (3.6)) werden
alsPivotpositionenbezeichnet.
Aus Satz 3.6 folgt nun (endlich!) der nichttriviale Teil denssage von Satz 1.20.

Korollar 3.7 Sei Ac K™,
() Gibtes Xe K™" mit AX = I, so ist A invertierbar.
(i) Gibtes Xe K™" mit XA= I, so ist A invertierbar.

BEwEIS: (i) SeienAX = I, undC = BAin TNF mit B invertierbar gemass Satz 3.6. Dann
folgt BAX = CX = B. WareA nicht invertierbar, dann war€ # |, und insbesondere die
letzte Zeile vonC Nullzeile. Demzufolge ware auch die letzte Zeile vBn= CX eine
Nullzeile. Dies ist aber ein Widerspruch, Banvertierbar ist.

(ii) folgt aus (i) denn ausKA = I, folgt ATXT = | und A ist genau dann invertierbar
wennAT invertierbar ist. [

11BeweisUbung.
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3.3 Aquivalenz von Matrizen und Rang einer Matrix

In der TNF wurden nur Zeilentransformationen (Transfoiorematrizen von links) ver-
wendet. Es stellt sich die naheliegende Frage inwiefeim die Form weiter vereinfacht
wenn auch Spaltentransformationen (Transformationsmeatvon rechts) erlaubt sind.

Definition 3.8 Zwei Matrizen AB € K™" sindaquivalentzueinander, wenn es invertier-
bare Matrizen Qe K™Mund Ze K™" mit A= QBZ gibt.

Man sieht leicht, das&quivalenz von Matrizen einBquivalenzrelation auk ™" erzeugt.
Reflexivitat: Aist aquivalent zu sich selbst, nt= Iy, Z = I.

Symmetrie: AusA = QBZfolgt B=Q 1Az 1.

Transitivit at: AusA = Q1BZ; undB = Q,CZ; folgt A = (Q1Q2)C(Z22;).

Die zuA gehorigeAquivalenzklasse ist

[A] = {QAZ: Q € K™™ Z ¢ K™ " invertierbay .

Satz 3.9 (i) Habe Ac K™" die TNF(3.4)gemrass Satz 3.6. Dann ist&quivalent zy

Ir O
0o 0 )’
wobei r die Anzahl der Pivotpositionen in der TNF ist.

(i) Zwei Matrizen< Ié g > € Kmxn und( Ig g > € K™" sind genau danaqui-

valent, wenn = s.

BEWEIS: (i). Wegen Satz 3.6 gibt es eine invertierbare Ma@iso das€ = QAin TNF
ist. Definiere eine Permutation der Form

a<.1 2 e P4l e ”). 3.7)
e e ke

Die entsprechende PermutationsmaBgjxsortiert die Spalten voA mit den Pivotelemen-

ten nach vort | |
o+ X
w5 = (615) = (6 1)

Die Matrix Zg = ( I(; I_X ) ist invertierbar, mit derlnversezglz ( I(; IX ).Wir
n—r n—r

XN/ =X\ /(I ]o0
= (510 ) (610 ) = (&10)

Mit Z = PJ Z, folgt die Behauptung von Teil (i).

erhalten

12Um sich dies klar zu machen, hilft es die Transponié&BI)T = P;AT zu betrachten.
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(ii). Es ist klar, dass die beiden Matrizen fii= r aquivalent sind. Fur die andere Rich-
tung erfolgt der Beweis per Widerspruch. $et s, 0.B.d.A seir < s, und nehmen wir an
es gibt invertierbare Matrize@, Z mit

ik 0 O Q11 Q2 Qi3 Ir 0 211 Zi1o Z13
0 Isr O | =1 Qa Qx Q 0 0 Zo1 Zoo Zx3
0 0 O Q31 Q32 Qss 0 0 Z31 Z3p Z33

= | QuZin Qi Qi3
Q31211 Q31712 Q31713

wobeiQ undZ entsprechend partitioniert wurden. Insbesondere folgtudadie Beziehung
Q11Z11 = Iy und damit nach Korollar 3.7 die Invertierbarkeit v@i;. Multiplizieren wir
nun lel von links auf die Beziehun@11Z12 = 0, so folgtZ;, = 0. Dies steht aber im
Widerspruch zu der Beziehui@@p1Z;2 = Is ;. [ ]

0
0
0
Q11711 Qu1Z12 Qllzl3)

Bemerkung 3.10 In der “Sprache deAquivalenzklassen” bedeutet Satz 3.9:

min{m,n} | 0
mxn __ r

r=0

Klo g)}“[(lo g)]fb firr s

Als Nebenprodukt von Satz 3.9 erhalten wir ausserdem, ddssljNF einer Matrix die
gleiche Anzaht der Pivotpositionen hag

Korollar 3.11 Seien Ac K™" und Q, Q. € K™ M invertierbare Matrizen, so dass;@
und QA beide in TNF sind. Dann ist die Anzahl der PivotpositionerQyA und QA
gleich.

BEwels: Nach Satz 3.9 (i) sin@;A bzw. Q,A jeweils aquivalent zi; = ( 5 o )

0 O
bzw.E; = Ig g . DaQ:AundQ,A selbst zueinander aquivalent sind, folgt aus Tran-
sitivitat dass aucle; und E; zueinander aquivalent sind. Also folgt wegen Satz 3.9 (ii)
ry=ro. ]

Definition 3.12 Die Anzahl r der Pivotpositionen einer Matrix AK™ " wird als Rang
[rank] von A bezeichnet. Wir schreibera-rRang(A).

Der nachste Satz enthalt zwei grundlegende Eigenschaéte Rangs.
Satz 3.13Fur A € K™" gelten die folgenden Aussagen:
(i) Sind Qe K™™Mund Ze K™" invertierbar, so gilt

Rang(QAZ) = Rang(A).

13Man kann sogar zeigen, dass die gesamte TNF einer gegeberigr Akindeutig bestimmt ist. Der Beweis
ist aber etwas technisch und wird im folgenden nicht benoti



60 Version 20. Januar 2011 Kapitel 3. Die Treppennormalform

(i) Ist A=BC mitBe K™S,C e K", so gilt

Rang(A) < Rang(B), Rang(A) < Rang(C).

(i) Rang(AT) = Rang(A).

Bewels: (i). Aus Satz 3.9 folgt direkt, dass zueinander aquivadmatrizen den gleichen
Rang haben.

(iii). Nach Satz 3.9 (i) gibt es invertierbare Matriz@nZ mit QAZ= (
Transponieren erhalt man
TATaT_ ([ Ir O
Z'A'Q ( L

Der Rang der Matrix auf der rechten Seite ist offenbarRang(A) und nach (i) hat damit
auchA™ Rangr.

(i) Wir beweisen zunachsRang(A) < Rang(B). SeiQ invertierbare Matrix mitQB
in TNF. Dann sind die letztem— Rang(B) Zeilen vonQB und damit auch die letzten
m— Rang(B) Zeilen vonQA = QBC Nullzeilen. Eine Matrix mitm— Rang(B) Nullzeilen
kann aber nicht mehr aRang(B) Pivotelemente haben. Zusammen mit (i) ergibt sich die
BehauptungRang(A) = Rang(QA) < Rang(B).

Die AussageRang(A) < Rang(C) folgt nach Transponiere®" = CTBT, zusammen
mit (iii) aus der ersten UngleichunBang(A) = Rang(AT) < Rang(CT) = Rang(C). |

Ir 0

0 0 ) Durch

3.4 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Die TNF und der Rang einer Matrix eignen sich vorziglich,dienLdsbarkeit und Losungs-
mengen von linearen Gleichungssystemen (LGS) zu chaisikren. Im folgenden be-
trachten wir ein LGS UbeiK, +,-) mit m Gleichungen im Unbekannten:

ajpXy +--+  amX = by,
aXy +--+ am¥n = by,
amX1 +--+ amXn = bm.

Wie gehabt, definiert maA € K™" undb € K™ mit den Eintragemy; bzw. b und erhalt
die kompakte Schreibweise fur das LGS:

Ax=D. (3.8)

Ist b = 0, so bezeichnet man das LGS (3.8) latsnogen[homogeneodsund anderen-
falls alsinhomogen[inhomogeneods Jedes € K", dass (3.8) erfiillt, wird al& 6sung
[solutior] des LGS bezeichnet. Die Menge aller Losungen bildet disungsmenge

L(Ab) = {xe K": Ax=Db}.
Das folgende Lemma liefert eine niitzliche Charakternisigrvon Losungsmengen.
Lemma 3.14 Sei Ac K™" b e K" und x, € L(A,b). Dann gilt

L(Ab) =Xp+L(A,0) := {Xp+Xn: Xn €L(A0)}.
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BEWEIS: (&) Xp+L(A,0) € L(A/b): Seix, € L(A,0), alsoxp + Xy € Xp+ L(A,0). Dann
folgt
AXp+Xn) =A% +A%=b+0 = Xp+X,€L(AD).

(b) L(A,b) C xp+L(A,0): Firx € L(A,b) folgt
A(X—Xp) =AX—A%=b—-b=0 = x—xp,€L(A0),

alsox=Xp+ (X—Xp) € Xxp+L(A,0). u

In Worten sagt Lemma 3.14 folgendes aus: Um die Losungseneings inhomogenen
LGS zu bestimmen, addiert man zu (irgendeiner) partilkdrdsung die Lésungsmenge
des entsprechenden homogenen LGS.

SeiQ € K™ M jnvertierbar. Durch Multiplikation miQ bzw. Q1 erhalten wir

Ax=b < QAx=Qb,

also
L(A,b) = L(QA Qb). (3.9)
Wir kbdnnen insbesondere durchQA in TNF ersetzemhnedass sich die Lésungsmenge
andert:
1« [0 * 0 «
* 1:

o H

0

0

0 |

0 : _ j|* x=Dh,
0| [«

0

* %

mit b = Qb. Diese Form des LGS ist noch ein wenig unbequem und wir koiesen eine
Permutationsmatri wie im Beweis von Satz 3.9 (siehe inbesondere (3.7)), so dass

A _ Ir Alz
A:=QAP" = (T’T)

Ersetzt marA durchA so andert sich die Losungsmenge:
Ax=b < QAPPx=Qb <« Ax=h,

wobeixX= Px Allerdings lassen sich die Losungen vBrR= b und A% = b durch Vertau-
schen der Eintrage einfach ineinander tberfuhren. Dertstsprechendes Partitionieren
vonXundb lasst sichAX = b wie folgt schreiben:

|r|A12 X\ by . . . . o
<0| 0 )(f@)‘(bz)’ ekl X e KT, by eKib e KT (3.10)

Der untere Teil der Gleichung8 0-%; = 52 ist offenbar nicht l6sbar Wenﬁz = 0 gilt.
Nimmt man andererseits = 0 an, so sieht man sofort, dass

Kp = ( E(’)l ) e L(Ab) #0. (3.11)

Also ist AX = b genau dann losbar werm = 0 gilt. Diese Forderung lasst sich noch ele-
ganter ausdriicken.
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Lemma 3.15 Sei Ac K™" und be K™, Dann gilt L(A, b) # 0 genau dann, wenn
Rang(( A| b)) =Rang(A).

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage zunachst fur die reduzierte Glaigh(3.10):
~ ey (1 A by
(A15)= (4

Ist b, = 0 dann ist der Rang dieser Matrix= Rang(A). Ist dagegei, # 0 so wiirde die
Konstruktion der TNF einen weiteren Schritt durchfuhrexl @in weiteres Pivotelement
produzieren, also ist dann der Rang 1 # Rang(A). Aufgrund der obigetJberlegungen
gilt aberb, = 0 genau dann wenin(A, b) # 0. Damit gilt die Behauptung fiir (3.10).

Fur das urspriingliche LGS&x= b erhalt man die Aussage mittels Satz 3.13 (i):

Rang(A) = Rang(QA) = Rang(A),

Rang(( A| b ))=Rang(Q( A|b ))Rang(( A| b ).

Die in Lemma 3.15 konstruierte Matrix A | b ) € K™ (") heissterweiterte Koeffizi-
entenmatrix.

Um die Losungsmenge voiik = b zu charakterisieren, verwenden wir Lemma 3.14.
Ein partikulare Losung ist bereits in (3.11) angegeben. Fur den homogenen Fatrset
wir by = 0 und erhalten

L(A,0) = {( ?; ) D R € K" Ky = _Alzih2}7

also

L(Ab) = {( b1 = Aro¥o ) : S € K“f}.

Xh2

Da Xy frei wahlbar ist, gibt es genau eine Losung wens r und mehr als eine Losung
wennn > r gilt. Da L(A,b) = PTL(A,b), Ubertragt sich diese Aussage auf Losungen von
Ax=Dh.

ZusammenfassungLosbarkeit des LG®x= b mit A € K™ b e K™<1:
1. IstRang(( A | b)) > Rang(A), so gibt es keine Losungi{A, b) # 0.

2. IstRang(( A | b)) =Rang(A) = n, so gibt es genau eine Losung.

3. IstRang(( A | b)) =Rang(A) < n, so gibt es mehr als eine Losung.

Wieviele Losungen es im Fall 3 genau gibt, hangt vom Kdgde Gibt es unendlich vie-
le Elemente im KorpeK (z.B. Q,R,C), so gibt es auch unendlich viele Lésungen. Wir
werden die Struktur von Losungsmengen noch genauer imeitigemeineren Rahmen in
Kapitel 4 studieren.

Beispiel 3.7: ObigeUberlegungen lassen sich auch ganz praktisch einsetzetieurbsungsmenge
eines LGS zu bestimmen. Dabei gibt es noch einen Trick, agRéchenarbeit spart. U= Qb

zu bestimmen, muss die Transformationsma@jxie A auf TNF bringt, nicht explizit ausgerechnet
werden. Stattdessen wendet man die einzelnen Transfomaatiwahrend der Reduktion auf TNF
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gleichzeitig aub an. Seien z.BK = Q und
0 2 1 3 2
0 2 0 1 3
A=l o0 2 0 2 b=1 5
0 2 0 1 3
Die TNF erhalten wir ahnlich wie in Beispiel 3.6:
0 1 1/2 321 0 1 1/2 32| 1
0O 0 -1 -2]1 0 0 1 2 | -1
(A[b) ~ 00 -1 -110 s 00 0 1]-1
0 0 -1 -2]|1 0 0 0 0 0
0 1 12 0|5/2 0 1 0 0] 2
- 0 0 1 0| 1 - 0 0 1 0|1
0 0 0 1| -1 0 0 0 1| -1
0 0 0 0] O 0 0 0 0O
= (QA|Qb).
Zum Schluss missen noch die Spalten richtig sortiert werde
01 0 O 1 0 0 0] 2
oo 10 ~e - 0o 10 0]12
P=1 9000 1| = (Alb)=(QAPT|Qb)=| o 5 4 o 3
1 0 0 O 0 0 0 0| O
Schlussendlich ergibt sich
2 X1
~ o~ 1 . 2
L(Ab) = 1 X,€Q = L(Ab)= 1 1 x1€Q
Xa -1
¢

3.5 Die LR-Zerlegung

Die TNF in einer Matrix ist fir theoretische Zwecke henagend geeignet und wird uns
im Verlauf der Vorlesung noch weitere wertvolle Dienstesten. In der Praxis, d.h. in

numerischen Algorithmen, wird sie hingegen kaum eingésatn z.B. den Rang einer

Matrix zu bestimmen oder die Losung eines LGS zu bereclihen.Einen liegt dies daran,

dass die Entscheidung, ob gewisse Eintrage Null oder mNeititsind, numerisch wenig

sinnvoll ist: Durch Rundungsfehler werden aus Berechnargevorgegangene Eintrage
faktisch nie Null, selbst wenn sie eigentlich theoretisehl Nein sollten. Zum Anderen ist

die Konstruktion im Beweis von Satz 3.6 numerisch instatigs wird in nahezu jedem

einfihrenden Buch der numerischen Mathematik nahausit.

In der Praxis verwendet man auf dem Gauf3'schen Algorithneushende Verfahren
daher oft nur wenm = n und A € K™" invertierbar ist. Davon wollen wir im folgen-
den ausgehen. Die sogenanhiZerlegung [LU decompositioherhalt man, indem die
Konstruktion im Beweis von Satz 3.6 nur zur Halfte durclidnef wird, nicht durch die
Pivotelemente geteilt wird und die Elementarmatrizen biekt zusammengefasst werden.

Satz 3.16 Sei Ac K™ " invertierbar. Dann gibt es eine Permutationsmatrix K"*", eine
untere Dreiecksmatrix £ K™" (mit Einsen auf der Diagonalen) und eine obere Dreiecks-
matrix Re K™", so dass

PA=LR (3.12)
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BEwEIS: Wir geben lediglich eine Beweisskizze an; die Vorgehensgvest dem ersten
Teil des Beweises von Satz 3.6 recht ahnlich. 8&i := A. Wegen Invertierbarkeit kann
die erste Spalte voAD) nicht Null sein und somit gibt el§ mit aff?l # 0.2 Dann haben
wir '

v R R
|
afﬂ) *
Setzetiy =44 /a}) furi=2,...,nund
1
-0y 1
L1 = Gin(—4n1) - G13(—¥31)G12(—L21) =
_Enl 1

Per Konstruktion gilt

5(1)
2). 1 *
A =1y AL = ( (1)1 A )

Dieser Prozess wird fuh? rekursiv solange wiederholt bis man bei der letzten Spalte
ankommt. Am Ende steht die Zerlegung

géll) * e %
5/(22) R
Ln-1P-1,_ - LoPoj,L1PLi, A= 2 =R (3.13)
. .
fur gewissdy mit i, > kund
lk_1
1
Ly = —lkr1k , k=1,...n-1.
: In—k
_En,k

Uns storen noch die Permutationsmatrizen zwischerLdegktoren. Glucklicherweise gilt
furj=1,....k—1

|j,1 |j71
1 1
. 11 _ 11, .
R@Jk I+L] - I+ R@Jk
: In—j : In—j
7€nj 76”]

141n der Numerik wahlt maiy so, dassafl‘)l der betragsgrosste Eintrag in der ersten Spalte ist. Rieseidet,
dass man mit potentiell sehr kleinen Eintragen teilen mwas zu sehr grossen Eintragen in den Faktoren fihren
kann und numerisch ungunstig ist.



3.5. Die LR-Zerlegung Version 20. Januar 2011 65

wobeiflj,1|,...,/n einfach eine passende Permutation¥pn j, ..., /n j ist. (Am besten
einmal am Beispiel uberlegen.) So kann man die Permutatiairizen in (3.13) sukzessive
durch dieL-Faktoren nach rechts aaranschieben und erhalt

CnorDolaPoogjy o PoiPLi A=R, (3.14)
mit gewissen
l-1
1
L= —lkt1k
: In—k
*gn,k

Wir setzen nuP :=Py_q, ,---P»j,Pri; und

1
- . b1 1
L=0r0h = .
an Zn,nfl 1
(Beweis der letzten Gleichheit durch Nachrechnen.) Dalgt s (3.14) die Behauptung.
[
Beispiel 3.8: Sei
2 -2 4
AD=A=| -5 6 -7
3 2 1
Die beiden Schritt im Beweis von Satz 3.16 entsprechen
2 -2 4 1 0 O
A= 0 1 3 |=0uAY, mit Ly= 52 1 0.
0 5 -5 -3/2 0 1
2 =2 4 1 0 O
A= 0 1 3 |=LA%, mt L,=[0 1 o0].
0 0 -20 0 -5 1
Insgesamt haben wir
1 0 O 2 =2 4
A=LR mit L=L'ht= 52 1 0|, R=[0 1 3 |.
32 5 1 0 0 -20
¢

Mit einer LR-Zerlegund®A = LR kann die Losung eines LGS wesentlich vereinfacht
werden. D& L, Rinvertierbar sind, gilt

Ax=b < PAx=Pb & LRx=Pb < x=RL'Pb
Dies rechtfertigt das folgende Vorgehen:
1. Berechné = Pbh.

2. Lose das LGSc=h. (Vorwartseinsetzen)
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3. Lose das LGRx= c. (Ruckwartseinsetzen)

LGS mit unteren (oder oberen) Dreiecksmatrizen lassen aictach 1dsen indem man
die Eintrage des Losungsvektors sukzessive von obenunaeim (von unten nach oben)
bestimmt.

Beispiel 3.9: Wir setzen Beispiel 3.8 fort und betrachten die LosungAxe: bfur b= (6, 77,9)T
mit Hilfe der berechneten LR-ZerleguAg= LR.

1 0 0 C1 6 6
Lc=bh: -5/2 1 0 c | = -7 = Cc= 8 ,
32 5 1 C3 9 —40



Kapitel 4
Vektorr aume

In diesem Kapitel werden wir die grundlegende algebraiSthgktur der linearen Algebra
behandeln: die Struktur eines Vektorraums.

4.1 Definitionen und Eigenschaften

Im folgenden isK immer Korper mit der entsprechenden Addition und Mulkption.

Definition 4.1 Ein Vektorraum (auch:linearer Raun) [vector space, linear spdcéber,
K ist eine Menge V mit zwei Verlgpfungen
+:VxV =V, (V,W) = v+ w,
KXV =V, (a,v)—a-v, (4.1)
Addition und Skalarmultiplikation genannt, @ir die folgende Regeln éHit sind:
Q) vtw=w+v, VYvweV. (Kommutativiét+)
(2) u+(v+w)=(Uu+v)+w, VuvweV. (Assoziativiait+)
(3) EsgibtOy €V mitOy +v=vfuralleveV. (Nullelement in V|)
(4) Zu jedem &V gibt es—v eV mit v+ (—v) = Oy. (Inverses)
5)a-(B-v)=(aB)-v, Va,BeK,veV. (Kompatibilitt-)
(6) 1-v=v, WeV. (Neutralitat 1)
(7) (a+B)-v=(a-v)+(B-v), Va,BeK,veV. (Distributivitat 1)
8) a-(v+w)=(a-v)+(a-w), VaeK,vweV. (Distributivitat I)

Einige Bemerkungen:

e In Definition 4.1 werden fur die Addition/Multiplikationes Kdrpers die gleichen
Symbole+/- wie fur die Addition/Multiplikation des Vektorraums vesmdet. Wel-
che Verknuipfung gemeint ist ergibt sich aus dem Kontexitd@e Skalarmultiplika-
tion spart schreibt man oft kirzerv = a -v. Wegen der Kompatibilitat kann man die

67
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Klammern bei wiederholter Skalarmultiplikation weglassefv= a(Bv) = (a)v.
Mit der Vereinbarung, dass Skalarmultiplikation starkerdet als Addition, erspart
man sich weitere Klammermv+ fw = (av) + (Bw).

e Wieder der Hinweis, dass die Abgeschlossenheit der beideknipfungen eine
wichtige Eigenschaft ist und in (4.1) “versteckt” ist.

o (1)—(4) geht auch kiirzefv, +) ist kommutative Gruppe.
e Wie gewohnt schreiben wir— w:= v+ (—w).

¢ Die Elemente eines Vektorraums werden als Vektoren bezeiéh

Beispiele fur Vektorr &dume

Spaltenvektoren. Der Prototyp eines Vektorraums ist die Menge der SpaltetoveRK ™1
mit der gewodhnlichen (Matrix-)Addition und skalaren Mplikation. Wir werden
bald — in Abschnitt 5.2 — sehen, dass sich viele andere \iékiore auf diesen Vek-
torraum zurtickfuhren lassen.

Matrizen. Die MengeK™" derm x n-Matrizen GibeK mit der gewdhnlichen Matrixad-
dition und skalaren Multiplikation bildet einen Vektorrau

Polynome. Ein Polynom uiberK in einer Unbekanntenhat die Form
p= 0o+ ait+ oot?>+ -+ ant", ap,ai,...,0n €K, (4.2)

siehe Seite 37. Debrad [degreé eines Polynoms ist die grosste Z&ht No, fur
die der Koeffizientr, nicht Null ist. Der Grad wird mit de@) bezeichnet. Per Ver-
einbarung hat das Nullpolynom= 0 den Grad 0.

Wir betrachten nun die Menge der Polynome vom Grad hdchsten
Knlt] := {p: oo+ at+---+ant": ag,aq,...,0n € K}, (4.3)

Es leicht einzusehen, daks|t] unter der Ubliche Polynomaddition abgeschlossen
ist und eine kommutative Gruppe bildet. Als Skalarmulkiption definieren wir fur
p € Knlt]:

B-p:=Bao+ Bait+ Baxt’+ -+ Bant".

Die Regeln (5)—(8) folgen sofort aus den entsprechenderlRedie im KorperK
gelten. Damit bildetKn[t],+,-) einen Vektorraum ibef.

Auf der Menge der Polynome kann man also sowohl die StrulteseRinges (siehe
Seite 37) als auch die Struktur eines Vektorraums definidfiam beachte, dass die
Addition in beiden Fallen zwar gleich, die Multiplikati@ber grundverschieden ist.

Zahlenfolgen. Seienv = {vn}y_; Mit v, € K undw = {wn}_; mit w, € K Zahlenfolgen.
Zusammen mit den Verkniipfungen

V4+W:={Va+Wntn1, a-Vi={avw}r,, aeKkK,
bildet die Menge aller Zahlenfolgen einen Vektorraum.

15Nicht zu verwechseln mit den bereits kennengelerr@galtenvektoren undZeilervektoren, die lediglich
einen Spezialfall darstellen.
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Abbildungen. SeienX nichtleere Menge unébb(X,K) die bereits in Abschnitt 2.2 be-
trachtete Menge aller Abbildungen véhnachK. Zusammen mit den Verkniipfun-
gen

(fF+9)(x):=f(x)+a9(x), (af)(x):=af(x), f,geAbb(X,K), aeK,
bildet Abb(X,K) einen Vektorraum tbe«.

Wie schon bei Ringen gilt es zunachst aus Definition 4.1geiniur alle obigen Bei-
spiele vollkommen trivial erscheinende Folgerungen aditen.

Lemma 4.2 Sei(V,+, ) Vektorraum. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) 0-v=0y furalleveV;
(i) a-0y =0y furallea eK;
(i) (-=1)-v=—vfuralleveV;
(iv) —(a-v)=(—a)-v=a-(—v)furallea eK,veV.

Bevor wir zum Beweis kommen, noch einmal (i) und (iii) in Wemt (i) Skalarmultiplika-
tion mit dem Nullelement aus dem Kdrper mit irgendeinermtigat aus dem Vektorraum
ergibt das Nullelement des Vektorraums. (iii) Skalarnplikiation mit dem additiven In-
versen des Einselements ergibt das additive Inverse deergek

Bewels: (i)Oy=0-v—(0-v)=(04+0)-v—(0-v)=0-v+0-v—(0-v)=0-V.
(i)Oy=a-O0y—a-Oy=a-(0v+0y)—a-Oy=a-0y+a-0y—a-0y=a-0y.

(i) v+ (-1)-v=1-v+(-1)-v=(1—-1)-v=0-v=0.

(iv) (—a)-v=(-1)-(a-v)=—(a-v). (—a)-v=a-((-1)-v)=a-(-V). ]

Definition 4.3 Sei(V, +,-) Vektorraum und UZ V. Dann heisstU, +, -) Unterraum (auch:
Untervektorraum Teilraum) [ subspackvon(V, +,-) wenn(U, +, -) selbst Vektorraum ist.

Um uns Schreibarbeit zu ersparen, schreiben wir im folgemdenerV statt(V, +, ) wenn
die beiden Verknupfungen klar sind. Wie schon bei Untgugen und Unterringen verer-
ben sich die meisten Eigenschaften Womautomatisch auf) und brauchen nicht zu tiber-
pruft werden.

Lemma 4.4 Sei V Vektorraum und W&V nicht leer. U ist genau dann Unterraum wenn
die folgenden beiden Eigenschafteridtfsind:

(i) v+weU furalle ywe U;
(i) aveU furallea e K,veU.

Bewels: Ubung. n
In der Praxis lohnt es sich oft zunachst einmal zu Ubdepriiob ¢ in U enthalten
ist. Gleichzeitig Uberpruft man damit die erste Forderuan Lemma 4.4U ist nicht leer
wenn @ € U. Tats&chlich is{ Oy } selbst immer Unterraum vow. Auch istV Unterraum
seiner selbst. Naturlich liegen die interessanten &lischen diesen beiden Extremen.
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Beispiele fur Unterr dume

L 6sungsmengen homogener GleichungssystentgeiA € K™, AusAx= 0, Ay= 0 fol-
genA(x+y) =0 undA(ax) =0. Da 0c L(A,0) gilt L(A,0) # 0 und damitist.(A,0)
Unterraum vork ™2,

Symmetrische Matrizen. Die Menge der symmetrischenx n-Matrizen tiberK ist ein
Unterraum vorK™" (mit der gewdhnlichen Matrixaddition und skalaren Mditip
kation).

Polynome. Fir den oben eingefuihrten Vektorralixit] der Polynome vom Grad hdchstens
nist Ky[t] ein Unterraum vor,[t] fur m < n.

Konvergente Zahlenfolgen. Fur zwei konvergente Zahlenfolgen= {va};;_; mit v, e
Ve K undw = {wn}®_, mitw, "= weK gilt

n—o — — n—oeo  —
Vnt+Wn = V+W  av, = av.

Also sind auchv+ w und av konvergente Zahlenfolgen. Da die Menge der konver-
genten Zahlenfolgen offensichtlich nicht leer ist, bildieteinen Unterraum des oben
betrachteten Vektorraums aller Zahlenfolgen.

Schnittmengen. SeiV Vektorraum undW : i € 1} eine Menge von Unterraumen vih
mit einer Indexmengk Dann ist");c, W wieder Unterraum. Beweisibung.

Aus jeder beliebigen Menge von Vektoren kann ein Unterraansicuiert werden, indem
man alle Vektoren, die gemass Lemma 4.4 noch fehlen, dirifaczunimmt.

Definition 4.5 Sei(V,+,-) Vektorraumiber einen Krper K und v, ..., v, € V. Ein Vek
tor v der Form

V=0a1V1+ aoVo+ -+ ApVh €V

>

heisst Linearkombination [linear combinatioh von \,...,v, mit den Koeffiziente
a1,...,0, € K. Die lineare Hulle (auchSpann) [linear hull, spahvon w,...,v, ist die
Menge aller ndglichen Linearkombinationen:

n

Zaivi D 0q,...,0nC K}.

span(Vi,...,Vn) ::{

Definition 4.5 lasst sich auf Familien von unendlich vieldektoren verallgemeinern.
Sei dazu eine Familté€ (vi)ic; gegeben, mit einer (allenfalls unendlich grossen) Indexme
gel. Dann istspan(Vvi)ic; die Menge aller moglichen Linearkombinationen vemdlich
vielen Elementen aus

span(Vi)ier i= {01Vi; + -+ anVi, : NEN, {ig,...,in} Cl,a1,...,00 €K}

Entspricht(vi )ic| einer MengeM so kann man aucdpan(M) schreiben. Furr den Spezialfall
M = 0 setzt manpan(M) = {0}.

18lm Gegensatz zu einer Menge kénnen in einer Familie eiez€lamente mehrfach vorkommen, wenn z.B.
das gleiche Element ai¥szwei verschiedenen Indizes entspricht.
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Lemma 4.6 SeiV Vektorraum un;)ic; C V. Dann istspan(Vv; )ici Unterraum von'V.

BEWEIS: Sindx,y € span(Vi)iel, dann gibt es endliche Indexmenderly C | und Koef-
fizientena;, B € K mit

X= % ajvi, y=>» Bvi.
iEZX Vi (]

i€ y
Daraus folgt
X+y= Z (i +Bi)vi €span(S), Ax= Z()\ Qi)Vi € span(9),
ielkUly i€Tx
wobei im ersten Fall die fehlenden Koeffizienten als 0 angenen werden. [

Beispiel 4.1:

(i) Wir betrachtery = K™, Jeder Spaltenvektore K™ lasst sich als Linearkombination der
Einheitsvektorem, ..., en schreiben:

X1 1 0
X2 0 : n
x=| . |=x| . |+ +x]| :ZXiq
: : 0 i=
Xn 0 1

Insbesondere gik™?! =span{ey,...,en}.

(i) Matrix-Vektor-Multiplikationen lassen sich als Liaekombinationen interpretieren: Unterteile
dazu die MatrixA € K™ in ihre SpaltenA = (ay,a,...,an) mitaj € K™<1 Dann folgt fur

= Kn><1.
’ n n n
Ax:A( Zma) = ZiXiAa = ZX.a
i= i= is
Also ist Ax Linearkombination der Spalten vén Der entsprechende Unterraum
Bild(A) :=span(as,ay,...,an)
wird als Spaltenraum [column subspadeoder Bild 17 [imagd von A bezeichnet. Offenbar

hat ein GleichungssysteAx = b genau dann mindestens eine Losung wiernBild(A).
(i) Wir betrachten den Vektorraum aller Zahlenfolgen watin die Zahlenfolgen

21 =(1,0,0,0,0,...)

7,=(0,1,0,0,0,...)
73=(0,0,1,0,0,...)

Jede Zahlenfolge méndlichvielen von Null verschiedenen Folgengliedern lasst sishLa
nearkombination vorzy, 7, ... darstellen. Zahlenfolgen mitnendlichvielen von Null ver-
schiedenen Folgengliedern, wie z[®,1,1,...), lassen sichichtals Linearkombination von
21,2, ... darstellen.

¢

1"wir werden den Begriff des Bildes spater noch einmal imeatigineren Rahmen in Kapitel 5 definieren
und untersuchen.
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4.2 Lineare Unabh angigkeit, Basen und Dimension

Oben haben wir gesehen, wie eine gegebene Familie von éek&inen Unterraum auf-
spannt. Im Folgenden wollen wir den umgedrehten Weg gehdmuntersuchen, wie man
fur einen gegebenen Unterraum bzw. Vektorraum eine roibglikleine Familie von Vek-
toren finden kann, die diesen aufspannen.

Definition 4.7 SeiV Vektorraum. Eine Familigi)ici C V heisstErzeugendensystevon
V wenn V= span(V;)i¢| .

Die Wahl des Erzeugendensystems ist hochgradig uneirgd@utin Beispiel bilden sowohl

1 0 0
{Vl,Vz,V3} = 0 R 1 , 0
0 0 1
als auch
1 0 0 1
{v1,V2,V3,V4} = oJlJ,{ 11}, o], 1
0 0 1 1

Erzeugendensysteme fl®*!. Im ersten Erzeugendensystem ist die Darstellung jedes
Spaltenvektors als Linearkombination eindeutig, inshdsoe gilt firr die Darstellung des
Nullvektors:

O=avi+axvo+a3vz = da;=0a,=0a3=0.
Im zweiten Erzeugendensystem ist dies nicht der Fall, wiehaz.B.
0=0-vi+0-vo+0-v3+0-v4= 1~V1+1~V2+1~V3+(*1)~V4.

Diese Betrachtungen motvieren die folgende Definition

Definition 4.8 SeiV Vektorraum. Die Vektoren,v..,v, €V heisserinear unabhangig
[linearly independenffalls gilt: Aus

O=a1vi+QaoVvo+ -+ apVp, 0a1,...,0n €K,

folgt
ai=0p=---=Qan=0.

Ist die Bedingung von Definition 4.8 verletzt, gibt es aig0. . ., a, € K mit mindestens
einema; # 0 so dass 6 1 ; a;vj, dann heissen die Vektorem, . .., vy linear abhangig.

Eine unendliche Familiév; )ic| heisst linear unabhangig wejgdeendliche Teilfamilie
linear unabhangig ist.

Beispiel 4.9 Mit der Matrix-Vektor-Interpretation aus Beispiel 4.1)(l&sst sich die lit
neare UnabEngigkeit von Spaltenvektoren,a. ., a, € K™ recht einfachiiberpiiifen
Definiert man die nx n-Matrix A= (as,...,an), so sind die Spaltenvektoren linear uin-
abhangig wenn

Ax=0 = x=0,

also L(A,0) = {0}. Gen#ss den Erkenntnissen von Abschnitt 3.4 ist dies genau damn d
Fall wennRang(A) = n gilt.
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Man sieht leicht ein, dass eine Familie, die den Nullvektthalt, niemals linear un-
abhangig sein kann. Genauswenig kann eine Familie, deneiiektor mehrmals enthalt,
linear unabhangig sein. Linear unabhangige Familiemkén also ohne Verluste als Men-
gen betrachtet werden.

Lemma 4.10 Sei (Vi )ici eine Familie von Vektoren eines Vektorraums V. Dann sind die
folgenden beiden Aussagaquivalent:

(i) (vi)iel ist linear unabkangig.

(i) Jeder Vektor e span(vi)ici lasst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination
von Vektoren auév;)ic| darstellen.

Bewels: Die Richtung (ii}=(i) folgt sofort mit der Wahl = 0.
Zu (i)=(ii): Betrachte zwei (endliche) Linearkombinationen

v=> aivi= ) Bvi.
i€ly iely
Bilde
O=v-v=>5 avi— 5 Bvi= Z (ai — Bi)vi,
i€l i€l i€lUlz
wobeia; :=0furi €l\ I undB :=0furi € 11\ I2. Aus (i) folgt danna; — 3 = O fur alle
i, also kann es keine zwei verschiedenen Linearkombinatifirres geben. [ ]

Das folgende Lemma enthalt eine Charakterisierung vozalier Abhangigkeit, die
vielleicht einleuchtender als obige Definition ist, sicleabchlechter handhaben lasst.

Lemma 4.11 Sei V Vektorraum. Eine Familie von Vektorén}ic; mit mindestens zwei
Elementen ist genau dann linear gbigig wenn sich mindestens einer dieser Vektoren als
Linearkombinationen der anderen Vektoren schreilest.

BeEwels: Sei{vi}iec linear abhangig. Dann gibt es eine endliche Teilmehge | und
eine Linearkombinatiofy ., aivi = 0 mit a; € K fur allei € lp undaj # O fur einj € lo.
Also folgt
Vj = — —_Vi.
ietorii} i
Fur die Ruckrichtung nehmen wir an, dass es jeinl und eine endliche Teilmenge

l1 C 1\ {]j} sowie Koeffizienter3j € K fur i € I; gibt, so dass/j = ¥, fivi. Dann folgt
1-vj—Sic, Bvi = 0, also ist{vi }ie| linear abhangig. [}
Nun kommen wir zu einem der grundlegenden Konzepte bei degifmit Vektorraumen.

Definition 4.12 Eine FamilieZ = (vi)icl in einem Vektorraum V heisBasiswenn
(i) (V)iel ein Erzeugendensystem vonV ist; und

(i) (Vi)iel linear unablangig ist.

Beispiele fur Basen

Spaltenvektoren. 8 = (ey,ey,...,en), Wobeig deri-te Einheitsvektor der Lange ist,
ist eine Basis voik"*1, Diese Basis heisstanonische BasisAllgemeiner formen
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die Spalten(bs,...,by) von jeder invertierbaren MatriB € K™" eine Basis von
K™ Dies folgt aus der Interpretation von Linearkombinatioats Matrix-Vektor-
Multiplikationen (siehe Beispiel 4.9) kombiniert mit deat§ache, dass die Losung
eines LGBVx = ¢ mit invertierbarenB eindeutig ist.

Polynome. Die Monome 1t,t2,...,t" bilden eine Basis des Vektorraurks[t] der Poly-
nome vom Hochstgraa

Nullvektorraum. Besteht der Vektorraum nur ayéy }, so ist die leere Menge® = 0
eine Basis.

Im folgenden werden uns vor allem mdlicherErzeugendensystemen und Baggn. . , v,
beschaftigen. Auf den allgemeineren Fall werden wir in &stt 4.2.1 kurz eingehen.

Wird ein Vektorraum aus endlich vielen Vektoren erzeugt)asst sich immer eine
Basis finden. Der folgende Satz geht sogar noch weiter umgd, Zigiss in diesem Fall sich
jede linear unabhangige Menge zu einer Basis erganssh la

Satz 4.13 (Basisergnzungssatz)SeiV Vektorraum undy...,Vvy,wy,...,Ws €V, so dass
vi,...,V linear unablangig sind undpan(va, ..., Ve, Wi,...,Ws) =V. Dannkanny,... v
durch Hinzunahme von geeigneten Elementen aus wws zu einer Basis eignzt werden.

BeEwels: Die Aussage wird per Induktion libebewiesen. Fis= 0 ist(v1,...,V) bereits
eine Basis voiV per Vorraussetzung. Sei die Aussage nursfirl > 0 und fur beliebiges

r erfullt. Im folgenden soll die Aussage fiérbewiesen werden. Fallsy,...,v;) bereits
Basis ist, so sind wir fertig. Anderenfalls gsfpan(vy, ..., V) # V; es gibt also mindestens
einw;j #0, 1< j <s, welches nichtispan(vy, ..., V) enthalten ist. Insbesondere folgt aus

r

Zlaivi + Bw;j =0,

dassB3 = 0 und damit —wegen der linearen Unabhangigkeitwon. ., vy —aucha; =--- =

ar = 0 gelten. Also isvy, ..., vy, wj linear unabhangig. Nach Induktionsannahme lasst sich
Vi,...,Vr,Wj mit Elementen aus der Famibe, ..., wWj_1,Wj41,...,Ws (dies—1 Elemente
hat) erganzen. Damit gilt die Aussage &ifInduktionsschritt) [

Beispiel 4.2: Die Aussage von Satz 4.13 lasst sich im Vektorra€/fif 1 konkretisieren. Wir schrei-
ben dazu die Vektoren aus dem Satz in ene (r + s)-Matrix

A:(Vl FERE Y |Wl WS)
und berechnen die TNEE = BA mit B € K™™M invertierbar. Da die Spalten den gesamten Raum
K™<1 aufspannen, giRang(A) = m. Ware namliciRang(A) < m, so gabe es € K™ mitL(A, b) =
0 oderb ¢ Bild(A), siehe Diskussion am Ende von Abschnitt 3.4, und damit Bgieht im Spann

der Spaltenvektoren voh Darliberhinaus haben haben die erst8palten vorA vollen Rangr und
damit sind die Pivotpositionen der TNG-von der Form

(171)7(272)7"'7(r7r)7(r+17 jf+1)7(r+27 jf+2)7"'7(r+svjr+s)'

Also bilden die Spalten von
BilzBil( el a_ |Q’+l WS):(VJ_ Vr |er+17f er+57r )

eine Basis voriK ™1, ¢
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Korollar 4.14 Sei A € K™ mit Rang(A1) = r. Dann gibt es A € K™ (™" 50 dass
A= ( Ay | Ap ) invertierbar ist.

Bewels: Ubung. [
Im Moment ist noch nicht klar, dass jede Basis eines Vektonsdie gleiche Anzahl

von Elementen hat. Dies wollen wir im folgenden fur aus edlielen Vektoren erzeugten

Vektorraumen zeigen. Das folgende Lemma wird dabei eingale Rolle spielen.

Lemma 4.15 (Austauschlemma)SeiV Vektorraum und4y. .. ,wn € V. Seive span(w, ..., Wy)
mit der Darstellung v= 37! ; aiwi. Gibt esay # 0, mit1 < k < n, so gilt

span(wi,...,Wn) =span(Wy,...,Wk_1,V, W11, ..., Wn). (4.4)

BEWEIS. Um den Beweis zu vereinfachen nehmenkus 1 an, was immer durch entspre-
chende Umnummerierung der Vektorgrerreicht werden kann. Sei€ span(wy, ..., Wn).
Dann gibt ey, ..., B € K so dasw = 3" ; Biwi. Einsetzen der Beziehung

1 n (0§
W= —V-— —Wj
ai i ai

ergibt
B, e (p By
W= alv+i;(ﬁ' as )WI.
Also istw € span(v,Wa, ..., Wy). Daw beliebig gewahlt war, folgt

span(Wi, ..., Wn) C span(V,Wa,...,Wy).

Die entgegengesetzte Inklusion ist aber trivial und dashi4.4) bewiesen. [
Wiederholte Anwendung des Austauschlemmas fuhrt aufalgeride Resultat.

Satz 4.16 (Austauschsatz von Steinitzpei V Vektorraum undjy...,vym € V sowig
Wi,...,.Wq €V.Sindy,..., vy linear unablangig und

span(Vi,...,Vm) C span(W,...,Wn), (4.5)
dann gelten die folgenden Aussagen:
@i m<n.

(i) Man kann m Elemente vomw..,wy, durch v, ..., vy austauschen, ohne dass dich
die lineare Hille von w, ..., w, andert.

Bevor wir zum Beweis kommen, die Aussage von Satz 4.16 (thresnmal ausfuhrlicher
und formaler: Es gibt Indizds, . ..,im € {1,...,n} derart, dass mam;, durchv;, w;, durch
Vo, Usw. bisw;,, durchvy, ersetzen kann, ohne dass sich die lineare Hullewgn.. ,wy
andert. Wenn man nach entsprechender Umnummerigfuadl,i = 2,...,im = man-
nimmt, dann gilt also

span(V1,...,Vm, Wmt1, -, Wn) = span(Wi,...,Wp). (4.6)
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BEWEIS: Wegen (4.5) gibt es eine Darstellurg= ayw1 + - - - + anWy mit mindestens
einema;, # 0, 1<i1 < n, davy # 0 aufgrund der linearen Unabhangigkeit van. . ., vy.
Nach dem Austauschlemma (Lemma 4.15) gilt

span(Wy, ..., Wn) = span(Wi,..., Wi, —1,V1, Wi, 11,...,Wn).
Nach entsprechender Umnumerierung erhalten wir
span(Wi, ..., Wn) = span(Vy, Wo, ..., Wy).

Dieser Prozess wird solange induktiv wiederholt bis allgektoren getauscht sind. Seien
also fur einr, mit 1 <r <m-—1, die Vektorerws, ..., w; bereits mitvy,...,v, getauscht, so
dass

span(Wi,...,Wn) =span(Vi,..., Ve, Wri1,...,Wn).

Es gilt offenbar < n. Wegen (4.5) gibteg, ..., [Bn € K, so dass

Vip1 = _iBiVi + i Biwi.

i=r+1

Dabei kdnnen nicht all§; 1, ..., Bn Null sein, ansonsten wake, 1 € span(vy,...,V) und
dies widersprache der linearen Unabhangigkeitwon ., v; 1 (siehe Lemma 4.11). Insbe-
sondere muss deswegen auehl < n gelten. Also gibtes 1 > r+1 mita; ,, # 0. Wie-
der einmal kdnnen wir nach entsprechender Umnummerieaonghmen, dass,.1 =r+1
gilt. Anwendung des Austauschlemmas ergibt

span(Wy,...,Wn) =span(V1,...,Vr+1, Wr12,...,Wn).

Wiederholte Anwendung dieses Prozesses bism— 1 ergibtm < n und die in (ii) be-
hauptete Beziehung (4.6). [

Wichtigste Folgerung des Steinitz’schen Austauschséretass jede Basis eines Vek-
torraums gleich viele Elemente hat.

Korollar 4.17 SeiV Vektorraum.
(i) HatV eine endliche Basis, so ist jede Basis von V endlich.
(i) Je zwei endliche Basen von V haben gleich viele Elemente

BEWEIS: Zu (i). Seivy,...,V, eine (endliche) Basis vod und (w;)ic| eine beliebige
weitere Basis voW. Warel unendlich, so gabe es insbesonde#el linear unabhangige
Elemente. Dies widerspricht aber dem Austauschsatz.

Zu (ii). Seien{vy,...,vm} und{ws,...,w,} jeweils Basis vorY. Anwendung des Aus-
tauschsatzes ergibt einersaits< n und andererseits (wenn man die Rollen woumnd w
vertauschth < m. Also gilt m=n. [

Eine weitere Folgerung des Austauschsatzes: Hat manensakiinendlich viele linear
unabhangige Vektoren gefunden, so kann es keine endliabis Beben. So kann es z.B.
keine endliche Basis fur den Vektorraum der Zahlenfolgelveg.

Da nach Korollar 4.17 die Anzahl der Basiselemente unadjigawvon der Wahl der
Basis ist, macht die folgende Definition Sinn.
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Definition 4.18 Sei V Vektorraum. Dann ist dleimensionvon V definiert als

dim(V) := n, wenn es eine Basis vonV mit n Elementen,gibt
"1 », wenn es keine Basis mit endlich vielen Elementen gibt.

3

Einen Vektorraunv mit dim(V) < e nennt man endlichdimensional und ansonsten unend-
lichdimensional.
Einige Beispiele:

e Der VektorraumK™?! der Spaltenvektoren hat die kanonische Basis. ., e, und
damit gilt dim(K"™1) = n.

e Der VektorraunK,[t] der Polynome vom Grad hochstemkat eine Basis 1,...,t"
und damit gilt dinfKn[t]) = n+ 1.

e Im Vektorraum aller Zahlenfolgen findet man unendlich viglear unabhangig Vek-
toren(1,0,0,...), (0,1,0,...), ... und damit ist dieser Vektorraum unendlich.

e Der VektorraunK™ " hat Dimensiormn Fiirm = n hat der Unterraum der symme-
trischen Matrizen Dimension(n+ 1) /2. BeweisUbung.

Zum Abschluss noch zwei Resultate, die weitere EinblickdienDimension von Vek-
torraumen geben.

Lemma 4.19 In einem Vektorraum V mit Dimensiornxne kann es nicht mehr als n linear
unabtangige Elemente geben.

BEWEIS. Gabe es mehr als linear unabhangige Elemente, so kbnnten diese nach dem
Basiserganzungssatz zu einer Basis mit mehn&tmenten erganzt werden. Dies steht
aber im Widerspruch zu Korollar 4.17. |

Lemma 4.20 SeiU Unterraum eines endlichdimensionalen Vektorrauniann giltdim(U ) <
dim(V). Ausdim(U) = dim(V) folgtU = V.

BEWEIS: Zunachst einmal mud$ auch endlichdimensional sein, sonst gabe es unendlich
viele linear unabhangige Vektoren\vh Eine Basis voty mit dim(U) Elementen ist linear
unabhangig iV und damit gilt dilfU) < dim(V) nach dem Austauschsatz.

Sei nunn = dimU) = dim(V) und uy,...,uy Basis vonU. WareU #V, dann gabe
esveV mitv¢span(uy,...,Un). Insbesondere sind danm, ..., un,Vv linear unabhangig.
Dies widerspricht aber Lemma 4.19. [

4.2.1 Der unendlichdimensionale Fall

Der Basiserganzungssatz zeigt nur fur den endlichdiioeaken Fall die Existenz einer
Basis. Dass dies fur den unendlichdimensionalen Fall gdnt 5o klar ist, macht man
sich leicht am Vektorraum aller Zahlenfolgen klar. Um aucitdlie Existenz einer Basis
sichern zu kdnnen, missen wir die Vektorraume kurz gsda und einige Begriffe der
Mengenlehre einfuhren.

Definition 4.21 Sei X eine Menge. Eine RelationdHX x X ist eineHalbordnung (auch:
partielle Ordnung [ partial ordel auf X, wenn gilt:
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(i) (x,x) € H furalle xe H;
(i) aus(x,y) € H und(y,x) € H folgt x=y;
(iii) aus (x,y) € H und(y,z) € H folgt (x,z) € H.

Typische Beispiele fur Halbordnungen sind die Relatioauf R oder die RelatiorC auf
der Potenzmeng@(M) fur eine MengeM. Im folgenden werden wir fir eine allgemeine
HalbordnundgH anstatt von(x,y) € H immerx <y schreiben.

Definition 4.22 Sei H Halbordnung auf einer Menge X. Dann heisst eine niergl&eil-
menge AC X vollstandig geordnef totally ordered wenn fir alle x,y € A stets x< y oder
y < x gilt.

Offenbar istR mit der Ublichen Halbordnung vollstandig geordnet. Dagegen ist die Po-
tenzmengé>(M) mit der Halbordnung- nicht vollstandig geordnet. Betrachtet man aber
eine Teilmenge der Fordyv= {M;,M2,M3,...} CP(M) mitM; C My C M3 C -+ -, S0 iStA
vollstandig geordnet.

Definition 4.23 Sei H Halbordnung auf einer Menge X undZAX mit A= 0.
e S(A) € X heissbbere Schrankevon A, wenn & s(A) fur alle a€ A.

e M(A) € A heisstmaximales Elemention A, wenn aus & A und n{A) < a die Be-
ziehung nfA) = a folgt.

e X heissinduktiv geordnefwenn jede vollgindig geordnete Teilmenge A von X eine
obere Schranke in X besitzt.

Lemma 4.24 (Zorn'®) Jede nichtleere induktiv geordnete Menge besitzt ein naesn
Element.

BEwEIS. Der Beweis beruht auf dem Auswahlaxiom und soll hier nichtacht werden.
Tatsachlich ist die Aussage aquivalent zum Auswahlaxim damit kbnnen wir sie ge-
nausogut selbst als Axiom betrachten. [

Diese Begriffe werden nun auf das einzige fur uns relevBeispiel angewendet. Sei
V ein Vektorraum. Wir betrachten die Menge aller linear uréatgigen Mengen il :

X:={M cV: die Elemente voM sind linear unabhangjg 4.7)

Die MengeX ist nicht leer; im schlimmsten Fall ist = {0}, dann haben wiK = {0} und
damitX # 0. Der Nachweis der zweiten im Lemma von Zorn geforderteyeE$chaft ist
nicht ganz so trivial.

Lemma 4.25 Beziglich der Halbordnungc ist die in (4.7) eingéfhrte Menge X induktiv
geordnet.

BEWEIS. SeiA C X vollstandig geordnete Menge linear unabhangiger Taigpea von
V. Als Kandidat fur eine obere Schranke nehmen wir

A=Jm.
MeA

18Das Lemma von Zorn wird oft auch Lemma von Kuratowski-Zornagent, nach den Mathematikern Kazi-
mierz Kuratowski und Max Zorn.
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Damit istA offenbar obere Schranke R(A). Es gilt aber noch zu klaren, obe X, also
ob die Elemente voA linear unabhangig sind.
Wahle dazu eine beliebige, endliche Teilfamilie von Vekto

Vi,...,Vh €A

Wir zeigen per Induktion Ubar, dass es eine Mendé, € A gibt mitvy,...,vy € M. Fur
n = 1 folgt dies sofort aus der Definition vak Sei die Aussage fim — 1 erfiillt, es gibt
alsoMp_1 € Amitvy,...,Vh_1 € Mp_1. Flrv, gibt esM’ € Amit v, € M’. DaA vollstandig
geordnetist gilM,_; ¢ M’ oderM’ c M,,_1. Im ersten Fall folgt die Induktionsbehauptung
mit M, = M/, im zweiten Fall mitM,, = M,_1.
DaMj linear unabhangig ist, folgt dass, . . ., v, und damitA selbst linear unabhangig
ist. Damit istA € X obere Schranke fir. [
Anwendung des Lemmas von Zorn zeigt die Existenz eimetimalen linear unat#mgi-
gen Mengén V. Der folgende Satz zeigt, dass diese Menge tatsachlietBaisis ist. Dabei
heisst ein Erzeugendensystefn— V minimal, falls jedesA C % keinErzeugendensystem
vonV ist.

Satz 4.26 Sei V Vektorraum ung? C V. Dann sind die folgenden Aussageguivalent:
(i) 4 isteine Basis;
(ii) £ istein minimales Erzeugendensystem;
(iii) £ ist maximal linear unabéngig.

BEWEIS: Zu (i) = (ii). Sei % Basis undA C #. Da £ linear unabhéangig ist, kann es
fur v e £\ A keine Linearkombination mit Elementen afigieben (siehe Lemma 4.11).
Insbesondere igt kein Erzeugendensystem.
Zu (i) = (iii ). Sei # minimales Erzeugendensystem und nehmen wigdaware linear
abhangig. Dann gibt es nach Lemma 4.11\ein % so dass sich als Linearkombinati-
on von Elementen au® \ {v} darstellen lasst. Damit war# \ {v} Erzeugendensystem,
was aber im Widerspruch zur angenommenen Minimalitatsgsteht. Also ist# linear
unabhangig. Es ist auch maximal: #aErzeugendensystem, ist jedes Element iimear
abhangig vonZ und aus# C %', mit %' linear unabhangig, folgt stetg = #'.
Zu (i ) = (i). SeiZ maximal linear unabhangig. Fir (i) muss noch gezeigt eerdass
2 auch Erzeugendensystem ist. JedesZ erfullt trivialerweisev € span(%). Sei also
v ¢ . Wegen Maximalitat kann dan# U {v} nicht linear unabhangig sein. Es gibt also
eine Linearkombination

av+avi+---+apvp =0

fur Vektorenvy, ..., vy, € 4 und mit mindestens einer der Koeffizientena,,...,an € K
verschieden von Null. Es gilt insbesonderes 0, da ansonstew, . .., v, (und damit auch
) linear abhangig waren. Also istLinearkombination von Elementen ags

n ai
V=— —V;.
&G a
Dav beliebig gewahlt war, is## Erzeugendensystem. |

Korollar 4.27 Jeder VVektorraum hat eine Basis.
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4.3 Summen von Unterr aumen

Nach diesem kurzen Ausflug in abstrakte Gefilde kommen widerieu grundlegenderen
Konzepten. Die Summe vaUnterraumen erh@lt man, indem man einfach alle mogftiche
Summen von Elementen aus diesen Unterraumen bildet.

Definition 4.28 Seienl,...,Us Unterraume eines VektorraumsV . Dde@mme dieser Un-
terraumedefinieren wir als

U+ +Usi={us+--+Us: U €Ug,...,Us € Us}.
Der Beweis der folgenden Resultate ist einfach und sei deserizurUbung empfohlen.

Lemma 4.29 Seien {4,...,Us Unterraume eines Vektorraums V. Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

(i) Ug+---+Usist wieder Unterraum von V;
(i) Ug+---+Us=span(UsU---UUs);
iy dim(Uy+---+Us) < dim(Ug) +--- +dim(Us).

Im allgemeinen gilt in Lemma 4.29 (i) keine Gleichheit. ®gsieht man am deutlichsten
bei der Summe eines Unterrautds# {0} mit sich selbstU +U = U, also dimU) =
dim(U +U) < dim(U) +dim(U). Der folgende Satz liefert eine genaue Charakterisierung
fur die Unscharfheit der Ungleichung im Fall= 2. Wir erinnern daran, dass der Schnitt
zweier Unterraume wieder Unterraum ist, siehe Seite 70.

Satz 4.30 (Dimensionsformel fir Unterume) Seien Y,U, endlichdimensionale Un
terraume eines Vektorraums V. Dann gilt

dim(Uy +Uy) = dim(Uy) + dim(Uz) — dim(Uy NUy). (4.8)

Bewels: Seir = dim(U; NUy) und vy,...,v; Basis vonU; NU,. Gemass dem Basi-
serganzungssatz konnen wir,...., vy jeweils zu einer Basisy, ..., Vr, Wi, ..., Wy, vOnU;
sowie zu einer Basisy,...,Vr,z,...,Zn, von U erganzen. Die Aussage des Satzes ist
bewiesen wenn wir zeigen kdnnen, dass

Vi, oo, Vs Wy oo, Wiy, 205 -+, Zmy
eine Basis votJ; + U; ist. Offenbar gilt
span(Vi,...,Vr, Wi, ..., Wmy, 21, ..,Zm,) = span(U1 UUp) = U1+ Uy,

es bleibt also nur noch die lineare Unabhangigkeit diesétdren zu zeigen. Seien dazu
ag,...,ar €K, Br,...,Bm € Kundyy, ..., ¥m, € K, so dass

r m mp
0= i;aivi +i;BiWi +i;V|Z- (4.9)

Durch Umstellen erhalten wir

v::iaiviﬁ-gﬁiwi = —_szi- (4.10)
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Aus der ersten Gleichung folgte U; und aus der zweitene U,, alsov € Uy NU,. Damit
lasst sichv als Linearkombination vowmy, ..., v, darstellen. Da aben, ..., Vi, Wy, ..., Wn,

Basis ist, folgt aus (4.10) die Beziehufig= - - - = B, = 0. Setzt man dies in (4.9) ein und
nutzt die Tatsache, dass,...,V;,z,...,zn, Basisist,sofolgty = ---=ar =y =--- =
ym, =0. [

Entsprechende Dimensionsformeln kann man aucls f&i2 durch rekursives Anwenden
von Satz 4.30 angeben, aber das wird sehr schnell uniibticdic

Der Korrekturterm in (4.8) verschwindet, webh NU, = {0}. Diese Bedingung lasst
sich auch anders charakterisieren.

Lemma 4.31 Sei V= U1 + U, mit Unterfdumen Y,U, von V. Dann sind die folgenden
beiden Aussageaquivalent.

(i) UinU, ={0}.

(i) Jedes vV hat eine eindeutige Zerlegungvu; + Uz mit up € Ug,up € Ua.
BEWEIS: Zu (i)=(ii). Habev € V zwei Zerlegunger = uy + Uy = Uj + U5 mit ug, U € Ug
unduy, u, € U,. Dann folgt

Up—Up = Up— U, € UyNUp = {0},
—— =
eUq €Uy
alsou; = U} undup = Uj.

Zu (ii)=(i). Seiu € U1 NU,. Dann sind 6= 0+ 0 und O= u+ (—u) zwei Zerlegungen.
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt 0. [

Definition 4.32 Sei V= U1 4+ U, mit Unterdumen Y,U, von V. Gilt U NU, = {0}, so
nennen wir Vdirekte Summevon U; und U, und schreiben \= U1 © Us.

Nun zeigen wir noch, dass sich jeder Unterraum durch eirekdirSumme zum ganzen
Vektorraum “erganzen” lIasst.

Satz 4.33 SeiU Unterraum eines endlichdimensionalen VektorraunB3ahn gibt es einen
weiteren Unterraum Uso dass V=U ¢ U’

BEWEIS. Seivy,...,V; Basis vonU. Nach dem Basiserganzungssatz gibt es Vektoren

Vri1,...,Vn €V, s0daswy,. .., Vi, Vri1,...,Vn Basis vorV ist. FUrU’ = span(Vy41,...,Vn)

gilt offenbarV =U + U’ undU NU’ = {0}. |
Zum Abschluss die entsprechenden Definition fur mehr aks timterraume.

Definition 4.34 Sei V=Uj + --- +U; mit Unterraumen 4, ...,U; von V. Sind von Null
verschiedene Vektoren & Us,...,u; € U, stets linear unabéingig, so nennen wir \di-
rekte Summevon Uy,...,U; und schreiben\= U1 & --- @ U;.

Die etwas gewundene Bedingung in Definition 4.34 ist notigithd kann nicht etwa
durch die einfacher erscheinende BedinguhgU; = {0} ersetzt werden. Zum Beispiel
bilden

s {(5 ) ) v {2 ) oo we{() ek,

keinedirekte Summe voiR?*1,

Satz 4.35Seien {4,...,U; Untervektordume eines Vektorraums V. Dann sind die folgen-
den Aussageaquivalent.
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(i) V=Ur® U
(if) Sind Basen,...,vin vonU furi=1,...,r gegeben, so bildet
B= Vi1, Vi, V21,---,V2ne  -oos Vidoo, Vi)
eine Basisvon V.
(i) V =Uy+---+U; unddim(V) = dim(Uq) + - - - + dim(U; ).

Bewels: (i) = (ii). DaV sich als die Summe der Untervektorraume ergibt, ist klassd
A ein Erzeugendensystem fidrbildet. Zum Beweis der linearen Unabhangigkeit:

r n
Def. 4.34
O:leaijvu = Wy =---=w =0.
i=1j=1
——
=W

Daviyi,...,vin Basis, folgtausy =0, dassiy =--- = ain, =0furi=1,...,r.

(i) = (i). Der erste Teil der DefinitiorW =U; +--- 4+ Uy, ist klar. Fir den zweiten Teil
wahlen wir nun von Null verschiedene Vektongre U; aus. Diese haben die Basisdarstel-
lung

N
U = aijvij, i=1,...,r
2
Hierbei muss jeweils mindestens am;~ verschieden von Null sein. Betrachte jetzt eine
Linearkombination ) -
0= ZIBiUi = ZZ Biaij Vij -
i= i=1j=1
Da % Basis, folgtfiaij = 0 und insbesondere fijr= i* folgt B = 0. Damit istug, ..., ur

linear unabhangig.
(i) < (iii) ist offensichtlich. ]



Kapitel 5
Lineare Abbildungen

Zwischen zwei Vektorraume undV lassen sich ohne weiteres beliebige Abbildungen
definieren, indem mab) undV einfach als Mengen auffasst und die Struktur der Vek-
torraume ignoriert. Im folgenden werden wir diese Struktit einbeziehen und uns mit
Abbildungen beschaftigen, die in einem gewissen Sinnegdatibel zu Vektorraumen sind.

5.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 5.1 Seien VW Vektoraumeilber einen Krper K. Eine Abbildung EV —
W heisstinear (auch:(Vektorraum-)Homomorphismug| linear map, homomorphisp]
wenn die folgenden beiden Eigenschafteilérgind:

(i) F(vi+v2) =F(v1)+F(w) fur alle vi,v» € V;

(i) F(av)=aF(v)furallea e K,veV.

Die Forderung (i) und (ii) von Definition 5.1 lassen sich kakter zusammenfassen zu
F ((11V1 + (Jsz) =a1F (Vl) + asF (Vz). (5.1)

Welche der beiden aquivalenten Forderungen, Definitiar(ibt(ii) oder (5.1), bevorzugt
wird, ist Geschmackssache. Als direkte Folgerung von D&fimb.1 (ii) mussF(0) = 0
gelten. Oft erkennt man, dass eine Abbildung nicht linetrliereits daran, dass diese
notwendige Bedingung verletzt ist.

Beispiele fur lineare Abbildungen

In allen folgenden Beispielen it = R.

Lineare Funktionen. SeiV =W = R. Dann ist die Funktiog(x) = Bxmit § € R lineare
Abbildung, da

g(a1xg + 02Xp) = Baixy + Bazxe = a19(X1) + a20(X2).

Man beachte, dass eine lineare Funktion der Fgiph= Bx+ ymit y € R\ {0} keine
lineare Abbildung ist! So trivial wie die Funktiog(x) = Bx auch aussehen mag, so

83
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wichtig ist sie in der Praxis. Sei z.B(x) eine stetig differenzierbare Funktion und
X0 € R.

Um das Verhalten vorifi in der Nahe vorxg € R approximativ zu beschreiben, ver-
wenden wir Taylor-Entwicklung:

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x—X0) +0([x—Xo|) = F(x) = f(x0)+ f'(x0)(X—X0).

Die Funktionf wird also in der Nahe vomg gut durch eine lineare Funktion mit
Steigungf’(xg) dargestellt. Dies wird in der Numerischen Mathematik noicte e
wichtige Rolle, z.B. in Verfahren zur Bestimmung von Nwél&n, spielen.

Matrix-Vektor-Multiplikation.  Fr die Vektorraum¥ = K™ W = K™<1 st die Matrix-
Vektor-Multiplikation mit einer MatrixA € K™,

Fa: K™t K™ Fa(x) = Ax,
eine lineare Abbildung:
Fa(ax+By) = A(ax+ By) = aAX+ BAy = aFa(X) + BFa(y).

Wir werden im Verlauf dieses Kapitels noch feststellen sddke linearen Abbildun-
gen zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen alsidd&&ktor-Multiplikationen
aufgefasst werden kdnnen.

Fur mehrdimensionale Funktionen haben lineare Abbilémrgine ahnliche Bedeu-
tung wie oben fir eindimensionale Funktionen.flstK"1 — K™*! stetig differen-
zierbar, dann lasst sich das Verhalten vios: (f1(x),..., fm(X))" in der Nahe von
x0 ¢ K™1 wie folgt approximieren:

Ox1 %n
f(x) ~ f(xo) +Jr (x0) (x—x@), mit I = : :
ofm . Ofm
%1 O%n

Integral. Fur den Vektorraun€®([0,1]) der auf dem Intervall0, 1] stetigen reellen Funk-
tionen ist das Integral eine lineare Abbildung:

S:C%([0,1]) — €°([0,1)), [S(F)](x) := /Oxf(t) .

Ableitung. Fur den Vektorraun@®([0,1]) der auf dem Intervall0, 1] unendlich oft diffe-
renzierbaren reellen Funktionen ist die Ableitung einedire Abbildung:

D:C”([0,1]) — C™(]0,1]), [D(f)](x) := f'(x).
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Zahlenfolgen. SeiV der Vektorraum aller Zahlenfolgen tild€rDann ist der Shift-Operator
Z:V =V, >(Vo,V1,V2,...) i= (V1,V2,V3,...)
eine lineare Abbildung.
Die Menge aller linearen Abbildungen wird nhifV, W) bezeichnet.

Definition 5.2 (i) Eine bijektive lineare Abbildung nennt mésomorphismus Findet
man fir zwei Vektoraume VW einen Isomorhpismusd L(V,W) so sind V und W
isomorphzueinander und man schreibt

V=W,
(i) FurV =W heisst jede lineare AbbildungsfL(V,V) Endomorphismuslst dariber
hinaus f bijektiv, so nennt manAutomorphismus

Anwendung von Definition 5.2 auf den Spezialfdl= K", W = K™ ergibt fiir die zu einer
Matrix A € K™ gehdrigen linearen Abbilduniga:

Fa Isomorphismus < m=nundAinvertierbar < Fa Automorphismus

Im folgenden wollen wir einige grundlegende Eigenschaften linearen Abbildungen
kennenlernen.

Definition 5.3 Seien W Vektoraumeliber K und Fe L(V,W). Dann sind deKern [ null
spacé und dasBild [imag€g von f wie folgt definiert:

Kern(F):={veV: F(v) =0}, Bild(F) :={F(v): veV}.

Wir kénnen diese Begriffe noch ein wenig allgemeiner fas$eir eine Teilmeng¥ ¢ V
ist

F(V):={F(v):veV}.
Es gilt insbesonderg (V) = Bild(F). Fiir eine Teilmeng@/ c W ist
FYW):={veV:F(v)cW}

(Diese Schreibweise verwendet man unabhangig davoneobldiildung eine Umkehrab-
bildung besitzt oder nicht. Nur werf bijektiv ist, entsprichF ~* der Umkehrabbildung.)
Im Folgenden werden einelementige Mengen immer mit Ihrénzigen) Element identi-
fiziert, insbesondere schreibt man kurger(w) = F~1({w}). Es giltF ~1(0) := Kern(F).

Lemma 5.4 Seien VW Vektoraumeliber K. Dann gelten die folgenden Aussagan €
L(V,W).

() F(aivi+---+ann) = onF(vi) + -+ anF(vp) fir ag,...,an €K, vi,...,Vh € V.

(i) Ist V Unterraum von V, so ist auch(¥) Unterraum von W. IStV Unterraum von
W, so ist auch F1(W) Unterraum von V.

(iii) Ist (v)iel linear abhangige Familie in V, so ist auc(]F(vi))iel linear abkangige
Familie in W.

(iv) Ist (vi)iel linear unabléngige Familie in V und F injektiv, so ist auc(HF(vi))
linear unablangige Familie in W.

iel
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(v) Kern(F) = {0} genau dann wenn F injektiv ist.
(vi) Bild(F) =W genau dann wenn F surjektiv ist.
(vii) Ist F Isomorphismus, so ist® € L(W,V).

BEWEIS: Zu (i). Folgt direkt aus wiederholter Anwendung von (5.1).
Zu(ii). Da0eV = F(0) € F(V),istdie Mengé- (V) nicht leer. Seien nuR(v),F(v2) €

F(V). DaV Unterraum ist, gilt

arF (Vi) + azF (v2) = F(a1vy + aav2) € F(V)
——

ev

und damit ist= (V) auch Unterraum. N
Da stets O F~!(W) ist diese Menge nicht leer. Seien nunpv, € F~1(W), also
F(v1),F(v2) € W. DaW Unterraum ist, gilt

F(aivi+ apv2) = aiF (Vi) + a2F (Vo) € W

und damit istF ~1(W) auch Unterraum.

Zu (iii). Aus aiv1 +--- + anvph = 0, mit einema; # 0, folgt wegen (i) die Beziehung
o1F (v1) + -+ onF (vn) = 0.

Zu (iv). Seilg C | endliche Indexmenge mit einer entsprechenden Linearkuoatibin
Yiel, QiF (vi) = 0. Wegen (i) folgF ( Tic), aivi) = 0. DaF (0) = 0 undF injektiv, impliziert
diesyici, aivi = 0. Da(vi)iel linear unabhangig, folgt; = 0 fur allei € lo.

Zu (v). SeiF (v1) = F(v2). Dann gilt 0= F(v1) — F(v2) = F(v1 — Vv2) und zusammen
mit Kern(F) = {0} folgt vi — vo = 0 bzw.v; = v». Die andere Richtung ist trivial.

(vi) folgt direkt aus der Definition von Surjektivitat.

Zu (vii). DaF bijektiv, ist F =1 Abbildung und es bleibt deren Linearitat zu iiberpriifen.
Furw,w, € W gibt esvy, v € V mitwy = F(v1),ws = F(v2) und — unter Ausnutzung der
Linearitat vonF — folgt

F71(01W1 + C{2W2) = Ffl(alF(vl) + asF (Vz)) = Ffl(F(alvl + szVz)
= aavi+ Vo = a1F Tt (wh) + aoF (Vo).

Also istF 1 linear. [
Als Korollar von Lemma 5.4 (ii) ergibt sich, das&rn(F) und Bild(F) Unterraume
vonV bzw.W sind.

5.1.1 Die Dimensionsformel

Wir wollen im folgenden die Dimensionen von Bild und Kern @irinearen Abbildung
untersuchen, unter der Voraussetzung, dasndlichdimensionaler Vektorraum ist. Die
Dimension des Bildes voR € L(V,W) wird alsRangvonF bezeichnet. Mitunter schreibt
man auctRang(F) := dimBild(F); wir werden dies aber im weiteren nicht verwenden.
Beispiel 5.1:  Fir den SpezialfaV = K", W = K™ und fur die zu einer MatriA = (ag,...,an) €
K™N gehorigen linearen AbbildunBs wissen wir bereits aus der Diskussion von Beispiel 4.1 (ii),
dass

Bild(Fa) = Bild(A) =span(ay,...,an).
Das Bild vonF, ist also gerade der Spaltenraum varAus der Treppennormalform vaksieht man
leicht, dass die Dimension des Spaltenraums geRag(A) ist. Wir haben also diBild(Fa) =
Rang(A). ¢
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Aus Lemma 5.4 (iii) folgt die Beziehung
dimBild(F) < dimV (5.2)

fur beliebiges € L(V,W). Der folgende Satz quantifiziert wie weit die beiden Seiten i
der Ungleichung (5.2) voneinander entfernt sind.

Satz 5.5 Sei Fe L(V,W) mitV endlichdimensional. Dann gilt dBimensionsformel

dimV = dimBild(F) + dimKern(F).

BEwEIs: Seir :=dimBild(F) undk := dimKern(F). Dann gibt es eine Basisy, ..., W
von Bild(F) sowie eine Basisy,. .., v von Kern(F). Wir wahlen beliebige Vektoren

upe FY(wy), uz e FY(wa), ..., ur e F ().
Die Aussage des Satzes ist bewiesen, wenn wir zeigen kpdagss
Ug,...,Ur,Vi,..., Vg (5.3)
eine Basis voiV bildet. Sei dazw €V beliebig. Dann hak (v) eine Darstellung
F(Vv)=oqwi+---+ oWy, 01,...,0r € K.
Setzev = aju; + --- + oy ur. Dann gilt
Fiv—0%)=F(\Vv)—F{@W) =F()—o1F(u1)—-—arF(u) =F(v) —aiwi —--- —arw, =0.
Also istv—V € Kern(F) und hat eine Darstellung
V—V=Pvi+-+ BV BB EK.
Insgesamt gilt also
Vv=V+Vv—U=aius+- -+ ol + B1vi + - - + Bk

und damit ist (5.3) Erzeugendensystem\uiSei nun

0=aguy+ -+ orUr + Brvi + - - - + BV (5.4)
Anwendung vorF auf beide Seiten ergibtf aywy +- - -+ arw;. Daws, ... ,w; Basis, folgt
a1 =---=a; =0. Einsetzen in (5.4) zietf} = --- = Bx = 0 nach sich, da auch, ..., v
Basis ist. Also ist (5.3) linear unabhangig und damit eiasiB. [

Korollar 5.6 Seien VW endlichdimensionale Vektégumetber K mitdimV = dimW.
Dann sind die folgenden Aussagém F € L(V,W) aquivalent:
() Fistinjektiv;
(i) F ist surjektiv;
(iii) F ist bijektiv.
Korollar 5.7 Seien VWV Vektoraumeiiber K mitV endlichdimensional. Dann gilt& W
genau dann, wenn W endlichdimensional ist dirdV = dimW.

BEweEls: IstV =W, dann gibt es einen Isomorphismiess L(V,W), fur denBild(F) =
W und Kern(F) = {0} gelten. Aus der Dimensionsformel von Satz 5.5 folgt Wirs
dimBild(F) 4+ dimKern(F) = dim(W).

Die andere Richtung, die Konstruktion eines Isomorphisewischen Vektorraumen
gleicher Dimension, zeigen wir in Satz 5.9 unten. [
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5.1.2 Verkettung von linearen Abbildungen

Die Verkettung von linearen Abbildungen ergibt wieder dineare Abbildung.

Satz 5.8 Seien UV,W Vektordumeiber K und Fe L(V,W), G € L(U,V). Dann ist
FoGeL(U,W).

BEWEIS:

(FoG)(avi+aav2) = F(G(a1vi+ azv2))

Glneare (o, G(v) + aaG(v2))
F linear

Ie4T 01, F (G(v1)) + 02F (G(v2))
—  @(FoG)(w)+az(F oG)(v2).

]
Die Reihenfolge der Abbildungen von Satz 5.8 veranschautitan sich am besten in
einem Diagramm:

FoG W
V

Abb(V,W), die Menge aller Abbildungen vov nachW, bildet einen Vektorraum mit den
folgenden Verknuipfungen iy, F> € Abb(V,W) unda € K:

U

(Fi1+F2)(v) :=Fi(v) + Fx(v), (a-Fp)(v) :=a-Fy(v). (5.5)

Man kann ohne grosse Milhe zeigen, dagsW) einen Unterraum voAbb(V,W) bildet.
FurV =W bildet die Menge der EndomorphismiefV,V) zusammen mit der Addition
wie in (5.5) und der Verkettung als Multiplikation einen Bin

5.2 Koordinaten und Matrizen

Im folgenden wollen wir die Beziehungen zwischen lineardrbiddungen und Matrizen
naher untersuchen. Wir wissen bereits, dass jede Matnie Bneare Abbildung durch
Matrix-Vektor-Multiplikation induziert. Wir werden sehe dass im gewissen Sinn auch
die umgedrehte Aussage gilt. Zunachst holen wir die fetdeRichtung im Beweis von
Korollar 5.7 nach.

Satz 5.9 Seien VW endlichdimensionale Vekt@gumeuber K mitdim(V) = dim(W) =
n und entsprechenden Basen.v.,v, bzw. w, ..., w,. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung F:V — W mit

F(vi)=w, i=1...,n (5.6)

Diese Abbildung ist ein Isomorphismus.
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BEWEIS. Seiv eV mit der Darstellungy = ajvy + - - - + 0pvy Mit ag, ..., a, € K. Diese
Darstellung ist nach Lemma 4.10 eindeutig. Setze

F (V) := a1wg + - -+ + QnWh.

Dann erfllltF offenbar (5.6). Wir zeigen nun, daBslinear ist. Betrachte dazu einen wei-
teren Vektove V mit der Darstellungr = a1vi + - -- + @nvn. Flr 8,8 € K erhalten wir
daraus eine Darstellung fiir die entsprechende Linearkmatibn:

S

Bv+Bi=Y (Bai+ Béi)vi.

Nun folgt die Linearitat vork aus

n
i=

F(Bv-+0) = 3 (Bai+ B =B 5 awi+f 5 = BF(v) + B 9

Ausserdem gilKern(F) = {0}; also istF injektiv wegen Lemma 5.4 (v) und damit Iso-
morphismus wegen Korollar 5.6.

SeiF eine weitere lineare Abbildung, die (5.6) erfiillt. Dantit giir beliebigesv =
aivi -+ ---+ apvy, dass

F(v)-F(v)=F (iaivi) — If(iaivi) = _iai (F(vi)—F(w)) =0.
Also istF = F eindeutig bestimmt. n

Fir uns ist vor allem der Spezialf&! von Interesse.

Korollar 5.10 SeiV Vektorrauniiber K mit einer Basis# = (vi,...,Vn). Dann gibt es
genau einen Isomorphismus

Dy KPSV mit dy(e)=v, i=1...,n,

wobei g, ..., &, die kanonische Basis imK! ist. Man nenntb; das (durchZ bestimmte)
Koordinatensysternvon V.

Fir einen gegebenen Vektoe V bezeichnet mar= CD;jl(v) als dieKoordinaten vonv.
Um diese zu bestimmen, muss zunachst die Basisdarstelumggefunden werden,

V=2{&1V1+ -+ &nVi, (5.7)

und danach werden die Koeffizienten einfach in einen Spadtd¢or geschriebernx =
(&1,...,&4)T. Die Bestimmung von (5.7) ist filr sehr spezielle Baseriativm allgemeinen
muss hierbei aber ein LGS geldst werden.

Einige Beispiele:

Polynome. Betrachtey|[t], den Vektorraum der Polynome vom Grad hochsteasd die
Basis der Monomew’ = (1,t,...,t"). Ublicherweise werden Polynome genau in
dieser Basis dargestellt:

p:a0+alt—|—---+antn = (D;{l(p):(a();ala"wan)-r'
Sei nun

B =(Vo,Vi,...,Vn) = (L, 1+t 1+t+12 . I+t+--+t)
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eine weitere Basis. Um fuir ein gegebenes Polymomag + ait + - - - + ant" die Dar-
stellung in dieser Basis zu bestimmen, setzen wir in den &rnsa Bovo + - - - BaVa
die Beziehung; = 1+t +--- +t' ein und erhalten

p= JiBjVj = Jiiijﬁjti = ii(iﬁj)ti.

Koeffizientenvergleich mip = ag + ait + - - - + ant" ergibt das LGS

1 1 ... 1 Bo o
n KR B ay
Zﬁj:ai, i=1....,n & 0 1 ' . = .
= R | : -

0o ... 0 1 Bn Qn

Die Losung dieses LGS, das man einfach mit Ruckwarte&zes l6sen kann, ergibt
die Koordinater ! (p).

Stetige, stiickweise lineare FunktionenWir betrachten auf dem IntervdD, 1] eine Un-
terteilung inn gleich grosse Teilintervall®, h], [h,2h],...,[(n—1)h,1] mith=1/n.
SeiV der Vektorraum der reellen Funktionen, die auf jedem Tigtivell linear (also

von der Format + 8) und auf dem gesamten Intervall stetig sind.
Firn = 4 ist eine solche Funktion in der rechten

Abbildung dargestellt. Eine Basis fif lasst sicl
wie folgt definieren:

bo(t) := max{1—t/h,0},

(t—(@(-1h)/h,  te[(i-1)hih)],
bi(t) := { —(t—(i+Dh)/h, tefih,(i+Dh)], °
0, sonst a1

bn(t) := max{(t — (n—1)h)/h,0},

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
miti=1,...,n—1.
Illustration der 5 Basisfunktionen fiwr= 4:
1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0 0

Die Darstellung einer gegebenen stiickweisen lineareitieumf ist einfach
f(t) = f(0)bo(t) + f(h)ba(t) +---+ f((n—1)h)bn_1(t) + f(L1)bn(t).

Die Koordinaten vonf sind also( f(0), f(h),...,f(l))T. Fur die oben dargestellte
Funktion sind die Koordinate(8, —1,1,2, —2)T.
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5.2.1 Matrixdarstellung von linearen Abbildungen

Seien weiterhitv, W endlichdimensionale Vektorraume ullemit Baseny” = (v1,...,Vn)
bzw. % = (Wi,...,Wn). FUrF € L(V,W) haben wir das folgende Diagramm

Vv W

cDT TW
Fy o

Kn><1 - 3 Km><l

Aufgrund von Lemma 5.4 (vii) und Satz 5.8 ist
Fyyi=®, oFody (5.8)

lineare Abbildung vorkK™?! nachK™!, Das folgende Lemma zeigt, dass es genau eine
Matrix gibt, welche diese lineare Abbildung beschreibt.

Lemma 5.11 Sei F¢ L(K™ K™1), Dann gibt es genau eine Matrix AK™", so dass
F(x) = AX.

BEWEIS: Furx = ej mit dem j-ten Einheitsvektoe; folgt Ag; = F(e;j), deswegen muss
Adie FormA = (F(e1),F(ez),...,F(en)) haben. Ausserdem gilt

Ax= ix;F(a) = F(ixiei) =F(x).

Definition 5.12 Die genéiss Lemma 5.11 zu/F geldrige Matrix heisst dieviatrixdar-
stellung [ matrix representatidrvon F € L(V,W) bediglich der Baser¥” von V und#
von W. Diese Matrix wird mit], » bezeichnet.

Die obige Herleitung war recht abstrakt und wir werden damefFolgenden das kon-
krete Vorgehen zur Bestimmung einer Matrixdarstellungwdrn. Nach dem Beweis von
Lemma 5.11 ist dig-te Spaltea;j von [F]y » durch

aj =Fy y(g) = &, (F(Pr(g)))) = 9, (F(v)))
gegeben. FiiF (vj) € W gibt es eindeutig bestimmte Koeffizientar), ... ,amj € K, so dass
F(Vj) = a1jwi + ajWa + - - + 8mjWm.
Also folgt schlussendlich

apj a1 -+ Qn
Froe)=| : = Flyw=| : S R CA)
amj 8m - amn
Beispiel 5.2:  SeiV =W = R3Jt] und betrachte die Ableitung
DeL(V,\V), D(p):=p.
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Als Basis vorV sei.s? = (1,t,t2,t3) gewahlt. Um die entsprechende Matrixdarstellung zu besén,
wird D auf die einzelnen Basisvektoren angewandt:

D(1)=0, D(t)=1, D({t?) =2, D(t%) =3t

In diesem Fall kann man die Darstellung der erhaltenen Vektim.<#' einfach ablesen und es folgt

0100
0020
Plow=| 06 0 o 3 (5.10)
0 00O
¢

Satz 5.13Seieny’, # Basen von endlichdimensionalen Vekéarmen VW und n=dim(V),
m=dim(W). Dann ist die Abbildung

L(V,W) — K™, F—[Flyw,
ein Isomorphismus, also gilt(l, W) =2 K™,

BEwels. Der Nachweis der Linearitat erfolgt durch einfaches Nachnen. Es bleibt zu
uberprufen, dass der Kern der Abbildung trivial ist. Sezd[F], » = 0 e K™", also

CD;/loFoCDy/:O = CDWOCD;;OFOCDVOCDleo = F=0.

[
Das folgende sehr elegante Resultat zeigt, dass die \nkgetion linearen Abbildun-
gen der Multiplikation von Matrizen entspricht.

Satz 5.14 Seien UV, W endlichdimensionale Vekté@ume mit Basefv’, ¥, # . Fur linea-
re AbbildungenGU —V und F:V — W gilt:

[FoGlyw =I[Flyw - [Glay.

BEwEIS: Setzem=dim(U),n=dim(V),r = dim(W) und A= [F]y », B= [Gl# ».
Dann gilt das folgende kommutative Diagramfn

U FoG
x /
V
Oy T Py Sy

Kn><1

2N

Km><l KI’><1

wW

191n dieser Vorlesung ist ein Diagramm immer ein gerichteteagh mit Vektorraumen als Knoten und li-
nearen Abbildungen als gerichtete Kanten. Ist die lineabildung in einer Richtung der Kante bijektiv, so
entspricht die Rickrichtung der inversen Abbildung. EiegMurch dem Graph beschreibt eine Verkettung der
linearen Abbildungen auf den durchlaufenen Kanten. Eirgiaimm heisst kommutativ, wenn fiir zwei beliebig
gewahlte Knoten jeder Weg zwischen diesen beiden Knotegléiche lineare Abbildung ergibt. Im vorliegenden
Fall ist das Diagramm kommutativ, weil alle drei- und viddgen Teildiagramme kommutativ sind.
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Aus diesem Diagramm lasst sich die gewiinschte Beziehahgsen”, indem man zwei
verschiedene Wege vat™ ! nachK"™! wahlt: AB= [F o G| 4.

Wem das zu schnell ging, das ganze noch einmal “zu Fussirdéndeliebigen Vektor
x € Kmx1:

ABx= ((D;/loF quy/oCD;loGquag/)(X) = (CD,;/lo (FoG)ody)(X).

Korollar ~ Seieny’, # Basen von endlichdimensionalen Vektorraundg mitdim(V) =
dim(W). Dann gilt fur einen Isomorphismése L(V,W):

[Fil} V&2 [F];/%V/'
BEwEIS: Aus Satz 5.14 folgt
[Fil] W,’V[F]V/,W = [Filo F] vy = [I]’V,’V = Idim(V)a

wobeil : ¥ — ¥ die Identitatist. DamitisfF ~*] inverse Matrix voriF ]y » . [ |

V4

5.2.2 Koordinatentransformationen

Im Beispiel auf Seite 89 waren zwei Basen, % fur Polynome vom Grad hochstens 3
gegeben und wir sind von der Basig (in der die Darstellung einfach ist) zur Basi#
gewechselt. Fir die Bestimmung der neuen Koordinatendiaskem Basiswechsel war die
Ldsung eines LGS notwendig. Dies wollen wir nun im Allgene durchfiihren. Seien

o = (V1,...,Vn), B = (W1,...,Wn)

Basen eines Vektorraurvs mit den zugehorigen Koordinatensystenten : K™! — v,
®4 : K™1 V. Das dazugehorige Diagramm:

Kn><1 L Kn><1
Fur die Abbildund . » : Kn*1 _ K™ yon den Koordinaten in7 zu den Koordinaten in
A qilt also

|£7 B = q3;310 (O}
Also ist[l]., # gerade die Matrixdarstellung der Identitatsabbildiny — V, [ (v) =

Diese Matrix wird alsTransformationsmatrix oderBaS|subergangsmatnxbezelchnet.
um 1] % € K™" zu bestimmen, sammelt man die Koeffizienten der Basisdiarsgen

Vj = a1jW1+ajWa + - -+ 8njWh

wie in (5.9) in einer Matrix. Die Bestimmung der Koordinateon v; erfordert im allge-
meinen die Losung eines linearen Gleichungssystems.

Im wichtigen SpezialfalvV = K™ kdnnen wir die Basiselemente va#t und 2 in
Spalten von Matrizen

A= (Vi,...,vp) € K™, B=(wi,...,Wh) € K™"
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schreiben. Dann gilAx = ®,,(x), Bx= ®4(x) und wir erhalten aus Satz 5.14 die Ma-
trixdarstellung

.2 =B1A

Wir kommen jetzt zum zentralen Resultat dieses Abschuigts pbeschreibt wie sich die
Darstellungsmatrizen bei einem Wechsel der Basen im Bitd-Wrbildraum andern.

Satz 5.15Seien WV endlichdimensionale Vektéume, ?',7’ Basen von V sow|e
W, ' Basen von W. Dann giltif die Matrixdarstellungen von  L(V,W) in den je-
weiligen Basispaaren die folgende Beziehung:

Flyropr =W Fly - 1055 (5.11)

BEWEIS: Wir betrachten das folgende Diagramm:

Kn><1 Kmxl

Y\ FV'%/ :IV
F
V——W

I’%’,’V’
NN
K% 1 K mx 1

by !

yl oyt

Jedes der Teildiagramme ist kommutativ; also ist das gesBiagramm kommutativ. Ins-
besondere ergibt sich:

Fy//yy// = |y/77// o F‘I/,"// o I;/:LV’
indem man entsprechende Wege durch das Diagramm wahlteddung von Satz 5.14
und den darauffolgenden Korollar ergibt (5.11). [

Satz 5.11 zeigt, dass zwei Matrixdarstellungen einer fereAbbildung immer aquiva-
lent zueinander sind, im Sinne déquivalenz von Matrizen aus Abschnitt 3.3.

Korollar5.16 Sei Fe L(V,W). Dann gibt es Basent”,#", so dass

(10
(Flyr oy = < 0 0 > (5.12)
wobei r=dimBild(V).
BEWwEIS: Betrachte die MatriF], » fur beliebige Basett” = (vq,...,Vn), # = (W1,...,Wn)
vonV bzw.W. Nach Satz 3.9 gibt es invertierbare Matrizeg K™™ Q € K™" so dass

( 5 o ) =PIFly » Q™ (5.13)

Wahle jetzt?” = (vq,...,v,) mit vj i= @y (Q-@,%(v)), also gilt[l]y »» = Q. Analog
kann#’ mit [l],, ,»» = P gewahlt werden. Eingesetzt in (5.13) folgt aus Satz 5.%1 di
Beziehung (5.12). [

Fur einem Endomorphismiise L(V,V) wahlt man im Bild- und Urbildraum die glei-
che Basis?’. Bei einem Basiswechsel vofi zu ¥’ andert sich die Darstellungsmatrix
gemass Satz 5.11 wie folgt:

[Flyryr =y Fly - 1550 (5.14)

Diese Transformation ist spezieller als efhguivalenztransformation.



5.2. Koordinaten und Matrizen Version 20. Januar 2011 95

Definition 5.17 Zwei Matrizen AB € K™ " heisseriahnlich [ similar] zueinander wenn es
eine invertierbare Matrix R= K™" gibt mit A= PBPL.

Wie Aquivalenz ist auchhnlichkeit von Matrizen eind\quivalenzrelation auk™". Al-
lerdings ist es beAhnlichkeit wesentlich schwieriger einen méglichst eictisterAqui-
valenzklassenvertreter (also auch eine moglichst dif@xarstellung eines Endomorphis-
mus) zu finden.

Beispiel 5.3:  Wir setzen Beispiele 5.1 und 5.2 fort. Die Darstellung deftebng D € L(V,V)
mit V = Ralt] bezuglich der Standardbasig = (1,t,t,t3) ist in (5.10) gegeben. Fir die Basis
B=(1,1+t,1+t +1t2, 1+t +t2+13) gilt

11 11 1 -1 0 0
01 1 1 . 0 1 -1 0
000 1 o 0 0 1

Also ist die Darstellung vo beziiglich# die Matrix

[Dlz,2 = l],%([Dlo 1]/ 5
1 -1 0 0 010 0 1 -1 0 o\*

_ 0 1 -1 0 0 0 2 O 0 1 -1 0
- 0 0 1 -1 0O 0 O 3 0 0 1 -1
0 0 0 1 0O 0 0O O 0 0 0 1

o1 -1 -1

oo 2

- 0 0 0 3

0 0 0 0

Eine Probe:

0 -1
23 -1 0 -1 -1
p=1+t+t?2+t3 = o l(p) = 0 = [Dlpz®, (p) = 3
1 0

und damit

®5(Dlzs®(p) =—1—(1+t)+3(1+t+t?) =1+24 + 3t = .
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Kapitel 6
Determinanten

Determinanten von Matrizen und linearen Abbildungen $pieln der historischen Ent-

wicklung der linearen Algebra eine wichtige Rolle. Vor dart&icklung der modernen

an Matrizen orientierten Darstellung im 20. Jahrhundetrdgn Aussagen und Beweise
vorzugsweise in der Sprache von Determinanten ausgedidekte ist dies zum Gluck

ander$® Determinanten tragen aber weiterhin zum theoretischest®ednis bei, insbe-

sondere im nachsten Kapitel beim Nachweis der ExistenZBigenwerten.

6.1 Definition

Wir erinnern daran, das$, die Menge aller Permutationen véf, 2, ..., n}, also die Men-
ge aller bijektiven Abbildungen

o:{1,2,....n} —»{1,2,...,n}.

bezeichnet. Im folgenden wird das Vorzeichen einer Pertioitaine wichtige Rolle spie-
len.

Definition 6.1 Seic € S, mitn> 2.

(i) EinPaar(i,j) e Nx Nmit1<i < j < n heisstrehlstand(auch:Inversion) vono
wenna(i) > o(j).

(i) Seik die Anzahl aller Fehlande vono. Dann heisssgn(o) := (—1) das\Vorzei-
chen[sign] vona.

Furn= 1 gibt es nur eine Permutation, namliche S;, deren Vorzeichen als 1 definiert
wird. Auch furn > 1 hatid € S, keine Fehlstande und es giggn(id) = 1.

Beispiel 6.1: Die Permutation
o 1 2 3 4
“\1 4 2 3

hat die Fehlstande, 3), (2,4); also giltsgn(o) = (-1)? = 1. ¢

20wer sich einmal die Mithe macht und eine frilhe Arbeit dezdiren Algebra aus dem Géttinger Digitalisie-
rungszentrumkitp://gdz.sub.uni-goettingen.de ) herunterladt und durchliest, wird tiefe Dankbar-
keit fur die modernere Darstellung empfinden.

97
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Definition 6.2 Sei R kommutativer Ring mit Eins. Dieterminante] determinarit einer
Matrix A € R™ " ist

det(A) := ésgn(a) ﬁaiya(i). (6.1)

Zunachst (6.1) noch einmal in Worten: Fir eine feste Pé&atian o wird in deri-ten Zeile
vonAgenau ein Eintrag entsprechend dem Wert der Permutatioarétellel ausgewahilt.
Das Produkt den ausgewahlten Eintrage wird mit dem Vorzeichen der Peatran ver-
sehen und letztendlich werden diese Produkte fir allelictten Permutationea zusam-
menaddiert. Man beachte, dass es insgesarRermutationen gibt; die Berechnung der
Determinante wird also sehr schnell uniiberschaubarumngréssere extrem aufwandig.
Wir werden in Abschnitt 6.4.1 eine Moglichkeit zur Berecimg kennenlernen, die wesent-
lich weniger aufwandig ist.

Bemerkung 6.3 Die Determinante ist ein Beispidlif eine Funktion, die linear in jedem
Eintrag von A is£! Eine solche Funktion nennt manultilinear. Ein weiteres (nicht ganz
so wichtiges) Beispielif eine multilineare Funktion auf r n-Matrizen ist diePermanen-

ter n
perm(A) 1= Zﬂ i o(i)-
o€ iIJ o0

Diese Definition unterscheidet sich scheinbar nur unwdisbnton Determinanten. Um-
so erstaunlicher ist es, dass dg Permanenten keinen effizienten Algorithmus gibt; die
Berechnung ist im allgemeinen NP-hart biglich n22

Determinanten spezieller Matrizen.

1 x 1-Matrizen. FUr eine X1-Matrix A= (a31) gilt per Definition: detA) = a1.

2 x 2-Matrizen. Furn= 2 gibt es zwei Permutationen

12 12
o1 = < 1 2 ) = sgn(o1) =1, o1 = < 5 1 ) = sgn(02) = —1.
Also gilt fur die Determinante einer:2 2-Matrix:

ain aiz
det = aj1dp2 — Agoan].
g1 ap2

3 x 3-Matrizen. Furn= 3 gibt es sechs Permutationen:

1 2 3 1 2 3

0= 3 ) 02 =
3

04 = 1

wWR R
N NN
NP W
PN RPN
W wN W

mit sgn(01) = sgn(02) =sgn(o3) = 1 undsgn(0s) = sgn(0s) =sgn(ode) = —1. Also
gilt fur die Determinante einer 8 3-Matrix:

2!l inearitat ist hier im Sinne von Funktionen gemeint unchhien Sinne von Abbildungen!

22F{)r Matrizen mit nichtnegativen Eintragen gibt es zuresideinigermassen effiziente approximative Al-
gorithmen; siehe [M. Jerrum, A. Sinclair und E. Vigoda. A yamial-time approximation algorithm for the
permanent of a matrix with nonnegative entries. J. ACM 5D@ONr. 4, 671-697].
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a1 a2 a3
del(A) =det| apy; axy; a3
az1 az2 ass

= a11822833 + a12823831 + &13821832

—ay13ap2a31 — A11a23a32 — 412821933

Diese sogenannteegel von Sarruslasst sich leichter mit dem folgenden Schema

merken:
F = =
ai; A2 13 a1 A2
* *
gyl dpp a3z dpy Az
* *

az1 a4z az3 a3 a3

Diagonalmatrizen. Bei einer Diagonalmatrio = diag (d11,d22, . ..,dnn) gibt s nur eine
Permutatioro fur die keine der Faktorety (102 5(2) - - tn,o(n) ZWingend Null ist,
namlicho = id. Also gilt

det(diag (dj_l, doo, ... ,dnn)) =dy1do2- - - dnn.
Permutationsmatrizen. Betrachterr € S, mit der dazugehorigen Permutationsmatrix

m(1)
PTl' - .

€y

Dannist jeder Summand in (6.1) far# T Null. Also gilt

det(Py) = sgn(m) rlw = sgn(m). (6.2)
e

Matrizen mit Nullzeile. Hat die MatrixA € R™" eine Nullzeile so ist in jedem Summan-
den von (6.1) mindestens ein Faktor Null und somit folg{dit= 0.

Um wichtige Eigenschaften von Determinanten nachweisdimnen, benotigen wir kom-
paktere Charakterisierungen des Vorzeichens.

Lemma 6.4 Seio € S,. Dann gilt
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BEWEIS. Firn=1 gilt die Formel trivialerweise. Sei nun> 1. Dann gilt die Beziehung

lo()—a@l= [ (-0 (6.3)

1<i<)<n 1<i<]<n

Streng formal sieht man dies wie folgt ein:

Mot -l ] tet-at)( i (o)~ o))

= o()<a(i) o(j)<ofi)
. -)( (7-9) =[G~
( rHi‘)D_r*(D 0’1(f.):.57’1(7) II:Jl
i<j <]

Hierbei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass furggdei entwedew (i) < o=1(J)

odero~1(]) < o~1(i) gelten muss. Der entscheidende Punkt beim Nachweis vo)ig6.3

dass sich die Faktoren auf der linken Seite beim Vertausetienund j nicht andern.
Bezeichnet nuk die Anzahl der Fehlstande, so gilt

a(j)—a(i) k
————==(—1)"=sgn(o
et =a( =Y =@
und zusammen mit (6.3) folgt die Behauptung. [
Satz 6.5 Seienoy, 0, € ;. Dann giltsgn(oy 0 02) = sgn(01)sgn(02).

BEwEIS. Anwendung von Lemma 6.4 ergibt:

sgn(01007) =

_ ( |_I %Jal(”) Sgn(Uz) = sgn(O‘l)sgn(Ug).
1<i<)<n

Hierbei wurde im vorletzten Schritt eine Beziehung ausg¢andie sich analog wie 6.3

beweise lasst. [ ]
Verwendet man Satz 6.5 mit, = 0 undo, = oL fireino € S, so folgt

sgn(o 1) = sgn(0).

Satz 6.5 abstrakter ausgedriicign : S, — {+1,—1} ist Gruppenhomomorphismus zwi-
schen den Gruppg$,,o) und({+1,—1},-).
Wir erinnern an den Spezialfall der Transposition von zwententen:

T<1 i1 0 P41 - j=1 j j+1 - n

1 - i-1j i+1 -~ j—=1 i j+1 -- n>’ 1<i<j<n

(6.4)
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Man sieht leicht (durch Abzahlen), dassnsgesamt @j — i) — 1 Fehlstande hat, also gilt
sgn(T) = —1. Jede Permutation lasst sich einfach Schritt fur Sohrigine Verkettung von
Transpositionen zerlegen, z.B.:

s_(1234

3421
(123 4\ (1234

“\14 23 4 2 31

(1 234\ (1234) (1234
“\12 4 3 132 4 4 2 3 1)

Man sieht leicht, dass weder die Zerlegung an sich noch denege eindeutig sind. Wegen
Satz 6.5 gilt aber zumindest, dass sich eine Permutationmer entweder in eine gerade
Anzahl oder in eine ungerade Anzahl von Transpositionelegen lasst.

Korollar 6.6 Fur g € S, gilt sgn(o) = +1(sgn(o) = —1) genau dann wena sich in eine
gerade (ungerade) Anzahl von Transpositionen zerlegest .|

Aufgrund des Resultats von Korollar 6.6 nennt man eine P&xtiom o mit sgn(o) =1
geradeund ansonstenngerade

6.2 Eigenschaften

Lemma 6.7 Ist Ac R™" obere oder untere Dreiecksmatrix, so gilt
de(A) = a;1ag2...ann.

BEWEIS: Sei zunachsA untere Dreiecksmatrix. Wir bestimmen alle Permutatiooidiar
die das Produk[]{L; & ¢y nicht zwingend Null ist. Es muss(1) = 1 gelten, da in der
ersten Zeile voi\ nur das Diagonalelement verschieden von Null sein kannlogmauss
0(2) € {1,2} gelten, da aber bereits(1) = 1 gilt und o bijektiv ist, folgt 0(2) = 2. Diese
Argumentation fortgesetzt ergilot(3) = 3,...,0(n) = n. Also kann das Produkt nur fur
o = id verschieden von Null sein. Daraus folgt die Behauptung.

Fur eine obere Dreiecksmatrix geht man analog in umgeer&sihenfolge vor. ]

Lemma 6.8 Hat Ac R™", n> 2, zwei identische Zeilen, so gdetA) =

BEWEIS: SeiA zunachst beliebig und betrachite= PjA; in A sind also die Zeilenund j
von A vertauscht. Mit der in (6.4) definierten Transpositiokann man dies elementweise
schreiben alsj’ = a; j. Wir haben

n
defA) = Es‘sgn ﬂaa Es‘sgn rlaT
1
k::r(i) Sgn ak 1 = O'OT T[OT (k)
2, '_l ot "3 s

Saz6.5 Eslsgn _ —de(A).

Sind inA die Zeileni undj gleich, so giltA = A, also detA) = defA) = —def(A). Daraus
folgt detA) = 0. ]
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Der folgende Satz beschreibt die Wirkung der in Abschnitti@&nnengelernten Ele-
mentarmatrizen auf die Determinante einer Matrix.

Lemma 6.9 Sei Ac R™"und n> 2.
(i) detMij(A)A) =A -detA) =detMi(A))-detA) furA e R1<i<n;

(i) det(Gij(A)A) =detA) =detGjj(A))-detA) und
det(G]\ (A)A) = det(A) = det( G/ (1)) -det(A) furA e R1<i < j <n;

(i) detPjA) = —de(A) = det(R;) - defA) fur 1<i< j <n.

BEWEIS: Zu (i).

detMi(M)A) = 5 sgn(0) ( Aaop) [T ook
i G;ﬂ o(u)!;ll a(
n
=A sgn(0) [ 1&g = A - det(A).
Ué [0
DaMi(A) Diagonalmatrix ist, folgt déM;(A)) = A und damit die Beziehuny - detA) =

detM;i(1)) - detA).
Zu (ii).

RaY

det(Gij ()\ )A) = %Sgn(ﬂ) <(aJ,O—(J) +/\a1-,0-(i)) l!;l akjo-(k )
ge J

n
=Y sgn(0) [1aow +A Y sen(0) | & oe) [|A&ok
Gé kll a(k) Gé oml!;lj a(k)

=detA)+0.

Hierbei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass die 2a¢@itmme die Determinante der
Matrix A mit der j-ten Zeile durch dié-te Zeile ersetzt ist, also ist sie Determinante einer
Matrix mit zwei gleichen Zeilen und damit geméass Lemma 68|.NDa Gjj(A) untere
Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen ist, folgt(@gt(A)) = 1 und damit die
Beziehung d€iA) = det(G;j(A)) - det(A). FUrGE (A) erfolgt der Nachweis analog.

Zu (iii). Die erste Beziehung, d@?;A) = —detA) wird im Beweis von Lemma 6.8
gezeigt. Die zweite Beziehung folgt aus @&t) = sgn(1) = —1 mit der in (6.4) definierten
Transpositiort. [

Lemma 6.9 kompakt ausgedriickt: Die Determinante des Rte@iner Elementarma-
trix mit einer beliebigen Matrix entspricht dem Produkt @&terminanten der beiden Fak-
toren. Der folgende wichtige Satz zeigt, dass diese Eideisfiir das Produkt von belie-
bigen Matrizen gilt.

Satz 6.10Sei K Korper und AB € K™". Dann giltdet AB) = det(A) - de{B).

BEWEIS: Nach Satz 3.6 gibt es eine invertierbare Maix S, - - - S, mit Elementarma-
trizenS, ..., Sy, so das®\ = QAin Treppennormalformist. Da die Inverse einer Element-
armatrix wieder Elementarmatrix ist, folgt aus der wieadtdn Anwendung von Lem-
ma 6.9:

detA) = det(S;! - S *A) =detS;t) - det(S;t, - S, tA) 6.5
= . =de(S.}) - detS 1) detA) (6.5)
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sowie

detAB) = detS;}) - - det(S; ) defAB). (6.6)
Ist A nicht invertierbar, so enthaft und damit auciAB eine Nullzeile; also folgt déf) =
det/AB) = 0 und, mit (6.5)—(6.6), deAB) = 0= det(A) = det(A) -det(B). IstAinvertierbar,
so istA = (siehe Satz 3.6) und aus (6.5)—(6.6) folgt die Behauptung. [

Satz 6.10 gilt auch fir Matrizen Uber einen kommutativémgRnit Eins; der Beweis kann
dann aber nicht mit Hilfe der TNF durchgefuhrt werden.

Korollar 6.11 Sei Ac K™". Dann gelten:
(i) Aistgenau dann invertierbar werdetA) # O;
(i) det(A~1) =1/detA) fur A invertierbar;
(i) det(P~tAP) = det(A) fur jede invertierbare Matrix Rz K™".
Bewels: Teil (i) folgt aus dem Beweis von Satz 6.10, insbesonder®) (Geil (ii) folgt

aus der Aussage von Satz 6.10 mit Hef(l) = det(AA™1) = def(A) - det(A~1). Teil (iii)
kann man nun einfach nachrechnen:

det(P*AP) = det(P1) - det(A) - det(P) = 32%:3 det(A) = det(A).

Bemerkung 6.12 Man beachte, dass sich die Aussage von Korollar 6.11 (it@ichRinge
verallgemeinerndsst. Zum Beispiel gilt

A:(i i)ezm = deflA)=2#0,

aber A Bsst sich nicht ifZz2*2 invertieren!

Korollar 6.11 erlaubt es, einem Endomorphisrrusv — V auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraunv auf wohldefinierte Weise eine Determinante zuzuordnen.r-i
gendeine Basig’ vonV setzen wir

det(F) :=det([F]y »). (6.7)

Diese Definition ishichtvon der Wahl vor¥” abhangig. Se¥”’ eine weitere Basis, so folgt
aus (5.14) und Korollar 6.11 (iii),

det([F]«,//,«,//) = det(“]/y/’/y//) ~det([F]y/7fy/) ~det([l];/%,/,) = det([F]'y!'y).

Korollar 6.13 Seien A; € K™*M A, € KX Ay, € K2%M2, Dann gilt

A A
det( a2 ) — det(Aus) - detAgy).

Bewels: Ubung. n

Korollar 6.14 det(AT) = det(A).
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BeweEls: Die Aussage ist fur nicht invertierbare Matrizen trivialeise erfullt, siehe Ko-
rollar 6.11. Sei als@ invertierbar. Nach Satz 3.6 lasst si8hals Produkt von Elementar-
matrizen schreibertA=S; - - - Sy, Mit Satz 6.10 folgt

det(AT) =det(S},---S] ) = det(Sy) - - det(S])
=de(§,)---de(Sn) = det(S; - Sn) = det(A),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Aussage des LemmadidiiElementarmatrizen
erfullt ist. ]

Der Beweis von Korollar 6.14 setzt voraus, dass die EigtrfmgnA aus einem Korper
stammen. Das Resultat lasst sich aber ohne weiteres ari &mmmutativen Ring mit
Eins verallgemeinern; der Nachweis ist etwas technischdrhasiert auf der Definition
der Determinante.

Als unmittelbare Folgerung von Korollar 6.14 kombinierthémma 6.8 ergibt sich,
dass die Determinante einer Matrix mit zwei identischent8pammer Null ist.

6.3 Minoren und Laplace-Entwicklung

Fur eine MatrixA € K™" mit n > 2 nennt man die MatriA(k,¢) € R"™9*(-1) die durch
Streichen dek-ten Zeile undl-ten Spalte ausé hervorgehtMinor (umgangssprachlich:
Streichungsmatrix) von A. Ist zum Beispiel

16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12 |’
4 14 15 1

16 2 13
= 9 7 12 ].
4 14 1

Definition 6.15 Sei Ac K™" mit n > 2. Die Matrix adj(A) = B € K™" mit den Eintégen
bij := (—1)"Idet(A(j,i)), i,j=1,....n, (6.9)

heisstAdjunkte (auch:Adjungierte) [ adjoinf] von A.
Bemerkung: Die umgekehrte Reihenfolge von i und j im Mirtdea Schreibfehler.

A—

(6.8)

so haben wir den Minor

A(2,3) =

Die Vorfaktoren(—1)"*1 in (6.9) kann man in eine “Schachbrettmatrix” schreiben:

+ +

I+

+ +

Fur die MatrixAin (6.8) erhalt man (nach langerer Rechnung oder it M\B)

—136 —408 408 136

adj(A) = —408 —-1224 1224 408
! 408 1224 —-1224 —-408
136 408 —408 —-136



6.3. Minoren und Laplace-Entwicklung Version 20. Januar 2011 105

Interessanterweise gitlj(A) A= Aadj(A) = 0. Dies ist kein Zufall, wie der folgende zen-
trale Satz zeigt.

Satz 6.16 Sei R kommutativer Ring mit Eins undsAR™" mit n > 2. Dann gilt

adj(A) A = Aadj(A) = det(A) - I

BEWEIS: UnterteileA= (as,ap,...,a,) in die Spaltersy,...,a, € R™L Fir 1<i <n,
1< j<nunda € Rdefinieren wir die folgende Matrix

B(',J,a):(al aj*1|aa|aj+1 an)

Man sieht leicht, dass man dann Permutatiorrdrzw. u finden kann (die aus jeweils- 1
bzw. j — 1 Transpositionen bestehen), so dass

. a * i i
.= § pfj) ) detPr =1L detR) = (-1t
Nach Korollar 6.13 und Korollar 6.14 folgt also

det(B(i,j,a)) = adet(A(, j)) det(Pr) detP,) = a(—1)""1 det(A(, j)).

Nach diesen Vorbetrachtungen wenden wir uns dem Eirfirdg vonC = adj(A)A zu:

Cik = Z 1)1+ det(A(i, j)) ak = Zdet i,,aik)) (6.10)

Aufgrund der Linearitat der Determinante in den Matrixgigen folgt
cjk:det( a ... 3 | ay | aj+1 o an )

Fur j # k enthalt die Matrix auf der rechten Seite zwei identischal®p und damit ist
deren Determinante 0. Fijr= k ist die Matrix auf der rechten Seite geraélgalsocijj =
detA). Damit gilt adj(A) A = detA) - 1. Die BeziehungAadj(A) = det(A) - I, kann man
analog zeigen oder — einfacher — mit Transponieren:

Aadj(A) = (adj(A)TAT)T = (adj(AT)AT) " = (detAT)-1n)" = detA) - In,

wobei wir die aus Definition 6.15 leicht zu beweisende Tdtsausgenutzt haben, dass die
Transponierte der Adjungierten gerade die Adjungierteldansponierten ist. [
Ist de{A) im Ring Rinvertierbar, so folgt aus Satz 6.16 désvertierbar ist und

L= (detA) tadj(A). (6.11)

Korollar 6.17 Sei R kommutativer Ring mit Eins. Eine MatrixcAR™" ist genau dann
invertierbar, wenrdet(A) invertierbar ist.

Als weitere Folgerung von Satz 6.16 erhalten wir die sogetelnaplace-Entwicklung, mit
der sich die Berechnung der Determinante gut organisi¢isst,linsbesondere wenn eine
Zeile oder Spalte voA viele Nullen enthalten sollte.

Korollar 6.18 Sei R kommutativer Ring mit Eins unde&R™" mit n> 2. Dann gelten die
folgenden Beziehungen.
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(i) Laplace-Entwicklung nach der i-ten Zeilérfl <i <n:
n . .
detA) = 3 (—1)"ayj det(A(i, j)).
=1
(i) Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spaligeinl1 < j<n:

n

det(A) = _Z(—l)iﬂauj det(A(, j)).

BeEwels: Die beiden Entwicklungen folgen aus deften (bzw.j-ten) Diagonaleintrag
vonAadj(A) =detA) - 1, (bzw.adj(A) A= det(A) - I ). ]

Zum Abschluss dieser theoretischen Betrachtungen lernemaeh eine (praktisch
nutzlose) Formel zur Berechnung der Ldsung eines &S b kennen: Aus

x=A"o= (det(A)) "adj(A)b
folgt fur deni-ten Eintrag

_det( a ... a;,1|b|ai+1 an)
B detA) ’

Xi 1<i<n. (6.12)
Diese explizite Darstellungsformel nennt maramer’'sche Regel Die Beziehung (6.12)
folgt leicht aus der Argumentation im Beweis von Satz 6.i#he insbesondere (6.10).

6.4 Praktische Aspekte
6.4.1 Berechnung

Der MATLAB -Befehldet berechnet die Determinante einer Matix K™ mit Hilfe der
LR-Zerlegung
PA=LR,

wobeilL untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen Rimdbere Dreiecksmatrix
ist. Die PermutationsmatriR setzt sich aus den bei der Konstruktion der LR-Zerlegung
verwendeten Transpositionen zusammen (siehe Beweis 1a1338). Also gilt

del(A) = ir11r22~ <+ I'nn,

wobei das Vorzeicher- oder — gewahlt wird, je nachdem ob die Anzahl der Transpo-
sitionen gerade oder ungerade ist. Diese Vorgehensweigesentlich glinstiger als die
Determinante per Definition oder mit Hilfe von Laplace-Emungen auszurechnen.

6.4.2 Determinanten und Invertierbarkeit

Aufgrund von Korollar 6.11 ist man versucht zu glauben, dissAbsolutbetrag der De-
terminante Aufschluss dartiber gibt wie “gut” eine Matnixeértierbar ist, etwa nach dem
Prinzip: Je kleiner/grosser die Determinante im Betragta schlechter/besser ist eine Ma-
trix invertierbar. Vor der Vermutung eines solchen Zusamhaags ist ausdriicklich zu
warnen! Tatsachlich findet man in der Dokumentation des MB -Befehl'sdet :
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DET Determinant.
DET(X) is the determinant of the square matrix X.

Use COND instead of DET to test for matrix singularity.

(CONDsteht fur die Konditionszahl einer Matrix und wird in LirreaAlgebra 2 bzw. Numerische
Mathematik behandelt.)

Betrachte zum Beispiel die Matrik, = 1|,.. Diese ist offenbar sehr gut invertierbar,
T-1 = 2l,. Trotzdem wird die Determinante fiir groseesehr klein, z.B. défl100) =
2-100 8.10-3%, Betrachte als weiteres Beispiel die obere Dreiecksmatrix

1 -1 ... -1
W, = 1 . . e RN,
- 1
1

Trotz detW,) = 1 verhalt sich diese Matrix unter Invertierung alles aedss freundlich.
Der (1,n)-Eintrag vonW; * ist 2'2, also~ 3- 10?° fur n = 100. Verandert man die letzte
Zeile der MatrixW, leicht:

1 -1 ... -1
~ 1 . 1
Wh = y O=—o 7
ST 2n-1_1
a a 1

so istW, nicht invertierbar, obwohl z.B. fiin = 100 die Eintrage in der letzten Zeile von
W, nur um= 2-10~3%von den entsprechenden Eintragen Vgnabweichen!

6.4.3 Geometrische Interpretation

Zwischen Determinanten und Volumen (iRf, R3, R*, .. ) gibt es einen engen Zusam-
menhang. Allerdings erschliesst sich dieser mit den uns emdam zur Verfugung ste-
henden Mitteln nur recht mithsam . Zumindestivhgelingt dies noch relativ leicht. Sei

A= ( 2 g ) und betrachte das durch die Spalten Yoaufgespannte Parallelogramm:

Der Flacheninhalt des Parallelogramms (Produkt der &mgr Grundseite und der Hohe)

wird im folgenden mit o
a
wreal (o) (o)}
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bezeichnet. Im Spezialfali = g g ) liegt dieses Parallelogramm auf der Koordina-

tenachse und wir erhalten
el (5).(3)) - -

Nun lasst sich aber jeder Vektff) durch eine passende RotatiQr= (

det( ° 3)‘ — | detA)]. (6.13)

cosp sing
—sing coscp)

in die Koordinatenachse drehe@(%) = (g) Der Flacheninhalt des Parallelogramms
andert sich durch die Rotation nicht:

el (2). (3)} = avea (3).(5))

wobei (g) = Q(g). Zusammen mit (6.13) ergibt sich

area{ (7). ( 3)} — |detA)| = |detQA)| = |detQ)| |det(A)| = |detA)|,  (6.14)

wobei wir ausgenutzt haben, dass(@t= cog @+ sirf @ = 1.
Der Zusammenhang (6.14) lasst sich auf hohere Dimensioer@llgemeinern:

Sei Ac R%*9, Dann entsprichtdetA)| dem Volumen des durch die Spalten von A
aufgespannten Parallelepipeds.

Diese Tatsache wird klarer sobald wir die QR-Zerlegungrdifegrix kennengelernt haben.
Man kann (6.14) auch anderes intepretieren: Ein Quadrabeitenlange wird durch

(g) , (?) aufgespannt und hat Flacheninh@ltDie Transformation dieses Quadrats durch

die vonA = < a b

c d
gespannte Parallelogramm mit dem Flacheninjlig{A)|¢2. Der Betrag der Determinante,
|det(A)| beschreibt also wie sich der Flacheninhalt andert unm@m&formation mi. Dies
gilt filr beliebige Gebiet® c RY:

) beschriebene Abbildung ergibt gerade das dL(rggn), (fg) auf-

Q={Ax: xeQ} = \VolumenQ)=|detA)| x Volumer(Q).

Dies wird in der Analysis noch ausfihrlicher behandelt.
Das Vorzeichen von déd) gibt an, ob sich die Orientierung unter der Transformation
mit A &ndert. Dies wird in Abbildung 6.1 fur die folgenden beiddatrizen illustriert:

e () (VL) e

mit defA1) = 3/4 und defA,) = —9/8.
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Abbildung 6.1. ETH-Logo (schwarz), transformiert mit;A(blau) und A (rot) wie
in (6.15).
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Kapitel 7

Eigenwerte und
Eigenvektoren

Ein Eigenwert [eigenvalu¢ einer Matrix A € K™" (iber einem KorpeK ist ein Skalar
A € K, fur den es einen von Null verschiedenen SpaltenvektoK™ ! gibt, mit

AX=AX. (7.2)

Jeder Spaltenvektar# O der (7.1) erfullt wird als (ein zA gehorigerEigenvektor[eigen-
vectol] bezeichnet. Zwischen Eigenwerten und Determinanten litesiie fundamentaler
Zusammenhang, der sich aus Korollar 6.11 (i) ergibt:

Ax=AXx & (Al-Ax=0 < Al—Anichtinvertierbar < detAl —A)=0.

Eigenwerte sind also Nullstellen der Funktian— detAl — A). Bevor wir zu weiteren
Eigenschaften von Eigenwerten kommen, werden wir uns digsektion im folgenden
Abschnitt naher zuwenden.

7.1 Das charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt séR stets kommutativer Ring mit Eins. Wir erinnern daran, diss
den Ring der Polynome (mit Polynomaddition und -multiplia) in der Unbekannten
bezeichnet. Dann betrachten wir die Matrix

t—ann —a —an
—ay, t—a - :

: " . —an-1n
—an1 - —a@nn-1 t—ann

DaRJt] Ring ist, ist die Determinante vah— A auch wieder irR[t].

Definition 7.1 Dascharakteristische Polynoneiner Matrix Ac R™" ist

pa = dettl — A) € R[t].

111
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Furn=1 ist das charakteristische Polynom vAn= (a11) geradepa =t — ag;. Flr
n = 2 ist das charakteristische Polynom

ann a2 2
= det =1t — (aq1+ a2t + (ar1a22 — ag0821).
PA ( 1 oo ) (a11+a2)t + (a11802 — A12821)
Fur allgemeines gibt es keine einfachen Formeln fir die Koeffizienten desrakteristi-
schen Polynoms. Zumindest lasst sich tUiber die ersterbeidd den letzten Koeffizienten
eine einfache Aussage treffen.

Lemma 7.2 Sei Ac R™". Dann gilt: Das charakteristische Polynom pat Grad n und
ist von der Form
pa = ao+ agt+ -4 an_qt" ",
mit
On-1= —(a11+ag2+ -+ +am), ao = (—1)"det(A).

aj:{ 1 furi=]j,

BEWEIS: Bezeichne

0 sonst
dasKronecker-Symbol. Dann gilt, per Definition der Determinante,

S

Pa= Zﬂsgn(a) (8.0t —ai.0())- (7.2)
Daraus folgt sofort
o = pa(0) = (-1)" %sgn(ﬂ) _|]aa,a<i> = (—1)"de(A).

Desweiteren konnen wir die Summe in (7.2) aufteilen:

n

Pa = _El(t —ai) + a; sgn(0) |ﬂl (ﬁ,a(nt - ai,a(i))7 (7.3)

| |
oAid

wobei der erste Summand die Form

n

rl(t —aj) =t"— (aj1+ - - - + ann)t" "1 4+ Polynom vom Grad héchstens- 2
=

hat. Der zweite Summand in (7.3) ist ein Polynom vom Gradhktansn — 2, da sich
hdchstens — 2 Diagonaleintrage vori — Aauswahlen lassen. Damit folgt die Behauptung.
]
Die Summe der Diagonaleintrage einer quadratischen Matwird Gibrigens alsSpur
[tracqg von A bezeichnet:

Spur(A) ‘=ag1+age+---+apnp.

Ein Polynom mit fihrendem Koeffizienten 1 wird at®nisches Polynonjmonic polyno-
mial] bezeichnet.

Das folgende Lemma beschreitet den umgedrehten Weg: zmjedsischen Polynom
lasst sich eine Matrix finden, so dass dieses Polynom dasldesistische Polynom der
Matrix ist.
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Lemma 7.3 Betrachte ein beliebiges monisches Polynosa @+ a1t + - - -+ op_1t" 1+
t" € R]t]. Dann ist p charakteristisches Polynom der Matrix

0 —0p
A 1
0 —ono
1 —ana

Die Matrix A heissBegleitmatrix[ companion matrikvon p.
Bewels: Ubung. [

Bemerkung 7.4 Fur n = 2, 3,4 existieren explizite @sungsformeln zur Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms. In der Praxis setzt man digsaihgsformelriiblicherweise
nur fur n= 2 ein, da die Auswertung der Formelinfn > 2 numerisch heikel ist. & n > 4
kann es nach Abel sowieso keine allgemeitgungsformel mehr geben. Tatklich wer-
den in derMATLAB -Funktionroots die Nullstellen eines Polynoms bestimmt, indem die
Eigenwerte der zu diesem Polynom gegen Begleitmatrix ausgerechnet werden. Davon
kann man sich mittels/pe roots leicht lberzeugen. Zur Berechnung der Eigenwerte
wird der sogenannte QR-Algorithmus eingesetzt, der nithRahmen dieser Vorlesung
behandelt werden kann.

In ein beliebiges Polynom = ag+ st + ast?+- -+ apty € R[t] kann man eine Matrix
M € R™" “einsetzen”:

p(M) = aglp+ 1M + aaM? + - + oM™,

Dabei sind die Potenzev! filr j = 1,2, ... so zu verstehen, das4 entsprechend oft mit
sich selbst multipliziert wird. Formal setzt mMf = I,

Satz 7.5 (Cayley-Hamilton) Sei Ac R™" mit charakteristischem PolynompDann gilt
pA(A) =0.

BeEwEIS: Um gleich ein mogliches Missverstandnis aus dem Weg ameh, zitieren wir
aus [Higham, N. Functions of matrices. SIAM, 2008] (S. [T)s incorrect to prove the
Cayley-Hamilton theorem byspA) = det{Ax | — A) = 0. Das Problem an dieser Argumen-
tation ist, dass die beiden Ausdriicke Uberhaupt nicharnmsenpassen: links steht eine
Matrix pa(A) € R™" aber rechts steht ein Skalar ge € R!

Firn= 1 ist der Satz aber offenbar richtig; sei ats&r 2. Um dem oben geschilderten
Problem aus dem Weg zu gehen, betrachten wir fir unser degegebened € R™" die
Menge

RIA]:= {p(A) : pe Rit]},

die also alle imMA ausgewerteten Polynome enthalt. Es ist leicht einzuselasaR[A] einen
kommutativen Ring mit Eins bildet. Wir definieren nun einetMaiber diesem Ring:

A—ayqly —agyln - —an1ln

—apln A—agply - —an2ln

o = e (RIA)™™.

—agnln —agnln -+ A—annln
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Nach Definition (6.1) der Determinante Uber den RRj4] folgt

n

det«/) = Z;‘Sgn(a) D(d,o—(i)A* ag(i),iln) = PaT(A) = Pa(A),

wobei die im letzten Schritt verwendete Identitat der elgristischen Polynome voh
undAT aus Korollar 6.14 folgt.
Aus der trivialen ldentitaf\g = ajje; + agiex + - - - + anien sieht man leicht

€
dx=0 mit x=[ :
€n
An dieser Stelle muss man vorsichtig sein, was eigentlidhati gemeint ist. Dabei wird

o/ € (R[A]))™" als n x n-Blockmatrix in R xr? reinterpretiert, undz'x wird als normale

Matrix-Vektor-Multiplikation in R verstanden. (Auch sollte man sehr vorsichtig sein und
nicht voreilig schlussfolgern, dass eine Matrix mit niciritlem Kern immer Determinante
0 hat. Dies ist in dieser Allgemeinheit nur bei Korperntigji) Wir wenden Satz 6.16 an:

det <) det(/)e;
: —adj() o = : = adj(«/) /x=0.
det <) det(.«”)en

In dieser Implikation wird das aus Satz 6.16 erhaltene umd/trizen UbeR[A] glltige
Resultat reinterpretiert als Resultat fur BlockmatrizeR"*™ . Die Beziehungdj(<) &/
bleibt bei dieser Reinterpretation erhalten; dies folgs &ekannten Eigenschaften der
Blockmatrix-Multiplikation. Mit der oben bewiesenen Behiing folgt dgter’) = 0, da je-
de Spalte dieser x n-Matrix Null ist. Daraus folgt die Behauptunga(A) = det( ') = 0.
]

1
0 2
(t—1)(t—2) und die Aussage von Satz 7.5 besagt

n=nnaa=(31)(33)-(39)

Fur die MatrixA = ( S g > gilt naturlich ebenfallpa(A) = 0, aber hier hatte es ei-

gentlich auch ein Polynorg von kleinerem Grad, namlich(t) =t — 2, getan. EinMi-
nimalpolynom von A ist ein Polynomq € R[t] vom kleinsten Grad mit der Eigenschaft
q(A) = 0.

Die folgende Resultate sind typische Anwendungen des SatweCayley-Hamilton.

Zum Beispiel ist fur die MatrixA = das charakteristische Polyngug(t) =

Korollar 7.6 Sei Ac R™",

(i) Jede Potenz'Amit ke N lasst sich als Linearkombination der Potenzeh A2, ..., A1
darstellen.

(ii) IstAinvertierbar, so#ésstsich Al als Linearkombination der PotenzeN A?, ... A" 1
darstellen.
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BEwEIS: Zu (i). Die Aussage ist offenbar fle=0,1,...,n— 1 erfullt. Der Fallk =n
folgt aus dem Satz von Cayley-Hamilton:

0=pa(A) =aol + @A+ an 1A+ A" = A= _qol — A —ap_ AL

Den Fallk > n beweist man analog per Induktion. Im Induktionsschritiwemndet man
0= Apa(A).

Zu (ii). WennA invertierbar ist, so ist der Koeffiziemiy = (—1)"detA) notwendiger-
weise invertierbar, siehe Korollar 6.17. Also folgt wie akaus 0= pa(A) die Beziehung

a an_ 1 a an_ 1
| = _2Ia.. . Hnlan-1 = An A(__1|..._”_1An*2__An*1)
Qo Qo Qo Qo Qo Qo
und damitistA~ = — 1| ... — Sl pn-2_ L an-l n
0 ao ao

7.2 Grundlegende Eigenschaften und Definitionen

In diesem und allen folgenden Abschnitten bezeiclihstets einen Korper. Istc K1
Eigenvektor zum Eigenwehi einer MatrixA, so ist auch jedes skalares Vielfaane £ 0
mit a € K Eigenvektor, da

Ax=Ax = A(ax)=A(ax).

Es macht also keinen Sinn valemEigenvektor zu einem Eigenwert zu sprechen; ein Ei-
genvektor ist hochstens bis auf ein skalares Vielfachedegitig bestimmt, und selbst dies
ist nicht immer der Fall. Zum Beispiel siralle SpaltenvektoreK"*! Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 der Einheitsmatrl. DieseUberlegungen motivieren die folgende Definition.

Definition 7.7 SeiA € K Eigenwert. Dann heisst
Eigy (A) = {x € K™ : Ax=Ax}
Eigenraum von A bémlichA.

Per Definition istEig), (A) \ {0} nicht leer; die Menge besteht aus allen Eigenvektoren zu
A. Esist leicht einzusehen, dasig), (A) ein Untervektorraum voK ™1 ist.

In allgemeinen Korpern kann man nicht ohne weiteres eemadass eine Matrix Ei-
genwerte hat. Selbst eine reelle Mattix R™" muss keine Eigenwerte haben.

Beispiel 7.1: Betrachte die Rotationsmatrix

A= ( cos  sing ) eR?2 @el0,2m).
—sing cosg

Die Anwendung vorA auf einen Spaltenvektor entspricht der Rotation dieses Vektors um den

Winkel ¢ im Uhrzeigersinn. Istp nicht O oderrt, so kannAxnicht in der vorx aufgespannten Gerade

span{x} liegen. Also ist geometrisch klar, daadir ¢ ¢ {0, 1} keine Eigenwerte haben kann. Dies

kann man sich auch leicht algebraisch klar machen. Das ktieaistische Polynom hat die Form

pa(t) = det(tl —A) =t2 —2cosgt + 1.

Ausser furg € {0, i} gilt |cosg| < 1 undpa hat zwei komplexe Nullstellen. Per Definition mussen
aber die Eigenwerte von reellen Matrizen reell sein.
Fasst man dagegeh als komplexe Matrix auf, so ha die beiden Eigenwerte cgstising.
¢

Beispiel 7.1 illustriert bereits, dass die Betrachtungemainiges angenehmer werden
kénnen, wenn man sich bei Eigenwerten/Eigenvektoren@ufitexe Matrizen beschrankt.
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Satz 7.8 (Fundamentalsatz der Algebra)Sei pe C[t] ein Polynom vom Grad & 1.
Dann hat p eine Nullstelle.

BEWEIS: Fur diese Aussage existieren verschiedene Beweise, diehentsprechende
Seite auf Wikipedia. Eine elementare und elegante VarideseBeweises von d’Alembert
findet sich in [M. Aigner, G. M. Ziegler: Das BUCH der Beweige.Auflage, Springer-
Verlag, 2009]. ]

Fur eine MatrixA € C™" hat das charakteristische Polyngx € C[t], dessen Null-
stellen ja gerade die Eigenwerte sind, Gnatllach Satz 7.8 haip eine NullstelleA; € C.
Mit Polynomdivision erhalten wir die Faktorisierung
Pa(t) = (t—A1)pa(t),
wobei p; € C|t] vom Gradn—1 ist. Firn=1 ist py = 1. Furn > 1 hatp; nach Satz
Satz 7.8 eine Nullstell@, € C und wir erhalten die Faktorisierung
Pa(t) = (t—A1)(t — A2) p2(t),
wobei p; € C[t] vom Gradn — 2 ist. Wiederholt man diese Vorgehensweise insgesamt
Mal, so ergibt sich ein€erlegungvon pa in Linearfaktoren :
Pa(t) = (t=A1)(t—A2)...(t—An). (7.4)

Also hatA insgesamh EigenwerteAs, ..., Ay, wobei in dieser Liste Werte mehrfach auf-

treten durfen.
Eine direkte Konsequenz aus (7.4) ist das folgende Resdi#tasich gut eignet um eine
Probe der berechneten Eigenwerte durchzufuhren.

Lemma 7.9 Seien\y,..., A, € C die Eigenwerte von & C™". Dann gelten
def(A) = A1Az--- An, Spur(A) = A1+ Az + -+ An.

Bewels: Ubung. [
Die oben beschriebene Abspaltung der zu einer Nullstebh@®ganden Linearfaktoren
lasst sich per Polynomdivision in jedem Korper durchréirh

Definition 7.10 Sei pe K[t] mit Nullstelle € K. Hat p eine Faktorisierung () = (t —
to)7q(t) mit n € N, wobei ¢ keine Nullstelle von g K|t] ist, so heisst Vielfachheit von

to.
Man kann sich leicht Uberzeugen, dass die Vielfachielier Nullstellety die Beziehungen

p(to) =0, P'(to) =0, ... P V(tg) =0, pM(to) #0,

erfullt.

Definition 7.11 SeiA € K Eigenwert von Ac K™,

1. Die Vielfachheit vom als Nullstelle des charakteristischen Polynoms vpird
algebraische Vielfachheif algebraic multiplicity von A genannt. Wir schreibgn
algy (A).

2. Die Dimension des zA gelbrigen Eigenraums wirdjeometrische Vielfachhejt
[geometric multiplicity vonA genannt. Wir schreibegeo, (A) = dimEig, (A).
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Beispiel 7.2:  Seien

210 210 2 00
A= 0 2 1 |eR®>® B=| 0 2 0 |eR®>® Cc=( 0 2 0 |eRrR>S
0 0 2 0 0 2 0 0 2

Dann gilt

7.2.1 Ahnlichkeit und Endomorphismen
Zu einander ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigetaver

Satz 7.12 Sei Ac K™ yund B= P~1AP mit einer invertierbaren Matrix B K™". Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die charakteristischen Polynomepind s sind identisch.

(i) Ein Spaltenvektor x K™ ist Eigenvektor von A genau dann, wenn'R Eigenvek-
tor von B ist.

Bewels: (i) folgt aus bekannten Eigenschaften der Determinante:
pe(t) = dettl — B) = dettl — P'AP) = det(P*(tl — A)P) = deftl — A) = pa(t).
(i) FUr einen Eigenvektox gilt
Ax=Ax < PflA&[ix =APx & BPx=AP i
=

]
Wir betrachten nun einen EndomorphisnkusV — V mit einem beliebigen (endlich-
oder unendlichdimensionalen) Vektorraihiiber einen KorpeK. Dann istA € K Eigen-
wert vonF, wenn es einen von Null verschiedenen VektarV gibt mit

F(v)=Av.

Wie gehabt, wirdv als Eigenvektor bezeichnet urtdg, (F) = {veV : F(v) = Av} als
Eigenraum. Fur endlichdimensionale Vektorraume lassgmdie Eigenwerte und Eigen-
vektoren leicht aus einer Matrixdarstellung iergewinnen.

Satz 7.13Sei Fe L(V,V), wobeiV ein endlichdimensionaler Vektorraiber K ist. Sei8
eine Basis von V mit zugétigem Koordinatensystem. Ist A € K Eigenwert von F mit
Eigenvektor \e V, so istA Eigenwert vorF]z 4 mit Eigenvektomél(v). Ist umgekehrt
A € K Eigenwert von[F]z » mit Eigenvektor x K"™1 so istA Eigenwert von F mit
EigenvektoP z(x).

BeweEls: Die Aussage ergibt sich mit:= @;}(v) aus derAquivalenzen
F(v)=Av
54 (F o q)g) (X) =A CD_gg(X)
& (CD;Xlo Fo®y)(x) =Ax
< [F]_@“@x = AX
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Beispiel 7.3:  SeiV =Ra[t] undD € L(V,V) mit D(p) = p’ fir alle p € V. Aus Beispiel 5.2 ist
bereits die Matrixdarstellung vdd beziiglich der Monombasi® = {1,t,t2,t3} bekannt:
0 0 0

[Dlz,.2 =

o
[Nl ]

2
0
0

o
o wo

Diese Matrix hat nur den Eigenwert 0 mit Eigenvekkoer (1,0,0,0)T und geometrischer Vielfach-
heit 1. Gemass Satz 7.13 Hatalso nur den Eigenwert O und jeder Eigenvektor ist eine voh Nu
verschiedene Konstante. ¢

Im Rickblick passen Satz 7.12 und Satz 7.13 sehr gut zusanib@eSatz 7.13 keine
Forderungen an die Basis stellt, durfen sich die Eigereneet einem Basiswechsel nicht
andern. Satz 7.12 bestatigt diese Aussage, da ein Bagiseldoei Endomorphismen eine
Ahnlichkeitstransformation der Darstellungsmatrix naith zieht.

Eigenwerte von Endomorphismen in unendlichdimensiongkktorraumen werden
in der Funktionalanalysis, insbesondere in der Spek#atib, im Detail behandelt. Ein
(a)typisches Beispiel ist die Ableiturg € L(V,V) mit D(f) = f’ auf dem Vektorraum
V =C%(0,1) der unendlich oft differenzierbaren reellwertigen Fuokén auf dem Inter-
vall (0,1). Fur diese isfedesA € R Eigenwert mit Eigenvektogt:

D(e) = A&,

Nach diesem kurzen Ausflug in die Welt der Endomorphismemerewir uns im fol-
genden nur noch Eigenwerten und -vektoren von Matrizen witdrwas uns nach Satz 7.13
zumindest im endlichdimensionalen Fall gestattet sei.

7.3 Diagonalisierbarkeit

Wie bereits am Ende von Kapitel 5 angesprochen, ist es imlaielyzur Aquivalenz
bei Ahnlichkeit wesentlich schwieriger, eine gegebene MaaiX eine moglichst einfa-
che Form zu bringen. Die Hoffnung ig®, *AP auf Diagonalgestalt oder zumindest auf
Dreiecksgestalt bringen zu kdnnen. Dann lassen sich dierigierte einfach ablesen.

Lemma 7.14 Sei Ac K™" obere oder untere Dreiecksmatrix. Dann sind die Eigenwerte
von A gerade die Diagonaleirdge a1,a22,. .. ,ann.

BEwEIs: Folgt direkt aus Lemma 6.7:

pa(t) =deftl —A) = (t —a11)(t —ag2) -+ (t — ann).

]
Es ist aber selbst fur Matrizen tb&rnicht immer moglich, Diagonalgestalt zu errei-
chen. Sei zum Beispiel
01 P11 P12
A= P= 7.5
(0 0>’ (le P22 (7:5)

mit P invertierbar. Angenommen es gabe eine Diagonalmarix diag (di1,d22) mit
P~1AP = D, dann mussl;; = dy, = 0 gelten, daD die gleichen Eigenwerte wié hat.
Dies filhrt zum WidersprucA = PDP~1 = 0.
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Wir werden uns im folgenden eine einfache Charakterisigifiin die Diagonalisier-
barkeit von Matrizen Uber einen Korplr erarbeiten. Die Konstruktion beruht auf dem
folgenden Resultat.

Lemma 7.15 Angenommen A K™" habe n linear unabiingige Eigenvektorenx .., xp €
K"™1 zu den Eigenwertedy, ..., A, € K. Dann gilt

PIAP=A:=diag (A1,A2,...,An), MitP= (X1, %o,..., %)

BEWEIS: Es gilt A = Ax; furi =1,...,n. Diese Beziehungen kdnnen nebeneinander
geschrieben werden:

A(X1,%2, ..., Xn) = (X1,X2, - .., Xn)diag (A1, A2,...,An),

also AP = PA. Da P € K™" linear unabhangige Spalten hat, Btnvertierbar und die
Behauptung folgt. [

Das Problem mit der Matri& in Beispiel (7.5) ist, dass der Eigenwert 0 geometrische
Vielfachheit 1 hat, man hat also nur einen anstatt von — wieeimma 7.15 gefordert —
zwei linear unabhangigen Eigenvektoren zur Verflgunigsivare nicht passiert, hatte
zwei verschiedene Eigenwerte gehabt!

Lemma 7.16 Seien x,...,xn € K™ Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
wertenAy, ..., An € K von Ae K™, Dann sind x, ..., Xn linear unablangig.

BeEwels: Der Beweis erfolgt per Induktion Glben. Fir m = 1 folgt das Resultat aus
X1 # 0. Sei nunm > 2 und die Behauptung fim— 1 erfillt. Wir betrachten eine Linear-
kombination

O0=ai1X1+ -+ Om-1Xm-1+ Om¥m, Q1,...,0m € K. (7.6)

Anwendung vorA auf beide Seiten ergibt
0=mAX + -+ 0m-1A%n-1 + AQmA¥m = A1A1X1 + - - - + Om-1Am-1Xm—1 + OmAmXm.
Addiert man das-Ap-fache von (7.6), so ergibt sich
0=0a1(A1—Am)X1+ -+ Am-1(Am-1 — Am)Xm-—1.

Nach Induktionsannahme sing . .., xn_1 linear unabhangig und damit igt(Aj — Am) =0
furi=1,...,m— 1. Da per Voraussetzunyg # An, folgt

ap=---=0amp_1=0.

Einsetzen in (7.6) und Ausnutzen viq # 0 ergibtay, = 0. ]
Kombination von Lemma 7.15 und Lemma 7.16 ergibt:

Korollar 7.17 Eine Matrix Ac K™" mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten ist dia-
gonalisierbar.

Da ein Polynom nicht mehr afsNullstellen (inklusive Vielfachheiten) hat, gibt es nunda

n paarweise verschiedene Eigenwerte welg (A) = 1 fur jeden Eigenwert gilt. Diese
Bedingung ist fir Matrizen Ubet zwar hinreichend aber zum Gliick nicht notwendig. Ein
Uberzeugendes Gegenbeispiel ist die Einheitsmigtrdie offenbar diagonalisierbar ist (da
bereits in Diagonalgestalt), abergleiche Eigenwerte besitzt! Um ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium zu finden, benotigen wir zunédas folgende Hilfsresultat.
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Lemma 7.18 SeiA € K Eigenwert von Ac K™". Dann giltgeo, (A) < alg, (A).

BEWEIS: Seim= geo, (A) undys,...,ym € K™ eine Basis fillEig, (A); insbesondere
gilt A(y1,...,¥m) = (Y1,...,Ym)diag (A,...,A). Nach dem Basiserganzungssatz konnen
wir Vektorenym, 1, ..., ¥y finden, so das¥ = (yl, . ,yn) invertierbar ist. Wir erhalten

_ Alm A1z
AY_Y( 0 Ap )

Aus Satz 7.12 folgt détl — A) = (t — A)Mdef(tl — Ayy), also istalg) (A) > m. ]

Satz 7.19 Sei Ac K™". Dann sind die folgenden Aussagiuivalent.
(i) Aist diagonalisierbar.

(i) Das charakteristische Polynom aplasst sich in Linearfaktoren zerlegen und
alg, (A) = geo, (A) fur jeden Eigenwerd von A.

(i) K™ = Eig),(A) @ --- & Eigy, (A) fur die paarweise verschiedenen Eigenwerte
A1,...,Ac VOn A.

BEwEIS: (i) = (ii). SeiP invertierbare Matrix so das® *AP = D Diagonalmatrix. Es
ist leicht einzusehen, dass die Aussage von (iipfirfullt ist. Damit gilt die Aussage auch
fur A, dapa = pp nach Satz 7.12, sowigeo, (A) = geo, (D) ausEig, (A) = P- Eig, (D)
folgt.

(i) = (iii). Wir erinnern zunachst an den Begriff der direktem8ue aus Abschnitt 4.3,
insbesondere in Definition 4.34. Set#e:= Eig, (A)+ -+ Eig), (A). Nach Lemma 7.16
folgt, dass dies eine direkte Summe Wt= Eig), (A) @ --- @ Eig,, (A). Damit folgt

k k
dimW = deo,\i (A) = Ztalg,\i (A)=n,
i= =
wobei im letzten Schritt die Zerlegung des charakteribgscPolynoms in Linearfaktoren
ausgenutzt wurde. AW c K™ folgt nun gemass Lemma 4.20 die Beziehivig- K"*1,
(iii) = (i). Istx,..., X r; Mitrj = geo, (A) Basis vorEig) (A), so ist gemass Satz 4.35

%: (Xll;---7xl,r17 X217---7X2,r27 ey Xk17"'7xl,rk)

Basis vonK™. Da Z nur aus Eigenvektoren besteht, folgt (i) direkt aus Lemni%.7.
]

Korollar 7.20 Sei F e L(V,V) mit einem endlichdimensionalen Vektorraumiter K.
Dann sind die folgenden Aussagéquivalent.

(i) Es gibt eine BasigZ, so dasdF|z # Diagonalmatrix ist.

(i) V= lE:ig,\l(F)@ --- @ Eigy, (F) fur die paarweise verschiedenen Eigenwadte . ., A
von F.

Diagonalisierbarkeit von Matrizen ist ein machtiges Wenkg, das wir noch oft gebrau-
chen werden. Als erste Anwendung eine Charakterisierungggmmutierenden Matrizen,
die eindriicklich belegt, dass Kommutativitat eher eieehheit und keinesfalls die Regel
ist.
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Lemma 7.21 Seien AB € K™" diagonalisierbar. Dann gilt AB= BA genau dann, wenn
A und B simultan diagonalisierbar sind, d.h., es gibt eineeitierbare Matrix S, so dass
S 1ASundS!BS Diagonalmatrizen sind.

BEWEIS. SeienS AS= Ax undS 1BS= Ag Diagonalmatrizen. Damit folgt
AB=SAxS 1SAgS ! = SAMES T = SAAAS = ARS IS T =BA,

da Diagonalmatrizen immer kommutieren.
Nehmen wir nun fir die umgedrehte Richtung die BeziehiBg= BA an. Wir diago-
nalisierenA, so dass

Allnl
§1AS— N
Aklnk

wobeiAy, ..., Ak die paarweise verschiedenen Eigenwerte A@ind. AusAB = BA folgt
dannAB = BA mit B=S-*BS Partitionieren wilB = (Bjj)¥;_, mit Bjj € K"*", so erhal-
ten wir

A1Bi1 - A1Bik ABir - ABuk

ABia - AkBuk ABi - AkBuk

Also folgt Bjj = O flri # j und damit isB Blockdiagonalmatrix. Die Diagonalblécke dia-
gonalisieren wir auch noch‘{lBiiS =N furi=1,... k. Dann werdem undB simultan
durch die Matrix

S

S:=S§
S

diagonalisiert. [
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7.4 Lineare Rekursionen und Matrixpotenzen

Legt mansy = 1000 Franken an und betragt der jahrlich ausgeschiztiese2%, so wachst
der angelegte Geldbetrag nach 1 Jahrsauf 1000+ 0.02 x 1000= 1.02 x 1000 Franken,
nach 2 Jahren ag$ = 1.02x s; = 1.022 x 1000 Franken, usw. Nadéhlahren haben wir also
s« = (1.02)k x 1000 Franken. Diese Formel ist eine explizite Losung dexdien Rekursion
Skr1 = 1.02 x 5 mit dem Startwersy = 1000.

Eine weitere lineare Rekursion haben wir bereits in AbgtHnb.2 (Matrix-Vektor
Multiplikation) kennengelernt:

fo=1, fi=1, fky2 = fier +fk, k>0, (7.7)

welche die Fibonacci-Folge generiert. Auch hier ware emseghenswert, eine explizite
Formel fur fy angeben zu kdnnen. Dazu ist es bei linearen Rekursiongritti, diese
in Matrix-Vektor-Form zu bringen. Dies haben wir bereits {7.7) gesehen und die Idee
lasst sich leicht verallgemeinern. Wir betrachten eihgemheineineare Rekursion n-ter
Ordnung:

fien = On-1fpn1+ -+ anfeer + aofe (7.8)

mit Koeffizientenag, a1, ..., an_1 € K fir einen KérpelK. Um (7.8) “starten” zu kdnnen,
braucht es nochnfangswerte (auch: Startwerte)

foiSoGK, f1:Srl€K, cee fao1=S-1 € K. (7.9)
Definiert man nun den Vektor
fi
fk+l
Uy ‘= . )
fk+n—l

so sieht man leicht, dass (7.8)—(7.9) aquivalent zu derte8ys
0 1 S
- . St
Ukp1 = ' ' Ug, Up = : : (7.10)
Qp -+ Qn—2 0On-1 Sh-1

sind. Abgesehen vom Vorzeichen der Koeffizienten, entspdie Systemmatrix in (7.10)
gerade der Transponierten der in Lemma 7.3 betrachteteleiBegtrix! Das folgende
Lemma gibt noch weitere, zur Behandlung von (7.10) nittgiEigenschaften an.

Lemma 7.22 Sei Ac K™" eine Matrix wie in (7.10) mit Koeffizientem, a1,...,0n_1 €
K. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) A hat das charakteristische Polynom g t" — an_1t"1 — .. — ast — ap.

(ii) Ist A € K Eigenwert von A, so ist x (1,A,A2, ...,A”*l)T ein dazugedbriger Ei-
genvektor.

(iii) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es n paarweiseschiedene Eigenwerte
hat.
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Bewels: (i) folgt sofort aus Lemma 7.3.

Zu (ii).
0 1 1 A 1
- - . A . .
0o 1 S An-1 M an2
0o -+ Op-2 Op1 An-1 A" —pa(A) An-1

Zu (iii). Die eine Richtungn paarweise verschiedene Eigenwerte> A diagonali-
sierbar, ist klar. Fur die andere Richtung nehmen wir apsAaliagonalisierbar sei. Man
sieht leicht, dass die letzten— 1 Spalten voril — A immer linear unabhangig sind. Also
gilt geo, (A) = dimKern(Al —A) = 1 und nach Satz 7.19 folglg, (A) = geo, (A) = 1.
Also sind die Eigenwerte voA paarweise verschieden. [

Im Resultat von Lemma 7.22 treffen wir eine Bekannte wiedé&mnA wie in (7.10)

paarweise verschiedene Eigenwekie..., A, € K hat, so kdnnen wir die dazugehorigen
Eigenvektorenin eine Matrix

11 1
M Ao o An
P=] . : : (7.11)
Af*l )\Q.*l A

schreiben. Da die Eigenvektoren vArinear unabhangig sind, ist diese Matrix invertier-
bar?3 Dies wurde bereits (mit anderen Mitteln) in Aufgabe 2 voni&&0 fur die Transpo-
nierte vonP gezeigt.

Wir wollen nun (7.10) betrachten ohne eine spezielle FormMigrix anzunehmen.

Definition 7.23 Ein lineares homogenes System von Rekursior{@ach: Differenzen-
gleichungen) hat die Form

Ukt 1 = Al, Up =S, (7.12)
mit Ac K™,y € K™, und Anfangswertens K™%,

Fur eine diagonalisierbare Matrix ist es nun einfach, eine explizite Formel fur die
durch (7.12) definierten VektoreR = Aks anzugeben. Sei dazu

A=PAP L,
mit A = diag(A4, ..., An) und der invertierbaren MatriR = (x; --- X,). Dann haben wir
A= (PAP7Y)(PAP7Y)... (PAP™1) = PAYP L,
Setzen wirc := P~1up, so lasst sich die Losung von (7.12) also wie folgt scherib

/\1( C1
Uc=PA*c= (%1 - Xn) D =t e, (7.13)
AKX Cn

23es jst auch gerade die Transformationsmatrix,Alagonalisiert.
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Es lohnt sich, diese Gleichung etwas naher zu betrachterachst ist der Koordinaten-
vektor des Startvektors in der Basis der in den SpaltenRsenthaltenen Eigenvektoren.
Sollte der Anfangsvektor gerade ein Eigenvelosein, so erhalt man die “reine” Losung
/\J!‘xj. Gemass (7.13) istk eine Linearkombination von solchen reinen Losungen. Edbt
einen Eigenwert, der betragsmassig grosser als alleramdggenwerte ist, so kann man
sich leicht vorstellen, dass fur groskelie zugehorige reine Losung schnell dominieren
wird.

Beispiel 7.4:  Wir betrachten das zu der Fibonnacci-Folge (7.7) geh@iggem

01 1
Uk1 = Ak, A—(1 1), UO—(]_)A

Die Eigenwerte vom ergeben sich aus

1++/5 1-+5

O=detAl —A)=A2-A—-1 = A= 5 ho=

und die Eigenvektormatrix nach (7.11),

1 1 1 1 172\2) 1 ( M )
P= = Cc= Up = = — .
(/\1 A2> 0 Al—)\z( A—1 NA

Also erhalten wir mit (7.13) die Beziehung

Mo 1 A2 k(l)
— L) _ A2,
uk \@1(7‘1) VB 2\ A

Betrachten wir nur die erste Komponente, so ergibt sichdatilich
k+1 k+1
szi(Ak+lfAk+l):i 1+\/§ . :I.*\/B )
\/5 1 2 \/5 2 2
¢

Wir betrachten nun das asymptotische Verhalten der Lésufigy grossé naher. Die-
ses wird wesentlich vom betragsgrossten Eigenwert ajgran

Definition 7.24 Der Spektralradius| spectral raditisp(A) einer Matrix Ac C™" ist de-
finiert als
p(A) :=max{|A|: A € Cist ein Eigenwert von A

SeiA nun diagonalisierbar und die Eigenweltge. .. , A, so sortiert, dass
P(A) =[A1] = = |[Am| > [Ampa| = -+ > [An]. (7.14)

Dann folgt aus (7.13):

uc = p(A) Clwler"'ﬁLCmWXerCmﬂwxmﬂﬁL~~~+Cnmxn

(7.15)
Dabei haben die Eintrage in den ersteisummanden innerhalb der Klammer konstanten
Betrag und die Eintrage in den letzter- m Summanden konvergieren gegen OKitp co.
Also wird die Konvergenz vomy von p(A) bestimmt.

Lemma 7.25 Sei A diagonalisierbar. Dann konvergiert diésung y von (7.12) iir jeden
Startvektor g genau dann geged, wennp(A) < 1.
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Abbildung 7.1. Links: Maus in einem System va@hKafigen. Rechts:Entwicklung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Maus.

Die Aussage des Lemmas ist auch fur nichtdiagonalisiefdatrizen gultig; um dies nach-
zuweisen fehlen uns aber noch die nétigen Hilfsmittel. ki p(A) > 1 ist wegen (7.15)
klar, dass fur die meisten Anfangsvektorgn(bei denen nicht geradg =--- =cyn =0
gilt) die Eintrage voruy divergieren werden. Fur den Grenzfgl,A) = 1, kann unter ge-
wissen Voraussetzungen weiterhin Konvergenz vorliegdhinGbesondere

1=Ay=-=An (7.16)

in (7.14), so folgt aus (7.15),

Uk =5 Usp = C1X1 + - - -+ CrXim, (7.17)

zumindest fur diagonalisierbafe Diese Aussage bleibt fir nichtdiagonalisierbare Matri-
zenA glltig, aber nur unter der zusatzlichen VorraussetziggA) = geoq (A). Ist diese
Voraussetzung nicht erfullt, so wingk im allgemeinen nicht beschrankt bleiben. Einfach-

stes Beispiel ist
(11 k_ (1 Kk
A_<Ol) - A_<01).

7.4.1 Positive Matrizen

In vielen Anwendungen sind die Eintrage von Matrizen raall nichtnegativ. Dies ist ins-
besondere der Fall, wenn die Eintragieergangswahrscheinlichkeiten darstellen. Ein nicht
ernst gemeintes Beispiel wird in Abbildung 7.1 links datgls Zum Zeitpunkk = 0 be-
findet sich eine Maus in Kafig |. Enthalt der Vekigr € R*** die Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten der Maus in den einzelnen Kafigen, so gilt alse: (1, 0,0, O)T. Zum Zeitpunkt
k=1 werden alle rot dargestellten Turen geoffnet und die $tannt wahllos (also jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 13) in einen der anderen Kafige. Sobald sich die Maus in einem
anderen Kafig befindet, werden die Turen geschlossen wyitl es= (0, 1/3, 1/3, 1/3)T.
Dieses Prozedure wird wiederholt und nach den Rechenré@ebedingte Wahrschein-
lichkeiten, giltu, = Au = £ (4, 1, 3, 1) mit

0 1/2 1/3 1/2
1/3 0 13 0
1/3 1/2 0 12
/3 0 13 0

A= (7.18)
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Im allgemeinen gilty, = Au._; = Aup. Die Entwicklung der Eintrage vamy in Abhangig-
keit vonk wird in Abbildung 7.1 rechts dargestellt. Wie unschwer zkeanen ist, kon-
vergieren die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten kit . Dies ist kein Zufall, die Eigen-
werte vonA sind namlich 1-2/3,—1/3,0 und damit konvergien, gemass (7.17) gegen
einen Eigenvektou,, zum Eigenwert 1. Die Wahl des Vektang wird eindeutig durch die
zusatzlichen Bedingungen, dass die Eintrage nichtiegiad und ihre Summe 1 ergibt:
o = 5(3,2,3,2)".

Wir werden im folgenden sehen, dass die beobachteten Eigefien der MatrixA
in (7.18) sich verallgemeinern lassen. Dabei wollen wir mmsachst auf den (einfacheren)
Fall einer Matrix mit reellen positiven Eintragen besatkén. Eine solche Matriknennen
wir positiv und schreibei > 0. Fur zweim x n-MatrizenB,C schreiben wiB > C wenn
B—C > 0 gilt.

Satz 7.26 (Perron) Sei Ae C™" positiv. Dann gelten die folgenden Aussagénden
Spektralradius = p(A).

(i) r>0;
(i) rist Eigenwertvon A,
(i) rist der einzige Eigenwert von A mit Betrag r;
(iv) rist einfacher Eigenwert von A, dass heisig, (A) = 1;

(v) es gibt einen zu r gétigen Eigenvektor x mit reellen, positiven Eégen;

=

(vi) A hat, abgesehen von positiven Vielfachen von x, kegiesgn Eigenvektoren mi
reellen, nichtnegativen Eirdigen.

BEWEIS: Zu (i). Beweis per Widerspruch: Sei= 0. Dann hatA nur Eigenwerte 0, das
charakteristische Polynom ist alpg = t". Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gif =
0; dies steht aber im Widerspruch dazu, d&spositiv ist.

Im folgenden kénnen wir 0.B.d.A.= 1 annehmen, indem wik einfach durc%A
ersetzen.

Zu (ii) und (v). Da der Spektralradius= 1 ist, gibt es einen Eigenwel € C mit
|A| =1 und zugehdrigem Eigenvekipe C™". Im folgenden bezeichngg| fir C e C™"
die Matrix mit den Eintragett|C|)ij := |cij|. Aus der Dreiecksungleichung fur komplexe
Zahlen folgt:

VI =AYl = [Ayl < |A[-y] = Aly]. (7.19)
Die Aussagen von (ii) und (v) folgen (mit= |y|) wenn wir Gleichheit zeigen kdnnen. Mit
z:= Aly| undb := z— |y folgt aus (7.19), dasls nichtnegative Eintrage hat. Nehmen wir
an, dass mindestens ein Eintrag worerschieden von Null, also positiv ist. Dann folgt
Ab > 0. Da auchz = Aly| > 0, gibt ese > 0 mit Ab > ez Einsetzen vorb = z— |y| und

Umstellen ergibt

. 1
Bz>z mit B:=—A
l1+¢

Also gilt Bz> zfiir allek. Wegernp(B) = p(A)/(14€) =1/(1+¢) < 1und Lemma 7.2%
gilt aberB* — 0. Dies ist ein Widerspruch, also gilt Gleichheit in (7.19).

24Der Nachweis der Giiltigkeit von Lemma 7.25 fiir nichtdiaglisierbare Matrizen steht noch aus. Im Mo-
ment soll dies einfach mal geglaubt werden.
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Fur (iii) bleibt zu zeigen, dass fur einen Eigenweruf dem Spektralradius tatsachlich
A =1 und nicht nufA | = 1 gilt. Wir haben

n n
> auyj\ =lvil= lajyjl- (7.20)
=1 =1

Die linke Seite folgt aus der Beziehuy = Ay und die rechte Seite aus der gerade be-
wiesenen Beziehung| = Aly|. Man sieht leicht ein, dass (7.20) nur gelten kann, wenn alle
Summanden das gleiche Vorzeichen haben. Es gibt also eildornyy = (1, py,...,pn)"

mit p > 0 undy = y1 p. Aus Ax = Axfolgt fir diesen Vektor

Ap=Ap=|Ap=Ap|=p = A=1

Zu (iv). Dap(AT) = p(A) = 1 gibt esw € R™* mit w > 0 undA™w = w. Wir skalieren
w, so dassv"x = 1 fiir den oben konstruierten Eigenvekior 0 von A. Wir wahlen nun
eine MatrixX;, € R™ ("1 deren Spalten eine Basis véiern(w") bilden. Daw™x # 0 ist
x & Kern(wh). Also ist die MatrixP = (x,X, ) invertierbar und die Inverse hat die Form

_ w' L 1) ;
p1= ( wr > fur einW, € R™ ("1 mitW'x = 0. Also gilt

P-1Ap_ wrAx  wWAX, _ wix  w'x, (1 0
WTAX  WIAX, WTx WJAX, 0 WIAX, )

Unter derAnnahmalg; (A) > 1 hatW[AX, einen Eigenwert 1 mit zugehorigem Eigenvek-
tor y». Damit hatA den vorx linear unabhangigen EigenvektoeP~1 ( )712 ) . Wahle nun

i, so dassi % 0. Dannisty = x— %f( nicht Null (dax, X linear unabhangig) und Eigenvektor
zum Eigenwert 1. Vom Beweis zu (ii) wissen wir, dass damitgytein Eigenvektor ist;
es gilt alsgy| = Aly| > 0. Dies ist aber ein Widerspruch, da diee Komponente vog per
Konstruktion 0 ist. Damit folghlg, (A) = 1.

Zu (vi). Wie im Beweis von (iv) sei > 0 so dassv'A=w undw'x = 1. IstX> 0
Eigenvektor vonA zu einem Eigenwerd, dann folgt ausAX = AX die Beziehungh =
AWK =wlAX = w"% = 1. Nach (iv) ist abegeo; (A) = alg;(A) = 1; K muss also positives
Vielfaches vork sein. ]

Korollar 7.27 Sei Ac C™" positiv und spaltenstochastisch, dass heiggt, a;; = 1 fur
j=1,...,n. Dannistp(A) = 1 Eigenwert mit positivem Eigenvektor x usid; (A) = 1.

BEWEIS: Sobaldp(A) = 1 gezeigt ist, folgt die Aussage aus Satz 7.26 ADa = e fir
e=(1,...,1)7, hatAT (und damit auct®) den Eigenwert 1. Sei nuh € C ein beliebiger
Eigenwert vonAT mit Eigenvektory. Seij so dasy; # 0. Dann folgt aus der Dreiecksun-
gleichung fir diej-te Zeile der Beziehungy = Ay, dass

iia*'iyi‘ < iiaij il < lyjl

und somitA| < 1. Also istp(A) = 1. ]

In praktischen Anwendungen haben Matrizen oft sehr vielkelirage und es ist da-
her fast nie realistisch zu verlangen, dass alle Eintrégéip sind; so z.B. bei der “Maus™-
Matrix in (7.18). Fir einenichtnegative Matrix, bei der alle Eintrage reell und nichtne-
gativ sind, gehen die meisten der in Satz 7.26 aufgefilitigenschaften verloren, wenn

Allyil =
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man nicht weitere Forderungen an die Matrix stellt. Zum Bieishat die Matrix

2 1 2
2 1 3 (7.21)
00 3

A—

die Eigenwerte O und 3, mitigg(A) = 2 undgeos(A) = 1. Jeder Eigenvektor zu 3 hat die
Formx = (a, a, 0)T; es gibt insbesondere keinen positiven Eigenvektor. Dasigere an
dieser Matrix ist, dass sie in oberer Blockdreiecksform

( A1 A ) 7 Agp € CM Agy € O,

0 Ax
ist. Hat eine MatrixA diese Form oder gibt es eine Permutationsmarso das$'AP
diese Form hat, dann heigstreduzibel. Ansonsten heissk irreduzibel > Der Satz von
Perron-Frobenius sagt aus, dass fir eine irreduzibldnmagative MatrixA der Spektral-
radiusr = p(A) ein einfacher Eigenwert ist und dass es einen zugehdorigsitiyen Ei-
genvektor gibt. Eine wichtige Eigenschaft von Satz 7.2@lxr immer noch nicht erfullt,
namlich dass der einzige Eigenwert mit Betrgg(A) ist. Z.B. ist
0 01
2 00
0 40

A—

irreduzibel und hat die Eigenwerte = 2, A, = —1++/3i, A3 = —1— /3, mit [A1]=|A2| =
|As| = 2. Eine solche Situation kann ausgeschlossen werden indenzusatzlich fordert,
dassA primitiv ist, dass heisst, es gibt eikes N mit AK > 0.

Bemerkung 7.28 In der urspiinglichen Idee von Google PageRank werden Seitedljeth
bewertet umséfter sich ein zudlliger Surfer im Mittel auf diesen aufhalterivde. Sei A
eine Link-Matrix wie in (1.4). Startet ein Alliger Surfer von Seitd, dann stehen die
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten nach einem Klick in dektdf ATe;, nach zwei Klicks in
(AT)Zel, nach drei Klicks in(AT)Sel, usw. Damit der PageRank Sinn macht, sollten die-
se Aufenthaltswahrscheinlichkeiten gegen einen positfestor x konvergieren. Die&dst
sich garantieren wenn Aprimitiv ist. Das ist aber unrealistisch; insbesonderésste man
fur Irreduzibilitat fordern, dass es im Internet keine Sackgassen gibt. &r itrbeit The
Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engafdugen S. Brin und L. Page
einen einfachen Ausweg vor: Diexm-Matrix AT wird durch

1
B=aA"+(1—a)ee'’, a=085 e=-—| :
+( ee’, , Wi : ,

ersetzt. Die Matrix B ist auf jeden Fall positiv. Man kanng#a Trick so interpretieren, dass
der zuéllige Surfer mit Wahrscheinlichkelts% nicht klickt, sondern irgendeine beliebige
Seite aus dem Internetfult.

25Eine Matrix A ist genau dann irreduzibel, wenn der dazugehbrige getiel@raph nur eine starke Zusam-
menhangskomponente hat.
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7.5 Differentialgleichungen und Matrixexponential

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Losung und Eiggreften von speziellen Dif-
ferentialgleichungen beschaftigen.

Definition 7.29 Ein lineares System von géWnlichen Differentialgleichungen[linea
system of ordinary differential equatidrisat die Form

u'(t) = Au(t) + b(t), (7.22)

mit einer Matrix Ac C"™" und einer Inhomogeriit b(t) € C™*. Verlangt man noch die

Anfangswertbedingung
u(to) = up (7.23)

zu einem Zeitpunkp tmit vorgegebenemgue C™?, so ist (7.22)—(7.23) einénfangs-
wertaufgabd initial value problenj.

In Definition 7.29 wird die Ableitung des Spaltenvektars) elementweise verstanden:

17}
Ut = (u®) wt) - ) ) =(wul wo b))
Man beachte, dass bei der Ableitung einer komplexwertigenkionu; : R — C Real-

und Imaginarteil einfach separat abgeleitet werden.
Beispiel 7.5:

7

Fir den rechts dargestellten Federschwinger mit massekeder bezeichrne
die vertikale Auslenkung der Masse relativ zur RuhelagenrDexfillt x(t) die
Differentialgleichung

X'(t) = —a?X(t), X(0)=xo, X(0)=vp, (7.24)

wobei xg die Anfangsauslenkung ung) die Anfangsgeschwindigkeit ist. Di
Konstantew > 0 ergibt sich mitw = /D/maus der Masss und der Federkon
stanterD. Fithrt man den Vektan(t) = (x(t), X (t))T ein, so lasst sich (7.24) a
System erster Ordnung schreiben:

W (t) = ( DO )u(t), u(0) =( " ) (7.25) .
¢

Das Vorgehen in Beispiel 7.5 lasst sich leicht verallgreein|st eine lineare gewdhn-
liche Differentialgleichung der Form

f () = on 1 FO V() + -+ arf'(t) + aof (1) +g(t) (7.26)
mit Anfangswerten
ft)=s0, f(to)=s1, ... f"V(to)=s1 (7.27)

gegeben, so lasst sich dies in ein System der Form (7.22hdtinfuhrung des Vektors
ut) = (F(t), '(t), ..., F (1)) € C™! umwandeln. Die Gleichungen (7.26)—(7.27)
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zusammen miti 1 (t) = u/(t) furi=1,...,n—1 ergeben

0 1 0 %
u(t) = wo+| | ue=| | @29
0o 1 0 :
Og -+ Op2 Op1 a(t) Sh-1

Die SystemmatriXA ist identisch mit der Systemmatrix in (7.10), von der wir dies in
Lemma 7.22 einige Eigenschaften kennengelernt haben.
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall (7.22) naher.

Satz 7.30 Seien die Eintige von Iit) € C"* stetig auf dem Intervalto, T] fur ein T > to.
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (7.22)—(7.23) liaegewhnlicher Differentialglei-
chungen eine eindeutigétung (t) auf dem Intervallt, T].

BEWEIS: Diese Aussage folgt aus dem wesentlich allgemeineren Sat2icard-Lindelof,
den Sie im Verlaufe des Studiums noch kennenlernen werden. [
Fur eine diagonalisierbare Matxlasst sich die Losung der homogenen Anfangswert-
aufgabe
u'(t) = Au(t), u(to) = o, (7.29)
leicht angeben. Sei dazu
PlAP=A=diagA1,....An), P=(X - X ).
Mit U(t) := P~tu(t) undup = P~1ug ist (7.29) aquivalent zu dem reduzierten System

0'(t) = AG(t), Gto) =t =: (1, ...,Cn) -
Dieses zerfallt aber in lineare gewdhnliche Differentialgleichungen
Gj(t) = A0 (t), Gj(to) =cj, ji=1,...,n

deren Losung durch;(t) = cje’it) gegeben ist. Also hat die Losung von (7.29) die
Form
Cle/\l(t*to)
u(t) = Pd(t) = P : = cy €M)y - g0y,
o etn(t—to)

Die Losung lasst sich damit als eine durch den Anfang®rdiestimmte Linearkombina-
tion von harmonischen Losungefi t~"0)x; schreiben.
Beispiel 7.6:  Fur den in Beispiel 7.5 betrachteten Federschwinger ratSgistemmatrixA =

( _2)2 (1) ) die folgenden Eigenwerte und Eigenvektoren:

A]_:iw, Xl:(ii))’ Angiw, X]_:(_:il-w).

Also hat die Losung von (7.25) die Form

u(t) :clei“"( ii) )+cze’"”‘( 410) )

Insbesondere gilt fur die erste Komponente (vertikalelénlsung der Feder)
X(t) = C1€® + cpe 1@ = (cy — ¢p)isin(wt) + (C1 + Cp) cos it ).

Durch Einsetzen sieht man leiatit+ ¢, = Xg sowiec; — ¢ = vp/(iw). Also istx(t) = Xpcog wt) +
Vo/w sin(wt) die Losung von (7.24). ¢
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7.5.1 Das Matrixexponential

Im Fall eines linearen homogenen Systems von Differensgeigingen besitzt die Losung
eine einfache Darstellung mittels Matrixpotenzen. Wir deer jetzt eine ahnliche Darstel-
lung fur Differentialgleichungen entwickeln.

Definition 7.31 Sei Ac C™". Dann ist dasExponential der MatrixA die Matrix

1, 1,53 1.4 © 1
eA_In+A+2A A A Zk_ (7.30)

Damit diese Definition Sinn macht, muss noch sichergestefden, dass die Reihe
in (7.30) tatsachlich konvergiert.

Lemma 7.32 Jeder Eintrag der in (7.30) definierten Matrixreihe konvergabsolut.

BEWEIS: Setzey := max; |a;| und selc ) der Eintrag(i, j) von AX. Dann g||t|c | <

n-1yX filr k> 1. Dies lasst sich leicht perlnduktlon zeigen.Im Induksschrlttverwendet
man

R EE HIIES LA e

Wenn alsaij den Eintrag(i, j) der in (7.30) formal definierten Matrixreihe féf bezeich-
net, so folgt

nk lyk 0

PR

Also konvergiertder Eintrag, j) absolut. (Bemerkung: Mit den im 2. Semester eingefiihr-
ten Matrixnormen lasst sich dieser Beweis kiirzer undagiegy formulieren.) ]
Das folgende Lemma sammelt verschiedene Eigenschaftdviatezexponentials.

y c 1l ®
|C|J|§1+I(Z1H|Cij <1

Lemma 7.33 Sei Ac C™".
(i) Ist A= diag (a11,...,ann), SO gilt & = diag (€?11,...,€#m);
(iiy €™ = (&) und éA") = (e?)",
(iii) Die Eintrage von ¥ sind nach t differenzierbar und es giie = AéA.
(iv) Gilt AB=BA fur eine Matrix Be C"™", so folgt é+8 = e\eB.
(v) é\istinvertierbar und es gil(eA)f =e A
(vi) €@ AP = P~1eAP fiir jede invertierbare Matrix Re C™M,
(vii) dete?) = e>Pur(A)

Bewels: (i) und (ii) folgen sofort aus der Definition des Matrixexgortials.
Zu (iii). Per Definition folgt

tkl

dt =5 <;k' ) = kml — ;k' AL _ AdA
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Zu (iv) und (v).Ahnlich wie in (iii) priift man mit Hilfe vonAB = BA leicht die Bezie-
hung & &A+B = AdA*B nach. Nun folgern wir mit der Produktregel, die auch fiir éihin-
gen von matrixwertigen Funktionen gilt:

0

= (eftAetA+B) _ ( 9 eftA) dATB | o tA ( 9 etA+B)

ot ot
— 7Ae7tAetA+B + eftAAéAJrB _ 7Ae7tAetA+B +Ae7tAetA+B _ O,

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dasside A kommutieren. Also gibt
es eine vort unabhangige Matri€ mit e"AeA+*B = C. Einsetzen vom = 0 ergibtC = €B.
Setzt mart = 1 undB = 0, so folgt aus—“e” = | die Aussage von (v). Die Aussage von
(iv) folgt wiederum aus = 1, aber jetzt mit allgemeinei:

ehefB=ef = AB= (e*A)*leB =el\eb.

(Bemerkung: SindA, B diagonalisierbar, so lasst sich (iv) wesentlich einfaahé Lem-
ma 7.21 schliessen.)
(vi) folgt per Definition aus der bereits bewiesenen Bezﬁej(@*lAP)k = P 1AkP,
(vii) ist Ubung. ]
Aus Lemma 7.33 (i) und (vi) ergibt sich fur diagonalisierbdlatrizen die folgende
Moglichkeit zur Berechnung:

A=Pdiag (A1,...,An)Pt = & =Pdiag (e,...,en)PL (7.31)

Es sollte an dieser Stelle aber darauf hingewiesen werdess, dieser Weg bei numeri-
schen Berechnungen (ausser fur symmetrische Matrizem)i@den wird, da er zu unnotig
ungenauen Ergebnissen filhren kann. DieTMaB -Funktionexpm berechnet das Matrix-
exponential mit dem sogenannten Scaling-und-Squarimgg#hmus kombiniert mit einer
rationalen Approximation.

Bemerkung 7.34 Ohne Kommutativét ist die Aussage von Lemma 7.33 ightrichtig.
Wahlt man zum Beispiel A ( 10 > B= < 01 ),so gilt

0 0 0 0
e 0 11 et e
eA:<0 1), eB:IJrBJr0=<0 1> = eAeB:<0 1>.
Mittels (7.31) erkilt man aber é+8 = ( %1 el; ! ) .

Korollar 7.35 Die Losung der homogenen Anfangswertaufgale e Au(t), u(te) = uo,
ist eindeutig und durch () = et~%)Au, gegeben.

BEwEIS. Mit Hilfe von Lemma 7.33 (jii) folgt

u'(t) = %e(t*t(’)Auo = Adt-00)Ayy = Au(t).
Ausserdem gilti(tg) = €®up = u. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 7.30. [

Um den allgemeinen Fall,
u'(t) = Au(t) +b(t), (7.32)

zu losen, verwenden wivariation der KonstantenVon Korollar 7.35 wissen wir, dass
sich jede Losung des homogenen Systeffts = Au(t) in der Formu(t) = €c mit einem
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konstanten Vektar € C™* schreiben lasst. Wir lassen jetzt diecianthaltenen Konstanten
zeitabhangig werden und setzay{t) = €c(t) in (7.32) ein:
AdAc(t) +€AC (1) = Aup(t) +b(t) = Cc(t) =e"b(t).
N——
=up(t)

Eine mogliche Stammfunktion vaer'Ab(t) ist
it it
c(t) = / eS(s)ds = up(t)= / et=9Ap(s) ds.
Jig Jio

Wie bei linearen Gleichungssytemen ergibt sich die Losomenge (7.32) aus der Summe
aller homogenen Losungen mit der partikularen Losugig

u(t) = un(t) +up(t) = hc+ te(t*SV*b(s) ds,
fo

wobeic € C™1 beliebig sein kann. Wahlt man= e~©Auq so ergibt sichu(ty) = Up; mit die-
ser Wahl [6su(t) also gerade die eingangs definierte Anfangswertaufga@)((7.27).



Kapitel 8
Die Jordan-Normalform

Satz 7.19 gab notwendige und hinreichende Bedingungatidilbiagonalisierbarkeit von
Matrizen unterAhnlichkeitstransformation an. Es bleibt noch die spanieefrage: Wie
weit kann eine Matrix reduziert werden wenn diese Bedingangicht erfillt sind? Die
Konstruktion wird ahnlich wie im Satz 7.19 auf einer Zerieg des Vektorraumi ™1

in Teilraume basieren. Allerdings liefern im allgemeirféall die Eigenraume nicht mehr
geniigend Informationen fur die Konstruktion einer seltiZerlegung. Sie werden durch
das Konzept der Hauptraume ersetzt.

—

Definition 8.1 SeiA € K Eigenwert einer Matrix A& K"™" mit algebraischer Vielfachhei
r = alg, (A). Dann heisst
Hauy (A) := Kern(Al — A

Hauptraum|[generalized eigenspdceon A zum EigenweR.

Wir werden im Folgenden eine invertierbare MafPpderen Spalten Basen von Hauptraum-
en bilden, in zwei Schritten so konstruieren, dBSSAP so einfach wie moglich wird.

1. In Abschnitt 8.1 werden wir zeigen, dd&s'AP mit irgendeineiWahl der Hauptraum-
basen bereits eine Blockdiagonalmatrix ist.

2. In Abschnitt 8.2 werden wir zeigen, dass eine sehr gekehiahl der Hauptraum-
basen besonders einfache Diagonalblocke in der Blockd&gatrix nach sich zieht.

8.1 Die Hauptraumzerlegung
Zunachst einige Vorbetrachtungen zu nilpotenten Matrize

Definition 8.2 Eine Matrix N R™" heisstnilpotentwenn es ein & N gibt mit Nd = 0.
Das kleinstridigliche d mit N' = 0 und N°~1 +£ 0 heisstNilpotenzindexvon N.

Der Prototyp einer nilpotenten Matrix ist eine Matrix derio

010 00 1 0 00
J0)=| 0 0 1 = J0=|000]|, BoO=(0o00
0 00 0 00 0 00
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Diese Matrix hat also Nilpotenzindex 3. Im allgemeinen HatMatrix

0 1

3n(0) = 0o . c R™N

den Nilpotenzindex.
Lemma 8.3 Sei Ac K™". Dann sind die folgenden Aussag&guivalent.
(i) Aist nilpotent.
(i) A hat nur den Eigenwer® mit algy(A) = n.
(i) pa=t".
(iv) A"=0.

BEwEIS: (i) = (ii). Da A nilpotent, gibt es einl € N mit A1 = 0. Wir wollen jetzt voraus-
setzen, dasi§ ein Unterkorper vor€ ist.2® Dann lasst siclpy in Linearfaktoren zerlegen:

pa=(t—A)(t—A2)--(t—An),  Az,...,AneC.

Ware ein); # 0, so gibt es einen Eigenvektor: C™! mit Ax= Ajx. Daraus ergibt sich
aber der Widerspruch-8 A9 = A9x # 0. Also folgtA; = --- = A = 0 und damit (ii).

(i) = (iii). Offensichtlich.

(iii) = (iv). Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt0 pa(A) = A".

(iv) = (i). Offensichtlich. ]
Der folgende Satz enthalt das wichtigste Resultat augnigsbschnitt.

Satz 8.4 Sei Ac K™ und zerfalle das charakteristische Polynomip Linearfaktoren:
pa= (tf/\l)rl(t7)\2)r2...(t7)\k)rk (8.1)

mit paarweise verschiedenen Eigenwerign .., Ax € K. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen fir die entsprechenden Hauptime Y= Hau,, (A):

(i) AV; C Vi unddimV;, =r; furi=1,... k;
(i) K™ =VieVo& - & W
(iii) Es gibt eine invertierbare Matrix B2 K™" mit

A1, —Ng
PlAP= (8.2)
Awlr, — Ng

mit nilpotenten Matrizen Ne Kfi<"i i=1,... k.

26Ansonsten muss man anstatt VBrden algebraischen Abschluss viérbetrachten, aber soweit wollen wir
uns nicht in die Algebra vorwagen.
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Fir den Beweis von Satz 8.4 betrachten wir zunachst nendisten Eigenweh € K
mit geometrischer Vielfachheib und die Potenzen der (singularen) Matrix

B:=Al-A
Die folgenden Inklusionen sind leicht einzusehen:

{0} C KemnB C KemB? C --- C KemB,

K™l 5 BildB O BildB?2 > --- > BildB, (8.3)

fur ein beliebiged € N. Die obere Kette kann nicht endlos mit echten Inklusionetyés
setzt werden; sei also
d= min{é : KernB' = Kern B”l}.

Dann gilt nicht nur firi = 1 sondern fiir jedeise N die Beziehung
KernBY = KernBY, (8.4)

da 0= BdHX: Bd+1(Bi71X) — Bd(Bile) — Bd+iflx R de_

Lemma 8.5 (Fitting) SeiBe K™"und d=min{¢: KernB’ = Kern B}, r = algy(B).
Dann gelten die folgenden Eigenschafténd = KernBY und W= Bild B%:

() BU CU, BW=W.
(i) K™ =U W mitdimU =r, dimwW =n-—r.

(iii) Es gibt eine invertierbare Matrix P mit

P lBP= ( I(\)I g ) ., Ni=0, BeKM*0"jnvertierbar

BEwEIS: Zu (i). Die Beziehund3U c U folgt direkt aus der Definition vob . Betrachte
nunBW = BBildBY = BildB%*1. Da

dimBildB%*! = n— dimKernB4*! = n— dimKern B = dimBild B

sowieBild B4*+1  Bild BY, folgt Bild B4** = Bild BY, alsoBW = W.

Zu (ii) und (iii). Seix € U NW. Dann istB = 0 sowiex = By fiir einy € K™, Also
gilt B2y = 0. Wegen (8.4) folgt daraus aber-0B% = x. Auf der anderen Seite gilt wegen
der Dimensionsformel fur Abbildungen die Beziehung tirt dimW = n. Kombiniert mit
UNW = {0} ergibt diesk™1 =U @W.

Setze num = dimU. Wahlt manP = (Ry,Ry) mit Ry € K™ undRy € K™ ("1, so dass
die Spalten vorR; eine Basis vofty und die Spalten voRy eine Basis voW bilden, so
folgt wegen (i) dass es Matrizéhe K™ undB e K("-1)x("=) gibt mit

BRy=RUN, BRv=RvB = BP:P('E)I g).

Aus BW = W folgt Rang(RyB) = Rang(Ry), also muss invertierbar sein. Ausserdem
folgt aus wiederholter Anwendung v@R; = RyN die Beziehund®3?R, = RyNY. Da aber
BYR, = 0 undRy vollen Spaltenrang hat, mus§' = 0 gelten. Dies kann aber nur sein,
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wenn aller"Eigenwerte vorN Null sind, sieche Lemma 8.3. Dinvertierbar ist und somit
keine weiteren Nulleigenwerte haben kann, gilt alsealg,B = alggN =T [

BEWEIS VON SATZ 8.4: Wir werden zunachst (iii) zusammen mit der zusatzlicheis-A
sage, dasg = dimV, gilt, zeigen. Der Beweis erfolgt per Induktion Udeder Anzahl der
paarweise verschiedenen Eigenwerte. e 1 ist nichts zu zeigen, da damp= n und
Vi = Kern(Aql — A)" = Kern Opy.n = K™ gilt. Wir kdnnen einfaclP = |, setzen.

Wir Uberpriifen nun die Aussage firr ein allgemeikes2 unter der Annahme, dass die

Aussage fuk — 1 erfillt ist. Gemass Lemma 8.5 gibt es eine invertieribdagix P € K"™<"
mit

_ _ Ng O Al—N; O
PrIAR = Al — P (Al — AP = Aql —( o B ) = ( ! 0 i )
wobeiA := A1l — BundN; € K% nilpotent mitr; = dimV4. Ausserdem gilt

pa = dettl — A) = det(tl — (Aal - No)) pa = (t - A)" g,

wobei wir ausgenutzt haben, dass jeder Nulleigenwert Nprmlurch A1l — N3 nach Ay
“verschoben” wird. Abgleich mit (8.1) ergibt

PR = (t—A0)2 .. (t— A

Also hatA nurk — 1 paarweise verschiedene Eigenwerte und wir erhalten ausdiekti-
onsvoraussetzung

p-1AP —
Aklrk - Nk

fur eine invertierbare Matrife, sowie

dimV; = dimKern(Ajl —A)" = dimKern(Ail —A)"i =r;.

Die Aussage von (iii) folgt nun fik indem man einfacP = P, Ig g setzt.

Die Aussagen von (i) und (ii) folgen nun direkt aus (iii). Winterteilen dazu die Trans-
formationsmatrixP = (Pl, .. .,P,) mit B € K™, Dann lasst sich (8.2) umschreiben in

AR =R(Ail —N)).
Daraus folgt einerseitdspan(R) C span(P) und andererseits
(Al —AR=PRN = (A-Al)R=RN" =0,
wobei wir Lemma 8.3 (iv) ausgenutzt haben. Also gilin(R) C Hau,, (A) = V. Verwen-
det man jetzt noch die oben gezeigte Tatsache\dimr;, so folgtspan(R) = V;. Also

bilden die Spalten voR, eine Basis voW;. Damit folgtk™ 1 =V, & - - - @V aus Satz 4.35,
da alle Spalten voR zusammen eine Basis vé'™! bilden. [
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8.2 Wahl der Hauptraumbasen

Durch eine geschickte Wahl der Basen \iuau, (A) gilt es nun, die Blockdy; in (8.2) so
einfach wie moglich zu gestalten. Im folgenden bezeichnet

A1
Im(A) = A e Kmm
L
A

einen sogenanntelordan-Block der Grossenzu A € K. Ausserdem schreiben wir
C

diag (C1,...,Ck) ==
Ck

fur quadratische Matrize@y, . . ., Cy.

Satz 8.6 SeiA € K Eigenwert von Ac K™ mit r = alg, (A). Dann gibt es eine Matrix
P € K™, so dasRang(P) =r und

AP=PJ](A), (8.5)
mit der kx k-Matrix
Ja(A) :=diag (Ja(A),...,d4(A), Jg-1(A),...,dg-1(A), ... ,h(A),..., du(A)) € K™,

sq Mal Sg—1 Mal s1 Mal

(8.6)
wobei d= min{¢: Kern(A—A1)! = Kern(A— A1)} und §,%,,...,5 € N.

BEwEIS. Durch Subtraktion voi P auf beiden Seiten von (8.5) kbnnen wir im Folgenden
0.B.d.A.A =0 annehmen. Mit); := KernA’ ergibt sich die folgende Kette von Untervek-
torraumen:

{O}:UoCulCUZC - CUg = Hauo(A),
wobei alle Inklusionen echt sind. Man kann sich das so vibestedass mit steigendem
Level ¢ immer mehr Informationen zU, hinzugefiigt werden. Wir werden jetzt Schritt

fur SchrittUy so zerlegen, dass die in jedem Level hinzugefugten Infdomen sichtbar
werden. Die folgenden beiden Eigenschaften werden dabh&iatsein:

e AU CUp  fare=1,....d.
Dies ist leicht zu sehen: Iste AUy, alsox = Ay mit A'y = 0, so folgtA’1x = A’y = 0.
e AusWnU, = {0} fur irgendein/ = 1,...,d und einen Unterraut/ von Uy, folgt
wnu; = {0}.
Dies folgt sofort aus der Tatsacble C U,.
Nach Satz 4.33 kdnnen wir nly_, zuUq erganzen, d.h., es gibt einen Untervektorraum
Wy C Ug mit
Ug =Ug_1 DWj. (8.7)

Im nachsten Schritt zerlegen Wiy ;. Dazu bemerken wir zunach®\y C AUy C AUqg_1
undAW; NUy_o = {0}. Also gibt es eine Zerlegung

Ug-1=Ug-2®Wy_1, AWy CWgy_1. (8.8)
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Kombiniert man (8.7) und (8.8), so erhalt man die Zerlegung
Ug =Ug_2 ©@Wg_1 DWy.
Wiederholtes Anwenden dieser Prozedur fuhrt schlusggnduf eine Zerlegung
Ug=Wi B dWy_1 B Wy, AN, CWg, £=2,....d,

mit Wy = U;. Wir werden vorWg beginnend spezielle Basen Vi so konstruieren, dass
die Beziehund\W, C W;,_1 “respektiert” wird. Dabei ist die folgende Eigenschaftsattei-
dend.

e Sindxy,...,Xm € W, linear unabhangig, so sind auly, . .., Axy, linear unabhangig.
Eigentlich folgt diese Tatsache sofort aus Lemma 5.4 (ie); Binfachheit halber
beweisen wir es aber noch einmal “zu Fuss”. @, ..., Axn)y = 0 mity € K™,
Also haben WirA§ = 0 mity = (xa,...,Xm)y € W,. Da abebV, NKern(A) =W, NU; =
{0} ausw,NU, = {0} folgt, mussy= O gelten.

Eine Basis votW,_; kann also konstruiert werden, indem man die Basiselememt&w
mit Amultipliziert und dann allenfalls noch weitere Elementengss dem Basiserganzungs-
satz hinzufugt. Es ergibt sich das folgende Schema:

NE) (@

l e Sj

(d) d) (d-1) (d-1)

AX A X X

L >é1 1 %1 (8.9)
Adflx(ld). Adflxgj’). Adfzx(ld*”. Adfzxggji U

Dabei ist die erste Zeile eine Basis Wi, die zweite Zeile eine Basis vily_1, usw., die
letzte Zeile ist eine Basis va; = U; = Kern(A). Man sortiert diese gesamte Basis von
Uq in eine MatrixP € K™, indem man durch dieses Schema von unten nach oben und von
links nach rechts geht. Also

P=( At At A O] )

und es ergibt sich

J(0) 0
Ap=(0 A Y A | )p< y )

[ ]
Beispiel 8.1:  Zur lllustration der Konstruktion im Beweis von Satz 8.6rbehten wir die Matrix

3 4 3
A=| -1 0 -1 | er®3,
1 2 3

Dann hatA das charakteristische Polyngoa = (t — 2)3. FurB=A—2l gilt nun

1 4 3 0o 2 2 0 00
B=| -1 -2 -1 |, B2=| 0 -2 -2 |, B = 0 0 0 |.
1 2 1 0o 2 2 0 0 0
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Insbesondere gilt difdernB = 1, dimKern B2 = 2, dimKern B3 = 3. Eine Basis fiiJy = Kern B? ist

durch die Vektoren
(1 00), (01 -1)7

gegeben. Um alsod, zuUz = R3*1 zu erganzerJ3 = U, &Ws, kann als Basis fiMs der Vektor
1 T
xP=(0 0 1)

gewahlt werden. Wir berechnen

2 3 0 1 -1 -3 0
p=| -2 -1 0 = P*1:Zl 2 2 0.
2 1 1 0 4 4

Die Probe ergibt tatsachlich

Also ist

8.3 Endlich:; Die Jordan-Normalform

Satz 8.7 Sei Ac K™ " und zerfalle das charakteristische Polynomip Linearfaktoren:
pa=(t— /\l)rl ('[ — /\z)rz e ('[ — /\k)rk

mit paarweise verschiedenen Eigenwerdgn .., A € K. Dann gibt es eine Matrix P so

dass
P~IAP = diag (Ja(A1),Ja(A2),- .., Ja(A)), (8.10)

wobei jeder DiagonalblockalAi) € K'*" sich aus Jordanltiicken zum Eigenwel; zu-
sammensetzt, siehe (8.6).

BEwEIs. Nach all den Vorbereitungen ist der Beweis ganz einfachjdtlen Eigenwert
A berechnet man gemass Satz 8.6 eine BasisnHau), (A), so das#\R = RJa(A;). Nach
Satz 8.4isP = (Py,...,R) € K™"invertierbar. [

Die Anzahl und Grosse der Jordanblocke zu einem Eigenweter Jordan-Normal-
form (8.10) sind eindeutig bestimmt. Der Beweis ist nichiwgierig, aber technisch und
soll hier nicht angegeben werden. Von der Jordan-Normalfiassen sich vielerlei be-
kannte und neue Zusammenhange einfach ablesen.

¢ Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwarist die Anzahl aller zh gehorigen
Jordan-Blocke.

e Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertsst die Summe der Grossen aller
zu A gehorigen Jordan-Blocke.

¢ Die geometrischen and algebraischen Vielfachheiten &genwertsA sind genau
dann identisch, wenn all zii gehdrigen Jordan-Blockex1-Matrizen sind?’

2Dies bestatigt eindrucksvoll die in Satz 7.19 angegebesuirigung zur Diagonalisierbarkeit einer Matrix.
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e Zwei MatrizenA und B sind genau dann ahnlich, wenn sowohl die Eigenwerte als
auch die Anzahl und Grossen der zu jedem Eigenwerten ggarbdordan-Blocke
tbereinstimmen.

e AundAT sind ahnlich. (Beweisbung.)

Korollar 8.8 SeiFeL(V,V) fur einen endlichdimensionalen Vektorrauniber K. Zeréllt
das charakteristische Polynong p= deft - id — F) in Linearfaktoren:

Pa=(t—A1)2(t—A2)2...(t—Ay)'*
mit paarweise verschiedenen Eigenwerden .., Ax € K, dann gibt es eine Basi® mit
[F]%% = diag (Jr (A1), I (A2),..., I (Ak)),
wobei jeder Diagonalblockgl Aj) € K" *"i sich aus Jordanliicken zum Eigenwe#; zu-

sammensetzt.

8.4 Weitere Folgerungen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass wir mit der Jotdarmalform Matrixpo-
tenzen und Matrixexponentiale gewissermassen vollggdim der Hand” haben und ihr
asymptotisches Verhalten vollstandig charakterisi&i@men.

8.4.1 Matrixpotenzen

Wir betrachten zunachst einen Jordan-Block:

A 0 1

In(A) = Al +3n(0) = . +

Zur Bestimmung dek-ten Potenzln(A )¢ werden wir die Kommutativitat der beiden Ma-
trizenA| undJm(0) ausnutzen, um den binomischen Lehrsatz anzuwenden.

Lemma 8.9 Sei(R,+,-) Ring und xy € R mit x- y =y-x. Dann gilt

(x+y)k=ii ('i‘)xiyki, k=12,...,

mit denBinomialkoeffizienten

m\ _ | s furm<n,
n/" 10, sonst,

furm,n e NU{0}.
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BEWwEIS: Der Fallk = 1 ist klar. Flrk > 2 verwenden wir Induktion; wir nehmen an die
Aussage sei fuk erfullt und tiberprifen den Fatl+ 1:

k . .
(x+y) = (x+y) (x+y) = (Z} (:‘) X'yk') (x+y),

=5 (et 3 (Gper
ST (HRES (SR

wobei wir im letzten Schritt die leicht zu beweisende Taea*,) + () = (“I*) ausge-

i i
nutzt haben. [ ]

Lemma angewandt auf den Ring dex n-Matrizen UbeK zeigt

In(A)K = (A1 +In(0)k = ii ('.‘)A k=1 Jm(0)! = rlnzj (k) A1 3n(0),

wobei wir ausgenutzt haben, dagg0)™ = 0 und(¥) = 0 firi > k. Mit Jm(0)' = ( 0 lm-i )
ergibt sich also

AC QAT QAN e (A
0 Ak (At :
InA)*=1| o 0 o (9ake : (8.11)
: . ) EAkfl
0 - 0 0 AK

Ist A€ K™" und die Voraussetzung von Satz 8.7 erfillt, dann folgt aersJdrdan-
Normalform
P~1AP = diag (Ja(A1),Ja(A2),- .., Ja(A)),

die Beziehung

A = Pdiag (Ja(A1)*,Ja(A2)¥,...,da(A)¥) P72,
wobei jedes]a(A;)¢ Potenzen von Jordanblocken zum Eigenwertnthalt. Wegen (8.11)
gilt: Jn(A)¥ 20 genau dann, wen| < 1, da in diesem FallA;|¥ fiir k — o schneller
gegen O strebt alé’f) wachst. IsfAi| = 1, dann konvergier\lm()\i)k nur wennAj = 1 und
m= 1, alsoJm(A;)* = 1 fur allek. Aus diesen Beobachtungen ergibt sich der folgende Satz.

Satz 8.10 Sei Ac C™,

(i) A= 0 genau dann, wenp(A) < 1.

(i) Fur p(A) =1 gilt A 2% A, fur eine Matrix A, € C™XN genau dann, wenn gilt: Ist
A Eigenwert von AmitA| =1, so istA =1 undgeo, (A) = alg, (A).

Analog bleiben die Eintrage voi genau dann beschrankt, wenn fiir jeden Eigenwert
von A entwedefA| < 1 oder|A| = 1 mit geo, (A) = alg, (A) gilt.
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8.4.2 Matrixexponential

Um fiir beliebige € R das Matrixexponentia” einer festen MatriA € C™" ausrechnen
zu kdnnen, bedienen wir uns der in Lemma 7.33 gezeigtemBamften. Da | undJm,(0)
kommutieren, gilt insbesondere fir einen Jordanblock:

etJm()\) — et()\I+Jm(O)) — et“emm(o)_

Da Jn(0) nilpotent ist, bricht fur den zweiten Faktor die Exponahigihe nach endlich
vielen Gliedern ab und wir erhalten

() | 1 t] (o>+ﬁ3 (0)2+-~~+£J om*
=Im m 2| m (m—l)' m .
Damit folgt
2 m-1
R L
0o & Let :
: o L
0 0 0 g

Insgesamt ergibt sich also fiir eine Matfe C™" mit Jordan-Normalform
P~1AP = diag (Ja(A1),da(A2), .-, Ja(AK)),

dass
& = Pdiag (¢*) ght2) - ) p-1

wobeijedeg’» (%) Matrixexponentiale von Jordanblécken zum Eigenveder Form (8.12)
enthalt.
Aus der Eulerschen Formel

e = gReMHtImA) _ Re) (cogt-Im(A)) +isin(t-Im(A))),

folgt: & "= 0 genau dann, werRe(A ) < 0. FiirRe(A) > 0 konvergiere”) nicht, es sei
dennA = 0.

Wegen (8.12) gilte () =5 0 genau dann, weriRe(A;) < 0, da in diesem Fa##Re)
fir t — o schneller gegen 0 strebt als jede Potenz Xpwachst. IstRe(A;) = 0, dann
konvergierg (%) nur wennA; = 0 undm = 1. Aus diesen Beobachtungen ergibt sich der
abschliessende Satz.

Satz 8.11 Sei Ae C™N,

0] A2 genau dann, wenRe(A) < O fir jeden Eigenwerh von A.

(i) ' A, fur eine Matrix A, € C™" genau dann, wenn entwedee(A) < 0 oder
A =0 mitgeo, (A) = alg, (A) fur jeden Eigenwerh von A gilt.

Analog bleiben die Eintrage vod” fir t — o« genau dann beschrankt, wenn fur jeden
EigenwertA von A entwedeRe(A) < 0 oderRe(A) = 0 mit geo, (A) = alg, (A) gilt.
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