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Résumé

We study, on average over f, zeros of the L-functions of primitive weight two forms
of level ¢ (fixed). We prove, on the one hand, density theorems for the zeros (similar
to the results of Bombieri, Jutila, Motohashi, Selberg in the case of characters), which
are applied in [KM1] to obtain a sharp unconditionnal estimate of the (analytic) rank
of the new part of Jy(q); and, on the other hand, non-vanishing theorems at the critical
point, showing that a positive proportion of L-functions are non zero there.
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Dans Darticle compagnon [KM1] nous étudions, par la méthode des formules explicites
de Mestre, le rang analytique de la partie nouvelle Jy(q)* de la jacobienne de la courbe
modulaire Xy(q). Pour s’affranchir de I’hypotheése de Riemann, suivant ’approche utilisée
par Perelli et Pomykala [P-P] pour les tordues quadratiques des courbes elliptiques, nous
sommes amenés a démontrer des théoremes de densité pour les zéros des fonctions L des
formes automorphes de poids 2 et de niveau gq.



De tels résultats ont été obtenus sous diverses formes pour les caracteres de Dirichlet.
Nous établissons ici trois résultats dont Defficacité varie suivant les circonstances. Deux
d’entre eux sont utilisés dans [KM1] mais tous pourront peut-étre trouver d’autres applica-
tions.

Rappelons nos notations. Pour toute famille de formes automorphes (f;); et tout com-

plexes (ay)s, nous noterons
h 1
2 2

f

(h pour “harmonique”.) Ici (f,f) est le produit scalaire de Petersson, normalisé de la
maniere suivante

(fog) = [ FE)gE)dady
To(q)\H

pour f € Sa2(q), g € Sa2(q) des formes paraboliques de poids 2.
Nous écrivons le développement de Fourier d’une forme parabolique sous la forme

Z )‘f 1/2 )

n>1

de sorte que la fonction L de f est

s) =Y Ap(n)n~*

n>1

et que sa droite critique est alors Re(s) = 1/2.
Pour toute forme f, nous notons N(f,a,T,T") le nombre de zéros 8 + iy de L(f) qui
vérifient

B>
T<~y<T
et N(f,a,T) = N(f,a, =T, T).
En premier lieu, nous prouvons l’analogue du théoréme 18 de Bombieri [Bo].

Théoreme 1.1 Il existe A > 0 et B > 0 tels que pour tout «, % <a<letT>1on ait

Z N(f,o,T) < TA (logq)
f€S82(q)t

d’autre part si q est premier on a

S N(fa,T) < TAg = (log )P+,
feS2(g)t

La deuxiéme inégalité resulte aussitot de la premiere grace a la minoration (f, f) > ¢/logq
valable pour ¢ premier [HL, GHL]. Dans le cas général, on a le corollaire suivant sans
poids 1/47(f, f) qui est plus faible dans I’exposant en ¢ mais qui est suffisant pour une des
applications de [KM1]:



Corollaire 1.1 Il existe A >0 et B > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout c, % <a<letT>1
on ait
S N(fie,T) < T4 dim J§ (q)g " (log q) %.
fesa(g)t

Au voisinage de 'abcisse de convergence absolue, le facteur logarithmique ci-dessus
devient prédominant. Le résultat suivant le supprime,

Théoréme 1.2 I existe une constante positive B telle que, pour 1 —1/13 < a <1,T >1
et tout € > 0, on a
S N(f,a,T) < T8I+,
feSa(a)t

Dans le cas des caracteres de Dirichlet, le premier théoreme de ce type est du a Fogels
[Fo], encore qu’il faille citer les travaux fondamentaux de Linnik sur le plus petit nom-
bre premier dans une progression arithmétique [Li]. La contribution décisive suivante est
due a Selberg qui, en introduisant la méthode des pseudo-caracteres, a non seulement con-
sidérablement simplifié les preuves mais aussi amélioré les estimations de densité pour leur
donner la forme moderne suivante [M-S] (avec des notations évidentes que nous ne rappelons

pas)

Yo Ny, T) < (qT)BHI0=),
x(mod q)

Cette majoration a été améliorée par Motohashi [Mot] puis Jutila [Ju], qui détient le
record actuel avec la constante 3 remplacée par 2 dans I'expression précédente (et avec la
condition o > 4/5). Il est probable que la méthode présentée ici peut servir de modele pour
montrer des Théoremes de densité analogues pour les zéros de fonctions L de puissance
symétriques de formes modulaire ou plus généralement de représentations automorphes sur
GL(n).

Pour intéressants qu’ils soient ces Théoremes sont insuffisants pour les applications
arithmétiques que nous avons en vue. Nous nous restreignons dans la suite au cas ou ¢
est premier: le résultat suivant compte les zéros dans de petits intervalles verticaux avec
une puissance de log ¢ optimale pour la technologie actuelle; il est particulierement efficace
au voisinage de la droite critique (voir application dans [KM1] ot on en déduit la borne op-
timale, & la constante pres, rang, Jo(q) = O(dim Jy(q)); ce Théoréme de densité correspond
au théoreme 4 de Selberg [Sel]:

Théoréme 1.3 Soit ¢ premier. Il existe des constantes absolues A > 0 et k > 0 telles que
pour tout T > 1, et tout couple (t1,t2) de réels satisfaisant

“T<t1 <ty <T

to —t1 >
log ¢
et pour toutaZ%—l—loéq, et0<c<1/8ona
h
(1) Z N(f’ a7t17t2> < TAqic(ai%)(log q)(t2 _ tl)

fesSa(g)t



et de meéme 1
(2) Z N(f, a,t1,ts) < T2 (log q) (ta — t1).
feS2(g)t

La preuve de ces deux majorations est similaire & la technique employée par Selberg; en
particulier, on doit donner de bonnes majorations pour la moyenne quadratique

S IL(f, ) M(F.5) 2,

fesa(g)t

ou M(f,s) est un certain "mollifieur” et s est proche de la droite critique. Comme nous
I’a fait remarqué H. Iwaniec de telles majorations peuvent étre utilisées pour montrer des
théoremes de non-annulation pour les fonctions L(f, s) au point critique s = 1/2. Suivant
cette suggestion pour montrons le Théoreme de non-annulation suivant qui est I’analogue
”suivant le niveau” de Théorémes de non-annulation ”suivant le poids” de Iwaniec-Sarnak
[IS]; hormis la constante explicite, ce théoreme a été démontré indépendamment par Van-
derKam [V].

Théoréme 1.4 Pour tout € > 0, et pour q premier assez grand, on a les minorations

(3) N 1zé_e.

fesa(g)t
L(f,1/2)0
(1) [1f € Sa(a)™, L(£.1/2) £ 0} = (5 — )ISa(a)*]

Remarquons que si ¢ est premier 'application f — 1/47(f, f) définit asymptotiquement
une mesure de probabilité sur S3(¢)™ on a en effet

h
Z 1=1+0(q??);
f

les minorations (3) et (4) signifient donc que pour la mesure ainsi définie ou pour la
mesure "naturelle” f — 1/]S2(q)"|, il y a une proportion positive de formes f telles que
L(f,1/2) # 0. Remarquons d’autre part que les formes primitives f associées a la valeur
propre -1 de 'involution d’Atkin-Lehner représentent approximativement 50 % de I’ensemble
S5(q)* (pour I'une ou l'autre des deux mesures) et que pour celles-ci on a L(f,1/2) = 0,
la minoration (3) (resp. (4)) signifie donc qu’au moins 33% des fonctions L des formes
primitives associées a la valeur propre 1 de 'involution d’Atkin-Lehner ne s’annulent pas au
point critique relativement & la mesure harmonique ou & la mesure naturelle (la proportion
de 1/3 est en parfaite analogie avec un résultat de non-annulation pour les caracteéres de
Dirichlet démonté par Iwaniec — non publié-).

La minoration (4) peut encore se réecrire, suivant la terminologie de Merel [Me], en
terme du ”quotient d’enroulement”:

dim J§(q) > (é —¢)dim Jy(q).

Suivant Duke [Du2], on a également le corollaire suivant:



Corollaire 1.2 Soit M{ l’espace de Kohnen des formes modulaires de poids 3/2 pour
Lo(4q) (i.e., les formes dont le n-iéme coefficient de Fourier s’annule sauf si on a —n =
0,1 (mod 4) et (5*) # 1) et O4 le sous-espace engendré par les fonctions Théta; on a alors
pour tout € > 0 et q premier assez grand la minoration

1
dim©, > (§ —¢€)dim M.

( Duke avait obtenu la minoration plus faible dim ©, > dim M,/ log? q).

Disons enfin que par des méthodes similaires, on peut aussi considérer les formes primi-
tives f associées a la valeur propre -1 de I'involution d’Atkin-Lehner (on a alors L(f,1/2) =0
) et de montrer que pour une proportion positive de celles-ci, la dérivée L'(f,1/2) au point
critique est non-nulle, nous reviendrons sur ce point dans [KM2].

Remarque. — Comme nous 'a fait remarquer H. Iwaniec, il est possible de remplacer
la constante 1/6 par 1/4 dans les minorations (3) et (4), pour renvoyons pour cela a [IS]

Remarque. — La restriction a ¢ premier dans ce dernier énoncé, intervient du fait
de T'utilisation de la formule de Petersson qui ne s’applique directement qu’a une base
orthonormée complete de 'espace des formes automorphes et non seulement a la famille
des formes primitives de Hecke. Pour ¢ premier, cependant, du fait de I’absence de formes
paraboliques de poids 2 de niveau 1 (car Xy(1) est de genre 0), toutes les formes de poids
2 sont nouvelles. Il est probable que par un argument d’inclusion-exclusion sur les formes
anciennes on puisse traiter de méme le cas général

Le plan de cet article est le suivant, aprés une section consacrée a diverses généralités
nous montrons dans les sections 3 et 4 les inégalités (1) et (3), dans les deux suivantes 5 et
6 nous montrons (2) et (4) (cette organisation nous a paru plus naturelle dans la mesure ou
les résultats en moyenne harmonique découlent plus directement de la formule de Petersson
alors que les résultats en moyenne "naturelle” sont une modification un peu technique des
inégalités (1) et (3)). Dans la section 7 nous montrons le Théoréme 1.1 et nous terminons
par la preuve du Théoreme 1.2.

Remerciements: Cet article doit beaucoup a Henryk Iwaniec et il serait vain d’énumérer
toutes les améliorations qu’il a apporté tant du point de vue de la clarification des preuves
que des mathématiques, disons qu’en particulier que la section 6 est largement inspirée par
ses idées. Nous le remercions également ainsi que Peter Sarnak pour nous avoir montré
leur travail [IS]. Nous remercions encore Bill Duke et Etienne Fouvry pour de stimulantes
discussions et Matti Jutila pour les références qu’il nous a donné.

2 Préliminaires

On note Sa(q) (resp. Sa(q)™) lespace des formes modulaires paraboliques de poids 2 et de
niveau ¢ (resp. ’ensemble des formes primitives.)
Toute forme parabolique f a un développement de Fourier (& la pointe infinie)

1) = 3 Ap(mpn! e (nz)

n>1



(comme d’habitude, e(z) = exp(2inz).)
Soit f € S2(¢)* une forme primitive, elle est alors normalisée par Af(1) = 1. Ses
coefficients de Fouriers A(n) sont réels et vérifient les relations de Hecke

M) = Y el (B2),

dl(l1,l2)
La fonction L associée a f est
)= A(n)n ™ =T = Ap(p)p™" +elp)p™) 7
n>1 V4
ou ¢ est le caractere de Dirichlet trivial modulo q.
Cette fonction admet un prolongement analytique comme fonction entiere sur tout le
plan complexe et la fonction L complétée

A(f,s) = (i)%r(s +

472 7)L(f7 S)

2
a I’équation fonctionnelle

A(fs) = efA(f, 1= s)
avec £ = ¢'/?\;(q) = £1 [Miy].

2.1 Base orthonormée, sommes de Kloosterman et grand crible

Soit F est une base orthonormée de Sz(g), la ”formule des traces” de Petersson relie les co-
efficients de Fourier des éléments de F a des sommes de sommes de Kloosterman (cf. [DFI]):
pour tout m,n > 1 on a I’égalité

(5) Z A(m —5mn—27TZ S(m,n;cq) (47r\/%)

fE]-— c>1 “q

ol 0y st le symbole de Kronecker,

S(mynie)= 3 e(M)
z mod ¢
(z,0)=1

est la somme de Kloosterman et Ji(z) est la fonction de Bessel d’ordre 1. Nous utiliserons
les majorations suivantes de S(m,n;c) et Jy(z):

S(m,n;c) < (m,n,c)?c*7(c)
Ji(z) < min(z,z~?).
On en déduit pour tout m et n
(6) Z Ap(m = Omn + O((m,n, q)"*(mn)'2q %),
f€.7-'

Duke, Friedlander et Iwaniec ont combiné cette formule de trace avec le grand crible
arithmétique pour donner des inégalités de grand crible quasi-optimales sur les coefficients
de Fourier des formes f € F ([DFI] Theorem 1.):



Proposition 2.1 Soit § = (8,) une suite de nombres complezxes. Alors on a la majoration
2 N
SN )| < (14+5) S 18
fEF n<N 77 <N

la constante sous-entendue étant absolue.

Remarque. — Un facteur log N est présent dans [DFI], mais il peut étre enlevé en
utilisant une méthode due a Iwaniec (voir [Dul] Prop. 1 pour le cas des formes de poids 1.)

2.2 L’inverse et le carré de L(f)

Soit f primitive de niveau ¢. Le produit eulérien pour L(f,s) est

L(f.s) = (1= X(p)p~* +elp)p~ )"

p

Lemme 2.1 L(f)~! est donnée par la série de Dirichlet

L(f,s)7" = [T =Xipp* +elp)p™)

= 3 em)u()|u(im)| A (1) (Im?) >,
I,m>1

Preuve. — La forme de la série s’obtient par multiplicativité, en notant que tout n > 1
s’écrit de facon unique n = Im?r, avec [, m, r premiers deux & deux, [ et m sans facteurs
carrés et chaque facteur premier de r de valuation au moins 3.

O
Lemme 2.2 L(f)? est donnée par la série de Dirichlet
L(f,5)* = Y elm)r(As(1)(Im*) "
I,m>1
Preuve. — D’apres les relations de multiplicativité, le coefficient de n=* dans L(f, s)?
est
Z)‘f JAr(n/d) = Z Z e(m)Ap(n/m?)
dln din m|(d,n/d)
= Z e(m)Af(nm™ Z 1
m2|n Ilnm—2
ce qui donne le résultat en sommant sur n.
O

La série donnant L(f)~! est absolument convergente 13 oti celle de L(f) I’est, de méme
pour L(f)2.



3 Théoreme de densité en moyenne harmonique

Celui-ci étant, du point de vue de I'application de [KM1], le plus intéressant, et également
le plus difficile de toute facon, nous commencons par montrer le théoréme 1.3, ou plus
précisément la majoration (1) suivant 'approche de Selberg dans [Sel]. Celle-ci est basée
sur 1’étude de la somme

S = Zh |L(f, B+ it)M(f, B+ it)]”

fesSa(g)t

ou = 1/2+4 6 et § est réel, dans le cas le plus défavorable (celui, donc, ou ce dernier
théoreme de densité est plus efficace que les précédents) est de 'ordre de 101 .

Cependant il est parfaitement possible de mener I'analyse pour toute valeur de §, 0 <
d < 1/2 mais nous l'éviterons par 'utilisation d’une astuce de convexité. Le cas 6 = 0
(correspondant aux zéros sur la droite critique) est intéressant pour le section (3) et nous
le considérerons également, méme lorsque son traitement divergera du cas § > —

logq-
Dans cette section et les section 4, 5 et 6, nous supposons que q est un nombre premier.

3.1 La somme principale
Pour f € S3(q)™", on définit la fonction entiere

Z(f,s) =A(f,s+it)A(f,s —it),
et puisque les coefficients de Fourier de f sont réels nous aurons
(7) Z(f,B+it) = |A(f, B + it)|?
et Z(f) vérifie I’équation fonctionnelle simple

Z(f,S):Z(f,l—S).

3.2 Lemmes techniques

Nous fixons N > 1 un entier grand mais fixé, et choisissons (arbitrairement) un polynéme
a coefficients réels G(s) qui satisfasse:

(8) G(1—s) = G(s)
9) G(-1/2) = G(=3/2) = ... = G(—N +1/2) = 0,G(1/2) = 1

On pose de plus

(10) H(s)=T(s+ % +it)I(s + % — it)G(s +it)G(s —it).



et on construit successivement les fonctions suivantes:

1

(1) Wils) = o1 [ H(s+ By~ ds
i J2)
(12) Vy) =y " Wsly) + ¥’ W_s(y)
 —e(d)
(13) Uly) = ; TV(de)-

Le lemme suivant rassemble les bornes et majorations requises dans la suite.

Lemme 3.1 Les fonctions Wy et V' wvérifient, pour certaines constantes B > 0 dont la
valeur peut varier d’une ligne a 'autre

(14) Wsy), v V(y), Uly) <y ' (1t +1)Pe ™,y = too
(15) Wi(y) = H(B) + Oy (Jt| + )Pe™), y — 0
et, si 6 # 0, en écrivant (4(s) = L(s,€), au voisinage de y =0

(16)(y) = H(B)¢g(1+28)y~" + H(1 = B)¢q(1 — 26)y° + Oy *(|t] + 1)Pe ™M), y - 0

alors que si 0 =0,

(a7) Uly) = —qjﬁf)logw Cy + O (] +1)Be ™), y 50
ol 1
Cq — ¢ C1 —I—qu 0g q

et ¢, c1,co sont des constantes ne dépendant que de G.

Notons également, puisqu’on aura l'occasion de diviser par H (), que la formule de Stirling
entraine

H(B) > eI,

Preuve. — Tout cela est tres simple par transformation de Mellin et déformation de contour,
en utilisant au besoin (9).
Par exemple, pour (16), par intégration complexe et (13), (12), (11) on a

1
Uly) = —— | H(s+B)¢(1+2s+20)y s tds
20 (2)
1
- o . —s+46 —1
+2i7r o H(s+1—0)((1+2s—2d)y s 'ds

et 'on déforme le contour jusqu’a la droite de partie réelle —1/2, ce qui ameéne & passer
trois poles en s = 6§, 0, —9, qui sont bien distincts par hypothese. En § et —9, les résidus
sont respectivement

SH/2)(1 -7



et 1
—HO/2)(1 g7
dont la somme est nulle. Estimant 'intégrale obtenue sur Re(s) = —1/2, le résidu en s = 0

fournit le lemme. Si § = 0,

2

Uly) = % /(2) H(s+1/2)¢(1+ 23)y*ss*1ds,

si bien que cette fois-ci I'intégrande a un pole double en 0 dont on calcule le résidu.
Les autres égalités sont similaires.

On rencontrera aussi la fonction arithmétique 7

(18) m(n) = Y (/)™

l1lo=n

Lemme 3.2 La fonction arithmétique n, est a valeurs réelles. De plus ni(n) est la valeur
propre de l'opérateur de Hecke T'(n) pour une série d’Eisenstein (non-holomorphe) de niveau
1. En particulier, on a les relations

(19) me(n)m(m) = > m(@—?)

d|(n,m)
n m
(20) me(nm) = 37 (e (5 )me(7)
d|(n,m)
ainsi que la majoration
(21) n(n) < 7(n).

Enfin on a les factorisations suivantes des séries de Dirichlet

(22) 3 77;5?)

= ((s —it)((s + it),

n>1
n(n)? (s — 2it)C(5)C(s + 2it)
(23) Y = 5 :
= n ¢(2s)
2 . .
n(n C(s — 2it)C(s)C(s + 2it
2 3 ) _ (o= 2o 2
n>1
Preuve. — Que n(n) soit valeur propre de 'opérateur de Hecke est bien connu. La premiere

relation est la relation de Hecke comme ci-dessus, et la seconde est son inversion par
Mobius. Les factorisations des séries de Dirichlet, correspondent a celle des fonctions L
respectivement, de la forme elle-méme, de sa convolution de Rankin-Selberg et de son carré
symétrique. Elles se démontrent de maniere élémentaire.



10

3.3 Expression de |L(f, [ + it)|?

On consideére maintenant

1 ) .. ds
) = gy J, 209G +iGs —it) =
1 ) q \2s ds
= Gi Jy LU s L (fos =iV H(s) (5) = 5

(voir (10)).

Puisque l'intégrande est & décroissance rapide sur les bandes verticales (grace aux fonc-
tions I'), on peut déplacer le contour d’intégration jusqu’a la droite de partie réelle —1/2.
Chemin faisant un pdle simple est obtenu en s = 8. Appliquant & I'intégrale ainsi obtenue
le changement de variable s — 1 — s et 1’équation fonctionnelle de Z(f) ainsi que (8), on
voit que celle-ci n’est autre que —I1_g(f). Calculant le résidu, il vient

(25) (%) HOLU. 6+ LA, B~ it) = Is() + T ()

Mais on peut également exprimer Ig(f) en développant L(f) en série de Dirichlet
2mlyls
— it
Is(f) = ( 4TFQ) Hz RUGOCD By 1) W (R , )

(voir (11)). Insérant cela dans (25) on obtient (voir (12))

q \¢ i 27‘(‘l1[2
(435) HB)L(F. B+it)L( = 3 A () (lil) Rl /) Y (R
l1,l2>1 q
que l'on transforme plus avant a ’aide des relations de Hecke, qui fournissent alors
a4\ Ar(n 2mnd?
(26) (%) HB)L(S, 6 +in) (1.5~ it) dgl ; v (720).

Nous allons exploiter cette formule pour évaluer la somme

(27) S = Zh \L(f, B +it)M(f,B+it)|?
feSa2(q)*

pour un “mollifier” donné assez arbitrairement, pour commencer, par

fB+it)= > A(m —1/2

m<M

les x,, étant des nombres complexes quelconques a ceci prés que ’on suppose
(28) Les x,, sont supportés sur les entiers sans facteurs carrés.

(29) Il existe A > 0 tel que z,, < 7(n)(logn)4.
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Plus tard nous devrons faire un choix spécifique de x,, pour établir le théoreme 1.3, mais
le cas général sera utilisé, en vue d’une optimisation, pour étudier la valeur spéciale en 1/2.
Précisons dores et déja que 'objectif est de démontrer que S = O(1), ou plus exactement
que S = O((|t| + 1)P) pour une constante B > 0, afin de justifier 'oubli de divers termes
d’erreur dans la suite. L’aspect t n’est pas important et la valeur de B pourra évoluer d’une
ligne a ’autre.

11 doit étre clairement pergu que M(f, 5+ it) dépend holomorphiquement de la variable
complexe [ + it c’est a dire que les x; en dépendent. Quand le contexte le permettra, on
écrira quelquefois M (f) := M (f, 8 + it).

Les relations de Hecke permettent d’écrire cette fois

IM(HP = "e®b™" > Ap(mama)(mama) ™" 2w, Tom,

b mi,ma

(ou &, = 0 pour n > M par convention.)
L’emploi de (26) pour exprimer |L(f, 3 + it)|?> fournit donc

(4;;2)6 Z Z Z xbml%mz ZESl) (27Td2n)

mi,mz2 n d q

X Z F(mima)Af(n).

fesag)t

- A Sy (e
mi,ma n

X Zh )\f(mlmg))\f(n).

FeSa ()t

La formule de Petersson (5) s’applique a la somme intérieure sur f:
h 1 _ 4 /miman
Z Ar(mima)A¢(n) = Omimon — 3 Z (cq) 1S(m1m2, n;cq)Ji (7)
cq
feSa (gt c>1

et on peut utiliser (6) pour estimer la série de droite: V ¢ > 0,
h
ST Ap(mima)Ap(n) = Smymgimn + Oc((maman) /2T (maima, n, q)1/2q75/2).
fesa(g)t
Le terme d’erreur est donc

2
5 (5 foml) <t (] + )P

b<M bm<M

en utilisant (14) dans le lemme 3.1.
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La condition (29) permet de conclure que si M = ¢® pour § < 1 /4 le terme précédent
est en Oa((Jt] + 1)Be=™tg=7) pour un certai v := v(8) > 0 et peut donc étre négligé.
On étudie donc désormais S définie par

B () B =X S e i (T2)

mi,me T2 q

que l'on considere comme une forme quadratique en les x,, que 'on tente de diagonaliser
afin d’en simplifier I’expression, ou de I'optimiser sous une contrainte linéaire.
Pour cela on applique (20) afin de séparer les variables mq et msy

(L) H@s = Y WS 3 LT, ), my)
b a

2
m1,ma a“mimsy
2T
xU(—mlmgaQ)
q

3.4 Estimation quand J # 0
On suppose ici 6 = 1/loggq: c’est le cas dans la preuve du théoréme de densité.
On inséere (16) dans la derniere formule pour Si; le terme d’erreur est alors clairement
1+e¢
Vi

compte tenu de la contrainte sur M mise a jour lors de ’étape précédente de I'estimation.
Nous pouvons alors dans le terme principal effectuer la diagonalisation désirée: on re-
groupe a et b en posant k = ab, ce qui amene & introduire la fonction arithmétique

Ve >0, <. (Jt| + 1) Be ™™ <« (|t| + 1)Be g™, v =4(A) >0

vs(k) = 1 3 e(b)p(aya 12
et Sy telle que

(1) H)5: = (352) HOG0+20) 5 v Smim ™|

+(%>_5H(1 — B)¢g(1 - 20) Z V—d(k)‘z ne(m)ym ™oz,
k m

de sorte que S = Sy + O((|t| + 1)Bg~94™™a) pour un certain v > 0.
Mais, suivant Selberg, on remarque que pour 0 < § < 1/2, on a les inégalités

(1 —20) <0

’ 2

Hﬂ—ﬂﬁﬂﬂg—ﬁ+MGG—B+MF>0
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ainsi que
1 _
vs(k) =2 [T =p7 ) 2 0

plk
p#q

ce qui permet de négliger par positivité le second terme et de diviser par H(f), avec pour
conséquence

S < G(1+28) > vs(k)|yxl?

k

a l'aide du changement de variable

(31) ur = m(m)m 0z,
m<M

On va maintenant choisir les x,, pour I'application au théoreme 1.3. Pour la méthode
employée par Selberg, il faut que le “mollifieur” M (f) soit un polynéme de Dirichlet ap-
prochant I'inverse de L(f). On prend donc (comparer au lemme 2.1)

_ mn)?
(32) Tm = - ”Z n1+26+2zt —Trasran 9m(mn)

ou on introduit pour tout M > 1 la fonction

1, siz <VvVM

. log(z/M)
(33) gu(z) = Tog(1/V3T)" sivM<x<M
0, six>M

Les conditions (28) et (29) sont alors immédiates.
Proposition 3.1 Pour x,, donné par (32), on a
S < (t|+1)P
ot B > 0 est une constante absolue.

Preuve. — Notons que pour nkm < M < qon a (n,q) =1 et donc

p(k)  p(m) . i

Thm = 755t X motit Zﬂ(kmn)QgM(kmn)n (14+2642it)
donc n ) (m)ny(m) "
mn)”p(m)n(m)n”"*

Yk = k5+zt Z (mn)1+20+it gu (kmn).

On considere séparément les intervalles 1 < k < M 1/2 ot MY2 < k < M. Dans le
premier cas, par intégration complexe encore une fois, nous obtenons pour k < M

; ]./2 S 5/2 _
(k)R = 2 [ L1426 4+ ) (M72/k)*(MP/" 1)

d
2im J(2) log(M1/2) y
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la série de Dirichlet ad-hoc étant maintenant

Z,ukl (Zn p(m ))l 5.

>1 mn=l

Or on a

Z n—it—s — S + Zt H —5 zt —1

et

> pmym(mym™ =[[A-p (" +p™")

m>1 p

donc en effectuant le produit puis en extrayant les termes premiers a k et sans facteurs
carrés (effet de I'insertion de j(kl)? dans une série de Dirichlet), on obtient la formule tres
simple

Li(s) = Gu(s —it)

(observons en passant que k < M < ¢ donc (k,q) = 1.)

Notre traitement est copié sur celui de Luo [Lu]. Nous déformons le contour alors en
la courbe C' constituée de la droite verticale Re(s) = 0 de —ioco en —ik, le demi-cercle de
rayon k < 1/8 situé dans le demi-plan gauche, et la droite de nouveau entre ik et +ico, k
étant assez petit pour que ¢ n’ait pas de zéro a droite de C' et que de plus, par la théorie
classique on ait

Li(s) < log(|Tm(s) — ¢[ +2) [T (1 = p~"/*)~*
plk
sur C.
On pique alors le pole simple en s = 0, ce qui fournit I’égalité

p(k)E Ty = (1 420)7"

1 MY2/k)s(M*/? — 1
m Jc og
ce qui donne
i 1 —1/4\—
,u(k)k‘” tyk < @H(l —p 1/4) 1
Tk
puis, pour la partie & < M1/2 de la somme S5
vs(k)p(k)? _ vs(k)p(k)? _1/4\—
(34)¢(1+26) > %!%IQ < (logg)™" > 5(,255()1_[(1 —p M2
k<M1/2 k<M1/2 plk
(35) < 1

Pour la partie M2 < k < M, la méthode est similaire et seule la représentation
intégrale change.
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D’autre part pour 8> 2 on a

M(f.+it)L(f.B+it)—1= Y cmn P
n>vVM

pour certains ¢, < 7(n)B(logn)®, de sorte que pour 8 > 2 et pour tout o < 1/2

S ML, B+ it) — 12 = Op(M—2FD)
f

En prenant M = ¢®, A < 1 /4, on en déduit alors du lemme précédent, par un argument
de convexité I’égalité pour tout € > 0

S IM(S, B+ LS, B+ it) — 1 = Ou((Jt] + 1)Pg~(0/3-2(3-1/2),
f
uniformément pour 5> 1/2+ 1/loggq.
Cette estimation étant acquise, on voit que compte tenu de la définition de M (f) comme
quasi-inverse de L(f), le raisonnement de Selberg ([Sel], lemme 14 et théoréme 4) s’applique
a la fonction!

1— (M(f,S)L<f,S) - 1)2

et fournit? la premiere partie du théoreme 1.3.

4 Théoreme de non-annulation en moyenne harmonique

Dans cette section, nous démontrons la minoration (3). Il s’agit d’une légere modification
de la section précédente, nous aurons cependant besoin d’un autre estimation beaucoup

plus facile: on considére & nouveau un ”mollifieur” de longueur M = ¢*/4~¢,
x
m<M m

ou les x,, m < M sont supposés réels, vérifient les conditions (28), (29) ainsi que la condition
de normalisation que I’on rencontrera au cours de la preuve de la proposition 4.1.

(36) 3 ‘%" = 1.

m<M

On va montrer la proposition suivante

Proposition 4.1 Pour M < ¢4~ et pour tout vecteur X = (Tm)m<m vérifiant les
conditions (28), (29), (36) on a l’égalité

(37) S L 1/2M(f,1/2) = 14 0-(g~5/?),
f

Hes zéros de L(f, s) sont des zéros de cette derniere fonction
2i] faut utiliser I'inégalité log |1 — z?| < |z|?
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D’autre part, soit X = (zpm)m<m le vecteur défini dans la Proposition (4.2) ci-dessous,
alors on a l’égalité

log log M
log M

(38) S LG /2M (R 122 = 201+ 229 )14 0 )).
f

2log M

La minoration (3) résulte alors de cette cette proposition par application de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz:

(140672 = (3 L, 1/2)M(f,1/2))*
f

< 2" 1SN 12)M(f,1/2)1

L(f,1f/2)7ﬁ0 !
log q loglog M h
<2(1 1 —— 1
<21+ A+ 0 X

Comme M = ¢*/4~¢, le résultat en découle.

4.1 FEvaluation du moment d’ordre 1

Nous montrons ’égalité (37).

Soit
Tua(f) = o /( , AULAG)

2w

ds
s—1/2’

on a alors (rappelons que G(1/2)I'(1) = 1)

— (27)1/2
GLYAL(F,1/2) = (1+ ) ol ) = (L)1 +p) ; A/I/(?W((Qq i}

avec

sds
I( 1/2 —
2z7r/ (s+1 8+ /2y s

Par déformation d’un contour on a

(39) W(y)=0(y™"), y = +o0,
(40) W(y) =1+0(y), y— 0.
On a alors

1/2
S L 1/2)M(£,1/2) Z By 12 1)/2 N

f
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(Z Ap(DAp(m +Z epAp(DAf(m ))

f

la premiere somme de la parenthése précédente vaut (formule de Petersson)

(lm)1/2+e

(41) 6l,m + O( q3/2

Rappelons que pour f € Sg(q)+, € = q1/2)\f(q), et que d’autre part pour tout [, on a
Ar(DAr(q) = Af(lg), on a donc 'égalité
h h
D epArm)Ap(1) =D Ap(gh)Ap(m).
f f

Remarquons que m < M < ¢ de sorte que d,,;, = 0 et on obtient donc par (5)

h S(m ql cq A (mlq)*/?
2 ephms () = 0@} Ji( ):
7 q

remarquant alors que (m,q) = 1 et que S(m, ql;q) = —1 (c’est une somme de Ramanujan)
on obtient que

h (lm)1/2+e
(12) 5" epastmng ) = o

f

et finalement en utilisant (39), (40), (41) et (42)

T 14€
Y LM =T o).

m

et d’apres la condition de normalisation (36) cela conclut la preuve de (37).

4.2 FEvaluation du moment d’ordre 2

Nous montrons 1’égalité (38). On reprend les notations de la section 3: dans ce cas précis
onad=t=0etalors H(1/2) = 1. Pour M < ¢"/4=¢ on a I’égalité

S M 1/2)L( /2P = 81+ O(/?)
f

ou S est définie en (30).
Appliquant alors le Lemme 3.1, (17), on obtient I’égalité

Si= Y S S g, T

b<M a mi1 ma mims
¢(q) q M/2te
x( . log(27m2m1m2)+C)+O( e )
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Posont log(Q?) = log(q/2) + %Cq, on a

s1= 20 506)+ 04

ot S(X) désigne la forme quadratique

SC) =S 0lt) S Ty hms T2 (10002 ) + 205 (k)).

k mi,m2 maimz
avec v(k) = vo(k) = ¢(k)/k? et
1

1 u(a lo
(k) = ”(’“)abkbﬂc%) log(1/a) = %pfﬁ.

I reste maintenant & choisir un vecteur X = (Z)m<p vérifiant les conditions (28),
(29), (36) qui minimise la forme quadratique S(X).

Faisant le changement de variable x], = ma,,, on a I'égalité S(X) = Q(X') ou Q(X’)
est la forme quadratique étudiée dans [IS], nous écrivons alors le Corollary 6 de [IS] sous la
forme de la Proposition suivante:

Proposition 4.2 [l existe X = (zy,)m<m vérifiant les conditions (28),(29), (36) tel que
log log M

log ¢
S(X)=2(1 1+0 .
(X) =201+ 201+ O )
Faisant ce choix de X, on en déduit 1'égalité (38).
Remarque. — L’optimisation d’une forme quadratique plus complexe est effectuée en

détail dans la section 6.

5 Théoremes de densité en moyenne naturelle

Nous considérons maintenant la seconde partie du théoreme 1.3. Un raisonnement exacte-
ment identique a celui des paragraphes précédents montre qu’il découle d’'une majoration
convenable pour la somme

. | 11
S'= > LU BHIM(LB i), B+
fesa(g)t g4q

ou M(f) est donné par (32). On posera ici, pour simplifier
ay = |L(f, B+ it)M(f,B+it)[>.

Pour insérer le facteur (f, f) nous allons exploiter le lien avec le carré symétrique des
formes automorphes.
D’apres Shimura [Sh] et Gelbart-Jacquet [GJ], on introduit

L(Sym*f,s) = ¢4(25) ) Ap(n?).

n>1
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Théoréme 5.1 L(Sym?f) est une fonction entiére et

(43) wy = L(Sym*f,1) = &rg(q‘f’f).

De plus, la fonction L complétée

A(Sym?f,5) = 722D L2 T + D L(Sym )

possede I’équation fonctionnelle

A(Sym?f,s) = A(Sym?f,1 — s).

Remarque. — On utilise ici - incidemment - que g est premier pour s’assurer que f ne
peut étre obtenue par changement de base d’un caractére de Hecke d’un corps quadratique,
auquel cas L(Sym?f) aurait un pole en s = 1.

La formule (43) va nous permettre d’insérer le facteur (f, f).

Pour cela on va d’abord remplacer la valeur exacte L(Sym?f, 1) par une somme partielle
de la série de Dirichlet. Parce que l'on est au bord de la bande critique, on pourra se
contenter (en moyenne) d’une somme treés courte.

11 faut pour cela la proposition suivante (une forme faible d’une inégalité de grand crible
pour les carrés symétriques.)

Notons pf(n) les coefficients de la série de Dirichlet L(Sym?*f), donc

(44) pr(n) = D e(m)Ap(£?)
Im2=n
Proposition 5.1 Soit N > ¢°. Alors pour toute famille de nombres complexes (an)n<n,
on a )
Z ’ Z anpf(n)‘ < N(logN)wZ |an)?.
fE€Sa ()t n<N n

C’est une variante des résultats de [D-K], plus simple en ce que le niveau est fixe et premier,
donc le carré symétrique détermine f sans ambiguité.
Posons pour tout z, y, 1 < x <y

wi(y) =D pr(m)n™"

n<y

et

wi(z,y) = Z pf(n)n_l.

r<n<ly

L’équation fonctionnelle de L(Sym?f) permet d’obtenir alors par transformée de Mellin
wp =wyi(y) +0(¢**y™).
On prend y = ¢°/2, = ¢° et alors on écrit

wr = wyp(x) +wp(z,y) +O0(q")
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et comme, selon la proposition 3.1

h
(45) S ap< (It + 1P
f
il vient
qd on h
539" = > T)ag + Z wr(z,y)ay +O0(g (|t + 1)P)
fesz(a)t feSa ()t

= ™)+ S™(x,y) + O(q (|t + 1))

disons. On va traiter S™(x) et S™(z,y) séparément. Les deux énoncés suivants terminent
alors la preuve, par la méme méthode de Selberg que dans la section précédente.

Lemme 5.2 On a pour ces valeurs de x et y, pour un €’ > 0 dépendant de € assez petit
§"(w,y) < (t] + )77
Lemme 5.3 On a pour cette valeur de x, si € est assez petit,
S"(z) < (Jt| +1)B

Preuve. — (du lemme 5.2).
La somme S™(x,y) se traite par la proposition 5.1 et I'inégalité de Holder: pour tout
entier r > 1, on a

h

S wilmy)ay = Z (f’f) wy (@, y)org

feS2(q)t fesa(q)

< (;(471'(0}1”’]?))% 1) 2T(wax y2r)
< (S'a) Fanue)”

f
< (|t|+1) (Awa x,y 2r>
f

ou on a encore exploité (45) et

B (q1/4M1/2)2+5
A= max (f, 7 < (|t +1)

pour un certain v > 0, en estimant oy par convexité par exemple et le fait que pour ¢
premier (f, f) > q/logq [HL, GHL].

La définition de ps et la multiplicativité de Ay permettent de démontrer, par récurrence
sur r, l'existence de réels c¢(m,n) (dépendant de r, x, et y mais pas de f) et de D > 0 tels
que
(46) wiey) = 3 AplmPe(m.n)

" <mn<y”

< (It +1)%q
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et

le(m,n)| < (mn)*lr(mn)D

la variable n étant de plus supportée sur les entiers vérifiant n = dn’ avec d | m et n’ ayant

tout ses facteurs carrés, c’est a dire

p[n’jp2|n’.

La borne de Deligne A¢(n) < 7(n), jointe a cette restriction sur le support de c(-,n),
permet alors d’estimer la partie avec n > z de (46) comme étant

< z7(log q)”,

donc

wr@y) < Y| X AplmPe(m,n)| + 0" 2(log 0)).

n<z z"<mn<ly"

Un découpage dyadique de la somme en m suivi d’une application de l'inégalité de
Cauchy permet alors d’établir qu’il existe un entier M tel que

Tl < M <y”
et
2
Sowiayr < Y | Y cmrp(m?)| (log)®t + 2 q(log q)

feSa(q)t fE€S2(q)t M<m<2M

ot les réels ¢(m) ne dépendent pas de f et vérifient (il n’est méme plus nécessaire d’invoquer
la restriction sur le support de ¢)

le(m)| < m™tr(m)

L’inégalité de la proposition 5.1, appliquée apres invocation de la formule inversant (44),
a savoir
2
Ap(m?) =" e(m)u(n)ps(0),
In2=m

dévoile alors que

S wr(@ ) < (1t + )P+ g2 ) (logq)?
f

si toutefois 2" > z¢”?. On peut donc prendre z = ¢ et pour r assez grand (r = [10e~!] + 1
suffit) cela donne

> wi(m,y)? < ([t +1)P(logq)”
fE€Sa(q)*

d’ou le résultat.
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5.1 Preuve du second lemme

On réécrit wy(x) sous la forme

o) = Y Ve

di2<z
et
§n(x)i= S wp@)L(f, B+ ) M(f, B+ it)
feSa(q)*
On a alors
HOGL'S' @ = TN T e S e

< 3 S @A mma) s ()

di?<zx f

Utilisant alors le lemme 3.1, on en déduit comme dans la section précédente que pour
tout €1 > 0

H(ﬁ)(%)‘SS”(m): Z (b Z xbm1$bm2 Z 6(7‘)7“

mima

m1,ma2 rlmima
mlmgd 27rm1m2d2
X U
I e
di2<az
r|d2
. (quQ)l—}-el
+O:((t1+ 1) e =5

Le terme d’erreur est donc acceptable pour
M < (]1/4—627

pour tout €2 > 0, comme dans la premiere partie, si 'on prend effectivement z = ¢¢ avec ¢
assez petit (en particulier £(b) = ¢(r) = 1).
On suppose maintenant que é # 0. Par le lemme 3.1 encore, on voit que pour ces valeurs

(47) H(B)(5-)’S"(@) = H(B)(5=) (1 +20)S5
+H(1 = B)(50) Gl — 20)Ss

O((ftl +1)"e™™)

ol on a posé

(48) Sula) =05 0 e S ("))

m m
b mi,m2 1 2 'r'|m1m2




avec

(49) fs(r)y =" nulr)ry™
r1IT2=T

et P

1

(50) gus(r) = > W”t(7)
dl2§21
r|d

Pour montrer (47) et (48) ou a utilisé la relation pour u et v fixés

> 7"1+2677t(%): 3 f(;(?")m(%)ﬁt(g).

r|(u,v) r|(u,v)
Calcul de g, s(r)

On définit les deux fonctions multiplicatives

N(r)=]]p, M) =]]»r

plr pllr

Pour r|m1m2 avec mq et mo sans facteurs carrés, on remarque que
r|d? <= N(r)|d,

et

Cela permet d’écrire et donc

1 1 )
925(r) = e O mrasa (M (r)d?)
N(T) di2<z/N(r) d !

log =
= gs(r) + O(W)

23

ou g5 désigne la série étendue a tout d,l > 1. Le terme d’erreur de I’équation précédente
peut étre inséré dans (48) sans dommage des que logz > loggq. On y remplace donc g, s

par gs.

Lemme 5.4 On a

(51) 95(r) = gs(HN (r) 7201+ H :H_"Z;—(ZQ)()L‘,-(S)
et

C(2)C(2 +20)|¢(2 + 26 + 2it)|?
¢(4 + 49)

(52) 95(1) = > 1

. . 1
uniformément pour t € R, [6] < 7.
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Preuve. — On a comme ci-dessus

ou

On a alors

o) = (X @)Y wMeE)d )

(@M ()=1 diM(r)>

= L(Sym?®n,, 2s) H I:p(Sme'nt, 25)7 !
pllr

% H Z nt(p2k+1)p72ks

plir k>0

otl on a noté L(Sym?n;) le "faux” carré symétrique de 7, (cf. (24):

L(Sym?n,. s) — n(d?) _ (s — 2it)C(s)¢(s + 2it)
) ; d ¢(2s)

et I:I,(Symzm) son p-facteur eulérien. Or

S (PP =N () (p*) — m(p*F))p 2
k>0 k>0

donc
(1 4+p7°) > (™ )p~>* = mi(p) Lp(Sym>ny, 25)
k>0
ce qui donne
n(p)

g(?“, 8) = ﬂ(Sme,h’Zs) TI)_QS

pllr

et en reportant ci-dessus, le lemme.

Diagonalisation de Ss

Pour tout couple mj,my apparaissant dans (48), on décompose mima = m/jmb(mq,ms)?
et tout diviseur r de mims se décompose de maniere unique sous la forme r = ryrors avec
r1|mY, ro|mb r3|(mi, ma)? observons encore que m},mb, (m1,mo) sont premiers entre eux
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deux & deux(my, ms sont sans facteurs carrés) si bien qu’en utilisant la multiplicativité des
fonctions 1, fs, %9—(51), on obtient

55(33) Z Z Zhé ml hﬁ(mZ)hé(m:s)xbmgmlxbmgmg
b

mi,m2 ms3
(my,mg)=1

=2 % >_m(@hs(@)*d h(m3) > hs(ma)hs(msz)omgams Tomsams
b a

m3 mi,m2

2
(53) -y ﬂ(k)]Z () im
k m

avec ) (1)
g5\
54 h = —
o =, 3 e it
et
- 1
(55) k) = Y pa@hs(@)hs(rd)
abrs=k
Notons les égalités
h (p) nt( )( 1_p_1 20 )
pl+o p(1+p=2-2)
1 1 1—p =2
2\ _ 26 2 p

et
75(p) = ; ~B2p) + ha(p?)

On peut alors vérifier que si ¢ est assez grand, pour tout ¢t € R et tout ¢ tel que |6| < 1/logq,
on a 7g(k) > 0. Donc, en vertu de cette remarque et de (52), on voit qu’a un terme admissible
pres S_s est positive ou nulle. On conclut donc comme précédemment en utilisant la
négativité de (4(1 — 26) que

x m)|?
S”((L‘) < 95 _|_25 Z Z f5 r1+5/g5( )Z k;;ln;?j_g )

k r

raisonnant comme dans la section précédente on en déduit en utilisant le fait que pour r
sans facteurs carrés fs5(r)gs(r)/gs(1) < 7(r)/r? que
S™(z) < (|t} +1)"

et donc que
(56) S < q(ltl + 1"

comme désiré.
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6 Théoreme de non-annulation en moyenne naturelle

Dans cette section, nous prouvons la minoration (4) qui est une modification des arguments
de la section 4. Dans notre cas on impose au mollifieur la normalisation suivante

md— -
(57) Z xil(m)—l avec d_y Zr L
m<M m rlm

On va montrer la proposition

Proposition 6.1 Pour M < ¢'/*=¢, et pour tout vecteur X = (Tm)m<nr vérifiant les
conditions (28), (29), (57) on a l’égalité

(58) S WL 1/2)M(f,1/2) = C(2)2 + 0(g).
f

D’autre part, soit X = (zm)m<m le vecteur défini dans par (70) ci-dessous, alors on a
[’égalité

log log M
log M

(59) S wilL(L L/2M(F /2 = 20250 + 5L )1 4 0 )).

7 2log M

On conclut comme dans la section 4 et considérant ’égalité (43) et en remarquant que
Sa()*| = 5 +O(1).

En raisonnant comme dans la section 5, on voit que pour prouver (58) et (59) il suffit
de majorer les quantités

S w(@)L(f,1/2) M (f,1/2)
f
et

S w(@) LI, 1/2)M(f, 1/2) .
f

. o
avec x = ¢°, les autres termes fournissant une erreur en ¢~ ¢

6.1 Evaluation du moment d’ordre 1

4 172 —1/27%7 (27T)1/27"l
> @I /M) = X S o 3 Y WS ) %

f dl2<m rr’ d? l

(Z AP DAR(m) + 32 €A p(r DA (m ))

f f

Par un raisonnement analogue & celui de la section précédente (cf. (41), (42)) la
paranthese vaut

d21 1/2+€
(60) ot + O

q



et finalement en utilisant (60), (40) et (39) on obtient

h Tm 2M1+e
S wi@)L(f,1/2)M(f,1/2) = > dQZQZ > o ).

f di2<zx r|(d?,m)

2

On remarque que (d,m) = (d, m) car m est sans facteur carrés et on obtient alors

VORI D D Sislp i =

f rlm di2<z/r

d,1 (m)

= (@22

1/2
- 21/

d’apres (57) cela conclut la preuve de (58).

6.2 Evaluation du moment d’ordre 2

On se trouve dans le cas § =t = 0 et les égalités (49), (51), (52) et (55) deviennent

folr) = o(r)
o SO :
(61) win):=00) = e llis=
2 1—p!
(62) ho(p) :=hip) = (14 75y
_ 22)3
3 0=l = 1 [[D/p), avee D) = H58

De maniere analogue & (53), on trouve pour M < ql/Ae, I’égalité

S s (@) M(f, /2L, 1/2)2 = 57 + O(g~/?)

!
avec
¢(2)* 1 27 (2
Sn = - a h a h/ T
X Z Z wabrgmlxabmmzh(ml)h(mQ)
mi mso
x( p 10g(27ra27“§m1m2) +Cy) + O(iql/‘l )-

27
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On peut encore écrire ceci sous la forme

4
(64) sp = 42 i(fj) S5"(X) + 0(¢7)

ou S™(X) désigne la forme quadratique

SUX) =D "0(k) D> Tk Tramg h(m) () (log(Q? /mama) + 24(k)).

k m1,m2
0 = g 3 gul@h(ehid)los(1/ary)
abrs=k
= Zlogpl/pﬁz]j(m:O(loglogk).
plk

Il reste maintenant & choisir un vecteur X = (x,)m<nm vérifiant les conditions (28),(29),
(57) qui minimise la forme quadratique S™(X).

6.3 Diagonalisation de S™(X)

Dans cette partie les lettres k, k', m désignerons exclusivement des entiers sans facteurs
carrés. Nous suivons de pres les argument de [IS]: posons

Y=Y h(m)zm

m<M/k
de sorte que si on note A= (m) 'inverse de convolution de h(m) (h{=1)(p) = —h(p)) on a
(65) tm= > WD k)
kE<M/m
et la condition (57) est équivalente a
(66) Sk = ) =1,
p Id

On pose dans la suite j(k) := (h(-1) « %)(k;) et on a

) -1 1—2)(1+z)?
i) = LB /p), avee Ba) = =20

On a alors

2

Zﬂ(k) Z Tlemy Thmy (M) h(ma) log(

k mi,ma

) =2 v(k)yry
k

mimsa



avec

Y = D Tkmh(m)(logQ —logm)
= (logQ)yr — > AK)h(K )yw
=

de sorte que

(67) R(Y) =2 #(k)(logQ+ {(k))yi
k<M

et

(68) R(Y)=2 Y o(k)AK)AK )yryrw
kk'<M

Pour minimiser R(Y") il est clair que le choix optimal est donné par:

2 (R)j(k) _— H(R)P(R)
(69) yk_W/J, avecJ—zk:W

de sorte que la condition (66) est vérifiée.

Evaluation de J

On a, pour k sans facteurs carrés,

7> (k) 1y 14+1/p
v(k) kp‘kl—l/p
On voit donc que
2
2 J (k) -1 1 1 1
k =TTa-1 1o ——
zk:M W5 1;[( o s )
et ainsi
-1 1 1
J =RilogM + O(1), avec Ry =ress—o [[(1—1/p) (1—54-@
P

~ I+ pi) — ((2)/C(4).

1

pexe)

29



Alors par (65), on a

(70) Ty =

k<M/m
(k,m)=1

_ pE(m)j(m) 2 2
N J(m) k;:/m (k) Ml_{(p * O(p
(k,m)=1

< 7(m)log®m

Ainsi les conditions (28), (29) et (57) sont vérifiées

Evaluation de R'(Y)

R) = 23 2wl v 000,

v(p) P P
](zf)h(p) logp = —2log(M/k) + O(loglog k)
p<M/k I/(p)
(p,k)=1

Z u2(k:)j2(k) logk = ¢2) log? M + O((loglog M) log M)

250 20(1)
et ainsi
() =) + OB
Evaluation de R(Y)
On trouve de méme que

se qui donne finalement 1’égalité

2
(@)

Cette derniere égalité conjuguée avec (64) et (43), conclut la preuve de (59)

log g ) +O(loglogq))

1 "X
(71) S™(X) 2log M log ¢

(1+
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7 Le premier théoréeme de densité

La méthode de démonstration du théoreme 1.1 est basée sur la méthode des “polyndémes
détecteurs de zéros”, due & Montgomery (voir [Mon], [Bo]). Nous allons suivre de tres pres
I'exposition de Bombieri, [Bo|, pages 76 a 82.

7.1 Variantes du grand-crible

Rappelons que la notation n ~ N signifie N < n < 2N. La Proposition 2.1 entraine aussitot

par positivité
h 2
SIS s < (14 Njg) X 18P

J€Sa(a)t n~N N

(le poids (f, f) provenant de la renormalisation des formes primitives en systéme orthonor-
mé) et la constante du < est absolue.
La premiere conséquence est une intégration triviale en ¢:

(72) /. Z |3 Bt < T+ Ng) 3 16

fGS q)t n~N n~N

Ensuite on remplace l'intégration en ¢ par une somme sur des points bien espacés (ce
seront ultérieurement les zéros des fonctions L). Ici «v est entre 1/2 et 1.

Lemme 7.1 Supposons donné pour toute f € Ss(q)* un ensemble fini Jy de nombres
complezes tous inclus dans la région

R(a,T)={z2=0+itecC|a<o<1, |t <T}
tels que de plus pour p # p' dans J¢ on ait

[Im(p — )| > L.

Alors on a

Zh Z ‘ Z ﬁn/\f(n)n*p‘z < Tlog N Z |Bn*n"2%(1 4+ n/q)

f€Sa(q)t peJy n~N n~N

(toujours pour toute famille de nombres complexes (y,.)

La démonstration est la méme que celle du théoreme 7.3 de [Mon] (on utilise un lemme
de Gallagher).

Lemme 7.2 Soient (fy,)n>1 une suite de nombres complexe dans (1, T > 1 un réel. Alors

on a
> / S Bad g dt < TS (14 /a)8a

feSa(q " n>1 n>1

Pour la preuve, voir [Bo], page 30. Noter que 'on perd un facteur 7" par rapport a sa
version, faute de disposer du grand crible dans des petits intervalles M <n < M + N.
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7.2 Lemmes utilitaires

Nous nous intéressons ici a des séries de Dirichlet de la forme
(I, m)(Im*)~
c(l,m)(Im ,
I,m>1

catégorie qui inclus, comme on ’a vu, les inverses et carrés des fonctions L de nos formes
primitives.

L’objectif est de voir qu’en certaines circonstances, ces séries se comportent comme si
elles étaient réduites a la simple expression

> el 1)*

I>1
(en particulier dans certaines estimations.)

Lemme 7.3 Soit (c(l,m));m>1 des nombres complexes et M un réel tel que m > M im-
plique ¢(l,m) = 0. Alors pour tout s € C

| cltm)im?) | < (og ar) 3 'O |S et m)i |

I,m>1 m< M >1
Preuve. — C’est clair par Cauchy-Schwarz, en écrivant la somme (x est n’importe quel
réel)
2 2

Zc(l,m)(lmQ)_s = Z mS* Zm_”_sc(l,m)l_s

Ilym m<M l
2

< Z m2(n—Re(s)) Z Z m—n—sc(l’ m)l—s
m<M m<M | 1

et en choisissant x de sorte que Re(s) —x = 1/2.

a

Le second lemme est une transformation simple basée sur la multiplicativité des coeffi-

cients de L(f).

Lemme 7.4 Soient L, M, N des réels avec LM = N et f € So(q)". Pour toute famille
(c(l,m))i~r,m~m de nombres complexes, soit

én,d)y= Y. e(d)e(ld,md).
ldNTq:gNM

Alors
Z( Z c(l,m))\f(l))\f(m)>ns— Z &(n,d)As(n)(nd*)~*.

n~N Im=n nd2~N
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Preuve. — Par la formule de multiplication des coefficients qui, pour les Af(n), est
NDApm) = 3 e(@Ag(im/d?).
d|(l,m)

a

On peut mixer les résultats du paragraphe précédent au lemme 7.3. Soient par exemple
des complexes (c(l,m));m>1 vérifiant |c(l,m)| < |e(l,1)]. On a alors

(73) Z SIS ellm)A)(ImA) P < log N(1+ N/g)Sa(N)

F€S2(q)t pEJy Im2<N
x> el 1)1
I<N

ou

Z n1—4o¢‘

n§N1/2

De méme en partant du Lemme 7.2, supposant que (¢(l,1));>1 est dans 2. Si § > 1/2
on déduit que

(74) Z /‘Z (1, m)\p (1) (im?) =B dt<<5TZ| (1L, D272 (1 + /).

f€Sa(q >1

7.3 L’estimation auxiliaire

L’estimation obtenue dans ce paragraphe, dans la lignée du précédent, servira a traiter
I'inverse de L(f) “comme si” il était simplement donné en multipliant les coefficients par
p(n), comme c’est le cas pour les caracteres de Dirichlet (voir la remarque a la fin.) 11 s’agit
d’une partie purement technique.

On suppose donnés des complexes c(k,l, M)k, i~L, m~m €t on veut estimer la somme

(75) Z > Z( > c(k,l,m))\f(k))\f(l)>n_p

fesa(q)t pedy n~N klm2=n
kK, I, mes M

2

ou J; est un ensemble fini bien espacé, comme dans 1’énoncé du lemme 7.1.

On procede en deux étapes.
Premiere étape. On considere seulement m = 1, c’est a dire une somme

> ES (X monmnm) e

fESQ(q)Jr pEJf n~N kl=n
k~K, I~L

2

On applique le lemme 7.4 pour écrire la somme sur n sous la forme

Z &(n,d)(nd*) ™2

n,d
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puis le lemme 7.3 pour séparer n et d. On somme ensuite sur f et p, et pour chaque valeur
de d on applique la variante du grand crible du lemme 7.1, ce qui donne 'estimation

—2
<log?N Y d1‘4aT(1+%> 3 JEn, d)Pn2e

d<N1/2 q n~Nd—2

Nous supposons maintenant que les c(k, ) vérifient de plus

N\ 1—2a
(76) > fen d)Pn* < () (log )
n~Nd—2

pour une certaine constante A > 0.
On peut alors continuer I'estimation, obtenant pour la somme

Nd—2

< (log N)?*4 Z d1—4aT<1 + 7>(Nd—2)1—2a
dSNl/Q q
< (log N)2+AT( Z qi—da—2+da | N Z d—1—4a—2+4a>N1—2a
d<N1/2 q d<N1/2

< (log N)**AT(1 + N/q)N' %,

Deuxiéme étape. On peut maintenant traiter le cas général. Dans la somme origi-
nale (75), on utilise le lemme 7.3 pour séparer m cette fois. Pour chaque m on se trouve
confronté, en remplacant N par Nm ™2, a une somme du type traité précédemment. Ad-
mettons que I'hypothese (76) correspondante est valide uniformément en m; on peut alors
estimer notre somme par

Nm™2

< (log M) Z m!~1(log N)3+AT<1 +
m~M

) (Nm—2)1—2a

et par la méme sommation que ci-dessus, ceci est (encore)
< (log M)*(log N*TAT(1 4+ N/q) N1 2,
L’essentiel est que cette borne est la méme que celle que 1'on aurait obtenue (par le
lemme 7.1) pour une somme
h 2
Z Z ’ Z c(n))\f(n)nfp‘
f P n~N

pour des complexes (¢(n)) vérifiant la condition

Z le(n))?n 2% < (log N)AN'~22

n~N

(si M est au plus une puissance de N), condition qui s’interprete intuitivement comme le
fait que les (¢(n)) sont “presque” bornés, en norme /5.
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7.4 Preuve du théoréme

Ayant amassé nos munitions, nous pouvons commencer la campagne suivant le plan décrit
au début de cette section.

Nous introduisons donc un inverse tronqué de L(f). Soit X > 1 un parametre qui sera
choisi ultérieurement et posons

My (fos)= 3 elm)u(D)|n(im) A (D) (tm?) .

Im2<X

Nous effectuons maintenant le produit Mx (f,s)L(f,s). Pour Re(s) > 2 il vient

L(f.s)Mx(f,s) =14 ) ( > o« )N(Z)W(lm)P‘f(l)/\f(k)) n’,

n>X \kim?2=n

les termes avec 1 < n < X disparaissent puisque tous les coefficients de l'inverse sont
présents jusque la.
Notons immédiatement

(77) br(n) = Y e(m)u(D)|u(m)Ap(D)As(k)
klm2=n
Im2<X

et nous pouvons reformuler cela plus simplement en 1’égalité

n>X

Notons ¢(z) = e™*, ¢ = I sa transformée de Mellin. Comme dans [Bo], on obtient donc
pour tout o < 0 cette fois

L(f,s)Mx(f,s) —1+be n)n *p(n/Y)

n>X

1

_f/ YYL(f,s +w)Mx(f,s+ w)p(w)dw.
21 J(—o+1/2)

ou o = Re(s).
Si on prend s = p = 3 + i, un des zéros dans la région concernée par le théoreme, on
trouve comme Bombieri que p satisfait I'une des trois inégalités suivantes:

1< ‘ Z bf(n)n_pcﬁ(n/Y)‘.
n>X

Mx(f,1/2+it,)| > X712
pour un certain ¢, tel que |t, — | < (log qT)?.
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+(log qT)? Y
/ L(f,1/2 + it)|dt > (—)*"22,
v—(log ¢T)2 X

On traite chaque classe de zéro caractérisée par ces inégalités séparément, et pour cha-
cune on partitionne ’ensemble des zéros en sous-ensembles bien espacés (de (log ¢T')?) et
on somme les estimations obtenues.

Pour la premiere classe, la condition donne

1
br(n)n~ Y
TR 1/2‘;( s ot/ V)

et apres partitions dyadiques, on se trouve avec (a la place des sommes

S pn)x(nn~?P?

X n~N

de [Bo]), des sommes

SUYIS(S rtmrwn)ie]

f€Sa(q)T pedy n~N klm2=n
e~ K I L mes M

avec c(k,l,m) = e(m)u(l)|u(lm)|e(klm?/Y), si Im? < X, et c(k,l,m) = 0 sinon, auxquelles
s’applique le résultat du paragraphe précédent.

En effet, comme |c(k,l,m)| < 1, pour tout m on a é(n,d) < 7(n) et 'hypothese (76) est
aisément vérifiée avec A = 15/2 par Cauchy-Schwarz et la borne

Z T(n)4 < n(log n)15

n<N

ce qui signifie simplement que ’on obtient exactement la méme borne que dans le cas des
caractéres. Avec les mémes choix de X et Y que [Bo] (X = (¢T)Y/(C=®), v = X3/2) et
compte tenu de divers T' perdus, on trouve

1
(78) S N(faT) < TB(qT)2 5179 1og g)4
feSa(g)t
(I'indice indiquant que c’est la premiére classe de zéros.)
Pour la seconde, 'argument est plus simple, puisque on aura des sommes

S ST M (f. 172 4 it,)

fesa(g)t P

qui sont de la forme considérée dans (73) avec c¢(I,m) = e(m)u(l)|u(Im)|. La encore, on a
la méme estimation que dans le cas des caracteres.
Pour la troisieme, un tel zéro satisfait

v+ogdD)® |L(f,1/2 +it)]

Xa—1/4 1
(f, f)L/A <</Y(10qu)2 (f, )4

dt
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donc
x2S Ny(f,0,T) < (loggT)® 3 / L(f,1/2 + it)|'dt
fesa(g)t fe€Sa ()t
et le théoreme ne requiert plus que de prouver 'analogue du lemme sur le moment d’ordre
4:

Lemme 7.5 Il existe A et B absolus tel que

s / L(f,1/2 + it)|*dt < qT" (log g)*.

feSa(q

Preuve. — On suit encore Bombieri, [Bo| page 80-82. L’argument s’adapte ici parce qu’on ne
s’'intéresse qu’a la dépendance en ¢. On utilise la série de Dirichlet donnée par le lemme 2.2
pour le carré de L(f), et ’équation fonctionnelle sous la forme

L(f,S) :Qb(f,S)L(l _S7f)

1/)(8, f) _ g(f)q1/2—5(2ﬂ_)s—1/2m.

On écrit (avec Z = ¢T)
L) = S et 0/2) = 5oz [ (54w 2wy
n>1
on applique I'équation fonctionnelle et 'intégrale est encore

im0 10 (X 0) 25 e+ g [ wrs 1w 0) 2 G

n>27Z n<Z

(avec () = cp(n)n*Tv= 1 —1 < —c < —o = Re(s) et -1 < <0.)
Pour s = 1/2+it, (|t| < T), c=—1/2 — (logqT)~!, ¢ = —(log qT) ™!, le point essentiel
est que l'on a sur Re(w) = ¢

(s +w, f)2(qT)"| < (¢T)Y>T
et sur Re(w) = ¢
(s +w, f)*(qT)"| < 1

qui sont aussi bonnes que les inégalités de Bombieri dans la dépendance en gq.
Le reste est le méme en utilisant la forme de cf(n) et les diverses variantes du grand
crible, en particulier (73) et (74). On rencontre un terme de la forme

Z/ | > el mAp@)m?) =12

T Im>1

d

(c(l,m) = e(m)T(D)p(Ilm?/Z)) qui ne releve pas directement de (74) (car § = 1/2); on
peut le traiter, par exemple, en estimant directement la partie m > ¢7" de la somme en m,
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en exploitant la décroissance rapide de ¢ pour voir que cette partie est négligeable — ou
simplement en prenant dés le départ une fonction test ¢ a support compact.

On vérifie que la pondération par (f, f)~!, qui est évidemment cruciale, est la bonne:
elle intervient dans les estimations de grand crible pour les approximations de L(f,1/2+it)?
ci-dessus, élevées au carré avant d’étre intégrées en t.

|

On trouve ainsi pour chacune des 3 classes la méme estimation (78) qui est celle du
théoreme 1.1.

7.5 Preuve du Corollaire

Nous prouvons maintenant le Corollaire 1.1 qui résulte du précédent par une application
triviale de I'inégalité de Cauchy-Schwarz:
on a la majoration

(Z Nf(aT> YN T xS ().

fe€S2(q)* fe€S2(g)t fesa(g)t

En vertu de la borne triviale
Ni(e, T) = O(T log(qT)),

le premier terme de droite est majoré par

( )

A+1 )

O(TBq 2= tlog

Le deuxieme terme est majoré par O(gdim JJ(q)log® q) en vertu du lemme suivant ([M-M]
p. 337):

Lemme 7.6 Pour f € S2(q)", on a la majoration

(f, f) < qlog’q.

D’apres [Br] Lemma 3.9, on a l'encadrement

c16(q) < dim Jg'(q) < ca9(q);

d’autre part ¢/¢(q) = O(loglogq), on en déduit, que pour ¢ > 0 assez petit et A’ assez
grand, on a
Z N¢(o, T) = O(dim Jg(q)TBq_c(a_l/Q) log qA/)
feS2(g)t

Ce qui conclut la preuve du Corollaire.
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8 Le second théoreme de densité

La preuve du théoreme 1.2 est une généralisation a GL(2) de la méthode des pseudo-
caracteres inventée par Selberg [M-S].

Comme précédemment, on cherche a construire un polynome détecteur des zéros de
L(f,s). Or le fait que L(f,s) est un produit eulérien de polynémes de degré 2 rend le jeu
combinatoire tres compliqué aussi nous avons recours a une astuce. En effet on va factoriser
L(f,s) par un produit eulérien de polynoémes de degré 1: soit P l’entier formé du produit
de tous les nombres premiers p tels que 19972/p > 1, on a alors la factorisation suivante
dans le demi-plan Re(s) > 1

(79) L(f.s) =] (1= Arp)p* +ep)p>*)"'G(f,5)Lp(f,s)
p|P
Lp(f,s) =Y w*(m)Ar(n)n™ => Ap(n)n™*,

n>1 n>1
(n,P)=1 -

disons. Par la factorisation (p fq)
(L= +p>) =1 —app™) (A —app™) !

avec || = 1, et le choix de 'entier P, on voit que la fonction

[T =Xrp)p® +e(p)p™ ) ' G(f,5)

p|P

est holomorphe dans le demi-plan Re(s) > 1/2, et est minorée et majorée uniformément
dans tout domaine de la forme Re(s) > 1/2 4 €, avec € > 0, par des constantes positives ne
dépendant que de P et de € et donc indépendantes de f; c’est la raison d’étre de ’entier
P: en criblant par les facteurs premiers de P, on va uniformiser les comportements des
différents produit eulériens qui apparaitront dans la suite...

En particulier, les zéros de L(f, s) de partie réelle > 1/2 sont ceux de Lp(f,s). Comme
on n’étudie que les zéros de L(f, s) de partie réelle éloignée de 1/2, on ne perd pas beaucoup a
faire cette factorisation; elle va cependant simplifier considérablement ’aspect combinatoire
de notre probleme.

Dans la premiere partie nous donnons une construction des pseudo-caracteres que nous
utiliserons dans la suite.

8.1 Pseudo-caractéres de formes modulaires

Soit 0 < 6 < 1/2 un parametre. Pour tout f € S3(q)™, on définit un ensemble d’entiers
Ry , 5
Rf,5 = {T’ 14 (T) =1, (Tv qP) =1, p|T = |)‘f(p)| >p }

(on abregera Ry en Ry dans la suite).
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Sur I’ensemble Ry, on définit la fonction arithmétique cy(r) par la formule

er(r) i= ()

Pour chaque r € Ry on définit ensuite sur tout les entiers le pseudo-caractere

crr(n) = p(n)es((n,r)).

Quand la forme f sera fixée ou que le contexte le permettra, on oubliera I'indice f dans
I’écriture de ces fonctions. Le lemme suivant est la transposition directe du Lemma 2 de
[Ju]:

Lemme 8.1 Soient f,g € S2(q)*, r € Ry, 1’ € Ry; On définit les nombres h(d; f,r;g,1")
par l’équation

oo

> h(d; forig,7)d S =
d=1

11 (1 *(erlp) - 1)p_s> 11 (1 + (co(p) = 1);0‘5) 11 (1 + (cp(p)eg(p) — 1)p—5>

Mp‘r’) L?W’) pl(r,r’)
PAT,T PAT,T

(en particulier la somme précédente est finie et parcourt l'ensemble des diviseurs de [r,r']).
Alors on a ’égalité

Cf,r(n)cg,r’(n) = M2 (n) Z h(da g, T,)'
dn

Le lemme suivant est ’adaptation du Lemma 3. de loc. cit.

Lemme 8.2 On a l’égalité

) o ! 2
PAGEELEERBYME | (R )
d=1

pld p
ot O, est le symbole de Kronecker.
Preuve. — La premiere partie du lemme résulte de ce que la somme étudiée vaut
cr(p) —1 Ar(p)2. cr(p)? —1 Xe(p)?
i p P plr) P b

pUr,")

et la preuve résulte de la définition de cs(p).
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8.2 Théoréme de grand crible avec pseudo-caracteres

Le but de cette section est de montrer le théoréme suivant (une forme faible d’un résultat
de grand crible avec pseudo-caracteres pour les formes modulaires.)

On notera [ Xo(q)| :== Vol(Xo(q)) = 5q]I,4(1 +ph),

Théoréeme 8.3 Soit 1 < Net RZ < N. Soit (Bn)i<n<n un ensemble de complexes, alors
on a la majoration suivante: pour tout € > 0,

'Y ] X e

fesa(a)t rery |Cf N<n<2N

2

< ( + q1/2+€N1/2+€R1+5+€) ‘/6 |2‘
* M Xo(g)] N@Z@N !

On en déduit alors le corollaire suivant a la maniere de [Mon]|, Chap. 7.

Corollaire 8.4 On reprend les notations du Théoréme précédent. Soit T > 1 et 1/2 <
a < 1; pour chaque f € Sa(q)™, soit J; C R(a,T) un ensemble fini de points bien-espacés
au sens suivant:
pour tous p,p' € Jy distincts on a Im(p — p') > 1/loggq.
On suppose en plus que By, =0 sin < eR%. Pour tout € > 0,

2

Zﬂn cpr(n)Ap(n)n™"

n<N

feSa(q)* pely *ERf

log 2N ENE n 1
¢ TE(1 +log N)(1 + 1 [24e 1/24e pltiotey
< (log g + log N)( Og(logQR)) E 20 (| @ +n q )

8.3 Preuve du Théoréme

Par dualité il suffit de montrer que pour toute famille (8y,)res,(q)+ rer, On a la majoration

1 1 2

0 2 | 2 G 2 e

legn~N

73 Brretr(n)Ap(n)

N
+ N1/2+6q1/2+€R1+6) Z ’ﬁn,r|2

Nan -

On insere alors une fonction test ¢(n/N) ou ¢ est C* a support compact dans [1/2, 3] et
qui vaut 1 sur [1,2], on a donc

D12 !2<Z¢> IZ

n~N f
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Ouvrant le carré, on est confronté a I’évaluation des sommes suivantes

1
((F, Dler(r)l(g, g)leq (1)

(les coefficients de Fourier de g sont réels).
On applique le Lemme 8.1 pour obtenir

7 LA ep )y Asgn) = S(7.759:)(V)

S(f,r;g,7")(N) = > h(d; f,rig.r d) > Ag(n )6 (57 );

fvT gﬂ” d<N

avec r € Ry, ' € R,
A rgr = ((F, Hles (g, 9)leg (")) 2.

Notons

Sa(f;9)(N) = ; MQ(n)S\f(”)S\g("W(W)‘

(n,d)=1

On considere alors la série de Dirichlet suivante (par hypothese (d, P) = 1)

La(f®g,s) = > MZ(H)AJ‘(”T)QQ(”)

(n,g)zl

:1_[(14—M)_1 % H (1+M)
pld

= Hy(s) x Lp(f ® g, s)

Comme (d, P) = 1, Hy(s) est une fonction holomorphe dans tout demi-plan Re(s) > € avec
€ > 0 et est majorée par O(7(d)) indépendament de f et g (par le choix de I'entier P). La
fonction Lp(f ® g) admet la factorisation suivante:

LP(f®g’S) :Lp(f®g,S)GP(f®g,S).

Dans la formule ci-dessus, Lp(f ® g, s) est la convolution de Rankin-Selberg de f et g dont
on a enlevé les facteurs eulériens correspondant aux nombres premiers p divisant P:

LBy By Wy o Tpby
LP—Lxgl L)1 - TR (1 B3 - ),

ot on a posé A¢(p) = ap + 0y, A\g(p) = By + By, avec |ap| = |By| = 1. Et — par notre choix
de l'entier P — G'p(f ®g) est une fonction holomorphe dans tout demi-plan Re(s) > 1/2+¢
avec € > 0, qui est majorée dans ce domaine par une constante ne dépendant que de P et

de §.
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Par transformée de Mellin, on a

Sula)(N) = 5oz [ Eald @ g0)d) ().

217?

Déplagant le contour en Rew = 1/2+¢, et on rencontre éventuellement un pole simple en 1 si
et seulement si f = g (qui correspond au pole de L(f ® f,s) en 1 de résidu (f, f)/|Xo(q)|);
en utilisant la majoration suivante valable uniformément pour 1/2 < Rs < 3/4 et f,g
primitives:

L(f®g,5) < ()7,

on obtient alors 1’égalité

Sa(f;9)(N)  =ds4Ressm1La(f ® g, )]c\l] +0(( )1/2+s 1/2+¢)

— )‘f(p>2 -1 (f7 f)N E 1/2+4e,1/2+e
—5f,gVP(f®f>££(1+ » ) ]Xo(q)|d+OP(<d) q )

ou vp(f ® f) est une constante bornée en fonction de P mais indépendamment de f.
On en déduit en utilisant la minoration d’Hoffstein-Lockhart (f, f) >. ¢' ¢

S(f,r;g,7”")(N)=TP +TE

avec

N1/2+6q_1/2+6 2‘6 (p)/\ (p)| 2|Cg(p))\g(p)’
P(|Cf(r)cg(r/)|1/2 ( fpl/Qf +1)H(T+1))

— O(R6+6N1/2+6q_1/2+8).

TE = O

plr plr’

D’autre part on voit que
TP=0si f#g

et si f = g (on utilise le fait que N > R?)
ve(f ® f)M h(d; f,r; £, 1) A s (d)? 1 Ar(p)?
e e 2ot d [ =)

vp(f ® f)(sr,r’N
| Xo(q)]

On en déduit que la quantité (80) est majorée par

TP =

(81) =

N
e 33 X X B Bar Onr gy o+ NG R

f€S2( )+ r<R 9652( )+ r'<R
TERf 7”/€Rg

+ N1/2+5 1/2+€R1+5+€ Z ‘Bf,r|

L (——~ N
M Xo(g)] -

et ceci conclut la preuve.
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8.4 Polynomes détecteurs de zéros

On va maintenant construire un détecteur des zéros de L(f,s), ou plutot de L(f, s).
On introduit d’abord la fonction suivante qui minimise le crible a carré de Selberg. Soit
1 < 21 < 2 on définit la fonction Ay = p(d)gz, 2, (d) avec

1 sid<z
921,20 (d) = q log(d/22)/log(z1/22) siz1 <d <2
0 st d > zo

Le choix de ce “mollifier” est fondamental car il permettra de sauver un premier facteur
log ¢ (un deuxieéme sera sauvé grace aux pseudo-caracteres). En effet on a le résultat suivant
du & Graham ([Gr] Lemma 9):

Lemme 8.5 Sil/2<a <1, ona

SO )Pt < Mx2f2a.

e dm log(22/21)
Le lemme suivant construit un polynéme détecteur de zéros (Cf. Lemma 1 de [Ju]):

Lemme 8.6 Soit r € Ry, on a ’égalité

(82) > 20 Ader ) M = Eo(s, )08, (7, 9);

(n,P)=1 djn

ol on a posé

Z AdAf(d d(d) H (1+M)H(l+>‘f( ))

plr/ (rd) p pldr v’

(, P) 1

Preuve. — Utilisant la multiplicativité de cs,(—)As(—), on voit que le terme de gauche
de (82) vaut

> Aacr(d Z W2 (n)es(n) L (n)

d n?
(d,P)=1 (ndP) 1
Ar(d Ae(p
OSVORTEESES | QRRI DR
(d,P)=1 (p»d%:l
>\ f(d) Ar(p),—
= H (1+Cfr Z )\dCf7 pE H(1+Cf,r(p) J;)S ) !

p
(p,P)=1 (d, P) 1
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_~ 1-|-Cf )\(d)
= L(f,ss H( 1+Af( > Z Aacp(d) =5 x

(dP) 1

11 (1+Cf(p)/\f(sp T (1+)\f7<5m)_1

pl(r,d) p pld/ (rd) p
- IN/P(fa S)Mr(fa 5)-

Le lemme suivant détecte les zéros de L(f, s):

Lemme 8.7 Soitr € Ry avecr < R. Pourtout1-1/13 < a <1etT >1, soitp € R(a,T)
un zéro de L(f,s). On suppose que l'on a les inégalités suivantes: pour un certain € > 0,

1
(83) X > (¢'/PTRY 0 2,)V/ e~ og X < logqT, log"?q <logR < ilogx

ot on a posé x = X log?(qT) et soit

S i) Aadeg(mye XA,

G "
Alors, on a la minoration
1 <pe lgr(p; fl;
la constante impliquée ne dépendant que de P, de € et de o.
Preuve. — Soit 0 < € assez petit, par déformation d’un contour et le lemme précédent

on a

2(n c ne_”/XM: L(f, s 8)X? s s
L+ 3 (S M (o Lo EUE S+ BTOX Mf 5+ )

1<n ne
(n,P)=1

Par le principe de Phragmen-Lindelof, on a pour 0 < ¢ < 1, la majoration

L(f,o+it) <. (q1/2(|t| + 1))l

La factorisation (79), implique que cette majoration est aussi valable pour Lp(f,s) quand
Re(s) > 1/2 4 e. D’autre part on a,

Mo (f,1/2 4 B8 — a+ e+ it)| <, rl/2H20He /22

En effet, comme r € Ry, on a

A cr
(e s@] < r(@ (@, T e 2O iz
plr/(r,d)
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enfin comme (dr,P) =1 on a

[0+ As(p) )~ < 7 (dr).

1/24€ —
pldr p

On en déduit que l'intégrale est O, ((q"/2T R 2y)1/2+¢/ X *=1/2) Enfin, on voit facile-
ment que si la série est tronquée & z = X log? ¢T le reste est un o.(1).

8.5 Comptage des zéros

On reprend la méthode de comptage classique utilisée par exemple dans [Ju].

On subdivise le rectangle R(«,T') en rectangles de la formes Ry, := [, 1] x [k/log q, (k+
1)/logq]. Pour chaque f € Sa(g)™, on choisit, pour chaque k un zéro pyy de L(s, f) contenu
dans Ry; enfin réunissant les k& pairs et les k impairs, on obtient deux ensembles de zéros
J]T et Jf_ chacuns 1/log ¢g-bien espacés. On commence par majorer les quantités

T = >0 EL = YD L

fesa(g)t feSa(g)t

Par le lemme 8.7 et le Corollaire 8.4 on a, pour peu que les conditions (83) soient remplies
et que z1 > R2 la majoration

+
fESa( )+r<R £.1) for peJE ff
B g, M2 1/2—20,3/2 pl+te
(84) < TPlogg Y. O_xa)*( +n ¢*? R
L2 = ()
72(1=a) —1/9
< TPlogq(——— +2 /2te PR,
Xolg)] !

Dans la derniere étape, on a utilisé le lemme 8.5, qui permet de sauver un facteur log x sous
I’hypothese log z < log(z2/21).

D’autre part part les méthodes de factorisation que ont été décrites (remarquer que le
produit Hp(l — pH‘S) est absoluement convergent), on a la minoration suivante que permet
de sauver un deuxieme facteur log g:

Z Z )‘f(T')2 > Z )‘f(T)Q

r<R ‘Cf r<R r€R
reRy re€Ry Rl—e<r<R

(f, f) e —1/242¢ 1/2+4¢
> €|X0(q)| log(R®) + O:(R q )




(D) 1o i

(85) >5 ol

(86)

si R>>s q' T
On obtient donc réunissant (84) et (85) la majoration

lo o -
|Ji| < TB(logg](;wZ(l ) + ’Xo(q)|q1/2+5R1+5+€Zl 1/2)'

On choisit alors § = ¢,

R=q\™e, 2y = 21¥e, 2 = 5H100¢ o — (q13/2T)1/(2a—1)+2005
) Y Y )
pour obtenir pour tout € > 0 la majoration
l1—a
‘Ji‘ <. TB(q13+5)72ﬂ—1).
On conclut alors la preuve du théoreme 1.2 grace au lemme de densité suivant
Lemme 8.8 Le nombre de zéros p = 8+ i1 de L(f,s) contenus dans le carré
1
a<o<l, jt—71|< i(l—a)
est < (1 —a)log(q(ft]+1)+1.

En effet, le facteur (1 — a)log(qT) est absorbé par le facteur T2 qeﬁ.

47
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