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Introduction

Ce mémoire de D.E.A est un résumé de I'étude de la théorie d'Atkin-Lehner effectuée
pendant l'année scolaire 1991-92, sous la direction de Roland Gillard. Il s'agit du
prolongement d'un stage de magistére qui a eu lieu durant I'été 1991 a Rutgers University
(New Jersey, USA) sous la direction de Henryk Iwaniec. Ce premier stage avait pour objet
principal I'étude d¢A-L], et son adaptation au cadre des formes paraboliques d& btaa
avait donné lieu a un premier rapport. Cependant, la durée assez courte de ce stage n'avait pas
permis |'exploration de certains points intéressants et des généralisations de la théorie. C'est ce
qui sera détaillé plus avant ici. Plus précisément, les points suivants ont pu étre approfondis:

- Le rdle exact de l'isométrie négative

- En particulier, son importance dans le théoréme de multiplicité un

- La preuve de la majoration critique dans le théoreme de multiplicité un, par la méthode
de Rankin - Selberg

- Les représentations automorphes, au sens de Jacquet - Lafddahds

De ces quatre points, le plus important en matiere de travail fut nécessairement le dernier,
compte tenu de l'ampleur des prérequis pour aborder la théorie des représentations
automorphes. Mais pour la méme raison, sa présentation restera assez limitée dans ce rapport.

Une partie de ce qui suit est la reprise du premier rapport, en particulier dans les
paragraphes introductifs. Le plan est le suivant: aprés la mise en place des notions
fondamentales vient I'étude des opérateurs de Hecke dans le cadre des formé¢s dedfiga
gue la clarification de la nature de l'isométrie négative (dont la discussion est presque
universellement oubliée) intervient. Ensuite vient le rappel du théoreme de Heck - Waih
concernant les séries de Dirichlet associées aux formes ¢& pMéeedant la partie consacrée a
la théorie d'Atkin - Lehner elle-méme. Les deux parties suivantes sont les plus neuves: la
premiere discute la méthode de Rankin - Selberg pour majorer les coefficients de Fourier de
formes paraboliques, et enfin la derniére essaie de donner quelque idée de la facon dont tout ces
résultats se généralisent dans le cadre des représentations automorphes. A l'exception de cette
derniére partie, la discussion reste assez élémentaire.

Mais ceci dit, commencons par le commencement...



Notations

On notera:

* (a,b) le plus grand diviseur commun de deux entiers a et b
. Gk(n):gdk pour tout entier n, et d(ngra(n)
n

* n|N® pour indiquer que tout les facteurs premiers de n divisent N

. e(z)=&iTZ=g2ye2i™X pour tout complexe z; on notera parfois q=e(z), z étant sous-

entendu
« By le k-8 bre de Bernoulli, tel g&8- = y 50 zn
k le k-eme nombre de Bernoulli, te q&ci— nZO al 2% |z|<
. dhzdvy est la mesure de Haar sur le groupe ab&i€non aff(y)dh=f(1/y)dh.

o0

« [(s) désigne la fonction gamma d'Euler; si Re(s)>0, il vigis)= _[e-YySdh. On
0

utilisera l'estimation de Stirling; (s)~V2m 10-1/2e-Ttl/’2) pour sw+it, [t| - o, valable
uniformément sur toute bandsaxb

On rappelle qu'un caractere de Dirichlet modulo N est une appliggHonC telle que
Xx(M=x'(n mod N) si (n,N)=1 et 0 sinon, poxrun caractére du groupe abéligiiNZ)*. Les
caracteres de Dirichlet modulo N forment un groupe abélien fini d'dr@re- indicateur

d'Euler -. Si N|M, tout caractere modulo N en induit un modulo M en prolongeant par 0 pour

(n,M)#£1. Le conducteur m deest alors le plus petit entier tel gueoit induit par un caractere
modulo m; donc m|N. Si m=N est dit primitif. C'est en particulier toujours le cas si N=p

premier ou N=4.
N
La somme de Gflassociée § est par définition V\§022x(n)e(n/N) et sik est primitif
n=0
on a, pour tout entier n, la formule (fER])
N-1

X 1O)WO)=X(0)WX)=) x(e(in/N)
1=0



Les formes paraboliques

de Maaf

L'étude des formes automorphes est I'un des sujets de recherche les plus importants
actuellement en mathématiques. Mais bien qu'il soit historiquement assez ancigh - Gau
Jacobi, Poincaré... - , ce n'est que vers 1960 qu'il a réellement "explosé”, révélant des
connections profondes avec quantité d'autres théories, et en particulier sous I'effet des idées de
Langlands, dont nous essayerons de dire quelques mots a la fin de ce rapport. Dans cette partie,
la référence principale e@liyl], a ceci prés que c'est le cas holomorphe qui y est traité.

1. Géométrie hyperboligue etc...

Le groupe GL(Z7) agit naturellement sur,fC), donc suiC, et alors cette action est

ab az+b
(1.1) g.Z:(Cd Z:ﬁ

En fait, on peut se restreindre a SIqRcar des matrices proportionnelles ont la méme
n(z)
z+df
connexité), on voit que le sous-groupe SR{)2agit lui surH={zOC | Im z>0}, le demi-plan

action. Alors, grace a la formule Im(g. pour g1SL(2,R) (ou par continuité et

de Poincaré; cette action est transitive. De fagcon géométHgest, une variété Riemannienne,

2+d\v2
modeéle du plan hyperbolique, si on le munit de la métrigée gs% et on montre assez

aisément que PSLR)=SL(2R)/{+1} est le groupe des isométries préservant I'orientation de
(H,ds?). C'est aussi le groupe des automorphismed gil est considéré comme surface de
Riemann par l'inclusioid [0 C: ce deuxieme point de vue ("holomorphe") est celui le plus
souvent adopté en raison de la prééminence dans la théorie classique des formes holomorphes,
mais il ne convient pas ici. Le groupe de toutes les isométridscdenme variété riemannienne

est le groupe de Mobius Mob(2), engendré par PR) (&t la symétries par rapport a l'axe

iR+ (qui renverse l'orientationdi(z)=-z C'est cette symétrie qui est généralement oubliée ou
négligée. Pour des raisons techniques (passage de SL(2) a GL(2) dans la derniére partie), il est
utile de "remontert au niveau de GL(R). Nous noterons donc G[2,R) le groupe abstrait
engendré par GL(R) et un élément d'ordre 2, avec la relatioog=1(g)o, | désignant

I'homomorphisme de GL(2) donné pzﬁr(? 3) ) = (% db) Ce groupe GL(2,R) agit
encore naturellement stit, 6 comme on le pense par le biais de la symétrie. Pour tout sous-
groupel” de GL(2R) on noterd + (oul £ si nécessaire) le sous-groupe de:@lR) engendré



parl” eta. Nous utiliserons sans plus de détails quelques évidences relatives au passage de
GL(2,R) a GL+(2,R). On munit Sk(2,R) de la topologie évidente pour laquelle:8.,R) a

deux composantes connexes homéomorphes. On a un caractére can{pitgmtation’) de
GL+(2,R) pare(o)=-1, ete(g)=1 si dIGL+(2,R).

Son statut de variété riemannienne ddtde plusieurs objets intrinseques importants. Nous
utiliserons la mesure canonique, invariante par isométrie et aussigarBlqui est ici ¢l =

dx dy : o ; L o0 02 02
y2 et le laplacied (des géometres), également invariant, & s@veiry: (—ax2 46T/2 ), ce
qui s'écrit aussh = (z-z)2 gz:— en coordonnées (2,2
z

SL(2R) contient de nombreux sous-groupes disdrgjsour la topologie induite), et ceux-
ci agissent proprement discontinlment slipour des raisons de topologie générale (cf.
[Miy1] p° 6 et 17), ie pour tout couple (x,y) d'élémentdiddl existe des voisinages U et V
de x ety tels que Card g | gUn V # [0 } < +o0. De tels sous-groupes sont appelés groupes
fuchsiens. Un exemple important est celui de SL)Zn peut remarquer d'emblée que l'action

d'un groupe fuchsien comporte souvent des points fixes, par ex rrgpl'gl).i = I—l =i La
situation n'est donc pas topologiquement idéale, mais suffisante poufgdasepare. Un
autre bon coté est I'existence d'un domaine fondamental: pour tout groupe flciheieste
un ouvert connexe U de tel que les translatés de(aldhérence) pdr recouvrent, et ceux

de U ne le rencontrent pas. On a méme une description explicite (non canonique) d'un tel U, cf.
[Miyl] p°20-24. Par exemple, pour SLZ2,le domaine "classique" est UEJH | -1/2 <

Re(z) <1/2, |z|>1}, cf[Ser].

Nous allons encore restreindre les sous-groupes que nous allons considérer. Pour cela,
rappelons la classification des isométriesidé&n élément gﬂ(g 3) de SL(2R) est dit:

. elliptique si |Tr(g)|<2= g posséde deux points fixes complexes conjuguég
conjugué a une isométrie de la forﬁe?s O -sin® D(rotation autour du point fixe dah
SinB cosH H
. hyperbolique si |Tr(g)|>2 ou c=d=0 g possede deux points fixes d&h&l {co}
. L s . " a o0 ”
g conjugué a une isométrie de la for@@ 1/a) (homothétie)
. parabolique si |Tr(g)|=2 ou c=0 etb= g posséde un unigue point fixe ddh§]

{0} < g conjugué a une isométrie de la for@é )1() (translation horizontale)

Si gdrl, les points fixes de g datld0RO{x} sont appelés points elliptiques,
hyperboliques, paraboliques Beselon la nature de g. Un point parabolique est aussi appelé
une pointe ("cusp") dE. Les pointes sont responsables de la plupart des complications (et des



phénomenes intéressants) dans I'action d'un groupe fuchsien. Par exghhpiest jamais

compact si” a des pointes (cf. le domaine fondamental de &l)(&;dessus). La compacité

étant hautement désirable dans bien des cas on essaie de la remplacer par une autre condition qui
en comporte certains aspects. La on a encore les deux approches, géométrie analytique ou

riemannienne et assez spectaculairement on obtient la méme condition. La condition
riemannienne, excessivement simple, est Mblj<ew. La condition holomorphe est que I'on

puisse faire dg'\H une surface de Riemann compacte (ie une courbe algébrique, nbjge X(
en rajoutant les pointes (cf. le cas de SZf2et [Miyl] p°24-31 pour plus de détails). C'est

un théoréme difficile de Siege[Miy1l] p° 32) qui dit que ces deux conditions sont
equivalentes; si elles sont vérifiées, on dit fuest de premiere espéece.lSest un sous-
groupe de SL(2,R), on dira qu'il est de premiére especé€ siSL(2,R) I'est. La définition
riemannienne implique trivialement qu'un sous-groupe d'indice fini d'un groupe fuchsien de
premiére espéce l'est encore. Avec I'égalité (théoreme dB GRannet, cf. le domaine
fondamental) VOLQL(ZZ)\H)=Tr/3, cela suffira pour assurer dans la suite que tout nos sous-
groupes discrets sont de premiére espéce.

Citons les propriétés suivantes: pour un groupe de premiére espece, il n'y a qu'un nombre
fini de pointes et de points elliptiques| a&quivalence pres. Pour SLP), il n'y a que la

pointeco.
Introduisons enfin les sous-groupes de L 2ue nous étudierons ensuite. Posons:

rny = (‘é‘ 3) OSL(2Z) | &d=1, bec=0 (mod N)}
= Ker(SL(2Z) - SL(2Z/NZ)), donc distingué

ro(N)={ (3 g) OSL(2Z) | =0 (mod N)} O F(N)
ra={ (&) 0SL(22) | &d=1, =0 (mod N)} 0 F(N), distingué danso(N)

Clairement, si M|NI".(M)OI .(N).

Comme on a [SL(Z) : F(N)]:N3|_|(1—1/p2) (cf. [Miy1] p°105), les.(N) sont des
pIN
groupes fuchsiens de premiere espece; plus généralement, tout sous-groupe Rg SL(2,
contenant uii (N) est appelé groupe modulaire de congruence, et le plus petit N qui convient
est le niveau d€. En particulier[ o(N) est appelé groupe de congruence de Hecke de niveau
N. Ce sont ces groupes qui seront étudiés essentiellement dans la suite de ce rapport. Il
convient de préciser ici que ces sous-groupes sont a bien des égards trés particuliers et non



significatifs pour I'étude des groupes fuchsiens de premiére espéce généraux; ce sont des
groupes a tres forte connotation arithmétique.

Finalement, on notera G2 K) le groupe des matrices inversibles a coefficients #ans
(=R ouQ) et déterminant positif, qui agit encore sur

De plus, signalons ici faute de meilleure place que des générateurs de)Sbof#, la
(11 . . (0-1
translation{ 7 ) etlinversion| 1 o ). cf. [Ser].

2. Formes automorphes holomorphes

Ce trés court paragraphe donnera juste la définition et quelques exemples pour motiver
I'introduction des formes de M@4cf. [Miyl] 8§ Il.1. pour des détails). Ici, la syméte

n'intervient pas.

Notons j(g,z)=cz+d, pour g(:g 3)DGL+(2,R). C'est un homomorphisme croisé, ie

j(gh,2)=j(h,2)j(g,hz); cela vient de d(g.z)/dz=det(g)/j(§,4) en découle que pour tout k entier
pair on peut faire agir Gt(2,R) a droite sur lesif — C en posant:

(2.1) (f lk 9) (2)=(det gy’ j(9,2y* f(g.2)

Le facteur det g est placé pour que ce soit essentiellement les transformations de Mdbius
qui agissent; plus précisémeni & = (sgn Hf.

Notons que cette action en induit une sur I'espace vectoridl) Ntesp. HH)) des
fonctions méromorphes (resp. holomorphes)Hsucar j(g,.) est holomorphe sans zéroldur

Définition
Soitl" un groupe fuchsien de premiére espece, k un entier pair. L'ensemble des formes
automorphes de poids k polirest I'ensembl€y(I"') des éléements de M( invariants par
l'action | del induite par celle de Gl(2,Q); Qk(I') est alors urC-espace vectoriel, et la
somme directe sur k d€x(I") est uneC-algebre graduée. Notons déja que¥pg(I), alors
pour tout gISL(2R), flkg O Qk(g-1rg). Aussi, que si k est impair et 3L, Qi (M)={0}.

Cette définition revient a considérer des formes différentielles de degré k/2 sur la surface de
Riemann compacte K| et on est amené a distinguer d&ngl") les formes méromorphes
(resp. holomorphes) et celles s'annulant aux point€s @@ note doné(I") le sous-espace
de Qk(I") formé des éléments méromorphes a toutes les poiaig$,) celui formé des
éléments holomorphes a toutes les pointeSx () pour les éléments nuls a toutes les pointes:



ces derniers sont les formes paraboliques de poids k [poue S vient de I'allemand
"Spitzen".

Cette interprétation par les formes différentielles permet, par le biais du théoreme de
Riemann - Roch, d'exprimer la dimensionSiglr) et deGg(I") commeC-espaces vectoriels
(cf. [Miy1] 8 I1.5); le résultat final dépend du genre dé€ X(de l'ordre (du stabilisateur) des
points elliptiques d€, et du nombre de pointes non équivalentes.d&ur une approche plus
élémentaire dans le cadsSL(2,2), cf. [Ser]. Dans tout les cas, on conclut que les espaces
Gy () et Sk(I) sont de dimension finie, et non triviaux si k est assez grand. C'est un résultat
important, qui repose essentiellement sur le fait quig Z$t compacte.

Plus élémentairement, on peut voir les conditions de régularité de la facon suivante.
Supposons pour simplifier quel3L. Soita une pointe dé€, et gISL(2R) tel que g=cw. I
étant discret, on montre qu'il existe h>0 tel que

aragt={ (¢"7") 1m0z}

oul 5 est le stabilisateur dedans. On a donc

(flgd) (z+h) = (fkgd) (@)

et il existe une fonction g définie si-{0} avec (fkgL) (z) = g(&€™@/h) = g(e(z/h)); f est
holomorphe (resp. méromorphe, nulle) &rsi et seulement si g I'est. Considérons le cas
holomorphe: on peut développer g en série de Taylor, d'ou le développement dededugier

a (flkgd) (2) = Z ane(nz/h) , et lesasont les coefficients de Fourier de f&anCe sont des
n=0

nombres bien intéressants comme on le verra. On montre facilement (Hecked@Q(¥&/3) et
la conjecture de Ramanujan - Petersson /théoréme de Deligne est le raffing@énkad)’?).

Nous allons maintenant considérer le cad agst un groupe modulaire; dans ce cas les
formes automorphes sont appelées formes modulaires. Ue=€g§N) est particulierement
intéressant, et on note ald&x(N)=Gg(Io(N)), Sk(N)=S«(Io(N)), etc (fonctoriellement par
rapport aux idées comme dirait S. Lang)... En fait, on peut y ramener pratiquement tout les cas.

v(r\H)

structure d'espace de Hilbert.

En posant (f,g) = L J_if(z)gﬂi)lm(z)kdu(z), on montre que I'on munf () d'une
r

Voici maintenant des exemples explicites de formes automorphes plus ou moins générales et
importantes pour la théorie.



¢ Les séries de Poincaré

L'idée est la méme que celle qui conduit a dire que si f est une fonction réelle, alors la série

z f(x+n) est invariante par translations entiéres, a ceci pref gsetrop gros pour sommer
ntzZ

les translatés d'une fonction ddir On choisit donc une fonction déja invariante par un "petit"
sous-groupe, et on somme sur les classes modulo ce sous-groupe. En pratigueneoit
pointe de”, m un entier positif. La série de Poincaré de poids k, paramétreargstmonnée

par
Pam(zK)= ) i(gy,2yk e(mgz/h)
yOra\r
. 1h . S
ou gISL(2,R) est tel que g=x et h est tel que(o 1 ) engendre le conjugud gg—* du

stabilisateurl’ 3 dea dansl'. Dans le cas m=0, on appelle également cette série la série

d'Eisenstein (holomorphe) en notée EK(z;k). Si k=3, on montre que ces séries convergent
absolument et que leur somme est dapd’) pour la raison esquissée ci-dessus.

Dans le cas du groupe modulaire, la seule série d'Eisenstein est

E(2) =3 3 ez = 11y By 3 Owe()

Une propriété importante des séries de Poincaré est qu'elles engesdfaniMiy1]
p°67); ceci se montre en calculant explicitement le produit scalaiggyf,P

¢ Les fonction®

Cette fois-ci, on ne peut pas dire que ce soit évident. Soif,Q(X) une forme
guadratique définie positive sf, et A la matrice qui la représente. On définit alors la fonction
© associee a Q par

oz = 5 o A 7

nOZ"

Soit N un entier tel que NA soit a coefficients entiers. On montre alors que si r est pair,
0(2z;,QIGk(r1(4N)), avec k=r/2; la démonstration étant essentiellement fondée sur la formule
de Poisson, a savoir pouRf.— C convenable

S ftnex) = 3 fmemn)

nUZ nUZ



On peut dés lors comprendre le grand intérét arithmétique des coefficients de Fourier pour la
pointe oo, car visiblement ce ne sont autres queG@ard{mJZ" | Q(m)=n}! C'est par ce
raisonnement, en exploitant le fait que (g 1(4N)) sont de petite dimension quand N est
assez petit, et que de plus les séries d'Eisenstein (cf. ci-dessus) en fournissent d'autres
éléments non triviaux, que Jacobi réussit a obtenir le nombre de représentations d'un entier
comme somme de 4,8,12 carrés. Bien entendu, la forme du développement des séries

d'Eisenstein explique celle des formules de Jacobi, par exenip)e=r8 Z d, pour le
din 4| d
nombre de représentation d'un entier en somme de 4 carrés.

La restriction a r pair semble artificielle, et elle I'est en fait. Dans le cas ou n est impair, la
fonction théta est encore une forme modulaire, de poids demi-entier. La théorie de telles formes
n'est pas incluse dans les définitions ci-dessus, et n'en est pas une généralisation immédiate. Le
probléme est que le "facteur d'automorphie" convenable n'est pa¥#(den que suH il y
ait une racine carrée holomorphe. En fait la définition qui est choisie pour ce facteur est
simplement: celui pour lequél(z;n?) est automorphe!

3. Formes automorphes (non holomorphes) de Mga

La théorie des formes automorphes holomorphes, survolée trés rapidement ci-dessus, ne
dépend pas fondamentalement de I'hypothése d'holomorphie. Une grande partie (voir les
opérateurs de Hecke plus loin) est assez formelle. C'esta(Maa]) en 1949 que I'on doit
I'observation que moyennant simplement quelques légeres modifications dans les définitions,
on est en mesure de créer une théorie de fonctions automorphes non holomorphes.
L'importance de cette découverte peut étre exprimée par cette remarque d'André Weil: "...il a
fallu Mag3 pour nous sortir du ghetto des fonctions holomorphes”.

Chacun sait qu'une fonctior?@st holomorphe si et seulement si elle vérifie I'équation de

. of : . .
Cauchy - Riemann,_— =0. Avec la seconde expression du lapladi@ue nous avons donnée
z

dans le premier paragraphe, on en déduit &6r6. Une généralisation assez naturelle est de

considérer alors n'importe quelle fonction propre/jepour toute valeur propre et pas
seulement 0. C'est effectivement l'idée de Blaa

On supposera pour simplifier queHIL.

Dorénavant, la symétrie entre en jeu, aussi les groupes de premiere espéce qui
interviendront seront des sous-groupes de(3R).

Définition (Madi)



SoitALIC et un caractére dé. Une fonction f de classe2GurH est appelée fonction (ou
forme par abus de langage) automorphe (deVpaurl” ety si on a
(i) pour tout d1I", flg =x(g9)f, ou | est I'actiory|[du 82, ie simplement (f|g)(z)=f(gz)
(ii) il existe ALIC tel que p-A)f=0
(iii) il existe A=0 tel que, pour toute poingedel et gISL(2R) vérifiant ga=c, on a
f(g-12)=0(y*)
On noteG)(I",x) I'espace vectoriel des fonctions automorphes poefry avec la valeur
propreA. Six est trivial on not&s) (I") cet espace.

La condition (iii) est une condition de régularité dont I'utilité apparaitra ensuite. Notons que
six est trivial, il s'agit bien ici essentiellement de fonctions et non de formes, les éléments de
G)\(I") étant effectivement identifiables a des fonctiongsdr. Rappelons enfin que la théorie
générale des opérateurs elliptiques nous assure qu'une fonction automorphedeefdaa
automatiquement€et méme analytique réelle; ceci sera utile dans le paragraphe consacré aux
séries de Dirichlet. Une autre remarque immeédiate est que si f est une fonction automorphe pour
A, alors pour tout gGL*(2,Q), on a f|gIGx(g-1rg), ceci parce que le laplaci@rest invariant
par isométries del.

N.B. L'introduction du multiplicateux est souvent utile, en particulier si on prend ici
comme groupe ufx, les éléments dé) (") sont 'pairs’, c'est a diresf}f, et ceux des)(I",€)
sont 'impairs’, et de plus)(IN)=G)(IN)OGx(I,€). De la méme facon, si I'on observe que
M1(N)OT o(N) avec I'g(N)/T 1(N) isomorphe a 4/NZ)*, on en deéduit que
Ga(MT1(N)=0Gx(Fo(N),X), la somme directe étant sur les caractereZA)* - étendus a

roN) parx(( 3 g ))=x(@) -

Pour continuer maintenant I'analogie avec le cas holomorphe, nous allons nous placer dans
le cas d'intérét pour la suite, c'est a diird o(N), ou bienlg +(N), et étant un caractere de
Dirichlet modulo N éventuellement multiplié par On notera alors aus§i)(N,x) ou
G +(N,x) I'espace des formes de MBagorrespondant.

Il nous faut trouver ce qui correspond au développement de Fourier, et définir les formes
paraboliques. Pour cela, nous allons entrer dans la théorie spectrale de I'ogéedtdans
I'analyse harmonique stt; ce qui mene immanquablement a la jungle des fonctions spéciales,
cf. [lwa] 82 et 5. On peut ici se limiter au minimum.

Soita une pointe d€, et g tel que g=«. On a ici

aragt={ (5 7)1mz}



c'est a dire h=1 dans la notation de 82 grace aux hypotheses sur le GroQuenme
x((é %))zl, on a donc encore 1-périodicité de¥|gar rapport a x, et on peut donc pour

tout y>0 développer (ft§) (.+iy), qui est une fonction en une série de Fourier convergeant
absolument et uniformément sur les compacts, a savoir

(flgd) () = ) fa(n,y)e(nx)

nZ

et de plus la série est dérivable terme a terme; la condition (ii) associée a l'unicité des séries de
Fourier permet d'assurer qugrf,.) est une solution de I'équation différentielle ordinaire du
second ordre (équation de Whittaker)

(3.1) '+ (\y -2 - 4m2nd)f =0

Il est possible de déterminer une base de I'ensemble des solutions de cette équation (cf.
[lwa] & 5). Ecrivonsh=s(1-s); le parameétre s peut prendre deux valeues 9 reliées par
sp=1-g, et son introduction est justifiée par l'identg=s(1-s)y.

Si n=0, deux solutions linéairement indépendantes de (3.1) Senylys (sauf bien sur si
s=1/2 -ier=1/4 -, ou on prend comme seconde solutibAlyy), et si #0, YL/ 1/A2mn|y)
et V12K s.1/A2min]y), | et K désignant des fonctions de Bessel appeléet étf] p°109)
respectivement fonction de Bessel modifiée de premiére espece et fonction de MacDonald.
Comme on peut déja le deviner en faisant formellement y=0 dans (3.1), l'une de ces deux
solutions (a savoir ) croit exponentiellement a l'infini, et I'autre (K) décroit exponentiellement;
la condition (iii) élimine le premier cas, et il ne reste donc que la fonction K.

Une expression en est donnée par la transformée de Mellin suijaite§°119):
1
(3.2) Ks(2)=5 Jexp(-é(&z-l))ESdh@)

R+

I'intégrale convergeant absolument et uniformément sur les compacts pour tout s et Re z>0. On
peut montrer alors les estimatiofisgb] p°123,136)

Ks(y) ~ 257 (s)y'S, pour y - O*
(3.3)

TT
Ks(y) ~ (g,)l’2 exp(-y), pour y— +oo

qui confirment que I'on obtient bien des solutions vérifiant la condition (ii) de la définition.



La tradition veut maintenant que l'on définisse la fonction de Whittakers®it donc
W(2)=2|y2Ks.1/42my])e(x); le raisonnement ci-dessus permet d'énoncer le théoréme

Théoreme 1(MagB)
Soit f une fonction automorphe pour la valeur propss(1-s), eta une pointe dé¢, g
comme ci-dessus. Alors f admet un développement de Fourier convergeant absolument et
uniformément sur les compactsidale la forme

(flgt)@) = fys+Fyls+ S fa(n)Wynz)
nz0

pour des complexeé’,f f;, et y(n), appelés coefficients de Fourier de feersi s=1/2, il faut

évidemment remplacefy par \/4An y. On a W(nz) ~ e(nz) pour Im(z)- .
On en déeduit aisément

Lemme 2
Si f est une fonction automorphe de Maan a f(n)=0("), A étant comme en (iii).

Il en découle d'ailleurs que I'on peut prendre A=Max(Re(s),1-Re(s)). En tout cas, on est
amené naturellement a définir une forme parabolique d§ Ma@me une fonctioridG,(I",X)

vérifiant f;:f;:O dans le développement de f en toute pointe. d&est la méme condition de

nullité du terme constant du développement de Fourier que dans le cas holomorphe. Notons
SA(I,X) I'espace vectoriel de ces fonctions pour la valeur prdgieg Sy(N,x), Sx +(N,X),

etc...). Pour les formes paraboliques, on a beaucoup mieux que la croissance modérée postulée
dans la définition d&)(I",x)-

Lemme 3
Si fOS)\(I,X), on a pour toute pointeet g comme ci-dessus,
(flgd) (2) = O(e?W)
De plus f1G)(I',x) est parabolique si et seulement si f est bornééisin particulier,
SA(T,X)OLZ(r\H) puisque le volume de\H est fini.

Avant de continuer, donnons une autre forme du développement de Fourier d'une forme
parabolique de M4 que nous utiliserons par la suite. Posant a(n}#2th), on peut écrire

(3.4) (flgd) (2) = yl’z% a(n)Ks.1/A2mnly)e(nx)

n#

Pour I'ordre de grandeur des coefficients de Fourier a(n) d'une forme parabolique dont le
développement est donnée par (3.4), on a le premier résultat (trivial).



Théoréeme (Mad3)
On a l'estimation a(n)=01f).

Dém.
On peut supposer=c. Pour le développement du théoreme 1, il vient pour tout y>0, parce
gue f est bornée

1
foo(N)= If(x+iy)e-2imxdx <<M
0

et on obtient le résultat avec I'expression de a(n) en fonctiqs(rtjesf

Dans ce contexte, la conjecture de Ramanujan-Petersson est a(n)=0(d(n)). Cette conjecture
semble encore inaccessible.

Le théoreme de Riemann - Roch non analytique ad hoc étant hélas inexistant, la question de
I'existence de fonctions automorphes de Mease pose légitimement. Posséder un
développement comme ci-dessus est une condition nécessaire largement insuffisante pour que f
soitl-invariante. La réponse (moins compléte que dans le cas holomorphe) vient cette fois-ci de
la théorie spectrale de l'opératéusur le quotieni\H (A est invariant par isométrie, donc
passe au quotient), dfwa] 85.4 et 86, olKub] . Exceptionnellement ici nous supposerons
quel” est un groupe de premiere espéce quelconque.

On considére le laplacien comme un opérateur définit sur le sous-espace dehfserdé L
des fonctions € bornées a laplacien égalemefit brné. Le quotient étant non compact, un
spectre continu peut intervenir. Les formes paraboliques sont dans le spectre discret, mais par
exemple les séries d'Eisenstein définies plus bas ne sonfpsoh verra dans la partie
consacrée a la méthode de Rankin - Selberg qu'elles permettent de décrire le spectre continu
(comme les 4™ permettent de décrire le spectre continu du laplacidt).de

Par la théorie générale du laplacien riemannien, I'opérAteat symétrique positif, et par
conséquent son spectre est inclus dahsPour isoler le spectre discret, on utilise certains
opérateurs intégraux invariants qui commutent dvdts'avere que ces opérateurs intégraux
se restreignent au sous-espaé(erH) de L2(r\H) formé des éléments "paraboliques"” - c'est &

dire ceux dont le premier coefficient de Fourier par rapport a x est nul pour tout y -, et qu'ils y
sont compacts, et méme sont des opérateurs de Hilbert - Schmidt. Le théoreme de Hilbert -
Schmidt permet alors de conclure:

Théoreme (Mad)



Le spectre de I'opératefirsur Lg(r\H) est discret et les espaces propres sont de dimension
finie. Les fonctions propres d& forment un systeme complet dané([l-_\H), ie Lé(r\H)

possede une base (hilbertienne) formée de formes paraboliques leBvgerticulier Sy (I")
est de dimension finie pour tokit et doncS)(N,x)dSA(M 1(N)) I'est également.

Ce point est assez difficile a démontrer completement pajuelconque mais pour un
sous-groupe de congruence une méthode relativement simple existenkf.

Dans certains cas (diwaZ2]), par exemple pour certains sous-groupes de congruence,
I'analyse fine de la partie continue du spectre permet d'obtenir plus d'informations: par exemple
gu'il y a une infinité de valeurs propres, une estimation de leur croissance... Par contre, la
dimension desS)(I',X), finie par le théoreme ci-dessus, est a peu prés inaccessible. Il est

conjecturé que, pour SL@), cette dimension est un, mais Iwaniec appelle cela "a hopeless
conjecture”. Des résultats de Phillips - Sarnak et de Colin de Verdi@d®/}) semblent
indiquer que pour certains groupésl_cz)(r\H) serait de dimension finie (contrairement a ce que

supposerait une ‘conjecture’ de Roelcke et Selberg qui n'est pas localisable dans la littérature).

A propos du paramétre s, notons Qque® équivaut a S%_"" it, sSiA>1/4, ou §1[0,1], si

0<A<1/4; le spectre étant discret, ce second cas dit exceptionnel ne peut se présenter qu'un
nombre fini de fois. Le premier cas, bien entendu, ne laisse pas d'intriguer le théoricien des
nombres obsédé par I'hypothése de Riemann qui sommeille en chacun de nous... Signalons en
passant qu'une conjecture de Selberg affirme que pour les sous-groupes de congruence on a
A1=1/4 (A1 est la premiére valeur propre); on sait (Selberg)\qe8/16, que la conjecture est

vraie pour SL(Z), et qu'elle est absolument fausse pour un sous-groupe discret quelconque;
ce qui accentue encore l'aspect particulier des sous-groupes de congruence.

Dorénavant nous seront toujours dans le cds estl g(N) oul g +(N).

Terminons avec quelques mots sur les exemples de formes automorphefdbanade

cas non parabolique, on peut encore en obtenir explicitement en adaptant I'une des technique du
82, celle des séries d'Eisenstein. Saihe pointe d&€, g comme d'habitude.

On pose

(3.5) Ea(zis)= ) (Im(gyz))s
yOra\r

et si Re(s)>1, la série converge absolument et uniformément sur les compacts, et on obtient
ainsi un élément d&)(I"). De plus, dans ce domaine, on obtient une fonction de s qui est



holomorphe. On montre que ces séries d'Eisenstein permettent de décrire le spectre continu de
A, si on les prolonge méromorphiquement en s sur tout le plan; ce qui n'est pas une mince
affaire (cf.[Kub], [CdV] et la quatrieme partie). On peut en calculer le développement de
Fourier, que l'on trouvera également dans la quatrieme partie.

Ces séries d'Eisenstein sont les seules fonctions automorphes complétement explicites
connues. En effet, les séries de Poincaré obtenues en ajoutaye)efents la sommation ne
sont pas des fonctions propresZli¢elles sont cependant utiles pour d'autres raisons). Bien
entendu, l'absence d'exemple de formes paraboliques 'simples' n'est guére étonnante si
I'espace é(r\H) est génériguement de dimension finie.

Pour conclure, notons que le produit scalaire dans I'esggegH) existe aussi si un seul

des arguments est parabolique; on I'appelle traditionnellement produit scalaire de Petersson.

4. Opérateurs de Hecke

La notion d'opérateur de Hecke est trés importante dans I'étude des formes automorphes, et
permet d'obtenir des résultats tout a fait révélateurs concernant la nature des coefficients de
Fourier.

La difficulté réside dans la définition; il y a en pratique quantités de facons d'introduire ces
opérateurs, suivant le cadre dans lequel on veut les appliquer, et il n'est pas facile dans tout les
cas de motiver cette définition. On peut procéder brutalenj@nt]() ou plus ou moins
abstraitement (par exemple comme di@er]), le concept le plus général (et le plus abstrait)
étant celui d'algebre de Hecke. L'expérience enseignant que souvent c'est finalement la
définition la plus générale qui s'avére la plus utile a la longue - et finalement la plus naturelle -,
nous allons ici essentiellement suivre cette derniére approche, en prenant simplement quelques
raccourcis correspondant au cas qui nous intéresse. Pour tout ceci (dans le cas holomorphe), cf.
[Miyl] 82.7,2.8,4.5. On verra ici l'intérét de cette méthode pour le traitement correct de la
symétried. Mentionnons juste en passant que les opérateurs de Hecke ont une définition
parfaitement naturelle dans le cadre des représentations automorphes.

Tentons tout de méme de motiver la définition abstraite qui suivra: soit f est une forme
automorphe pour un groupe et g1GL*(2,R). Il est immédiat que f|g est alors automorphe
pour gllrg, et donc pouf'=lnglrg. Si ce dernier groupe est d'indice fini ddnsc'est
encore un groupe de premiére espece, et on peut voir que, par le procédé usuel de moyenne, on
obtient une forme automorphe duen sommant f|g sur des représentants deodulorl™. Il
apparait alors que cette forme ne dépend que de la doubleloifissee qui pousse a noter



cette forme f[gl", faisant ainsi agir les doubles classes. C'est I'idée essentielle qui est
développée ensuite. D'abord, quelques préliminaires de théorie des groupes.

Définition
Soit G un groupe (abstrait icil, etl'" des sous-groupes die On dit quel” et sont
commensurables si on B[ nIM"<ew et [":I' nIM"]<e. Ceci induit une relation d'équivaleree
dans I'ensemble des sous-groupe$ dBe plus, si on notE°® ={gG |F=glrg}, I° est un
sous-groupe de G ne dépendant que de la clagsenddulo=.

Si,I'" sont des sous-groupes delGsIM, gdrlr°, alorsI" agit a droite et a gauche par
translations sufglr'. Le résultat (élémentaire) basiq(i®lif1] p°69) est que

Fgr=00rghy=Ckjgr

pour toute famille () (resp. (K) représentant les classes dén(g-1rg)\r' (resp. de
/(T ngr'gl)). Si maintenant G agit a droite sur un module M sur un anneau A commutatif, on
peut faire agir cette double classe stir (déments invariants p&j) par

mirgr' =% m.gh

créant ainsi un morphisme A-linéaire dé Bans M', ne dépendant que @gl™. L'algébre sur
A engendrée par de telles applications goalans un ensemble de sous-groupes deux a deux

commensurables, et g décrivant un sous-ensemble convenable (un sous-semigroupe de G
toujours coincé entre unet son °...) est une algébre de Hecke. Notons la similarité frappante

de la définition avec celle de 'homomorphisme de transfert en théorie des groupésulcf.
p°26).

Dans le cadre des formes de faaous allons définir deux algebres de Hecke: la premiere
correspond au cadre holomorphe, l'autre intégre la symeétrlea premiére est celle de
[Miyl], et le passage a la seconde se fait sans difficulté.

1. Algebre de Hecke holomorphe

On considére G=Gt(2,R). Pour tout groupe fuchsien modulairddonc commensurable
en particulier avec SL(Z)), on a donc[Miy1] p°132)[°=R*.GL*(2,Q). Les opérateurs de
Hecke que nous allons considérer seront essentiellement de laTgiivigl o(N), N|M, pour

g dans I'ensembl&g(N) des éléments de la forn(eg1 g)DG, avec €0 (N), (a,N)=1 . On

noteraH°(N) l'algébre de Hecke correspondant a M=N (sa définition précise n'est pas
importante, car nous donnerons des générateurs plus simples explicites). Un résultat important



est que cette algebre est commutative; cela découle de propriétés générales des algebres de
Hecke.

Soitx un caractere de Dirichlet modulo N; on peut éterndeaix matrices dég(N) en
posantx(g)=x(a), et ceci permet de définir une actionf@éN)glro(N)=T surS)(N,X) par la
formule

(4.1) fIT = (det g2 X(hi)flh
si on a TELM o(N)hj

N.B. 1. Le facteur (det g2 est placé pour simplifier I'action de T sur les développements
de Fourier: cf. plus loin; & est conjugué pour que l'action soit bien SpfN,x).
2. T envoieS)(N,x) dansS)(N,x) carA est invariant par isométrie, donc les flh sont

encore fonctions propres depour la méme valeur propre. La "parabolicité" est élémentaire.

2. Algébre de Hecke non holomorphe

On considéere cette foisi&t ses sous-groupes.

Toutl étant d'indice 2 daris:, les problémes de finitude pour les indices sont les mémes
pourl etl+. De plusI” en tant que sous-groupe de €&t commensurable avEg, donc son
commensurateur dans+@st (°)+. On a aussil{+)°= (I °)+. Pour tout groupe fuchsien

modulairel” (toujours commensurable avec SIAD, il vientl‘°:R*.GLj_;(2,Q) d'aprés le

résultat correspondant de 1.

On est amené a considérer simultanément des opératdug@N)gl o(M) pour g1Ag(N)x,
et ceux de la forme TI5(N)+glo(M)+. Notons que les seconds agissentSue(N,x) qui
est un sous-espace 8g(N,x) sur lequel agissent les premiers. SAg(N) (ie €(g)=1), alors
la restriction de T &), +(N,X) est égale a T'. Ceci découle de l'implication

T=[0ro(N)ghy O T'=00r o +(N)ghy

que I'on peut vérifier directement en écrivapt-(N)=Io(N)[LIMo(N)o en développant, et en
remarquant que par le théoréme des diviseurs élémentaires on peut supposer g diagonale, donc
1(g)=g etl'o(N)1(g)=Io(N)g (ou alors en calculant tout explicitement pour avoir cette égalité
pour tout g).

On fait agir ces opérateurs sur les formes automorphes par la formule (4.1), a cela pres que
detog est considéré comme égal a det g.



On noteraH(N) l'algébre de Hecke formée par les THe(N) celle formée par les T'. Pour
relier parfaitement ces algébres de Hecke a celle de 1. et en réduire I'étude aldg(i)dié
suffit maintenant de remarquer que T(-LyEN)oT o(N)=Io(N)o et o(N)agl o(N) est le
produit de T(-1) eEo(N)glro(N). Ainsi l'algebre de Hecklel(N) est isomorphe a celle obtenue
en adjoignant T(-1) &°(N), avec les relations évidentes. En particulier, elle est encore
commutative. Notons qud.+(N) est isomorphe Bl°(N).

3. Opérateurs T(n)

Les opérateurs de Hecke originaux (ceux qu'on trouve [deh$ et[Ser], dans le cas
holomorphe), peuvent maintenant étre définis pai par

(4.2) T(n)= > To(N)gro(N)
det g=n

et par T(-n)=T(-1)T(n)=T(n)T(-1) (notons en passant qu'en posant formellemert-debn
obtiendrait une définition uniforme des T(n) par (4.2); cependant cette convention ne donnerait
pas toujours le résultat escompté). Précisons aussilog(M)gro(N)IH(N).

On s'intéressera en particulier aux opérateurs T\, premier, et T(-1), pour I'excellente
raison qu'ils engendrent I'algeldrEN) (il faut quelques opérateurs supplémentaires dans le cas
holomorphe, cf[Miyl] p°142, qui sont essentiellement des homothéties a la source). On
montre méme que cette algébre est isomorphe a l'algébre de polyndmes en ces variables, avec
les seules relations T(291 et T(-1)T(p)=T(p)T(-1), cfiMiy1] .

Le lemme suivant fournit toutes les décompositions explicites de doubles classes
nécessaires a la suite de ce rapport, et permet de calculer explicitement T(p); rappelons que par
le théoréme des diviseurs élémentaires, il n'y a dans la somme (4.2) que la double classe

roN)( g o )ro(N).

Lemme 1
Soit p un nombre premier.
(1) ro(N)\ro(N)(é S)FO(N) admet pour représentants les matrices suivantes:

1d ,
2 g) , O=d<p, si p|N0
p : _
0 p) , O=d<p ft((,o 1), si (p,N)=1
(i) ro(pN)\ro(pN)(0 p)rO(N) admet pour représentants toute famille de matrices de la
forme 10 Yi, avec &i<p si p|N et &i<p sinon, ou
Op
1i .
yiE(O i) mod p, pour Qi<p



0 -a 10
yngal 0 Emod p etypE(O 1) mod N

N.B. 1. Les deux décompositions sont tres proches, et on verra le réle joué par cette
similitude dans la théorie d'Atkin - Lehner.

2. Pour ce rapport, la précision dans la seconde décomposition n'est pas capitale: on
pourrait choisir arbitrairement des matrices vérifiant les congruences demandées; mais la
flexibilité de I'énoncé est utilisée dans la preuve de certains lemmes plus loin.

3. Un avantage immédiat de la définition des opérateurs de Hecke par les doubles classes
est que I'on a une définition uniforme des T(p), alors que la définition brutale en utilisant les
décompositions ci-dessus (§A-L] ) oblige a une distinction a priori inexplicable en p|N et
(p,N)=1.

4. Il apparait dans la décomposition (i) que T(n) ne dépend pas explicitement du niveau N,
sauf pour la condition de divisibilité. Par conséquent, si N|M (&, x)IS)(M,X), ou le
secondy est en fait le caractere induit parmodulo M), et si soit n|®, soit (n,M)=1, le
diagramme suivant commute, ou i est l'injection

SAN.X) B T(n)— Sa(N.x)
Iy ! i
SAM,X) O T(n)— SA(M.X)

En tout cas, la partie (i) du lemme ci-dessus permet d'écrire explicitement I'action de T(p)
sur une fonction automorphe parabolique f dont le développement de Fourier a l'infini est
donné par (3.4). Supposons (p,N)=1; on a alors par définition

e =p2 0 (6 1) + 3 (o 9)
<d<p

comme 1( 5 7) @=f(p2)= (py}23 a(nKe.u2rinipy)e(npx) et
n£0

ngg(é p) @=3 ()= wprey

a(n)Ks-llz(ZT[Iany)% e(n(x+d)/p)
nz0

on obtient finalement grace a l'orthogonalité des caractéres additifs e(kz/p)

(4.3) fTE)= 23 b(iKsar2rinly)e(ny

avec b(n)x(p)a(n/p)+a(np), ou on pose a(r)=0 si r est non entier

Pour p|N, on a b(n)=a(np), et c'est encore valide si p=-1. Dans le cas holomorphe, il y a un
facteur -1 parasite avec lg(p).



La encore, on pourrait définir les T(p) par cette formule; elle permet de vérifier assez
facilement par récurrence une autre formule importante

(4.4) T(E)T(EV=T(P"H+T(p"*Y), (p.N)=1
T(P)T(PM=T(p"*), pIN

qui, associee a T(m)T(n)=T(mn)=T(n)T(m) si (n,m)=1, permet de calculer explicitement tout
les T(n) et de vérifier que ce sont des polynémes en les T(p). Une conséquence capitale de ces
formules, qui permet déja de faire le lien avec la partie suivante, est I'expression de la série de
Dirichlet formellez T(n)|n}S par un produit eulérien, a savoir

nz0

(4.5) > TM)nt=(1+T(-1)) []@-TE)PSXP)P2L[]Q-T(R)PS?
NZ0 (p.N)=1 pIN

Le résultat correspondant est di a Hecke originellement dans le cas holomorphe, et fut
adapté instantanément par Mgzour ses fonctions automorphes. Notons en passant qu'on a

€galement

> nT(n)nfs=(1-T(-1)) |'!(1-pT(p)pS+p2x(p)rf2%'1 [1@-pT(P)PSL
nZ0 (p,N)=1 pIN

On peut en déduire la formule (4.6) qui généralise (4.3) et (4.4): avec les mémes notations
gu'en (4.3), si ce n'est que n remplace p, on a pour tddt m

(4.6) b(m)= Zx(d)a(mn/e?)
dj(n

.m)
Pour tirer parti des opérateurs de Hecke, rappelons un théoreme d'algebre linéaire.

Théoreme 2
Soit E un espace de Hilbert de dimension finie, H une sous-algebre de End(E),
commutative, et formée d'opérateurs normaux. Alors il existe une base de E formée de vecteurs
qui sont vecteurs propres pour tout les éléments de H simultanément.

Ce résultat est une conséquence triviale du théoreme spectrale pour les opérateurs
symeétriques en dimension finie.

On ne peut malheureusement pas appliquer brutalement ce réddighi) @t S)(N,X)

(muni du produit scalaire de Petersson), car les T(p) pour p|N ne sont pas normaux. Par contre,
c'est le cas des T(n) si (n,N)=1, comme il découle de(M)y o(N),9)=(f.gl o(N)YyT o(N)),
ou y'=(dety)y1, ce qu'on déduit directement dey,d)=(f,gl') qui est immédiat (cfMiy1]



p°136). Six est trivial, les T(n) sont mémes auto-adjoints, et sinon difrgfx(n)T(n). Bien

sur, T(-1) est également normal et méme unitaire; comme c'est une involution, ses valeurs
propres sont 1 et -1. Si on applique le théoreme 2 a l'algébre engendrée par les T(p), (p,N)=1,
et T(-1), on trouve en tout cas:

Théoréme 3(Hecke, Maf)
Il existe une base d&\(N,x) formée de fonctions propres de tout les opérateurs T(n), pour
(n,N)=1 (rJz).

Ce résultat est un peu décevant car ce sont les fonctions propres de tout les T(n) qui sont
vraiment intéressantes: leurs coefficients de Fourier récupéerent automatiquement les relations
existant entre les T(n).

Théoréme 4(Hecke, MaR)

Soit f(z):yl/ZZ) a(n)Ks-1/A2mn|y)e(nx) une fonction propre non nulle tdeit les T(n),
2

avec f|T(n)A(n)f. On a alors a(¥P, et si a(1)=1 (ce qu'on peut alors supposer), il vient

A(n)=a(n)
[®(np)-a(na(p)x(p)a(n/p)=0
] si (p,N)=1
0] a(np)-a(n)a(p)=0

si p|N

a(mn)=a(m)a(n), si (n,m)=1

(4.7) %a(n)lrﬂS =2 []@-aE)ps+xPP291[]t-ap)pd)?
= (p.N)=1 pIN

(si A(-1)=1)

%na(n)lnﬁ: 2 r!(l-pa(p)p&pzx(p)rrzs)'l [1(2-pa(p)ps)?
n# (p,N)=

=1 pIN
(siA(-1)=-1)

plus généralement, les a(n) vérifient exactement les mémes relations de récurrence et de
multiplicativité que les T(n).

De plus, siA(-1)=1, Za(n)|n1S (=L(s;f), cf. la partie suivante) possede le premier produit
nz0
eulérien donné par (4.7), pour uriéSh(N,x), si et seulement si f est fonction propretolat

les T(n) (ie ddH(N)). De méme pouk(-1)=-1, et le second produit eulérien.

Preuve(cf. [Miy1])



On applique la formule (4.6) au premier coefficient de f|TA): il vient pour tout n,
a(n)=\(n)a(1). Si donc a(1)=0, il vient a(n)=0 pour tout n et f=0. On peut donc supposer
a(1)=1, d'ou a(n)¥n); les autres formules sont alors immédiates en comparant les coefficients
deA(n)f=a(n)f et de f|T(n) (qui sont égaux par hypotheses).

Pour la réciproque, on montre que le produit eulérien implique les relations de
multiplicativité pour les coefficients de Fourier de f, qui sont alors les mémes que ceux de

fIT(m) pour tout m.
.

Une application spectaculaire des opérateurs de Hecke est fournie (dans le cas holomorphe),
en remarquant que difb;2(1)=1 (on peut le montrer de facon élémentaire[S¥r]), et que
donc la fonctiomA de Jacobi définie pdk(z):qﬂ (1-g"24engendre cet espace. Comme les
T(n) agissent dessus, il en découle fuest fonction propre de tout les T(n); en particulier la

fonctiont telle queA= ZT(n)qn vérifie les relations (4.7) (modifiées pour le cas holomorphe,
n=1

cf. [Ser]), comme Ramanujan l'avait conjecturé sur la base du calcul des premiers termes, et
comme Mordell I'avait démontré avant Hecke, "a la main'[ktdr] , chap. X). S'il existe un
exemple en mathématique du fait qu'il existe des "bonnes" et des "moins bonnes"
démonstrations, c'est bien celui-ci.

Le probleme de l'existence d'une bas&SgéN,x) formée de fonctions propre de tout les
T(n), et non seulement des T(n) pour (n,N)=1, est le sujet de la théorie d'Atkin - Lehner, quiy
apporte une solution satisfaisante. Ce sera le sujet de la derniere partie de ce rapport.



Correspondance de Hecke

Théoréme de Well

Dans cette (courte) seconde partie, nous allons énoncer et prouver le théoreme de Hecke
établissant une correspondance entre les formes modulaires et les séries de Dirichlet vérifiant
certaines conditions. Ensuite, et bien que cela nous écarte un peu du sujet principal de ce
rapport, nous ne résisterons pas a la tentation de mentionner le théoreme de Weil qui généralise
spectaculairement le résultat de Hecke, d'autant plus que c'est le seul moyen actuellement
disponible pour exhiber des formes paraboliques.

Dans toute cette partie, nous allons considérer uniquement les fonctions automorphes de
Mag3, et adapter a ce cas les argumentiviigl] , §4.3.

1. Correspondance de Hecke

Les séries de Dirichlet, c'est a dire les séries de la foZm%nF”S, (an)OCN, sont d'une
n>0

grande importance en théorie des nombres, en particulier dans tout les problémes impliquant
des propriétés de type multiplicatif (§H-W] chapitre XVII). Depuis Riemann, on attend
d'une série de Dirichlet a signification arithmétique importante certaines propriétés trés
particuliéres, bien résumées dans le

Théoreme 1(Euler, Riemann)

SoitZ(s):z n-S, définie au départ sur Re(s)>1. La fonctibrest aussi donnée sur ce
n>0

domaine par le produit eulérié(s)=|_|(1-p5)'1. De plus, si on pos&(s)=rts/A (s/2)X(s), la
p

fonction/\ peut se prolonger méromorphiqguementGuantier,A(s)+1/s+1/(1-s) est entiére et
bornée sur toute bande A<Re(s)<B, et on a I'équation fonctiomx(g)e\(1-s).

L'extension de ce théoreme a d'autres classes de séries de Dirichlet est I'un des grands
problemes de la théorie des nombres. Sa démonstration la plus satisfaisante actuellement est
celle de Tate, cfC-F].

A priori, il n'y a pas ici de formes automorphes, mais I'examen de la preuve de Riemann
(plus exactement, de la seconde preuve de Riemann) montre l'intervention de la fonction



définie surR, parw(t)= Ze'TmZt, proche de la fonctiof classique. La correspondance de
ntJZ

Hecke que nous présentons maintenant généralise cette observation.

On va considérer ici des fonctions f ddrdont on supposera seulement qu'elles sont
fonctions propre d& pour la valeur propra=s'(1-s') - ici, s va étre pris -, et 1-périodiques en
X, avec un terme constant nul. Le raisonnement daontre qu'elles possédent un
développement de la formke 3.4, avec s' a la place de s, convergeant absolument et
uniformément sur les compactsideOn suppose que la suite (a(n)) vérifie a(n)Fxgour un
certain r>0.

Pour une telle fonction f, et un entier N>0 quelconque, on note alors

L=y

& [P

1 N1/2s_ s+s'-1/2 _,s-s'+1/
AN(S;H)=N-L4( ,TZ)F( 5 Ir( 5 IL(sih

que I'on écrira ausgin(s;f)=pn(S)L(s;).

De plus on poseraX(s;f):L(s;%T g—f(), et/\N,X(s;f):/\N(s;%), ce qui est autorisé car

clairementz%[% admet un développement de la méme forme que f, avec pour coefficients
na(n)=0(ii*1). La fonction L(.;f) est clairement holomorphe dans Re(s)>r+1, car a(njzO(n

Lx(.;f) I'est dans Re(s)>r+2.

Finalement, soimN:(g 01) wn agit involutivement suH, et normalisd g(N); on en

déduit sans difficultés que I'action ag induit un isomorphisme ent@\(N,X) etSx(N,X).

Théoréme 2(Hecke, MaR)
Soient f(2)=>1’2% a(n)Ks-1/42minly)e(nx) et g(z)=Y 2% b(n)Ks-1/A2mnly)e(nx) des
n# NZ

fonctions surH comme ci-dessus. Soit de plus N un entier. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(A) On a g=floy

(B) Les fonctionsAn(s;f), AN(S;0), AN x(S:T) et AN x(S;g) peuvent étre prolongées
holomorphiquement su€ entier, sont bornées sur toute bande verticale, et vérifient les
équations fonctionnelles



AN(S;)=AN(1-s;9)
AN x(S;H)=-\N x(3-5,9)

Preuve
(A)O (B): La preuve est directement inspirée de celle de Riemann. La principale différence

(e]

est que le point de départ n'est fdlis)= IeYySdh, mais la formule
0

00

(1.1) [ty - 2100 ()

qui fort heureusement (car on ne la trouve pas dans les tables standards) est aisément prouvée &
l'aide de la représentatidr3.2 de la fonction de Bessel K, par le biais d'un changement de
variable dans l'intégrale double qui représente alors le membre de gauche de la formule en
question. Il en découle aussitot

00

— e 1/a2TUN| - o (S*S'-1/2 - ,S-S'+1/2 _ i 21N\«
p(@Ins= NV 2o (TS5 = [y VAN Vel TPy
0

Compte tenu de la décroissance exponentielle de K a l'infini, on peut somn%0 stion
trouve - il faut tenir compte du facteu¥§dans le développement de f -

00

AN(S:T) = Jf(%\l)ys'l/?dh
0

I'intégrale convergeant absolument pour Re(s)>r+1. Si maintenant on sépare le domaine
d'intégration en [0,1] et ]1¢¢, et qu'on effectue le changement de variable y'=1/y dans le
premier intervalle, il vient

(] (o]

AN(S:P) = [f(vi{\l)ys'l’?dh + Jf(

1

-1 1/2-gh
yan”

ou, compte tenu de gsiy,

AN(s;) = Jf(vi{l)ys'll?dh + [g(%\l)yl/z'ﬁjh
i i



Mais maintenant, le point singulier (possible) @&tant hors du domaine d'intégration et
les deux fonctions f et g décroissant exponentiellement a l'infini, le membre de droite de la
formule ci-dessus définit une fonction entiere de s, et donc par prolongement analygtique
apparait effectivement comme une fonction entiere. Les intégrales convergeant uniformément
sur toute bande verticale, on en déduit aussi\g{ef) est bornée sur toute bande verticale. De
plus, échangeant f et g en observant qugf|(con)2=f, on a aussi

AN(S;0) = Jg(viiN)ys'l’?dh + Jf(viiN)yl’z'%h
1 1

et par comparaison I'équation fonctionnelle annoncée est immédiate puisque (1-s)-1/2=-s+1/2 et
-(1-s)+1/2=s-1/2.

Pour/AN x, on procéde suivant le méme schéma, en notant seulement que la reladqn g=f|
implique par dérivation partielle en x I'équation fonctionnelléggyiy)=fx(-1/iy). Cela
provoque le "décalage" de la nouvelle équation fonctionnelle en 3-s.

Notons que I'on a réellement expridig comme "transformée de Mellin" de f; on peut faire

remonter cette idée méme plus loin que Riemann, a Dirichlet[Bas toutefois, Dirichlet
1

employait pour la fonctioh I'expressionJ’(In(l/y))S'de.
0

(B)O (A): on doit cette fois-ci employer la formule d'inversion de Mellin, selon laquelle si

[ee]

A(s)= If(y)ysdh, on a f(y)%[ A(s)y-sds, pour toutr tel que F(y)=f(#)e®Y vérifie la
0

Re(3)=
formule d'inversion de Fourier (la transformée de Mellin est une transformée de Fourier
déguisée).

Ici, on déduit de (1.1), pour toat>0, la formule
1
Ks-ud2miny) i, [TNInDSpr(s)NY4y-<ds.
Re(3)=

Sia>r+1, la série Lg+iy;f) converge absolument et est bornée, et quelques estimations de
pN a base de formule de Stirling permettent d'insérer cette formule dans le développement de f
et d'inverser l'intégration et la sommation. Le résultat est

fiy)=or  [TN)Y2-AN(s:Dds
2iTt Re(@)a



L'étape suivante est de procéder au déplacement du chemin d'intégration en un autre pour
lequel on puisse utiliser I'équation fonctionnellegdeafin d'en obtenir une pour f. Pour cela
notons d'abord que puisque L(.;f) est bornée sur Re(s)n a pour tout m>0 (grace a
I'estimation de Stirling, cf. les Notation&\(a+it;f)=O(|t|™). De méme, si B>r+1, on a
AN(B+IT;H)=O(|t|'™) grace a I'équation fonctionnelle dgy. Mais alors une extension du
principe du maximum dda a Phragmen - Lindelof permet/gaest bornée sur toute bande
verticale, d'assurer la validité dey(o+it;f)=O(jt|™) uniformément poua<o<f (cf. [Miy1]
p°118 pour I'énoncé précis). Soient dorre+1, 13>r+1; par le théoréme de Cauchy appliqué
a l'intégrale ci-dessus, il vient par conséquent

y)=5  [OTN)Y2S\n(sinds
Re(S)$

=5 [GTN)2 S\ (L-s;0)ds

Re(3)B

J(WN)S VanN(s;0)ds
Re(

=g(-1/iNy)

Dans le cas holomorphe, cette égalité valable pour tout y>0 suffirait a entrainer la
conclusion désirée par prolongement analytique; ici, il est nécessaire de considérer de plus la
dérivée par rapport a Xx.

En effet, la seconde équation fonctionnelle implique l'identRgyéy)=Ff«(-1/iy) pour tout
y>0, de la méme facon. Notant h=tag| on en déduit donc que h vérifie le systeme

[(A-M)h=0
[ h|iR*™=0
[hy|iR*=0

Il en découle aisément par des résultats classiques d'analyse que h=0; on peut le vérifier en
exploitant le fait que h est analytique réelle, et en Ia développant en série entiére autour de

chaque point de I'axe imaginaire; or(gar h)(iy) = ( h) (iy)=0 par les conditions

oxoyn
n
initiales, et I'équatioAh=0 entraine alor% h) (iy)=0, etc... par "bootstrap”, h=€

N.B. 1. L'obligation de considérer deux séries L et deux équations fonctionnelles est
assez évidente si I'on remarque que pour peu que f|T(-1)=-f, on a L(s;f) identiquement nulle.
Dans ce cas, cette série n'apporte strictement aucune information sur la fonction f. Mais si f est



fonction propre de T(-1), comme l'une des fonctions L est nulle, a posteriori il en suffit d'une
pour conclure.

2. Un examen encore plus précis de la preuve de Riemann conduit a une troisieme condition
équivalente, a savoir une formule de sommation semblable a celle de Poisson (qui est I'outil
permettant d'avoir I'équation fonctionnelle de la fonction théta). Pour plus de détéigalct.

§15-2.

Dans le cas N=1, comnigy(1)=SL(2Z) est engendré par la translatiér% %) etwy, le

théoréme 2 donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de Dirichlet soit
obtenue a partir d'une fonction automorphe de pdd2ela ne reste plus vrai pour N>1,
puisquewn n'est pas danSp(N). Il existe pourtant encore une réciproque, plus subtile, au
théoreme de Hecke.

2. Théoreme de Weil

La encore, la motivation premiere de ce qui suit résulte des premieres études des séries de
Dirichlet. Dang[Dir] , pour prouver le théoreme de la progression arithmétique (si (a,b)=1, il
existe une infinité de nombres premiers p de la forme an+b), Dirichlet avait introduit ses séries
L, généralisations de la fonction zéta (de Riemann; mais Riemann n'était pas encore intervenu),

de la forme L(s):z XE:;) poury caractere de Dirichlet modulo a. Il s'était vite avéré que ces

n=1
séries L vérifiaient un théoreme tout a fait analogue au théoréme 1-1 (prolongement & équation
fonctionnelle). Ceci se généralise encore au cas des fonctions L de formes (fonctions)
automorphes, et la réciproque du théoreme de Hecke est obtenue en considérant des fonctions f
dont les séries L ainsi modifiées vérifient les "bonnes" équations fonctionnelles pour un
ensemble assez gros de caracteres de Dirichlet. C'est ce résultat que nous allons discuter ici, en
donnant des énoncés précis, mais sans plonger dans la démonstration, pour laquelle on référe a

[Miy1] .

Tout d'abord, sip est un caractere de Dirichlet primitif modulo m (ce qui est automatique si
m est premier impair ou 4; on nd#l'ensemble formé de ces éléments), et f une fonction sur
H comme celles considérées au 8 précédent, on note

fu(@)=y12% w(n)a(n)Ks-1/42minly)e(nx)

nz0
L(s;f,w)=L(s;fy)
AN(S;FW)=ANm2(S;Ty)



et de méme pou&il—n g—; Le théoreme 1-2 implique aussitét pour deux fonctions f et g

I'équivalence des deux conditions suivantes:

(Ag) On a Ggy = fyloonmz ot Gy désigne un nombre complexe quelconque

(By) Les fonctionsAn(s;f.W), An(S;gW), Anx(s;f.) et An x(s;0) peuvent étre
prolongées holomorphiquement €lientier, sont bornées sur toute bande verticale, et vérifient
les équations fonctionnelles

AN(S:TW)=CyAN(1-s;g1)
ANx(S:TW)=-CyAN x(3-S;91P)

Or, en utilisant la formule rappelée dans les notations péiyW (), on obtient sans
m
difficulté Ia formule {=W(@)1 S B(ufla(u/m), poura(t)z((l) {) R,
u=1

Supposons maintenanti)(N,x); par des calculs élémentaires de matrices, on a
F(Nm2)Oa(u/my1ro(N)a(u/m), et il en découleyf1S)\(F(Nm2)). Si M est le plus petit
multiple commun de et N, on a mémeDS;\(Nmz,XLUZ), par un petit calcul de plus.

Pour m vérifiant de plus (m,N)=1, on montre alors apleotim2=Cy9y, ou g=fton et
Cy=x(MP(N)W(W)/W(). Par conséquenyn(s;f.) etAn x(s;f.p) peuvent étre prolongées
en des fonctions entieres bornées sur toute bande verticale et vérifient les équations
fonctionnelles

AN(S:TB)=CyAN(L-s;Thon, )
AN x(S:T.0)=-CypAN x(3-S: ko, 1)

avec la constantegXi-dessus. Le théoreme de Weil est alors la réciproque de ce fait.

Théoréme (Weil)

Soient f et g des fonctions sdrcomme en 81.

Alors on a f1S)(N,x) et g=ffon si et seulement si les fonctiolgy etAn x (resp.
AN(; ) etAnx(.; W) associées a f et g (resp.yaet gy pour tout caractere de Dirichlgt
primitif modulo m pour M tel que (m,N)=1) vérifient les conditions (B) (respyiB
énoncées en 81 et ci-dessus (avec la bonne constgnte C

Nous venons de montrer la partie directe (facile). Toute la subtilité réside dans la
réciproque. Nous ne la développerons pas ici, mais mentionnerons juste en passant que le
théoréme de Dirichlet joue un rdle pour trouver des élémend dans des progressions
arithmeétiques.



Ce théoreme conceri® (N,x), mais il est facile de rajouter (et de tester) une condition du
type a(-n)=a(n) pour traiter le cas 8g+(N,x).

Le théoreme de Weil est I'outil principal pour découvrir des formes modulaires dans des
situations arithmétiques particulieres. Mentionnons deux exemples. Le premier, datg3de Maa
[Maa], c'est a dire d'avant le théoréeme de Weil; mais on a vu que dans certains cas simples
comme SL(Z), il découle facilement de celui de Hecke. Blaaserva que certaines fonctions
zéta associées a un caractere de Hecke d'un corps quadratigueerdednt I'nypothese (W);

il en découle donc que I'on obtient de cette facon des fonctions paraboliquesfd€Maant
pratiguement les plus explicites connues, et cela confirme que leur nature profonde est
arithmétique. En se référant a la preuve "adélique” de I'équation fonctionnelle de la fonction zéta
de Riemann (cf. la these de Tate dg@d~] pour une introduction), on peut expliquer la
présence des deux facteurs gamma dans la fonttemmme directement liée a celle de deux

"places a l'infini" réelles pouk (ie de deux plongements de K d&t)s

Le second exemple, di a Shimy&hi], provient du cas holomorphe (pour lequel le
théoreme est essentiellement le méme; les foncfion®nt qu'un seul facteur gamma, et |l
n'est pas nécessaire de considérer la dérivée par rapport a x, comme on I'a déja mentionné dans
la preuve du théoreme de Hecke), et concerne les formes modulaires de poids deriRentier
K entier positif impair. Sans préciser davantage les définitions, disons que Shimura parvient
dans ce cadre a définir des opérateurs de Hecke T(n); ceux-ci s'averent étre nuls sauf pour n

carré. Si alors f(z){ a(n)e(nz) est une fonction propre de tout les?)(pour des valeurs
n=1

propreshp, il montre pour tout entier t sans facteur carré un produit eulérien

n=1

5 A =2 [] 1-CONOP19 [Jadape2 291
p p

ouA=(k-1)/2, et('ﬁ) est le symbole de Legendre(%:l si n carré modulo p et -1 sinon.

Il définit ensuite F(z)5) A(n)e(nz) par ) A% =[] (@-A(p)p<-2-29-1, et emploie le
n=1 n>1 p

théoreme de Weil pour montrer que F est une forme modulaire de poids entier (ie telle que

définie dans 1é-82) k, pour un certain groupieg(N) (N étant déterminable explicitement).

Cette correspondance de Shimura a depuis été trés étudiée. On peut en trouver une introduction

dans[Kob].



Théorie d'Atkin - Lehner

Dans toute cette partie, on considere des formes paraboliques @sMées sous-groupes
Mo(N), c'est a dire les espac8g(N,x), et l'algébre de HecHd(N) correspondante (cf-4) -
incluant donc l'opérateur T(-1) -.

on noterasg=a(d)=( § 7 ). dON.

1. Introduction

Nous avons vu a la fin de4 qu'une étude relativement élémentaire permettait d'assurer
I'existence d'une base &\ (N,x) formée de fonctions propres de tout les T(n), (n,N)=1.
D'un autre coté, il est apparu des plus souhaitables de pouvoir diagonaliser tout les T(n) sans
exceptions. Cela est-il possible? En général, la réponse est non.

L'origine de ce phénoméne peut étre aisément expliquée: si d[Nsg(N/d,x), alors
floglISA(N,X). Or il s'avere que les opérateurs de Hecke T(n), (n,N)=1, sont compatibles avec
I'action dedq, et donc si f est fonction propre des T(n), (n,N/d)=1, alors Bgtsfint toutes
deux fonctions propres des T(n), (n,N)=1, aveaé€snesvaleurs propres. Par conséquent,
les sous-espaces propres communs peuvent étre de dimension >1; méme si cela ne permet pas
tout a fait de conclure, c'est un indice d'impossibilité de la diagonalisabilité, compte tenu du fait
gue celle-ci serait possible, eu égard a la commutativité de I'algebre de Hecke, si les espaces
propres communs aux T(n), (n,N)=1, étaient toujours de dimension 1.

Bien entendu, d'une certaine facodg fi'est pas vraiment une forme de niveau N; elle est
trop liée a la forme f de niveau N/d. L'idée de la théorie d'Atkin - Lehner est qu'en 'éliminant’
ces formes provenant de niveaux inférieurs, alors la diagonalisation simultanée devient
possible; de plus, les espaces propres communs sont effectivement de dimension un; on peut
méme prouver un (difficile) théoreme de multiplicité un quand le niveau N n'est pas fixé.

Ce qui suit est I'adaptation (facile) au cas des formes paraboliques Beldsaarguments
originaux defA-L], tels qu'ils sont présentés d4dhsy1].

2. Lemmes et théoreme de représentation

Nous allons d'abord prouver les faits élémentaires indiqués dans l'introduction.



Lemme 1
Soit fIS)(N,X), et &1 un entier. Alors §40S)\(Nd,x); de plus, pour tout entier n tel que

(n,Nd)=1, on a le diagramme commutatif suivant

SAN,X) O T(n)— Sx(N,X)
gl L &g
SA(Nd,X) O T(n)— SA(Nd,x)

et pour tout nombre premier p avec (p,d)=1, et pour j indiquant soit l'injection canonique, soit
dg, le diagramme commutatif

SAENX) O TopN)( g o )FotN) ~ SA(NX)
it j
SA(PNdX) 0 Fo(pNd)( § p )M o(Nd)~ SA(NdX)

Preuve
Un calcul matriciel explicite fournit I'inclusiofig(Nd)Jd4 1 o(N)dg, et on vérifie de plus
X (84 19d4)=X(g), d'oul la premiére assertion.

Pour la seconde, on peut se limiter au cas ou n=p est premier, (p,Nd)=1. Dans ce cas, on

utilise la décomposition explicite de la double cld'sg(e\l)(é g)l'o(N) du lemme 1 dé¢-83,

et on exploite le fait quéﬁ(é rg):(é dg‘)éd, etdgdp=0pdd, pour faire "commuterdy et les

représentants en question; les nouvelles matrices continuent (car (d,p)=1) a former un ensemble
de représentants pour la double classe, d'ou le résultat.

Le cas de l'opérateur T(-1) se traite séparément et ne pose aucune difficulté.

Quand au second diagramme (qui en recouvre en fait deux), la preuve est essentiellement
similaire, si ce n'est que les formules exactes utilisées different; pour que tout soit aussi facile
gue possible, avoir une grande latitude dans le choix des représentants de la double classe
(comme fournie par le lemme de décompositiofh-84) est tres utile.

.

Les remarques de l'introduction montrent qu'il est illusoire d'espérer un résultat de
multiplicité un dans un sous-espace SgN,X) contenant desdy, f1S)(N/d,x), ou des

combinaisons linéaires de tels éléments. Or, une fonction cette forme, c'est aZjimﬁ(ﬁ,:
guand on l'exprime dans un développement de la ford, vérifie a(n)=0 si n n'est pas
multiple du ppcm des d. Le premier résultat important d'Atkin - Lehner est une réciproque de ce



fait, qui permettra de bien cerner les fonctions a éliminer pour obtenir de bonnes propriétés vis a
vis des opérateurs de Hecke. Le lemme suivant, d0 a Hecke, est alors fondamental.

Lemme 2 (Hecke)
Soit fISA(N,X), p un nombre premier tel que (p,N)=1. Si ondg[{IS\(N.,X), alors f=0.

Preuve
Notonsa=8p. On vérifie tout d'abord que pour 61—% g) on aogo-10rg(N). Par une

extension du théoréme des diviseurs élémentaires, on peut trouver des élgraepisie
Mo(N) tels quwl(pagu'l)yzz(g 8) avec ulv, u et v>OMiyl] lemme 4.5.2). De plus,

uzv car sinongo-1=y;-ly>,"10rg(N). Or on a

flyi(paga-L)y=x (yo)fl(paga-L)yo=x(v1) { (fla) |go-1yo}
ce qui est aussi, par hypothése
=X (YD)X (@) (flo) Ja-Lyo=x (Y1) X (@)X (2)fly2=Cf

c'est a dire qu'on doit avoir Cf(z)=f(z/h), pour h=v/u>1. C'est clairement impossible.
.

Lemme 3
Soit &1 un entier. Soit f une fonction définie ddra valeurs dan€, non nulle, et telle
que f(z+1)=f(z) pour tout z, et de pludd[IS\(N,x). On a alors dgiN, etf0S)(N/d.x) - ici
my désigne le conducteur ge-.

Preuve
En raisonnant par récurrence sur les facteurs premiers de d on se raméne au cas d=p
premier. Soit h=8,; on notel":{ (caN g)Dl'o(N) | b=0 (p)}. Commencgant (encore) par des
calculs explicites de matrices, on voit qiztelr'épDI'o(N). Si donc gir, th'lgép:x(g)h,
donc (flg)dp=(x(9)f)|0p, d'ou flgx(g)f. On montre alors que le sous-groupeldgN)
engendré pdr' et la translatior(é %) est égal & o(N), ce qui se fait sans difficultés. On a

donc par conséquenil$)(N,x). Si on avait (p,N)=1, le lemme 2 donnerait f=0, contrairement
a I'hypothése; donc p|N.

On a( N}p (1) :Bp(l\ll (1))6p'1, et donc '(N}p (1)):f; or cet élément engendre(N/p)
modulolo(N), donc il vient bien{IS)(N/p,x). Six est trivial, c'est tout ce qu'il faut montrer;

dans le cas contraire quelqgues manipulations supplémentaires de matrices sont requises pour
s'assurer qug est défini modulo N/p, et donc que piN
.



On est maintenant en mesure de s'attaguer au théoreme de représentation. En voila I'énoncé.

Théoreme 1(Atkin - Lehner)
Soit fOS)(N,X), et &1 un entier. Supposongd. Alors si dans le développemdnrB.4
de f on a a(n)=0 pour (n,d)=1, on g=@,N/mx)#1 et on peut écrire

= %prwp
p

avec pour tout p divisant d' une formel6)(N/p.x). La réciproque est trivialement vraie.

Avant de démontrer ce théoréme proprement dit, quelgues lemmes préliminaires. Le premier
permet d'amorcer les preuves par récurrence qui suivront.

Lemme 4

Soit f(z):yl/zz a(n)Ks-1/A2mnly)e(nx) un élément d&)(N,x), &1 un entier. Notons
nz0

g(z2)=yY2ANSU((n,d)=1,, a(n)Ks-1/A2mn|y)e(nx)). On a alors [@S)(M,X), avec
M=N\I\PR(p|(d,N), p) \\PR@|d,p\O(I)N,, p); en particulier, on agSA(Nd2,X).

Preuve
La encore, en opérant successivement sur les diviseurs premiers de d, on se raméne au cas
d=p premier. Dans ce cas, si N'=N ou Np suivant que p|N ou non, on a toujours p|N’, et
fOSA(N',X); par conséquent, f|T([@BA(N'X), ou l'opérateur T(p) est pris dakkN"). Or,
les calculs faits eh-4 montrent que

(AT @)=y a(np)Ks-1/42minly)e(nx)
(0

et par conséquent g s'écrit g=f-(fIT(®Y)H SA(N'p,x), par le lemme 1; ceci donne le résultat.
.

Lemme 5

Soit f(z):yl/ZZ) a(n)Ks-1/A2mnly)e(nx) un élément d&)(N,X), et &1 un entier sans
NZ

facteur carré, tel que a(n)=0 si (n,d)=1. On peut alors écriig‘aép, pour des
p|d
gpUSA(Nd2,X); si d|N, on peut méme prendrgitH)(Nd X).

Preuve
On procede par récurrence sur le nombre de facteurs premiers de d. Si d=p premier,
I'hypothése implique queyz)=f(z/p) est 1-périodique, efldp=fOSA(N,x), donc le lemme 3
donne exactement le résultat voulu.



Supposons maintenant que le lemme est vrai pour tout diviseur propre de d, et soit p un
diviseur premier de d et d'=p/d. On décompose alors f=g+h, ou

9(2)=y1/2 Zza(n)Ks-l/z(ZTrlnIy)e(nX)
(n

1p1

h(z)=y/2 Za(n)Ks-l/z(ZTrlnIy)e(nX)
(n

1p =1

Le lemme 4 permet d'affirmer qué&lB)(Np2,X), et donc @S)(Np2,x) également. De
plus, si (n,p)=1, le n-éme coefficient de Fourier de g est nul, et par conséquent le méme
raisonnement que ci-dessus entraig@)gg(z/p)IS\(Np.x). Finalement, h vérifie clairement
les hypothéses du lemme pour Ngt d' a la place de N et d; comme2NB=Nd?, il en
découle que I'égalite f=g+h5dp+h suffit a prouver le résultat par récurrence.

.

Preuve du théoréme 1
L'hypothése du théoréme ne dépendant que du plus grand diviseur sans facteur carré de d,

|_| p, on peut supposer d sans facteur carré. On procede encore une fois par récurrence sur le
pld
nombre de facteurs premiers de d. Si d=p premier, le lemme 3 suffit & conclure. Supposons

donc le résultat vrai pour tout diviseur propre de d et soit p premier divisant d et d'=d/p.

On écrit cette fois f=g+h avec

9(2)=y/2 %a(n)Ks-l/z(ZTtlnIy)e(nX)
(n

’ .:l

h(z)=y1/2 %za(n)Ks-l/z(zmnW)e(nx)

(n,d'¥1
et, encore grace au lemme 4, g et h sont 8a(Nd?,x).

Si pmy ne divise pas Ngmy ne divise pas non plus Mdet comme le n-eéme coefficient de
g est nul si (n,p)=1, le lemme 3 implique g=0, ie f=h, qui vérifie les hypotheses du théoreme
avec d' a la place de d; par récurrence le théoréme est alors prouvé dans ce cas.
Si pmy | N, soit g(z)=g(z/p) le lemme 3 implique @S;\(Nd'le,x). Soienty;, I<i<k,
des représentants de la double classl'eo(rNd'Z)(% 8)F0(Nd'2/p). On ay;0Or o(Nd'?/p), et
donc puisque @S)\(Nd'zlp,x) il vient

- 10 _
g|T = p1/2 Zx(w)gl(o p)w = p12 > X(Wgplyi = kpl2gp



. pl/2
d'oll g(z)=" (9IT)(2).

e : pl/2 . 10
On définit alors une fonctiory ar §(2)="— (fIT’)(z), ou T':Fo(N)(o p)ro(N/p), de

sorte que gS\(N/p,x) par définition de T'. Le lemme 1 montre qu'on peut remplacer T' par
T dans I'expression dg.f

On a, par définition de g
2
(2.1) f(2)-fp(p2) = f(2)-}(P2)-9(2)+@(p2) = h(2) % (hT)(p2)

Comme le n-eme coefficient de h est nul si (n,d")=1, le lemme 5 (la deuxiéme partie),
permet d'écrire h%hq|6q pour des ROS)(Nd'3,x). Pour tout diviseur premier q de d', le
&

lemme 1 permet d'écrire h|T=R|¥puisque (p,d")=1 -, ou cette fois on pose
) 1 0 )
Ta=ro(Nda)( g o )Fo(Nd3a/p)
Toujours grace au lemme 1 on peut permuter §pstdq, d'ou

© FB9IT= a3y Te=p (1l (5 p)rotNa%ip) |5

Ceci entraine en particulier que le n-eme coefficient de Fourier de h|T est nul si (n,d")=1.
Comme c'est aussi le cas pour h, (2.1) implique qyevéfifie les hypothéses du theoreme
avec d' a la place de d, et par récurrence on en déduit aussitét la validité générale du résultat; il

faut faire attention pour vérifier que I'on ne somme effectivement que sur les divisewrs de d
.

3. Formes primitives et théoreme de multiplicité un

On noteS)(N,x) le sous-espace d& (N,x) engendré par lesdfj, ou f1S)(M,x), pour
tout entier M tel que giM, MIN, et MeN, et tout d est diviseur de N/M (1 ou N/M inclus). Soit
anrsS{(N,x) I'orthogonal deS)(N,X) par rapport au produit scalaire de Petersson; c'est dans
cet espace que I'on pourra diagonaliser simultanément les T(n). La définition et le paragraphe
précédent permettent de voir facilement les faits suivants:

1. Si f satisfait les hypothéses du théoréme 1-1, ali®g(N,X)
2. Six est primitif, ie =N, on aS;\(N,x):SX(N,x)
3. Si m|M|N, MzN, alorsS)(M,X)0SA(N,x)



4. S)\(N,X) est engendré par les fonctions de la fordg flour ES{(M,x), avec ig|M|N
(M=N possible), et d|N/M

Le lemme suivant est, bien sur, sous-entendul.

Lemme 1
Les sous-espacé\ (N,X) etS{(N,x) sont invariants par I'action des T(n) pour (n,N)=1.

Preuve
Pour fpg avec f et d comme décrits dans la définitiorBgéN,x), on a (n,dN)=1, donc le
lemme 1-1 montre qu& et T(n) commutent et T(n) envaB(N,x) dansS)(N,x). Comme
l'adjoint de T(n) esg(n)T(n), il est alors clair que T(n) envd® (N,x) dansS¥(N,X).
.

Ce lemme entraine en particulier, par le méme raisonnement qu&pduKk), que les
sous-espaceS(N,X) et SY(N,x) possédent des bases formées d'éléments qui sont fonctions
propres de tout les T(n), pour (n,N)=1.

Lemme 2

Soit f(z):yl/Z% a(n)Ks-1/42mnly)e(nx) un élément d&X (N,x), et L un entier positif tel
n#

gue est f est fonction propre de tout les T(n) pour (n,L)=1, avec les valeurs prpp@asa
alors f=0 si et seulement si a(1)=0.

Preuve
Si a(1)=0, la formulé-84-6 appliquée a f et T(n) pour m=1 fournit I'égalité akng1)=0,
pour tout n tel que (n,L)=1. D'aprées le théoreme 1-1, il vient alé8g(N,x), donc f=0.
¢+

Lemme 3
Soit L un entier positif,@IS)(N,x) une fonction propre de tout les T(n), (n,L)=1, avec les
valeurs proprean. Il existe alors un diviseur M de N vérifiant fivl, et g]SJ;((M,x) telle que
g|T(n)=Ang pour tout n tel que (n,L)=1.

Preuve
Si fDS;J((N,x), g=f convient; sinon soitlf-z hq|dg la projection (non nulle) de f sur
Sx(N,X), avec (cf. les remarques aprés la définitiogl B (Ng,x); par le lemme 1,,fest
encore fonction propre des T(n) avec les mémes valeurs propres. On peut - en vertu de la
remarque aprés le lemme 1 - supposer que desoht fonctions propres de tout les T(n),
(n,N)=1. Des fonctions propres correspondant a des valeurs propres de T(n) différentes étant



linéairement indépendantes, il s'ensuit que dans I'expression de f les sommes patrtielles sur les
hg dont la valeur propre pour T(n) est différentedaloit étre nulle. Donc on obtient une telle
expression dejfou toutes lesdweérifient hy|T(n)=\nhg, (N,N)=1, et alors on peut prendre pour
g I'une quelconque de ces fonctiogs h

.

Lemme 4
Soit fDS)J\’(N,x), 20, et dIS)\(N,x) des formes de M@aqui sont toutes deux fonctions

propres des T(n), (n,L)=1, avec les mémes valeurs propres. Alors g est proportionnelle a f.

Preuve
Tout d'abord, on peut supposer que N|L en remplacant si nécessaire L par NL - par
exemple -. Le lemme 2 permet en outre de supposer que a(1)=1, ou a(n) est le n-eme coefficient
de Fourier de f.

Ecrivons g=¢ + g, avec gﬂS’;(N,x) fonction propre des T(n), (n,L)=1, avec les mémes
valeurs propres que g. Siz, soit g une fonction obtenue en appliquant le lemme 3 a g

910Sx(M,X). Soit gL(z)=y1/ZZ c(n)Ks-1/A2mn|y)e(nx) son développement de Fourier; on a
nz0

c(1)}0 par le lemme 2La formulel-84-6 montre que, pour (n,L)=1, le n-eme coefficient de
Fourier de g-c(1)f est nul, et donciec(1)f0S\(N,x) en appliquant le théoreme 1-1; comme f
est supposée étre non nulle et dSr'{s(N,x), ceci est exclu, et doncx). On a alors
g=g*0Sj (N,X). Notons b(1) le premier coefficient de Fourier de g; exactement le méme
raisonnement que ci-dessus donne cette fois b{A%kEN,X), et donc g=b(1)f.

.

On peut maintenant conclure & la diagonalisabilité simultanée dd@tiansSy (N, X).

Définition
Soit f0S)\(N,x). On dit que f est une forme primitive si on @S‘;T(N,x), et si f est
fonction propre de tout les T(n), (n,N)=1, normalisée dans le sens que le premier coefficient de
Fourier de f est égal a 1.

N.B. 1. DangA-L], la terminologie adoptée affuble une telle forme du nom de "new-
form"; le nom "primitif* que I'on trouve daripMiyl] semble beaucoup plus satisfaisant (c'est
en tout cas l'avis d'lwaniec), compte tenu de la deuxiéme remarque aprés la définition de
SAN.X).

2. D'apreés les formules ded, les valeurs propres de T(n) pour une forme primitive sont
exactement ses coefficients de Fourier.



Quoi gu'il en soit, il est maintenant facile d'obtenir un premier théoréme important.

Théoreme 1
Toute forme primitive f est fonction propre t(N) et de I'algébrdd* (N) formée des
adjoints deH(N). Il en découle quSX(N,x) posseéde une base formée de formes primitives, et

donc de fonctions propres de tout les T(n).

Preuve
Soit f une forme primitive, avec f|T(n)=a(n)f, pour (n,N)=1. SaitH{N); commeH(N)
est commutative, f|T est encore fonction propre des T(n), (n,N)=1, avec les mémes valeurs
propres. Par le lemme 4, on a donc f|T=cf pour un certai@.PourH* (N), on utilise
l'expression T()=x(n)T(n) pour aboutir & la méme conclusion. La derniére affirmation est

immeédiate d'apres le lemme 2.
.

L'étape suivante va étre de prouver le théoreme de multiplicité un. Enoncons le d'abord:

Théoreme 2
Soit fDS;J\’(N,x), f(z)=y1/22 a(n)Ks-1/22mnly)e(nx) une forme primitive, et soit
Nz0

gadSA(M,x), g(z):yl/ZZ) b(n)Ks-1/42mn]y)e(nx). On suppose que g est une fonction propre
Nz

deH(N) et deH* (N), que b(1)=1=a(1), et qu'il existe un entier positif L vérifiant b(n)=a(n)
pour tout n tel que (n,L)=1. Alors on a N=M et f=g.

La preuve de ce théoreme n'est pas facile et fait appel a des estimations non triviales de
I'ordre de grandeur des coefficients de Fourier des formes dB, Mstamations que nous ne

prouverons que dans la prochaine partie.

Nous allons démontrer le théoreme 2 dans le casesi le caractere triviak(n)=1 pour
(n,N)=1. C'est également ce qui est fait dphd ] , et le cas général (traité dadiyl])
nécessite quelques lemmes matriciels assez élémentaires mais un peu long.

Tout d'abord, il est possible d'obtenir le module exact des coefficients de Fquaderca
est un nombre premier tel que g|N.

Théoréme 3
Soit fDS;J\’(N) une forme primitive, g|[N un nombre premier. On ngjéavg-valuation de
N, ie le plus grand m tel qué¥iN. On a alors
1. Si =1, alors g?=q-1
2. Si =2, alors g=0



Preuve
Notons encore Trro(N)((l) 8)I’0(N/q).

Dans le premier cas de I'énoncé, le lenhr8d-1 permet de constater que I'on a
10
ol yq est tout élément tel que décritleB4-1, et on vérifie a cette occasion qug sonvient,
son inverse également.

On a g=f[TIS\(N/q); or T(n) pour (n,N)=1 commute avec T(q) et ayg¢petit lemme a
vérifier comme les précédents lemmes matriciels), donc g est fonction propre des T(n),

(n,N)=1, avec les mémes valeurs propres que f; le lemme 4 implique que g est proportionnelle a
f, mais comme @S)(N/q), cela n'est possible que si g=0.

On a donc f=-o/2|T(q)=-q"%a4f. On fait alors agiyq1 & droite, et grace a la remarque ci-
dessus il vient f=q#f, et donc g?=q'1.

Pour le second point, on a cette fois (toujours grace au lérdrig, T=T(q); il en découle
donc af=f[TOS)A(N/q), et donc =0 ie a=0.
.

Dans le cas ou le caractégan'est pas trivial, c'est a ce niveau qu'il faut travailler un peu
plus (dans le méme esprit) pour pouvoir discuter d'autres cas.

Preuve du théoréme 2
Remplacant si besoin est L par NML, on peut se ramener au cas ou N et M divisent L. Pour
pouvoir appliquer le lemme 4, ce qui suffira & conclure, nous allons montrer M|N.

Pour cela la méthode est analytique. Distinguons deux cas suivant que la valeur propre de f
pour T(-1) est 1 ou -1; la condition (n,L)=1 incluant n=-1, on a la méme valeur propre pour g.
Si celle ci est égale a 1, appliquons la premiere équation fonctionnelle du thée&enket g,
et faisons le quotient; on obtient I'égalité entre fonctions méromorphks sur

ANGS:T) _ An(L-s;fkon)
Am(s;9)  Am(1-s;9bon)

(3.1)

D'apres le théoréme84-4, L(s;f) et L(s;g) possédent des développements en produit
eulérien, valables pour Re(s) assez grand. Si (p,L)=1, c'est a dire pour tout les nombres
premiers p sauf un nombre fini, le facteur correspondant a p est le méme dans les deux

. . L(s;f) - , : :
développements. Le quotie s:9) apparait donc dans ce domaine comme fraction rationnelle



en les p5, p|L; par prolongement analytique, cette expression reste valide pourl@uba en
déduit, aveey(p)=1 si (p,k)=1, et 0 sinon

ANGSST) _ (NIM)S/2-214] ] 1-b(p)pS+em(p)p2s
Am(s:9) plL  L-a(p)pSten(p)p?s

De plus, toujours les mémes manipulations matricielles permettent de s'assurer que les T(n)
commutent aveoy; il en découle qued]y et gtom sont fonctions propres des T(n) avec les

mémes valeurs propres, et ont également un développement en produit eulérien, d'ou

An(-siTen) C(NIMYLS)2- /4 ] 1-b(p)p-rem(p)p?s-2

Am(1-sigbom) b L-a(P)F-Lren(p)pPs-2

pour une constantél. Par (3.1) il vient donc I'égalité

1-b(p)pStem(p)p2s 1-b(p)F-L+em(p)p?s-2
N/M)s = ¢c(N/ML/2
N[ 171 apsrenepzs - M L L apystrenppes2

D'apres le théoreme d'unicité du développement en série de Dirichlet, on a pour tout p|L,
avec I, (resp. M) la p-composante de N (resp. M) I'égalite

SLEPSEMEI?_ LD Hem(p)Pe?
L-a(p)psten(p)p2s  * 1-a(p)@-en(p)pes2

(3.2) (Np/Mp)

Cp étant une autre constante.

On note alors u (resp. v) le degré de 1-a(ER(p)X2 (resp. de 1-b(p)Xem(p)X2), donc
u,v{0,1,2}. De plus, on pose MNp=p®, (3.2) équivaut a I'égalité entre fractions rationnelles

ye 1DE)X+EMP)XZ _ - 1-b(p)ptX-Ltem(p)p2X-2

(3:3) L-a(p)XEnE)X2 T 1-a(p)plX-Len(p)p2X-2

Cas 1 Si u=v, (3.3) entraine directement e=0 en comparant les degres;NgN

Cas 2 Si u=1 et v=0, (3.3) esh(l-a(p)X)=Xe(1-a(p)p1X-1), et a(p¥0; comparant les
zéros des deux cOtés, il vient |adpd; comme u=1 implique p|N, ceci contredit le théoréme 3.

Cas 3.Si u=2 et v=0, (3.3) espfl-a(p)X+X2)=Xe&(1-a(p)p1X-1+p2X-2); donc e=2 et en
comparant les coefficients de degré 0 e},2pe et g=1...

Cas 4 Si u=2 et v=1 (le cas difficile), (3.3) s'écrit encore



c 1-a(p)X+X2 ~ e 1-a(p)piX-1+p2X-2
P 1-b(p)X 1-b(p)pX-1

Sia etp sont les racines de 1-a(p)X#Xon aaf=1, et on voit que@ et B sont racines
de F-pa(p)X+X2. Mais, on observe que I'un des deux zéros de l-a(pjXdi¥onsa, doit
étre un zéro dedppa(p)X+X2, pour que l'identité soit possible. Comnue=pt est exclu, on a

donc m=B, ora=1/B, et il vient donax2=p. D'un autre coté, la relation de récurrehee?

L an+l.pn+l o, o
appliquée a'pmontre que I'on a afcb% (récurrence linéaire double; u=2 implique
a -

(p,N)=1). Nous en déduisons donc l'inégalité ép/2. Ceci, bien que n'étant pas en
contradiction avec I'estimation triviale a(n)=3(9, est impossible compte tenu des
raffinements de cette estimation, de la forme

Théoréme |l existe5>0 tel que si f(z)=¥2% a(n)Ks-1/42rinly)e(nx) est une forme
nz0

parabolique de Md& alors on a a(n)=0Oi¢9).

De tels résultats ne sont pas aisés a obtenir; les méthodes les plus simples semblent étre celle
de Rankin - Selberg, ou celle liée aux premieres estimations non triviales de sommes de
Kloosterman (par Kloosterman, 1928). En 1987, le meilleur résultat était a(A}sdi)) -

Serre, Moreno, Shahidi, Murty -. Dans la prochaine partie nous démontrerons un tel résultat
par la méthode de Rankin - Selberg. Quoi qu'il en soit, ceci étant admis, la contradiction est
immeédiate et ce cas est exclu.

Cas 5 Si u=0 et v=2, (3.3) esp(d-b(p)p1X-1+p2X-2)=Xe(1-b(p)X+X2), d'ou e=-2 en
comparant les degrés, dong|My. Si u=0 et v=1 ou u=1 et v=2, on trouve de la méme fagon
M p|Np-

Ces résultats étant valides pour tout p|L, donc tout p|M, on a bien montré M|N (rappelons
qu'on a supposé N,M | L). On a déja vu que cela suffit pour avoir le théoréme.

Reste a traiter le cas ou f|T(-1)=-f; comme alors L(s;f) est identiquement nulle, on ne peut
espérer en tirer quelque information que ce soit. Dans ce cas, il faut utiliser la seconde équation
fonctionnelle du théoremié-2, et le second produit eulérien du théorérgd-4; on déroule
alors les mémes calculs et a une constante pres, il apparait que l'on peut se ramener au cas ci-
dessus en faisant simplement le changement de variable s'=1-s.

.

N.B. Remarquons qu'idéalement, dans le cas difficile ci-dessus, I'argument doit étre plus
simple, la conjecture de Ramanujan donnant exactement le modaletde et il est alors



immédiat qu'il y a contradiction dans (3.3). Dans le cas holomorphe, on peut employer cet
argument grace a Deligne, mais bien sur la sophistication de la preuve de la conjecture de
Ramanujan rend son emploi quelque peu spécieux. Ceci ne change rien au fait, par ailleurs, que
le résultat obtenu est tres profond.

Du théoreme 2 et des résultats précédents (lemme 3 en particulier) on peut déduire sans
difficultés les faits suivants qui completent I'étude des opérateurs de Heckg(Nr et

permettent d'avoir une caractérisation algébrique des formes primitives:

1. Soit £1S)(N,x) une fonction propre non nulle des T(n) pour (n,N)=1. Il existe alors un
unique entier M|N, et une (unique) forme primiti\@ﬁ(M,x) possédant les mémes valeurs
propres que f pour les T(n), (n,N)=1.

2. Soit T1S)(N,x) non nulle dont le premier coefficient de Fourier est égal a 1; alors f est
primitive si et seulement si f est fonction propre communkd@) et H* (N). Par conséquent,
d'apres le théoreme84-4, f est primitive si et seulement si L(s;f) et L{syf] (resp. Lk(s;f) et
Lx(s;flon) si f|T(-1)=-f) possédent un développement en produit eulérien de la lfgtme

Le dernier corollaire implique, dans de nombreux cas ou I'on utilise le théoreme de Weil
pour construire des formes automorphes, que I'on obtient une forme primitive. Il en est par
exemple ainsi dans le cas des fonctions L de courbes elliptiques, a ceci pres que l'on ne sait pas
encore prouver qu'elles vérifient les hypothéses du théoréme de Weil! L'un des intéréts de la
théorie est qu'elle permet de s'assurer de la bonne définition de la fonction zéta locale d'une
courbe elliptique en un nombre premier p ou la courbe a mauvaise réduction (ie la réduction
modulo p est singuliére): c'est le facteur correspondant du produit eulérien.

Un dernier résultat permet de préciser un peu la théorie et de mieux appréhender I'opérateur
T(-1).

Théoreme 3
Soit fDS;J\’(N,x), f(z)=y1/22 a(n)Ks-1/22mnjy)e(nx) une forme primitive, et soit
Nz0

gadSA(M,x), g(z):yl/ZZ) b(n)Ks-1/A2mn]y)e(nx). On suppose que g est une fonction propre
Nz

deH(N) et deH"(N), que b(1)=1=a(1), et qu'il existe un entier positif L vérifiant b(n)=a(n)
pour tout npositif tel que (n,L)=1. Alors on a N=M et f=g.

N.B. La différence avec le théoreme 2 réside dans le fait que I'on ne demande pas que fet g
aient méme valeur propre pour T(-1); je ne sais pas si ce théoréme peut vraiment étre amené a
servir en pratique, mais il est bon de le connaitre.



Preuve
On suppose f|T(-1)=f et g|T(-1)=-g; l'autre cas est similaire. On réalise en fait la méme
démonstration que pour le théoréme 2; simplement on utilise la premiére série L pour f et la
seconde pour g, et on fait le quotient

\F(AN(S-1:) Am x(S:9))

et on aboutit en suivant les calculs au méme raisonnement.
¢



Estimation des coefficients

de Fourier des formes

paraboligues de Ma$3

Dans toute cette partie, on considere des formes paraboliques Aesiidas groupes de
congruence. L'objectif est d'aboutir au théoreme suivant, di a Rankin essentiellement:

Théoreme (Rankin, Selberg)
Soit fOS)\(N,X), f(z):yllzz a(n)Ks-1/2A2mn|y)e(nx) une forme parabolique de Naa
nz0

pouro(N). Pour tout>0, on a l'estimation a(n)=0¥0-),

Ce théoréme est suffisant pour conclure les arguments dans la partie précédente. Sa preuve
nécessite I'emploi des séries d'Eisenstein et fournit donc une excuse pour en présenter quelques
propriétés importantes.

1. Les séries d'Eisenstein

Rappelons la définition originelle: satune pointe dé€o(N), gdJSL(2,R) tel que @=co.
On pose pour Re(s)>1

Ea(zis)= ) (Im(gy2))s
yOra\r
Eq Vérifie AE; = s(1-s)B, mais n'est pas dang évidemment puisque s(1-s) n'est pas
positif réel!). En tant que fonction de s; Est holomorphe dans Re(s)>1. Pour obtenir le
spectre continu da, il faut prolonger i méromorphiqguement de facon a disposer de fonctions
E1/2+it plus aptes a intervenir dans la décomposition spectrale ¢les’agit d'un résultat
important et difficile.

Pour I'énoncer proprement, quelques notations. S&ER)3 pointele vecteur colonne des
séries d'Eisenstein. $iest une pointe dEg(N), le terme constant du développement de

Fourier de F enb est de la forme
dab Y5 + dan(s) y1-s

avecdyp = 0 siazb et 1 sinon; la fonctiohgp est holomorphe pour Re(s)>1.



Soit enfin®(s)=(ban(s))a,b la matrice de 'scattering' formé a partir des termes constants.
Le résultat précis que I'on obtient est

Théoreme (Selberg, cf[D-I])
Pour toute pointea del g(N), la série d'EisensteingE,s) admet un prolongement

méromorphe (par rapport a s) sur tQutavec un unigue pdle en s=1 de résidu (constant) égal a
Vol(r\H) 1. De plus, on a les équations fonctionnelles

®(s)P(1-s)=Id
E(z,s)=®(s)E(z,1-s)

La preuve genérale est assez complexgKelb] ); dans le cas modulaire on peut d'une
certaine facon la simplifier en explicitant le développement de Fourief éedn identifiant les
dap a des fonctions pour lesquelles le prolongement est connu (typiquement, une fonction zéta
d'un corps de nombre, dfwa2]). Nous allons ici donner au moins les grandes lignes d'une
preuve récente de Colin de Verdief€dV]) dans le cas de SL@), cette restriction n'est pas
ici réellement rédhibitoire au niveau des idées car le passage au cas général demande surtout un
travail au niveau des notations, pour lequel on pourra confiLdie}.

On posd =SL(2Z), et on identifigr\H au domaine fondamental {z | |[Re(z)|<1/2, |z|>1}

(avec les identifications au bord). La premiere étape est de trouver une définition intrinseque des
séries d'Eisenstein, par des conditions d'analyse fonctionnelle. Pour cela, quelques
préliminaires: on noterA le laplacien agissant synH au sens des distribution, I'unique
prolongement autoadjoint de(agissant sur les fonction*@ support compact) dang.lSoit

Q lI'ensemble ded¥C tels que Re(s)>1/2 et s(1-s) n'est pas dans le spedie @it by une
fonction C° sur\H valant O pour Im(z)<b, et 1 pour Im(z)>b' (avec b'>b>1), h indépendante

de x.Cette fonctiondpermet d'isoler la pointe du resterdél. On note h(z,s)=i{z)ys.

Théoreme
Pour $1Q, il existe une unique fonction E(.,s) guH telle que
(A-s(1-s)) E(.,s) =0
E(.,s)-h(.,s)d L2
E(z,s) est holomorphe en s gr

En effet, si on cherche une fonction F(z,s) vérifiant ces conditions, en apphgsént) a
F=h+g, dJL2, on trouve que g est déterminé par g(z,9N=-6(1-s))1(H(z,s)), oll on a posé
H=(A-s(1-s))h; g existe car s(1-s) n'est pas dans le specifg,det H est @ a support
compact. La résolvante est holomorphe en s, et donc g est holomorphe en s puis E aussi.

Cette fonction E correspond aux séries d'Eisenstein comme on le vérifie tout de suite.



On voit que c'est I'holomorphie de la résolvante qui donne celle de Edposr avoir E
globalement méromorphe il suffirait que la résolvantéAdde soit, ce qui serait le cas par
exemple si elle était compacte. Ceci est faux, bien entendu, mais l'idée va étre de faire intervenir
un nouvel opérateur (un '‘pseudo-laplacien’) a résolvante compacte et de I'exploiter pour
retrouver E a partir de I'assertion d'unicité du théoréme ci-dessus.

On choisit pour cela un a>b', et on considére le sous-espate 14 formé des éléments
dont le terme constant du développement de Fourier par rapport a x est nut@oBaryun
procédé d'analyse fonctionnelle, on peut construire un opérateur autoadjointyaasitift,
dont le domaine est formé par les f telles qu'il exiSl€ avecAf=g+cT, (T5 est la distribution
telle que <T,f>=fp(a), f étant le terme constant du développement de Fourier) aites gn a
alorsAgf=g. Cet opérateuls; est a résolvante compacte parce que l'injection du domaine dans
L2 est compacte. En particulier, cette résolvante est méromorp@e sur

Pour prolonger E(z,s) méromorphiquement, une premiere tentative est de prendre la
définition ci-dessus et de remplaeepar a, donc de poser

F(z,s)=h(z,s)+(s(1-sd)1H(z,s)

Cette fonction F est bien parfaitement méromorpheCswet F-HIL2, mais on a pas (de
peu) QA-s(1-s))F(.,s)=0. Plus exactement, F-h est dans le domaiug dencA(F-h)=g+cT,
avec ¢JL2, et méme g&4(F-h), par définition dé,. Par conséquent on a

(A-s(1-s))(F-h)=Qg-s(1-s))(F-h)+cTa=H+cq
et vu I'expression de H ceci dondeq(1-s))F=ch.

Donc il s'en faut de peu, et en particulier seul le coefficient constant n'est pas bon. Si on a
une fonction W indépendante de x telle gies(1-s))W=cT, en posant K=F-W on aura
directement £-s(1-s))K=cT-cTa=0, et si W est en plus holomorphe en s et a le bon terme
constant on pourra conclure.

Pour construire W, écrivons le terme constant (continu) de F sous la forme

Fo(z,s)=A(s)y¥+B(s)yl S pour y<a
Fo(z,s)=y¢ pour y>a

Maintenant, on vérifie que W, +o (YS-A(S)yS-B(s)yl™9 convient. On en déduit que pour
Re(s)>1/2 on a K(z,s)=A(s)E(z,s), et pour Re(s)<1/2, K(z,s)=B(s)E(z,1-s), don¢a&z,
I'équation fonctionnelle E(z,s§£s)E(z,1-s). On a aussitdt égalem(a)p(1-s)=1, et on peut



analyser les péles de E sur Re(syans difficultés. On peut aussi déterminer que E n'a pas de
poles sur Re(s)=1/2 a l'aide des relations dev&alberg (cf[CdV], [Kub]).

Voila donc pour I'esquisse de la preuve du théoreme. Notons que méme dans le cas de
SL(2Z), un calcul de développement de Fourier permet de voir que le terme constant de E est
la fonction zéta de Riemann a peu de choses pres, et d'avoir donc une preuve de son
prolongement analytique et de I'équation fonctionnelle.

Avant de conclure ce paragraphe, indiquons la décomposition spectrale finale du laplacien
Ao sur L2(r\H) (cf. [Kub], [Lan]). Le spectre dé consiste en un spectre discret et un
spectre continu. Le spectre discret est constitué d'une part par I'espace engendré (au sens
hilbertien) par les formes paraboliques de Rladont le théoreme 2 de3 donne I'essentiel de
ce qui est connu en général -, et d'autre part de celui engendré par un nombre fini de fonctions
propres exceptionnelles non paraboliques (qui sont les résidus des séries d'Eisenstein la ou
elles ont des péles); dans le cas des sous-groupes de congruence, on n'a que les constantes
dans cet espace. Le spectre continu couvre l'intervalle d]/dyec multiplicité constante égale
au nombre de pointes, et il est isomorphe a une intégrale directe continue engendrée par les
séries d'EisensteingBl/2+it), poura pointe dd” et {1R. On a une formule de décomposition
explicite

f(z) =\\SU(=0,, <f,u;>y;) + \F(1,41) \NSU(a,, \I(r,, <f,Ea(.,1/2+it)>Ey(z,1/2+it) dt)
ou les yforment une base pour le spectre discret.

Un dernier mot: une autre définition intrinséque des séries d'Eisenstein est que ce sont des
formes automorphes non paraboliques qui sont fonctions propres de tout les opérateurs de
Hecke, au moins dans le cas de SEJZpourl o(N), c'est le vecteur colonne qui est vecteur
propre); on peut montrer directement que la définition donnée ici implique cette propriété, cf.
[lwal] 816.

2. Méthode de Rankin - Selberg

La méthode de Rankin - Selberg pour obtenir des estimations des coefficients de Fourier de
formes paraboliques f est assez subtile; elle consiste a prouver qu'une série de Dirichlet
constituée a partir de f (différente de celles considérétg ent une 'bonne' série de Dirichlet:
elle est prolongeable méromorphiquement et vérifie une équation fonctionnelle. A partir de 1a,
des arguments taubériens assurent |'estimation voulue, et donnent méme un résultat un peu
meilleur.



Comme au paragraphe précédent, nous allons présenter les notations et les résultats pour
I"'=Ig(N), mais nous limiterons en partie les preuves au cas deZ3L{Zaut cependant dire

gue ceci est dans ce cas un peu plus dommageable, I'argument qui fait marcher le £as SL(2,
ne pouvant pas s'adapter aussi bien qu'au 81 pour plusieurs pointes.

Nous référons dlwa] 815.3-15.4, et §Bum] pour une présentation générale de la
méthode de Rankin - Selberg.

On commence avec deux formes paraboliques f efi§)(N,x) et gIS(N,x) (avec
A=s'(1-s") etu=s"(1-s")). Soit une pointe dé, TO0SL(2,R) tel quetc=c. On note gn) et
be(n) les coefficients de Fourier de f et ge(respectivement) dans le développemniest4.
On définit alors la fonction zéta de Rankin - Selberg pour f et g par

Rige(s)=) ac(n)be(n)ints

n£0

et le vecteur colonnefys)={(2s}(Rtqc)c. Par I'estimation triviale a(n)=0%R), les séries R
convergent pour Re(s)>1. On pose aussi

S+s'+s"- S+s'-s\ _ ,S-S'+S\ _ ,S-S'-S"'+
Onu(s)=m 2T (TS, (TS ) r () r (92

et on peut énoncer le premier résultat:

Théoreme 1
Pour Re(s)>1, on a l'égalité

Oap(s)Rige(s)=8 (s)ITs : f(2)9(2)Ec(z,5)du(2)
r

Preuve

Notons que f et g étant paraboliques donc a décroissance exponentielle et E a croissance
modeéreée, l'intégrale existe. Notons F un domaine fondamentaf-gdur

On développe l'intégrale en utilisant la définition ¢e&r la série et en inversant I'ordre de
sommation; cette intégrale vaut donc

z Jf(Z)Q(Z)lm(T'lv\N)SdM(Z)
yOra\r
= Z f(1z)g(tz)ysdu(z)

yare\r t-Iyr



00 1
= I yS-2 If(Tz)_g(Tz)dxdy
0 0

car la réunion suy(l o\ dest-lyF est un domaine fondamental paw .=l donc est

équivalent a la bande 0<Re(z)<1.

Maintenant on développe l'intégrale sur x a l'aide de la formule de Parseval, et donc
l'intégrale originale est égale a

> ac(n)be(n) IKs 1/A2rnly)Ks-1/42rinly)ys-1dy

nz0

Un dernier changement de variable montre que ceci est

(21)°S Reg(S) I Ks-1/4y)Ks"-1/4y)ys-dy
R +

et il ne reste plus (!) qu'a évaluer la derniere intégrale; en multipliafit(gaet en écrivant le
tout comme une intégrale quadruple (via I'expression donnE8.2rde K) avant de procéder
a un changement de variable astucieux, on doit trouver

s-1dy= “*B
j’Ka(y)Ks(y)y 1dy=2 (s )|_| rc—")

qui permet de conclure

Ce théoreme élémentaire accomplit tout le travail, compte tenu de la connaissance des séries
d'Eisenstein acquise dans le premier paragraphe de cette partie.

Théoreme 2
Les fonctions k¢ admettent un prolongement meéromorphe a tout le plan complexe.Dans le
demi-plan Re(89)1/2, leurs seuls pbles sont parmi ceux dedénc ils sont simples et situés
sur le segment [1/2,1]. En s=1 on a

Res Rgc(s)=

8 sin s’
TTVol(r\H)
En particulier, yc est holomorphe en 1 si et seulement f est orthogonale a g. De plus, le
vecteur Ry vérifie I'équation fonctionnelle
O (S)OAu(S)Rig(s)=P(s)Orp(1-5)Rg(1-5)

ou ¢ est la matrice (fonction) de scattering pour SZ &t ® celle pour .

<f,g>

Preuve



Le theoreme implique immediatement le caractere méromorphggeRa localisation des
pbéles. L'équation fonctionnelle s'explique par celle du vecteur colonne E des séries
d'Eisenstein E(z,sy®(s)E(z,1-s), par la présence du facteur normalisaf€2s) dans la
définition de R, par I'équation fonctionnelle de la fonct{oret enfin par I'expression de
I(s-1/2){(2s-1)

d(s)=ri/2 , cf. [lwa] 85. Quand au résidu en 1, il s'obtient par un calcul
r(s) 4(2s)
élémentaire et les relationg1/2)=r/2 etr(s)l'(l-s)zsi;]T ¢

Nous allons maintenant, dans le cas de Rl)(2nontrer comment ce théoreme entraine les
estimations voulues. Soit don€l$)(N,x), A=s'(1-s"). Comme il n'y a qu'une pointe a

I'infini, le vecteur R se réduit en R(QXQS)Z la(n)PInts, et son équation fonctionnelle a
nz0

O(s)R(s)®(1-s)R(1-s)

ommaT (G (2 3 (7

Le deus ex-machina est fourni par un lemme tout a fait ad-hoc de Landau:

Lemme
Soit f une fonction méromorphe s@rn'ayant qu'un pole simple en s=1 dans le demi-plan

Re(sk1/2 avec résidu C, et qui pour Re(s)>1 admet I'expressionZ(aIn)nS, avec a(rg0
n>1

pour tout n. Si f vérifie de plus une équation fonctionnelle de la forme

O(s)R(s)®(1-s)R(1-s)
O(s)=AS[ | T (cs+B1)
|

aveca|<0, alors on a pour togt-0 I'estimationz a(n)=Cx+0(®*e), poura:Zou.
n=x

Cependant, remarquons que le factd@s) devant R empéche de faire simplement appel a
ce lemme pour avoir (avec C=Z2)mr2sin(rs") ||f|f=4sins")|[f[F)

S la(n)f = Cx+0(3/5%)

n=<x

Mais on a(2s)> la(n)PInfs=> ai(n)Ints, avec a={2~ [af, » désignant la convolution
nz0 nZ0

de Dirichlet (cf.[H-W]), et{> la fonction caractéristique des carrés. La fonction arithmétique
a, vérifie bien les hypothéses du lemme, d'ou l'estimation



z ay(n) = Cx+0O(»/5%)
n=<x
Mais pour la convolution de Dirichlefp est inversible cat2(1)20; soitpo son inverse, et

remarguons qu§ M2(n)mrs=1/{(2s). Il vient aussitot
n=1

> @) 3 ) = C3 ol + 003 3 hacha35¢)

n<x/d

Echangeant & gauche l'ordre de sommation il vient

Ha(d)ay(n) :Z(CZ) X + O(8/5+)

k<x nd=k

i * = L /5
ie kgxuz a1(k) Z(Z)X + O(&/5%)

ce qui est exactement ce qu'on recherche, a savoir

- C /5
3 lallof = °x+ 008I5%)

k<x

En effet, cette derniére inégalité implique trivialement |&aQ[x3/5+) qui donne le
théoreme.

Dans le cas dEg(N), on n'a pas de résultat aussi simple que le lemme de Landau, et il faut
un peu plus de travail, diwa] §15-4.

Pour conclure, il peut étre utile de remarquer que si I'on recherche seulement la preuve du
théoreme de multiplicité un dans la théorie d'Atkin - Lehner, on peut aussi se contenter de
montrer a(n)=o(#2), ce qui découle du théoréme 2 plus simplement en faisant appel au

théoréme taubérien d'lkehara qui donﬁela(k)? = Cx+0o(x).
k<x



Introduction aux

représentations automorphes

Comme il n'est pas possible de prétendre présenter les faits importants de la théorie des
représentations automorphes en quelque page$QGetl], [Gel2] pour deux tentatives
meéritoires), nous devrons dans cette partie supposer connues les définitions essentielles et en
particulier la théorie de Hecke développée par Jacquet - Lang[drds, (Gel2] § 6). Nous
tenterons quand méme d'expliquer les motivations de ce nouveau point de vue dans un premier
paragraphe, et rappelerons les définitions globales, avant d'examiner comment la théorie
d'Atkin - Lehner s'y développg¢Qas], [Miy2]).

1. Ebauche de motivations

Nous avons dans les premiéres parties développé la théorie des formes automorphes de
Maag3; nous avons vu comment il était possible de définir ces formes pour tout sous-groupe
discret de SL(2,R). Mais nous avons aussi mentionné que le cas des sous-groupes de
congruence était (probablement) trés différent du cas général, mettant ainsi en valeur la nature
arithmétique des formes automorphes correspondantes. On peut se demander s'il existe un
moyen de distinguer plus avant ce cas arithmétique.

Un autre défaut de I'étude de la premiere partie est qu'il y a deux théories: le versant
holomorphe (que nous avons essentiellement passé sous silence), et le vefSaftgdeaen

matiere de constructions explicites, il y a pratiquement identité entre ces deux théories (comme
le montre I'adaptation quasi-instantané¢Migl] au cas Ma@); il serait bon d'avoir un cadre

permettant de traiter simultanément ces deux cas.

De méme, on a vu dans la théorie d'Atkin - Lehner que les formé&g@ly pour des N

différents possédaient des liens; il serait bon de disposer d'un espace contenant tout les
SA(N,Xx) de facon naturelle.

Enfin, une autre idée directrice, qui indique le chemin, est la volonté de comprendre la
théorie de Hecke et en particulier la forme des séries L, ceci en référence a la thesg@e Tate (
F]) qui interprétait les fonctions zéta classiques de corps de nombres dans ce sens.

D'une certaine facon, I'avant-derniere remarque peut expliquer aisément le recours aux
méthodes adéliques, puisque (BEGPS] p°352) on montre que la limite inductive des



L2(r(N)\H) est isomorphe a I'espacé(gL(z,Q)\SL(zA)) qui est essentiellement celui que I'on
considére dans le cadre des représentations automorphes. Ce nouveau point de vue, dégagé pa
Jacquet - Langlands vers 1970, répond aux trois exigences ci-dessus; remarquons que l'idée de
traiter les formes automorphes du point de vue de la théorie des représentations (de dimension
infinie) de groupes est due a Gelfand et Fomin en 1952.

2. Représentations automorphes de GL(2.A)

Commencons par définir 'anneau des adéled;dmur cela rappelons qu'une valuation de
Q est une application |.Q - R* vérifiant les propriétés fondamentales de la valeur absolue
ordinaire, c'est a dire |x|=0 si et seulement si x=0, $o4yly|, et |xy|=|x||y|. Il est bien connu
(cf. [C-F]) que les valuations (aussi appelées place®) @®nvenablement normalisées) sont
la valeur absolue ordinaire (notée |.| ou bieh ¢{ les valeurs absolues p-adiques, définies par
|x|p:p'VP(X). Ces derniéres valuations sont non-archimédiennes, ie<Max(|x|,]y|). Chaque
valuation muniiQ d'une topologie, et on considére les complétél deur ces valuations, que
I'on notera respectivemeRt(ou Q) etQp; chacun de ces complétés est muni du prolongement
unique de la valuation originale. On dit que @s(v=p ou) sont des corps locaux, et Qe
est un corps global. Pour p premier, on igte{x [Qp, | |xp<1}; |.|p €tant non-archimédienne,
c'est un anneau, dont l'unique idéal maximahgst{x [JQp | [xp<1}. On dira qu'une propriété
est vraie pour presque toute place si elle est vraie pour toutes sauf un nombre fini d'entre elles.

Deéfinition
L'anneauA des adéles d@ est le sous-anneau de l'anneau produit@els valuation de
Q), forme par les (¥ tels que y[Zp pour presque tout p premigk;est muni de la topologie
produit. On noteA* et on appelle groupe des idéles @de groupe des unités de pour
allA*, on note |a|f]|a/|v, qui existe bien car =1 pour presque tout v.

N.B. On peut se demander pourquoi ne pas considérer simplement I'anneau produit; une
bonne raison est que ce dernier n'est pas localement compact, au conttaiief.d€-F]).
Cette propriété assure ghepossede une mesure de Haar et permet donc de faire de l'analyse
sans trop de difficultés. Remarquons que cette raison a priori excellente est historiquement
absurde, les adeles (ou plus exactement les idéles) ayant été introduits par Chevalley pour
éliminer I'analyse de la théorie du corps de classe.

On notera g le groupe (également localement compact) Gl 2et G son sous-groupe
GL(2,Q), injecté diagonalemen®(JQy pour tout v); celui-ci est discret dang Gsa peut étre
décrit comme le sous-groupe du produit des GQ(d, formé des éléments (jyou
gpIKp=GL(2,Zp) pour presque tout p. Les représentations automorphes@l (fui sont la



généralisation cherchée des formes automorphes, sont essentiellement les représentations de
Ga qui apparaissent dans la représentation natyelee Gy dans I_Z(GQ\GA) (par translation

a droite:p(g)e(X)=@(xQq)).

Plus précisément, notons.KO(2R), de sorte que pour tout place v le sous-groupes
un sous-groupe compact maximal dg=GL(2,Qy). On dit qu'une représentation irréductible

unitairettde Ga sur un espace de Hilbert H est admissible si dans la restrictmawsous-
groupe compadt|Ky, toute représentation irréductilede []JKy n'apparait qu'un nombre fini
\% \'

de fois. Cette notion d'admissibilité est essentiellement due a Langlands. Son intérét est qu'une
représentation admissible est factorisable, c'est a dire peut se décomposer en composantes
locales: sirt est admissible il existe pour toute place v une unique représentat(gni est
également admissible avec la définition ad-hoc) ¢geu® un espace de Hilbert,Hel que I'on

puisse écrire

=01y

ce produit tensoriel étant en fait un produit tensoriel restreint, terme que nous ne définirons pas
(cf. [Gel2] p°75, et[J-L] 89 pour la démonstration). Ce résultat est I'analogue de la relation
qJ:|_|qJV poury caractére unitaire d&*. Bien sur, cette décomposition est d'autant plus utile

\Y

que les représentations irréductibles admissibles geso@® bien connues, et cette théorie
locale est le préliminaire indispensable a I'étude global@l(ti. 81 a 8).

Ainsi, toute représentation globale (ie dg)@dmissible est un produit de représentations
locales (ie de 3. Comme déja indiqué, on appelle représentation automorphe (pouQpL(2,

une représentation irréductible admissitilde Gy apparaissant dans la décomposition de la
représentation réguliére droipede Gy dans @(GQ\GA).

Une telle représentation étant irréductible, le lemme de Schur montre que les éléments du
centre 2=A* de Ga doivent agir comme des scalaires et donc atfad)f=\(a)f, poury
caractere dé\* trivial sur Q* (appelé caractére central d& On note alors @(GQ\GA,Lp)
I'espace des fonctionS]f_Z(GQ\GA) telles que f(gz)w(z2)f(g) pour tout Z1Zp et

|f(g)Pdg <o; la représentatiop agit sur LZ(GQ\GA,LIJ).
ZAGQ\Ga

On définit également un espac%(d_;Q\GA,Lp) par une condition de parabolicité similaire a

la condition classique de nullité du terme constant dans le développement de Fourier. Si
apparait dansé(GQ\GA,qJ), on dit que la représentation automorphest parabolique; un



résultat de Jacquet - Langlands montre qu'atorapparaitjue dans lé(GQ\GA,LU), et donc

la définition est correcte.

Maintenant, on peut construire une théorie de Hecke pour les représentations automorphes
dans l'esprit de celle de Tate (§Gel2] 86,[J-L] 811). Celui-ci, en effet, attache une
fonction L aux caractéres de*=GL(1,A) triviaux surQ?*, c'est a dire exactement aux
représentations irréductibles ¢ apparaissant dans la représentation naturell&*ddans
L2(GL(1,A)/GL(1,Q)); l'analogie est flagrante.

Pour GL(2), on définit de méme des fonctions 1k Jocales pour toute représentation
admissiblery, de G, (et toute place v; ces fonctions sont des fractions rationnelle8 grvpp
premier, et pour vee on trouve les fameux facteurs gamma classiques), et I'on établit des
équations fonctionnelles locales, qui font intervenir un terme constant(oga). Pour cela,
une bonne connaissance des représentations admissibles locales est indispensable, de méme qu
les résultats de Tate analogues pour GL(1).

Pour une représentation globate 11y, on pose ensuite naturelleme(it,s)&(1y,s), et

L(s,m=[]L(s,i). La généralisation de la théorie de Hecke par Jacquet - Langlands est que
dans le cas ou la représentatiom=0T, est automorphe parabolique la fonction L

globale s'étend en une fonction entiere bornée sur toute bande verticale et vérifie une équation
fonctionnelle (reliant L(s7) a L(sW-10m). De plus, le théoréme de Weil se généralise
également naturellement par la simple observation guestiun caractére de* trivial sur Q*,

TJx est encore une représentation admissible gletGénoncé devient simplement que si les
L(s,mJx) sont entieres (bornées...) et vérifient les bonnes équations fonctionnelles (globales),
alorsttest une représentation automorphe parabolique ie apparaTtgd@@GA,qJ).

Ce théoréme a méme alors un analogue local, qui dit qu'une représentatior,oea(&v
est déterminée par ces facteurs locg@xt,[xy) et L(s7y,0Xy) pour toutyy caractere d@y*

et leurs équations fonctionnelles,cf. la paragraphe suivant.

Nous allons expliquer davantage comment la théorie ci-dessus englobe la théorie classique
(cf. [Gel2] 83). Soit f une forme parabolique de NBa&1S)(N,x). On peut prolonger
naturellement le caractére de Dirichjeen un caractéere d&* trivial sur Q*. Pour tout p

premier, notons K(N) I'ensemble des matric‘(sf:1 3) dans K avec €0 (N) - en particulier,

Kp(N)=Kp si (N,p)=1 car alors N est inversible dasg -, et Ko(N)=[1Kp(N); alors un
théoreme d'approximation permet d'affirmer que

GA=GoGL*(2R)Ko(N)



et cela permet de définir une fonctignsur G par @(g)=f(dw.i)X(Ko), Si g*¥dwko. Cette
fonction est bien définie parce queéS)(N,x) et parce que I'on a

Gon GL*(2,R)Ko(N)=To(N)

Comme GI*(2,R) agit transitivement sur le demi-plan de Poincaré, il est triviakpgOesi
et seulement si f=0. L'application qui a f assaepermet donc d'identified)(N,x) a un sous-

espace des fonctions sup GSon image peut étre identifiée: elle consiste en I'ensemble des
fonctionsgtelles que

(i) @(y9)=®(g) pour touty1Gq
(i) (gko)=®(g)Ww(ko) pour tout kIKo(N)

[cos6 -sin6
= toutd
(i) (p(gHsin 0 cosO a %) pour tou

(iv) ®(zg)=(z)@(g) pour tout ZIZA

(v) Acp:1'482 @, ou@ est considérée comme fonction de'@,R) seul, et oA est
l'opérateur de Casimir de G(2,R) (pratiquement le laplacien)

(vi) @ est a croissance modérée, c'est a dire que pour tout C>0 &t tontpact dans
Gap, il existe A tel que pour tout’tf et a1A*, tel que |a]>c, on 11)(|(81 g)g)|<<|aT

(vii) @ est parabolique

Ceci ne doit pas paraitre trés étonnant, et se démontre sans trop de diffic|Ded]cfSi
I'on remplace le membre de droite de (iii) pa8(g) et celui de (v) par—lzS (g -1)p, I'espace

que I'on trouve sera isomorph&g(N,X), et on voit comment on unit formes holomorphes et
formes de Ma@.

Les conditions d'invariance (i) a (iv) permettent d'affirmer gueeut étre considérée
comme élément deg(.GQ\GA,ljJ), et on obtient donc ainsi une injection $lgN,x) dans cet
espace. Pour justifier pleinement la définition des représentations automorphes, il suffit de

démontrer (ce qui n'est pas trés difficile apres une étude raisonnable des représentations
admissibles des et de G, cf. [Gel2] p°93) que si fIS)(N,X) est une fonction propre de

tout les T(n), (n,N)=1, alors I'espace (invariant paengendré pap dans lg(GQ\GA,l]J) est

irréductible, c'est a dire détermine une représentation automorphe. Notons qu'a ce point, nous
n‘affirmons rien sur l'injectivité de cette association.



On peut également remarquer ici que les opérateurs T(n) peuvent également se définir au
niveau de é(GQ\GA,qJ) ([Gel2] 83-B): les T(p) par exemple correspondent simplement a la

convolution par la fonction caractéristique de la double cla§€%I§)Kp.

3. La théorie d'Atkin - Lehner

Nous serons ici aussi brefs et flous.

La théorie d'Atkin - Lehner a trés vite apif@sL] été transcrite dans le langage des
représentations automorphes; on peut ¢ky2], qui suit les arguments dia-L] , [Del] et
[Cas] qui utilisent davantage les représentations de groupes.

Dans son expression la plus compafas]), on peut résumer cette nouvelle théorie par
le seul théoreme suivant:

Théoréme (Casselman)
Soientr=0Ty, etp=0py des représentations automorphes, tellesrgepy, pour presque
toute place v, et pour vs Alors on arg,=py pour tout v, et dont=p.

Preuve(idée)
Tout d'abord, des théorémes d'approximation (cf. celui utilisé pour dgfniparagraphe
précédent) permettent a partir mg=py, pour presque tout v et poure=de conclure qua etp
ont méme caractére centgak[Yy.

Notons S I'ensemble fini des places exceptionnelles.

Pour toute place v, on va démontrgepy a l'aide du théoreme de Weil local de Jacquet -
Langlandsty,=py si et seulement si pour tout caractgyale Q,*, on a I'équation fonctionnelle

L(1-sxv1Opv)e(s xvpy) _ L(1-sxv107)e(sxvOmw)
L(s;xvpv) L(s:xvUTR)

(pv désigne la représentation contragrédientpd@ssentiellement la représentation agissant
sur le dual de I'espace gdg par la transposée de l'inverse; on montrefguep, Py 1).

Pour pouvoir appliquer ce critelecal, on utilise I'équation fonctionneltdobale qui est
a notre disposition puisqueetp sont des représentations automorphes: pour tout cargctere

deA* trivial sur Q*, on a

L(s.xOp)=g(sxOp)L(1-sx-10p)



L(s,xOm=¢g(sxdmL(1-sx 10Om)
oup est la contragrédiente geon a ausg=pOy-1L.

On fait maintenant comme dans la preuve du théoreme de multiplicité un dans la troisieme
partie, c'est a dire qu'on utilise I'expression des fonctions L (et facteurs coasiglotzles
comme produit des fonctions L (resp. facte)rocaux, on l'insére dans les équations globales
gu'on divise entre elles, obtenant ainsi

L(1-sxv-1O0pv)e(sxvOpv) _ L(1-sxyv 10T)e(sxvOTy)
vOS L(s;xvpv) vOS L(s:xvOTR)

Ensuite on a deux résultats magiques qui résultent de I'étude lo¢ae]de

(i) si Xy a un conducteur assez grand, alors{/{Spv)=1 ete(sxvOpv)=€(sXvWv)
€(sXv), ou les deux dernierssont les facteurs de la théorie GL(1) (ie de la thése de Tate), et
ceci vaut pour toute représentatpnadmissible d€)y ayantyy, comme caractére central

(i) v étant fixée, il existe un caractere glolgadontyy est la v-eme composante, et dont
les composantes pour$, wzv, possedent un conducteur arbitrairement grand fixé a l'avant
(c'est la le seul point ou S fini semble intervenir)

Dés lors tout est clair: soit36 fixée; pour tout caractepg, en choisissant un caractére
global par (ii) on peut faire en sorte, grace a (i), que dans I'équation ci-dessus tout les facteurs
sauf celui pour vsoient égaux a 1. On obtient bien ainsi le critere de Weil local désire, et

donc le théoréme est prouve
.

On voit que cette approche, qui donne un théoreme de multiplicité un sensiblement
equivalent a celui de la troisieme partie, est conceptuellement tres séduisante; on peut mesurer a
cela l'intérét de la généralisation des formes automorphes aux représentations automorphes.
Mentionnons au passage un autre résultat de multiplicité y&-de: toute représentation
automorphe parabolique n'apparait qu'une seule fois %@G@‘{.GA,HJ); ceci est a comparer

au lemmdll -3-4.

Le lien exact entre la théorie classique[8€el] et ce point de vue des représentations
automorphes est expliqué dapGel2], 85 (th. 5.19): l'application qui & une forme
automorphe f associe la représentation automorphe parabolique associée, comme au paragraphe
précédent, est injective quand elle est restreinte aux formes primitives au Hens de



Quelques dernieres remarques: la premiere concerne la fameuse isométriecpulige
I'a pas vu apparaitre ici (ni dajgel2] ou[J-L] ), alors que les représentations automorphes
englobent les formes de MaaPourtant, on peut encore rajouter I'élémzmbrmellement a
Ga avec les mémes relations quleh, et faire agiio sur LZ(GQ\GA) paro.@(g)=¢(1(g)), ce
qui correspond a T(-1) pour une f forme automorphe de3Masaociée @.

La raison la plus évidente a cette disparitiorodest fournie en examinant la preuve du
théoreme 5.14 dgel2], qui identifie une forme automorphe (plus exactement, la fongtion
associée) dans l'espace d'une représentation automorphe parabolique (pour prouver le théoréeme
ci-dessus a I'aide de celui de la pditig; cette fonction est caractérisée a un scalaire prés par la
propriété

®gr(®)ko)=T(r(8)) W (ko))

[£0s0O -sin 6 ]
Hsin 6 cosB E
est la (on montre qu'il n'y en a qu'une) représentation d®D¢@ntenue dans. Il se trouve
que si la représentation automorphe correspond a une forme @e dMaar=1 (représentation
triviale), et donc il s'ensuit que la fonctignainsi isolée est fonction propre de ainsi, la
forme automorphe de MBaorrespondant @ est fonction propre de T(-1), et est effectivement

pour tout g1Ga, r(8)= koOKo(N) - ou N est déterminé préalablement -1 et

une forme primitive au sens de la définitionlide

L'étape naturelle suivante de cette analyse serait d'étudier localement l'adcti@t de
tenter de déterminer en fonction des composantes locateldleur propre pous. Un autre
objectif serait de pouvoir interpréter effectivementomme un opérateur de Hecke, ce que
nous avons été en mesure de faire dans le cas classique par le biais de l'introduction de
GL+(2,R). Pour cela la solution immédiate est de considérer un(%BA) et ses
représentations irréductibles, d'établir une correspondance entre celles-ci et certaines
représentations de A5 qui seraient alors naturellement des représentations 'paires’ ou
'impaires’. Je dois confesser que je n'ai pas (encore ?) eu le temps de procéder a ces
investigations assez naturelles. Et puis je ne peux m'empécher de soulever une question: que se
passe-t-il si dans le théoreme de multiplicité un on remplace I'hypothése 'pour presque toute
place' par 'pour toute place dans un ensemble de densité (de Dirichlet: il s'agit de hombres
premiers) un', ou autre hypothese de ce style?
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