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Do not infest your mind with beating on

The strangeness of this business; at pick’d leisure
Which shall be shortly, single I’ll resolve you,

Which to you shall seem probable, of every

These happen’d accidents; till when, be cheerful
And think of each thing well.

N'occupez pas votre esprit a lutter

Contre I'étrangeté de ces choses; le temps venu,

Qui sera proche, je résoudrai pour vous,

Et vous en verrez la probabilité, chacun

Des incidents survenus; jusque la, soyez joyeux
Et n'en pensez que du bien.

W. SHAKESPEARE, The Tempest
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Préface

Ce cours a été rédigé originellement pour le cours d’intégration, analyse de Fourier et proba-
bilités de Licence a I’Université Bordeaux I, que j’ai donné au second semestre 2001,/2002, et il
a ensuite été utilisé pour le méme cours les deux années suivantes avec quelques modifications.

Apres le texte proprement dit on trouvera les sujets des examens donnés durant les années
2001/2002 et 2002/2003 (examen partiel, puis examen de juin et examen de rattrapage de
septembre) ; tout ces examens sont corrigés, ce qui pourra rendre ce texte utile pour une étude
indépendante.

Par rapport a d’autres cours d’intégration de niveau comparable, la seule spécificité éventuelle
de celui-ci est d’incorporer « en continu » la théorie des probabilités dans le développement,
au lieu de la traiter indépendamment lors d’une partie séparée. Je reste persuadé que ce point
de vue est une fagon fructueuse d’initier un(e) étudiant(e) au langage et a la fagon de penser
probabiliste, mais il n’est cependant pas certain que cela soit la meilleure maniere de procéder
en pratique. En particulier, en ’absence (déplorable) d’un index trés complet, cela rend difficile
d’utiliser le texte comme outil d’apprentissage des probabilités a partir de la connaissance de la
théorie de la mesure et de l'intégration.!

Un certain nombre d’erreurs présentes dans la premiere version de ce cours ont été corrigées.
Une bonne part m’a été signalée par les étudiants et étudiantes qui ont assisté aux cours, et
d’autres par Chantal Menini en particulier.

Il reste sans doute de nombreuses erreurs (au moins de détail); il est probable qu’elles
resteront présentes jusqu’a ce que je reprenne ce texte pour base d’un cours, et lors d’une
éventuelle traduction en anglais pour un enseignement ultérieur & ETH ZURICH — mais cela ne
pourra arriver avant plusieurs années...

Je dédie avec plaisir ce qu’il y de bien dans ce cours a André Goldman, en souvenir toujours
émerveillé de ses cours de probabilités de maitrise et D.E.A que j’ai suivis il y a bien longtemps...

L Mais peut-étre cet index verra-t-il le jour ultérieurement, ce qui diminuera I'importance de ce bémol...
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Introduction

L’intégrale d’une fonction est définie d’abord pour des fonctions relativement régulieres
définies sur un intervalle fini. Elle a deux propriétés essentielles : l'intégrale indéfinie donne
I'opération inverse de la dérivation, et 'intégrale définie d’une fonction continue positive est
I'aire de la région du plan placée sous le graphe de la fonction. Pourquoi chercher a remplacer
cette notion d’intégrale ?

Le fait est que la notion d’intégrale enseignée avant la licence (appelée « intégrale de Rie-
mann » ), posséde bien des défauts des lors qu’on aborde des situations un peu plus complexes
que celle d’une fonction continue f : [a,b] — C définie sur un intervalle borné de R.

Rappelons la définition : si on se donne une subdivision

(0.1) a=yo<y1<--<yny=>

de [a, b], on pose

N
(0.2) ST(f) = Z (vi —yi-1) sup  f(z)
i=1 Yi—1STLY;
N
(0.3) ST =D (i —pin) il f(@),

Yi—1<TLY;

=1

et f est intégrable au sens de Riemann si
lim ST(f) = lim S~ (f),

la limite étant prise quand le pas max|y; — y;—1| de la subdivision tend vers 0. Si c’est le cas,
la limite commune est appelée I'intégrale de f entre a et b.

Voici quelques exemples des problemes posés par cette définition, dont vous verrez que la
« nouvelle » intégrale résout la plupart.

— Problemes de passage a la limite : soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b]
« convergeant » vers une fonction f. Selon le sens de « convergence » (c’est a dire selon
la topologie utilisée), il n’est pas toujours vrai que

b b
(0.4) lim / Fu(t)dt = / ),

n—-4o00

ni méme que f est intégrable.

Cette formule est valide, et facilement vérifiée, si f,, — f uniformément sur [a, b] : dans
ce cas on sait que la limite f est continue, et que (0.4) est vraie. Mais cette restriction est
trop limitante, car la convergence uniforme n’est pas si fréquente, et est souvent difficile
a vérifier puisque c’est une propriété globale, et non pas ponctuelle. Par contre, si ’on
suppose seulement qu’il y a convergence simple, c’est a dire f,(z) — f(x) pour tout
z € [a,b], on construit aisément des suites ot pour n > 1 on a [ f,(z)dz = 1 mais

[ f(z)dz = 0. Par exemple, si [a,b] = [0,1] et

onlz si0<x < %
(0.5) fa(z) =< 2n—2n%z sig <z<i
0 sil<rgl



on a f,(z) — 0 pour tout € [0,1] (car f,,(0) = 0 et la suite est constante pour n > z~!

si z €]0,1]) mais

/01 ol@)de = 1

pour tout n. De tels exemples illustrent la necessité d’au moins certaines conditions pour
pouvoir échanger limite et intégrale.

Un probleme évidemment lié est que les différentes normes associées a l'intégration,
notablement celle donnée par le produit scalaire

b N
(fl9) = / oror.

ne donnent pas un espace métrique complet sur I’espace des fonctions intégrables au sens
ci-dessus.
— Problemes pour les dimensions supérieures : de méme que l'intégrale

/a " Ftys

a une interprétation géométrique quand f(¢) > 0 sur [a,b] comme aire du domaine plan
située entre 1'axe des x et le graphe de f, on a besoin de calculer le volume d’un solide
(par exemple, une boule), ou l'aire de la surface qu’il borde (par exemple, une sphere). La
définition de I'intégrale de Riemann n’est pas du tout adaptée a ce cadre, puisqu’il n’est
pas possible de trouver une maniére « raisonnable » et universelle de faire des subdivisions
finies, par exemple, d’un solide arbitraire.

Toujours dans ce cadre se pose le probleme de 'interversion des intégrales multiples :
est-ce que

(0.6) / b / ) drdy = / ’ / ’ fay)dyds ?

— Interprétation probabiliste : si ’'on veut donner un sens mathématique précis a des énoncés
intuitifs tels que « un nombre pris au hasard entre 0 et 1 & une probabilité 1/2 d’étre
> 1/2 », on est vite tenté de dire que la probabilité que x € [0, 1] vérifie une propriété P

est
b
(b—a) :/ dx

si 'ensemble I(P) des z € [0,1] vérifiant P est égal & [a,b]. Mais tres vite on arrive a
construire des propriétés d’apparence naturelle pour lesquelles I(P) n’est pas un intervalle,
ni méme une réunion disjointe finie d’intervalles! Par exemple, soit P la propriété : « il
n’y a pas de 1 dans le développement x = 0,d1dz - - - de = en base 3, d; € {0,1,2}.» Quelle
est la probabilité que cela soit vrai?

— Intégrales infinies : dans la méthode de Riemann, on définit les intégrales « impropres »

du type
+oco
/ f(t)dt

a posteriori comme limites d’intégrales finies de a & b quand b — +o0o. Cela pose ensuite
bien des problemes puisque toutes les propriétés désirées doivent étre vérifiées séparément
a partir de cette définition.

Lebesgue lui-méme a mis 'accent sur le second point. L.’idée de sa solution est tres simple :
selon ses propres mots, il y a deux manieres de compter combien on a de monnaie en poche. Soit
on sort chaque piece I'une apres 'autre, et on additionne au fur et a mesure, soit on sort toutes
les pieces, on les groupe en tas suivant leurs valeurs, et on ajoute la contribution de chaque tas.
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En d’autres termes, si a1, ..., a,, sont m nombres réels pouvant prendre un nombre fini vq, ...,
v, de valeurs, on a la formule

(0.7) S = ian = i:viNi
n=1 i=1

ot N; = |{n | a, = v;}|.2

La premiere expression est vue comme analogue de l'intégrale de Riemann, alors que la
seconde sera analogue de celle de Lebesgue. Une différence essentielle est que la premiere dépend
a priori de Pordre dans lequel les a, interviennent (c’est I’analogue de la subdivision d’un
intervalle qui utilise 'ordre dans R), alors que la seconde n’en dépend pas. Il suffit de savoir
« compter » combien de pieces ont une valeur donnée.

L’idée de I'intégrale de Lebesgue, pour une fonction f : X — C (ou X peut étre un ensemble
quelconque) prenant un nombre fini de valeurs v;, sera la formule

(0.8) /X f@)dz =) v,
=1

ou
I; = la « mesure » de ’ensemble des x € X tels que f(z) = v;.
remplace le nombre N; ci-dessus.

La premiére étape nécessaire pour donner un sens a une telle formule est d’expliciter ce que
le mot « mesure » sous-entend. En quelque sorte, on déplace le probléme de définir I'intégrale
de la « verticale », 'espace des valeurs de la fonction, vers « I'horizontale », I’espace des points
ou la fonction est définie.

Notations usuelles

Dans la théorie de la mesure on sera amené a faire de 'arithmétique avec des éléments
x € [0,+00], c’est & dire soit > 0 est un nombre réel, soit x = +o00. Les régles sont les
suivantes :

(1) L’addition et la multiplication de € R sont celles habituelles.
(2) On a z + 0o = 0o + & = oo pour tout x > 0.
(3)Onaz-co=00 -z =00 si x>0.

(4) Ona0-c0o=00-0=0.

La reégle (4) en particulier est surprenante de prime abord, on en verra rapidement la justi-
fication.

On vérifie toute de suite que ces regles donnent sur [0, +00] deux opérations commutatives,
associatives et que la multiplication est distributive par rapport a ’addition. De plus la relation
d’ordre usuelle s’étend aussi avec a < 400 pour tout a € [0, +00] et a < +00 si et seulement si
a € [0,400[C R. On a les régles

a < bc<dimpliquent a +c < b+d et ac < bd
sia, b, cet d € [0,+00]. Par contre, a + b = a + ¢ ou ab = ac n’impliquent pas forcément b = ¢

sl a = +00.

REMARQUE. Attention! Il est interdit d’utiliser — et / tant qu’on opere avec des éléments
pouvant étre = +oo!

Il y a sur [0, 4+00] une topologie évidente pour laquelle la « convergence vers +0o » a son
sens habituel : les voisinages de 400 sont les complémentaires des ensembles bornés X C R.

Il est pratique de remarquer que, si a, € [0,+00], la série > a, converge toujours dans
[0, +00], et sa somme est réelle (et non pas infinie) si et seulement si les sommes partielles sont
bornées : autrement dit, « une série a coefficients positifs converge toujours dans [0, +o0] ».

2. Dans ce texte, la notation | X|, si X est un ensemble, signifie le cardinal de X.

4



Rappelons la définition de la limite supérieure et inférieure d’une suite (a,) de nombres réels

limsupa, = lim supa,, liminfa, = lim inf a, ;
n k—+o00 >k n k—-+oonzk

ces limites existent dans [—oo,+00] comme limites de suites monotones (décroissante pour
la limite supérieure, croissante pour la limite inférieure). La suite (a,) converge vers z si et
seulement si limsup,, a, = = lim inf,, a,.

Enfin, si a, < b, on a
(0.9) limsup a, < limsupb, et liminf a, < liminfb,.

n n n n

Les limites supérieures et inférieures permettent souvent de raisonner avec une suite réelle
(an) « comme si » elle convergeait, le but étant souvent de montrer que c’est effectivement le
cas, mais en évitant de parler de la limite de la suite avant de savoir qu’elle existe effectivement...

Par exemple, le « théoreme des gendarmes » s’obtient aisément par le formalisme ci-dessus :
si b, < a, < ¢, avec limb, = limec, = a € R, si 'on ne sait pas que a, converge on peut
néanmoins prendre la limite supérieure pour déduire

a =limb, = limsupb, < limsupa, < limsupc, =limc, = a,
et la limite inférieure
a = limb,, = liminf b,, < liminf a,, < liminfe¢, = lime¢, = a,

de sorte que a = liminf a,, = limsup a,,, ce qui veut dire que (a,,) converge vers a.

Le lecteur constatera que ’on n’a pas cherché une consistance parfaite dans la maniere de
raisonner avec les limites, préférant illustrer suivant ’humeur du moment des techniques un peu
diverses.

La notion de relation d’équivalence et d’ensemble quotient apparait dans la théorie des
espaces LP. Rappelons que si X est un ensemble, une relation d’équivalence ~ sur X est une
relation entre éléments de X, notée x ~ y, telle que les propriétés

r~x, x~ysietseulementsiy~xz, x~yetyn~ zimpliquent z ~ z

caractéristiques de la relation d’égalité sont vérifiées. Un exemple est fourni, si Y est un ensemble
quelconque et f : X — Y une application par la relation « ~ y si et seulement si f(x) = f(y).
Etant donnée une relation d’équivalence ~ et x € X, la classe d’équivalence m(x) de x est

m(z)={ye X | y ~z}.

On note X/ ~ et on appelle espace quotient de X par ~ I’ensemble des classes d’équivalences,
et alors 7 devient une application 7 : X — X/ ~, dont la propriété fondamentale est que
m(x) = w(y) si et seulement si x ~ y, autrement dit 7 permet de transcrire ~ en relation
d’égalité. De plus, 7 est surjective.

Pour construire une application f : Y — X/ ~, ou Y est un ensemble quelconque, il
suffit de construire une application f; : ¥ — X et de poser f = 7w o fi. Pour construire une
application de source X/ ~, g : X/ ~— Y il est équivalent de construire g; : X — Y telle
que z ~ y implique gi(x) = ¢1(y). En effet, dans ce cas la valeur g;(z) ne dépend que de la
classe d’équivalence 7(x) et 'on peut poser g(w(x)) = g(z) pour w(z) € X/ ~. L’application g
est dite induite par g;, ou bien on dit que g; se factorise par X/ ~.

Si V est un espace vectoriel, et si W C V' est un sous-espace vectoriel on note V/W D'espace
quotient de V par la relation x ~ y si et seulement si x —y € W. Les applications induites par

+:(r,y)—axz+yet-: (N\x)— Az

sont bien définies car W est un espace vectoriel, et munissent le quotient V/W d’une structure
d’espace vectoriel tel que 'application 7 : V' — V/W est une application linéaire surjective.

On utilisera les notations suivantes :



(1) Si X est un ensemble, | X| € [0, +00] est son cardinal, avec | X| = oo si X est infini. On
ne distingue pas ici entre les différents cardinaux infinis.

(2) Si E et F sont des espaces vectoriels sur R ou C, on note L(E, F) 'espace vectoriel
des applications linéaires de E dans F' et L(E) = L(E, E).

(3) Le coefficient binomial donnant le nombre de sous-ensembles & k éléments d'un en-
semble a n éléments est noté
n

et correspond donc a ce qui est aussi souvent noté C,]j .



CHAPITRE 1

Théorie de la mesure

Soit X un ensemble quelconque. On veut donc fournir un sens a la « mesure » (YY) d’un sous-
ensemble Y C X. La théorie de la mesure fournit le cadre pour ce type de questions. De méme
que la généralisation de la notion de convergence a amené a introduire les espaces métriques,
puis les espaces topologiques, qui font appel a des structures supplémentaires sur ’ensemble
donné X, soumises a certains axiomes, la mise en place rigoureuse de la notion de mesure se fait
dans un cadre axiomatique qui met en valeur le fait qu’il n’y a pas de définition nécessairement
« canonique » de la mesure : pour un méme espace, il peut exister plusieurs interprétations
(comme il peut exister plusieurs métriques). On tournera rapidement cette abondance a notre
avantage.

Un point délicat a premiere vue est la nécessité de postuler également ’existence de certaines
parties de X qui sont mesurables : le plus souvent, il n’est pas possible de définir x(Y") pour tout
Y C X. En particulier, il n’est pas possible de définir la mesure (> 0) de tout sous-ensemble
Y C R de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

~ Onap(la,b]) =b—a;

— On a u(Y) = pu(Z) si Z est obtenu a partir de Y par translation ;

— On a
M(U Yn) = Zﬂ(yn}

n>1

si les Y,, sont des sous-ensembles disjoints de R.
En se limitant a certains sous-ensembles, dont les intervalles font partie, on parviendra néanmoins
a avoir ces trois conditions.

Une interprétation du besoin de spécifier les ensembles mesurables provient des probabilités :
si on veut que p(Y)/u(X) corresponde a la probabilité qu’un point z € X pris au hasard soit
dans Y, on peut bien s’imaginer qu’on sache si peu de choses sur Y qu’il ne soit pas possible
d’attribuer une probabilité a cet événement. Par exemple, si un dispositif expérimental est limité
par sa précision a mesurer des valeurs > 1 d’une quantité X, il ne permettra jamais de répondre
a la question « Quelle est la probabilité que X < 0.57 », ce qu’on pourra modéliser en disant
que cette condition définit un ensemble non-mesurable.

Dans la suite, nous introduirons le langage probabiliste en méme temps que le langage « ana-
lytique » dans la théorie de l'intégration. Cela apporte souvent une intuition supplémentaire
qui peut étre fort utile.

1.1. Tribus, algebres, etc

DEFINITION 1.1.1. Soit X un ensemble.
(1) Une tribu sur X, aussi appelée o-algebre, est une famille M de sous-ensembles de X
tels que
(i)Onalde M, X € M.
(ii) Si Y € M, alors le complémentaire X —Y € M.
(iii) Si Y;,, € M pour n > 1, alors

(1.1) UveMet (V¥nem

n>1 n>1



Un ensemble Y € M est dit mesurable pour M. Le couple (X, M) est appelé un espace
mesurable.

(2) Soit (X, M) et (X', M’) des ensembles munis de tribus. Une application mesurable
f : X — X’ est une application telle que

f7H(Y) € M pour tout Y € M.

REMARQUE 1.1.2. En plus des propriétés ci-dessus, noter que si Y, Z sont mesurables, alors
Y —-Z=YN(X —Z) est également mesurable.

Comme pour les topologies, il existe d’innombrables exemples. Par contre, ’exemple « inté-
ressant » est beaucoup plus difficile & construire.
Notons tout de suite un lemme évident mais important:

LEMME 1.1.3. (1) Soit (X, M) un espace mesurable. Alors lapplication identité (X, M) —
(X, M) est mesurable.

(2) Toute application constante est mesurable, quelles que soient les tribus a la source et au
but.

(3) Soient X X et X2 X des applications mesurables. Alors la composée go f :
X — X" est mesurable.

DEMONSTRATION. (1) et (2) sont trivialissimes, et pour (3) il suffit de remarquer que

(go H)T'Y") = g™ (Y")).
O

EXEMPLE 1.1.4. (1) Si X est quelconque, on peut prendre M = {X, (}}.
(2) On peut aussi prendre pour M ’ensemble de toutes les parties de X. Dans ce cas,
toute application X — (X', M) est mesurable.
(3) Si M’ est une tribu sur X', et f : X — X’ est une application quelconque, alors

M= I M) ={f7H(Y) | Y e M}
est une tribu, dite image réciproque sur X. En effet, on a

=0, fX-Y)=X-f1(Y),

(1.2) HUY) =Uston () =Nt ow
iel i iel i
pour tout ensemble I. (Noter que 'image directe f(M) n’est pas, en général, une tribu sur X’;
par exemple f(X) n’est pas X’ si f n’est pas surjective, donc X’ ¢ f(M) dans ce cas.)
Noter que f est par définition mesurable si X est muni de f~1(M’).
Comme cas particulier, soit (X, M) un espace mesurable et X’ C X. Alors X’ muni de
M ={YNX" | Y € M} est un espace mesurable. Il s’agit en effet de la tribu image réciproque
i1 (M) oui : X' < X est 'inclusion. Si X’ € M, on vérifie aussitot qu’on a plus simplement

M={yeM|YcCX'}

mais ce n’est pas vrai si X’ ¢ M.

(4) Si (M;)ier sont des tribus sur X alors I'intersection (1), M; est une tribu sur X.

(5) SiY C X est un sous-ensemble quelconque, alors Y est mesurable si et seulement si
la fonction caractéristique xy : X — {0,1} de Y

1 sizeY
Xy (x) = .
0 sinon

est mesurable, pour la tribu triviale {0, {0}, {1},{0,1}} sur {0, 1}. Il s’agit pratiquement d’une
tautologie puisque xy' ({0}) = X — Y et xy' ({1}) =Y.
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REMARQUE 1.1.5. Dans le langage probabiliste, on note souvent X = Q et M = . Un
élément w €  est appelé une expérience, et A C X un événement, correspondant aux expériences
vérifiant certaine propriété.

L’intersection de deux événements correspond au « et » logique, et la réunion au « ou ».
Ainsi, par exemple, si 4, n > 1 sont des événements/propriétés, on peut dire que 1’événement
« tout les A, sont vrais » en est encore un puisque l'intersection des A, est mesurable, et de
méme ’événement « au moins un des A,, est vrai » est mesurable.

Des exemples plus intéressants proviennent, assez implicitement, de la construction suivante.

DEFINITION 1.1.6. (1) Soit X un ensemble et A une famille quelconque de parties de X. La
tribu engendrée par A est la plus petite tribu contenant A, c’est a dire l'intersection de toutes
les tribus M telles que A C M. On note cette tribu o(.A).

(2) Soit (X,7) un espace topologique. La tribu borélienne B sur X est la tribu engendrée
par la topologie 7, c’est a dire par ’ensemble des ouverts de X.

(3) Si (X, M) et (X', M) sont des ensembles mesurés, la tribu produit sur X x X’ est la
tribu M ® M’ engendrée par les parties de la forme Y x Y avec Y € M et Y/ € M.

REMARQUE 1.1.7. (1) Si (X,7) est un espace topologique, on vérifie aussitot que B est
engendrée, indifféremment, par les ouverts ou par les fermés. Si X = R avec la topologie
ordinaire, on peut remarquer que B contient tout les intervalles [a,b], [a, [, [a, +o0[, etc. Par
exemple

(1.3) [a,b] =R — (] — 00, a[U]b, +0[), et ]a,b] = [a,b]N]a, +o0.

De plus, la tribu borélienne sur R est engendrée par les intervalles ouverts ou fermés, voire
simplement par les intervalles de la forme ]a,oo[ pour a € R. Cela provient du fait que tout
ouvert est une réunion dénombrable d’intervalles (ses composantes connexes), et de relations
telles que (1.3), de sorte que la tribu engendrée par ces intervalles contient tout les ouverts,
donc la tribu borélienne.

De maniére similaire, la tribu borélienne sur [0, +00] est engendrée par les |a, +00] pour tout
a € [0, +o0].

En général, si X est un espace topologique et qu’il n’est pas fait explicitement mention
d’une tribu, les notions de mesurabilité seront relatives a B. En particulier, pour tout espace
mesurable (X, M), une fonction mesurable réelle est une application mesurable f : X — R ou
R est muni de la tribu borélienne. De méme pour C, etc...

(2) Si (X, M) et (X', M) sont des espaces mesurés, on peut voir que M ® M’ est la plus
petite tribu sur X x X’ telle que les projections

pr:XxX - Xetpy: X xX — X

soient mesurables.

En effet, ces deux projections sont mesurables pour une tribu A/ sur X x X’ si et seulement
st X xY eNetY xX € Npour Y € MetY' € M'. Mais la tribu engendrée par les
ensembles de cette forme est la tribu M ® M’ puisque

Y xY' = xX)n(X xY').

(3) La tribu borélienne sur C = R? est identique & la tribu B ® B ot B est la tribu
borélienne sur R : cela provient du fait que tout ouvert dans C est réunion dénombrable du
type I1 X I ou I; C R est un intervalle ouvert dont les extrémités sont rationnelles. De plus on
vérifie aussitot que la restriction de la tribu borélienne sur C a R C C est la tribu borélienne
sur R car l'inclusion R < C est continue (cf.le Corollaire 1.1.9 ci-dessous).

(4) Lorsqu’une fonction mesurable (X, M) — C est donnée sans précision supplémentaire
sur la tribu sur le but C, celle-ci est toujours supposée étre la tribu borélienne. En particulier,
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en probabilité, une application mesurable €2 — C est appelée une variable aléatoire, C étant
muni de la tribu borélienne.

La définition d’une tribu engendrée, et en particulier de la tribu borélienne, est tres implicite,
mais elle est néanmoins assez maniable, par exemple grace au lemme suivant.

LEMME 1.1.8. (1) Soit (X, M) et (X', M') des espaces mesurés tels que M’ est engendrée
par A. Alors f : X — X' est mesurable si et seulement si f~1(A) C M.

(2) En particulier, si (X, M) est un espace mesurable, une fonction f : X — R est mesu-
rable si et seulement si f~1(]a, +00]) € M pour tout a € R.

(3) Si (X, M), (X!, M) et (X", M") sont des espaces mesurés alors f : X" — X x X' est
mesurable pour la tribu produit sur X x X' si et seulement sipjof : X" — X etpgof : X" — X'
sont mesurables.

DEMONSTRATION. (2) est un cas particulier de (1). Pour ce premier point, il suffit de vérifier
que

(1.4) F o (A) = o(f1(A)),
puisqu’alors on aura
JTHM) = [THo(A) = o(fH(A) C o(M) = M.

Le membre de gauche de (1.4) est une tribu (image réciproque) contenant f~1(A) donc
contenant le membre de droite qui est la tribu engendrée par cette famille.
Pour la réciproque, on remarque que

M ={Y | [7HY) e a(fH(A))}
est une tribu sur X’ (cf. (1.2)), et qu’elle contient A donc o(A). De sorte que
FHo(A) C fTHM™) Ca(f7H(A)),

comme désiré.

Pour (3), par composition p; o f et py o f sont mesurables si f 'est (cf. Remarque 1.1.7,
(2)). Réciproquement, il suffit de vérifier que f~*(Y x Y’) € M” pour tout Y € M, Y' € M’
d’apres le point (1). Or f(x) = (p1 o f(x),p2 0 f(x)) et

S XY ) =(pro /) (Y)N (p2o /)Y
d’ou le résultat. (]

COROLLAIRE 1.1.9. (1) Soit f : X — X' une application continue entre espaces topolo-
giques. Alors f est mesurable pour les tribus boréliennes sur X et X'.

(2) Soit (X, M) un espace mesurable et f, g : X — C des applications mesurables. Alors
ftg et fg sont mesurables, et si g ne s’annule pas, 1/g est mesurable. En particulier, I’ensemble
des fonctions mesurables complexes sur X est un espace vectoriel.

(3) Une fonction f : X — C est mesurable pour la tribu borélienne sur C si et seulement
st Re(f) et Im(f) sont mesurables comme fonctions X — R.

DEMONSTRATION. Le point (1) provient directement du Lemme 1.1.8, (1). Quand & (2), on
a par exemple f +g=po (f x g) ou
p: CxC—C
est addition et f x g : x — (f(z),g(z)). D’apres le Lemme 1.1.8, (3), l'application f x g est
mesurable, et d’apres (1), 'application p est mesurable puisque continue. Donc par composition

f + g est également mesurable, et similairement pour f — g, fg et 1/g.
Enfin, (3) est un cas particulier de (2) d’apres la remarque 1.1.7, (3). O

1 Dans la littérature mathématique une variable aléatoire est souvent définie comme étant a valeurs réelles,
mais cela ne fait pas une grande différence d’apres la remarque précédente.
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EXEMPLE 1.1.10. Dans le langage probabiliste, si X : €2 — C est une variable aléatoire, un
événement du type X 1(Y) est noté plutot simplement {X € Y}. On note similairement, par
exemple,

{X>a}={w | X(w) > a}
pour a € R, et sion a f : C — C est une fonction mesurable on écrira volontiers f(X) la
variable aléatoire Y = f o X.

Jusqu’a présent, la présence de I’axiome (iii) dans la définition d’une tribu n’est pas intervenu
de maniere essentielle. Sa présence s’explique par I'importance des suites dans ’analyse. On en
déduit en effet le lemme suivant qui est fondamental :

LEMME 1.1.11. Soit (X, M) un espace mesurable.

(1) Si (fn), n = 1, est une suite de fonctions réelles mesurables telles que f,(x) — f(x)
pour tout x € X, c’est a dire que f, converge ponctuellement vers f, alors la fonction limite f
est mesurable.

(2) Plus généralement, limsup f,, liminf f,,, sup f, et inf f,, sont mesurables.

On notera que méme si les f,, sont continues, il n’y a en général aucune raison que leur limite
simple f le soit! La mesurabilité de f pour la tribu borélienne est donc une vraie propriété.

DEMONSTRATION. Puisque la limite de f,,(x) est égale & sa limite supérieure si elle existe,
il suffit de montrer (2). Puisque de plus on a

limsup fp(z) = limsup f,(z) = inf sup fr (),
k n>k k n>k

(limite décroissante) il suffit de montrer le résultat pour inf f,, et sup f,, en toute généralité, et
en remplacant f, par —f,, il suffit de traiter la borne supérieure.

Soit g(x) = sup,,>1 fu(z) € [0,+0c]. D’apres le Lemme 1.1.8, (1) et la remarque 1.1.7, (1),
il suffit de montrer que pour tout a € [0, +o0] on a

E,={x | g(x) > a} € M.

Mais on peut écrire cet ensemble comme suit :
E,=|J{z | falz) > a}
n

(autrement dit, g(x) = sup fn(x) > a si et seulement si il existe k tel que fi(z) > a). Comme
fn est mesurable et que M est stable par union dénombrable (1.1), on a E, € M. O

REMARQUE 1.1.12. (1) Si f et g sont des fonctions mesurables sur (X, M), il découle du
lemme en particulier que sup(f, g) et inf(f,g) sont également mesurables.
A partir de 1a, on voit que si f est a valeurs réelles sa valeur absolue

(1.5) || = sup(f, —f)
est mesurable, et que

(1.6) fT =sup(f,0), et f~ = —inf(f,0)
le sont également. Noter que f+ >0, f~ > 0et on a

(1.7) F=ft— et lfl =g

une expression pratique de f (resp. |f|) comme différence (resp. somme) de deux fonctions
positives mesurables.

Alternativement, les fonctions (z,y) +— sup(x,y) et (x,y) — inf(x, %) sont continues sur R?
donc mesurables pour la tribu borélienne (Corollaire 1.1.9, (1)), et la mesurabilité de sup(f, g)
ou inf(f, g) en découle par composition (Lemme 1.1.3, (3)).

(2) Si (fn) est une suite quelconque de fonctions mesurables complexes sur X, alors

Y ={ze€ X | f.(x) converge }
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est mesurable. En effet, on peut écrire
(1.8) Y= U ) {&fa(z) = fulx)| < 1/k}
k>1 N>1n,m>=N

en recopiant le critere de Cauchy (appliqué aux ¢ = 1/k) dans C, puisque | f,,— f,| est mesurable.

1.2. Mesure sur une tribu

Ayant défini les ensembles mesurables, sous la forme de tribus, la notion de mesure de ces
ensembles n’est également pas définie de facon unique, mais par d’autres axiomes.

DEFINITION 1.2.1. (1) Soit (X, M) un espace mesurable. Une mesure u sur (X, M) est une
application
o M — [0, +00]
telle que p(0) =0 et
(1.9) p(U7) =Y u)
n=1 n=l1

pour toute famille dénombrable d’ensembles Y,, € M deux a deux disjoints. Le triplet (X, M, p)
est appelé un espace mesuré.

(2) Une mesure p est dite finie si u(X) < 400, et o-finie si on peut écrire X comme réunion
dénombrable d’ensembles de mesure finie :

X = U Y., avec u(Yy,) < +oo.
n>1

(3) Une mesure de probabilité est une mesure p telle que pu(X) = 1.

REMARQUE 1.2.2. Si u est une mesure finie et vérifie la condition u(X) > 0, ¢/ (V) =
w(Y)/u(X) pour Y € M donne une mesure de probabilité. Cela signifie que la théorie des
mesures finies est pratiquement équivalente a celle des mesures de probabilité.

Dans le langage probabiliste, on écrit plutét P la mesure et on dit que P(E) € [0, 1], pour
E € ¥, est la probabilité de I’événement E. Le triplet (€2, X, P) est appelé un espace probabilisé.

Les mesures usuelles sont o-finies : cela s’avere important pour les applications aux intégrales
multiples, par exemple (cf. 4).

On déduit aussitot de la définition les propriétés suivantes :

PROPOSITION 1.2.3. Soit u une mesure sur (X, M). On a :
(1) SiY, Ze M avecY C Z, alors p(Y) < u(Z), et plus précisément

wmZ) =pY)+puZ-Y).
(2) SiY,Ze M, ona
p(Y UZ)+uY NZ) = puY)+ pu(2).

(3) SiY1 C---CY, C--- estune suite croissante d’ensembles mesurables, alors
Ya) = lim_u(Yn).
H(Lq_) n) = lim p(Yy)
(4) Si Yy D - DY, D --- est une suite décroissante d’ensembles mesurables, et si

(Y1) < 400, alors

,u(mYn) = lim pu(Yy).

n—-4oo

(5) Si (Yy) est une suite d’ensembles mesurables, alors

w(Uv) < ;M(Yn)'

n=1
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DEMONSTRATION. Pour chacun de ces quatre points, un dessin pattatoidique bien fait, laissé
aux soins du lecteur, en dira plus long que la preuve tres exacte qui suit.
(1) : il suffit d’écrire la réunion disjointe

Z=YU((Z-Y)

pour déduire u(Z) = p(Y) + pu(Z —Y) > p(Y) puisque p ne prend que des valeurs positives.

(2) : similairement, on a les unions disjointes

YUZ=YU(Z-Y)etZ=(Z-Y)U(ZNY),

donc p(YUZ) = uwY)+puZ-Y)et w(Z) = w(Z-Y)+ pu(ZnNnY), ce qui donne bien
p(YUZ)=plY)+pu(Z) —np(ZNY).

(3) : posons Z; =Yj puis Z,, =Y,, — Y,—1 pour n > 2. On a donc

Y =YiUYsU---=Z,UZsU---
et les Z; sont disjoints puisque la suite (Y,) est croissante : pour j > 0 on a
ZisiNZi CZinjNY; C ZigjNYipj = 0.
Donc par (1.9)

k
T Gk

pw(Y)=> u(Zn)= lim > u(Zy);

comme on a de méme
p(Ve) = > pw(Zn),
1<n<k
le résultat suit.

(4) : ce résultat est dual du précédent, mais attention la condition u(Y7) < +o0 est nécessaire
(prendre par exemple Y,, = {k > n} dans X = {n > 1} avec la mesure de comptage décrite
ci-dessous ; I'intersection des Y,, est vide, bien que chaque Y;, ait une mesure infinie).

On pose Z, =Y, — Y, ; les Z, sont croissants et mesurables donc

M(U Zn> = lim (Y1 — Yo );

a gauche on a
Uz.=n-Y
n n

A droite on a (Y — Y,) = u(Y1) — u(Yy) car Y, C Yi, et donc le résultat en découle en
simplifiant 1(Y7) (ce qui n’est pas possible si pu(Y7) = +00).

(5) : La réunion Y des Y,, peut se voir comme la réunion disjointe des Z,, définis par
récurrence par Z1; = Y] et

Znip1=Yon— |J Vi

1<i<n

pour n > 1. On u(Z,) < wu(Y;,) par monotonie (1), et par (1.9) on en déduit

p(Y) = Z:U'(Zn) < ZIU’(YH)

Voici les exemples simples de mesures.

EXEMPLE 1.2.4. (1) Soit X un ensemble, M la tribu contenant toutes les parties de X.
Alors
p(Y) =Y
définit une mesure sur (X, M), dite mesure de comptage. La propriété d’additivité dénombra-
ble (1.9) est immédiate dans ce cas.
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(2) Soit X un ensemble, M la tribu contenant toutes les parties de X, et xg € X fixé.
Alors la mesure 6., définie par

1 sizg€Y
%mz{ °

0 sinon

est une mesure sur (X, M) appelée mesure de Dirac en xy. La formule (1.9) résulte alors de ce
qu’un au plus des ensembles disjoints Y,, peut contenir xg.

(3) Si X est un ensemble fini, la mesure

_

définie sur la tribu de tout les sous-ensembles de X, est une mesure de probabilité. C’est la
base des probabilités dites discretes ; noter que pour cette mesure tout singleton {x} a la méme
mesure

1
n({z}) =
X
on parle d’équiprobabilité de chacune des expériences.

(4) Soit X = N, avec la tribu M formée de tout les sous-ensembles de N (c’est aussi,
trivialement, la tribu induite par la tribu borélienne sur R). Alors il n’existe pas de mesure de
probabilité uniforme sur X, c’est a dire qu’il n’existe pas de mesure P sur M telle que P(N) =1
et P(n+ A) = P(A) pour tout AC N,oun+A={n+a | a € A} est le translaté de A par n.

En effet, si P existe, on aurait P({n}) = P(n + {0}) = P(0) pour tout n, et alors par
additivité

P(A) =" P({a}) = |A[P(0)
acA

pour tout A fini. Si P(0) # 0, en choisissant A assez grand on aurait P(A) > 1, ce qui est
impossible pour une mesure de probabilité, et si P(0) = 0, on aurait P(A) = 0 pour tout A fini,
donc P(A) = 0 pour tout A par additivité dénombrable.

Bien entendu, il existe toutefois beaucoup de mesures de probabilité sur N. Plus exactement,
réécrivant de maniere plus positive ce qui précede, on voit qu’il est équivalent de se donner une
telle mesure P sur (N, M) ou bien une suite (pg)ren de nombres réels py = in[0, 1] tels que

Zpk =1,

k>0

la correspondance étant donnée par pp = P({k}) dans un sens et

P(Y) = Zpk

yey

— 9—k-1

dans le sens opposé. Pour donner un exemple concret, py convient.

Soit (X, M, ) un espace mesuré. Les ensembles de mesure (ou de probabilité) nulle sont
importants. Notons

Mo(p) ={Y e M | p(Y) = 0}

(qui dépend de p).

Bien que My(p) ne soit pas une tribu (puisque u(X) # 0 en générall), elle vérifie les
conditions de stabilités par union et intersection dénombrable (voir la Proposition 1.2.3, (5)
pour l'union). Intuitivement, un ensemble de mesure nulle est un ensemble exceptionnel qui n’a
pas d’incidence sur le comportement global des objets étudiés du point de vue de l'intégration.
Conformément a cette intuition, on fait la définition suivante :
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DEFINITION 1.2.5. Soit (X, M, ) un espace mesuré. Un ensemble u-négligeable est un
ensemble Y € My(p). Si P(x) est une propriété ayant un point € X comme parametre, on
dit que P est vraie presque partout, ou que P est presque siire en langage probabiliste, si

{z € X | P(z) est faux} € Mo(p).

REMARQUE 1.2.6. Il parait vite souhaitable, et conforme a 'intuition, que si Y € Mg(u)
est de mesure nulle et Z C Y, on ait Z € My(u) (un sous-ensemble d’un ensemble négligeable
devrait étre lui-méme négligeable). Cela n’est pas vrai en général. Une mesure p vérifiant cette
condition est dite compléte.

On a le résultat de complétion suivant, qui permet de supposer presque toujours que l'on
travaille avec une mesure compleéte : soit

Mi={Y CX |Y CZavec Z € My(n)}
M ={Y CcX |Y=Y,UY,avec Yy € M et Y1 € M},
et posons £/ (Y) = p(Y7) pour Y = Yo UY; € M. Alors on vérifie aisément que M’ est une
tribu contenant M et i’ est une mesure sur M’ étendant u, qui est complete.
Par exemple, pour vérifier que le complémentaire d’un ensemble Y = Y, C Y7 est dans M/,

avec Yy C Zy, Zo € Mo(u), on se ramene au cas ou Zg NY; = () en remplagant si besoin est Yj
et Zg par Yy — Y1 et Zy — Z1, et alors on a

X—Y:(X—(YlLJZQ))U(Zo—Yb)EM/.

Pour vérifier que y/ est bien définie, si Y = Y1 UYy = Y{UY], Yo C Zy € Mo(p) et
Yy C Zj € Mo(p), on aYy C Y{ U Zj € M donc par monotonie (les deux ensembles sont
mesurables), on déduit

p(Y1) < p(¥7) + u(Zp) = w(¥y)
et de méme p (YY) < pu(¥1).
On peut construire des mesures a partir d’autres.

PROPOSITION 1.2.7. Soit (X, M, ) un espace mesurable.
(1) Sipa,..., pp sont des mesures sur (X, M) et o € [0,+00[ des nombres réels positifs,
alors p =Y a;p; définie par

u(Y) = Z aipi(Y)

1<ign

pour' Y € M est une mesure sur (X, M).
(2) Soit f : X — X' une application mesurable. Posons

Fm)(Y) = p(f 1Y) pour Y € M.

Alors f.(p) est une mesure sur X', appelée image directe de u, et notée parfois f(u). Pour
g : X' — X" également mesurable, on a

(1.10) (g0 f)a(p) = gu(fe()).

(3) Soit Y C X un ensemble mesurable. La mesure p restreinte aux sous-ensembles mesu-
rables Z C'Y est une mesure sur'Y pour la tribu restreinte a Y.

DEMONSTRATION. La vérification de ces propriétés est immédiate. Pour le second point, on
utilise encore (1.2) pour vérifier (1.9). La formule (1.10) provient de la relation supplémentaire

(go HTHY") =g (Y")
pour Y c X”. O
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REMARQUE 1.2.8. Dans le langage probabiliste, si X : {0 — C est une variable aléatoire a
valeurs complexes, la mesure image directe X (P) est appelée la loi de probabilité de la variable
X. Cette notion est capitale car I'espace ) est souvent laissé assez implicite, et I’on se donne
seulement un certain nombre de variables aléatoires X; (sensées, par exemple, modéliser un
phénomene réel) avec des hypotheses sur leurs lois p;. Celles-ci sont des mesures sur ’espace
topologique C qui est beaucoup plus concret, et ’essentiel est que la connaissance de la loi y;
de X; suffit a répondre & toutes les questions de probabilité concernant les valeurs de X; : par
définition

P(X; vérifie P) = pu;({z € C | P(z) est vraie})
pour toute propriété P(z) pouvant s’appliquer a z € C (telle que I'ensemble & droite soit
mesurable, bien entendu).

La notion suivante est purement probabiliste.

DEFINITION 1.2.9. Soit (€, 3, P) un espace probabilisé, A et B € 3 des événements.
(1) La probabilité conditionnelle de A sachant B est

P(ANB)

PA]B) = =55

si P(B) # 0.

(2) Les événements A et B sont dit indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

(3) Si X1, X5 sont des variables aléatoires sur € a valeurs dans C alors X; et Xo sont dites
indépendantes si {X; € C} = X7 1(C) et {Xs € D} = X; (D) sont indépendants pour tout C,
D € Bc.

(4) Plus généralement, des événements A;, i € I sont indépendants si pour toute famille
finie Ai(l): ey Az(n) on a

P(Ajq)y NN Ajmy) = P(A) -+ P(Aiy),
et des variables aléatoires X;, i € I, sont dites indépendantes si pour tout C; € Bc, les

événements ({X; € C;}); sont indépendants.

REMARQUE 1.2.10. Si P(B) =0, on a P(AN B) = 0 par monotonie de la mesure, et donc
B est indépendant de A pour tout choix de A.

Pour simplifier la vérification et la construction d’événements et de variables aléatoires
indépendantes, on utilise souvent le résultat élémentaire suivant :

PropPOSITION 1.2.11. (1) Soit (Q,X%, P) un espace probabilisé et A C ¥ un sous-ensemble
d’événements tels que o(A) D X. Dans les définitions ci-dessus, il suffit de vérifier les conditions
d’indépendance pour des événements dans A.

(2) Soit (Xy,), n < N des variables aléatoires indépendantes, et ¢, : C — C des applications
mesurables. Alors les variables aléatoires Yy, = p(X,,) sont indépendantes.

DEMONSTRATION. Le point (1) est élémentaire : pour prendre 1’exemple de deux variables
aléatoires X et Y dont on veut montrer I'indépendance, on considere ’ensemble des paires
(C, D) d’événements tels que {X € C} et {Y € D} sont indépendants. Pour C' (resp. D) fixé,
on vérifie que c’est une tribu contenant A, donc contenant o(A) D X, et le résultat en découle.

Quand & (2), on a tout simplement pour tout événements C,

(Yl,...,YN) eCy x---xCn
si et seulement si
(X1, XN) € 91 H(C1) X -+ X o (C)
et le résultat provient directement de I'indépendance des X,,. O
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EXERCICE 1.2.12. Généraliser ce dernier résultat a des situations plus complexes :
(1) Soient X1, ..., X4 des variables aléatoires indépendantes. Montrer que

P((X1,X5) € C et (X3,X4) € D) = P((X1,X3) € C)P((X3, X4) € D)

pour tout C' et D dans la tribu produit ¥ ® ¥. (Indication : procéder comme pour la Proposi-
tion 1.2.11, (1)).

(2) Soient ; : C?2 — C, i = 1, 2, des applications mesurables. Montrer que (X1, X2) et
v2(X3, X4) sont indépendantes.

(3) Enoncer et démontrer une généralisation utilisant un nombre arbitraire de variables.
(Voir la Section 4.2 pour la « bonne » approche de ce type de résultats).

1.3. La mesure de Lebesgue

Le théoreme fondamental de la théorie de la mesure, sans lequel ce ne serait guére qu’une
gentille plaisanterie, est I’existence de la mesure de Lebesgue dans R. Sous forme préliminaire,
le résultat peut s’énoncer ainsi :

THEOREME 1.3.1. Il ewiste une tribu M sur R, contenant la tribu borélienne Br, et une
mesure X sur M tels que A([a,b]) = b — a pour tout réels a < b. La mesure X\ est appelée la
mesure de Lebesgue. C’est une mesure compléte.

On raffinera cet énoncé dans la suite (unicité, propriétés de régularité, etc...) On peut déja
voir que A n’est pas une mesure finie, mais qu’elle est o-finie puisque

R = U [n,n + 1]
nez
La mesure de Lebesgue restreinte a [0, 1] fournit un premier exemple intéressant de mesure
de probabilité.
EXEMPLE 1.3.2. (1) On a A(N) = A\(Q) = 0. En effet, par définition on a
A{z}) = A([z, z]) = 0 pour tout = € R,
et donc par additivité de la mesure
AN) =Y a({n}) =0,
neN
et de méme pour Q puisque Q est dénombrable : il existe une suite r,, n > 1, tel que chaque

rationnel x = a/b est de la forme 7,(,) pour un unique n(x) > 1.

(2) Soit X = [0, 1] avec la mesure de Lebesgue A restreinte a X. Soit b > 2 un entier fixé.
Pour tout z € [0, 1] il existe un développement de = en base b

+oo
T = Zdib_i avec d; € {0,...,b— 1},
i=1
noté x = 0,dds. . ..
Ce développement n’est pas unique si x > 0 est rationnel & dénominateur une puissance
de b, mais on suppose choisi dans ce cas I'un des deux développements possibles. Le choix n’a
pas d’importance du point de vue de la théorie de la mesure puisque ces rationnels forment un
ensemble de mesure nulle.
Pour tout ¢ > 1, on obtient ainsi une application

X {[0,1]—>{0,...,b—1}
T — d;

qui est mesurable : en effet, I'image réciproque par X; de d € {0,...,b— 1} est simplement une
réunion de b*~! intervalles, chacun de longueur b—".
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Vues comme variables aléatoires sur ([0, 1], B, A), les X; donnent un exemple important d’une
suite de variables aléatoires indépendantes. De plus, celles-ci sont identiquement distribuées,
c’est a dire que la loi de X;, (X;)«(\) ne dépend pas de i, plus précisément (X;).(A) est la
mesure uniforme P sur {0,...,b— 1}, telle que

1
P(d) = 5 pour tout d.

On peut maintenant répondre a la question mentionnée dans l’introduction : « Quelle est
la probabilité p qu’il n’y ait pas de 1 dans le développement en base 3 d'un réel x € [0, 1] pris
au hasard 7»

L’interprétation que 'on en fait est que p = A(C') ou

C={x€]0,1] | X;(x) # 1 pour tout ¢ > 1}.
Pour calculer p on remarque que

C:ﬂCn ou C, ={z €[0,1] | X;(z) # 1 pour tout i < n}.

La suite C), est une suite décroissante de boréliens, donc p = A(C) = lim A\(C,), et d’apres
ce qui a été dit précédemment, C), est réunion de 2" intervalles de longueur 37", donc d’apres
les propriétés de la mesure de Lebesgue on a A\(Cy,) = (2/3)™. Ainsi p = 0.

L’ensemble C' est connu sous le nom d’ensemble de Cantor. C’est un compact (intersection
de compacts) non dénombrable totalement discontinu.

Nous renvoyons a plus tard la démonstration du Théoréme 1.3.1. Il est intéressant d’observer
combien I’essentiel de la difficulté du cours d’intégration est entierement cachée dans cet énoncé.
Tout le reste, et en particulier la construction de l'intégrale, sera relativement simple et direct.

Cette approche est aussi justifiée parce que le Théoreme 1.3.1 est une « boite noire »
remarquablement efficace : si on 'admet, il n’est pas besoin de connaitre les détails de la
construction de la mesure A pour batir une théorie extrémement utile. Les propriétés générales
de toute mesure, et bien entendu surtout (1.9), suffisent pour la plupart des besoins a ce niveau...

Tout aussi bien, la preuve étant plutot difficile et subtile, elle est plus aisée a comprendre
avec un bagage technique et une habitude du type de raisonnements nécessaires qui ferait défaut
a ce point du cours, alors qu’il se construira naturellement lors de la suite.

1.4. Mesures boréliennes et propriétés de régularité

Nous terminons ce chapitre assez abstrait par quelques dernieres définitions qui introduisent
des notions relatives aux mesures définies sur les tribus boréliennes des espaces topologiques.

DEFINITION 1.4.1. (1) Soit X un espace topologique. Une mesure borélienne sur X est une
mesure y pour la tribu borélienne Bx.

(2) Soit pu une mesure borélienne sur X. On dit que p est réguliére si, pour tout borélien
YCXona

(1.11) w(Y) =inf{u(U) | U est un ouvert contenant Y }
(1.12) w(Y) =sup{u(K) | K est un compact contenu dans Y'}.

La régularité, quand elle est vraie, permet de relier la mesure d’un ensemble mesurable
quelconque avec celle, souvent plus facile & calculer, des ouverts et des compacts.
La construction de la mesure de Lebesgue fournira la précision utile suivante :

THEOREME 1.4.2. La mesure de Lebesque X est réquliére.

REMARQUE 1.4.3. Si 'on admet cela, on obtient une caractérisation de la mesure de Le-
besgue : on a pour U ouvert

MU) =" (b —a;) si U = | J]ai, bi]
3 i>1
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est la décomposition de U en composantes connexes, et A(Y') est donnée par (1.11) pour Y € M.
On peut effectivement démontrer le Théoréme 1.3.1 en prenant cette définition et en posant
Y € M si le nombre A(Y) ainsi défini vérifie de plus (1.12).

La vérification que cela donne une tribu et une mesure dénombrablement additive est bien
entendu loin d’étre évidente.

Plus généralement, on a un critere tres simple de régularité.

THEOREME 1.4.4. Soit X wun espace localement compact tel que tout ouvert U C X est
réunion dénombrable de compacts. Si u est une mesure borélienne sur X telle que p(K) < 400
pour tout K C X compact, alors p est réguliére.

Le résultat annoncé sur la mesure de Lebesgue est un cas particulier, puisque si K C R est
compact on a K C [—M, M] pour un certain M € [0, +oo[, donc A(K) < A\([-M, M]) = 2M.
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CHAPITRE 2

Intégration

La construction de l'intégrale va maintenant procéder en toute généralité a partir de la
donnée d’un espace mesuré (X, M, ). La progression se fera depuis les fonctions (mesurables)
prenant comme valeurs 0 et 1 (fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables, pour lesquelles
la mesure donne 'intégrale), vers les fonctions prenant un nombre fini de valeurs (positives), vers
les fonctions positives par passage a la limite, vers les fonctions générales par décomposition en
parties réelles et imaginaires et (1.7) pour les fonctions réelles. Cette derniere étape seulement
donnera une restriction aux fonctions dites « intégrables ».

Dans ce chapitre, toute fonction est supposée mesurable sauf mention du contraire.

2.1. Fonctions étagées et leur intégrale

DEFINITION 2.1.1. Une fonction étagée sur un ensemble X est une fonction ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs.

En d’autres termes, une fonction étagée est une fonction s : X — C qui peut s’écrire
n
(2.1) s = Z aiXy;
i=1

ou les a;; € C sont les différentes valeurs de f et V; = {x € X | s(x) = «;} sont des sous-
ensembles disjoints de X. Cette écriture est clairement unique et s > 0 si et seulement si a; > 0
pour tout 1.

Si X est un espace mesurable, s est mesurable si et seulement si Y; € M pour tout i (cf.
Exemple 1.1.4, (5)).

L’ensemble E(X) des fonctions étagées mesurables est une C-algebre puisque

(2.2) XyXz = Xynz et Xy + Xz = Xvnz + Xvuz = 2Xynz + X(yuz)-(Yn2)-
Procédant de la maniere suggérée par Lebesgue dans l'introduction (cf. (0.7)), on définit

I'intégrale de s par :

DEFINITION 2.1.2. Soit (X, M, ) un espace mesuré, s : X — R une fonction étagée
positive donnée par (2.1). Soit Y € M, on pose

| s@duta) = Y- aun(viny) € o+

i=1
Iintégrale de s par rapport a p sur Y.

Comme autres notations pour l'intégrale, on pourra trouver :

/stu, /Ys(:n)d,u, /Ys(a:),u, voire /Ys(:c)dm

s’il n’y a pas d’ambiguité sur p dans le contexte (c’est le plus souvent le cas pour la mesure de
Lebesgue sur R par exemple).
Noter que par définition on peut aussi écrire (voir (2.2))

| s@inte) = [ st @)

X
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L’avantage pratique d’écrire du(x) est d’expliciter la variable d’intégration lorsque f dépend
de parametres supplémentaires.

REMARQUE 2.1.3. Cette intégrale est dores et déja beaucoup plus générale que celle de
Riemann dans le cas ot X = [a,b] est un intervalle. L’exemple typique est le suivant, di a
Dirichlet : soit X = [0,1] et f la fonction caractéristique de Q N [0,1]. Du point de vue de
lintégrale de Riemann, c’est une fonction non-intégrable puisque pour toute subdivision (0.1)
on a évidemment ST(f) = 1 et S™(f) = 0 car tout intervalle [y;,y;+1] contient des points
rationnels ou f(x) = 1 et des points irrationnels ou f(x) = 0. Les sommes de Riemann n’ont
donc pas de limite commune.

Par contre, pour la théorie de Lebesgue, cette fonction est simplement une fonction étagée
et donc

F(@)dA(@) = A(QN[0,1]) = 0

[0,1]
(Exemple 1.3.2, (1)).

PROPOSITION 2.1.4. (1) L’application E(X) — [0, +o0]

;SH/

vérifie A(as + Bt) = alA(s) + BA(t) pour s, t étagées positives et o, 5 > 0. De plus A(s) = 0 et
A(s) =0 si et seulement si s est nulle presque partout.
(2) Supposons s = 0. L’application

S:YHlawwm

est une mesure sur M, et pour s, t >0 on a
/’Ls+t = ,LLs + ,ut C’@St d dire / (S + t)d:u‘ = / Sd/’L + / td/J/
Y Y Y

De plus si u(Y') =0, alors ps(Y) = 0.

Ces deux faits auront, bien évidemment, des généralisations exactement analogues pour des
fonctions intégrables plus générales lorsque celles-ci seront définies.
On note aussi pugs = sdu.

DEMONSTRATION. (1) Comme E(X) est engendré par les fonctions xy avec Y € M, il suffit
de prouver que

/ (axy + Bxz)dp = a/ Xy dp + ﬂ/ xzdp,
X X X
autrement dit que
(a+B)uY NZ)+auY —Z)+ pu(Z —=Y) = au(Y) + Bu(2),
ce qui découle de 'additivité de la mesure puisque on a les unions disjointes
Y=YN2)u(Y-2),et Z=(YNZ)U(Z-Y).

La positivité de A est évidente, et A(s) = 0 si s est nulle presque partout. Réciproquement,
si A(s) =0on a

0="> aiu(Yi) > aip(Y;)
et donc u(Y;) =0 si a; > 0, de sorte que

p{a | s(z) #0}) =Y p(Y;) =0.

a; >0

21



(2) L’application s est évidemment positive et ps(0) = 0. Soient (Z;), k > 1, une suite de
sous-ensembles disjoints de X et Z leur réunion. On a par additivité dénombrable de p :

ps(Z2) =Y eip(ZNY;) = iy u(Z,NYi)

i=1 i=1 k>l
n
=SS Wz Y = 3 (i) € [0, +o0),
k>1 i=1 k>1

I’échange des deux sommes étant permis puisque la somme sur ¢ est finie.

L’identité psy(Y) = ps(Y) + (YY) est simplement l'identité A(s +t) = A(s) + A(t) de (1)
(appliquée a Y au lieu de X).

Finalement, si u(Y) =0, on a

ps(Y) = Z (Y NY;) = 0.

]

2.2. Intégration de fonctions positives

Soit maintenant f : X — [0, 400] une fonction positive mesurable. On définit I'intégrale de
f par approximation par des fonctions étagées positives, plus précisément :

DEFINITION 2.2.1. On pose pour tout Y € M
/ fdu = sup{/ sdp | s < f est une fonction étagée} € [0, +o0]
Y Y

Ainsi I'intégrale de toute fonction positive est définie, mais elle peut étre +o0, et on remarque
aussi que si f est elle-méme étagée, les deux définitions données de l'intégrale coincident.
Commencons par les propriétés les plus élémentaires.

PROPOSITION 2.2.2. On a :
(1) On a [ fdu =0 si et seulement si f(x) = 0 presque partout et [ fdu < 4+oco implique
que f(x) < +oo presque partout.
(2) Si w(Y) =0, alors
/ fdu =0 méme si f =400 surY.
Y

(3) On a
/fdMZ/ f(@)xy (z)dp.
Y X

(4) Si0< f<g,ona

(2.3) /deug/ng,u.

(5) SiY C Z, alors
| tin< [ san
Y Z

/Y afdp=o /Y fdp.

DEMONSTRATION. (1) : si f est nulle sauf sur Z € My(u), alors toute s < f est nulle sauf
sur Z, donc

(6) Si v € [0,400], alors

| st@iuta) =0,
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de sorte que l'intégrale de f est nulle. Réciproquement, si f n’est pas nulle presque partout, il
existe un entier k > 1 tel que Yy = {z | f(z) > 1/k} soit de mesure u(Y)) > 0 (sinon

pl{e | f(z) > 0}) = lim p(¥i) =0

par Proposition 1.2.3), et alors la fonction s = k! Xy, est une fonction étagée telle que s < f
et [sdp =k 1u(Yy) > 0.

Si f(z) = +oo pour tout z € Y avec u(Y) > 0, les fonctions étagées s, = nyy vérifient
0< sp < fet [spdp=np(Y) — +oo donc par contraposition, si [ fdu < +oo, on doit avoir
u({z | f(x) = +o0}) = 0.

Le point (2) est évident.

Pour (3), on a pour toute s <

f
/ sdp = / sxydp,
Y X

par définition et d’autre part toute fonction étagée t < fxy est de la forme ¢t = syy avec s < f
(prendre s = tyy), d’ou le résultat.

Pour (4), il suffit d’observer que s < f implique s < g et pour (5) d’appliquer (3) et (4)
avec 0 < fxy < fxz.

Et pour (6), le résultat est vrai pour « = 0, et sia > 0on a s < f si et seulement si as < af

avec (Proposition 2.1.4, (1))
/ (as)d,u:oz/ sdy.
Y Y

Le premier résultat important est le théoreme de convergence monotone, aussi appelé
théoreme de Beppo Levi.

O

THEOREME 2.2.3. Soit (f,), n > 1, une suite croissante de fonctions positives mesurables,
et f(x) =1lim f,(x). Alors f est mesurable et

/fdu: lim /fndu.
X n—too Jx

DEMONSTRATION. La mesurabilité de f est juste un rappel du Lemme 1.1.11. Puisque f,
est une suite croissante on a f, < fp41 < f donc d’apres (3) de la proposition précédente

/X fudyt < /X Fprdpt < /X fdu

ce qui montre que la suite ([ fndu) est croissante, et que sa limite dans [0, +-o00] vérifie

(2.4) lim /X Fodp < /X fdp.

n—-+4oo

Pour montrer la réciproque, soit s une fonction étagée telle que 0 < s < f. Soit ¢ €]0, 1] un
parametre fixé. Notons
Xn={x € X | falz) = cs(z)}.
pour n > 1. Les X,, sont des ensembles mesurables, croissants puisque (f,) est croissante, et
recouvrant X puisque f,(z) — f(x) pour tout z (si f(x) =0, x € Xq, et sinon cs(z) < f(x)
donc il existe n tel que f,(z) > cs(x)).
On a alors d’apres les propriétés élémentaires ci-dessus

[tz [ fuduze [ sdu=an(x,)
X Xn Xn

Puisque ps est une mesure et que (X,,) est une suite croissante d’ensembles mesurables, on
a ps(X) = lim ps(X,,) par la Proposition 1.2.3, (3), d’ou

cps(X) < lim Jndp.



Faisant alors tendre ¢ vers 1, on déduit

,Us(X)_/ sdp < lim /fndu
X X

n—-4o0o

et en prenant la borne supérieure sur s < f, on a l'inégalité réciproque de (2.4) et le théoreme.
O

Ce premier théoreme permet de fournir une meilleure approximation de I'intégrale.

PROPOSITION 2.2.4. Soit f : X — [0,400] une fonction mesurable positive.

(1) Il existe une suite croissante (s,) de fonctions étagées positives telle que sp(x) — f(x)
pour tout x € X.

(2) Pour toute suite (s,) comme en (1), on a

/fd,u— lim Spdft.
—+00 X

DEMONSTRATION. La seconde partie est juste une application directe du théoréme de
convergence monotone.
Pour construire la suite (s, ), fixons un entier n > 1, et posons alors simplement

SLosi G < f(w) < ok avee 1 < i < 2™

Il est clair que s, est une fonction étagée positive, mesurable car f est mesurable donc
. ri—1
Mmool € Meet 17| - 27[) e M
et que pour n > 1 on a s, < sp4+1 < f. D’autre part pour tout x € X, si f(x) = +o0, on a
Sp(x) =n — +oo, et si f(x) < +o0, on a

pour n > f(x), donc s,(x) — f(z). O

REMARQUE 2.2.5. On peut observer la simplicité enfantine de la construction de la suite s,
et sa grande généralité, qui est permise par la possibilité de considérer les ensembles a prior:
assez arbitraires f~1([(i —1)27",i27"[). On peut comparer cela avec la structure beaucoup plus
rigide nécessaire pour obtenir des fonctions en escalier comme celles utilisées pour I'intégrale de
Riemann.

COROLLAIRE 2.2.6. (1) Soient (f ), n>1, des fonctzons mesurables positives, et soit

n +OO]
n>1
Alors on a
/ fdp=">" / Fadp.
n>1

(2) En particulier, si f et g sont mesurables et positives alors

(2.5) /X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

(3) Soit f une fonction mesurable positive, et soit

pr(Y) = /deu

pour' Y € M. Alors piy est une mesure sur M telle que pu(Y) = 0 implique pg(Y) =0 et

(2.6) /Ygduf=/ygfdu
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pour Y € M et g = 0 mesurable.
(4) Soit p : X — X' une fonction mesurable. Pour toute fonction positive mesurable g sur
X', et tout Y e M’

(2.7) /wm (gop)dp = /Ygdso*(u)-

DEMONSTRATION. Soient d’abord f et g positives. D’apres la proposition précédente il
existe des suites croissantes (s,) et (¢,) de fonctions étagées positives telles que s,(x) — f(x)
et t,(zr) — g(x). La suite croissante u, = s, + t, converge alors vers f + g. Puisque s, et t,

sont étagées on a
/ ($p + tn)du = / sndp +/ tndp
X X X

par la Proposition 2.1.4, (2). D’apres le théoréme de convergence monotone, on en déduit quand

n — +00
/){(Hg)du:/xfdwr/)(gdu-

Par récurrence, cela se généralise et montre que

N N
/)(;fn(x)du(x) = ;/an(x)du(x)_

Comme les sommes partielles convergent en croissant vers les séries correspondantes quand
N — 400, une nouvelle application du théoréeme de convergence monotone prouve le (1).

Pour le (2), on sait que p1y > 0 et pug(0) = 0 (Proposition 1.2.3). Il reste & montrer I’additivité
dénombrable. Mais soient Y,,, n > 1, des ensembles mesurables disjoints et Y leur union. La

suite
gam= Y fx

1<i<n

converge en tout point vers f(x)xy (z) puisque les Y;, sont disjoints, et elle est croissante. D’apres
le théoreme de convergence monotone on a donc

uf(Y)=/deu=/xf(w)><y(w)du(x): lim [ gpdp= lim g (Y5).

n—-+o0o X n—-4oo

Sip(Y)=0,0na pus(Y)=0pour toute fonction étagée s < f, et donc pus(Y) = sup pus(Y) =
0.

Quand a (2.6), on remarque que la formule est vraie par définition si g est une fonction
étagée. Si s, est une suite croissante convergeant vers g, la suite ¢, = s,fxy converge en
croissant vers fgxy, et donc d’apres le théoreme de convergence monotone (appliqué pour juy

et /1)

/gd,uf: lim /snd,uf: lim snfd,u:/gfd,u.
)% n—-+oo Jy n—+oo Jy Y

Enfin pour (4), si s, — ¢ en croissant, alors s, o ¢ — g o ¢ en croissant, donc il suffit de
supposer g étagée, ou par additivité g = xz avec Z € M’. On a alors

/ (xz 0 @)du = / N1 zdi = (e~ (Y 1 2)) = / dpw () = / xzdn (1)
P 1Y) pHY) Y Y

nz
par définition de la mesure @, (u). O
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2.3. Intégration de fonctions générales

On peut maintenant définir enfin les fonctions intégrables. Rappelons pour f : X — R la
décomposition f = f+ — f~ décrite en (1.6), pour laquelle |f| = f+ + f~.

DEFINITION 2.3.1. Soit (X, M, 1) un espace mesuré.
(1) Soit f : X — R une fonction mesurable. On dit que f est intégrable si la fonction
positive |f| = fT + f~ vérifie

[ Vfldis < oc,
X

/fduz/ f*du—/ fdu€R.

(2) Soit f : X — C une fonction mesurable. On dit que f est intégrable si |f| > 0 est
intégrable et on pose

et on pose alors

/deuz/XRe(f)duﬂ/le(f)dueC,

de sorte que par définition
(2.8) Re fd,u / Re(f)du et Im(/ fd,u) = /XIm(f)du.

(3) On note L' () I'ensemble des fonctions complexes intégrables sur X.

Noter que ces définitions donnent effectivement des nombres, car 0 < f* < |f| donc par

monotonie (2.3) on a
/ fidué/ | fldp < +o0,
X X

si f est intégrable, et de méme si f est a valeurs complexes, on a

[Re(f) <[], et [Im(f)] < |f],

donc les parties réelles et imaginaires de f sont intégrables.
On peut remarquer aussi que

(2.9) /X fdp = /Xﬂ‘lu-

REMARQUE 2.3.2. Si (£2,%, P) est un espace probabilisé et X est une variable aléatoire
complexe sur 2, on note E(X) l'intégrale de X sur 2, et on dit que c’est l'espérance de X.
Si X a pour loi la mesure p = X (P) sur C (cf. Remarque 1.2.8), on a (voir 2.7)

E(X):/Ca:du

PROPOSITION 2.3.3. (1) L’ensemble Ll( ) est un espace vectoriel, sur lequel l’application

LY (p) — [0, +o0]

/ fld

est une semi-norme, notée || f||1, telle que ||fll1 = 0 si et seulement si f est nulle presque
partout.
(2) L’application

L'(p) — C
fro [ s
X
est une forme linéaire de norme 1, positive au sens o f > 0 implique [ fdu >0
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(3) Pour toute application mesurable ¢ : X — X', et toute fonction intégrable g sur X' on
a

(2.10) /_1(Y) (9o )du = /Ygdso*(u)-

En termes concrets, cela signifie d'une part que [|0|l1 = 0, ||[f+ gl < [[fli + llgl1 et
laflli = |||l flli pour f, g € L'(n) et a € C, et d’autre part que

[ (@t +bgu=a [ gau+s [ g
X X X
pour f, g € L'(u) et o, B € C, et enfin que

(2.11) ‘/deu’ </Xf\du,

propriétés qui bien entendu semblent parfaitement naturelles et dont il semblerait fort étrange
de ne pas disposer.

REMARQUE 2.3.4. On note également parfois || f||; = [|f|du € [0, 4+0c] pour f quelconque,
y compris f : X — [0,400]. Notons que la condition ||f||; < +oo implique que |f|, donc f
aussi, ne peut prendre la valeur +oco sur un ensemble de mesure > 0.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que

laf + Byl < lallf1+16]lg]

de sorte que par additivité et monotonie de I'intégrale pour les fonctions positives on a

/X jof + Baldu < /X ol ldu + /X 1Bllgldu

pour toutes f, g € L'(u) et o, 8 € C. Cela montre que af +3g € L'(p) et I'inégalité triangulaire
(prendre a = 3 = 1). Comme l'inégalité devient une égalité |af| = |a||f| si g = 0, on a aussi
llaf|l1 = |e|]| f||1 par Proposition 2.2.2, (6).

Pour terminer avec (1), les fonctions telles que || f||1 = 0 sont celles qui sont nulles presque
partout par application directe du fait correspondant pour les fonctions positives, a savoir la
Proposition 2.2.2, (1).

Pour montrer la linéarité de l'intégrale, il faut étre un peu soigneux car les opérations
f — f* ne sont pas linéaire...

On montre séparément pour a € C et f, g € L'(u)

(2.12) /Ozfdu = oz/fd,u
(2.13) /(f+g)du= /fdu+/gdu

D’apres ce qui précede, toutes les fonctions sous le signe [ sont effectivement intégrables.
Soit @ € R et f a valeurs réelles. Si ¢ € {—1,1} est le signe de «, avec la signification
évidente pour e+, on a

(@f)" = (ca) [, et (af)” = (ea) [

L’identité (2.12) en découle dans ce cas : par définition

[ asdu= [ (carrdu= [ e an

donc par Proposition 2.2.2, (6) il vient

afdp=ca | fdu—ca | fFdu=ca | (fT—fTdu=a [ fdu.
X X X b's X
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Quand a (2.13), posons h = f +g. Alors h™ —h™ = f* — f~ 4+ g7 — g—, que l'on réarrange
pour avoir des sommes de fonctions positives h™ + f~ + g~ = f* + ¢g* + h™, d’ou par (2.5)

/h+d,u+/f_d,u+/g_d,u:/f+d,u+/g+d,u+/h_d,u, donc /fd,u+/gd,u:/hdu.

Il reste a considérer le cas ou a € C et f a valeurs complexes, qui s’obtiennent aisément par
des manipulations du méme type.

Finalement il faut montrer (2.11). Si f est a valeurs réelles, c’est évident puisque |f| =
fT+ f~. Si f est a valeurs complexes, il faut une petite astuce. Notons § € R un réel tel que

/ Fdu = et fdu‘.
X X
On a alors (utilisant (2.12) et (2.8)

/ fdu‘ / _wfd,u:Re( /X e_wfdu) - /X Re(e f)dp

Mais Re(z) < |z| donc la derniére intégrale vérifie bien

/X Re(e ™ f)dy / fldu

par monotonie (2.3). Cela montre, strictement parlant, que 'application linéaire f — [ fdu est
de norme < 1. Mais on a égalité dans (2.11) si f > 0 est intégrable et pas presque partout nulle!
donc la norme est bien 1.

L’identité (2.10) est la généralisation de (2.7) qui s’obtient directement par linéarité a partir
de celle-ci. O

Nous avons donné tout les détails (ou presque...) de ces calculs assez fastidieux pour indiquer
qu’il y a des choses & vérifier. La définition & l’aide de f* et f~ de l'intégrale va maintenant
s’évanouir a peu pres completement pour étre remplacée par des manipulations aisées des pro-
priétés de linéarité usuelles.

ExXEMPLE 2.3.5. Considérons les mesures simples de 'Exemple 1.2.4 ; le cas de la mesure de
Lebesgue est traité dans la Section 2.4.

(1) Si p est la mesure de comptage sur X, on vérifie aussitot que les fonctions intégrables
sont les f telles que la famille (f(x)), x € X est (absolument) sommable et

/f i =3 f(x)

rzeX
En particulier si X = N, cela donne une une interprétation des séries complexes absolument
convergentes comme intégrale. Dans ce langage, le Corollaire 2.2.6 montre que si a;; > 0, alors

DD wg =2 ) ey

i1 j>1 =141

(2) Si p = 04, est la mesure de Dirac en g, toute fonction f : X — C est intégrable et

(2.14) /Xf(x)déxo(x) = f(=o).

Plus généralement, si xq, ..., x, € X, on peut former la mesure de probabilité
w2 O
1<isn
telle que

| f@ydsa) =+ 3 s

1<i<n

L Pour étre pédant, notons que f n’existe que s’il existe Y tel que u(Y) ¢ {0, +00}.
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que ’on peut interpréter comme une mesure « d’échantillonnage ».

EXERCICE 2.3.6. Soit (2,3, P) un espace probabilisé. On va montrer que si X et Y sont
des variables aléatoires complexes intégrables indépendantes (Définition 1.2.9), on a XY € L!
et

(2.15) E(XY) = E(X)E(Y).

(1) Montrer que si X et Y sont positives et étagées, alors (2.15) est vrai en utilisant la
définition de variables indépendantes.

(2) Si X et Y sont positives, et Sy, et T, sont les fonctions étagées construites dans la
preuve de la Proposition 2.2.4, alors S, et T}, sont indépendantes pour tout n > 1. (Attention! Il
ne s’agit pas de dire que la suite des .S, est indépendante de celle des T,,, seulement de I’énoncé
pour chaque n fixé).

(3) En déduire que (2.15) est vraie pour X et Y positives en appliquant le théoreme de
convergence monotone deux fois.

(4) En déduire le résultat général.

On verra (Exemple 4.3.4) que la construction des mesures produits fournit une autre preuve
plus simple de cette propriété importante.

Nous arrivons maintenant au premier col dans la théorie de l'intégration : le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue, qui offre une condition tres souple pour échanger limite et
intégrale.

THEOREME 2.3.7. Soit (X, M, 1) un espace mesuré, (f,) une suite de fonctions complezes
intégrables. On suppose que pour tout x € X, f,(x) — f(x).
Alors, s’il existe g € L'(p) telle que

(2.16) |fn(z)| < g(x) pour tout n > 1 et x € X,

la fonction limite f est intégrable et

(217) [ s@dut) = tim [ @)dnta)

n—-+00

De plus, on a alors f, — f dans L'(u), c’est a dire

(2.18) / |frn— fldi — 0 quand n — +oo.
b's

REMARQUE 2.3.8. La condition de domination (2.16) n’est pas une condition nécessaire et
suffisante pour avoir (2.17), mais c’est la condition nécessaire la plus simple, qui se trouve étre
tres souvent vérifiée en pratique.? Par exemple, si p est finie (en particulier, pour une mesure de
probabilité), la condition est vraie si toutes les f,, sont uniformément bornées puisque 1 € L*(p)
pour p finie. Méme dans ce cas, avec de plus f,, continue, il est tres délicat de démontrer (2.16)
au sens de l'intégrale de Riemann !

Pour la preuve on utilise un lemme concernant les limites de fonctions positives qui est
également utile dans d’autres contextes (on 'appelle le lemme de Fatou).

LEMME 2.3.9. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables f, : X — [0, +00]. Alors

/ (liminf f,)du < liminf/ Sfndp.
X n—too Jx

n—-+00

2, Noter que le contre-exemple (0.5) de 'introduction reste valable : U'intégrale de Lebesgue ne peut pas faire
de miracles et permettre 'interversion quand celle-ci est fausse, mais elle permet de vérifier qu’elle est permise
beaucoup plus facilement.
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DEMONSTRATION. On a par définition

%gﬁgg fn= ngrfoo gn avec gn(x) = égf fk( )

et c’est une limite croissante, avec g, > 0 mesurable par le Lemme 1.1.11. D’apres le théoreme
de convergence monotone on a donc

/X(hmlgfn d,u— hm /gnd,ua

or de plus g, < fp, donc [ gndp < [ fodp et le résultat provient alors de (0.9). O

PREUVE DU THEOREME 2.3.7. On a |f| < g par passage a la limite dans (2.16) donc f €
L'(p) (c’est cette condition qui est souvent mise en défaut dans les suites donnant un contre-
exemple & (2.17)). Considérons la suite hy, = 29 — |f, — f|; on a h,, > 0 et h, — 2g. Le lemme
de Fatou montre

(2.19) 2/ gduz/ ( lim hy)dp < hmlnf/ hndp.
X X X

n—-+00 n—-+00

Comme g ne dépend pas de n, on a par linéarité

/ iyt = 2/ gd —|If = fullns
X X

donc (puisque liminf(—a,) = —limsup a,)
liminf/ hndp = 2/ gdp — limsup||f — full1-
n—+oo Jx n—+400

Comparant avec (2.19), on déduit que

limsup|| f — fulli <O < lminf||f — full1;
n—-+00

n—-+4o0o

puisqu’il s’agit d’une suite de nombres positifs, on a lim||f — f,||1 = 0, c’est a dire (2.18).
Finalement, par (2.11) on a

[ = [ sau] =| [ (= D] <117 = £l =

d’ou linterversion de limite et intégrale (2.17). O
Voici un premier exemple d’application simple mais utile.

LEMME 2.3.10. Soit X,, € M une suite croissante d’ensembles mesurables recouvrant X,
soit Y, = X — X,, les ensembles complémentaires. Alors pour toute f € L*(u) on a

Jim [ @an) = [ s

lim f(z)du(z) = 0.

n—-+o00

DEMONSTRATION. Soit f, = fxx,. Puisque X,, C X, 11, on voit que f,(z) — f(z) pour
tout x € X. Comme de plus |f,(x)| < |f(z)] qui est intégrable par hypothéese, on en déduit par

le Théoreme 2.3.7 que
— [ h@dut) ~ [ fa)ds
X X

Le second énoncé est simplement complémentaire du précédent puisque

/fdu /fdu /fdu

pour n > 1. O
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2.4. Comparaison avec ’intégrale de Riemann

On a déja vu I’exemple de fonctions (méme étagées) intégrables au sens de Lebesgue mais pas
au sens de Riemann. On va voir maintenant plus précisément le rapport entre les deux théories.
L’espace mesuré considéré ci-apreés est donc (R, Bgr,A), ou A est la mesure de Lebesgue. On

réserve ici la notation )
|t
a

ler cas : soit I = [a,b] un intervalle compact et f : I — R une fonction intégrable au sens
de Riemann. Admettons temporairement que f est mesurable. Alors f € L*(\) et

b
(2.20) / f(a:)d:c:/lf(x)d)\(a:).

En effet, pour toute subdivision

a l'intégrale de Riemann.

s:ta=yo<y<--<yYyp=0>

on a aussitot, avec les notations (0.2) et (0.3)

n—1
- T ) = T T +
s <X /[] s = [ @i <570

de sorte que (2.20) est conséquence de la définition de I'intégrale de Riemann.

En particulier, si f est continue, ou continue par morceaux, elle est certainement mesurable
et le résultat est acquis.

En général on a besoin du petit lemme suivant :

LEMME 2.4.1. Soit f : [a,b] — C une fonction intégrale au sens de Riemann. Alors f
coincide presque partout avec une fonction mesurable.

DEMONSTRATION. Pour z € [a, b], posons
m(z) = liminf f(z)
y—z

M (z) = limsup f(z).

y—
On a donc
(2.21) m(z) < f(z) < M(z)
en tout point. Pour une subdivision s donnée, on a
S = [ msteane), esT )= [ o
a,b a,b

ol ms et My sont les fonctions en escalier telles que pour y; < & < y;41 on a ms(x) = inf{f(z) |
z € [yi, yi1]} et Ms(x) = sup{f(z) | = € [yi, yit1]}-
Quand on raffine une subdivision, le minorant ms croit et la majorant Mg décroit. De plus
quand le pas tend vers 0 on a
ms — m, et Mg — M.

Cela montre en particulier que m et M sont mesurables, puis par convergence monotone

que

b b

/ f@)dz = TmS—(f) = [ m@d\z) < [ M@)dr(z) = lim S*(f) = / M(x)da.
a [a,b] [a,b] a

On trouve donc que
/ (M(2) — m())dA(z) = 0
[a,b]
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de sorte que par (2.21) et la Proposition 2.2.2, (1), on a m(x) = f(x) = M(x) presque partout.
O

Puisque m(z) = M(x) si et seulement si f est continue en z, on a ainsi montré la moitié du
théoreme suivant :

THEOREME 2.4.2. Soit f : [a,b] — C. Alors f est intégrable au sens de Riemann si et
seulement si f est bornée et l’ensemble des points de discontinuité de f est de mesure de Lebesgue
nulle.

2nd cas : Si [ = [a,+oo] et f : I — C est telle que l'intégrale de Riemann
+oo

f(x)dx

converge absolument, alors f € L(d\) et

+00
f(@)do = /1 f(@)dA(z)

f?’l = fX[n ~+o0[
pour n > a. Les fonctions f,, sont mesurables et f,, — f en tout point. De plus |f,| < |fnt1| —
| f], donc le théoreme de convergence monotone et (2.20) montrent que

/|f )|dA(x _hm/|fn\d)\ —hm/ dx—/a+oo|f(m)|dx<+oo

par hypotheése, donc f € L'(u). Alors la majoration |f,| < |f|, et fn — f en tout point,
impliquent par le théoreme de convergence dominée cette fois que

/f )z = [an]f z)d\(z /fn )Mz —>/f YA (z

quand n — +oo. Mais par définition la limite ci-dessus est aussi 'intégrale impropre de f sur I
au sens de Riemann.
Un raisonnement similaire vaut pour une fonction définie sur [a, b] telle que l'intégrale de

Riemann )
/ f(x)dx

a

En effet, posons

converge absolument.
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CHAPITRE 3

Premieres applications de l’intégrale

Ce chapitre contient quelques premiers exemples d’applications simples mais importantes
de l'intégrale de Lebesgue. Certains seront développés davantage ultérieurement.

3.1. Espaces LP

Soit (X, M, u1) un espace mesuré. La Proposition 2.3.3 montre que I’ensemble noté L' () a
presque la structure d’un espace vectoriel normé par ||-||;. Le seul obstacle est que la condition
IIfl1 = 0 n’implique pas f = 0, mais seulement f = 0 presque partout. Pour corriger cela, on
est amené a changer la définition.

DEFINITION 3.1.1. L’espace L'(u) est I'espace vectoriel quotient
{f : X = C | f est intégrable}/N

ou N est le sous-espace vectoriel

(3.1) N = {f | f est mesurable et nulle presque partout} = {f | / |fldu = O}.
X

C’est un espace normé pour la norme

|mh=Aqu

A partir de ce point, la notation L'(u) référera exclusivement a cette définition

On note aussi parfois L' (X, ;1) ou bien simplement L'(X) s’il n’y a pas d’ambiguité dans le
contexte. Par exemple, L'(R) désigne toujours L'(\) oi1 \ est la mesure de Lebesgue sur R.

Concretement (cf. le rappel dans la section Notations), un élément de L'(y) est une (classe
de) fonction intégrable f, et f = g dans L'(y) si et seulement si f = g presque partout. Pour
construire une application définie sur L'() il suffit de le faire pour les fonctions intégrables f
et de s’assurer que le résultat de la construction ne change pas si f est remplacée par g qui
coincide avec f presque partout. Par exemple, la norme || f||; est effectivement bien définie pour
f € L*(u) car si f = g presque partout on a | f| = |g| presque partout donc [ |f|du = [ |g|du.

Similairement, une relation comme f < g, pour f, g € L' () signifie que I'inégalité est vraie
presque partout seulement, etc...

Il devient aussi tres vite naturel de considérer comme éléments de L'(p) des fonctions f qui
ne sont vraiment définies que presque partout (par exemple la somme d’une série ne convergeant
que presque partout, voir la preuve de la Proposition 3.1.3 ci-dessous). Cela est légitime, et une
justification formelle est donnée dans ’exercice suivant que le lecteur encore peu a 'aise avec
la notion d’ensemble quotient est encouragé a résoudre en détail.

EXERCICE 3.1.2. Soit L I’ensemble des couples (Y, f) ou Y € M vérifie u(X —Y) =0 et

f Y — C est une fonction mesurable telle que

/ | fldp < +o0.
Y
Soit Ly ensemble quotient L/ ~ ol ~ est la relation d’équivalence
(Y, f) ~ (', ') si f(z) = /(2) pour z € Y N Y.
(1) Montrer que ~ est effectivement une relation d’équivalence.
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(2) Montrer que L; est un espace vectoriel normé pour 'addition et la multiplication
scalaire induites par

(Y7f)+(Y,7f,):(YmY,’f+fl)7 et )\(Y7f):(}/7Af)7

et pour la norme induite par
00 = | 1l
Y

(3) Montrer que l'application

f= (X 1)

est une isométrie d’espaces normés dont l'inverse est

{Ll@) — Ly

f(x) sizeY

0 sinon.

(Y, f) — g telle que g(:c) — {

(4) Montrer que le théoréme de convergence dominée implique le résultat suivant : si (fy,)
est une suite d’éléments f, € L; tels que f,, — f presque partout, et si |f,| < g avec g € Ly,
alors f, converge vers f en norme Lq et

/fdu— lim /fndu.
b's n—+oo Jx

En pratique, on s’habitue tres vite a négliger ces formalités. Pour le premier résultat ci-
dessous, nous donnerons une preuve explicitant les relations entre « vraies » fonctions et éléments
de L'(u). 11 s’agit seulement de convaincre le lecteur de la facilité qu’il y a & manipuler ces no-
tions. Apres cela, nous utiliserons les fonctions L! de facon beaucoup plus souple : la justification
de nos petits abus de langage serait immédiate mais fort répétitive.

PROPOSITION 3.1.3. Soit (X, M, p) un espace mesuré, (f,) une suite de fonctions f, €
LY (). Supposons que la série . f, converge normalement dans L' (u), c’est a dire

Y llfall < +o0.
n>1

Alors la série

n>1
converge presque partout vers g(x), de plus g € L' (u) et
(3.2) / gdp = Z/ Fudp.
X w1 /X
Enfin, la convergence a également lieu pour la norme ||-||1.

DEMONSTRATION. Soit

h(z) =Y | fal@)]

n>1
pour x € X. Sil’on change f,, sur un ensemble X,, de mesure 0, alors h est changée sur ’ensemble
X =|]Jx,
n>1

qui est de mesure 0 : cela montre que h > 0 est bien définie presque partout. En particulier son
intégrale est bien définie et d’apres le Corollaire 2.2.6 au théoreme de convergence monotone on

a
[ =3 [ 1addn = 3" 11 < +o0 par hypothise,
X X

n>1 n=1
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en particulier h est finie presque partout (Proposition 2.2.2, (1)).

Si @ vérifie h(z) < oo, la série Y f(z) converge absolument et donc a une somme g(x) telle
que |g(x)| < h(z). On peut voir g soit comme une fonction définie presque partout, comme dans
I'exercice ci-dessus, ou bien on peut 1'étendre arbitrairement & X en posant g(z) =0siz €Y,
onY ={z | h(z) = 4o0}).

Comme |g| < h dans tout les cas, on voit que g € L'(u), et on peut alors appliquer le
théoreme de convergence dominée a la suite des sommes partielles

up(x) = Z filx)sizx ¢y, wup(x)=0 sinon
1<isn

telles que uy,(z) — g(x) pour tout x, et conclure que

gdu:hm/ Updp = lim /fid,u: /fnd,u.
/X noJx " Z X Z X

1<isn n>1
U

PROPOSITION 3.1.4. (1) Soit (X, M, 11) un espace mesuré. Alors l’espace L'(11) est un espace
de Banach pour la norme ||-||1, c’est a dire que c’est un espace vectoriel complet.

(2) Plus précisément, si (f,) est une suite de Cauchy dans L'(p), alors il existe f € L'(u)
telle que f, — f dans L'(pu), c’est a dire ||f — fulli — 0, et de plus il existe une sous-suite
(fnn), k=1, telle que

lim fp, (x) = f(z) pour presque tout x.
oo

REMARQUE 3.1.5. On s’apergoit rapidement que 1’énoncé (2) ne peut étre amélioré : il est
possible qu'il n’existe pas de sous-suite de f,, qui converge partout vers f (un exemple est donné
dans I’Exercice 3.1.6) ou que la limite des f,, ne soit définie que presque partout (la suite f,(x)
divergeant en certains points). Cela montre qu’il s’agit véritablement d'un énoncé de type L1,
qu’il serait peu élégant de vouloir exprimer purement en termes de fonctions.

DEMONSTRATION. La condition de Cauchy est : pour tout € > 0, il existe N(g) > 1 tel que
pour tout n > N, m > N, on a

(3.3) [fn = fmll1 <e.

Prenons ¢ = 27, k > 1. Alors par récurrence sur k on voit qu’il existe une suite (ny) tel
que ngy1 > nyg et

||fnk+1 - fnk”l < 2_k‘

Cette sous-suite répond au point (2). Pour le vérifier, soit gr = fn,,, — fa, € LY (p) et
considérons alors la série Y gy.
On a

D llgelh <D 27F < oo

n>l1 k>1

D’apres la Proposition 3.1.3, la série converge donc presque partout vers g € L!(u). Mais
les sommes partielles vérifient

K
ng = an+1 - fn1
k=1

donc cela signifie que la suite extraite (fy, ) converge presque partout, disons vers f € LY (p).
Toujours d’apres la Proposition, la convergence de la série est également vraie dans L' (u), c’est
a dire que

(3.4 i (1 = full = 0.
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Cette derniére formule dit que f est valeur d’adhérence de la suite de Cauchy (f,,), et I'on
sait qu'une suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge vers celle-ci. Répétons
I’argument qui le montre : pour tout n et tout k, on a

1f = fally <If = Fuills + [ s = Full

Par (3.3), si n et ng sont > N (), on a ||f,, — fn, |1 < e. De plus par (3.4) pour k > K(c) on
a |l f = faull1 <e. Fixons un k > K (e) tel que de plus n > N(g). Alors, pour tout n > N(e),
on a ||f — full1 < 2e, ce qui montre la convergence de f, vers f en norme. O

EXERCICE 3.1.6. On considere la fonction f : [1,+oo[— R définie de la maniére suivante :
sin > 1 est Uentier tel que n <& <n+1,sideplusn=2%+javec k >0et 0 <j < 2* alors

1 sij2F<oe<(+1)27F
f(z) = .
0 sinon.

(1) Esquisser le graphe de f. Quelle image rappelle-t-il 7

(2) Pour n > 1, soit fu(z) = f(z +n) pour x € X = [0, 1]. Montrer que f, € L}(X,d\)
et que f,, — 0 dans L'(X).

(3) Montrer que pour tout = € [0, 1], la suite f,(z) n’a pas de limite.

(4) Expliciter une sous-suite (fy,) telle que f,,, converge presque partout vers 0.

Le raisonnement amenant au Théoreme 3.1.10 s’applique sans changement aux espaces LP
qui sont définis comme suit.

DEFINITION 3.1.7. Soit (X, M, i) un espace mesuré, p > 1 un nombre réel. L’espace LP(u)
est I’espace vectoriel quotient

{f : X = C | |f|P est intégrable} /N

ou N est comme en (3.1). Cet espace est muni de la norme

151, = ([ 1sran) "

Comme pour L', on note aussi LP(X, ) ou LP(X), et en particulier LP(R) = LP()\).

Pour vérifier que cette définition a un sens, il faut s’assurer que ’on a bien un espace vectoriel
et que ||-||, est effectivement une norme. Cela découle des inégalités bien connues de Holder et
de Minkowski.

Rappelons qu’une fonction ¢ : [0, +00[— [0, +00[ est convexe si on a

[0,
(3.5) o(ra + sb) < rp(a) + sp(b)
>0t

pour tout a, b tels que 0 < a < bet tout r, s
elle est convexe si et seulement si ¢” > 0.

0 tels que r + s = 1. Si ¢ est de class C?, alors

PROPOSITION 3.1.8. (1) Soit ¢ : [0,400[— [0,+00] une fonction continue, croissante et
convexe. Soit (X, M, u) un espace mesurable avec p(X) =1 et f : X — [0, +o0[ une fonction
mesurable. On a alors

(3.6) @(/deu) </X(<p0f)du-

(2) Soit (X, M, ) un espace mesuré, p > 1 un entier, ¢ > 1 tel que p~* + ¢~ = 1. Alors
pour toutes f, g : X — [0, +o0] mesurables, on a

(37) [ o ([ 7)™ ([ aran)"" = 11lulole

(3) Soit (X, M, ) un espace mesuré, p > 1 un entier. Alors pour toutes f, g : X — [0, +00]
mesurables, on a

68)  If+al= (/. (f +ayan) " < (/Xfpdu)l/p+</xgpdp)”p=|f|p+|g|yp.
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DEMONSTRATION. (1) : I'inégalité (3.6) se réduit a (3.5) pour f > 0 ne prenant que deux
valeurs a et b puisque
p{f(x) = a} + p{f(x) = b} = p(X) = 1.
Par récurrence, (3.6) reste vraie pour toute fonction étagée s > 0. Pour f > 0 quelconque,
soit s, une suite croissante de fonctions étagées positives telles que s, (z) — f(x) pour tout x.
On a [ spdp — [ fdp et de méme, comme ¢ est croissante, ¢ o s,, — @ o f en croissant, donc

[(posp)du— [(po f)du par convergence monotone.
Par continuité de ¢ on a donc

o ) = tim o f sna) < tim_ [ oo sman= [ (o0 prin

(2) :si 1/p+1/qg =1, 'inégalité de convexité pour ¢(x) = e* donne, aprés un changement
de variable x — plogx, y — plogy, 'inégalité de Young

2P q
xy<;+;, pour x > 0, y > 0.

Pour montrer (3.7), il suffit de considérer le cas ou f et g vérifient
0<|Ifllp <+oo, 0<|flly <+oo,

les autres étant évidents. En considérant alors f/||f», g/|/gllq, on se rameéne par homogénéité
au cas ou || f||, = |lgll = 1. Dans ce cas I'inégalité de Young fg < J%p + % implique en intégrant

[ gotu < Ll Sl
X
ce qui est le résultat voulu.

I,
p q
(3) L’inégalité est vraie si || f|l, = +oo ou ||g|, = +o0. Sinon, soit h = (f + g)?~*. Notons
que

=1,

(f +9)" < 2max(f,9))" <2°(f +¢")
donc || f + gl|, < +00. On écrit (f + g)? = fh + gh, donc par (3.7) on trouve

[+ apdu= [ sndu+ [ ghau < s1,0nl, + gl el
X X X

_ 1/q
Iille = ([ (¢ 97 D)™ = I + 13/ car atp— 1) =

et de plus 1—1/¢ = 1/p donc (en traitant séparément le cas ou h = 0 presque partout) I'inégalité
précédente donne en divisant par || f + g||£/ ! < 400

(1-1/q)
I+l = ([ 7+ oran)™ " <1l + il

EXEMPLE 3.1.9. Pour (R, B, \), la fonction f définie par

sin(x)

flx) = sizx#0et f(0)=1

est dans L?(R), mais pas dans L!(R) (car I'intégrale ne converge pas absolument). En particu-
lier, on remarque que l'intégrale d’une fonction dans L?, p # 1, n’existe pas toujours!

Le théoréme suivant généralise la Proposition 3.1.3; il est connu sous le nom de Théoréeme
de Riesz-Fisher.
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THEOREME 3.1.10. (1) Soit (X, M, u) un espace mesuré, p = 1, (f) une suite de fonctions
fn € LP(p). St Y7 || fullp < +00, alors la série

> fn
n>=1

converge presque partout et en norme LP vers une fonction g € LP(p).

(2) Pour p > 1, Uespace LP(u) est un espace de Banach pour la norme |-||,, et plus
précisément, si (fy,) est une suite de Cauchy dans LP(p), il existe f € LP(u) telle que fr, — f
dans LP(u), et de plus il existe une sous-suite (fp,), k > 1, telle que

lim f,, (x) = f(x) pour presque tout x.
k——+o0

(3) En particulier, si p =2, L*(u) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(F19) = [ faten

DEMONSTRATION. Si (1) est prouvé, 'argument utilisé pour montrer la Proposition 3.1.4 &
partir de la Proposition 3.1.3 se transcrit ligne par ligne en remplacant simplement les normes

-1l par {|-{|p-
Pour montrer (1), on recopie la preuve de la Proposition 3.1.3 : soit h(z) = > |fn(z)]. On

a par continuité
P
= tim )"
G (D [fa(@)]
n<N

C’est une limite croissante donc par convergence monotone et I'inégalité triangulaire il vient

(f wau)” = i ([ (ng)”du)”p=Nggm\\%|fn| ST llp < oo

par hypothese. Donc AP, et h également par conséquent, est finie presque partout.
Comme pour le cas de L!(p), cela montre que la série g(x) = 3 f,.(z) converge absolument
presque partout et |g(x)| < h(z), donc g € LP(p). Comme

lo=>2 8 =3 5] < 32 Walls =0,
n<N P TasN P N

la convergence a également lieu dans LP. O

REMARQUE 3.1.11. Si (€2, X, P) est un espace probabilisé, et X une variable aléatoire, alors
o} (X) = V(X) = E(IX - E(X)]*) = B(X*) = |E(X)[

est appelé la variance de X. Elle est bien définie pour X € L%(Q) (voir ci-dessous), et mesure
intuitivement I’écart moyen entre X et sa valeur moyenne : une variance « petite » (dans un
sens dépendant du contexte) indiquera que la variable aléatoire est concentrée autour de la
moyenne.

Pour vérifier la seconde formule ci-dessus on calcule

E(X - E(X)]) = B(X|* - XE(X) - XE(X) + |[E(X)P) = B(IX*) - 2| E(X)]” + |E(X)?

puisque E(1) = 1 pour un espace probabilisé.

La racine carrée o(X) = /V(X) = || X — E(X)]|2 de la variance est appelée [’écart-type de
X.

Variance et écart-type ne dépendent que de la loi u de X, et 'on parle aussi de la variance
ou de lécart-type de p : on a par (2.7)

E(X):/deu(:c) et V(X):/ (z — B(X))*du(z).

C
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En général, la variance d’'une somme X + Y de variables aléatoires ne peut étre déterminée
simplement & partir des lois de X et Y. Une exception importante est le cas de variables
indépendantes.

PROPOSITION 3.1.12. Soit (2,3, P) un espace probabilisé, soient X et Y des variables
aléatoires L? indépendantes. Alors

(3.9) VIX+Y)=V(X)+ V().
DEMONSTRATION. On a E(X +Y) = FE(X) 4+ E(Y) donc, utilisant la seconde formule, on

V(X +Y)=E(X]>+2Re(XY) + |[Y*) = (|BE(X)|* + 2Re(E(X)E(Y)) + |E(Y)[?)
=V(X)+V(Y)+2Re(E(XY) - EX)E(Y))=V(X)+V(Y)
par (2.15). O
Notons aussi que V(aX) = |a]*V(X).

Un dernier espace noté L joue un roéle important comme « limite » des espaces LP pour
p — +o0. 1l s’agit essentiellement des fonctions bornées, mais la définition requiere un peu de
soin pour la raison habituelle...

DEFINITION 3.1.13. Soit f : X — C une fonction mesurable. On dit que f est essentielle-
ment bornée par M si

(3.10) p{z | [f(@)| > M}) = 0.
PropPOSITION 3.1.14. Soit f une fonction mesurable, et
| fllooc = Inf{M | f est essentiellement bornée par M} € [0,400].

Alors | est essentiellement bornée par || f|loo et lespace vectoriel quotient

L) = {f | Ifllec < +o0}/N,

ot N est le sous-espace (3.1) des fonctions nulles presque partout, est un espace vectoriel normé

par ||loe-
De plus si f € L'(u) et g € L*>(p), on a fg € L' (u) et

(3.11) ‘[;fghhiﬁéHleﬂgWx-

Attention a ce que || f]|co < sup{f(z)} avec une inégalité stricte en général, méme si la borne
supérieure est atteinte. Par exemple, si X = (R,B,)) et f = xq on a ||f|l« = 0 bien que la
fonction prenne la valeur 1.

On utilise la définition communément sous la forme

|f(x)| < M presque partout si et seulement si M > || f]| co-

DEMONSTRATION. Pour vérifier que M = || f|lo vérifie la condition (3.10), il suffit de re-
marquer qu’il existe une suite décroissante M,, de nombres vérifiant (3.10) telle que M,, — M.
On a alors

| @) > M) = pn({z | 1£@)] > Ma}) =0,

I1 est immédiat alors que || f||cc = 0 équivaut a f nulle presque partout puisque la condition
devient

plz | f(z) #0}) = p({z | [f(2)] > 0}) = 0.

Les autres axiomes pour un espace vectoriel normé sont tout aussi simples a vérifier, et (3.11)
est également évident par monotonie si on remarque que ’on peut supposer en remplacant g
sur un ensemble de mesure nulle que |g(z)| < ||g]|oo pour tout z € X. O
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L’analogue du théoréme de Riesz-Fisher est vrai pour l'espace L™ mais la preuve est
différente.

ProPOSITION 3.1.15. (1) Soit (X, M, u) un espace mesuré, (f,) une suite de fonctions
fn € L®(w). Si Y] || folloo < +00, alors la série

> fn
n>1

converge presque partout et en norme L vers une fonction g € L™ (p).
(2) L’espace L>°(u) est un espace de Banach, et plus précisément, si (f,) est une suite de
Cauchy dans L>°(u), il existe f € L>®(u) telle que f, — f dans L*°(u) et presque partout.

DEMONSTRATION. (1) : il s’agit de la méme méthode que précédemment. On pose

h(z) =Y |fal2)l, g(z) =) fal2)

n>1 n>1

et on vérifie que pour presque tout x les deux séries convergent absolument. Comme

|9(2)] < h(x) <D || falloo Presque partout
n>=1

on a g€ L*(u), et enfin > f, — g dans L™ car
lo=> =X n
n<N * n>N

(2) : la preuve est plus simple que pour LP, p < oo (et il n’est pas besoin d’avoir une
sous-suite pour avoir convergence presque partout).
En effet, si (f,) est une suite de Cauchy dans L>(u), on a

pour presque tout x ; soit A, ,, I’ensemble de mesure nulle en dehors duquel cette inégalité est
vraie, et A la réunion des A, ,, , u(A4) =0.

Pour x ¢ A, la suite (f,(x)) est de Cauchy dans C (puisque (fy,) est de Cauchy dans L),
et donc converge, disons vers f(x) € C. Il reste a vérifier que f € L*(u) (prolongée par 0 par
exemple).

La suite des normes (|| fn]loo) est elle-méme de Cauchy grace a I'inégalité triangulaire, et
converge donc vers M > 0. Soit B, l'ensemble des x tels que |fn(z)| > ||fnllco, de sorte que
w(By) =0, et B la réunion de ces ensembles. On a (AU B) = 0 également.

Pour x ¢ AU B, on a

[fn(@)] < [[fnlloc pour tout n =1 et fo(z) — f(z)

donc par passage a la limite il vient

<
<Y alle =0
n>N

|f(x)| < M presque partout,
et ||flleo < M < +00. Cela étant acquis, soit € > 0 et N tel que

an - fm”oo <e¢

pour n, m > N. On a alors |f,(x) — fm(2)] < € pour x ¢ AUB et n, m > N. Soit m > N
quelconque. En faisant n — 400 il vient

|f(z) — fm(x)| < & pour presque tout z,
c’est a dire || f — fm||oo < € pour tout m > N, donc f,, — f dans L>(u). O
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REMARQUE 3.1.16. Il n’y a pas forcément de relations évidentes entre les différents espaces
LP(u), p > 1. Si on compare le Théoreme 3.1.10, (1) avec la Proposition 3.1.3, dans le cas de
séries de fonctions dans LP(u), la formule (3.2) n’est pas forcément vraie, simplement parce qu’il

se peut que g & L(p).

Par exemple, considérons X = R avec la mesure de Lebesgue. La fonction f(z) = inf(1,1/]z|)
est dans L2, mais pas dans L', alors que g(z) = $71/2X[071] est dans L! mais pas dans L2

Par contre si la mesure p est finie (par exemple une mesure de probabilité) on a des relations
telles que L? C L' (de sorte que si la variance d'une variance aléatoire existe, son espérance
également). Cette inclusion provient de I'inégalité de Holder (3.7) : si f € L?(u), on a

/ fldu = / (If1 - D < 1 Fl2llLl2 = 5(X) V2] £l

Plus généralement, on a

PROPOSITION 3.1.17. Soit (X, M, u) un espace mesuré avec p finie. Soit p > p' > 1 des
réels. Alors linclusion naturelle

LP(p) = LP (p)
est une application linéaire continue entre espaces normés, de norme < H(X)l/p/_l/p.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer qu’il existe K > 0 tel que

£l < KA1l
pour f € LP(p). Soit r =p/p’ > 1, on a

Jirau< /|f’md/~b PV

avec 1/r +1/s =1 et (puisque rp’ = p et _5 _17—];)

1f < CGOMYP P £

De plus, toujours si p est finie, on a L> C LP et méme

(3.12) 1£1lp < 1(X) "] flloo pour tout p > 1

par (3.11). La proposition suivante justifie le fait de considérer L>° comme cas limite des LP.
PROPOSITION 3.1.18. Sous ces hypothéses, on a

li = 0o
S [l =111

DEMONSTRATION. Si f = 0 dans LP (ou dans L), c’est évident. Si f # 0, on peut se
ramener par linéarité au cas ||f|lcc = 1. En changeant f sur un ensemble de mesure nulle, on
peut aussi supposer que |f(x)| < 1 pour tout z € X.

Soit e >0et Yz ={x | |f(x)] = 1—¢e}. On a par monotonie

/ FPdp > (1 - 2)Pu(Ye)
X

donc
1£llp = (1 = e)u(Yo) /.

Comme || f|loo = 1, on a u(Yz) > 0, donc p(Yz)"/? — 1 quand p — +oo. Prenant donc la
limite inférieure dans l’lnegahte il vient liminf || f||, > 1 — e. Faisant alors € — 0, on déduit que
liminf || |, > 1.

Comme d’apres (3.12) on a limsup || f||, < || f|lcc = 1, le résultat en découle. O
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EXERCICE 3.1.19. Soit p finie et f € L*(u), ||f|lcoc < 1. Montrer que

i [ 17Pdu=p(fe | 1f@)] > 0}).
p—-+00 X

Terminons cette section avec le résultat suivant, qui justifie pleinement I'importance donnée
aux espaces LP. C’est seulement un particulier d'un énoncé d’approximation beaucoup plus
général qui sera démontré plus tard.

PROPOSITION 3.1.20. Soit X = R avec la mesure de Lebesgue, p € [1,+oo[. Alors LP(R)
est 'espace vectoriel complété de ’espace vectoriel normé (C.(R), ||-|lp) ot C.(R) est l’espace
des fonctions continues a support compact sur R et la norme est

111 = ([ 17 par) ™"

REMARQUE 3.1.21. Ceci est faux si p = +o00. Dans ce cas (topologie de la convergence
uniforme), adhérence de (C.(R), ||-||~) est I'espace des fonctions continues bornées sur R.

Rappelons que le support F' = supp(f) d’une fonction continue f : X — C, ou X est un
espace topologique, est « le plus grand fermé sur lequel f est non nulle », plus précisément
F={z] f(z) £0}.

La norme est donc juste la restriction de la norme LP & C.(R). Elle est bien définie car si
supp(f) est compact, supp(f) C [-M, M] pour un certain M > 0 et |f(x)| < N < +oo pour
x € [-M, M] (N existe car f est continue), on a

/R flPdA = /[MM

|fIPdA < 2M NP < +00.
M]

Noter aussi qu’il n’est pas nécessaire, pour les fonctions continues, de considérer un espace
quotient : si f = g presque partout et f, g sont continues, on a f = g. En effet, le complémentaire
Z = R —Y d’un ensemble de mesure de Lebesgue nulle Y est dense dans R. (Preuve : soit
x € R, U un voisinage ouvert de x ; il existe € > 0 tel que |z —e, x+¢[C U, donc p(U) = 2 > 0,
et alors UNZ # ) car sinon U C Y). En particulier, || f||, = 0 implique f = 0 partout si f est
continue.

3.2. Exemples probabilistes : le lemme de Borel-Cantelli et la loi des grands
nombres

Dans cette section nous présentons des premiers résultats proprement probabilistes. On
considere fixé un espace probabilisé (2,3, P).

Le premier résultat est le lemme de Borel-Cantelli. Il s’agit de répondre a la question intuitive
suivante : si 'on a une suite d’événements indépendants A,,, n > 1, comment savoir s’il existe
une probabilité > 0 qu’une infinité des A,, soit vérifiés?

Soit A I’événement correspondant. On a

A= ﬂ U A, ex
N>1n>N

donc A est effectivement mesurable. (Pour vérifier cette formule, remarquer que w appartient au
membre de droite si et seulement pour tout N il existe n > N tel que w € A,,, et ceci équivaut
a dire que sup{n | w € A, } = +00, ou que w appartient a une infinité des A,).

PROPOSITION 3.2.1. Soient A,, n > 1, des événements, A comme ci-dessus. Posons

(3.13) p=Y _ P(A,) € [0,+00].
n>=1
(1) Quels que soient les Ay, si p < +o0, alors P(A) = 0.
(2) Supposons que les Ay, sont indépendants. Alors si p = 400, on a P(A) = 1.
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DEMONSTRATION. Le point (1) est immédiat : on a par monotonie

P(4) < P(|J 40) < Y- P(an),

n>N n>N
pour tout N > 1, et I’hypothese p < 400 montre que cette quantité tend vers 0 quand N — 400,
donc P(A) =0.
Pour le point (2), on remarque que w € A si et seulement si
(3.14) ZXAn (w) = +o0, si et seulement si eXp(— ZXAn (w)) =0.
n>1 n>1

Considérons donc, pour N > 1, 'intégrale
/exp(— Z XAn)dP :/ H exp(—xa,, )dP.
n<N n<N
Or les A,, n < N, sont indépendants, et cela implique aussitot que
/ H exp(—xa, )dP = H /exp(—XAn)dP.
n<N n<N

Chacune des intégrales est aisée a calculer séparément :
/exp(—XAn)dP =e 'P(A,) +1— P(4A,).
Soit c =1 —e! €]0,1[. Il vient
log H /exp(—XAn)dP = Z log(1 — cP(Ay)).
n<N n<N
On sait que log(l — z) < —z pour z > 0, et donc
log H /exp(—XAn)dP < —c Z P(A,) — —oo quand N — 400
n<N n<N

d’apres ’hypothese p = +oo. Retragant le chemin, cela signifie (apres avoir appliqué le théoréme

de convergence dominée) que
/exp(— Z XAn)dP =0,

n>=1

ce qui veut dire que (3.14) est vrai presque partout. O

REMARQUE 3.2.2. Dans (2), la condition d’'indépendance est nécessaire : si A, = A; pour
tout n > 1 et 0 < P(A;) < 1, alors la série (3.13) diverge, mais P(A) = P(A;) < 1.

Notre second résultat probabiliste sera une version simple (mais non-triviale) de la loi (forte)
des grands nombres. Ici, la situation est la suivante : on a une suite (X,), n > 1, de variables
aléatoires indépendantes et uniformément distribuées, c’est a dire que la loi u = X, (P) de X,
est indépendante de n. Cette condition implique en particulier, si X,, est intégrable, (resp. de
carré intégrable) que

E(X,) =E(X1) = /xd,u et V(X,)=V(X1) = /(m — E(X1))%dp pour n > 1,

Pespérance (resp. la variance) des X, est donc constante.

Un modele mathématique est donné par ’exemple des chiffres du développement en base b
d'un z € [0,1] = Q (voir 'Exemple 1.3.2, (2)), et un modele intuitif est celui de la répétition
infinie d’une expérience, et de la mesure d’une certain quantité associée, de sorte que chaque
expérience soit indépendante des autres, par exemple une partie de pile-ou-face infinie. Dans ce
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dernier cas, fort classique, X, prend deux valeurs X,, € {p,f}, et la loi de X, est le plus souvent
supposée étre uniforme

(3.15) P(Xn=p)=PX,=1) =
Toutefois le cas d’une loi « biaisée »
P(Xn:p):p7 P(Xn:f):1—p

avec p €0, 1] fixé, est également intéressant.

Noter, dans le cas uniforme, la ressemblance avec le cas précédent du développement en
base b = 2, si 'on fait la correspondance, par exemple, p — 0, f — 1.

L’intuition dit que pour un grand nombre n d’expériences répétées a l'identique et sans
dépendances entre elles, la « moyenne empirique »

Xit+-+Xn S

n n
devrait étre proche de la véritable moyenne, a savoir I'espérance commune (si X, est intégrable)

E(X,)=E(X;) = /wdu.

Cela semble d’autant plus raisonnable que, d’une part, on a E(S,/n) = E(X;) par linéarité
et indépendance, et d’autre part d’apres (3.9), la variance de S,,/n est
v(ﬁ) V(S,) _ 1 V(Xy)

) = P00 () e V(X)) =

(3.16)

qui tend vers 0, montrant que S, /n devrait se concentrer vers cette moyenne.
Il est possible de confirmer cette intuition sous diverses formes. Commengons par la loi faible
des grands nombres, qui nous permet d’introduire la notion de convergence en probabilité.

DEFINITION 3.2.3. Soit (2, X, P) un espace probabilisé, (X,,), n > 1, une suite de variables
aléatoires et X une variable aléatoire. On dit que X,, converge vers X en probabilité si pour
tout e >0 on a

lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—-4o0o

REMARQUE 3.2.4. Plus généralement, si (f,) est une suite de fonctions mesurables sur un
espace mesuré (X, M, u), on dit que (f,) converge en mesure vers f si pour tout € >0 on a

p{z e X | [fu(z) = f(2)[ > €}) = 0

quand n — +o0.

PROPOSITION 3.2.5. Soit (2, X, P) un espace probabilisé, (X,), n > 1, une suite de variables
aléatoires indépendantes et uniformément distribuées telles que X,, € L?. Alors S, /n converge
en probabilité vers la fonction constante E(X1), c’est a dire

Xy 4.t X
P(‘M - E(Xl)) > s) -0
n
quand n — 400, pour tout € > 0.

La preuve est extrémement simple, mais permet d’introduire une inégalité utile, dite inégalité
de Chebychev-Byenaimé-Markov, que nous énongons sous deux formes :

PROPOSITION 3.2.6. (1) Soit (2,%, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire et
p=>1. 8 X € LP(Q), alors on a pour tout € > 0
1

(3.17) P(X] > £) < e PE(XP).
(2) Soit (X, M, ) un espace mesuré, p > 1 et f € LP(u). Alors on a pour tout € > 0
(3.18) p({z | |f(@)] = e}) < 6_”/X |flPdp =P fII}-
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DEMONSTRATION. Les deux formes sont évidemment équivalentes, prenons la premiére par
exemple (on vérifiera que la preuve ne dépend pas de la condition P(2) = 1). Soit A = {|X| > ¢}.
On a alors tautologiquement

exa < |X|
donc aussitot
ePP(A) < E(|X|P).
O

REMARQUE 3.2.7. Cette inégalité montre, en particulier, que si f, — f dans L', alors f,
converge vers f en mesure :

p{z | |fale) = (@) > e}) <eHIfu — fli-

Par contre, si f,, converge vers f presque partout, il n’est pas forcément vrai que f,, converge
vers [ en mesure : la suite fp, = Xjnny1[ de fonctions sur R vérifie f,, — 0 (presque) partout,
mais A({z | |fn(z)| = 1}) = 1 pour tout n.

Par contre, si pu est finie, en particulier dans le cas probabiliste, la convergence presque
partout implique la convergence en mesure (resp. en probabilité). En effet, soit ¢ > 0 fixé et
considérons

Ap =A{z | |fu(z) = f(2)] > €}

By = UAnetB: ﬂBk.
n>k k>1

On a Bj41 C By et hypothese implique p(B) = 0 (comparer avec (1.8)). Comme u(X) <
400, on a donc

li Br)=0

d’apres la Proposition 1.2.3, (4), et comme p(A,) < wu(B,) par monotonie, on en déduit que
w(A,) — 0, c’est a dire que (fy,) converge en mesure vers f.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.2.5. Puisque X,, € L? on a S, € L? et on peut appli-
quer (3.17) avec p = 2, ce qui donne, pour € > 0
S, S, 2 S, Sn\ |2
P(l5 - B0l > ) <ep(|5 - ma| ) = <2e (|5 - 2(5)])
n n n n
= 2V(S,/n) = 2n" 'V (X,) — 0 quand n — +oo,

d’apres (3.16). O

En général la convergence en probabilité est significativement plus faible que la convergence
presque stre. Par exemple, la suite (f,,) de 'Exercice 3.1.6 converge en mesure vers 0 car on a
P(|fa] =€) <27% si n > 2F, mais ne converge pas presque partout.

La loi forte des grands nombres indique que la convergence presque stre est vraie pour S, /n
si X, est intégrable. Une preuve simple est possible sous une hypothese un peu plus forte, mais
néanmoins souvent vérifiée.

THEOREME 3.2.8. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes uniformément
distribuées de loi p. Supposons que les X,, sont bornées presque surement. Alors on a

Xi1+--+X

Nt [
n C

presque sturement.

DEMONSTRATION. On va montrer le résultat sous une hypotheése sensiblement plus faible :
on suppose que X,, € L* (cette condition ne dépend que de la loi des X,,, comme la précédente).
Bien entendu, si |X,,| < M pour presque tout w, on a E(|X,|*) < M*, donc il s’agit bien d'un
affaiblissement.
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La méthode de démonstration est similaire a celle du lemme de Borel-Cantelli. On considere
la série X x A
E ‘ - E(Xl) )
n
n>1
qui est une variable aléatoire a valeurs dans [0, +00]. Le résultat voulu sera démontré si l’on par-
vient & démontrer que la série converge presque sirement : en effet, dans ce cas le terme général
doit converger vers 0 presque siirement, ce qui est la conclusion du théoreme. Similairement, la

série converge presque surement si
X, +...4 X 4
(3.19) /Z ‘M — B(x)| dP =
>1 n

Posons Y,, = X,,— E(X,) = X,,— E(X1), donc E(Y,,) = 0. Le terme général de la série (3.19)
est

Xy +---+ X 4
Z/‘M—E(Xl) dP < +o0.
n>1 n

1 1 _ _
APVt 4 V) = S BV V) (Vi 4o+ 1))

En développant la puissance quatrieme on fait apparaitre par linéarité¢ des termes du type
E(Y,Y,Y,Y;). Or pour des variables aléatoires indépendantes X et Y ona E(XY) = E(X)E(Y)
(Exercice 2.3.6) et de plus X* et 3:/1’ sont indépendantes pour tout a > 1, b > 1 (Proposi-
tion 1.2.11, (2)), et méme Y,Y; et ¥, Y; sont indépendantes si {p, ¢} N{r, s} = 0 (Exercice 1.2.12).

Ainsi, par exemple, si p, ¢, r et s sont distincts on a

E(Y,Y,Y,Ys) = E(Y,)E(Yy) E(Y;)E(Y;) = 0,
etsip#q,7r=s,0na
E(Y,Y|Y,[*) = E(Y,) E(Y)E(|Y;[) =0, etc
et finalement tout les termes E(Y,Y,Y,Y;) sont nuls sauf ceux du type E(YZ?YJQ) ou E(|Y;Y;|?)
avec i # j et ceux du type E(|Y;|*). Comme les Y; sont uniformément distribuées, on a

E(Yi[Y) = B(IY), E(Y2YP) = [B(Y2)P et E(YY)?) = E(Yi)

et il vient finalement en comptant les différents types de termes restants

1 1 _
S+ 4 Yl = = (3 BOYIY +2) BOPYY) +4 ) B(YY;P))
i i i#]

= %(TLE(Y%) + n(n — 1)‘E(Y12)’2 + Qn(n _ 1)E(‘Y1‘2)2)

Par comparaison avec les séries convergentes > n =2 et > n =3, on en déduit que la série (3.19)
converge. O

EXEMPLE 3.2.9. (1) Voici d’abord un exemple d’utilisation du lemme de Borel-Cantelli
(assez artificiel 7) Considérons le jeu de pile ou face répété un grand nombre de fois, comment
décrit ci-dessus, modélisé par une suite de variables aléatoires X,,, supposées avoir comme loi
commune la loi de probabilité donnée par (3.15). Divisons les expériences Xy, ..., X,,...en
blocs successifs de longueur 2k, £ > 1. Le premier bloc est donc donné par Xi, Xo, le second
par X3, ..., Xg, etc...

Considérons I'événement A = {il y a autant de pile que de face dans le bloc k}. Les A
sont indépendants parce qu’ils sont définis en fonction des valeurs de X,, pour n appartenant a
des ensembles disjoints pour différentes valeurs de k.

Quelle est la probabilité de Ay 7 Sil’on considere la suite (Y7, . .., Yo ) des variables aléatoires
définissant Ay, on a w € Ay, si et seulement si

[{i <2k | Yi(w) =p} =k
Chacune des suites de 2k symboles étant équiprobable, on a donc

ay
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ou aj est le nombre de sous-ensembles a k éléments dans un ensemble de 2k éléments, donc
_ (2k

ar = (%)
Comme

et (2.1‘7) < (Qkk) pour 0 <7 < 2k, on a

7

2k
22k L 2k
()
et donc P(Ay) > (2k)~ L

En particulier la série Y P(Aj) diverge et on conclut qu’il existe des blocs arbitrairement
longs de tirages qui sont exactement équilibrés.

(2) Soit b > 2 et X, la suite de variables aléatoires correspondant au développement en base
b. Les X,, sont bornées donc le Théoreme 3.2.8 peut étre appliqué. Considérons plutot un chiffre
dp fixé et soit x la fonction caractéristique de dy € R. Les variables aléatoires Y,, = x(X,) a
valeurs dans {0, 1} sont encore indépendantes (Proposition 1.2.11) et de méme loi donnée par
b—1

b

Danscecason Yy +---+ Y, = {k<n | X, =do}| et E(Y,,) = b~! donc la loi des grands

nombres dit que presque strement on a
< | Xo = do}] _ 1

lim -
n—-+oo n b’

1
P(Y,=1)= 5, et P(Y,=0) =

c’est & dire, traduit en termes concrets, pour presque tout z € [0,1], il y a la méme proportion
1/b de chaque chiffre 0, ..., b — 1, dans le développement de z en base b.

Puisque une intersection d’événements presque strs ’est également, on peut méme dire que
presque tout = posséde cette propriété dans toute base b > 2. Un tel x € [0, 1] est dit normal en
toute base b.

Noter que de ce point de vue, on peut juger de la complexité de I’ensemble exceptionnel des
réels x € [0, 1] pour lesquels cette propriété est fausse... Tout les rationnels en font évidemment
partie (dans une base b = 10* assez grande, par exemple, leur développement ne comporte qu’un
seul chiffre & partir d’un certain rang...)

Il est d’ailleurs significatif qu’il soit extrémement difficile de fournir un seul exemple explicite
de nombre réel normal en toute base b, bien que 'on ait montré que presque tous possedent
cette propriété ; bien que ’on conjecture que de nombreuses constantes naturelles (par exemple,
m — 3) soit normales en toute base, aucun exemple « concret » n’est connu & I’heure actuelle.

De maniere générale, la loi des grands nombres suggere encore de nombreuses questions.
La premiere est de savoir si 'on peut affaiblir hypothese X,, € L%, puisque I’énoncé ne re-
quiere que l'existence de I’espérance. C’est en effet le cas, comme ’a démontré Kolmogorov : la
démonstration est cependant nécessairement plus délicate.!

Une autre question est : & quelle vitesse est-ce que les sommes S, /n = (X1 + -+ X,,)/n
s’approchent de lespérance F(X;)? Supposons, quitte a considérer Y,, = E, — E(X,), que
E(X,) = 0. La question devient : quel est 'ordre de grandeur de S, /n quand n — +oo?

On peut voir que la preuve du Théoreme 3.2.8 fournit en fait un énoncé plus fort : toujours
si B(X,)=0,o0na

S

n A~
— — 0 presque strement
n

L Un élément essentiel de la démonstration est linégalité de Kolmogorov qui est le sujet de I’Exercice 3 de
I’examen partiel.
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pour tout @ > 1/2 (il faut 4o > 2). Il se trouve que ce n’est pas un hasard et que le bon ordre de
grandeur de S, est effectivement y/n, en un certain sens, plus faible que la convergence presque
stire, et différent également de la convergence en probabilité.

Remarquons que E(n~/2S,) = 0 et V(n~'/28,) = V(X1), ce qui montre que n~'/28,
est d’espérance 0 et variance constante pour tout n > 1 , et suggere l'existence d’une loi de
probabilité ayant cette espérance et cette variance dont S, devient « proche »! C’est 1a le
contenu du théoreme central-limite.?

THEOREME 3.2.10. Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
uniformément distribuées, telles que X, € L*(Q) et dont lespérance est E(X,) = 0. Soit
o =V(X,) la variance des X,,. Pour tout a € R, on a

<X1+---+Xn
Pl— M
NG

t2
<a e 2odt

)
210 J]—c0,q]
quand n — 400.

REMARQUE 3.2.11. La loi de probabilité po, sur R donnée par
1
Moo =" ong

est appelée la loi normale centrée de variance o, ou loi gaussienne centrée de variance o. Il n’est
pas évident que [ dug, = 1, cela sera démontré plus tard, cf. Chapitre 4.

Le type de convergence dans ce théoreme est appelé la convergence en loi. 1l s’agit d’une
notion plus faible que la convergence en probabilité (dans la situation du théoreme central-
limite, il est possible de montrer que S, /n — E(X7) ne converge jamais en probabilité). Cette
notion est développée dans la Section 5.6.

t2
e 20d\

Le théoréme de la limite centrale sera démontré dans la Section 9.2 finale du cours.

3.3. Fonctions définies par une intégrale

Une des utilisations les plus fréquentes de 'intégrale est pour définir d’autres fonctions en
intégrant une fonction de deux variables par rapport a I'une d’entre elles seulement. En raison
de V'effet de moyenne provoqué par l'intégration (en général), ces fonctions ont des propriétés
de régularité souvent tres agréables.

Soit (X, d) un espace métrique, Bx la tribu borélienne associée, (Y, M, 1) un espace mesuré.
Soit

h: XxY—-C
une application mesurable (pour la tribu produit Bx ® M) telle que pour tout x € X fixé, la
fonction h, : y — h(z,y) est p-intégrable. On peut alors définir une fonction f : X — C par
intégration sur Y :

fa) = /Y Wz, 9)du(y).

La fonction h(z,y) est parfois appelée le « noyau ».

Pour établir des propriétés de régularité de f, il est nécessaire de renforcer I’hypothese
d’intégrabilité des fonctions h, en introduisant une condition plus forte de domination similaire
A celle qui intervient dans le théoréme de convergence dominée : on suppose qu'il existe g € L' (1)
telle que

(3.20) |h(z,y)| < g(y)

pour tout (z,y) € X x Y.
Dans ces conditions on a d’abord un énoncé simple de continuité sous le signe somme.
2Historiquement (comme me 'a indiqué E. Charpentier), en allemand, le théoréme central de la théorie des

probabilités concernant la limite etc...
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PROPOSITION 3.3.1. Soit xg € X et supposons que pour presque tout y € Y, la fonction
h(vy) T h(xay)

sur l’espace métrique X soit continue en xqg. Alors f est continue en xg.

DEMONSTRATION. Puisque X est un espace métrique, la continuité peut étre testée & ’aide
des suites, et il suffit de montrer que pour toute suite =, — xo, on a f(z,) — f(zo).

Pour cela, soit u, : Y — C la fonction u,(y) = h(zn,y). Par hypothése on a u,(y) =
h(xn,y) — h(xo,y) pour presque tout y, et de plus |u,(y)| < g(y) avec g € L'(u). On peut
donc appliquer le théoreme de convergence dominée et obtenir

lim Un(y)du(y) = /Yh(:no,y)d,u(y), cest adire lim f(z,) = f(zo),

n—-+o0o Y n—-+o0o

d’ou le résultat. O

Souvent la fonction A(-,y) sera continue sur tout X, et alors f sera continue automatique-
ment sur X, mais le cas général peut étre utile.

EXEMPLE 3.3.2. Prenons Y = [0,1] muni de la mesure de Lebesgue notée dy, et pour
f € LYY), soit g : [0,1] — C la fonction « primitive »

g(x) = /Oxf(y)dy-
On peut écrire
g(x) = /Y h(z, y)dy
avec h(z,y) = f(y)X[o,2)(y). La fonction h vérifie
[h(z,y)| < |f(y)| pour tout z € [0,1],
or f € L*([0,1]) donc (3.20) est vérifiée. De plus pour y fixé on a

fly) si0<y<z
0 sinon

h(z,y) = f(¥)X[0,2(¥) = {

qui est continue en xq si xg # y (elle est alors constante au voisinage de zg), en particulier pour
presque tout y. D’apres la proposition, la fonction g est donc continue sur [0,1]. Noter que f
n’est pas forcément bornée et donc la méthode usuelle pour borner f(x+ h) — f(x) en majorant
f n’est pas applicable.

Si X = I est un intervalle de R (avec la métrique induite, bien évidemment) on peut
demander de plus si f est dérivable. Il faut bien str ajouter une hypotheése pour cela (en plus
de (3.20), toujours supposée vraie).

PROPOSITION 3.3.3. Supposons que X = I C R est un intervalle ouvert et qu’il existe
g1 € LYY, i) telle que pour presque tout y € Y, la fonction

h(-,y) : I — C
est dérivable et sa dérivée vérifie
d
hlw.y)| < ).

(3.21) -

Alors f est dérivable sur I et on a

F@) = [ ohlendnt).

Autrement dit, sous une hypothese raisonnable, on peut « dériver sous le signe d’intégration ».
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DEMONSTRATION. Notons
d
fila) = | bl )duty).

qui est bien définie d’apres 'hypothese.
Soit zp € I fixé. Il existe un intervalle ouvert J =| — «, af tel que g + 0 € I pour 6 € J.

Considérons la fonction ¢ : J x Y — C telle que
h(zo + 6, h) — h(zo,y)

%h(xo,y) sid =0.

Pour presque tout y € Y fixé la fonction 1(,y) est continue en 6 = 0 par définition méme
de la dérivabilité de h(-,y) en zp.
Vérifions alors I'hypothese (3.20) : pour 6 =0, on a

%0, 9)] < 91(y)
d’apres (3.20) et pour § # 0, il existe n € [0, 1] tel que
h(xg + 0,y) — h(zo,y
w(o,y)| = |20+ 89 Mo y)
= ‘ih(mo +nd y)‘ < 91(y)
dx ’

d’apres le théoreme des accroissements finis. Ainsi (3.21) est valide pour ¢ avec g = g;.
Par la proposition précédente, la fonction

o(0) = /Y (6, 9)dp(y)

est donc définie et continue en 0. Comme

sid#0

¢(0) = [ -0 )duty) = flao),

et pour § # 0
xo+0)— f(z
o(6) = f(zo ; S 0),
la limite () — ¢(0) signifie que f est dérivable en zg avec f'(xo) = fi(xo). O

3.4. Un exemple : la transformée de Fourier

Les résultats de la section précédente s’appliquent souvent tres facilement. Ici nous donnons
simplement la définition et les propriétés les plus simples de la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable sur R, qui sera étudiée plus en détail dans les Chapitres 7 et 9.

On définit d’abord la fonction ¢ : C — C par

(3.22) e(z) = 2™,
Cette fonction cousine de I’exponentielle vérifie
e(x+y)=-e(x)e(y), e(x+1) =e(x) et le(x)|=1siz e R
(c’est pour avoir une fonction de période 1 que I'on modifie ainsi I’exponentielle). De plus

e(r) =1 si et seulement si z € Z.

DEFINITION 3.4.1. Soit f € L'(R). La transformée de Fourier de f est la fonction f : R —
C telle que

ft) = /R F(w)e(—yt)dy.
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REMARQUE 3.4.2. D’autres normalisations sont aussi utilisées, comme

ixt —ixt L —ixt
/Rf(l’)e dz, /Rf(a:)e dx, \/%/Rf(a:)e dz, etc...

C’est la derniére qui apparait dans [R]. La normalisation choisie ici a ’avantage de don-
ner une formule d’inversion simple (cf. Section 7.3). Les trois autres ci-dessus se retrouvent
facilement : elles sont de la forme, respectivement

A A 1 .
—t/2m), t/2m), ——f(t/2m).
ftfm), ), =i/
PROPOSITION 3.4.3. (1) Soit f € L*(R). Alors f est une fonction continue bornée sur R
telle que

(3.23) 1 Flloe < 11

(2) Si la fonction g(x) = xf(x) est une fonction intégrable, alors f est de classe C* sur R
et

F(t) = =2img(2).
(3) Si f est classe C, f(x) — 0 quand |v| — +oo et g = f' € L*(R), alors

G(t) = 2imtf(¢).

DEMONSTRATION. La transformée de Fourier est une fonction définie par une intégrale
comme a la section précédente, avec h(t,y) = f(y)e(—yt). Comme |h(t,y)| = |f(t)| pour z € R,
la condition (3.20) est vérifiée pour f € L'(R). De plus h est continue sur R pour tout y fixé
(c’est une constante multipliée par une fonction exponentielle) et la Proposition 3.3.1 montre
donc que f est définie et continue sur R.

De plus on a (3.23) comme application directe de (3.11) et |e(x)| = 1.

Pour (2), la fonction h est également dérivable sur R pour tout y fixé avec

d

dt

Si g € L'(R) on peut donc appliquer cette fois la Proposition 3.3.3 qui montre que f est
dérivable avec

(1) = ~2imyf (y)eyt) done | h(t,y)] < 2nlyf ()] = 2xlg(y)].

1) = /R Simyf(y)e(yt)dy = —2im(t).

Pour (3), si g = f/ existe et est intégrable et f — 0 & l'infini, alors on peut intégrer par

partie et obtenir
/f —yt) y—2mt/f yt)dy

(comme ici f est dérivable, I'intégration par partie releve de l'intégrale de Riemann; voir la
Proposition 5.6.5 pour une version plus générale). O

EXEMPLE 3.4.4. Soit f : R — C une fonction continue a support compact. Alors f est
intégrable, et de plus pour tout k > 1, la fonction x — z¥ f(z) est également & support compact
donc intégrable. Cela montre par récurrence que f est une fonction C*° et

A~

FO0 = (20" [ 5=t
Plus généralement ce résultat s’applique si la condition ci-dessus est vraie pour tout k, par
exemple pour f(y) = e ¥ ou bien f(y) = e V.

REMARQUE 3.4.5. L’inégalité (3.23) montre que 'application « transformée de Fourier »

{Ll(R)A — Cy(R)

f=f
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est continue et de norme < 1, ou Cy(R), l'espace des fonctions continues bornées sur R, est

muni de la norme || f||oo. En particulier, si f, — f dans L, alors f, — f en norme L™, c’est &
dire uniformément.

REMARQUE 3.4.6. Soit (2,3, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle sur
Q. La fonction caractéristique de X est la fonction ¢ : R — C définie par

o(t) = /QeithP = B(e™).

Comme |e"*X| = 1 puisque X est & valeurs réelles, ¢ est définie et la Proposition 3.3.1 montre
que c’est une fonction continue.

C’est une variante de la transformée de Fourier : si 4 = X (P) est la loi de X, on a

o(t) = /R e dp(y)

par (2.10). En particulier, si la loi u est de la forme y = fdA pour une fonction f : R — [0, +00[

(nécessairement intégrable puisque
/ fdp = / dP =1
R Q

o) =1(~5-).

Voir le Chapitre 9 pour les propriétés de la fonction caractéristique et ses applications.

par (2.10)), on a
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CHAPITRE 4

Mesure et intégration sur les espaces produits

Parmi les quatre problemes significatifs de 'intégrale de Riemann mentionnés dans le cha-
pitre introductif, nous pouvons voir maintenant que trois sont résolus de maniere essentiellement
satisfaisante : les opérations de passage & la limite, y compris de dérivation sous le signe [, se
font le plus souvent aisément, les intégrales sur R sont traitées sur un pied d’égalité avec celles
sur un intervalle compact, et une théorie des probabilités extrémement puissante découle non
seulement de I'usage de la théorie de la mesure, mais de toute la panoplie d’outils déja men-
tionnés. Il reste le second point de la discussion introductive, a savoir les intégrales en dimension
supérieure. La théorie de I'intégrale étant générale, il s’agit d’abord d’un probleme de construc-
tion de mesures intéressantes sur X x Y, étant données des mesures sur X et Y.

Nous allons donc présenter ici la résolution, caractéristiquement élégante, de ce probleme.

4.1. Mesure produit

Soient (X, M, u) et (Y,N,v) des espaces mesurés. L’espace produit X x Y est muni de la
tribu produit M ® N (cf. Définition 1.1.6) engendrée par les rectangles mesurables A X B avec
(A,B) e M x N.

On désire munir X x Y d’une mesure p ® v telle que, pour f : X x Y — C intégrable, la
formule d’interversion analogue de (0.6)

(4.1) //fxydy )du(z //fa:yd,u )dv(y)

soit valide. Appliquée & la fonction caractéristique f d’un ensemble mesurable C € M ® N, cela
suggere (et requiere) la formule suivante

(4.2) (1 ®v)(C) = /X y(t(C))dp() = /Y H((C))dv(y)

(4.3) t:(C)={y | (z,y) eC}=CnN{z} xY)CY
(4.4) tC)={z | (z,y) eC}=CN(X x{y}) CX

sont les « tranches » horizontales et verticales (si 'on veut) de I’ensemble C, cela provenant des
formules

/Yf(l"»y)d’/(y) =v(t,(C)) pour tout x € X

/X f(z,y)du(x) = p(t(C)) pour tout y € ¥

pour les intégrales de f = y¢ a x ou y fixé.

Ainsi (4.2) fournit a priori une définition de la mesure désirée. Il faut cependant vérifier
qu’elle a un sens, c’est a dire que les fonctions positives x +— v(t,(C)) et y — u(tY(C)) sont
mesurables pour M et N respectivement ; et que les deux définitions de ce qui devrait étre
la méme mesure sont effectivement équivalentes. On note déja que si C = A x B est 'un des
« rectangles » engendrant M ® N, on a bien I'identité voulue puisque

//Xca:ydv )du(z //XCrcydM z)dv(y) = p(A)v(B)



dans ce cas.

Avant d’énoncer le premier résultat, rappelons la définition d’une mesure o-finie, qui est
indispensable dans la théorie des mesures produits (cf. Définition 1.2.1) : p sur X est o-finie s’il
existe une suite (X,,) de sous-ensembles mesurables de mesure u(X,) < +oco dont la réunion
est X. Voir 'Exemple 4.1.7 ci-dessous pour constater que (4.2) ne peut fournir une mesure
convenable sans hypothese supplémentaire.

Les propriétés élémentaires suivantes de 'opération « tranche » peuvent étre notées tout de
suite. On les vérifie immédiatement, et I’on peut aussi noter que par définition on a t,(C) =
iz /(C) (resp. t¥(C) = j; 1 (C)) ot iy : ¥ — X x Y est donnée par y — (z,y) (resp. j, : X —
X XY est donnée par x — (z,y)), et appliquer alors (1.2).

LEMME 4.1.1. Pour tout x € X fizé on a

(4.5) (X XY)=C) =Y — t,(C)

(4.6) t (U Ci) = Jt(Cy)
el el

(4.7) tx<ﬂ ci) = N t(Co)-
i€l i€l

PROPOSITION 4.1.2. Soient (X, M, u) et (Y,N,v) des espaces mesurés.

(1) Si C e M N, la tranche t,(C) CY appartient a la tribu N pour tout x € X, ou de
maniere équivalente, pour tout x € X, Uapplication i, : Y — X X Y est mesurable.

Supposons de plus que Y est o-fini.

(2) Dans ce cas la fonction positive

x — v(ty(C))

est M-mesurable pour tout C € M @ N.
(3) L’application

MON — [0, +o0]
Cr / o(t(C))dp()
X

qui est bien définie pour ces raisons est une mesure sur M @ N

(4.8)

DEMONSTRATION. Si (1) et (2) sont acquis, le point (3) est une conséquence immédiate. En
effet posons

(C) = /X V(2 (C))dpa(x) pour C € M & .

Clairement 7()) = 0, et si (Cy,), n = 1, est une suite de parties mesurables disjointes d’union
C' dans la tribu produit, par le lemme et ’additivité de v il vient

v(t(C)) = Y v(ta(Cn))
n>1
pour tout x, et par le théoreme de convergence monotone
T(C) = [ S vt Coduta) = [ vita(Ca)ldn(o) = S 7(Co).
X n>1 n>17X n>1

Pour montrer (1), on considere = fixé. Dire que i, est mesurable signifie que iz 1(C) € N
pour tout C € M®N. Par le lemme 1.1.8, il suffit (par définition de la tribu produit) de vérifier
que iz 1(C) € N si C = A x B est un rectangle mesurable. Mais alors

0 sizgA
4.9 i, 1 (C) =t,(C) =
(19) i(C) A){B e

qui appartient toujours a N.
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L’idée pour montrer (2), similaire & celle de la preuve du Lemme 1.1.8, est de considérer
I’ensemble des parties C € M QN vérifiant les conclusions demandées, et de montrer qu’il s’agit
d’une tribu contenant les rectangles mesurables. Soit donc

O={CeMN | z— v(t;(C)) est M-mesurable}.

Les rectangles mesurables C' = A x B appartiennent a O d’apres (4.9) puisque

0 sixz ¢ A
v(B) size€A

donc z — v(ty(A x B)) est méme étagée.
SiCeOetD=X xY —C est son complémentaire on a t;(D) =Y — t,(C) : la mesure
de cet ensemble n’est pas calculable directement si v(Y') = v(t,(C)) = +oc.

lere étape : On suppose d’abord que v(Y) < +oc.

11 vient donc v(t;(D)) = v(Y) — v(tz(C)), une fonction mesurable de x, donc O est stable
par complémentaire. La stabilité par union, méme finie, n’est pas non plus évidente. On constate
que O vérifie les conditions suivantes :

(1) O contient les rectangles mesurables;

(2) O est stable par complémentaire ;

(3) O est stable par réunion dénombrable disjointe ;

(4) O est stable par union (resp. intersection) dénombrable croissante (resp. décroissante).

Le point (3) provient de la formule

1/(1596 <nL>J1 C’n)> = Z v(t,(Cp)) siles C), sont disjoints

nz

et de la mesurabilité des limites de fonctions mesurables. De méme (4) provient de la formule

v(t(UJ Cn)) = tim_v(ta(Ca)

n>1

siCi cCyC...CC,...est une suite croissante d’éléments de O, le cas de 'intersection s’en
déduisant par passage au complémentaire en utilisant I’hypotheése v(Y) < +oc.

En particulier, avec la terminologie du Lemme 4.1.4 ci-dessous, O est une classe monotone
contenant ’ensemble £ des réunions finies de rectangles mesurables! ; ce dernier ensemble est une
algébre d’ensembles, c’est a dire qu’il est stable par complémentaire, union finie et intersection
finie : si C1 = A; X By et Cy = Ag x By sont des rectangles, on a (faire un dessin!)

(410) CinNCy = (A1 N AQ) X (Bl N Bg) €€
(411) XxY-C = ((X—Al) X (Y—Bl)) U ((X—Al) X Bl) @] (A1 X (Y—Bl)) e&
(412) ClUCQZ(XXY)—{(XXY—Cl)ﬂ(XXY—CQ)}EE,

et donc le lemme appliqué & O et A = & implique que O D o(£) = M @ N, comme désiré.
2¢me étape : On suppose seulement que Y est un espace mesuré o-fini. Soient Y, € N,
n = 1, tels que
Y = Vet v(¥;) < +oo.
n>1

On peut évidemment supposer que les Y,, sont disjoints. Pour tout C € M QN et z € X,
on a une réunion disjointe

t(C) = [ J t2(C NYy) done v(t,(C)) = v(ta(C N Y;)).

n>1 n>1

1 Une union finie de rectangles peut se réécrire comme une union finie disjointe de rectangles, cf. les formules
ci-dessus...
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D’apres la premiere étape appliquée a X x Y,, (avec sur Y, la mesure qui est induite par v,
donc finie) au lieu de X x Y, chacune des fonctions = — v(t,(C' NY,,)) est mesurable, et donc
la fonction x — v(t,(C)) et mesurable. O

Rappelons aussi que 1'on a déja vu que si C = A x B est un rectangle mesurable, on a
(4.13) | ©)duto) = w5,

COROLLAIRE 4.1.3. Avec les hypothése de la proposition, soit f : X XY — C une application
mesurable pour la tribu produit. Alors pour tout x € X fixé Uapplication t,(f) : y — f(z,y) est
mesurable pour N .

DEMONSTRATION. On a t,(f) = f o i, donc par composition, t,(f) est mesurable. O

Voila maintenant le lemme technique utilisé ci-dessus (appelé souvent théoreme de la classe
monotone).

LEMME 4.1.4. Soit X un ensemble, O un ensemble de parties de X telle que
(1) Si A, € O, et A, C Apyq pour tout n, alors |JA, € O;
(2) Si A, € O, et Ay, D Apy1 pour tout n, alors (A, € O.
Une telle partie est appelée une classe monotone. Alors si O D A, et si A est une algébre,
c’est a dire stable par complémentaire, réunion finie et intersection finie, on a

O Do(A).

DEMONSTRATION. Soit @' C O l'intersection de toutes les classes monotones contenant A :
il est immédiat qu’il s’agit encore d’une classe monotone (engendrée par A). Il suffit de montrer
que O’ D a(A). Pour cela il suffit de vérifier que O’ est elle-méme une algebre : en effet, si tel
est le cas, on peut transformer une union dénombrable en réunion croissante :

U Cn= U( U Cn>e(’)’

n>1 N>1 1<n<N

pour tout C,, € O, ce qui montre que O’ est une tribu contenant .A.

La vérification des trois propriétés de stabilité d’une algebre est similaire et fastidieuse :
tout d’abord, soit

G={ACX | X-Aec0};

on vérifie (parce que le complémentaire échange union croissante et intersection décroissante!)
que G D A est une classe monotone, donc G D ', et la stabilité par complémentaire de O’ en
découle.

Reste & montrer que pour A, B € O ona AU B € O. On procede par bonds : soit

Gi={ACX | AUB € O pour tout B € A}.

On a G; D A puisque A est stable par union finie, et on vérifie de nouveau que G; est une
classe monotone grace aux formules

(U An>uB: U (4.uB)

n>1 n>1
(ﬂ An) UB= () (4 UB);
n=1 n>1

donc G; D O, ce qui signifie que O’ est stable par réunion avec un élément de A.
Enfin on peut donc poser

Go={AC X | AUB € O pour tout B € O'}.

L’inclusion Go O A provient de 1’étape précédente, et on vérifie que G, est toujours une
classe monotone (ce sont les mémes formules que ci-dessus): donc Go D @', ce qui (avec une
récurrence immédiate) montre la stabilité de @’ par union finie... O
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Appliquant la Proposition 4.1.2 apres avoir échangé 1’ordre des facteurs X et Y, on voit que
si X et Y sont tout deux o-finis, alors t¥(C) € M pour tout y, y — p(tY(C)) est mesurable et

(4.14) C e / (#(C))dv(y)
est une mesure.

PROPOSITION 4.1.5. Soient (X, M) et (Y,N') des espaces mesurables.

(1) Soient uy et po des mesures sur (X x Y, M @ N) telles que ui(C) = p2(C) pour tout
rectangle mesurable C = A x B, et telles qu’il existe une suite disjointe de rectangles mesurables
Cp x D, tels que

X xY = | (Cnx Dy) et pii(Cy x Dp) < +00.
n>1

Alors on a 1 = 9.

(2) En particulier, si (X M, u) et (Y,N,v) sont des espaces o-finis, les mesures définies sur
MRN par (4.8) et (4.14) coincident.

DEFINITION 4.1.6. Soient (X, M, pu) et (Y,N,v) des espaces mesurés o-finis. La mesure
produit pu ® v est la mesure sur M @ N telle que

(4 ®)(C) = /X V(1(C))dp(x) = /Y u(t(C))dv(y)
pour C € M@ N.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.1.5. L’argument pour le point (1) est similaire & celui

utilisé pour prouver la partie (2) de la Proposition précédente. Supposons tout d’abord que
(X xY)=p(X xY) < +o0.
Soit
O={CeMaN | 1(C)=pA(C)},
qui contient donc par hypothese les rectangles mesurables.
Les formules (4.10), (4.11) et (4.12) montrent que O D &, ou & est lalgebre des réunions

finies de rectangles mesurables. Enfin, si C), est une suite croissante de parties dans O, on a par
continuité de la mesure

m(U Cn) = Hm o (Cn) = lim a(Cy m(U C )

n>1 n>1

et de méme pour les intersections décroissantes (en utilisant p;(Ch) < pi(X X Y) < 400.)

En définitive, O est une classe monotone contenant £, et donc © > M®N par le Lemme 4.1.4
encore.

Dans le cas général restant a traiter, on a par hypothese

X xY =|J(Cnx Dy),

les Cy, x D,, étant disjoints et de mesure (p; ou pg) finie. Si C' C C, x D,, est un ensemble
mesurable, le premier cas implique p1(C) = u2(C). Pour tout C € M ® N, on a la réunion
disjointe dénombrable

C=J(Cn(CuxDn)

n>1

et donc par additivité des mesures il vient
1 (C) =D m(C N (Cnx D)) =Y 12(CN(Co x Dn)) = p2(C).
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Le point (2) est une application directe de ce qui précede : posons
(€)= [ v(ta(C)d(a)

12(C) = /Y V(t(C))dv(y)

pour C' € M®N. D’apres la Proposition 4.1.2, il s’agit bien de mesures, et de plus si C = Ax B
est un rectangle mesurable, on a u1(C) = p(A)v(B) = p2(C). Le point (1) permet donc de
conclure que p; = po. O

EXEMPLE 4.1.7. Il est effectivement nécessaire de supposer que X et Y vérifient une pro-
priété de finitude pour obtenir une bonne théorie de la mesure produit. Prenons en effet
X = [0,1] avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue A\ et Y = [0,1], mais avec la
mesure de comptage v sur la tribu A formée de toutes les parties de [0, 1], de sorte que v n’est
pas o-finie.

Soit D = {(z,z) | z € [0,1]} C X xY la diagonale. C’est un ensemble B®N-mesurable (car
B&N D B®B par exemple, et cette derniere tribu s’identifie, comme dans la Remarque 1.1.7, (3),
a la tribu borélienne sur [0, 1]?, donc contient le fermé D).

Les tranches t,(D) et tY(D) sont les singletons {(x,z)} et {(y,y)}. Ils sont bien mesurables
mais on a

(e (D)) =0 done. [ u(e(D))dv(y) = 0
Y
tandis que

v(ty(D)) = |tz(D)| = 1 donc / v(ty(D))dA(z) = 1.
X
Ainsi (4.2) n’est pas vérifiée dans ce cas.

REMARQUE 4.1.8. La mesure produit p ® v est elleeméme o-finie puisque
XxY:U@nan
n,m
avec (1 @ v)( Xy, X Vi) = (Xn)v(Ym) < 400 si Xy, (resp. Y;,) forment une décomposition de
X (resp. Y) en ensembles de mesure finie.
En particulier cela permet de construire par récurrence des mesures portant sur plusieurs

facteurs g ® - - - ® pp, si p; est une mesure o-finie sur X;. La Proposition 4.1.5 montre que cette
opération est associative

p1 @ (pe ® pg) = (1 ® pa) @ ps
puisque ces deux mesures coincident sur les rectangles.
Si f est une fonction sur X x Y, on note indifféremment

/Xfod('u@ V)= /X><Y J @, y)du()dv(y) = //fdudv

I'intégrale par rapport a la mesure produit.

4.2. Application aux variables aléatoires

Soit (2,3, P) un espace probabilisé : la mesure P est en particulier finie, donc on peut
construire la mesure produit P®" = P®---®@ P sur Q", qui est encore une mesure de probabilité.
Si X et Y sont des variables aléatoires sur €2, le vecteur Z = (X,Y) est une application
mesurable  — C2, avec la tribu B® B = Bg: sur C2. Soient y = X (P) la loi de X, v = Y(P)
celle de Y. La mesure Z(P) sur C? vérifie
Z(P)(C)=P(ZYC))=P(X € AetY € B)
pour C' = A x B un rectangle mesurable dans C?. La mesure produit u® v vérifie, par définition
(n@v)(C)=pu(A)v(B)=P(X € A)P(Y € B).
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D’apres la Proposition 4.1.5, on a par conséquent la caractérisation suivante de variables
indépendantes :

LEMME 4.2.1. Soit (2,3, P) un espace probabilisé.
(1) Des variables aléatoires X et'Y sont indépendantes si et seulement si

(X,Y)(P)=X(P)®Y(P).

(2) Plus généralement, une famille (X;)ier de variables aléatoires est indépendante si et
seulement si, pour tout n > 1 et tous indices distincts i1, ..., in, ON G

(Xiys oo Xip)(P) = X3 (P) @ -+ ® X5, (P).

Cette caractérisation est souvent plus maniable que la définition originale. Elle permet
de démontrer facilement les propriétés telles que celles de la Proposition 1.2.11 et de I’Exer-
cice 1.2.12. Par exemple, pour ce dernier cas, soient (X;), 1 < i < 4, des variables aléatoires
indépendantes, ¢; : C?> — C et ¢y : C? — C des applications mesurables, et posons

Y = p1(X1,X2), Z = p2(X3,X4). On veut montrer que Y et Z sont indépendantes. Notons
Y = (¢1,p2) : C* — C, et u; = X;(P) les lois des X;. On a par (1.10) et indépendance

(Y, 2)(P) = (X1, Xo, X3, X4)(P) = ¥u(p1 @ pi2 @ ps ® pua).
Mais on a le lemme utile suivant, énoncé tres généralement.

LEMME 4.2.2. (1) Soient (X;, M;, i1;), pouri =1, i = 2, des espaces mesurés avec p;(X;) <
+o00, (Y;, N;), des espaces mesurables et

Y= (Y1,92) : X1 x Xo = Y1 X Y5
une application mesurable pour les tribus produits. On a alors
Vi (1 @ p2) = Y14(p1) ® P2 (pi2)

surY; x Ys.
(2) Soit (X, M, ) et (Y,N,v) des espaces probabilisés et p : X xY — X la projection. On

p(p®v) = p.
DEMONSTRATION. (1) Pour tout C = A x B € N7 ® Na, on a selon les définitions mémes
bi(pn © p2)(C) = (1 © p2) (¥~ H(C))
= (11 @ p2) (%71 (A) x ¥y ' (B))
= m (7 (A)pa(vy " (B))
= 1,4 (1) (A) 2,4 (12) (B)
= (Y1, ®Y2,4)(A x B)
donc le résultat découle de la Proposition 4.1.5 puisque de plus
i1 @ p2) (Y1 x Y2) = 111 (X1)p2(Xz) < +o0.
(2) De méme on a pour tout C' € M
Pl V)(C) = (1 V)~ (C)) = (1@ V)(C X V) = u(CIWY) = u(C).

En utilisant le premier point de ce lemme il vient dans la situation ci-dessus
(Y, Z)(P) = hu(p1 @ pr2 @ p13 @ pia) = (1 @ p2) @ (3 @ p14))
= P14 (p11 ® p2) @ P2.4(13 @ pa)
= @1+(X1, X2)(P) ® p2.4(X3, X4)(P)
=Y(P)® Z(P),
donc Y et Z sont indépendantes par le Lemme 4.2.1.
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Les mesures produits permettent aussi de construire des variables aléatoires indépendantes
dont les lois sont données.

PROPOSITION 4.2.3. Soient n > 1 un entier et u;, 1 < i < n, des mesures de probabilité
sur (C,B). Il existe un espace probabilisé (Q, 3, P) et des variables aléatoires Xy,..., X, sur
Q telles que la loi de X; est p; et les (X;) sont indépendantes.

DEMONSTRATION. Soit (€;, 3;, P;) un espace probabilisé quelconque avec une variable aléatoire
Y; telle que Y;(P;) = p; (par exemple, (24,35, Pi) = (C, B, i1;) avec Y;(z) = z convient).
On pose alors 2 = Q1 X -+ x Q,, muni de la tribu X produit des ¥; et de la mesure de
probabilité
P=P® - --QPF,.

Soit alors X; = Y;(p;) ou p; : 2 — € est la i-eme projection. Les variables aléatoires (X;)
répondent & la question.
En effet, tout d’abord on a (Lemme 4.2.2, (2)) X;(P) = Y;(FP;) = p;, et aussi (Lemme 4.2.2, (1))

(X1,.. . X)) (P) = (X1,.... X)) (PL®- @ P,) = X;(P) @+ ® X,,(P)

donc les (X;) sont indépendantes. O

Cela s’applique en particulier si u; = p est fixée, et donne donc des vecteurs indépendants
(X1,...,X,) arbitrairement longs de variables aléatoires de méme loi. Bien entendu, comme la
Loi des Grand Nombres du chapitre précédent et des problemes similaires suggerent, on voudrait
aussi pouvoir fournir un tel énoncé pour une famille infinie. Cela est possible, mais demande
un peu plus de travail, comme on le verra dans le Théoreme 5.6.8.

Voila cependant une application intéressante de ce premier résultat d’existence.

THEOREME 4.2.4. Soit f : [0,1] — R une fonction continue, et pour n > 1 soit B, le
polynome

B, = i <Z>f(:)Xk(1 — X)"* e R[X].
k=0

Alors (By,) converge uniformément vers f sur [0, 1]

Il s’agit donc d’une version completement constructive du théoreme d’approximation de
Weierstrass dans le cas de U'intervalle [0, 1].

DEMONSTRATION. La preuve dépend d’une interprétation probabiliste de By, (z). Soit x €
[0,1] fixé, et supposons données des variables aléatoires X1, ..., X, a valeurs dans {0, 1},
indépendantes et de méme loi X;(P) = p, telle que

pa({0}) =1 —w et pa({1}) = x.
Notons que F(X,) = E(X1) =z et V(X,) =V (X)) =2(1 — ).

On a alors la formule

(4.15) Bu(z) = E(f(u»

n

En effet, la variable aléatoire S,, = X1 + - -+ + X,, prend ses valeurs dans {0,...,n}, donc
f(Sp/n) prend ses valeurs dans l’ensemble des f(k/n), 0 < k < n, et

(4.10 () S (BYpis, -
k=0

n
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L’événement S,, = k correspond & avoir k exactement des valeurs X;, 1 < i < n, égales a 1,
et le reste & 0. Du fait de l'indépendance des (X;) et de la loi des X;, on a

P(Sn :k) = Z P(Xi1 = 1)"'P(Xik = 1)P(Xj1 :0)...P(Xjnfk :0)
\T|=k
= (Z) (1 —z)nk
(oul = {i1,...,i} parcourt les sous-ensembles de {1, ...,n} de cardinalité k et J = {j1,..., Jn—r}

est le complémentaire de I). Ce calcul et (4.16) établissent la formule (4.15).

On a de plus E(S,/n) = E(X;1) = z, et la loi des Grands Nombres rend naturel de penser
que E(f(Sp/n)) — f(x). Mais il n’est pas nécessaire de faire appel aux résultats du chapitre
précédent.

Ecrivons

Bata) — f@) =B (1(22) - £((2)))|

L’idée est alors la suivante : si S, /n est proche de son espérance, la contribution correspon-
dante sera petite par continuité uniforme de f; et quand au reste, c’est un événement de faible
probabilité (& cause de la loi faible des grands nombres, si ’on veut).

Précisément, soit ¢ > 0 quelconque. Il existe, par continuité uniforme de f, un § > 0 tel que
|z — y| < ¢ implique |f(x) — f(y)| < . Notons A ’événement

A ={|Sp/n— E(S,/n)| < d}.
On a

(4.17) \/A (f(%) . f(:c))dP’ < /A ’f(%) . f(a:)’dP <eP(A) <,

et sur le complémentaire B = — A on a

(4.18) [ (1(52) - 1@)ar| <211PB),
et par I'inégalité de Chebychev (3.17) avec p = 2 il vient
P(B) = P(|Sy/n — E(S,,/n)| = 0) <2V (S,/n) =n"162V (X)) <n 152
(méme calcul que (3.16) et V(X;1) = 2(1 —x) < 1). En conclusion on a
|Bu(x) — f(2)| < &+ 2| flloon™ 072

Pour tout n assez grand (e, et donc J, restant fixés), on a donc | By, (x) — f(z)| < 2¢, inégalité
valable pour tout x qui montre que B,, converge uniformément vers f comme annoncé. O

REMARQUE 4.2.5. Cette preuve illustre un certain nombre de points intéressants : ainsi, il
n’a jamais été nécessaire de spécifier ’ensemble 2 qui sert de support aux calculs probabilistes,
et la construction particuliere des variables aléatoires X, est également sans importance. La loi
méme peut étre variée du moment que E(X,,) = = et V(X,,) est bornée indépendamment de
x , et alors on aura 1’énoncé plus général

E(f(Sn/n)) — f(z)

uniformément sur [0, 1], mais en général, bien entendu, la suite de fonctions g, = E(f(Sn/n))
(qui dépend de x via le choix de la loi des X,,) n’est pas une suite de polynome.
Le point crucial est donc bien I’existence de la suite de variables indépendantes...
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4.3. Le théoréme de Fubini—Tonelli

La construction de la mesure produit a la Section 4.1 permet d’écrire la formule d’interver-
sion (4.1) pour une fonction f qui est la fonction caractéristique de C € M @ N. On en déduit
la formule générale par linéarité, positivité et passage a la limite suivant un canevas maintenant
habituel.

C’est le contenu du théoreme de Fubini-Tonelli, que voici.

THEOREME 4.3.1. Soient (X, M, pu) et (Y,N,v) des espaces mesurés o-finis. On munit
X XY de la tribu produit.
(1) Si f : X xY — [0, +00] est mesurable, alors les fonctions positives

xH/ f(z,y)dv(y)
Y
yH/Xf(w,y)du(x)

sont mesurables pour M et N respectivement, et on a

(419) | tawen = [ ([ f@naw)due

= [ (] duta))aviw).

(2) Si f : X xY — C wvérifie f € L'(u ® v), alors pour presque tout y € Y, la fonction
tY(f) : v f(x,y) est u-intégrable, pour presque tout x € X, la fonction t,(f) : y — f(x,y)
est v-intégrable, les fonctions

xH/ f(z,y)dv(y)
Y
y o /X F () ()

sont respectivement v-intégrables et p-intégrables, et

(4.20) | sawen = [ ([ )i

= [ ([ 1@t o).

(3) Si f : X XY — C est telle que
o [ Ifldvty)

est pu-intégrable, alors f € L' (p @ v).

Les opérations f — t,(f) (assogiant une fonction de la variable y & une fonction de deux
variables) vérifient les propriétés formelles évidentes suivantes, o x € X est quelconque :

te(af + Bg) = ate(f) + Bta(g)
t:c(f):t = t:c(fi)
Si f < g alors t,(f) < t.(9)
Si f, — f en tout point, alors t;(f,) — t.(f)

(et similairement pour f +— tY(f)).

DEMONSTRATION. (1) Comme on I'a déja remarqué, I’énoncé est valide par définition de
la mesure produit si f = x¢ est la fonction caractéristique de C' € M ®@ N, puisque alors
to(f) = v(tz(C)) et t¥(f) = p(t¥(C)). Par additivité pour I'intégrale et les opérations tranche,
il reste valide pour toute fonction étagée positive s.
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Soit f > 0 quelconque et soit alors (s,) une suite croissante de fonctions étagées positives
telles que s, < f et sp(z,y) — f(z,y) pour tout (x,y) € X x Y. D’apreés les propriétés ci-
dessus, pour tout z € X fixé les suites ¢,(s,) convergent en croissant vers t,(f). Cela montre
que t;(f) : Y — [0,400] est mesurable (ce qui est aussi le Corollaire 4.1.3). D’apres le théoreme
de convergence monotone on a d’une part

/tx(f)duz lim ty(sn)dv
Y

n—-+o00 Y

pour tout x et d’autre part cette limite est également croissante, donc une seconde application
du théoreme de convergence monotone donne cette fois

/X/th(f)du(y)du(x):nETw/)(th(Sn)dy(y)dﬂ(m)

= lim spd(pn ® v) (cas des fonctions étagées)
n—-+0oo XxY

~ [ rdwew)
XXY

la derniere étape étant une troisieme application du théoreme de convergence monotone a la
suite s,, — f. Cela montre la premiere formule de (4.19), et la seconde est vraie en échangeant
XetY.

(2) Soit f € LY(u®v). Par le Corollaire 4.1.3, les fonctions ¢, (f) sont mesurables pour tout
x. Comme de plus on a d’apres (4.19)

/Xxy|f|d<u®v>= /X ( /Y (. y)ldv(y) ) du(x) < +oc,

il s’ensuit que la fonction de x intégrée dans le membre de droite est presque partout finie, c’est
a dire que t,(f) € L'(v) pour presque tout € X. En un tel 2 on a

(4.21) /Y F(a y)dv(y) = /Y (/v (y) — /Y (/7 )dv(y),

et d’apres (1) toujours cela montre que z — [ f(x,y)dv(y) (définie presque partout) est mesu-
rable, et comme

/‘/fxydy )d“ //|f$y|dV( Ydp(z) < +oo,

cette fonction est méme p-intégrable. Intégrant alors (4.21) sur X, et faisant appel a (1) encore,

il vient
//facydu Ydp(x //tmerdu )dp(x //tz “)dv(y)dp(z)
Z/Xxyfd(uéw),

ce qui est (4.20). Comme ci-dessus la seconde formule provient de I’échange de X et Y.
(3) D’apres (1), la condition indiquée implique que

/nyﬂd(“@”) :/X (/Y!f(%y)ldu(y))du(x) < 1o

donc que f € L' (p®@v). O
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REMARQUE 4.3.2. Le point (3) du théoréeme doit étre vu comme un critére pour pouvoir
appliquer le point (2); il n’est en effet pas toujours évident de vérifier directement que f €
L'(p ® v). On montre en pratique une estimation

/uuwwwm<mm
Y

avec g € L'(p).

ExEMPLE 4.3.3. Une des utilisations importantes du théoreme ci-dessus est dans I’étude
des fonctions définies par des intégrales comme dans la Section 3.3 : soit h : X XY — C et

ﬂ@zlﬁmwww»

Si 'on peut intervertir les intégrales, il est alors possible dans de nombreux cas d’évaluer

/f mes // (z, y)dp(z)dv(y).

Par exemple, considérons la fonction?

1 ™
Jo(x) = / cos(z sin 6)df
0

™

pour z € R. La fonction est bien définie et continue d’apres la Proposition 3.3.1, en particulier
mesurable. Comme |Jy(z)| < 1, la fonction z — e~ *Jy(z) sur [0, +oo[ est intégrable.
On a, la justification de 'application du Théoreme de Fubini étant immédiate

400 400
/ e *Jo(x)dx = / / ¥ cos(x sin 6)dfdx
0

/ / ¥ cos(z sin 0)dxdb.
L’intégrale intérieure est élémentaire

/OOO e cos(zsinf)dr = Re</000 e_m(l_“ine)dm>
Re( [~ =i, )

1 1
R( . )z ,
¢ 1—4sinf 1+ sin0

+oo 1 (™ db 1
@ Jo(x)dr =~ | — 8 —
/0 e Jo(w)de 7T/0 1+sin%0 V2

(faire le changement de variable v = tan @ sur [0, 7/2[, autre contribution étant égale.)

donc il vient

EXEMPLE 4.3.4. Le théoreme de Fubini, associé au Lemme 4.2.1 permet de retrouver fa-
cilement les propriétés des variables aléatoires indépendantes déja utilisées dans le chapitre
précédent.

Par exemple, redémontrons le résultat de I'Exercice 2.3.6.

PROPOSITION 4.3.5. Soit (2, %, P) un espace probabilisé, X et Y des variables aléatoires
intégrables indépendantes. On a alors XY € L'(P) et

E(XY) = E(X)E(Y)

21 s’agit de 'exemple le plus simple de fonction de Bessel.
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DEMONSTRATION. D’apres le Lemme 4.2.2, | X| et |Y| sont des variables aléatoires positives
indépendantes. Vérifions d’abord la propriété dans le cas ou X > 0, Y > 0 ce cas, ce qui
permettra de s’assurer que XY € LY(P).

Soit 4 la loi de X, v celle de Y, de sorte que (X,Y)(P) = p ® v par le Lemme 4.2.1. Soit
m : C? — C la multiplication. Par la Proposition 2.3.3, (3), on a

E(XY) :/QXYdP:/Qm(X Y)dP

= md(X,Y)(P)
02

(4.22) —/C zyd(p @ v)(x,y).

Or m est mesurable (car continue) donc par le Théoreme de Fubini, (1), on a

v / / wydv(y)du(z) = ( / xd,u(:c))( /C ydu(y)):E(X)E(Y).

Revenant au cas général, ce calcul établit que XY € L'(P), et le calcul de E(XY) et celui
de l'intégrale (4.22) sont alors valides pour X et Y intégrables par le Théoreme de Fubini, (2),
ce qui donne le résultat. O

4.4. L’intégrale de Lebesgue sur R?

Nous considérons maintenant 1’exemple particulierement important de R?%. Si d > 1, on note
Ag (ou simplement A si la valeur de la dimension d est claire dans le contexte) la mesure

A=A - @A
produit de d copies de la mesure de Lebesgue sur R. C’est donc une mesure o-finie sur la tribu
produit des tribus boréliennes, qui s’identifie a Bra, et qui vérifie par définition
)\(C) = (bl — CL1) s (bd — ad) siC = [al,bl] X oo X [ad,bd]

est un cube. Elle est appelée la mesure de Lebesgue en dimension d.
On écrira aussi souvent simplement

/ flxy, ... ,xq)dxy - - dag = f(z)dx
Rd RA

I'intégrale d’une fonction réelle f de d variables x = (x1,...,z4) par rapport & cette mesure.
Avec la mesure de Lebesgue viennent les espaces LP(d)\) = LP(R?%), 1 < p < +oo. Il est
utile d’avoir des criteres simples d’appartenance a LP par comparaison : le lemme suivant est
I’analogue de ceux portant sur la décroissance « polyndémiale » nécessaire pour qu’une fonction
continue définie sur R soit intégrable « a I'infini » ou « au voisinage de 0 ».
On note [|¢]| la norme euclidienne

1/2
(4.23) et = (> 1)
1<i<d
pour t € R%,

PROPOSITION 4.4.1. Soit f une fonction mesurable sur R? et p € [1,+00].
(1) Si f est bornée et s’il existe une constante C > 0 et € > 0 tels que

|[f(@)] < O+ Jlaf)~*

pour x € R, alors f € LY(RY).
(2) St f est bornée et s’il existe une constante C' > 0 et € > 0 tels que

[f(@)| < C( A+ |laf))~Pe
pour x € RY, alors f € LP(RY).
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(3) Si f est intégrable sur {x | ||z|| > 1} et s’il existe une constante C > 0 et € > 0 tels que
|f(@)] < O]~

pour ||z|| < 1, alors f € L*(RY).
(4) Si |f|P est intégrable sur {z | ||x|| > 1} et s’il existe une constante C > 0 et € > 0 tels
que

|f ()] < Ofa|| =47+
pour ||z|| < 1, alors f € LP(R?).
DEMONSTRATION. Clairement (2) et (4) découlent de (1) ou (3) appliqué & fP. On va
montrer (1), qui concerne l'intégrabilité « a l'infini », par récurrence sur d. Le cas d = 1
provient aussitot du calcul classique des primitives de fonctions [¢|* pour a € R.

Soit D = {z | ||=|| = 1} le complémentaire de la boule unité de RY. Pour montrer (1) pour
f donnée, il suffit par comparaison de montrer que pour tout a > d, la fonction positive

9(x) = xp(o)lz] ™

est intégrable. Par le Théoreme 4.3.1, on peut écrire

(429 | o= [ oy

avec
xp(t,y)dt
- [ ot
W= @+ yPe

Pour ||y||?> > 1/2, on écrit

h(y) = 2/+OO S —
VDR (82 + llyl|?)e/2
+oo du
< 2 l1-a - < C 1—a
= [ e < Ol

pour une certaine constante C' > 0 dépendant de a seulement, puisque a > d > 1 donc l'intégrale
en u est « classiquement » convergente.
Pour ||y||> < 1/2, par contre, la condition (¢,y) € D implique t* + |y||> > 1 donc t >

V1I—=lyl? = 1/V2 et alors
oo dt
My <2 [ <D
1

ve b
ot D ne dépend que de a. Ces deux estimations se recoupent pour montrer qu’il existe C7 > 0
telle que

h(y) < Cr(1+ [ly|))~ @Y.

Comme a—1 > d—1, cela et (4.24) montrent par récurrence que g est intégrable, fournissant
ainsi (1). Enfin, le point (3) se démontre exactement de méme en utilisant le cas de la dimension
1. O

REMARQUE 4.4.2. Ce résultat peut aussi bien se démontrer par passage en coordonnées
sphériques généralisées, en utilisant la formule de changement de variable discutée ci-dessous;
en dimension 2, il s’agit des classiques coordonnées polaires.

Anticipant un peu sur le theme du chapitre suivant, I'importance de la mesure de Lebesgue
provient en partie de son interaction avec les applications différentiables, sous la forme de la
formule de changement de variables.

Rappelons pour I’énoncer quelques définitions de calcul différentiel.
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DEFINITION 4.4.3. Soient U, V C R? des ouverts non-vides, f : U — V une application.
(1) f est différentiable en x € U s’il existe une application linéaire T : R? — R? telle que
f(@+h) = f(x)+T(h)+o([h])

pour h € R? tel que 2 4+ h € U. On note T = D,(f), la différentielle de f en .
(2) f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point, et de classe C! si
I’application

U — L(R%) ~ R™
r— Dy(f)

est continue sur U.

(3) f est un difféomorphisme (resp. un difféomorphisme de classe C!) si f est différentiable
(resp. de classe C1) sur U, bijective et si son inverse ¢ = f~! : V — U est également
différentiable (resp. de classe C1).

(4) Si f est différentiable sur U, le jacobien de f est l’application

U—-R
Is {x — det(Dy(f))

(qui est continue sur U si f est C1).

Autrement dit, la différentielle est la meilleure approximation de f qui soit linéaire, le type
d’application le plus simple qui soit.
Le théoréme des fonctions implicites montre le critére suivant :

PROPOSITION 4.4.4. Soit U, V. .C R? des ouverts non-vides. Une application f : U — V
est un C-difféomorphisme si et seulement si f est bijective, de classe C1, et D,(f) € GL(R?)
pour tout x € U. On a alors

Dy(f™) =Dy1(y ()™ = Du(H)7
siy = f(x) et
(4.25) Tyy) = Ty(@) .
REMARQUE 4.4.5. Concretement, si f est donnée par des « formules », c’est a dire
fl@)=(filz1,...,2q), -, falx1, ..., 2q))

ou fj : RY — R, alors f est C! si et seulement si les dérivées partielles des fj existent, sont des
fonctions continues sur U, et D,(f) est lapplication linéaire correspondant & la matrice (dite
jacobienne®) des dérivées partielles
af;
Dx(f) = ( : ) 0
17]

8:1,‘]'

le jacobien en étant le déterminant.

Si d =1, la différentielle (en x) se réduit & une application linéaire en une variable, c’est a
dire y — ay avec a € R, et le nombre a (qui « est » la matrice dans ce cas) est évidemment la
dérivée f'(x) de f en z.

On dira souvent que f est un « changement de variables » y; = fi(x1,...24), Uinverse de f
donnant la formule pour revenir aux anciennes variables.

EXEMPLE 4.4.6. (1) Les changements de variable les plus simples sont les applications
linéaires elles-mémes : si T : R4 — R? est linéaire, alors elle est différentiable sur R? avec
D.(f) =T en tout z € R%, et c’est un difféomorphsime si et seulement si T est inversible.

(2) Les translations 7 : x +— x + a avec a € R? fixé sont également des difféomorphismes,
avec D, (1) = Id pour tout x.

3. A ne pas confondre avec les jacobins qui guillotinerent les girondins, ni avec le capitaine Jacobi qui ramena
d’Orient le Faucon Maltais.
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(3) Les « coordonnées polaires » sont un changement de variables important. Soit d = 2,
V = R2—-{0}. Chaque = = (a,b) € V peut étre décrit de facon unique par sa distance & I'origine
r =+va?+ b2 > 0 et angle 0 €] — 7, 7| entre la demi-droite des abscisses et celle passant par
x. L’inverse de ce changement de variable est

U—-V
4 (r,0) — (rcos@,rsinf),

oi1, donc, U =0, +oo[x] — m, 7] C R2. Noter que U n’est pas ouvert, mais par restriction ¢
fournit une bijection ¢ : Uy — Vi avec Uy =0, +oo[x] — 7, 7], Vi ={(z,y) | y # 0 ou z > 0}.
On voit que ¢ est différentiable ; la matrice jacobienne est

cosf) —rsinf
D(ng)(@) - (sin@ rcosf >

dont le déterminant vaut J,(r,0) = r > 0, ce qui montre que ¢ ainsi restreinte est un Cl-
difféomorphisme.

Du point de vue de U'intégration, la « partie manquante » (I'axe des x négatif, les (x,0) avec
x < 0) est de toute maniére négligeable, puisque de mesure nulle.

Nous énoncons plusieurs formes équivalentes de la formule de changement de variables :
chacune apparait naturellement dans de nombreuses situations.

THEOREME 4.4.7. Soitd > 1 et o : U — V un C'-difféomorphisme entre deux ouverts de
R,
(1) Si f est une fonction positive ou intégrable sur V', alors on a

/f JdA(x /f (v)IdA(w),

c’est a dire, dans le cas ot f n’est pas > 0, que si l'une des deux fonctions est intégrable, alors
Uautre est, et la formule est vérifiée.
(2) Si f est une fonction positive ou intégrable sur V', alors on a

[ eanae) = [ 1" o) aw = [ ol wlaw.

(3) La mesure image de la mesure de Lebesgue par ¢ est

(4.26) Px(dA(z)) = |1 (y)|dA(y)-

La démonstration sera donnée dans le chapitre suivant : elle se comprend mieux en effet
dans le cadre général des mesures boréliennes. Nous expliquons juste ici ’équivalence de ces
formulations. Pour passer de (1) a la premiere forme de (2), il suffit d’appliquer (1) a

g(z) = f(@)|Jp(™ (@)

au lieu de f. La formule (4.25) montre que

g(x) = f(@)|Jp-1 (2)],

ce qui fournit la derniere formule de (2), & moins que 'on ne préfere appliquer (1) directement
a linverse o1 de .
Cette symétrie dit aussi que (2) implique (1). Quand a (3), elle est équivalente a (2) puisque

/f o (dN) (v /f (2)

d’apres (2.7), (2.10) pour toute fonction intégrable.
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REMARQUE 4.4.8. (1) La valeur absolue est présente dans les formules parce que 'intégrale
de Lebesgue ignore les questions d’orientation. Prenons p(z) = —z pour x € R, avec différentielle
—1 et jacobien |J(z)| = 1, et comparer la formule

@i = [ e

[a,b]
pour a < b avec celle traditionnelle de la formule de changement de variable habituelle (y = —x,
dy = —dzx) pour l'intégrale de Riemann sur un intervalle compact

b b —a
| s == [ senay= [ s

Noter cependant que le jacobien J, ne s’annule pas sur U puisque ¢ est un difféomorphisme,
et donc si I'ouvert U est conneze, le signe de J,(x) sera le méme pour tout « € U, de sorte que
|Jp(z)| = eJy(e) avec € = 1 indépendant de z.

(2) L’interprétation géométrique du facteur jacobien est trés simple et intuitive. En effet,
pour T une application linéaire bijective, il est bien connu que la valeur absolue |det(T)| est
le volume (c’est & dire la mesure d-dimensionnelle) de 'image par T' du cube unité (c’est par-
ticulierement évident si T' est diagonalisable) : cela correspond d’ailleurs tautologiquement au
cas U =[0,1]¢, V =T(U) et f =1 de la formule de changement de variable

Vol(T(U)) = /T RECCE /U |det(T)|dA(y) = | det(T)].

Le facteur jacobien en x est alors, heuristiquement, le « coefficient de dilatation » infi-
nitésimal en x, et il est naturel que la mesure dz se transforme selon (4.26), en y réfléchissant
quelques instants et en faisant quelques dessins...

EXEMPLE 4.4.9. (1) Soit T une application linéaire bijective. Il vient

1
[ Hr@)ie = i [ @),

(2) Soit f : R? — C une fonction intégrable. On veut I'intégrer en coordonnées polaires
(Exemple 4.4.6, (3)). Comme Z = {(a,0) | a < 0} C R? est de mesure nulle, on a

[ @i = [ @i

et d’apres ’Exemple 4.4.6, (3) il vient, conservant les mémes notations :

/ f(z)dXo(z) = f(rcos,rsin®@)rdrdd
R2-Z Vi

™ +oo
= / / f(rcosf,rsinf)rdrdf.
—m JO

Le théoreme de Fubini s’applique pour justifier d’écrire ainsi I'intégrale, ou avec 'ordre de
r et 6 échangé.

Supposons de plus que f est radiale, c’est a dire est fonction de la distance a 'origine r
seulement : il existe g : [0, 4+00[— C telle que f(z,y) = g(\/x2 + y?) = g(r). Dans ce cas, on a

[ T - /_ 7; /0 T (ryrdrdd = 2m /0 T Sy

en effectuant 'intégration sur 6 d’abord.
Voici une application importante.
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PROPOSITION 4.4.10. Soit p la mesure sur R donnée par
W= e ™ 4.
Alors p est une mesure de probabilité. De plus, si X est une variable aléatoire dont la loi
est p, on a

E(X) =0, et V(X) = —

=
DEMONSTRATION. Soit f : R? — [0, +00] la fonction définie par
Fly) = ),

11 s’agit d’une fonction positive, donc son intégrale existe dans [0, +o00] sans autre justifica-

—TTr

tion, et c¢’est une fonction radiale avec g(r) = e *. 11 vient

“+o00 +oo
/ e_”(x2+y2)d)\2(x) = 27T/ e rdr = [—6_7"2} = 1.
R?2 0 0

Mais on a aussi, par application du théoréeme de Fubini

/ e @) g (z) = / e~ ( / e‘”deA(y))dz\(ac):IQ
R2 R R

I:/ e_”2d:U:/ du(x).
R R

En comparant, on trouve bien fR du(z) =1, donc p est une mesure de probabilité.
Il reste a calculer son espérance et sa variance. Or

E(X) = /R xdp(z) = /R ze ™ dy =0

@ st intégrable et impaire, et

car la fonction z — xe™

1 2 1

Vi) = 22du(x) = 22 ™ dy = — | e Pdr = —

@ = [ aduto) = [ | o

par intégration par partie. O
Plus généralement, la mesure

1 z—a)2
e d\(z)

Has = 2o

pour a € R, 0 > 0, est une mesure de probabilité d’espérance a et de variance o (cf. Re-
marque 3.2.11). Cela se déduit de la proposition par des changements de variables simples
(translation, dilatation) laissés en exercice ; voir aussi le Chapitre 9.
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CHAPITRE 5

Intégration et fonctions continues

5.1. Introduction

Lorsque X est un espace topologique, on dispose de la tribu borélienne sur X, mais aussi
d’une classe de fonctions privilégiée, celle des fonctions continues X — C. Il est donc naturel
de se poser la question des interactions entre l'intégration par rapport & une mesure borélienne
et les fonctions continues (qui sont mesurables d’apres le Corollaire 1.1.9).

Pour pouvoir en dire quelque chose d’intéressant, il faut cependant des hypotheses sur X
et sur les mesures considérées. En effet, en toute généralité il se peut d’une part que ’espace
vectoriel C'(X) des fonctions continues sur X soit réduit aux fonctions constantes, et d’autre
part que, méme si C'(X) est de taille raisonnable, les fonctions continues ne soient presque
jamais intégrables.

Par exemple, si X = R, et si v est la mesure de comptage, qui est en particulie définie sur
la tribu borélienne Br, on a

/R fdv(z) = +o

pour toute fonction continue f > 0 non identiquement nulle : il existe par continuité une
constante ¢ > 0 et un intervalle ouvert I # ) tel que f(z) > ¢ > 0 pour z € I, donc

/ fdv(z) = ev(I) = 4o0.
R

La proposition élémentaire suivante indique un cas, tres général et couramment rencontré,
dans lequel les fonctions continues & support compact sont intégrables. Rappelons que si f :
X — C est une fonction continue sur X, le support de f est ’ensemble fermé dans X défini par

supp(f) =V ot V = {z | f(z) # 0}.
On a donc la propriété caractéristique
f(x) =0siz & supp(f),
(mais il est tout a fait possible que f(z) = 0 sans que x n’appartienne au support de f, comme

un dessin sur R convaincra aussitot le lecteur).

DEFINITION 5.1.1. Soit X un espace topologique. On note C.(X) C C(X) le C-espace
vectoriel des fonctions continues a support compact.

Si X est compact, on a donc C.(X) = C(X), mais par exemple les fonctions constantes
non-nulles n’appartiennent pas & C.(R).
Il est clair que C.(X) est en effet un espace vectoriel : on a par exemple
supp(a.f + Bg) C supp(f) Usupp(g).

Une propriété importante d’une fonction f € C.(X) est d’étre bornée : on note ||f|lcc =
sup{|f(x)| | x € X} pour f € C.(X), et cela donne une norme sur C.(X). Le fait que || f]loo <
400 provient du fait que

sup{|f(z)| | =z € X} = sup{[f(z)| | = € supp(f)}

par définition, et on sait qu'une fonction continue sur un compact est bornée (et atteint sa borne
supérieure, ce qui sera donc aussi vrai ici).
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PROPOSITION 5.1.2. Soit X un espace topologique, i1 une mesure borélienne finie sur les
compacts, c’est a dire que p(K) < 400 pour tout K C X compact. Alors Uapplication

C.(X)—C
fro [ sduta)
X
est une forme linéaire positive sur C.(X), c’est a dire telle que
f =0 implique A(f) > 0.

DEMONSTRATION. Tout cela est évident, dés lors que A est bien définie, c’est a dire que les
fonctions continues & support compact sont intégrables. Pour montrer cela, remarquons que si
f est continue alors f* le sont également, et si f est & support compact, f* le sont également.
Il suffit donc de montrer que | fdu < +oo pour f > 0 dans Ce(X).

Soit donc f > 0 continue a support compact K = supp(f). D’apres la remarque ci-dessus
on a || fllec < 400 et alors

f<WMmmmXﬂmgémmm<WMMM<+m
d’apres 'hypothese. O

REMARQUE 5.1.3. Sous les hypotheses ci-dessus, on peut donc dire que C.(X) C L(u),
mais il faut noter qu’il s’agit d’un abus de langage (puisque L'(p) est un espace de classes de
fonctions, par définition, cf. Définition 3.1.1).

Si p possede la propriété suivante

Tout ouvert V' C X non-vide est de mesure p(V) > 0

alors la restriction de la « projection » C.(X) — L'(p), qui associe & f sa classe d’équivalence
dans L', est injective puisque dans ce cas une fonction continue nulle presque partout est
identiquement nulle : en effet, tout ensemble dont le complémentaire est de mesure nulle est
alors dense dans X, le complémentaire ne pouvant contenir un ouvert non-vide.
Cette hypothese semble raisonnable mais peut tres bien étre fausse, par exemple pour la

mesure borélienne

=1 = x1,1)dA
sur R, ou A est la mesure de Lebesgue. Cette mesure est certainement finie sur les compacts,
mais par exemple on a

u(l —1/2,1/2[) =0,
et deux fonctions f; et fo continues qui ne different que sur | — 1/2,1/2[ définissent la méme
fonction dans L'(yu).

On va maintenant s’intéresser a deux questions, en apparence indépendantes, mais qui sont
liées.

(1) Y-a-t-il une réciproque a cette proposition 7 Autrement dit, si on a une forme linéaire A
positive sur C.(X), est-elle forcément donnée par « intégration contre une mesure borélienne » ?
L’intérét de cette question est qu’une réponse affirmative fournirait une méthode de construction
de mesures non-triviales, si I’on sait construire des formes linéaires A intéressantes. Mais cette
derniere tache, qui ne requiere que I’étude de fonctions continues, donc relativement réguliéres
en comparaison avec les fonctions mesurables quelconques, peut étre plus simple. Le meilleur
exemple est celui donné par 'intégrale de Riemann, car toute fonction continue a support com-
pact admet une intégrale de Riemann sur R, et cela définit une forme linéaire positive. La mesure
correspondante sera bien évidemment la mesure de Lebesgue, et on verra qu’effectivement cela
en donne une construction. Un autre exemple important est le Théoreme 5.6.8 ci-dessous.

(2) Si les fonctions continues permettent de caractériser la mesure, est-ce que cela signifie
que I'on peut approcher arbitrairement toute fonction u-intégrable par une fonction continue a
support compact ?
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5.2. Le théoréme de représentation de Riesz

Dans cette section nous donnons la réponse a la premiere question soulevée ci-dessus : celle-ci
est affirmative, si ’espace topologique X vérifie une condition supplémentaire.
Ce résultat s’appelle le théoreme de représentation de Riesz.

THEOREME 5.2.1. Soit X un espace topologique localement compact.! Soit A : Ce(X) — C
une forme linéaire positive.

1l existe une tribu M D Bx et une mesure compléte p sur M telle que p est finie sur les
compacts et

A = [ fduta) pour £ € ClX).

De plus, il existe une telle p vérifiant les propriétés supplémentaires suivantes :
(1) Pour tout E € M, on a

(5.1) w(E) =inf{u(U) | U D E est un ouvert contenant E}
(2) Pour tout E € M qui est ouvert ou de mesure finie, on a
(5.2) w(E) =sup{u(K) | K C E est un compact}.

On reviendra plus bas sur le probleme de l'unicité de la mesure p. Il faut comparer les
propriétés (5.1), (5.2) a la définition des mesures régulieres (Définition 1.4.1).

Avant d’expliquer la preuve de ce théoreme, explicitons son application a la construction de
la mesure de Lebesgue, qui est tres instructive.

EXEMPLE 5.2.2. Soit X = R et A la forme linéaire positive donnée par l'intégrale de
Riemann. Appliquant le théoréme de Riesz, on obtient une mesure borélienne p telle que

A0 = [ st = [ s@ute)

(avec a gauche l'intégrale de Riemann) pour f € C.(R). Cette mesure est alors la mesure de
Lebesgue dont 'existence a été précédemment admise (Théoreme 1.3.1).
En effet, ;1 est une mesure borélienne complete d’apres le théoreme méme et il suffit donc
de vérifier que
n(la,b]) =b—a
pour tout réels a < b. On peut évidemment supposer a < b. Notons £ = b — a. Pour n > (2¢)~!
considérons les fonctions continues a support compact f, et g, définies comme suit :

1 sia<z<b
0 siz<a—1/nouz>=b+1/n
fn(l'): .
nx — (na — 1) sia—1/n<zr<a
—nr+(nb+1) sib<z<b+1/n
et
1 sia+1/n<z<b—1/n
0 sia<zouz>=b
gn(x): .
nxr — na sia<z<a+1/n

—nr+nb sib—1/n<ax<b

(il est utile de faire un dessin ; ces fonctions sont évidemment linéaires par morceaux, et conti-

nues).
Par construction on a

n < Xla,b] < fn

L Crest a dire que tout point admet un systéme fondamental de voisinages compacts.
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pour n > (2¢)~! et en intégrant par rapport & p il vient par monotonie

A(gn) = /gndﬂ < N([a’ b]) < /fnd:u = A(fn)

et les deux intégrales (de Riemann) de f, et g, sont élémentaires (il y a deux demi-rectangles
de largeur 1/n et de hauteur 1 ajoutés ou retranchés au rectangle [a, b] x [0, 1])

A(fn)Z(b—a)—i-%et A(gn):<b_a)_%

donc, faisant n — +oo, il vient u([a,b]) =b — a.

L’hypothese de compacité locale dans le théoreme est justifiée par la nécessité d’avoir un
espace C.(X) « assez gros ». La proposition suivante rappelle les énoncés d’existence de fonctions
continues a support compact qui seront utilisées dans la preuve.

PROPOSITION 5.2.3. Soit X un espace topologique localement compact.
(1) Si V C X est ouvert, K CV est compact, il existe f € C.(X) telle que

(5.3 XK < [ Xxv

)
ot f ] xv signifie que f < xv et supp(f) C V. On écrit aussi parfois f <V simplement.

(2) Soient K; et Ky des compacts disjoints dans X . 1l existe f € C.(X) telle que 0 < f < 1,
flz)=0size Ky et f(x)=1size K.

(3) Soit K C X un compact, Vi, ..., V,, un recouvrement ouvert fini de K. Pour toute
fonction g € Co(X), il existe des fonctions g; € Co(X) telles que supp(g;) C V; et

Zgz(sc) = g(x) pour xz € K.
i=1

De plus, si g = 0, on peut choisir g; > 0.

REMARQUE 5.2.4. On peut avoir f < xy sans avoir supp(f) C V, ce qui explique 'introduc-
tion de la notation f < xy. En effet, la condition supp(f) C V est importante pour la preuve
du théoreme de Riesz (cf. par exemple la preuve du Lemme 5.2.6 ci-dessous, en particulier ce
qui suit l'introduction des ouverts U,,).

DEMONSTRATION. Ce sont des résultats standards. Pour (1), rappelons qu’une construction
simple existe si X est un espace métrique : soit W C V un voisinage ouvert relativement compact
de K, et soit F' = X — W son complémentaire fermé. On peut poser

dlz, F
flo) = ool
d(z,F)+d(z,K)
Le point (2) se déduit de (1) en 'appliquant & K = K3 et V' un voisinage de K5 disjoint de
K.
Pour (3), on montre classiquement que des fonctions f; € C.(X) existent telles que 0 < f; <
xv; et 1 = fi +---+ f,. Cela correspond donc au cas g = 1, et le cas général s’en déduit en
posant g; = gf;. Sig = 0, on a bien g; > 0. (]

La encore, il est utile de faire un dessin pour visualiser cela. Pour g = 1, les fonctions g; du
point (3) sont appelées une partition de l'unité sur K, relative au recouvrement V.

PREUVE DU THEOREME DE RIESZ. Nous allons écrire la preuve dans le cas ot X est com-
pact. Le passage au cas général n’est pas tres difficile (voir par exemple [R, Ch. 2]). On a donc
C.(X) = C(X).

Les propriétés supplémentaires (5.1) et (5.2) annoncées pour p permettent de deviner com-
ment définir 4 lorsqu’elle est connue sur les ouverts ou sur les compacts. L’exemple de I'intégrale
de Riemann, quand a lui, suggere une définition possible pour un ouvert, par exemple, en ap-
prochant g par des fonctions continues a support compact.
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On pose donc

(5.4) p(U) =sup{A(f) | f€C(X)et 0< f < xu}
(le choix de la relation f < xy au lieu de f < xp est un point subtil puisque, une fois la mesure
construite, on voit a posteriori, par monotonie que pu(U) = sup{A(f) | f < xv})-

On a alors u™ (U) < 400 pour tout U, et méme plus précisément si U C V sont des ouverts,

il vient
0<put(U) <t (V) < p(X) =A(1) < 400

La positivité de uT (U) provient de la positivité de A, la seconde inégalité de xyy < xy donc
f < xv implique f < xy. L'inégalité suivante est le cas particulier V' = X, et enfin I’égalité
pt(X) = A(1) est due au fait que 1 = XX € C(X).

On choisit alors (5.1) pour définir 4" en général. Noter que la définition a un sens pour tout
E C X. Soit donc

pH(E) =inf{ut(U) | U D E est ouvert}
(le + est une indication du fait que u* est ce qui s’appelle parfois une « mesure extérieure »).
On a donc pour tout E
pH(E) < pt(X) = AD).

Bien que p(F) soit partout définie, elle n’est pas dénombrablement additive pour tout E,
mais seulement pour une sous-classe d’ensembles, qui évidemment formera la tribu M cherchée.
La définition de M est motivée par (5.2) : puisqu’il n’y a pas de raison que cette formule soit
valide pour tout F, on pose

p (E) =sup{p"(K) | K C E compact}
M={ECX | p"(E)=p (E)},
de sorte que 'on peut définir p : M — [0, 400] (méme [0, A(1)]) par
p(E) = p*(E) = p~ (E) powr E € M.
La propriété caractéristique de E € M est donc que, pour tout € > 0, il existe un compact
K et un ouvert U tels que K C E C U et
(5.5) pr(K) > w(B)—e, p"(U) <pu(B)+e.

La preuve sera complétée par la démonstration des résultats suivants :
(1) M contient les ouverts.
(2) M est une tribu.
(3) p est une mesure sur M.
(4) Si f € C(X), alors f est u-intégrable et la forme linéaire A est donnée par

:Lﬂmmm

En pratique, on va mélanger un peu ces différentes étapes. (I’additivité de p sera connue
plus tot que (2)).
Le premier lemme est un simple énoncé de propriétés completement élémentaires.

LEMME 5.2.5. (1) La forme linéaire A est monotone : si f < g, alors A(f) < A(g).
(2) SiECF, onapt(E)<ut(F).
B) OnaheM, X eMetpu) =0, u(X)=A(1).

DEMONSTRATION. Tout cela est évident. Pour (1), on écrit A(g) — A(f) = A(g— f) = 0 par
positivité. O
LEMME 5.2.6. La mesure extérieure u* est dénombrablement sous-additive, c’est a dire que

i (U Ba) <30t (B

n>=1 n>1
pour tout B, C X.
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DEMONSTRATION. On montre d’abord que si U; et Uy sont des ouverts dans X et U =
Ui UU,, on a
(5.6) P (U) < p*(U1) + p™ (Ua).

Soit g € C(X) telle que 0 < g < xv et K = supp(g), qui est compact. D’apres la Proposi-
tion 5.2.3, (3), il existe g1, g2 € C(X) telles que g; < xv, et g = g1 + g2. 1l vient par linéarité
de A

Ag) = Mg1) + A(g2) <t (U1) + p* (Ua).

En prenant la borne supérieure sur g, on déduit donc (5.6). Par récurrence cela s’étend a la
sous-additivité pour une réunion finie d’ouverts.

L’inégalité (5.6) étant acquise, soit E, C X pour n > 1. Fixons ¢ > 0 quelconque. On peut
choisir, par définition, des ouverts U,, D FE, tels que

€
.U+(Un) < M+(En) + on

pour n > 1. Soit U la réunion des Uy, f > 0 telle que f < xp. Le support de f est inclus dans
U,% et par compacité il est donc inclus dans une réunion finie des Uy, notée V. =U;U...UUy.
Cela donne donc f < xy et par conséquent le premier cas permet d’écrire les inégalités

N
AP <pt (V)< out(Un) <D pt(Un) <Dt (B) +e.
n=1

nzl1 n=1
Comme cela vaut pour toute f < xy, il vient
N+(U) < ZN+(En) +é,
n>1
et donc par monotonie
i (U Ba) <it @) <30 wt(Ba) +2.
n>1 n>1
Enfin, en faisant ¢ — 0, on trouve le résultat. (]

LEMME 5.2.7. Tout compact est dans M et tout ouvert est dans M. De plus, si K C X est
compact, on a

(5.7) u(K) = mE{A(f) | xie < f}
La encore, on peut comparer avec I’exemple de 'intégrale de Riemann.

DEMONSTRATION. Si K est compact, il est clair que K € M. Soit alors f telle que xx < f,
c’est a dire que f est positive et f > 1 sur K. Soit « tel que 0 < a < 1 et € > 0. Posons
Vo={z | f(z)>a} CX.
L’ensemble V,, est un ouvert contenant K, et donc pu(K) < put(Vy). Il existe g < xv, telle
que pu* (Vo) < A(g) +¢. Or g < xv, implique
ag < axy, < f,
d’ou
W) < (Vo) SAg) +e <A™ f) +e=a 'A(f) +e,
d’ott p(K) < A(f) en faisant « — 1, et € — 0, et
u(K) <inf{A(f) | xx < f}

puisque f est quelconque telle que xx < f
Réciproquement, pour tout € > 0 il existe V ouvert tel que V O K et

pH(V) < u(K) +e.

2, Crest 1 qu’il est important d’utiliser <.
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En choisissant (Proposition 5.2.3, (1)), une fonction f € C(X) telle que xx < f < xv, on
trouve l'inégalité
nf{A(f) | xx <f}<A) <pt (V) < p(K) +e,
puis en faisant £ — 0, 'égalité (5.7).
Il reste a montrer que tout ouvert V est dans M. Soit € > 0. Il existe f < xy vérifiant
pt (V) <A(f) +e.

Soit K = supp(f) : pour tout W D K, on a f < xw, donc A(f) < p™ (W) par définition, et
A(f) < p(K) en prenant la borne inférieure sur W.
Le compact K C V vérifie donc

(V) < A(f) +e < (K + e,
et comme ¢ > 0 est arbitraire, on trouve que (5.2) est vérifiée pour V. O
Cela donne en particulier le premier point du programme ci-dessus.

LEMME 5.2.8. Soient E, € M, n > 1 des ensembles disjoints. On a alors
E=|JE,e Metu(E)=> uE,).
nzl1 n=l1

DEMONSTRATION. Soit d’abord K et Ky des compacts disjoints de X. La réunion K =
K7 U K5 est encore compacte, donc K, Kq et Ko sont dans M par le lemme précédent. On
montre d’abord que
(5.8) p(KG U Ko) = p(Kq) + p(Ks).

Soit € > 0. D’apres la Proposition 5.2.3, (2), il existe f € C(X) telle que 0 < f < 1, f est
nulle sur K et vaut 1 sur Ky. D’aprés le Lemme 5.2.7, il existe g € C(X) telle que xx < g et
Alg) < u(K) +e.

Soit fi = (1 — f)g, f2 = fg. On remarque que x g, < f;. Par (5.7) et linéarité, on obtient

p(EK1) + p(Ks) < A(f1) + A(f2) = A(f1 + f2) = Alg) < p(K) +e.

Faisant tendre € vers 0, il vient u(K) > (K1) + p(Ks), et le lemme 5.2.6 montre (5.8). La
encore, par récurrence on en déduit que p est finiment additive sur les compacts.

Passant au cas général, soit encore ¢ > 0 quelconque. Il existe par (5.5) des compacts
K, C E, (donc disjoints) tels que

Pour tout NV > 1, on a par monotonie et en utilisant le premier cas

N N
w(E) > p( | Ka) = nK) = 3 w(E) — =
n=1 n=1

n<N

Faisant alors N — 400 et € — 0, on obtient u(E) > > u(E,), et 'inégalité réciproque est
donnée par le Lemme 5.2.6. O

Cela montre qu’il ne reste qu’a vérifier que M est une tribu pour finir les trois premieres
étapes.

LEMME 5.2.9. M est une tribu.

DEMONSTRATION. On va d’abord montrer que M est stable par réunion finie, intersection
finie, et complémentaire.
Soit € > 0 et E € M. Il existe un ouvert V' et un compact K tels que K C E CV et

u(V) —e/2 < u(E) < u(K) +¢/2,
onaalors V- K=VnN(X - K) ouvert, donc V— K € M et
wV-—K)<e
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puisque on a la réunion disjointe V = (V — K) U K.

Soient maintenant Fy, Fs € M, F = E1 — E5. D’apres ce qui précede, il existe des ouverts
Vi, Vs, des compacts Ky, Ko tels que

K, CFE;,CV m;u(vg—»B;)<:a
On a alors
Fc(Vi—Ks) C (K —WV)U (Vi — KU (Ve — Ky,
donc par le Lemme 5.2.6,
P (F) < p(Ky = Va) + 2,

or K; — V, C F est compact, de sorte que pu~ (F) > u(Ky — Vo) > ut(F) — 2e. Cela vaut pour
tout € > 0, et donc F' € M.

En particulier, prenant £y = X, on voit que M est stable par complémentaire; comme
EyUEy; = (Ey — E) U Ey, qui est une union disjointe, le Lemme 5.2.8 et une récurrence
montrent que M est stable par union finie, et enfin comme d’habitude

ENF=X-(X-E)U(X -F)) e M.

Cela étant, on sait aussi par le Lemme 5.2.8 que M est stable par union dénombrable
disjointe. Or toute union dénombrable se réécrit comme une union disjointe :

E:UE :UFn
n>1 n>1

avec F} = F; et
Foi1=FEp — U E;.

i<n
Les F,, sont disjoints, de plus F,, € M si E, € M pour tout n (utilisant la stabilité par
complémentaire, intersection et union finie), donc E € M. O

Finalement on a3 :

LEMME 5.2.10. Toute fonction continue est p-intégrable et vérifie
(59) A = [ f@dno).

DEMONSTRATION. Puisque p est une mesure borélienne, toute fonction f continue sur X
est mesurable. De plus |f| < ||f]|c donc par monotonie

A¢mm<ummmx><+m

et par conséquent C(X) C L(p).
Pour montrer (5.9), on peut supposer f a valeurs réelles par linéarité, et il est suffisant de
montrer que

(5.10) Mﬂ<éﬂ@ww,

puisque alors par linéarité on aura également
M) = =M1 = = [ ~f@)inte) = [ Fle)duta).

Comme A(1) = p(X) = [ dpu, on vérifie que quitte & ajouter puis soustraire une constante,
on peut supposer f > 0.

Soit K = supp(f). Fixons € > 0 et n > 1. L’'image f(X) C R est compacte, donc incluse
dans un intervalle compact I = [0, M]. Considérons les ensembles

Ei=f10i/n,(i+1)/n))NK ot —1<i< Mn.

3, Rappelons pour que le cas de l'intégrale de Riemann, cette étape a déja été traitée dans la Section 2.4.

78



On a donc E; € B, les E; sont disjoints et recouvrent K. Il existe pour chaque ¢ un ouvert
Vi D E; tel que pu(V;) < p(E;) + €, et quitte a rétrécir cet ouvert on peut supposer de plus que

Vi € f71Ji/n, (i 4 1)/n + €]).

D’apres la Proposition 5.2.3, (3), il existe des fonctions g; < V; telles que > g¢; = 1. Tout
ces préparatifs étant effectués, on a

AP =A(E 10) = AU < X0 (F +2)a)

(2

car 0 < fg; < ((i +1)/n+¢€)gs,

< (o) +o)

n

car A(gi) < p(Vi) < p(E;) + €. Ici, € > 0 est arbitraire et donc on faisant ¢ — 0 on trouve

Mais la fonction étagée
i
s= E —XE;
: nXEZ

vérifie s < f donc

i+1 u(K) pu(K)
A < 25D = [ st + 25 < [ st + 5.
Finalement, on fait n — +o00 pour obtenir I'inégalité (5.10) voulue. O

On a donc finalement terminé la preuve du Théoreme de Riesz. Il s’agit de loin du résultat le
plus délicat de tout le cours : le lecteur ne doit pas étre découragé si cela semble tres technique et
difficile. Quitte a en faire une relecture plus tard, il faut continuer car la suite est en descente...

O

REMARQUE 5.2.11. Dans le cas de la construction de la mesure de Lebesgue sur [0, 1], le
dernier lemme peut étre omis, puisqu’on a déja vérifié que dans ce cas on a p(la,b]) =b—a et
on peut alors faire appel aux résultats de la Section 2.4.

Pour éviter de nombreuses répétitions, il est bon de faire une définition du type de mesures
fournies par le théoréme de Riesz.

DEFINITION 5.2.12. Soit X un espace topologique localement compact. Une mesure de
Radon (positive) sur X est une mesure borélienne finie sur les compacts et vérifiant (5.1) pour
tout E € B et (5.2) pour tout E ouvert ou de mesure finie.

On peut donc exprimer le théoreme de Riesz en disant qu’a toute forme linéaire positive sur
X est associée une mesure de Radon p, telle que l'intégrale par rapport a p est la forme linéaire
en question.

5.3. Unicité de mesures boréliennes, et applications

Etant données deux mesures boréliennes 11 et uo sur un espace X, une situation fréquente
est de pouvoir comparer leurs valeurs pour U C X ouvert (ou K C X compact). Si celles-ci
sont égales, peut-on alors conclure que p; = pg ?

Un exemple similaire a celui donné au début de la Section 5.1 montre qu’il faut une hy-
pothese : si p; est la mesure de comptage sur R et po = cuq, avec ¢ > 0, on a 1 (U) = p2(U)
pour tout ouvert U C R (car U est soit vide, soit infini).

Une hypothese suffisante sur X est plus forte que I’hypothese de compacité locale.
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DEFINITION 5.3.1. Un espace topologique localement compact X est dit o-compact si tout
ouvert U C X est réunion dénombrable de compacts.

EXEMPLE 5.3.2. Soit X = R", n > 1. Alors X est o-compact. En effet, tout ouvert est
réunion (forcément dénombrable) d’une suite de compacts pris parmi la famille elle-méme

dénombrable suivante :
n

Kx,a,k = H |:JIZ',$7; + %]
i=1
o x = (x1,...,2p) € Q", k > 0 et a > 0 entiers. La preuve en est laissée en exercice.
[Indication : Etant donné U C X ouvert, considérer la réunion, disons V, de tout les K, , 1
inclus dans U, de sorte que V' C U et comme toute boule ouverte contient un certain K, ,, on
obtient U C V' également.]

Un tout petit peu de soin montre que ’on peut choisir les cubes en question de sorte qu’ils
soient d’intérieurs disjoints [Indication : Se limiter & des cubes tels que z; est de la forme a27?,
a € Z et b>0; de tels cubes ont la propriété que si deux d’entre eux sont ne sont pas disjoints,
l’un contient 'autre, et tout € U admet un systéme fondamental de voisinages de cette forme.]

LEMME 5.3.3. Soit X un espace topologique o-compact, et u une mesure borélienne sur X,

finie sur les compacts. Alors p est réguliere, c’est a dire que (5.1) et (5.2) sont vraies pour tout
E € B.

En particulier, cela s’applique a la mesure de Lebesgue.

DEMONSTRATION. On considere la forme linéaire
A fe [ f@duo).

D’apres la Proposition 5.1.2, A est une forme linéaire positive sur C.(X). D’apres le théoreme
de Riesz, il existe donc une mesure de Radon (Définition 5.3.1) v telle que

/f@wm=Mﬁ=/ﬂmM@
X X

pour toute f € C.(X). Nous allons montrer que, d’une part, ’hypothese de o-compacité implique
que v vérifie (5.2) pour tout E € B, et d’autre part que pu = v.

Pour le premier point, observons qu’il est évident si X est compact puisque v est finie sur
les compacts. Or on peut écrire

X = U X, avec X,, compact,
n>1

et on peut évidemment supposer X,, C X,,11 (quitte a remplacer X,, par X,,UX,,_1U---UXy).
Pour tout E € B tel que v(E) = +00, on a la limite croissante

lim v(ENX,)=v(E)=+oc.
n—-—+00

Soit N > 0 et n tel que v(EF N X,) > N. Par (5.2) pour £ N X, il existe un compact
K cCcENX, CFE tel que
vK)Zv(ENX, —1>N -1,
ce qui montre (5.2) pour E.
Cela étant, on a

(5.11) /de,u(:c) = /X fdv(z) pour toute f € C.(X).

Soit V' C X un ouvert. Par hypothese sur X, on peut écrire V comme réunion d’une suite
de compacts K,, C V C X, que 'on peut supposer croissante. Pour n > 1, il existe une fonction
fn € Co(X) telle que

XK, < fn < xv par Proposition 5.2.3, (1).
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Soit gn(z) = sup(f1(x), ..., fu(z)) € Ce(X). On a gny1 = gn et limg, = xv car gn(z) =1
si x € K,,. D’apres le théoréeme de convergence monotone, il vient

p(V) = lim [ gn(z)du(z) = lim [ gn(z)dv(z) =v(V),

n—-4o0o X n—-4o0o X

donc p et v coincident sur les ouverts.

Soit maintenant E un borélien tel que v(E) < +oo. Soit € > 0; il existe K C E C V, avec
K compact et V ouvert, tel que v(V — K) < € par (5.2).

Or V — K C X est ouvert, et donc u(V — K) =v(V — K) < e. Alors

W(E) < u(V) = v(V) < U(E) + ¢ et v(E) <u(V) = u(V) < ulE) + e,
d’ou le résultat u(E) = v(E) puisque € > 0 est arbitraire.
Enfin si F € M vérifie v(E) = 400, pour tout N > 1 il existe un compact K C E tel que

uw(K) = v(K) > N (car K est de mesure finie), donc p(E) > p(K) > N, ce qui montre que
u(E) = +o00 = v(E) dans ce cas aussi. O

La preuve a établi en passant le fait utile suivant :

COROLLAIRE 5.3.4. Soit X un espace topologique o compact, 1 et ps des mesures de Radon
sur X. Sion a

/ f(x)du (x) :/ f(@)dus(x) pour f € Co(X),
X X
alors py = ps.

DEMONSTRATION. C’est ce que montre la deuxiéme partie de la derniére démonstration
(avec pp et po au lieu p et v) & partir de (5.11). O

PROPOSITION 5.3.5. Soit X un espace topologique o-compact, p1 et po des mesures boréliennes
sur X finies sur les compacts. Soit

K={E€B | m(E)=p(E)}

(1) Si K contient les compacts, alors py = po.
(2) Si K contient les ouverts, alors p; = po.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme ci-dessus, les mesure p1 et ps sont régulieres, done (5.1)
et (5.2) sont valides pour tout E € B. Si (1) est vraie, on utilise (5.2) pour conclure que p1 = pa;
si (2) est vraie, on utilise a la place (5.1). O

Le corollaire suivant offre une caractérisation intuitive et utile de la mesure de Lebesgue.

COROLLAIRE 5.3.6. Soit X =R", n > 1.
(1) La mesure de Lebesque N\, sur X est invariante par translation, c’est a dire que pour
tout E € B et toutt € R"™, on a
M(t+E) = M\ (E),
ot bien, si T : x> x +t est la translation par t, on a T(Ay) = An.
(2) Si u est une mesure borélienne sur R™ telle que p est finie sur les compacts et p est
invariante par translation, alors il existe ¢ € [0, +oo[ tel que p = c\y,.

DEMONSTRATION. Rappelons que X = R" est o-compact.

(1) Soit t € R™ et u = 7 (A). Il s’agit encore d’une mesure borélienne sur R. Comme 7 est
un homéomorphisme, I'image réciproque d’un compact est compact, et donc u est finie sur les
compacts. D’apres la Proposition 5.3.5, il suffit de montrer que p(U) = A(U) pour tout ouvert
U.

Considérons d’abord le cas n = 1. Un ouvert U C R est union disjointe de ses composantes
connexes, qui forment une suite dénombrable d’intervalles ouverts |ay,, b,[. Comme A(]Jay, by[) =
b — an et p(Jan,by]) = p(an — t,by — t]) = by — ap, le résultat se déduit de l'additivité
dénombrable des mesures.
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Sin > 2, on peut utiliser le théoreme de Fubini : procédant par récurrence, la translation
s’écrit comme composition de n translations dans chacune des directions des coordonnées, et il
suffit de traiter le cas ou une coordonnée seulement de ¢ est non-nulle, et par symétrie on peut
supposer t = (¢1,0,...,0). On a alors (cf. (2.7)) pour U C R"”

W(U) = /R ( /R P+ tr,2)dA (1) ) (2)

ou f(x,u) est la fonction caractéristique de U. Pour x fixé, il s’agit de la fonction caractéristique
de la tranche ¢;(U), qui est un ouvert dans R. D’apres le cas n = 1, il vient donc

/fu+t1, Yd A (u /fuxd)\l u),

et donc
- / fu,x)dA1 @ dAp—1 = A\ (U).
Rn

(2) Pour la réciproque, notons @ = [0,1]" le cube unité (compact) dans R" et posons
= u(Q) < +oo. Soit alors
K={EeB | u(E) = A(E)}.
de sorte que Q € K. D’apres la Proposition 5.3.5, il suffit de montrer que K contient les ouverts
de R™. Remarquons que K est évidemment stable par réunion dénombrable disjointe.
Remarquons d’abord que si H C R"™ est un hyperplan, on a u(H) = 0, et donc u(S) =0
pour tout S inclus dans un hyperplan. En effet, par union dénombrable disjointe et translation,
il suffit de vérifier que u(Q’) = 0 o1 Q" = [0,1]" ! x {0} C Q. Soit a = u(Q’). On a pour tout
n > 1 la réunion disjointe
Jwi+@)ce
<n
donc na < pu(Q) < 400, ce qui oblige « = 0. (En particulier, puisque \(H) = 0 également, les
sous-ensembles mesurables d’hyperplans appartiennent a k).
Cela nous permet de conclure, par exemple, que

1(10,1[") = pu([0,1]") = w(Q) = c.
La remarque essentielle est la suivante : si £ € K est réunion finie disjointe de translatés de
F € B, alors F' € K : en effet

E=|J ti+F)
1<i<n
avec n > 1 implique
neAn(F) = cAn(E) = p(E) = Y plt + F) = np(F) done p(F) = cAn(F).

Appliquant cela a @ et a ses translatés, on en déduit que K contient tout les cubes ouverts

du type
e 1
2= ot 7
i=1
avec k > 0, z € R", puisque K_ , est, & un morceau de frontiere pres (qui appartient a k), un
translaté de
"o 1 m
Q - [OJ ?[ )

alors que [0, 1["€ K est réunion disjointe de 2F translatés de Q"
Or tout ouvert U s’écrit
U=2ZuUV
ou V est réunion dénombrable disjointe de cubes du type ci-dessus, et u(Z) = 0 (car réunion de

parties des frontieres de ces cubes, dont on a vu qu’elles sont chacune de mesure nulle, puisque
incluses dans des hyperplans). Il vient u(U) = u(V) = cAp (V) = e\, (U) donc U € K. O
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Cette propriété d’invariance de la mesure de Lebesgue permet d’obtenir une preuve relati-
vement simple de la formule de changement de variables du chapitre précédent. Commencons
par le cas d’'un changement de variable linéaire.

LEMME 5.3.7. Soit T € GL(R™) une application linéaire inversible. On a
T.(An) = | det(T)| "\

DEMONSTRATION. Soit 4 = T (\y,) : ¢’est une mesure borélienne finie sur les compacts. On
va lui appliquer le résultat précédent. Pour tout t € R", 7 : x +— x + t étant la translation
correspondante, on a

() = (T 0 T)s(An).
Or par linéarité de T, il vient
(troT)(x) =T(x) +t="T(x+s) o s =T (),
(ce qui est bien défini puisque T est inversible). On écrit cela 70T = To7’, 7/ étant la translation
par s. Donc

Te(p) = (10 T)s(An) = Tu(7i(An)) = Tu(An) = 1
puisque A, est invariante par translation. Ceci montre que p elle-méme est invariante par trans-
lation, donc d’apres le Corollaire 5.3.6, (2), il existe ¢ > 0 tel que

T(An) = chp.
En évaluant sur le cube unité @ il vient
c=T.(A)(Q) = M(T7HQ)) = [ det(T)| ™
d’apres linterprétation géométrique du déterminant (Remarque 4.4.8). U

Soient maintenant U et V C R™ des ouverts et ¢ : U — V un C'-difféomorphisme. Pour
prouver le Théoreme 4.4.7, d’apres les remarques suivant son énoncé il suffit de montrer que

(5.12) Px(dA(x)) = [Jp-1(y)|dA(y),
en tant que mesures sur V.

Pour simplifier, posons J(y) = |J,-1(y)|. Les deux mesures 1 = @.(dA(z)) et pz =
J(y)dA(y) sont finies sur les compacts : y; car ¢ 1(K) est compact pour tout compact (¢
est un homéomorphisme), et ps car J est continue, donc bornée sur les compacts. Ce sont donc
des mesures de Radon. L’idée est d’appliquer la Proposition 5.3.5, mais une astuce permet de ne
montrer qu’une inégalité, ce qui demande de modifier cette approche un peu. (Comparer avec
la preuve du Lemme 5.2.10).

On commence par le cas des cubes.

LEMME 5.3.8. Soit Q =[] [ai, bi] un cube dans R™. On a
p1(Q) < p2(Q).

DEMONSTRATION. On commence par une inégalité beaucoup plus simple, mais plus faible :
pour toute application linéaire inversible T'€ GL(d,R), on a

(5.13) p1(Q) < |det(T)| " M™A\(Q), ot M =sup{[|T o Dy || | y € Q}.

Supposons d’abord T' = 1. D’apres le théoréme de la valeur moyenne, il est classique que
©~1(Q) est inclus dans un cube de diametre? au plus M fois le diametre de Q. L’inégalité (5.13)
est alors évidente. Pour T quelconque, on applique cela & ¢ o T~! au lieu de ¢ :

m(Q) = M~ (@) = MTH(T 0 ¢ (Q))
— T.(To ™' (@)) = |det(T)| " A(T 0 ¢~ 1(Q)) (Lemme 5.3.7)
< [det(T)| " MPA(Q).

4 Pour Q = [1lai, bi], le diametre est sup |b; — as|.
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Cela étant, soit 6 > 0 arbitraire et découpons ) en un nombre fini de cubes fermés
d’intérieurs disjoints, disons @1, ..., Qm, tels que le diameétre de chaque cube est < §. On
applique (5.13) sur chaque Q; séparément avec T; = (Dmigo*l)*l, ou x; est tel que J(x;) réalise
le minimum de J restreinte a ;. Puisque

| det(T3)| " = | det(Dayp™ )| = J(a:)

par monotonie et additivité,? il vient

p(Q) <Y m(Qi) <D M ()AMQi) < M"u2(Q)
=1 =1

avec
M; = sup{[[T; 0 Dy~ '|| | y € Q} et M = sup M;

(on utilise le fait que la fonction étagée  J(z;)xq, est < Jxq par construction).
Lorsque § tend vers 0 (selon une suite ¢,, décroissante, disons), on a M — 1 d’apres le choix
des T; puisque ¢ est de classe C''. D’otl le lemme. O

LEMME 5.3.9. Soit E C V un borélien. On a
pi(E) < po(E).

DEMONSTRATION. On suppose d’abord que E = W est un ouvert dans V. Alors on peut (cf.
la seconde partie de ’'Exemple 5.3.2) écrire W comme réunion dénombrable de cubes d’intérieurs
disjoints et I'inégalité 1 (W) < p2(W) découle du lemme précédent par additivité dénombrable.5

Si E est un borélien quelconque, puisque po est une mesure de Radon, il existe par (5.1)
une suite (U,,) d’ouverts contenant E tels que ps(E) = lim p2(U,,). On a pour tout n

1 (E) < i (Un) < p2(Un)
et en faisant n — 400, il vient p1(E) < po(E). O

On peut alors terminer aisément la preuve de (5.12), puisque si 'on applique 'inégalité
précédente & ¢! au lieu de @, on trouve I'égalité py = po.

5.4. Théorémes d’approximation

Si i est une mesure borélienne finie sur les compacts sur X, les fonction continues & support
compact sont dans LP(u) pour tout p > 1 (y compris p = +00), par le méme argument menant
a (5.1.2).

En général les fonctions intégrables sont assez difficiles a « visualiser » tres concrétement.
Jusqu’a présent on a, pour ’essentiel, étudié ces fonctions par approximation par des fonctions
étagées. Mais un ensemble mesurable général F, donc sa fonction caractéristique f = xg, reste
un object assez complexe et peu explicite. Il est naturel de se demander si I’on peut améliorer
cet état de fait en approchant les fonctions dans LP(u) plutét par des fonctions continues,
considérées comme plus régulieres, et plus proches de I'intuition. Le théoréme suivant répond a
la question.

THEOREME 5.4.1. Soit X localement compact, y une mesure de Radon sur X

(1) Soit p € [1,+00]. Alors l'image de C.(X) dans LP(u) est dense dans LP ().

(2) Soit p = 400 ; ladhérence de C.(X) dans L°°(X) est contenu dans l’image de [’espace
C(X) des fonctions continues.

5. Noter que l'on utilise le fait que pu2(H) = 0 pour les hyperplans, car ¢’est le cas pour la mesure de Lebesgue,
mais cela n’est pas requis pour u1, et ce n’est d’ailleurs pas évident — c’est vrai a cause de l'égalité pu1 = p2 que
I'on veut prouver...

6. Voir aussi la derniere note de bas de page.
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REMARQUE 5.4.2. En particulier, on voit que (1) est faux pour p = co. Pour X = R,
I'adhérence de C.(RY) dans L>(R?) est I'espace Co(R?) des fonctions continues tendant vers
0 & linfini. En effet, si f, — f uniformément, f, € C.(R%), on a

[f (@) < |f(2) = fu(@)| + [ fu(2)]-

Pour € > 0 fixé, il existe n tel que ||f — fnl/co < € donc

[f(@)] <&+ |ful2)]

et pour ||z|| assez grand, ¢ supp(f,,) donc |f(x)| < &, ce qui montre que f € Co(R?).
Pour la réciproque, il suffit d’approcher f € Co(R?) par une suite du type f, = fgn ol
gn € Ce(RY) vérifie
X[-n,n]d S 9n S X[—2n,2n)?-
On a en effet trivialement

If = Falloo <sup{[f(2)[ | [z <n} — 0.

DEMONSTRATION. Le point (2) est simplement di au fait qu’une suite de fonctions continues
qui converge en norme L converge uniformément sur X, et donc sa limite est continue.

Pour prouver (1), on se rameéne au cas des fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables,
pour lesquels le résultat provient aisément des conditions de régularité (5.1) et (5.2).

Précisément, notons V' I’adhérence dans LP(u) de I'image de C.(X). Il s’agit donc d’un sous-
espace vectoriel fermé de LP(u). D’apres le Lemme 5.4.3 ci-dessous, V' contient les fonctions
caractéristiques d’ensembles mesurables ' de mesure finie (condition trivialement équivalente
a xg € LP(u) pour p < +00).

Par linéarité, V' contient les fonctions étagées positives dans LP(u). Soit maintenant f > 0
telle que f € LP(u) et s, une suite croissante de fonctions étagées positives telles que s, (x) —
f(z) pour tout z € X (Proposition 2.2.4). On a donc s, € LP(u) et on va montrer que s, — f
dans LP(u). Comme V est fermé, f € V et cela finira de montrer que V' contient les fonctions
LP qui sont positives, et donc par linéarité V = LP(u).

On a g, = |f — sp|P — 0 pour tout X. De plus, par l'inégalité

(a+b)” < 2°/9(|af” + [b]?)
(p~1 4+ ¢~ =1, inégalité de Holder triviale!) il vient
lgnl < 221U fIP + |snf?) < 2P0 £PP

ce qui permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour conclure

uf—snng:/ guldp — 0
X

comme désiré. O

LEMME 5.4.3. Soit E C X un ensemble de mesure finie, 1 < p < 400. Pour tout € > 0 il
eziste f € Ce(X) telle que ||f — xgllp < €.

DEMONSTRATION. Par regularité (5.2) et (5.1), il existe K C E C U, K compact et U
ouvert, tels que u(U — K) < e. Soit f telle que xx < f < xu (donnée par le lemme d’Urysohn).
On a alors

/‘f—XE’pdﬂ</ lf = xelPdp < w(U —K) <e
X U-K

car |f — xg| < 1sur X et f = xg en dehors de U et dans K. Donc || f — x&l, < e'/? et le
résultat en découle en changeant un tout petit nombre pour un autre... O

REMARQUE 5.4.4. Si X = R, ayant montré que C.(X) est dense dans LP(R) (pour la
mesure de Lebesgue particulierement), on peut aussi regarder des sous-espaces de C.(R) formés
de fonctions plus régulieres, de classe C* par exemple, k > 1 fixé. On montre le résultat suivant :
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PROPOSITION 5.4.5. Soit u une mesure de Radon sur R, 1 < p < 4o00. Alors pour tout
k> 1, lespace C*(RY) des fonctions de classe CF a support compact, est dense dans LP(u).

DEMONSTRATION. Il suffit par le théoréeme d’approcher dans LP(u) toute fonction continue
A support compact par des fonctions de classe C*.

Soit f € C.(R), K = supp(f)- La fonction f restreinte a K est limite uniforme de polynémes
fn d’apres le théoreme de Weierstrass (cf. le Théoréme 4.2.4 aussi), et on a alors f, — f dans
Pespace LP(K, ).

Cependant, il n’y a pas convergence dans LP(R, ) car les polyndémes f, ne sont pas a
support compacts (s’ils sont non-nuls...) Pour remédier a cela, on considere g, = f, ol ¢ est
une fonction dans C*(R) telle que, par exemple X[-N,N] € ¢ < Xj—2n2n] o N > 0 vérifie
K C [-N,N]. On a alors trivialement g, — f uniformément sur R et g, — f dans LP(R, p).

Pour construire ¢, il s’agit de relier le plateau sur [— N, N] avec la fonction nulle en dehors
de [-2N,2N], de sorte que la fonction résultante soit de classe C* et & valeurs dans [0, 1]. Cela
n’est pas bien difficile et le lecteur est encouragé a comparer sa solution avec ’exemple suivant :

1 si —N<axz<N
x ke k
(1_<N_1)) si N <z <2N
p(r) = Wl T N
(1—(—1) <N+1>> si —2N<z<-N
0 si |z| = 2N.

O

Voir le chapitre suivant, en particulier le Corollaire 6.4.7, pour une forme plus forte de ce
théoreme lorsque p est la mesure de Lebesgue.

5.5. Applications simples

Nous allons présenter ici deux exemples relativement simples, mais importants, de 'utilisa-
tion du théoreme d’approximation de fonctions LP par des fonctions continues. L’idée est bien
entendu, étant donnée une propriété a vérifier pour toute f € LP, de le faire d’abord pour f
continue & support compact, puis d’étendre le résultat « par continuité » (si cela est possible).

PROPOSITION 5.5.1. Soitn > 1, 1 < p < 4o00. Pour toute f € LP(R") on a
(5.14) lim |f(x+h)— f(x)PdA,(x) = 0.

Rappelons que LP(R"™), sans autre précision, désigne LP(R", d\).

REMARQUE 5.5.2. (1) L’énoncé n’est pas du tout évident puisque la fonction qui est intégrée,
pour h # 0, n’a pas de raison d’étre petite si f n’est pas continue. Il s’agit donc d’un véritable

résultat « en moyenne », et non pas point par point. Ceci se confirme en remarquant que
I'analogue est faux pour p = 400 : si f = x[o,1] € L*(R), on a pour tout h # 0

sup{[f(z +h) = f(z)[} = 1,
(par exemple f(0) — f(—h) =1si h > 0).

(2) Une reformulation de ce résultat est la suivante : pour tout h € R, on considere
l'opérateur linéaire de translation

o JEPRY) — LP(RY)
"\ (@ fla ).
Par I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue (Corollaire 5.3.6), on a

ITn (Pl = 11l
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pour f € LP(u), de sorte que T} est une isométrie (en particulier, 7} est continu). De plus,
Thyj = Ty o T}, bien évidemment.

La proposition est équivalente a 'assertion selon laquelle 'application p : h +— T} est
continue en 0, avec la norme des opérateurs linéaires sur ’espace d’arrivée. En effet, Ty = Id,
et on peut écrire (5.14) sous la forme

lim || = Ti(£), =0,

pour toute f € LP(R™), ce qui implique lim 7, = Ty d’apres le théoréme de Banach-Steinhaus.
Comme T} = Tj, o T}, la continuité de p en 0 implique la continuité de p sur R.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que, étant donnée f € LP(R"™), la fonction
g(x) = f(x + h) (pour h fixé) est bien définie dans LP(R"™) puisque changer f sur un ensemble
de mesure nulle Z change g sur I’ensemble —h + Z qui est aussi de mesure nulle puisque la
mesure de Lebesgue est invariante par translation (Corollaire 5.3.6, (1)). Pour la méme raison,
onag € LP(R") (et méme ||g||, = || fp, cf. aussi la remarque ci-dessus), et donc g— f € LP(R"),
ce qui montre que les intégrales dans (5.14) sont finies pour tout h.

On va, comme déja mentionné, supposer d’abord que f € C.(R™). On écrit

v = [ 1@+ b~ f@Pd() = [ plo b))

n

avec o(x,h) = |f(z+h)— f(x)|P pour (z,h) € R"x]|—1,1[. La fonction ¢ est continue en h = 0
pour tout x fixé, puisque f est continue, et

0 < (@, h) 2| f (x + WP + | f()P) < 27/9) f|[B ()

ou h est la fonction caractéristique d'un compact @ assez grand pour que —h + supp(f) C Q
pour tout h €] — 1,1[ (si supp(h) C [-A, A]", on peut prendre Q = [-A — 1, A+ 1]").

Comme @ est compact, h est une fonction intégrable, et la fonction v est donc continue en
0 par la Proposition 3.3.1. Comme t(0) = 0, c’est exactement (5.14). (On peut aussi donner un
argument direct en utilisant la continuité uniforme de f pour estimer I'intégrale).

Soit maintenant f € LP(u) quelconque et € > 0. Par le théoreme d’approximation, il existe
g € C.(X) telle que

1f=gllp <e.
On a alors
|f(z+h) = f(@)P <3P/ f(x + h) — g(z+ D) + |g(z + ) — g(@)” + |g(z) — f(x)|P),

donc (utilisant encore 'invariance par translation de A,)

[ 1) = f@Pan() <30 (20 =gl + [ laath) = g@)Pd@).
Utilisant le cas d’une fonction continue, il vient
0 < limsup / Flz+h) — f(2)Pdrn(z) < 31+2/1e
et comme ¢ > 0 est arbitraire, le résultat suit. O

L’application suivante est a la transformée de Fourier. Rappelons (cf. Section 3.4) que pour
f € LY(R) on a défini sa transformée de Fourier f : R — C

f(t) = /R Fwe(—yt)dy

ol e(z) = €™ pour z € C. On a montré que f est une fonction continue bornée (Proposi-
tion 3.4.3).

On va améliorer ce résultat.
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THEOREME 5.5.3. Soit f € LY(R). Alors la transformée de Fourier de f tend vers 0 quand
|t| — +o0, c’est a dire

lim f(t) =

t—+oo

Ce résultat important est connu sous le nom de « lemme de Riemann-Lebesgue ».
Nous allons donner trois arguments différents pour le prouver, afin d’illustrer diverses utili-
sations de 'intégration.

PREMIERE PREUVE. On fait appel & la Proposition 5.5.1 en écrivant

= /Rf(x)e(—xt)d:r =— /Rf(:c)e(—t(x + %))dw =— /Rf<y - 2%) (—yt)dy

car e(1/2) = €™ = —1 et on peut faire le changement de variable (translation) z = y — 1/(2t).

Donc il vient ) 1
foy =3 / ($@) ~ 1 (o~ 5))e(-atidz,

/ )f +i)’da:.

Quand ¢t — +o00, on a 1/(2t) — 0, et par (5.14) apphque pour p =1, il vient
tl}IiHOO f(t) -

d’ou

0

SECONDE PREUVE. On se ramene plus directement & des fonctions régulieres. Plus précisément
supposons que f € L'(R) est de classe C'! et & support compact. D’apres la Proposition 3.4.3, (3),
on a R K

—2imtf(t) = f'(t)
pour ¢ € R, ce qui montre que la fonction continue g(t) = |¢|f(¢) est bornée sur R : cela implique
que

lim f(t) =

t—=+o0
dans ce cas.
Comme C}(R) est dense dans L!(R) d’apres la Proposition 5.4.5, le reste de 'argument est
habituel : étant donnée f € L*(R) et £ > 0, soit g € C}(R) telle que

||f - g”l <g,
alors on a
FO1< 1601+ [ 176) = gldy < [a(0)] + ¢

d’ou R

limsup | £(1)] < e,

t—=4oo
et le résultat quand € — 0. Alternativement, on peut directement invoquer la Remarque 3.4.5
et le fait que l'espace Cp(R) des fonctions tendant vers 0 & l'infini est fermé dans C,(R) pour
la norme ||-||oo- O

TROISIEME PREUVE. Commencons par le cas de f = Xa,b]» fonction caractéristique d’un
intervalle compact. On a alors explicitement, pour ¢ # 0

b
) = / e(—at)dz = — — (e(—bt) — e(—at))

2imt

done |f(t)] < (7t)~' — 0 quand |t| — +oo. Par linéarité, cela s’étend aux fonctions en escalier
a support compact.

Soit maintenant f € C.(R), K = supp(f) C [-A, A] pour un certain A > 0. Comme f est
uniformément continue sur [—A, A], elle est limite uniforme de fonctions en escalier & support
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dans [—A, A]. Par le méme argument que dans la deuxiéme preuve, ou bien en invoquant la
Remarque 3.4.5 comme déja indiqué, le résultat pour f découle de celui pour les fonctions en
escalier.

Et enfin le théoréeme d’approximation permet de passer exactement de la méme maniere a
toute fonction f € L'(R). O

5.6. Applications probabilistes du théoréme de Riesz

Dans la Section 3.2 nous avons énoncé le théoreme de la limite centrale (Théoreme 3.2.10).
Son énoncé est plus compréhensible si I'on fait intervenir la notion de « convergence en loi » et
sa caractérisation en termes de fonctions de répartition. Définissons ces termes...

DEFINITION 5.6.1. (1) Si X,, est une suite de variables aléatoires de lois p, et X (resp. u)
est une variable aléatoire (resp. une mesure de probabilité sur C), alors X,, converge en loi vers
X (resp. vers p) si et seulement si

lim E((X) = tim [ f@)dpala / F(@)du(z) = E(f(X))
n—+o0o n—+o00
pour toute fonction f € C.(C). On note X, L X ou X, 224 L.
(2) Soit X une variable aléatoire réelle (resp. u une mesure de probabilité sur R). La fonction
de répartition de X (resp. de p) est la fonction F'x ou F), définie sur R par

F(z) = P(X <) = u(] - 00,2]).

REMARQUE 5.6.2. (1) Dans la définition de la convergence en loi, il est utile de remarquer
que rien n’oblige les variables aléatoires X,, (ni X) a étre définies sur le méme espace probabilisé :
en effet, seules les lois p, et p sont importantes. En particulier, il n’y a pas de sens a se demander
en toute généralité si la convergence en loi implique la convergence presque stire par exemple...

(2) Une loi de probabilité sera souvent « présentée » graphiquement par le graphe de sa
fonction de répartition qui permet en effet de visualiser assez bien le comportement probabiliste
d’une variable aléatoire dont c¢’est la loi.

(3) Il n’est pas a priori évident dans la définition de la convergence en loi que la mesure

limite (la loi de la variable aléatoire limite dans le cas ou X, Lo x ) est unique. Cela provient
du Corollaire 5.3.4 puisque C est o-compact.

La proposition suivante montre que ’espace des fonctions continues a support compact
comme « fonctions test » peut étre remplacé par celui des fonctions continues bornées.

PROPOSITION 5.6.3. Soit (X;,) une suite de variables aléatoires, v une mesure de probabilité.
Alors on a X, Lo, w si et seulement si pour toute fonction continue bornée f € C(C)NL>(C)
on a

(5.15) lim E(X /f Ydp(z

n—-4oo

DEMONSTRATION. Bien entendu la condition énoncée est plus forte que celle de la définition
puisque C.(C) C L*°(C). 1l s’agit donc de montrer la réciproque. En prenant la partie réelle
et la partie imaginaire, on se raméne & montrer (5.15) pour f réelle, continue et bornée, et en
écrivant f = fT — f~, on peut supposer f > 0.

La preuve est basée de maniére essentielle sur le point apparemment anodin que p,(R) =
u(R) =1 pour tout n > 1, qui signifie que (5.15) est vraie pour f = 1.

Notons puy, la loi de X,,, qui est donc une mesure de probabilité sur R. On fixe N > 0 entier,
et on note hy la fonction continue & support compact dans [—2N, 2N ] telle que hy(xz) = 1 pour
—N <z < N et hy est linéaire sur [-2N, —N] et [N,2N]. Noter que 0 < hy < 1

On a alors pour tout n > 1

(5.16)

/f Yy (&) dpn (1 /f Vdjin (o /f Ve (&) dpin /f (1 = v (2))dan ()



Puisque fhy € C.(R) on a

lim/f Vi (&) dpin /f Vo () ()

n—-+00

par I’hypothese X, LN w. De plus comme 1 — hy > 0, on a

/ f(@) (1 = by (2))dpn(z) < HfHoo/ (1 = hn(2))dpn(x)
R R

/(1—hN)d,un:1—/hNd,un—>1—/hNd,u:/ (1 —hy)du
R R R R

(utilisant le fait que p, et u sont des lois de probabilité, et que hy € C.(R)).
Passant a la limite n — +oo dans (5.16), il vient d’apres tout ceci

[ s <timint [ fage, <timsup [ < [ gt 1l | (0= B
R n—+oo JR n—+oo JR R R

Maintenant on fait N — +o00 : comme hy(x) — 1 pour tout x, on a pour tout z € R

f@)hn(z) = f(z) et 0 < f(2)hn(2) < f(2)
1—hy(z) = 0et 0<1—hy(z) <1

donc par le théoreme de convergence dominée

/R fhdp — /R fdp et /R (1~ h)dp — 0,

donc il vient

/ fdp < limin / Fdpin < limsup / Fdyin < / fdu,
R n—+oo JR n—+oo JR R

ce qui implique que la limite des [ fu, existe et

nrf/f djin (a /f e

comme désiré. O

La fonction de répartition permet d’avoir une visualisation plus concréte d’une mesure de
probabilité.

PROPOSITION 5.6.4. (1) Soit u une mesure de probabilité sur R. La fonction de répartition
F de u est positive, croissante, et vérifie

lim F(z)=0, lim F(x)=1,
Tr— —00 Tr——+00

et u(]a,b]) = F(b) — F(a) pour tout a < b.
(2) De plus, F' admet des limites a droite et a gauche en tout x € R, et elle est continue
sauf au plus en une suite finie ou dénombrable de points x,, € R caractérisés par p({x,}) > 0.
(3) La fonction de répartition caractérise p, c’est a dire que F,, = F, implique p = v.

DEMONSTRATION. Le point (1) est évident d’apres les propriétés de base des mesures (en
utilisant le fait que p est finie).

L’existence des limites a droite et a gauche est une propriété générale d’une fonction mono-
tone, et la continuité sauf au plus en une suite dénombrable de points une conséquence de cela
(si F(z7) < F(z™), il existe un rationnel y(z) tel que F(z~) < y(x) < F(z) par exemple...)

Finalement pour tout x € R on a

p({x}) = hm u(]az—n z4+n)= lim Flz+n ) —Flz-—n"')=F@") - Fz)

n—-+o0o
d’ou la caractérisation des points de discontinuité.
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Similairement, si I =]a, b[ est un intervalle ouvert on a

p(h) = lm_p(a,b—n"') = Tim (F(b—n"") = F(a))

=F(0b")—F(a)si —oo<a<b<+oo
p(] = o00,a) = F(a™)
plla, +oof) =1 - F(a)
n(R) =

ce qui montre que p(I) ne dépend que de F. Par additivité dénombrable, si U est un ouvert
réunion disjointe de ses composantes connexes I, =|ay, by[, on voit que

w(U) =3 (L)

est également déterminée par F'. Comme une mesure de probabilité sur R est une mesure de
Radon, on déduit de la Proposition 5.3.5, (2) que F' détermine la mesure pu. O

Le dernier point de cette proposition ameéne deux questions proches : peut-on associer,
réciproquement, une mesure de probabilité a toute fonction F' (vérifiant les conditions de (1)) ?
Et, étant donnée F},, comment peut-on calculer, par exemple

/ f@)du(z) ?
R

Une réponse partielle provient de la formule suivante.

PROPOSITION 5.6.5. Soit u une mesure de probabilité sur R, F sa fonction de répartition.
Pour toute f € CL(R), fonction C' & support compact, on a

/Rf(x)du(x)=—/Rf’(x)F(x)dg;.

En particulier si X est une variable aléatoire dont la loi est i, on a
B == [ F@F()s

DEMONSTRATION. Formellement, il s’agit d’une simple intégration par partie, F' jouant le
role de la « primitive » (s’annulant en —oo) de p.
Pour démontrer cela, considérons l'intégrale de droite

/R f'(z)F(x)dx.

Puisque 0 < F < 1 et supp(f’) est compact, I'intégrale existe certainement. On écrit
Fa) = ] = 0.2]) = | x(a)duty)

ot ¥ : R? — R est donc la fonction caractéristique du sous-ensemble fermé D = {(z,y) | y <
x} C R2. On écrit I'intégrale comme une intégrale double

[ r@r@is= [ [ 1t
R RJ/R
a laquelle le théoreme de Fubini est applicable car

' (@)x(@, )] < 1f looxx ()
(avec K = supp(f)) et

/ / xi(@)dp(y)de < MK,
RJR
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Intervertissant l'ordre d’intégration, il vient

| r@r@a= [ [ e i)
/ /ym 2)dadu(y)
—/Rf(y)du(y)

Cette formule suggere d’essayer d’interpréter la convergence en loi en termes de fonctions
de répartition. C’est effectivement possible et fournit un critere trés simple, qui est trés souvent
pris comme définition de la convergence en loi pour des variables aléatoires réelles.

O

PROPOSITION 5.6.6. Soit X,,, n > 1, des variables aléatoires réelles de lois ,, Iy, la fonction
de répartition de p,, | une mesure de probabilité sur R, F sa fonction de répartition. On a
alors X, -2 X si et seulement si F,(z) — F(x) quand x — +00 pour tout x qui est un point
de continuité de F.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que F,,(z) — F(z) en tout point de continuité de F.
Soit f € C1(R). D’apres la Proposition 5.6.5, on a

/f Jdjin (2 /f aA(@).

Comme I’ensemble des points de discontinuité de F est au plus dénombrable, donc de mesure
nulle, on a F,(x) — F(x) presque partout pour la mesure de Lebesgue sur R, et f'(x)F,(z) —
f(x)F(x) presque partout. Comme de plus

(@) Fa(@)] < [1f looxx

avec K = supp(f’), compact, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et conclure

que
- [ @R @@ =~ [ F@F@E = [ faie

Soit maintenant f € C.(R). Soit ¢ > 0. Il existe g € CX(R) telle que | f — glleo < € (cf. la
preuve de la Proposition 5.4.5). On peut alors écrire

/fdun /fdu‘ (/ (f —9)dun +(/gdun—/Rgd#‘+‘/R(g—f)du‘
<25+‘/Rgdun—/Rgd,u‘.

d’ou le résultat a partir du cas précédent.
Considérons la réciproque maintenant. On va utiliser la Proposition 5.6.3. Soit a un point
de continuité de F'. Pour tout € > 0, on considere la fonction continue bornée f telle que

f(x)—{l Grso

0 sixz>a+e¢

et f est linéaire sur [a,a +¢]. On a Xj_s0 4] < f < Xj—o0,a4<] €t donc

Fu(a) = pin(] — 00,0]) < /R fpn — /R fdu

par la Proposition 5.6.3, et

/Rfdﬂéﬂ(] —oo,a+e]) = Fla+e).
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Il vient donc
limsup F,(a) < F(a+ ¢)
n—4o0o

et similairement on trouve
liminf F,(a) > F(a — €).
n—-4o0o

Comme ¢ > 0 est arbitraire et que F est continue en a, il vient F,(x) — F(z) quand
T — a. U

Cela étant, on peut donc reformuler le théoreme de la limite centrale comme ceci :

THEOREME 5.6.7. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et uni-
formément distribuées, telles que X,, € L?(2) et d’espérance E(X,) = 0. Soit 0 = V(X,,) la
variance des X,,.

Alors
Sn loi

% — Ho,0

la mesure gaussienne centrée de variance o.

Notre derniere application probabiliste concerne la construction de suites infinies de variables
aléatoires indépendantes de lois données : il s’agit donc de la continuation de la Proposition 4.2.3.

THEOREME 5.6.8. Soit I un ensemble quelconque, et pour i € I soit y; une mesure de
probabilité borélienne sur C. Il existe un espace probabilisé (2,3, P) et des variables aléatoires
Xi sur Q) telles que X;(P) = p; pour tout i € I, et les variables (X;) sont indépendantes.

DEMONSTRATION. Il est pratique d’étendre les mesures p; a la « spheére de Riemann » C,

c’est a dire a I'espace topologique
C=CuU{x}

(ou l'on peut voir I’élément co comme purement formel, ou bien remarquer qu’effectivement si
Pon enléve un point & une sphere, il reste un espace homéomorphe au plan complexe), muni de
la topologie ou les voisinages ouverts de co sont les complémentaires U = C — K d’un compact
K C C. Cet espace topologique est compact (preuve élémentaire).

On étend p; en des mesure v; sur Cen posant

vi(X) = (X NC)
pour tout borélien X C C, autrement dit v; = Je(pi) onj : C— C est linclusion.
Soit maintenant Z l’espace produit de I copies de C :
7 =0C!

muni de la topologie produit. D’apres le théoreme de Tychonov, c¢’est un espace compact (c’est
pour cela qu’on a compactifié C).
Dans 'espace C'(Z) des fonctions continues, on considere le sous-espace

Ci(Z)={f€C(Z) | f ne dépend que d'un nombre fini de variables},

c’est a que que f € Cy(Z) si et seulement si il existe un sous-ensemble finie {i,...,i,} C I et
une fonction g : C™ — C telle que

(5.17) f@i) =9(xiy, -, Gus,)-

Il est évident que Cf(Z) est une algebre de fonctions stable par conjugaison complexe,
contenant les constantes, et que C'r(Z) sépare les points : si = (z;) et y = (y;) sont différents,
disons x;, # v;,, la fonction i1-eme coordonnée, f(x;) = x;,, est dans C¢(Z) et sépare x et y.
On en déduit par le théoreme de Stone-Weierstrass que Cf(Z) est dense dans C(Z) pour la
norme ||||oc-
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Maintenant on va construire une forme linéaire positive A sur C(Z) par continuité a partir
de C¢(Z) : pour
f(l‘) = g(xiu S 79961'”)
comme ci-dessus, on pose

(5.18) AU = [ ot ta)d () @ dug, ().
11 faut vérifier que ceci ne dépend pas de la représentation de f en (5.17) : en effet, on peut
changer l'ordre des variables i1, ..., i,, ou bien introduire d’autres variables pour lesquelles f

est « constante ». Mais cela ne change pas le terme de droite de (5.18) car la mesure produit

est « invariante par permutations » (c’est le théoréeme de Fubini!), et les v; sont des mesures de

probabilité, donc une intégration sur un facteur constant supplémentaire multiplie A(f) par 1.
Clairement A est une forme linéaire sur C't(Z), et on a A(f) > 0 si f > 0, mais aussi

IACH] < (1 lloos

donc A est continue sur Cy(Z) avec la norme L*°, de sorte que I'on peut prolonger A en une
forme linéaire sur C'(Z), qui reste clairement positive.
Par le Théoreme 5.2.1, il existe donc une mesure de probabilité de Radon P sur Z telle que

A(f) = /Z f(2)dP(z)

pour toute f € C(Z). Cette mesure P est intuitivement le produit infini des v;. En manipulant
des projections sur un nombre fini de variables dans I’esprit du Lemme 4.2.2 et de ses applications
dans la Section 4.2, on vérifie alors sans peine que les fonctions coordonnées’ X; fournissent
les variables aléatoires demandées, leur indépendance provenant du fait que, prises en nombre
finie, leurs lois vérifient par construction (5.18) la condition du Lemme 4.2.1. O

EXERCICE 5.6.9. Montrer la généralisation suivante de ce résultat. Soit I un ensemble quel-

conque, et pour tout multi-indice ¢ = (i1,...,i,) d’éléments distincts de I, soit p, une mesure
de probabilité borélienne sur C, de telle sorte que les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(1) Pour tout n, tout ¢ et toute permutation o de {1,...,n}, on a
TO‘,*(;U/L) = Ly
ou T, est I’application de permutation
(xlv o 73377,) = (‘/L‘U(l)v s 7$U(n))
et /) = (ig(l), ey ia(n))'
(2) Sim < n, alors
() = phv
ou (w1, .. xn) = (T1,. .., Tm) €t/ = (i1, ..., 0m)-

Montrer qu’il existe alors un espace probabilisé (€2, %, P) et sur € des variables aléatoires
X;, 1 € I, vérifiant
(X; X, )(P)=P,
pour tout ¢ = (i1,...,%,). [Indication : Définir v,, Z et Ct(Z) comme pour le Théoreme 5.6.8,
et

19

A(f) :/Cng(tl,...,tn)duL(tl,...,tn)

pour f € C¢(Z) donnée par (5.18). Montrer que A est bien définie puis finir comme précédemment. |

7. Noter que, par définition de v;, la i-éme coordonnée est presque partout # oo, et donc la différence entre
C et C est négligeable de ce point de vue. Rigoureusement on devrait prendre X;(z) = x; si x; # 0o et X;(z) =0
— ou toute autre constante — sinon.
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CHAPITRE 6

Convolution de fonctions

6.1. Définition

Nous allons maintenant considérer une construction qui est techniquement tres importante :
celle de la convolution de deux fonctions définies sur R%, d > 1. Formellement, si f et g sont
deux telles fonctions, la convolution f x g de f et g est définie par

(6.1) Fxg(z / Flz —t)g(t)dA(?)

pour z € R?, oll A est la mesure de Lebesgue. Bien évidemment, il faut imposer sur f et g des
conditions pour que I'intégrale ait un sens. On verra plusieurs cas de figure.

Les propriétés formelles de la convolution resteront valides dans tout les cas. Pour les
énoncer, la définition suivante est temporairement utile.

DEFINITION 6.1.1. Soient f et g des fonctions complexes mesurables définies sur R%. Le
domaine de convolution de f et g est ’ensemble C(f, g) des € R tels que I'intégrale ci-dessus
ait un sens, c’est a dire tels que ¢t — f(z — t)g(t) soit dans L'(R?). Pour = € C(f,g), on pose

f gl /fx—t HAN(?).

REMARQUE 6.1.2. Si f et g sont mesurables, la fonction (z,t) — f(x —t)g(t) est mesurable
sur R?? puisque produit et composition de fonctions mesurables ou continues. Il n’y a donc pas
de problemes de mesurabilité dans ce qui suit.

LEMME 6.1.3. (1) Soit x € C(f,g). Alors x € C(g, f) et f *xg(x) = g* f(x).
(2) Soit z € C(f,g) NC(f,h), a, B € C. Alors x € C(f,ag + Bh) et
f*(ag+Bh)(z) =af xg(x) + Bf *h(z).
(3) Six ¢ supp(f) + supp(g), alors x € C(f,q) et f*g(z) =0, ou
A+B={z+y|x€Aetye B}
pour A, B C R%.
(4) On aC(f,9) =C(If],|g), et
(6.2) |f*g9(@)] < |fl*|gl(x) pour z € C(f,g).

DEMONSTRATION. (1) provient de I'invariance de la mesure de Lebesgue par translation
(Corollaire 5.3.6) :

Fra@ = [ fe=000iO = [ 0=\ = g+ fa)

(2) est évident.

(3) 1 suffit de remarque que si ¢ supp(f) +supp(g), alors pour tout t € R, si t € supp(g)
alors z — t ¢ supp(f), et donc f(z — t)g(t) = 0 pour tout ¢, donc f x g = 0.

(4) est également tautologique vu la définition méme de l'intégrabilité puisque |f(z —

Dot = |z~ 1)llg(0)] et
fo = 90| < | 156 = Dllg®lane),

’Rd R
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REMARQUE 6.1.4. Le point (3) est utilisé, évidemment, sous la forme

(6.3) supp(f * g) C supp(f) + supp(g)

(lorsque f et g sont telles que f x g est définie partout, comme dans les cas décrits ci-dessous).

6.2. Cas d’existence de la convolution

Comme souvent, on commence par traiter le cas de fonctions positives. Dans un tel cas,
I'intégrale (6.1) existe pour tout z, et prend valeur dans [0, +oc].

PROPOSITION 6.2.1. Soient f et g des fonctions mesurables positives et f x g la convolution
de f et g a valeurs dans [0,4+00]. On a alors

(6.4) | Fra@i@ = ([ s@nw)(] son).

DEMONSTRATION. 1 suffit d’appliquer le théoréme de Tonelli (Théoréme 4.3.1, (1)) et I'in-
variance par translation de la mesure de Lebesgue :

/ fxg(x)dA(x) = / F (@ — )g(t)dA(t)dA(z)
Rd R4 JRA
= | o) ( /R fla=1dr@) )ax(?)

— ( . f(a:)d)\(x)) (/Rdg(t)dk(t))-

Le premier cas important d’existence de la convolution est celle de fonctions dans L! avec
P, p>1

THEOREME 6.2.2. Soit f € LP(R?) et g € LY(RY), 1 < p < +o0. Alors C(f,g) contient
presque tout x, et la fonction fx g ainsi définie presque partout est dans LP(RY) et vérifie

O

(6.5) 1 % gllp < [1£llpllgllx

et sip=1

(6.6) | Fro@an) = (| i) ( /R g@)dr@)).
De plus si f, g, h € LY(R%), on a

(6.7) (frxg)xh=fx(gxh)

DEMONSTRATION. Supposons d’abord p = 1. Appliquant la proposition précédente aux
fonctions positives |f| et |g|, on voit que

[\ lglar = £l lglh < +oc.
R4

Cela implique que | f|*|g| est finie presque partout (par Proposition 2.2.2, (1), rappellons-le),
et donc d’apres le Lemme 6.1.3, (4), C(f,g) = C(|f|,|g]) contient presque tout z.
De plus, intégrant (6.2) sur z, il vient

Il < [ 1% laldx = [l lalh < +oc

par (6 4).

Etant donc assuré que f+g € L'(R?), il est loisible de reprendre la preuve de (6.4) et vérifier
que les hypotheses du Théoréeme de Fubini (Théoreme 4.3.1, (2)) sont vérifiées, de sorte que ce
méme calcul donne (6.6).
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Un argument similaire justifie ’application du théoreme de Fubini pour montrer que
(f > g) x h(x) = (g% f) x h(z)
= [ (gx D~ DDA
Rd

:/ / o — £ — v) F(W)AAW)R(E)AA()
Rd JRA

= [ f@)g 0= axe)
= Fx(gxh)).

Nous revenons au cas général ou f € LP(R%). Le cas p = oo est immédiat. Si p < +oo, le
cas g = 0 est également clair avec f x0 = 0, supposons donc g # 0. Considérons la mesure de
probabilité sur R? définie par

w= 9 ax
gl

D’apres 'inégalité de Jensen (3.6) (ou I'inégalité de Holder), on a

[ 1= lla®lax® = lall [ 17 =l < ol [ 176 = oFaue) "
donc

/Rd (/Rd\f(x—t)\lg(t)!dA(t)ydA(cv) < HgHﬁ”/Rd /Rd\f(x—t)\pd/\(:z:)d,u(t)
= Lol ( [ au) ([ r@lraxa) = 151glalf < +oc,

par invariance de la mesure de Lebesgue et définition de pu.
Comme précédemment, cela montre que la fonction (|f| = |g|)P est finie presque partout,
donc que C(f, g) contient presque tout = € RY, et finalement que

1> glly < 1 F1lpllgllx

comme annoncé. (]
REMARQUE 6.2.3. On a donc une application
L'R% x L'(RY) — L'(RY)
{(f, g9)— fxg

qui est commutative, associative, distributive par rapport a ’addition : cela justifie I’appellation
de produit de convolution. Par rapport aux propriétés du produit usuel, il faut noter qu’il n’existe
pas d’élément unité § € L'(RY) tel que fxd = f = 6 « f. On verra cependant plus bas qu’il
existe des unités approchées qui ont des applications importantes (Section 6.4).

L’inégalité (6.5) est trés importante : elle établit que le produit de convolution, vu comme
opérateur bilinéaire, est continu. En particulier, il en découle que si f, — f et g, — g sont
deux suites convergeant dans L'(R?) et LP(RY) respectivement, alors f,, x g, — f g dans L'
également. L’argument est habituel :

||fn*gn_f*gH1 ‘fn*(gn_g)Hl+H(fn_f)*g||1

[fallillgn = gllp + [lgllpllfn = FllL =0

quand n — 400 (puisque || f||1 est bornée).
De méme, si g € L'(R%) est fixée, et 1 < p < 400, la convolution par g définit un opérateur
linéaire

< |
< |

LP(R%) — LP(RY)
fr—=1Ff*g
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qui par (6.5) est continue de norme < ||g||;.

Avant de présenter d’autres cas d’existence, voici une premiere interprétation « concrete »
du produit de convolution, dans le cadre probabiliste. (Voir le Lemme 7.2.8 pour une autre
interprétation simple de la convolution).

PROPOSITION 6.2.4. Soit (2,3, P) un espace probabilisé. Supposons que X et'Y sont des
variables aléatoires réelles indépendantes telles que

X(P) = f(x)dz, et Y(P) = g(x)dx
pour certaines fonctions positives f et g. Alors la loi de X + Y est la mesure
(X +Y)(P) = (f *g)(z)dz.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que pour tout borélien B C R on a
P(X+Y eB)= / f*g(x)de.
B

Par définition il vient

/Bf*g(x)d:v:/B/Rf(x—t)g(t)dtdx
- /E F(w)g(v)dudy

ot E = {(u,v) € R? | u+v € B}. Comme (X,Y)(P) = X(P)® Y(P) puisque X et Y sont
indépendantes (Lemme 4.2.1), ceci vaut

/ d(X,Y)P = P(X,Y)€ E)=P(X +Y € B).
E
0

REMARQUE 6.2.5. Plus généralement on peut définir le produit de convolution de deux

mesures sous certaines conditions. Si p et v sont des mesures de probabilité, on pose
prv=s(u®v)
o1 5 : C? — C est I'addition (z,y) — z +y, donc (uxv)(B) = (u® v)(s~1(B)).

On a (f(z)dx) * (g(x)dx) = (f x g)(z)dz, et aussi (X +Y)(P) = X(P) * Y (P) pour toutes
variables aléatoires X et Y indépendantes, ce qui généralise la proposition. Noter que dans ce
cadre, il existe une « mesure unité » : si § est la mesure de Dirac en 0 (cf. Exemple 1.2.4, (2)),
on a

P d=0*p=p
pour toute mesure de probabilité p. Voir aussi le Chapitre 9.

Le second cas important d’existence des convolutions est le cas de LP et LY ou p et ¢ sont
des exposants complémentaires.

PROPOSITION 6.2.6. Soit p € [1,+00|, q l'exposant complémentaire tel que 1/p+1/q = 1.
Pour toute f € LP(R?) et g € LY(R?), on a C(f,9) = R? et fxg € L>®. De plus

(6.8) 1 % glloe < 1 1Ipllgllq-

DEMONSTRATION. Il s’agit d’appliquer I'inégalité de Holder (3.7) : si f et g sont positives
on a pour tout z € R¢

Frot) = [ fla=tgan)
<lalla( [ e =orir)”

= llgllgll fllp < oo
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par invariance de la mesure de Lebesgue toujours. Revenant a f € LP et g € L9 générales, on
déduit par le Lemme 6.1.3, (4) que C(f,g) = R et que

[fxg9(@)] < [ flpllgllq
pour tout z € R%, ce qui donne (6.8). O

REMARQUE 6.2.7. De (6.8), comme précédemment de (6.5), on déduit la continuité de ce
produit : si f, — f dans LP et g, — g dans L9, alors f, x g, — f x g dans L™ (c’est a dire
uniformément).

Le dernier cas d’existence que nous considérons (qui n’est pas le dernier possible!) semble
un peu plus complexe, mais il s’avere tres pratique.

DEFINITION 6.2.8. Soit X un espace topologique et p une mesure borélienne finie sur les
compacts. Pour 1 < p < +o00, on note

L2(X)={f e LP(X) | supp(f) = KUZ ou K est compact et p(Z) =0}
L? (X)=1{f| f € LP(K) pour tout compact K C X}.

loc

L’espace L? est Pespace des fonctions LP & support compact, et 'espace LY . celui des fonc-
tions localement dans LP.

REMARQUE 6.2.9. L’introduction de Z dans la définition de L est faite pour que tout se
passe bien avec les fonctions définies & un ensemble de mesure nulle pres.

PROPOSITION 6.2.10. Soit f € Li, (R?) et g € L2 (R?). Alors C(f,g) = RY, donc le produit
de convolution f x g est défini pour tout x.

DEMONSTRATION. 11 suffit de supposer f > 0 et ¢ > 0 comme d’habitude. Or

f(x — tyg(t)dt = / flx — t)g(t)dt
R4 K

si g(x) = 0 en dehors du compact K (et d'un ensemble Z de mesure nulle). Donc

Frg(@) < oo [ o=t =lals [ flu)du<+o0

puisque 7 — K = {x— k | k € K} est compact et f € L. -

EXEMPLE 6.2.11. Par exemple, toute fonction continue, ou presque partout continue, est
dans Llloc, mais pas en général dans L'. Dans la situation de la proposition, la fonction f % g
n’est pas bornée en général.

Noter aussi que, bien évidemment, les trois cas ou fxg a été construite dans cette section ne
sont pas exclusifs : il est tout a fait possible que deux, voire les trois, s’appliquent (par exemple,
si f et g sont continues & support compact) ; en appliquant les résultats propres & chacune des

situations décrites, on obtient alors d’autant plus d’information sur f x g.

6.3. Propriétés de régularisation de la convolution

Si 'on voit f * g comme une intégrale dépendant du parametre x, la fonction a intégrer
est h(z,t) = f(x —t)g(t), qui du point de vue des résultats de la Section 3.3 est extrémement
simple : & ¢ fixé, c’est une « translation » de f, multiplié par la constante g(¢). On peut donc
s’attendre a ce que f * g hérite des propriétés de régularité de f. Et comme fxg = g f, la
convolution peut méme avoir toutes les propriétés de f et de g a la fois. Cela se justifie aisément
et fournit une méthode tres fructueuse pour construire des fonctions tres régulieres.

Nous donnons plusieurs exemples de cela. Rappelons la notation des multi-indices pour les
dérivées partielles : si a = (o, ..., aq) avec a; > 0 des entiers, on note

(6.9) ol =a1 4+ +ag
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et

olel gm ot
1 = - LI
(6.10) 0 Oz 0x('  Oxy?

vu comme opérateur agissant sur les fonctions de classe !¢l sur un ouvert de R.

PROPOSITION 6.3.1. Soit k > 1, f € L}(RY) et ¢ € C*(RY) telle que
Oap € L™

pour tout o tel que |a] < k, c’est a dire que toutes les dérivées partielles d’ordre < k sont
bornées. Alors fxp € C*(RY) et, pour tout |a| < k, on a

Do (f* ) = f* (Oatp).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, toutes les convolutions rencontrées f * 0y, avec |a| < k,
relevent du cas p = 1, ¢ = oo de la Proposition 6.2.6 et sont donc des fonctions dans L™ (Rd).
(D’apres la Proposition 6.3.3 ci-dessous, ce sont mémes des fonctions continues).

En utilisant la définition des dérivées partielles on se raméne aussitot au cas d = 1.' Dans
ce cas, par récurrence sur k il suffit de traiter le cas K = 1. On a pour tout x € R

f (@) = px f(z) = /R F ()l — (D),

qui est de la forme considérée par le critere de dérivabilité sous le signe d’intégration de la
Proposition 3.3.3, avec

0
o ez —1) = ()¢ (z —1).
Comme on a la relation de domination
[f ()" (@ = )] < [|¢'[|o] £ ()]
avec f € L'(R), la Proposition 3.3.3 donne le résultat. O
EXEMPLE 6.3.2. Soit par exemple f € C*(R) et g € C™(R). On peut appliquer la proposi-

tion d’abord a f et g pour voir que f x g est de classe C" sur R. Mais on peut aussi échanger
le réle de f et g, et conclure que fxg € C*™(R) (cf. (6.3) pour le support), avec par exemple

(f % )™ = 0 gtm)
noter que pour les premieres dérivées on a le choix et
(fxg) =fxg=fxg.

Une autre propriété de régularisation est plus cachée, puisque les fonctions intervenant
n’auront pas de régularité apparente.

ProPOSITION 6.3.3. Soit 1 < p < +o00, q lexposant complémentaire. Pour toute f €
LP(RY), g € LY(RY), la fonction f g € L™ est uniformément continue sur R?. Si de plus
1 < p,q < +o0, alors

lim fxg(z)=0.
llz]|—+o0

DEMONSTRATION. Supposons d’abord p < +oco. Soit z € R, h € R%. On majore aussitot
par

frglo+h) = Fra@ < [ 1@ h=0)= fla=Dllgl)ax®
<lalla ([ 176+ h =0~ fa = DPaxe) "

1 n y a une petite subtilité liée au fait que f € L' n’implique pas que les fonctions partielles du type
g(x) = f(z,22,...,24) avec x4, i > 2, fixés, sont dans L'(R) pour tout (x;). L’argument fubinesque simple
permettant de contourner cela est laissé a I'imagination du lecteur...
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par I'inégalité de Holder encore. Par la substitution linéaire x — ¢ = u, 'intégrale en ¢ est

/ @t h—t) — fa— B)PdA(E) = / [t B) — F(u)PdA(u).
Rd R

Cette quantité, disons £(h), est maintenant indépendante de z, et tend vers 0 quand h — 0
d’apres la Proposition 5.5.1. Comme

| % gz +h) = fxg(x)| < e(r)/Plgllg

on voit que f * g est bien uniformément continue.
Sip=o0,onaq=1et donc gxf = f*g est uniformément continue par le cas précédent...
Finalement, si p et ¢ # oo, il existe par le Théoreme 5.4.1 des suites f, et g, de fonctions
continues a support compact convergeant dans LP et LY respectivement vers f et ¢g; alors
(Remarque 6.2.7) on a f,, * g, — f * g uniformément, et comme f,, x g, € C.(R%) (cf. (6.3)), on
a (Remarque 5.4.2)
lim fxg(x)=0.

[ ]| =00

O

EXEMPLE 6.3.4. Une application classique de ce résultat est la suivante. Soient A, B ¢ R?
des ensembles quelconques de mesure de Lebesgue non-nulle : A(A) > 0, \(B) > 0. Alors
I’ensemble C' = A + B est d’intérieur non-vide, autrement dit il existe ¢ = a + b € C et un
r > 0 tel que la boule de centre ¢ et de rayon r est incluse dans C. Pour d = 1, la somme
de deux ensembles de mesure non-nulle contient donc forcément un intervalle ouvert non-vide !
Rappelons que tant A que B peuvent tout a fait étre d’intérieur vide eux-mémes (par exemple
A=R-QCR).

La preuve est extrémement simple en utilisant la convolution. En effet, on peut supposer
0 < A(A),\(B) < +00, si besoin est en considérant AN D et BN D, ot D est une boule de
rayon assez grand.

Soient alors f = x4, ¢ = xB. Puisque A et B sont de mesure finie, f € L?, g € L?. La
Proposition 6.3.3 montre que h = f x g > 0 est uniformément continue. Comme f et g sont
positives on a

/hdm = /fd:[:/gd:z: = MA)A(B) >0

donc h > 0 n’est pas nulle. Soit ¢ tel que h(c) > 0. Par continuité, il existe une boule U centrée
en ¢ de rayon r > 0 telle que h(x) > 0 pour tout z € U. Or, comme pour le Lemme 6.1.3, (3),
on a h(x) =0pour z ¢ A+ B donc U C A+ B.

Un exemple extréme de régularisation qui est assez éclairant (quoique pas treés significatif
pour les applications) est le suivant :

EXERCICE 6.3.5. Soit f € L2(R) et g € Clx] un polynoéme. Montrer que f x g existe et est
un polynome.

6.4. Approximation par convolution

Les propriétés de régularité des produits de convolution s’averent d’autant plus significatives
qu’il est possible d’approcher une fonction f donnée par des produits de convolution f x ¢, ou
© est une « unité approchée », essentiellement universelle, dont la régularité (support compact,
dérivabilité, etc) peut étre extrémement grande.

Commencons par justifier qu’il n’existe pas d'unité de convolution § dans L'(R?), bien que
cela ne soit logiquement pas nécessaire.

LEMME 6.4.1. Supposons que 6 € L'(R%) vérifie f x6 = f pour toute f € L'(R?). Alors on

(1) 6(z) = 0 pour presque tout x #0, (2) [d(z)d\(z) = 1.
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Bien entendu, ces deux conditions ne sont pas compatibles pour § € Ll(Rd), puisque la
premiere implique que § est nulle presque partout, donc son intégrale devrait étre nulle! Mais
si 'on relaxe quelque peu la premiére condition, par exemple en demandant 6(z) = 0 pour
||z|| > n, avec n petit, on obtient des conditions parfaitement compatibles, et on peut s’attendre
a ce que f xd soit, alors, « proche » de f.

Un gain inattendu est que les unités approchées peuvent étre pratiquement aussi régulieres
que désiré, et que fxd peut hériter de cette régularité : cela peut donc fournir des approximations
tres régulieres de f! (Ce qu'une unité 0 « exacte » avec f xd = f ne peut pas donner...)

REMARQUE 6.4.2. Sion utilise la transformation de Fourier (plus exactement le Lemme 7.2.8),
on s’apercoit que pour que § soit une unité de convolution, il faudrait que § soit I'unité pour la
multiplication ordinaire, c’est a dire 5 = 1. Mais c’est impossible car 1 n’est pas une fonction
qui tend vers 0 a l'infini (cf. le Théoréme 5.5.3 et le Lemme 7.1.2), propriété valide pour la
transformée de Fourier d’une fonction intégrable : cela redonne donc l'inexistence de 9.

DEMONSTRATION. La condition est que pour toute f € L'(R%), on a

flx)= [ flz—1)5(t)dA(t)
Rd

pour presque tout z. En prenant f(xz) = y(—=z) ou x est la fonction caractéristique de N = {z |
d(z) < 0}, et =0, on trouve

0< F0) = [ F-t)5()dA() = /N 5(1)dA(1)

ce qui implique que N est de mesure nulle et donc § > 0 presque partout.
En prenant ensuite f la fonction caractéristique d'un cube [—A, A]¢, et = 0 encore, on

trouve que
1:/‘ 5(t)dA(t)
[7A7A]d

pour tout A. Cela implique la condition (2), mais également (1) puisque pour tout B > A on a

0:/ S()dA(L)
[~ B,B]i—[—A,A]*

avec 6 > 0, donc & = 0 sur tout ensemble [~ B, B]? — [~ A, A]%, ce qui implique §(x) = 0 hors de
z=0. (]

f
Rd

La preuve permet de deviner quel type de fonctions pourra fournir une bonne approximation
a d. On utilisera ici la définition suivante :

DEFINITION 6.4.3. Une suite de Dirac dans R est une suite (¢,) de fonctions positives
telles que

(6.11) / on(t)dA(t) =1 pour tout n > 1
Rd
(6.12) lim on(t)dA(t) = 0 pour tout n > 0.
it >n
ot1 'on note ||t|| la norme euclidienne (4.23) sur R%.

REMARQUE 6.4.4. On peut remplacer dans (6.12) la norme par n’importe quelle norme
équivalente ; et on sait que dans I'espace de dimension finie R?, toutes les normes le sont. Par
exemple, il est parfois utile de prendre

[tlloo = max [t;] ou ||t = > [til-
1<i<d
Commencons par des exemples.
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EXEMPLE 6.4.5. (1) Soit ¢, = (2n)dx[_n_17n_1]d. C’est une suite de Dirac, puisque (6.11)

est évident et
[ etz =o
[Itl>n

pour tout n > 11, donc la limite dans (6.12) est bien nulle.

(2) Plus généralement, soit ¢, une suite quelconque de fonctions L' positives telles que (6.11)
est vraie, et telles que supp(¢n) C {||z| < en} avec €, — 0 quand n — +o00. Alors (¢,,) est une
suite de Dirac pour la méme raison qu’en (1).

(3) La condition (6.12) permet des fonctions plus générales que celles dont le support est
et compact « tend vers {0} » comme en (2). La condition équivaut a dire que ¢, — 0 dans
L*{|It|l > n}) pour tout n > 0. 1l s’agit, intuitivement, que l'essentiel de la « masse » de la
mesure de probabilité p, = ¢, (t)d\(t) se concentre a 'origine quand n — +oo.

Soit par exemple ¢ > 0 une fonction L' quelconque telle que [¢[|1 > 0. On pose ¥ = /| ¢|/1,
et

Y (t) = nd@b(nt)

pour n > 1. Alors (1)) est une suite de Dirac. (Remarquer que ’exemple (1) est de ce type).

En effet, par changement de variable linéaire u = nt, dont le jacobien est det(n) = n?, on a

U (t)dA(t) = n? 1/1nt YAA(t / ¥(u)d(u
RA

ce qui donne (6.11). Quand & (6.12), on a par le méme changement de variable

/ Gn(t)dA(E) = / B()AA(R).
[Ilt]]>n [[tl[>nn

Comme v est intégrable et
U {t | 11t < nn} = R,
n>=1
on a
lim P(t)dA(t) =
o0 Jliel|>nn
(Lemme 2.3.10), ce qui donne donc (6.12).

Un exemple important consiste a prendre (t) =
tion 4.4.10 et le théoréeme de Fubini on a

/Rd eI ax(t) = /Rd exp(—m D ) dty - dty = (/Re“th)\(t)>d: 1.

1<i<d

_ 2 . N .
eIt , puisque d’apres la Proposi-

On a maintenant le théoreme d’approximation suivant qui justifie les remarques faites au
début de cette section :

THEOREME 6.4.6. Soit () une suite de Dirac fizée.
(1) Pour tout p, 1 < p < oo, et toute f € LP(RY), on a

f*@n — f dans LP(RY).
(2) Si f € L™ est continue en x € RY, alors
fxen(z) = f(2),
et si f € L™ est uniformément continue
f % — f uniformément sur RY.
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DEMONSTRATION. On vérifie d’abord que chacun des produits de convolution écrits dans
I’énoncé sont bien définis : pour (1), comme ¢, € L', on a f x ¢, € LP(R?) d’apres le
Théoreme 6.2.2, tandis que pour (2), d’apres la Proposition 6.2.6 avec p = 1, ¢ = oo, et la
Proposition 6.3.3, la fonction f % ¢, est uniformément continue sur R?, ce qui justifie de parler
de ses valeurs ponctuelles.

Le début de argument est commun aux deux cas (et a bien d’autres situations similaires) :
on utilise (6.11) pour écrire

(613) Frone) = f@) = [ (fla 1)~ fla)pn(tare

pour tout n > 1 (pour presque tout x dans le cas (1)). Puis, considérant que f(z—t)— f(x) sera
« petit » pour t proche de 0 (en moyenne ou littéralement), et que la contribution des grandes
valeurs de ¢ sera négligeable par (6.12), on va séparer l'intégration en deux morceaux, ||t|| > n
et [t < 7.

Considérons d’abord le cas (1) avec p < +oo. Appliquant I'inégalité de Holder (ou celle
de Jensen) pour les fonctions positives 1 et ¢ — |f(z —t) — f(x)|, et la mesure de probabilité
©n(t)dA(t), on a pour presque tout x

Frpnl) = F@P < [ 1w =0 = F@)PeuiN0).
d’ou
175 on = 11 < Sy + T,
oll, pour 1 > 0, on a posé

o = /R /|| [f(z =) = (@) Pon(t)dAE)dN ()
= /R /|| f(@ = 1) = F@)PonB)dAE)dA ().

En appliquant le théoreme de Tonelli, il vient
s = [ ([ 15 =0 - 1P )enoiro.
lti<n */R4
D’apres la Proposition 5.5.1, pour tout € > 0 il existe 7 > 0 tel que pour ||t]] <7, on a

/ @ — 1) — f@)PAA(x) < e,
Rd

donc pour un tel n (fixé) on trouve
Sy < 5/ on(t)dA(t) < e
lItll<n

(par (6.11) et monotonie).
Quand & Ty, on a |f(z —t) — f(2)|P < 2P/9{|f(x — t)|? + | f(z)|P}, donc par Tonelli encore
et invariance de la mesure de Lebesgue par translation il vient

7, <2l [ enltidr(o).
lItlI>n
D’apres (6.12), pour tout n assez grand on aura
T, <e,
et finalement pour n assez grand il vient
1f * on — fIID < 2e,
€ > 0 étant arbitraire, on a convergence de f x ¢, vers f dans LP.
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Considérons maintenant le cas (2) pour un z fixé. A partir de (6.13), on a maintenant
[f % (@) = f(2)] < Sy + T

avec

Si= [ 15@=0 - 1@lenire)
lltll<n

7= [ (= 01+ 5 @Deadane).
ll£l>n

Par continuité de f en z, pour tout ¢ > 0, il existe n tel que si ||¢|| < 7, alors |f(z—t)—f(x)| <
€. Pour ce choix de 7, il vient alors
Sy <e
et
7, <2 fll [ paltldAD).
Itll>n
La preuve de (2) se termine alors exactement comme précédemment. Finalement, si f est
uniformément continue et K C R? est compact, alors on peut choisir 7 indépendamment de z
dans largument précédent, et la majoration devient une borne uniforme pour ||f x ¢, — f|loo-
O

Nous allons déduire de ce théoréeme un corollaire important.

COROLLAIRE 6.4.7. L’espace C°(R?) des fonctions C a support compact est dense dans
LP(RY) pour tout p, 1 < p < +o0.

Il est évident que C° est un espace vectoriel tel que C°(R%) ¢ C.(R?Y) c LP(RY) pour
tout p, 1 < p < +o0.
Pour la preuve il suffit d’avoir & sa disposition une seule fonction ¢ € C2°(R?) convenable...

LEMME 6.4.8. II existe ¢ € C®(R?) telle que ¢ # 0 et ¢ > 0.

COROLLAIRE 6.4.9. Il existe une suite de Dirac (¢,) telle que @, € C(R?) pour tout
n>1.

DEMONSTRATION. Soit ¢ comme dans le lemme. Alors ||¢||; > 0, puisque si ¢ (zg) > 0, par
continuité on a v (x) > 0 pour & dans un voisinage de mesure > 0 de xy. On construit alors ¢,
comme dans 'Exemple 6.4.5, (3) : soit

_ v
4[]
qui vérifie ¢ > 0 et [ p(z)dA\(z) =1, et

@ € CX(RY),

pn(z) = np(nz).

On a ¢, € C*(RY), et d’aprés I'exemple déja mentionné, la suite (¢,) est une suite de
Dirac. U

PREUVE DU THEOREME. Soit p, 1 < p < +4oc. Soit f € LP(R?) et ¢ > 0. Il existe
g € L2(RY) telle que ||f —g|l, < € : en effet, on peut soit choisir g € C.(RY) vérifiant cela
(Théoreme 5.4.1), soit remarquer que g, = xnf, ou X, est la fonction caractéristique de la
boule de rayon n > 0, est une suite de fonctions dans LZ(R%) (|gn| < |f]) telle que g, — f dans
LP(RY), donc pour n assez grand, g, convient.

Remarquons aussi que g, € L'(R?) puisque la mesure de la boule de rayon n est finie (cf.
la Proposition 3.1.17).

Soit maintenant (¢,,) une suite de Dirac dans C2°(R). D’apres le Théoreme 6.4.6, (1), on a
g*pn — g dans LP(R?); d’apres la Proposition 6.3.1, g% ¢, € C>®°(R?); et enfin, d’apres (6.3),
g * pn est & support compact : en définitive, donc, g * , € C°(R?), et g * ¢, — g dans LP.
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Par conséquent pour n assez grand on a
If = g*enllp < 2,
d’out le résultat.
Il ne reste qu’a montrer le Lemme 6.4.8.
PREUVE DU LEMME. Soit f la fonction définie sur R par
@) = {e‘l/x pour z = 0

0 pour x < 0.

Clairement, f est C* sur R — {0}. On vérifie par récurrence que

fP(z) = Pz f ()

pour k > 0 et x > 0, avec P un polynome réel de degré k. Il en découle que f (k)(w) — 0 quand
x — 0 pour tout k, et par récurrence on vérifie alors que f est C*° sur R. Bien entendu, f > 0

et f#0.

Maintenant, on peut poser

v(t) = F(1 - [1t]%),

pour ¢ € R?: c’est une fonction positive, non identiquement nulle, et comme 1—||¢[|2 = 1-Y" |#;|2
est C*°, la fonction ¢ est C'°° par composition. Le support de v est la boule centrée en 0 de

rayon 1, de sorte que 1 convient.
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CHAPITRE 7

La transformée de Fourier

Nous avons déja vu la définition et certaines propriétés simples de la transformée de Fourier
d’une fonction f € L*(R) dans la Section 3.4, et démontré I'important théoréme de Riemann—
Lebesgue (Théoreme 5.5.3) selon lequel f € Co(R), c’est & dire tend vers 0 & l'infini.

Dans ce chapitre on reprendra la théorie dans le cadre des fonctions définies sur R%, et on
ira au-dela avec en particulier la formule d’inversion et I’extension de la transformée de Fourier
aux fonctions L2.

7.1. Rappels et extension a R?

Soit d > 1 un entier. On notera

<z,y>=)

(]

le produit scalaire usuel sur C¢, et sa restriction & R%. On a donc ||z|| = (<z,z>)"/2.

Dans ce chapitre, on notera dz (ou dt, dy...) la mesure de Lebesgue sur R%.

DEFINITION 7.1.1. Soit f € L'(RY). Sa transformée de Fourier est la fonction définie par

(7.1) f(t) = (z)e(—<z,t>)dz.
Rd

Le lemme suivant reprend les propriétés de régularité dans ce cadre un peu plus général.
LEMME 7.1.2. L’opérateur linéaire
- {Ll(RCf) — L>(RY)
fe= =7
est continu, de norme < 1, et son image est incluse dans Co(R%), ot

Co(RY) ={f:R¥=C | lim f(t)=0}.

[l =00

DEMONSTRATION. La continuité et I'inégalité ||F(f)]| < 1 sont évidentes. L’analogue du
lemme de Riemann-Lebesgue se démontre comme (par exemple) avec la premiére preuve qui
en a été donnée, puisque la Proposition 5.5.1 est valide dans R :

fo =3 [ (f@) = 1(o - 5))e(-<z. 2o

olt 1/(2t) est le vecteur 3(1/t1,...,1/ts) € RY, lequel tend vers 0 quand [|¢|| — +o0, donc

fo1< [ 1@ = 1(a+5;)|ar—0

quand |[[t|| — +oo. O
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7.2. Propriétés formelles

Nous considérons ici une série de propriétés du type « si on change f d’une certaine maniere,
f est changée d’une autre maniere. » On va voir apparaitre une symétrie certaine dans les
énonceés...

LEMME 7.2.1. Soit f € L'(RY).
(1) Soit h € R? et g(z) = f(x + h). Alors g € L*(R?) et on a
(7.2) §(t) = e(<h,t>)f(t) pour tout t € RY.
(2) Soit h € R? et g(z) = e(<h,x>)f(x). Alors g € L'(R?) et on a
(7.3) §(t) = f(t — h) pour tout t € RY.
(3) Soit T € GL(d,R), et g(x) = f(T(x)). Alors g € L*(R?) et
4)

1 A

(74 F(T7(t)) pour tout t € RY,

en particulier si g(x) = f(azx) avec a € C*, on a §(t) = || 4f (e ).

DEMONSTRATION. Il s’agit seulement de changements de variable trés simples : par exemple
pour (1)

flz+ h)e(—<z,t>)dx = flu)e(—<u — h,t>)du = e(<h, t>)f(t),
R R
pour (2)

/ e(<h,z>)f(x)e(—<z,t>)dx = f(t — h),
Rd
et pour (3) on a (Théoreme 4.4.7, (2))

/R FE@)e(—<at5)de = [ fy)e(-<T(y), £>)] det(T)| " dy.

f
Rd
O

Le second lemme est le lien entre transformée de Fourier et différentiation (cf. le « proto-
type » dans la Proposition 3.4.3, (2) et (3)). Rappelons les notations (6.9) et (6.10) pour les

multi-indices o = (v, ..., aq) et les dérivées partielles, auxquelles on ajoute la notation
(7.5) z® =2 29! pour x = (21,...,24) € RY,
(on peut donc dire, par exemple, que les monomes X forment une base de I’espace C[ X1, ..., X{]

des polynémes en d variables). Tout les multi-indices sont supposés vérifier «; > 0 pour tout i.

LEMME 7.2.2. Soit k > 0 un entier.
(1) Soit f € C*(RY) telle que pour tout o satisfaisant |a| < k, on a 0o f € LY(RY), et pour
la] <k, on a Onf € Co(R?). Alors pour tout « tel que |a| < k, on a

(7.6) F(0af)(t) = (2imt)* f(2).
(2) Soit f € L'(RY) telle que pour tout a vérifiant |a| < k on a z®f(x) € LY(RY). Alors f
est de classe C* et pour tout o tel que la] <k, on a

Onf = (—2im) I F(z®F).

DEMONSTRATION. Dans les deux cas, il est clair qu'il suffit de traiter le cas k = 1 pour
ensuite en déduire le cas général par récurrence, puisque les hypotheses se propagent. Cela
signifie qu’il suffit de considérer les dérivées partielles par rapport a chaque variable, c’est a dire
« a une seule composante = 1 et les autres nulles.

Le point (2) peut alors se ramener & d = 1 par définition des dérivées partielles, et correspond
a la Proposition 3.4.3.
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Pour le point (1), supposons d’abord d = 1. Alors

/ f(z)e(—zt)dx = {f(m)e(—a:t)} i: + QiW/P{xf(x)e(—xt)dx

par intégration par partie; le premier terme est nul par hypothese (f(z) — 0 quand x — +00),
et le second donne la formule dans ce cas particulier. Pour d > 1, on integre par partie par
rapport a la variable correspondant a «. O

REMARQUE 7.2.3. Un résumé de ce lemme est le suivant : la transformée de Fourier « échange »
les deux types de régularité d’une fonction, la régularité au sens de dérivabilité, et celle au sens
d’une décroissance plus ou moins rapide « a l'infini », mesurée par des puissances inverses de
|z||. En effet, notons le lemme élémentaire suivant :

LEMME 7.2.4. Soit k > 0 un entier. Alors on a z®f(x) € L'(R?) pour tout multi-indice o
tel que o < k si et seulement si g(z) = (1 + ||z|)¥f(z) est intégrable. De méme x°f(x) est
bornée, ou tend vers 0 a linfini, pour tout o tel que |a| < k si et seulement si (1 + ||z|)* f(x)
est bornée, ou tend vers 0 a4 l’infini.

DEMONSTRATION. Le calcul est trivial dans le cas d = 1 et devient juste un peu technique
pour d > 1; on laisse au lecteur le soin de traiter le premier cas pour s’assurer de cette simplicité.
O

Alors (1) dit que si f est CF (et vérifie les hypotheses, par exemple si f est & support
compact), alors (2imt)® f(t) est une transformée de Fourier, donc tend vers 0 & l'infini. Cela
donne un taux de décroissance explicite de f, en utilisant le lemme :

£ —k
f() = o((L+[I£)~7)
quand ||t|| — 400 (rappellons que cette notation signifie exactement que lim(1+ ||¢t||)¥f(¢) = 0.)
Le dernier lemme suggere 'introduction de ’espace dit des fonctions de Schwartz.

DEFINITION 7.2.5. L’espace de Schwartz S(R?) est 1’espace vectoriel des fonctions C sur
R telles que pour tout entier k£ > 0 et tout multi-indice o on a
lim (14 ||z])*0uf(z) = 0.
l|#]|—+o0
La propriété essentielle est qu’il s’agit d’'un « grand » espace de fonctions tres régulieres,
stable a la fois par dérivation d’ordre arbitraire et par transformation de Fourier. Intuitivement

on parle de « fonctions tendant vers 0 a l'infini plus vite que tout polynoéme ainsi que toutes
leurs dérivées. »

PROPOSITION 7.2.6. (1) On a S(RY) C LP(RY) pour tout p > 1, et S(RY) est dense dans
LP(RY) si1 < p < +o0.
(2) Pour tout multi-indice c, la dérivée partielle d’ordre v correspondante est une application
linéaire
ds : S(RY) — S(RY).
(3) La transformée de Fourier induit une application linéaire
F : S(RY — S(RY).

DEMONSTRATION. Tout cela est fort simple. Pour (1), on peut appliquer la Proposition 4.4.1, (2)
puisque x — (1 4+ ||z||)* f(x) est bornée sur R? pour tout A > 0. La densité de S(R?) dans L
peut se remarquer & partir du fait que C°(RY) ¢ S(R?) et que (Corollaire 6.4.7) C°(R?) est
dense dans LP(RY).

Le point (2) est évident, et (3) provient du Lemme 7.2.2. O
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EXEMPLE 7.2.7. On a déja fait remarquer que C°(R%) ¢ S(R?), mais il existe de nom-
breuses fonctions dans S (Rd) qui ne sont pas a support compact. Un exemple crucial est la
fonction gaussienne

f(x) — eiﬂ-HxHZ'

En effet, f est certainement C* sur R¢, et on vérifie facilement par récurrence que
Oaf(x) = Polz)f(2)
ou P, € C[zy,...,x4] est un polynéme. La décroissance
(L4 2]")0af ()] — 0 quand ||| — 4o,
est alors immédiate.

La derniere propriété formelle concerne la convolution : c’est 1’'une des propriétés clé de la
transformation de Fourier.

LEMME 7.2.8. Soient f, g € L'(R%). Alors

F(fx9)(t) = f(1)g(t)
pour tout t € R%.

Autrement dit, la transformée de Fourier échange le produit de convolution défini sur L' (R%)
et le produit « point par point » habituel des fonctions.

DEMONSTRATION. D’apres la Remarque 6.2.3, la fonction f % g est dans L'(R?) et on peut
donc calculer sa transformée de Fourier. Pour presque tout z € R? on a

frglx) = / f)g(z —y)dy.
Rd
Multipliant par e(—<z,t>) et intégrant sur = € R%, on obtient

F(fxg)(t) :/ ( - fy)g(z - y)dy>e(—<x7t>)dw

Rd

/ / F)g(a — y)e(—<a, t>)dydz

Rd JRA

- / f(w) / oz — y)e(—<a, t>)dady
R4 R4

:/ f(y)e(—<y,t>)dy/ g(z)e(—<x,t>)dx
Rd Rd

par changement de variable, le théoreme de Fubini étant applicable puisque

[ wigte —ylet-<a.t=)ldy = [ | ale - )ldy
R4 R4

est intégrable en x d’apres (6.5). O

7.3. La formule d’inversion de Fourier

Le probléme considéré dans cette section est [’inversion de la transformée de Fourier, c’est
a dire la question de retrouver f a partir de F(f). Ce probleme est trés important dans les
applications : d’une part, il comprend le probleme de savoir si f détermine de fagon unique f
(c’est & dire de savoir si F : L'(R%) — Co(RY) est injective) ; et si c’est le cas, comment obtenir
effectivement f & partir de f?

Nous commengons par un exemple simple illustrant I'intérét d’une telle solution. Considérons
¢ une fonction donnée sur R%. Soit A le « laplacien » dans RY, c’est & dire



pour f de classe C2. Supposons que l'on veuille résoudre 'équation aux dérivées partielles
d’inconnue f

(7.7) Af—f=g.

Il s’agit 1a en apparence d’un probléme complexe si d > 1 (si d = 1, c’est une équation
différentielle ordinaire). La transformation de Fourier, jointe aux propriétés formelles de la
section précédente, fournit une réponse formelle élégante : si (7.7) est vérifiée, et si cela est

autorisé, calculons la transformée de Fourier de chaque coté. Par linéarité et a 1’aide de (7.6)
on trouve pour tout ¢t = (t;)

d
> @ity 2F(£)(t) = F()(E) = Flg)(b),
7j=1

c’est a dire R
—(1+47*[[t]%) (1) = §(0).
L’équation (7.6) est devenue triviale & résoudre en termes de f : on a (formellement)

W
0= T e

On voit donc 'intérét de pouvoir alors, si possible, re-calculer f a partir de f

Une analyse des propriétés formelles de la transformation de Fourier, ou bien I'interprétation
« physique » (décomposition en fréquences...), voire le cas des séries de Fourier qui est plus
classique (cf. le chapitre suivant) suggerent la formule

fl@)= | f@)e(<a, t>)dt
R

qui ne differe de F( f ) que par un changement de signe. Il est évident qu’une telle formule ne
peut exister que sous certaines hypotheses restrictives : en effet, le membre de droite requiere
pour étre défini que f € L'(RY), ce qui est une condition assez forte (et pas du toute évidente &
vérifier pour f donnée) ; et de plus, si c’est le cas, le terme de droite est clairement une fonction
continue tendant vers 0, ce qui impliquerait que f en soit une..

On notera dorénavant F I'application linéaire L'(R9Y) — Co (RY) telle que

F(NH@)= | flt)e(<wz,t>)dt
Rd
qui vérifie
) F()x) = F(f) (=) = F(f)(=),
17 (9)lloc < [Ifll1 et toutes les propriétés de la transformée de Fourier elle-méme & des change-
ments de signe pres. (Noter que si f est paire alors F(f) = F(f).)

THEOREME 7.3.1. Soit f € L*(RY) telle que f € LY(RY). Alors on a la formule d’inversion
(7.8) fl@) = F(f)(x) = - f(t)e(<a,t>)dt

pour presque tout x € R? et en particulier f coincide presque partout avec .7:"(]3), une fonction
dans Co(R%). Si f € Co(RY)NLY(RY), alors la formule d’inversion est valide pour tout x € R?.

REMARQUE 7.3.2. (1) En termes plus abstraits, on peut dire que F est I'inverse de I’appli-
cation linéaire F, sur le sous-espace Ll(Rd) N Co(RY). Pour avoir un énoncé plus symétrique,
on peut se restreindre 4 S(R?), et alors F est une application

F : S(RY — S(RY)
telle que

F=F"cest adire F(F(f)) = f et F(F(f)) = f pour f € SRY).
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(2) Sila normalisation choisie pour définir la transformée de Fourier est différente, la formule
d’inversion de Fourier doit étre légérement modifiée. Par exemple, si on utilise

ft) = fe<stde
Rd

alors
@) = o [ FO<
et si on utilise
F) = Gy [, f@e s
alors )

$0) = Gy [, S0

La premiere idée est d’analyser F|( f ) en utilisant la définition de la transformée de Fourier
et d’échanger 'ordre d’intégration dans l'intégrale double qui apparait : formellement

/ f e(<xz,t>)dt

_/ ( [ e <y, t>)dy)e(<z, 1>)di
/ fY)K(x—y)dy = fxK(y)

avec
K(y)—/ e(<y,t>)dt.
Rd

Ce calcul n’est cependant pas justifié car on voit aussitot que K « n’existe pas » : la fonction
t — e(<y,t>), étant de module constant 1, n’est pas intégrable sur R%. D’ailleurs, le résultat
du calcul montre que la formule d’inversion serait essentiellement équivalente & dire que K est
une unité pour le produit de convolution, qui n’existe pas.

Mais cela suggere 1'idée suivante : utiliser « & la place de K » une suite de Dirac K,, (cf.
Définition 6.4.3) ; si cela est possible, on devrait avoir fxK, — f (cf. Théoréme 6.4.6) et on peut
s’attendre, puisque la transformation de Fourier échange produit ordinaire et de convolution, a
ce que l'autre terme tende vers F(f).

Précisément, soit (¢,,) une suite de fonctions fixée, telle que ¢, € S(R?). On va prendre pour
1, une suite convergeant vers 1 et on s’attend a ce que la transformée de Fourier (conjuguée)
F (1) se comporte comme une suite de Dirac.

Considérons alors g, = fin et fn = F (gn) qui est bien définie car fe LY(RY) et 1), est
bornée. On a alors le calcul suivant

fn(x) :/Rd gn(t)e(<x,t>)dt
= / FO)Yn(t)e(<z, t>)dt
Rd
—/ < fy)e(= <y,t>)dy)wn(t)e(<x,t>)dt
= [ H@F @@ =)y = 15 Fw) )

qui est maintenant correct d’apres le théoreme de Fubini car

[ 1#@te(<a = =)t < W1l

qui est intégrable.
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Il ne reste alors qu’a montrer le lemme suivant :

LEMME 7.3.3. Il existe une suite de fonctions (1) telles que 1y, est une fonction de Schwartz
pour tout n et

(1) On a Yp(x) — 1 pour tout z, ||tn)e < 1;

(2) La suite (F(1,)) est une suite de Dirac.

Admettons cela. On a alors g, (t) = f(t)vn(t) — f(t) pour tout t € R% et cette convergence
est dominée par | g, (t)| < | f (t)| qui est supposée intégrable. D’apres le théoréeme de convergence
dominée on a donc g, — f dans L', et puisque F est continue, cela donne f,, — F( f ) dans L,
c’est a dire uniformément.

Similairement, d’apres le théoréme d’approximation par convolution, on a f,, = f*F(¢,) —
f dans L'. Tl existe donc une sous-suite f,, telle que f,, (¥) — f(z) presque partout quand
k — 400 (cf. Proposition 3.1.4, (2)), et en comparant, on voit que pour presque tout z € R?
on a

f(@) = Jim o (2) = F(f)(@)

k

C’est donc la formule d’inversion de Fourier, valide presque partout. Si f est continue,
comme on sait que F( f) est aussi continue, ces deux fonctions continues coincidant presque
partout doivent étre égales.

Il ne reste qu’a montrer le lemme. Noter que si la formule d’inversion est vraie pour une
suite de Dirac donnée, on pourrait poser ¢, = F(¢,) ou (¢y) est une suite de Dirac. On s’est
donc, en quelque sorte, ramené a vérifier (7.8) seulement pour une suite de fonctions.

On se réduit & un énoncé encore plus simple.

LEMME 7.3.4. I existe une fonction de Schwartz v sur R telle que ¥(0) =1, ||[¢] < 1,
et F() € S(RY) est une fonction positive vérifiant

(7.9) F(@)(z)dz = 1.
Rd

Cette fonction étant donnée, posons en effet 1, (t) = ¥ (t/n). Il vient ¥, (t) — 1(0) = 1 (par
continuité) pour tout t, et
() = F(tn)(2) = n?F(4)(nx)
(cf. Lemme 7.2.1, (3), adapté & F). On a ¢, > 0 puisque F(¢)) > 0 par le lemme, et de plus

F(p)(x)dr =1
Rd
par (7.9). On est alors dans la situation de 'Exemple 6.4.5, (3), qui montre que (p,) est une
suite de Dirac. Cela fournit la preuve du Lemme 7.3.3 et donc du Théoreme 7.3.1.

PREUVE DU LEMME 7.3.4. Soit d’abord d = 1 et 41 (z) = e ™" la fonction gaussienne (cf.
Proposition 4.4.10). On a ¢; € S(R) (Exemple 7.2.7), 11(0) = 1 et ||¢1]|oc = 1.
De plus, 1 est solution de I’équation différentielle

(7.10) v + 2mzy = 0.
Prenant la transformée de Fourier de cette relation, on trouve (cf. Lemme 7.2.2, (1) et (2))
/
t
2imtF (P1)(t) + QW%;() =0 c’est & dire 2imtF (1) (t) +iF (1) (t) = 0,
—2im

autrement dit la transformée de Fourier de 1 est également solution de (7.10). Comme
F(1)(0) = / P1(t)dt =1 = 1)1(0) (Proposition 4.4.10)
R

on en déduit que F(z)1) = 1p1. De plus 91 est paire donc F(¢1) = F(3p1) = 1. Ainsi 11 répond
certainement aux conditions demandées quand d = 1.
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Ensuite pour d > 1 un entier quelconque, il suffit de poser

d d
W(x) = eI’ e = [[ vr(ay).
1 j=1

Jj=
En effet ¢» € S(R?) et par Fubini et le cas d = 1 il vient aussitot

d
F@)(t) = [[Fa) ;) = v(),
j=1

donc v convient. O

EXEMPLE 7.3.5. (1) Puisque F induit par restriction une application S(R?) — S(R?) et
S(R%) c L'(RY) (cf. Proposition 7.2.6), la formule d’inversion s’applique pour toute f € S(R?).

(2) En plus de son intérét théorique, la formule d’inversion (7.8) permet des calculs d’intégrales
« concretes ». Par exemple, soit f(x) = e~ 271 pour 2 € R. C’est une fonction intégrable (mais
pas de classe C? : elle n’est pas dérivable en 0). Sa transformée de Fourier est aisée & calculer

F(f)(w _ / e—27r(ioct+|:c|)dx

R
:/ e—27rx(1+it)dx+/ 6_2ﬂ—m(1_it)d$
0 0

e—2mz(l+it)  p—2ma(1—it) 0o
- {_ or(1+it)  2m(1—it) }0

1 1 1

=5t o)
1 1

Y

Comme f est intégrable sur R, on a donc
_ _ s 1 e(xt)
e~ F(f)w) =1 [
pour t € R. Cette derniére formule n’est pas aussi simple a établir directement que la précédente.

On remarque bien sur cet exemple que f est C*°, ce qui correspond au fait que f décroit
plus vite que tout polynéme & infini, mais f ne décroit que comme =2, car f n’est pas C°.

7.4. La transformée de Fourier dans L?(RY)

Comme R? est de mesure infinie, I'espace L?(R?) n’est pas inclus dans L'(R%) (cf. la
Remarque 3.1.16 par exemple) et donc, pour f € L?(R%), I'intégrale (7.1) n’est pas définie en
général.

Il s’avere cependant possible de définir une transformation de Fourier au sens L2, et bien que
la définition puisse paraitre de prime abord assez compliquée, la théorie résultante est en fait
a bien des égards plus agréable et plus symétrique que la transformée de Fourier des fonctions
intégrables.

L’outil abstrait pour aboutir a cela est le résultat bien connu de prolongement d’applications
linéaires définies sur un sous-espace dense d’un espace de Banach.!

LEMME 7.4.1. Soit B un espace de Banach dont on note ||| la norme, E C B un sous-
espace dense de B. Soit T une application linéaire définie sur E a valeurs dans B, telle qu’il
existe C = 0 vérifiant

(7.11) T (v)|| < C||v|| pour tout v € E.

L Un cas particulier d’un énoncé beaucoup plus général, évidemment.
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Alors il existe une unique application linéaire Ty : B — B telle que
(1) Pourv e E, on aTg(v) =T (v).
(2) Pour tout v € B, on a || Tg(v)| < C||v||, autrement dit Tp est continue de norme < C.

RAPPEL DE LA PREUVE. Puisque E est dense dans B, pour tout v € B il existe une suite
(vn), vn € E, telle que v = limv,. On pose alors Tg(v) = lim T'(v,,). L’existence de cette limite
provient du fait que B est complet et de (7.11) : on a

1T (on) = T(vm) || < Cllvn = vml

donc (T'(vy,)) est de Cauchy dans B.

De plus la limite est indépendante du choix de la suite « approximante » (vy,) : si w, — v,
on a

|7 (v — wp)|| < Cllvn —wn|| — 0.

Cette unicité implique que Tp prolonge T et que T est linéaire; de plus (7.11) s’étend
simplement a B par passage a la limite.

Enfin, 'unicité de T est claire, puisqu’elle doit étre continue, on doit bien avoir T (v) =
lim T (v,) = lim T'(vy,) pour toute suite (v,) & valeurs dans E qui converge vers v. O

Nous allons appliquer ceci & l'espace de Hilbert L?(R%) et & la transformée de Fourier
restreinte & un sous-espace. On pourrait choisir pour celui-ci simplement £ = L?(R%) N L' (R9),
qui est dense dans L?(R%), mais il est instructif (quoique pas trés important dans ce cas) de
prendre plutét £ = S(R?). Cela illustre le fait que I’étude d’un espace de fonctions de type L?
peut se faire souvent en se restreignant a un sous-espace de fonctions extrémement régulieres,
du moment que 'on garde un controle de la norme des opérations effectuées, c’est a dire de leur
continuité.

Par la Proposition 7.2.6, (1), S(R?) est un sous-espace dense de L?(R), et par loc. cit. (3),
on a ’application linéaire « transformée de Fourier »

F : S(R?) — S(RY) c L*(RY).
Nous allons alors montrer une f