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��� Γ��
	�
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��
 ����
 ���
��
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��
�� �
	
�����
� ��	��������	��� ���� �	 !��� � � � � � � � � � � � � "
��
�� #�	����$���	
	 ��% &���
 ���
��
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � "

��� ��	����
 ' 
����
	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��( ����������
��
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��) ������ #���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� *���
�
���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� 
���� ��� Δ(S0) = F × F ��

��� αY (Γ) = A4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+
��� αY (Γ) = B � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��
 αY (Γ) = C2 ⊂ B � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
�� ,��� b1 �= b2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��
�� ,��� b1 = b2 �=

√
a � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

��
�
 ,��� b1 = b2 = b =
√

a � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� α(Γ) = Id× C3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

� 
���� ��� Δ(S0) �= F × F ��


�� αY (Γ) = S4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

�� αy(Γ) = D4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
-

�
 αY (Γ) = C4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 



�� αY (Γ) = C2 �⊂ B � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
(

�( αY (Γ) = C2 × C2 �⊂ B � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
)


�(�� x �= y � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

�(�� x = y =: c � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
+


�) αY (Γ) = Id× S3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

� ����	�����
��	�
�� ��

� �	���������
� 	�� �	������� ��

(�� .���
�	��	
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
(���� /
0	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
(���� .���
�	��	
	����
��
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

(�� 1��2�� ����
��
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
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� #��
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����
  
� &���
	 ���
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	 4�������

��������� 
	 ,8� 
�	
 Γ��
	�
 X ��� n ;�
�
	�
	�  ��� |X| = n�  
0	�
�


Σk(X) := {(ξ1, . . . , ξk) ∈ Xk | ξi �= ξj %8� i �= j}, k ∈ N, 0 < k ≤ n},
���  �
 �
	�
  
� �
�� 	
�
	 k�=��
� �
��
�
	 ��� ����4
��
 �
�����
 
	
	 ;�
�
	�
	
��	 M�

;� ����L

|Σk(X)| = k!
(

n

k

)
.

/�
 Γ�@�
�����	 ��% X �	 �3�
�� 
�	
 ��
���
 @�
�����	 ��% Σk(X)  �� ����� ���� 
�	
 Γ�
�
	�
 ���� '� ,���
	 
	 4�� ��	 ���� 	�� ���  
� ,��� Σn(X)� �
� |X| = n �
���9%���
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��  ���
|Σn(X)| = n! = |Sn|.

��	 $�		 	�	  �
 @�
�����	  
� ���
�	�
�
	 
 �����
 An ��% Σk(X) �
������
	L

θ : An −→ Aut(Σn(X)),
σ �−→ θ(σ) : (ξ1, . . . , ξn) �→ (ξσ(1), . . . , ξσ(n)).

>�?

/
0	�
�

Δ(X) := Σn(X)/An

��� Δ(X)  �
 /��$����	�	�
 ��	 X� #���
�4
��
 ��� |Δ(X)| = 2 %8� ���
 Γ��
	�
	 X
�	 Δ(X) ��� 
�	
 Γ��
	�
 ���  
� �	 �3�
��
	 @�
�����	� Γ ��
��
�� ������� ��% Δ(X)
�
	��  �		 4
		  �
 Γ�@�
�����	 ��% X  ���� An %�$������
���  ��� �
	��  �		� 4
		

� 	��  ���� �
�� 
 7
��������	
	 ��% X ��
��
��� Δ(X) �
�����
�
�	
��  
	 6
���2
 
� /��$����	�	�
 
�	
� 7���	���L 4
		 X = {α1, . . . , αn}  �
 �
	�
  
� ������
��
	

�	
� 7���	��� f(x) ∈ F [x] ���� �� ��� Δ(X) = {δ,−δ}� 4��
� δ  �
 �������
 B��3
�  
�
�
45�	����
	 /��$����	�	�
 ��	 f(x) �
3
���	
�L

δ =
√

Δ =
∏
i<j

(αi − αj).

��������� �	 ,8� 
�	
 Γ��
	�
 X ��� |X| = n  
0	�
�


Λk(X) :=
{{ξ1, . . . , ξk} ⊂ X | ξi �= ξj %8� i �= j

}
��������� �	 ,8� n = 2m �
�

γX : Λm(X)→ Λm(X)

 �
 ����� �	��  �
 3� D
 
� m�
�
�
	���
	 =
���
	�
 ��	 X  �
 D
4
��� $����
�
	�9�

=
���
	�
 ����3�
��� @2
	��������� ����

γ2
X = Id,

�	 γX �	 �3�
�� 
�	
 S2�@�
�����	 ��% Λm(X)�

;�	
 �	 
�
 4������
 #�	����$���	�  �
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� =�
���
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  �
 S2�@�
�����	 ��% Λm(X)�  �
 ��	
 
� ����� �	� γX : Λm(X)→ Λm(X) �	 �3�
�� 4�� �	  
0	�
�


R(X) = Λm(X)/S2

���  �
 �
	�
  
� 7�������	
	 ��	 X �	 m�
�
�
	���
 =
���
	�
	�

/�
 Γ�@�
�����	 ��% X �	 �3�
�� �	 	��8�����
� B
��
 
�	
 Γ�@�
�����	 ��% ���  �
�
	
#�	����$���	
	� 6
3
���	
  �� 6�� ��	 Γ �	 SX � SΔ(X)� SR(X) ��� αX(Γ)� αΔ(X)(Γ)
�	 αR(X)(Γ)�

(
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 Γ������������ ��	 ��� d ��� 
�	 Γ�9K�������	�
� ����������

Y Z
π��

34����
	 Γ��
	�
	 Y �	 Z� ��  ��� ∀y ∈ Y  �
 ,��
� π−1(y) ⊂ Z �
	�� d ;�
�
	�


	��9���

��������� �	 ;�	 ���������� 34����
	 34
� Γ�N�
� 
�$�	�
	

(Y1 Z1)
π1�� �� (Y2 Z2)

π2��

��� 
�	 7��� ��	 Γ�9K�������	�
	 ��������
	

σ : Y1 → Y2 ; τ : Z1 → Z2 ,

 �

σ ◦ π1 = π2 ◦ τ


�%8��
	�
F4
� Γ�N�
� 
�$�	�
	 ��	 �
	��  �		 ��������� 4
		 σ �	 τ Γ�'����������
	 ��	 �

��������� �	 ,8� 
�	
 Γ�N�
� 
�$�	�

Y Z
π��

��� ��� d �	 |Y | = n�  
0	�
�
  �
 �
	�
  
� !��	���
 ��	 π  ����

Ω(Z/Y ) = {{ξ1, . . . , ξn} ⊂ Z | {π(ξ1), . . . , π(ξn)} = Y }.

/� D
 
 ,��
� d ;�
�
	�
 
	��9��� ���� %8� D
 
� ;�
�
	� ξi 
� d �5�����$
��
	O �����
%����

|Ω(Z/Y )| = dn.

,8�  
	 ,��� d = 2 $�		 ��	 
�	
 Γ�
K�������	�
 '	�������	 γZ/Y ��% Z/Y  
0	�
�
	�
 �
  �
 34
� ;�
�
	�
 �	 D
 
� ,��
� ���
�	�	 
� �
�������� �	 Y �	�����	� �9���� /�
|Y | = n� |Z| = 2n� �	 �3�
��  �
 '	�������	 γZ/Y 
�	
 Γ��
���9�����
 '	�������	 ��%
Ω(Z/Y )�  �
 D
 
� ;�
�
	� {ξ1, . . . , ξn} ⊂ Z �	 �
�	 $����
�
	�9�
� {ξ1, . . . , ξn}c =
{γZ/Y (ξ1), . . . , γZ/Y (ξn)} 8�
�%8���� /�
�
 '	�������	 $�		 �	 	��8�����
� B
��
 ��� S2�
@�
�����	 ��% Ω(Z/Y ) �	�
���
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S (Z/Y ) = Ω(Z/Y )/S2,

�� ��� S (Z/Y ) Ω(Z/Y )π�� 
�	
 Γ�N�
� 
�$�	� ��	 ��� � ��� |S (Z/Y )| = 2n−1 �	 
|Ω(Z/Y )| = 2n�
,8� 
�	
 Γ��
	�
 X ��� n ;�
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	 �
� SX = Sn  �
 �����
  
� 7
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��	 X� P
 
 7
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0	�
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#�	����$���	
	 Σn(X)� Λk(X)� Δ(X) �	 R(X)� 
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E����
�� ���� 
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� �����
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	�������������� ��	 SX 	���  
� 7
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���������	 /
� �����
	�������������� SX −→ SΔ(X) ��� 	����� �	 
�
� ���  �

!��	���������� �	��  �
 D
 
� 7
��������	 ���
 7����9� 3��� 	
��

!
� Y 
�	
 �
	�
 ��� n ;�
�
	�
	 �	 Z/Y 
�	
 N�
� 
�$�	� ��	 ��� d� /�

�����
  
� ������������
	 ��	 Z/Y ���

SZ/Y = {(σ, τ) ∈ SY ×SZ | π ◦ τ = σ ◦ π}.
��	 $�		 �
���� �
�
	�  ���  �
�
 �����
 @� �	� (d!)nn! ��� �	 3� Sn

d �Sn ��������
���� /�
 ������������
	 ��	 Z/Y �	 �3�
�
	 7
��������	
	 ��%  
� �
	�
  
� !��	���

Ω(Z/Y ) �	 � %���� d = 2� ���� ��% S(Z/Y )� 6
3
���	
  �
 3��
�5���
	 �����
	�����
��������
	 ���

ωZ/Y : SZ/Y → SΩ(Z/Y ), sZ/Y : SZ/Y → .SS(Z/Y )

���������	 /
� #
�	 ��	 sZ/Y ���  �
 3� S2 ��������
 H	�
������
 ��	 SZ/Y �  
�
	

�	3��
� 	���� �������
� ;�
�
	� γZ/Y ����

��� ����� ��
����	

��������� �	 ;�	
 ����� ������� 8�
� F ��� 
�	
 
	 ���� ��
	���	��
� $���������

�
������
 F ����
����

��������� � 	 !
� L 
�	
 
	 ���� ��
	���	��
 $���������
 F ����
��� �	 Fsep 
�	
�
������
� ��������� ��	 F � /
0	�
�


X(L) := HomF−Alg(L,Fsep).

!"����# � 
�� L ���� ���
��� ����������
� ����������� F ��
������ ���� ���� ���
��
������ �������� ������
���	

�� L ��� ��������
 ���� ����� ���
���

��� L � K1 ×K2 × · · · ×Kr � � ���
���� �������
� !"������#���������� Ki/F �

���� L⊗ Fsep � Fsep × Fsep × · · · × Fsep�

��� |X(L)| = dimF (L)�

�� $�� ��
��������� T : L× L→ F � ��� ��� ��� 
��� �����

T (x, y) := TrL(xy) � � x, y ∈ L

����%���� #���� ��� ����������
��&

��� '�

� F �����
��� ���� �� ���� ����� ������
��� %� L � F [T ]/(f) � � ��� �������
��
(�
)��� f ∈ F [T ]&

*������%��	I
JL =�&��Q�
 �� !� *�
�� %8� i) ⇔ ii) ⇔ iii)O 1��������
� !� *��+� %8�
iii) ⇔ iv)O 7���������	 �� !� *��� �	 7���������	 
� !� *�
)� %8�  �
 RK�����
	3 ��	 v)
�	 vi) 3�  
	 �	 
�
	 ������
	�

�



� � � !���������� "������#��$���% &��� 	�� �#	�

;�	
 ���
��� 8�
� F ��� �	��
��	 
�
 
�	 F �*
$�������� !
� {a1, . . . , am} 
�	
 6����  
�
m� ��
	���	��
	 F ����
��� A �	 �
�3
 R = F [t1, t2, . . . , tm] %8� m *������
	 t1, . . . , tm
>R ���  
� 7�����	��	� �	 m *������
	 8�
� ,?� !
� K  
� .����
	�
	$5��
� ��	 R�

��������� ��	 /�� ������$�"� ���#��� ��	 A ���  
0	�
�� ���

γ :=
m∑

i=1

tiai ∈ K ⊗A.

/� K ⊗ A 
�	 
	 ���� ��
	���	��
� K�*
$������� ���� ���� 
� 
�	 	����������
�� 	���
��
��
�� ��	����
� 7���	�� PA,γ(T ) ∈ K(T )� ��  ��� PA,γ(γ) = 0� ��� ��	��������	��
��	 γ ��� PA,γ(T ) 
�	 
���� �	 4�� ������$�"�$ ����#��%��&��# ��	 A �
	�		��
!���
��


PA,γ(T ) = T d − s1(γ)T d−1 + . . . + (−1)d−1sd−1(γ)T + (−1)dsd(γ)1.

;� $�		 �
3
��� 4
� 
	� ��� 3�6� >I�(J?�  ���  �
 #�
S3�
	�
	 si(γ)� i ∈ {1, . . . , d}� �	 R
��
�
	� ��		 	
		� s1(γ) =: tA ������$�"� '%��� sd(γ) =: nA ������$�"� (��# �	 
d )��� ��	 A�

��������� �
	 !
� a =
∑m

i=1 αiai ∈ A ��� αi ∈ F �	 

τa : R[T ]→ F [T ]
ti �→ αi ∀ i ∈ {1, . . . ,m}.

/�� �"��������$��$�"� *��&��# ��	 a ���  
0	�
�� ���  �� 6�� ��	 PA,γ(T ) �	�
� τa�
R�	����
�4
��
 ��	 !��� TA(a) �	 ���� NA(a) ��	 a  �
 6�� 
� ��	 s1(γ) �34� sd(γ)
�	�
� τa�

��������� ��	 /�
 ��������� '%��
+��# ��% A ���  �
 6���	
��%���  �
 ��	  
� !���
 ����

TA(a, b) = TA(ab) ∀a, b ∈ A

�	 �3�
�� 4�� �

���������	 ,���� A �������� 3� 
�	
� �����E���
��� Mn(F ) ���� �� ������  �
 ����

/
0	����	 ��	 !��� ���  
� 8�����
	 �����E���� 8�
�
�	�

� � � '�����	������� �	� (���� ��
�����

*�	 	�	 �	 �
� L 
�	
 &���
 ���
���� /�
 ������������
  
� >	���� 	��4
	 ��
�4
��
 
	 �
����
	? �������;�4
��
��	� Fsep/F � ���� �������
 ������������
 �
	�		�� ���  
0	�
��
 ���� 
�	
	 �	�
��
	 A��
�L

Γ = Gal(Fsep/F ) = lim←−
α

Gal(Fα/F )

"



4��
�  
� '	 
E α ���
 
	 ����
	 �������;�4
��
��	�
	 Fα ��	 F  �����9�%��
/�
 �����
 Γ ��
��
�� �	 	��8�����
� B
��
 ��% X(L)  ����

γξ = γ ◦ ξ %8� γ ∈ Γ �	 ξ ∈ X(L).

/� |X(L)| = dim(L) <∞� %�$������
��  �
 Γ�@�
�����	 ��% X(L)  ���� 
�	
	 
	 ����
	
.����
	�
	 Gal(Fα/F ) ��	 Γ  
����  ��� ξ(L) ⊂ Fα� ∀ξ ∈ X(L) ����� !���� ���  �
 Γ�
@�
�����	 ��
��� �	 X(L) 
�	
 Γ��
	�
�

,8� 
�	
 Γ��
	�
 X �
������
  �
 Fsep����
��� Map(X,Fsep)  
� ����� �	�
	 f : X −→ Fsep

��� ��	$�4
��
� �  ����	 �	 ��������$����	� Γ ��
��
�� ��%  �
�
� ���
���  ����

γf : ξ �→ γf(γ−1ξ).

��������� ��	 !
�

M(X) = Map(X,Fsep)Γ = {f ∈ Map(X,Fsep)| γf = f ∀γ ∈ Γ}
 �
 F ����
���  
� Γ��	�����	�
	 ����� �	�
	 �	 Map(X,Fsep)�

���8����� ��
�� 
�	 f ∈ Map(X,Fsep) �
	��  �		 �	 M(X) 4
		

f(σξ) = σ ◦ f(ξ) ∀σ ∈ Γ �	 ∀ξ ∈ X.

���������	 /�
 ���
��� M(X) ��� &���
�  � 	��� ������� 
��
	� ����L

M(X) ⊗F Fsep = Map(X,Fsep)Γ ⊗F Fsep � Map(X,Fsep) � Fsep × . . .× Fsep.

/�
 #�	����$���	
	 X(L) �	 M(X) ��	 �
� 
 %�	$����
��L

• P
 
� F ����
��� C������������� ��	 &���
 ���
��
	 f : L1 → L2 �	 �3�
�� 
�	

Γ�9K�������	�
 ����� �	�

X(f) : X(L2)→ X(L1),

 
0	�
��  ����
X(f)(ξ) := ξ ◦ f %8� ξ ∈ X(L2).

• P
 
 Γ�
K�������	�
 ����� �	� ��	 Γ��
	�
	 g : X1 → X2 �	 �3�
�� 
�	
	 F �
���
��� C�������������

M(g) : Map(X2, Fsep)Γ → Map(X1, Fsep)Γ,

 
0	�
��  ����

(M(g)(f))(ξ) = f(gξ) %8� f ∈ Map(X2, Fsep)Γ �	 ξ ∈ X1.

/�
 ����� �	�
	 X : L→ X(L) �	 M : X →M(X) ��	 ���� $�	��������	�
 ,�	$���
	
34����
	  
� #��
����
 SetsΓ  
� Γ��
	�
	 �	  
� #��
����
 EtF  
� &���
 ���
��
	
8�
� F �

+



!"����# 
 $�� '�������� X ��� M ��+������ ���� ����������
��% ��� !���������

EtF ≡ SetsΓ,

��� �� ��
�	

�� '�

� X � X(L) ��� L �M(X) �� ��
� dimF L = |X|�
���

X(L1 × . . .× Lr) = X(L1) � . . . �X(Lr),

����
X(L1 ⊗ . . .⊗ Lr) = X(L1)× . . .×X(Lr).

��� ��� �������
�� Γ�,�������� ��� ��� ������� 
����&

����
��  �
�
� �	��9K�����
	3 $�		 ��	 #�	����$���	
	 ��% Γ��
	�
	 �	 9K�����
	�

#�	����$���	
	 ��% &���
 ���
��
	 8�
�%8��
	�

��������� ��	 !
� L 
�	
 &���
 ���
���  
� /��
	���	 n 8�
� F � /
0	�
�


Σ(L) = Map(Σ(X(L)), Fsep)Γ,

Δ(L) = Map(Δ(X(L)), Fsep)Γ = Σ(L)An ,

R(L) = Map(R(X(L)), Fsep)Γ.

���  
� /
0	����	 ��	 Δ(X(L)) %�����  ���  
� #
�	  
� Γ�@�
�����	 ��% Δ(X(L))
 �
D
	��
 H	�
������
 Γ0 ⊂ Γ ����  �
  ���� �
�� 
 7
��������	
	 ��% X(L) ��
��
���
/�		 ����

Δ(L) �
{

F × F %����Γ0 = Γ,
(Fsep)Γ0 %����Γ0 �= Γ.

��	 	
		�  �
 /��$����	�	�
 Δ(X) �34� Δ(L) ������
� %���� Γ ������� ��% Δ(X) ��
��
��
�34� %���� Δ(L) � F × F �

���������	 B
		 L = F [T ]/(f) %8� 
�	 �
������
� 7���	�� f(T ) ∈ F [T ] ��	 ��� n
��� �	 Char(F ) �= 2� �� ����

Δ(L) � F [T ]/(T 2 − d)

%8�  �
 �
45�����
 /��$����	�	�
 d ��	 f

d =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)2 ∈ F

��� x1, . . . , xn  �
 n ����4
��
 �
�����
 
	
 ������
��
	 ��	 f �	 Fsep�

����
�
�	
� ����L

!"����# � 
�� L ���� ���
� �
�����  ��� ��� !"���� F ��� Char(F ) �= 2& $���

Δ(L) � F [t]/(t2 − d)

#���� d ∈ F× ��� $����������� ��� ��
������ 
����'��� T ��%�������&

��#���& !�
�
 I�J� 7���� �"���� !� �+


�-



��� ��	����� ��������	��

/
� $�	�	����
 '������������ L � M(X(L))  
0	�
�� 
�	
 #���
���	 
	3 34����
	
 
	 ' 
����
	�
	 ��	 L �	  
	 �����$�
��������
	 ,�	$���	
	 ��	 Γ�H	�
��
	�
	
��	 X(L)� ;��		
�
  ���  �
 1����$�
��������
 ,�	$���	 fchar 
�	
� H	�
��
	�
 Y ��	
X  ����

fchar(x) =
{

1 %���� E ∈ Y ,
0 %���� E ∈ X\Y

 
0	�
�� ����
,���� e ∈ L  �� � 
����
	�
 ;�
�
	� ����  
� 3�  
� �����$�
��������
 ,�	$���	 ��	
Y ⊂ X(L) $���
���	 �
��� �� ��� X(eL) = Y �	 X((1− e)L) = X\Y � ,8� L = Fn ��	 
 �
 ;�
�
	�
 ��	 X(L) = {ξ1, . . . , ξn} �	  �
 ��	����
 ' 
����
	�
 ��	 L 3�
�	�	 
�
 ���L

ξi(ej) =
{

1 %���� i = j,
0 %���� i �= j.

/
� ' 
����
	��  
� 3� 
�	
� H	�
������
 Y = {ξi|i ∈ I} ��	 X(Fn) $���
���	 �
��� ���
 �		  �
 !���
 Σi∈Iei�
,8� 
�	
 �
��
���
 &���
 ���
��� L  
� /��
	���	 n� �
3
���	
 ��� sL

k ∈ L⊗k� 1 ≤ k ≤ n�
 
� 3�

Σk

(
X(L)

)
=

{
(ξ1, . . . , ξk)|ξi �= ξj %8� i �= j

} ⊂ X(L)k = X(L⊗k)

$���
���	 �
�
	 
 ' 
����
	�� /�		 Σk(L) = sL
k L⊗k �	 X(Σk(L)) = Σk(X(L))� ,8�

Λk(L) �	 Δ(L) ����

Λk(L) = Σk(L)Sk = sL
k (L⊗k)Sk , Δ(L) = Σn(L)An = sL

n(L⊗n)An .

,���� B/A 
�	
 ;�4
��
��	� ��	 &���
	 ���
��
	 ��	 ��� d ����  �		 $���
���	 �
��

 �
 '	$�����	 A
i �� B �	�
�  
� �	��9K�����
	3 EtF ≡ SetsΓ 3�  
� N�
� 
�$�	�

X(A) X(B)π�� ��	 ��� d� !
� A ��	  
� /��
	���	 n �	 sA
n  
� 3� Σn(A) �
�5���


' 
����
	�� /�		 $�		 Ω(B/A) %���
	 
�4
��
  
0	�
�� 4
� 
	 >���� I�J� !���?

Ω(B/A) = i⊗n(sn(A)) · (B⊗n)Sn .

��� ���������
����	

/�
 ��
3�
��
 !���$���  
� ��
	  
0	�
��
	 ���
��
	 >��
 ����
	 ���� ��� 7�� �$� ��	
�
������
	 #5��
�
�4
��
��	�
	 ����
��
	? �
�� 
� 	��
�  �
 �
45�	����
 �������=�
���

%8� #5��
�
�4
��
��	�
	 ��% ���
��
	 3� �
�����
�
�	
�	� ��	 �
������
� 
�	
 &���
 F �
���
��� L� ��%  
� 
�	
 
	 ����
 �����
 G  ���� F �������������
	 ��
��
��� ;�	
 ����
��
 ���
��� ��� G�@�
�����	 	
		� ��	 G��������O  �
 H	�
����
���  
� G��	�����	�
	
;�
�
	�
	 �
3
���	
� ��	 ��� LG� /�
 �	��9K�����
	3 EtF ≡ SetsΓ  
0	�
�� 
�	
	 �����
�
	�������������

AutF (L) � AutSetsΓ(X(L)).

��



!"����# � LG = F ����� ����� #��� G ��� X(L) ��������� ��������&

/
� 6
4
�� 0	 
� ��	 3�6� �	 I�J� !��"��

��������� ��	 ;�	
 G����
��� L 8�
� F �
���� )����$ %����

dimF (L) = |G| �	 LG = F.

,���� E 
�	
 &���
 F ����
���  
� /��
	���	 n ���� �� ��� Σn(E) 
�	
 ������ Sn����
����
'	  
� =�� ��� |Σn(E)| = n! = |Sn| �	 Sn ��
��
�� ���	����� ��% Σn(E)� ;� ���� n
;�	�
���	�
	 εi : E → Σn(E)  �
� �	�
�  
� �	��9K�����
	3 EtF ≡ SetsΓ� 3�  
	 n
7��D
$���	
	 Πi : Σn(X(E)) → X(E) $���
���	 �
�
	� ;E���3�� ��	  �
�
 ;�	�
���	�
	
�
�
�
	  ����

εi(x) = sE
n · (1⊗ . . . ⊗ x⊗ . . .⊗ 1)

��� x ∈ E �	  
� i��
	 !�
��
� #���
�4
��
 ��� σ(εi(x)) = εσ(i)(x) %8� ���
 σ ∈ Sn� Σn(E)
3�����
	 ���  
	 ;�	�
���	�
	 εi �
���� -�
���������
��� ��	 E�
,8� 
�	
 ;�4
��
��	� B/A ��	 &���
 F ����
��
	 $�		 
�	 ���������������� %���
	 
�4
��
�
  
0	�
�� 4
� 
	L ��� B/A 
�	
 ;�4
��
��	� ��	 ��� d �	 dimF (A) = n� �� �
������


3�
��� B ��� A����
���  
� /��
	���	 dO �
� s
B/A
d  
� 3�� �����$�
��������
	 ,�	$���	

��	  
� n�
�
�
	���
 =
���
	�


{(ξ1, . . . , ξd)| ξi �= ξj %8� i �= j �	 π(ξi) = π(ξj) %8� i = 1, . . . , d} ⊂ X(B⊗Ad)

$���
���	 �
�
	 
 ' 
����
	�� /�		 ���

ΣA
d (B) = s

B/A
d ·B⊗Ad

 
� Sd������� ��������� ��	 B ��� A����
���� /� ΣA
d (B) 
�	
 A����
��� ���� ���� 
� 
�	


$�	�	����
 ;�	�
���	� j : A→ ΣA
d (B)� /
0	�
�


Σ(B/A) = j⊗n(sA
n ) · ΣA

d (B)⊗n.

Σ(B/A)/Σn(A) ���  �		 
�	
 ;�4
��
��	� ��	 ��� (d!)n� ��  ��� |Σ(B/A)| = (d!)nn! =
|Sn

d � Sn|� ;� 
E����
�
	 nd $�	�	����
 ;�	�
���	�
	 εij : B → Σ(B/A) ��� 1 ≤ i ≤ d
�	 1 ≤ j ≤ n� ��  ���  �� /�������

Σn(A) �� Σ(B/A)

A

εj

��

�� B

εij

��

%8� ���
 i� j $������
���
;� ���� %
�	
�

Ω(B/A) = Σ(B/A)S
n
d−1�Sn .

,���� d = 2� ��  
0	�
�
	  �
 $�	�	����
	 ;�	�
���	�
	 εA
1 �	 εA

2 = εA
1 ◦ γB/A 
�	
	

'������������ B � ΣA
2 (B)� �	 

Ω(B/A) = Σ(B/A)Sn .

��



'	  �
�
� ,��� 4
� 
	  �
 $�	�	����
	 ;�	�
���	�
	 εij : B → Σ(B/A) 
E���3��  ����

ε11(b) = sA
n · (b⊗ 1⊗ . . .⊗ 1) =: b1, ε21(b) = sA

n · (b⊗ 1⊗ . . .⊗ 1) =: b′1
ε12(b) = sA

n · (1⊗ b⊗ . . .⊗ 1) =: b2, ε22(b) = sA
n · (1⊗ b⊗ . . .⊗ 1) =: b′2

���
���

ε1n(b) = sA
n · (1⊗ 1⊗ . . . ⊗ b) =: bn, ε2n(b) = sA

n · (1⊗ 1⊗ . . .⊗ b) =: b′n
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b �→ ω(b) = b1 + b2 + . . . + bn ∈ Ω(B/A) = Σ(B/A)Sn ,
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H0(Γ, G) := GΓ = {g ∈ G|σg = g ∀σ ∈ Γ}
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α(στ) = α(σ) · σα(τ)
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αβ(σ) = α(σ) · β(σ).
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α ∼ α′ ⇔ ∃ g ∈ G ��  ��� α′(σ) = g · α(σ) · σg−1 ∀σ ∈ Γ >�?
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H1(Γ, G) = Z1(Γ, G)/ ∼ .
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		 α′ = '	�(g) ◦ α %8� 
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���� �
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α′(σ) = gα(σ)g−1 %8� ���
 σ ∈ Γ ����� !
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f1 : H1(Γ, A)→ H1(Γ, B).
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Γ→ SX � Sn.
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Z = X(S) �	 Y = X(S0).
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Z = {A,A,B,B,C,C,D,D},

Y = {(A,A), (B,B), (C,C), (D,D)}.
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1 = (A,B,C,D) 1 = (A,B,C,D) 2 = (A,B,C,D) 2 = (A,B,C,D)
3 = (A,B,C,D) 3 = (A,B,C,D) 4 = (A,B,C,D) 4 = (A,B,C,D)
5 = (A,B,C,D) 5 = (A,B,C,D) 6 = (A,B,C,D) 6 = (A,B,C,D)
7 = (A,B,C,D) 7 = (A,B,C,D) 8 = (A,B,C,D) 8 = (A,B,C,D)�
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Ω(Z/Y ) = Z ′ � Z ′′,

���
Z ′ = {1, 1, 3, 3, 5, 5, 7, 7} , Z ′′ = {2, 2, 4, 4, 6, 6, 8, 8}.
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S (Z/Y ) = Y ′ � Y ′′,

���
Y ′ = {(1, 1), (3, 3), (5, 5), (7, 7)} ; Y ′′ = {(2, 2), (4, 4), (6, 6), (8, 8)}.
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Ω(Z ′/Y ′) = Z � Z ′′.
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S (Z ′/Y ′) = Y � Y ′′.
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A ↔ {1, 3, 5, 7} ↔ {2, 4, 6, 8}, 1 ↔ {A,B,C,D} ↔ {2, 4, 6, 8},

B ↔ {1, 3, 5, 7} ↔ {2, 4, 6, 8}, 3 ↔ {A,B,C,D} ↔ {2, 4, 6, 8},

C ↔ {1, 3, 5, 7} ↔ {2, 4, 6, 8}, 5 ↔ {A,B,C,D} ↔ {2, 4, 6, 8},

D ↔ {1, 3, 5, 7} ↔ {2, 4, 6, 8}, 7 ↔ {A,B,C,D} ↔ {2, 4, 6, 8},

>
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2 ↔ {A,B,C,D} ↔ {1, 3, 5, 7},
4 ↔ {A,B,C,D} ↔ {1, 3, 5, 7},
6 ↔ {A,B,C,D} ↔ {1, 3, 5, 7},
8 ↔ {A,B,C,D} ↔ {1, 3, 5, 7}.
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αZ/Y : Γ→ S3
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	� ��	 Y >3�6� (D,D)? �	�����	� �9���O

 �� �
���� S0 �
� ��	  
� ,���
S0 = F × L,

%8� 
�	
 &���
 ���
��� L  
� /��
	���	 
 8�
� F � '	  �
�
� ,��� ����  �
 K�� �������

;�4
��
��	� S0 ⊂ S  ���� � D�	$���	 
�	
� ;�
�
	�
�  
� @� 	�	� � 8�
� F 
�%���
	�
/�
 
�	3��
	 	��� �5�����
	 7
��������	
	 ��% Z� 4
� 
	  �		  ����  �
 
�
�
	���
	
=��	��������	
	 (AB)(AB)� (AC)(AC) �	 (BC)(BC) 
�3
���� !���
��
 	�� 	��� A %8�
(A,A)� (AB) %8� (AB)(AB) ����4� 6
������
� ��	 	���  �
 #���
���	 
	3
	 >
? � ��
��
�� ��	  ���

(AB) ↔ (15) ↔ (26)

(AC) ↔ (35) ↔ (28)

(BC) ↔ (13) ↔ (68)

.

�"



���  
	 ' 
	��03�
��	�
	
A ≡ 5 ≡ 2

B ≡ 1 ≡ 6

C ≡ 3 ≡ 8

D ≡ 7 ≡ 4

��	 Z/Y � Z ′/Y ′ �	 Z ′′/Y ′′ %8� D
 
 �5�����
 @�
�����	 ��	 Γ ��% {A,B,C} ��������
��� Γ��
	�
	�
'� ����
�
�	
	 ,���� >��
� ���
� 	��� �	�
�  
� *������
�3�	� S = S0(

√
a) %8� a ∈ F �

a �∈ F×2?� $5		
	 ���
 ;�
�
	�
 �	�
�
�	�	 
� �
�����
�� 4
� 
	�  �� �
���� 
� $���
	
	���  �
 %���
	 
 �5�����
	 
�
�
	���
	 =��	��������	
	 ��	3�

(AD) ↔ (57) ↔ (68),

(BD) ↔ (17) ↔ (28),

(CD) ↔ (37) ↔ (26)

.

/����� 
�$
		� ��	�  ���  �
 ����
	 ' 
	��03�
��	�
	 ���
� 	��� 
�	
	 '������������
��	 Γ��
	�
	 34����
	 Z/Y �	 Z ′/Y ′  
0	�
�
	� /�
�
� '������������ $�		 ��
�
	���� �
�� ��% Z ′′/Y ′′ 
�4
��
�� 4
� 
	�
����  �
�
	 N�
��
��	�
	 �	 *��������
	 �
������
� ��	 	�	 �
�����
 
	
 $�	$�
�

,9��
�

� ����	 ��� Δ(S0) = F × F


�� αY (Γ) = A4

/�		 ���
S/S0 = N(

√
a)/N,

%8� 
�	
 �
������
 ;�4
��
��	� N ��	 ��� � 8�
� F �  
�
	 ������ ��������� 
�	
 3� A4

��������
 ������������
 �
���3��

���������	 ,���� F �	
	 ���� �	 L  
� F
�%9���	��$5��
� 
�	
� ���
 �3���
	 7���	���
f(x) ��
��
	 ��� 
� ��� #�
S3�
	�
	 �	 F ���� �� ���� Gal(L/F ) = A4 �
	��  �		� 4
		
 �
 /
�
���	�	�
 ��	 f(x) 
�	
 .�� ���4��3
� �	 F �
���3��

!
� ���� f(x) �
�����
� ��� ������
��
	 x1, x2, x3, x4 �	 L� !
�3
 N = F (x1)� /� f(x)  ��
��	��������	�� ��	 x1 8�
� F ���� ��� F ⊂ N 
�	
 ;�4
��
��	� ��	 ��� ��
� ��� ������
��������� L = F (x1, x2, x3, x4)� /�
 ;�
�
	�
 ��	 Z = X(S) = HomF−Alg(F (x1,

√
a), Fsep)

��	  ����  �� 6�� ��	 x1 �	 
√

a �	 Fsep �
������� ,8� v = (x1,
√

a) �
�3
L

�+



A = ξ1(v) = (x1,
√

a)� A = ξ1(v) = (x1,−
√

a),
B = ξ2(v) = (x2,

√
a)� B = ξ2(v) = (x2,−

√
a),

C = ξ3(v) = (x3,
√

a)� C = ξ3(v) = (x3,−
√

a),
D = ξ4(v) = (x4,

√
a)� D = ξ4(v) = (x4,−

√
a).

/� αY (Γ) = A4� ���  �
 Γ�@�
�����	 ��% Z/Y  ����  �
 ;�
�
	�
 α = (ABC)(ABC)� β =
(AB)(CD)(AB)(CD)� �	  ����  �
 	��8�����
 '	�������	 ��	 Z/Y � i = (AA)(BB)(CC)(DD)

�3
���� ���  
� F
��
��	� Ω(Z/Y )/S(Z/Y ) = Z ′/Y ′ � Z ′′/Y ′′� �	 ���
��
��	�  
�
;�
�
	�
 4�
 %�8�
�� 0	 
� ��	  �
 %���
	 
 =��
��


=��
��
 �L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

(x1, x2, x3) (ABC)(ABC) (135)(135) (268)(268)
(x1, x2)(x3, x4) (AB)(CD)(AB)(CD) (15)(15)(37)(37) (22)(4)(66)(8)
(
√

a,−√a) (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)�

4��
� φ(Γ)  �� 6�� ��	 Γ �	 AutF (L⊗F Fsep) �
3
���	
��
���  
	 #���
���	 
	3
	 A↔ 5� B ↔ 1� C ↔ 3� D ↔ 7 ��	 Z/Y �	 Z ′/Y ′ ��������
��� Γ−�
	�
	 �	  ���� ����

S/S0 � S′/S′0.

���  
� ��
��
	 !����
 ��	 =���
��
 ��� ��
�� ��	 ��%����  ���  �� ;�
�
	� (4, 4) ∈
Y ′′ �	�
�  
� Γ−@�
�����	 0E�
�� ��
���� /�
 8����
	  �
� ;�
�
	�
 4
� 
	  ��
�
	
3�$����� ���
�	�	 
� �
�����
��� B
		 ��	  �
 ������
��
	  
� $������
	 G
����
	�
�
 �	  
�
	 B��3
�	 �
������
�� �� ��
�� ��	�  ��� ��
 ��� Γ��
	�
	 �������� 3�
{(2, 2); (6, 6); (8, 8)} ⊂ Y ′′ �34� {2, 2, 6, 6, 8, 8} ⊂ Z ′′ ��	 � ;��		
�
�  ���  �
 ������
��
	
 
� $������
	 G
����
	�
 ���  
	 ������
��
	 ��	 f(x) %���
	 
�4
��
 �
�
��	
� 4
� 
	
$5		
	

z1 = (x1 + x2)(x3 + x4),

z2 = (x1 + x3)(x2 + x4),

z3 = (x2 + x3)(x1 + x4)

.

B
�
	  
� G
�����	 x1+x2+x3+x4 = 0 0	 
� ��	 %8�  �
 B��3
�	 %���
	 
 ' 
	���9�
	

√−z1 = (x1 + x2), −√−z1 = (x3 + x4),
√−z2 = (x1 + x3), −√−z2 = (x2 + x4),
√−z3 = (x2 + x3), −√−z3 = (x1 + x4)

.

/�
 Γ�@�
�����	 ��%  �
�
	 ;�
�
	�
	 ��� �����L

�-



=��
��
 �L

φ(Γ) φR1/2(Γ)
(x1, x2, x3) (

√−z1,
√−z3,

√−z2)(−
√−z1,−

√−z3,−
√−z2)

(x1, x2)(x3, x4) (
√−z2,−

√−z2)(
√−z3,−

√−z3)�

��	 ��
�� ��
��  ���  �
 #���
���	 
	3
	

4↔ √a 8↔ √−z1
√

a 6↔ √−z2
√

a 2↔ √−z3
√

a
4↔ −√a 8↔ −√−z1

√
a 6↔ −√−z2

√
a 2↔ −√−z3

√
a


�	
	 '������������ ��	 Γ��
	�
	  
0	�
�
	�  �� �
����

S′′/S′′0 � F (
√

a) × F (
√−z1)

F × F (z1)


�
 αY (Γ) = B

/�
 #�
�	V���
 *�
�
������
 B ��% {1, 2, 3, 4} ���
B = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

!
�3

S/S0 = F (

√
a,
√

b,
√

c)

F (
√

a,
√

b)

a, b, c ∈ F\F×2

/�  �
 ;�4
��
��	� F ⊂ F (
√

a,
√

b) ��� �
�����
� �	�
	���
	 4�� � $�		 ��	  
	 !��3
��� ��������
	 ;�
�
	� �	4
	 
	 �	 

F (
√

a,
√

b) = F (
√

a +
√

b)

����
��
	� /�
 ;�
�
	�
 �	 X(S) = HomF−Alg(S,Fsep) ��	 �
������  ���� ���
 B���
$�	� ��% v := (

√
a+
√

b,
√

c) �	 4
� 
	 %���
	 
�4
��
 ���  
	 " F
��
	  
� C��
�$����
��% %���
	 
 B
��
 � 
	��03�
��

A = ξ1(v) = (−√a +
√

b,
√

c) A = ξ1(v) = (−√a +
√

b,−√c)
B = ξ2(v) = (

√
a−√b,

√
c) B = ξ2(v) = (

√
a−√b,−√c)

C = ξ3(v) = (−√a−√b,
√

c) C = ξ3(v) = (−√a−√b,−√c)
D = ξ4(v) = (

√
a +
√

b,
√

c) D = ξ4(v) = (
√

a +
√

b,−√c)

/�
 Γ−@�
�����	 ��% S/S0 ���  ����  �
 ;�
�
	�


γ1 :
√

a→ −√a ; γ2 :
√

b→ −
√

b ; γ3 :
√

c→ −√c

��




�3
���� /� Δ(S) = F × F � $�		 ��	 Ω(Z/Y )/S(Z/Y ) = Z ′/Y ′ � Z ′′/Y ′′ ����
��
	�
�	 4�
 %�8�
� Z ′/Y ′ �	 Z ′′/Y ′′ ���  
� �
	�
  
� �	�
�� 
	 �34� �
�� 
	 ;�$
	  
�
C��
������ � 
	��03�
�
	� ;��		
�
  �
 ���
��
��	�  
� �) ;�
�
	�
 ��	 Ω(Z/Y )

1 = (A,B,C,D) 1 = (A,B,C,D) 2 = (A,B,C,D) 2 = (A,B,C,D)
3 = (A,B,C,D) 3 = (A,B,C,D) 4 = (A,B,C,D) 4 = (A,B,C,D)
5 = (A,B,C,D) 5 = (A,B,C,D) 6 = (A,B,C,D) 6 = (A,B,C,D)
7 = (A,B,C,D) 7 = (A,B,C,D) 8 = (A,B,C,D) 8 = (A,B,C,D)�

/�
 Γ−@�
�����	 ��% Z ′/Y ′ �	 Z ′′/Y ′′ 4�� ��	  
� Γ−@�
�����	 ��% Z/Y �	 �3�
���
4�� �	�  �
 %���
	 
 =��
��
 ��
%
��

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

γ1 :
√

a→ −√a (AD)(BC)(AD)(BC) (13)(57)(13)(57) (2)(4)(66)(88)
γ2 :
√

b→ −√b (AC)(BD)(AC)(BD) (17)(35)(35)(17) (22)(4)(6)(88)
γ3 :
√

c→ −√c (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

���  
	 #���
���	 
	3
	 A ↔ 5� B ↔ 1� C ↔ 3� D ↔ 7 ��
�� ��	�  ��� Z/Y �	 
Z ′/Y ′ ��� Γ−�
	�
	 �������� ��	 �
6
������
� ��	  �
 ��
��
 !����
� �� ��
�� ��	 ��%����  ��� Γ ������� ��% Y ′′ ��
��
�� �	 
 ���� S′′0 = F × F × F × F ����� ��	 $�		 ���� ����
��
	

S′′/S′′0 = F (
√

x1) × F (
√

x2) × F (
√

x3) × F (
√

x4)

F × F × F × F

.

/�		 ��� Z ′′ = X(S′′) = X1 �X2 �X3 �X4� ��� Xi = X(F (
√

xi)) �	 

X1 = {2 : (
√

x1 → √x1), 2 : (
√

x1 → −√x1)}
X2 = {4 : (

√
x2 → √x2), 4 : (

√
x2 → −√x2)}

X3 = {6 : (
√

x3 → √x3), 6 : (
√

x3 → −√x3)}
X4 = {8 : (

√
x4 → √x4), 8 : (

√
x4 → −√x4)}

.

���  
� =��
��
 ��� ��
�� ��	�  ��� Γ 	��  ���� 
�	
 �
�� 
 �	3��� ��	 =��	��������	
	
(yy) ��% Z ′′ ��
��
���  ��
� ���� ��	

√
x4 =

√
x1x2x3 �
�3
	� /�
 9K�����
	�
 =��
��


 
� Γ−@�
�����	 ��% S/S0 �	 S′′/S′′0 �	�
� EtF ≡ SetsΓ ����
�  �		

��



=��
��
 
L

φ(Γ) φ′′(Γ)
γ1 :
√

a→ −√a
√

x3 → −√x3 O
√

x1x2x3 → −√x1x2x3

γ2 :
√

b→ −√b
√

x1 → −√x1 O
√

x1x2x3 → −√x1x2x3

γ3 :
√

c→ −√c
√

x1 → −√x1 O
√

x3 → −√x3 O
√

x1x2x3 → −√x1x2x3

/����� %���� √
x1 =

√
bc,

√
x2 =

√
c,

√
x3 =

√
ac,

√
x4 =

√
abc,

>�?

�	 
S′′/S′′0 = F (

√
c) × F (

√
bc) × F (

√
ac) × F (

√
abc)

F × F × F × F

.

����  �
�
� G
������ $�		 ���  
	 ������
��
	  
� $������
	 G
����
	�
  
� ��	�������
��	��� f(x) ��	

√
a +
√

b 8�
� F �	 *
���	 �	� �
������ 4
� 
	� /�
 ������
��
	 ��	
f(x) ��	 

y1 =
√

a +
√

b ; y2 = −√a +
√

b ; y3 = −√a−
√

b ; y4 =
√

a−
√

b.

/�
  
� $������
	 G
����
	�
 ��	 f(x) ��	 ����

z1 = (y1 + y2)(y3 + y4) = −4b,

z2 = (y1 + y3)(y2 + y4) = 0,

z3 = (y2 + y3)(y1 + y4) = −4a,

�	  �
 B��3
�	  ���	

√−z1 = (y1 + y2) = 2
√

b, −√−z1 = (y3 + y4) = −2
√

b,

√−z2 = (y1 + y3) = 0, −√−z2 = (y2 + y4) = 0,
√−z3 = (y2 + y3) = 2

√
a, −√−z3 = (y1 + y4) = −2

√
a.

/�		 �����
	  �
 G
������
 >�? ���

√
x1 =

1
2
√−z1

√
c ;

√
x3 =

1
2
√−z3

√
c ;

√
x4 =

1
4
√

z1z3

√
c

8�
�
�	�

�





�� αY (Γ) = C2 ⊂ B

/�		 ���
S/S0 = F (

√
a,
√

b1) × F (
√

a,
√

b2)

F (
√

a) × F (
√

a)

.

;� 4
� 
	  �
� ,9��
 �	�
�����
 
	L

� � � 
��� b1 �= b2

,8� v1 := (
√

a,
√

b1) �	 v2 := (
√

a,
√

b2) �
�3


A = ξ1(v1) = (
√

a,
√

b1) A = ξ1(v1) = (
√

a,−√b1)
B = ξ2(v1) = (−√a,

√
b1) B = ξ2(v1) = (−√a,−√b1)

C = ξ3(v1) = (
√

a,
√

b2) C = ξ3(v1) = (
√

a,−√b2)
D = ξ4(v1) = (−√a,

√
b2) D = ξ4(v1) = (−√a,−√b2)

/�
 Γ−@�
�����	 ��% S/S0 4�
  ����  �
 ;�
�
	�

√

a ↔ −√a�
√

b1 ↔ −
√

b1 �	 √
b2 ↔ −

√
b2 
�3
����

/�
 =��
��
 %8�  �
 Γ−@�
�����	 ��% S/S0� Z/Y � Z ′/Y ′ �	 Z ′′/Y ′′ ����
�

=��
��
 �L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

δ := (
√

a,−√a) (AB)(CD)(AB)(CD) (15)(15)(37)(37) (22)(4)(66)(8)
β := (

√
b1,−

√
b1) AB ↔ AB (15)(15)(37)(37) (26)(26)(48)(48)

γ := (
√

b2,−
√

b2) CD ↔ CD (15)(15)(37)(37) (26)(26)(48)(48)

;���
	� ��
�� ��	�  ��� Z/Y �� Z ′/Y ′ �� Z ′′/Y ′′ �� Z/Y ��� Γ−N�
� 
�$�	�
	� '	  
�
=�� ��� 3�6� α(γ)|Y = IdY ��
� α′(γ)|Y ′ �= IdY ′ �	 α′′(γ)|Y ′′ �= IdY ′′ �  ��� Z ′/Y ′ ��
Z/Y �� Z ′′/Y ′′� ����
� 
� ��� α′′(δ)|Y ′′ = Id|Y ′′ �	 α′(δ)|Y ′ �= Id|Y ′ �  ��� Z ′′/Y ′′ ��
Z ′/Y ′� /�� �����3�
��� �	�
� *
�4
	 �	�  
� �	��9K�����
	3 EtF ≡ SetsΓ�

S/S0 �� S′/S′0 �� S′′/S′′0 �� S/S0.

/�  �
 =
���
	�
	 (1, 5, 1, 5)� (3, 7, 3, 7)� (2, 6, 2, 6) �	 (4, 8, 4, 8) �	�
� Γ−@�
�����	
4�
 
� �	 ���� �
���� ���
��� 
� 4
� 
	� �	 Γ ��% Y ′ �	 Y ′′ 4�
 C2 ⊂ B ��
��
��� $�		
��	

S′/S′0 = F (
√

x,
√

y1) × F (
√

x,
√

y2)

F (
√

x) × F (
√

x)

��



�	 
S′′/S′′0 = F (

√
x′,

√
y′1) × F (

√
x′,

√
y′2)

F (
√

x′) × F (
√

x′)

����
��
	� !
�3

1 = (

√
x,
√

y1) 1 = (
√

x,−√y1)

3 = (
√

x,
√

y2) 3 = (
√

x,−√y2)

5 = (−√x,
√

y1) 5 = (
√

x,−√y1)

7 = (−√x,
√

y2) 7 = (
√

x,−√y2)

2 = (
√

x′,
√

y′1) 2 = (
√

x′,−√
y′1)

4 = (
√

x′,
√

y′2) 4 = (
√

x′,−√
y′2)

6 = (−√x′,
√

y′1) 6 = (
√

x′,−√
y′1)

8 = (−√x′,
√

y′2) 8 = (
√

x′,−√
y′2)

/���� *
���
��� ��� ��
�� 
��9�� ��	  �
 %���
	 
 =��
��
 %8�  �
 Γ−@�
�����	 ��% S′/S′0
�	 S′′/S′′0 L

=��
��
 (L �

φ(Γ) φ′(Γ) φ′′(Γ)

(
√

a↔ −√a) (
√

x↔ −√x)O (
√

y2 ↔ −√y2) (
√

y′1 ↔ −
√

y′1)

(
√

b1 ↔ −
√

b1) (
√

x↔ −√x) (
√

x′ ↔ −√x′)

(
√

b2 ↔ −
√

b2) (
√

x↔ −√x)O (
√

x′ ↔ −√x′)O
(
√

y1 ↔ −√y1); (
√

y′1 ↔ −
√

y′1);
(
√

y2 ↔ −√y2) (
√

y′2 ↔ −
√

y′2)

/����� %����L

√
x =
√

ab1b2

√
x′ =

√
b1b2√

y1 =
√

b2

√
y′1 =

√
ab2√

y2 =
√

ab2

√
y′2 =

√
b2

�(



� � � 
��� b1 = b2 �=
√

a

!
�3
 b1 = b2 =: b� /�
 Γ−@�
�����	 ��% S/S0 ��� ��
�  ����  �
 ;�
�
	�

√

a ↔ −√a
�	 
√

b↔ −√b 
�3
���� ;� ����

Z = X(S) = X
(
F (
√

a,
√

b)
) �X

(
F (
√

a,
√

b)
)

= X1 �X2.

��� A,B ∈ X1� C,D ∈ X2 �	 

A = C = (
√

a,
√

b) A = C = (
√

a,−√b)

B = D = (−√a,
√

b) B = D = (−√a,−√b)

0	 
� ��	  �
 %���
	 
 =��
��


=��
��
 )L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)
√

a↔ −√a (AB)(CD)(AB)(CD) (15)(15)(37)(37) (22)(4)(66)(8)√
b↔ −√b (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

 ����� %����
S′/S′0 � S/S0

�	 
S′′/S′′0 = F (

√
y1) × F (

√
y2) × F (

√
y3) × F (

√
y4)

F F F F

.

���

2↔ √y1 2↔ −√y1

4↔ √y2 4↔ −√y2

6↔ √y3 6↔ −√y3

8↔ √y4 8↔ −√y4

��
�� ��	 ��� =��
��
 ��
���  ���

=��
��
 �L �

φ(Γ) α′′(Γ)
√

a↔ −√a
√

y1 ↔ −√y1 O
√

y3 ↔ −√y3√
b↔ −√b

√
y1 ↔ −√y1 O

√
y2 ↔ −√y2√

y3 ↔ −√y3 O
√

y4 ↔ −√y4

�)



�	 ����� √
y1 =

√
y3 =

√
ab ;

√
y2 =

√
y4 =

√
b.

� � � 
��� b1 = b2 = b =
√

a

S/S0 = F (
√

a, 4
√

a) × F (
√

a, 4
√

a)

F (
√

a) × F (
√

a)

'	  �
�
� ,��� ����
Z = X(S) = X1 �X2

4��
�
X1 = X2 = X

(
F (
√

a, 4
√

a)
)
.

!
�3


A = (
√

a, 4
√

a)� A = (
√

a,− 4
√

a)�
B = (−√a, i 4

√
a)� B = (−√a,−i 4

√
a)�

C = (
√

a,− 4
√

a)� C = (
√

a, 4
√

a)�
D = (−√a,−i 4

√
a)� D = (−√a, i 4

√
a)�

φ(Γ) ���  ���� 4
√

a↔ − 4
√

a �	 4
√

a↔ i 4
√

a 
�3
����

���������	 4
√

a↔ i 4
√

a �����3�
�� �����������
√

a↔ −√a

/�
 =��
��
  
� Γ−@�
�����	 ����
�  �		

=��
��
 "L �

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)
4
√

a↔ − 4
√

a (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)
4
√

a↔ i 4
√

a (ABAB)(CDCD) (1313)(5757) (4646)(8282)

/����� ��
�� ��	  ���
Z/Y � Z ′/Y ′ � Z ′′/Y ′′

�	 �����
S/S0 � S′/S′0 � S′′/S′′0 .

��




�� α(Γ) = Id× C3

;��		
�
�  ���  
� ,���
S = F (

√
y) × F ( 6

√
x
√

y)

F × F ( 3
√

x)

����	 �	 �����	��� 
�� �
�
�	
� 4�� 
� B
		 ��	  �
 �
45�	����
 #�	����$���	 �	4
	�
 
�� �� 0	 
� ��	

S′/S′0 � S′′/S′′0 = ( 4
√

a,
√

b)

F ( 4
√

a)

.

B�� �
������
	 ����  
	 ,���

S = F (
√

b1) × F ( 3
√

a,
√

b2)

F × F ( 3
√

a)

.

B��
� F 
�	
 ��������
  ����
 ;�	�
���4��3
� σ 
	��9��� ��� v1 =
√

b1 �	 v2 = ( 3
√

a,
√

b2)
�
�3


D = ξ4(v1) =
√

b1 D = ξ4(v1) = −√b1

A = ξ1(v2) = ( 3
√

a,
√

b2) A = ξ1(v2) = ( 3
√

a,−√b2)
B = ξ2(v2) = (σ 3

√
a,
√

b2) B = ξ2(v2) = (σ 3
√

a,−√b2)
C = ξ3(v2) = (σ2 3

√
a,
√

b2) C = ξ3(v2) = (σ2 3
√

a,−√b2)

/�
 &���
 ���
��� S �
���3� 34
� '	�������	
	� i1 :
√

b1 →
√

b1 ��% F (
√

b1) �	 i2 :
√

b2 →√
b2 ��% F ( 3

√
a,
√

b2)� /� ��
� �
� *������
�3�	� Γ 	��  ���� �
�� 
 7
��������	
	 ��% Z
��
��
��� �	 i2 ��% Y  �
 �	�
�� 
 7
��������	 (AA)(BB)(CC) ��% Z �	 �3�
��� �8��
	
 �
 �
� 
 '	�������	
	 ���
� ��
���3
���� ��%��
�
	 �	 ����� ����

√
b1 =

√
b2 =

√
b

�
��
	� /�
 Γ−@�
�����	 ��% S/S0 ���  �		  ����

γ : 3
√

a→ σ 3
√

a �	 i :
√

b↔ −
√

b.


�3
���� /�
 =��
��
  
� Γ−@�
�����	 ��% Z/Y � Z ′/Y ′� Z ′′/Y ′′ ���  �		

=��
��
 +L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

γ (ABC)(ABC) (135)(135) (268)(268)

i (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

�"



/�
 #���
���	 
	3
	

A �� �� 5 �� �� 2 A �� �� 5 �� �� 2

B �� �� 1 �� �� 6 B �� �� 1 �� �� 6

C �� �� 3 �� �� 8 C �� �� 3 �� �� 8

D �� �� 7 �� �� 4 D �� �� 7 �� �� 4

 
0	�
�
	  �
 '����������
	  
� Γ−�
	�
	

Z/Y � Z ′/Y ′ � Z ′′/Y ′′ � Z/Y

�	 ���  
� �	��9K�����
	3 EtF ≡ SetsΓ 
��9�� ��	 ����

S/S0 � S′/S′0 � S′′/S′′0 � S/S0.

� ����	 ��� Δ(S0) �= F × F

��� αY (Γ) = S4

!
�3

S/S0 = N(

√
a)/N

%8� 
�	
 �
������
 ;�4
��
��	� N ��	 ��� � 8�
� F  
�
	 ������ ��������� 
�	
 3� S4

��������
 ������������
 �
���3��

���������	 ,���� F �	
	 ���� �	 L  
� F
�%9���	��$5��
� 
�	
� ���
 �3���
	 7���	���
f(x) ��
��
	 ��� 
� ��� #�
S3�
	�
	 �	 F ���� �� ���� Gal(L/F ) = S4 �
	��  �		� 4
		
 �
 /
�
���	�	�
 ��	 f(x) $
�	
 .�� ���4��3
� �	 F �
���3��

,8� x1 ������
��
 
�	
� 7���	��� f(x) 4�
 �	  
� 6
�
�$�	�� �
�3
 N = F (x1)O 
� �
�
L = F (x1, x2, x3, x4)  
� ���������������� ��	 N � ,8� v = (x1,

√
a) �
�3


A = ξ1(v) = (x1,
√

a)� A = ξ1(v) = (x1,−
√

a)�
B = ξ2(v) = (x2,

√
a)� B = ξ2(v) = (x2,−

√
a)�

C = ξ3(v) = (x3,
√

a)� C = ξ3(v) = (x3,−
√

a)�
D = ξ4(v) = (x4,

√
a)� D = ξ4(v) = (x4,−

√
a)�

��	 0	 
� %���
	 
 =��
��
 %8�  �
 Γ�@�
�����	L

�+



=��
��
 �-L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

(x1, x2, x3, x4) (ABCD)(ABCD) (1375)(1375) (2828)(66)
(x1, x2) (AB)(AB) (15)(15) (26)(26)
(x1, x3) (AC)(AC) (35)(35) (28)(28)
(x2, x3) (BC)(BC) (13)(13) (68)(68)
(x3, x4) (CD)(CD) (37)(37) (26)(26)
(x2, x4) (BD)(BD) (17)(17) (28)(28)
(x1, x4) (AD)(AD) (57)(57) (68)(68)
(
√

a,−√a) (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

��� A ↔ 5� B ↔ 1� C ↔ 3� D ↔ 7 ��	 Z/Y �	 Z ′/Y ′ ��������� αY ′′(Γ) 0E�
��  ��
;�
�
	� (4, 4) ∈ Y ′′ �	 ��
��
�� 4�
 S3 ��% (2, 2), (6, 6), (8, 8)� ����� �
�3� ��	

S′′/S′′0 = F (
√

a) × F (
√

z
√

a)

F × F (z)

.

��	 $�		 z = z1 ��� B��3
�  
� $������
	 G
����
	�
 ��	 f(x) �	�
���
��
�
	� /�		 ���
z = (x1 + x2)(x3 + x4) �	 

(x1 + x2) =
√−z ; (x3 + x4) = −√−z.

!
�
	 z2� z3  �
 8����
	 ������
��
	  
� $������
	 G
����
	�


z2 = (x1 + x3)(x2 + x4)

z3 = (x2 + x3)(x1 + x4)

!
�3
L
4 = √a 4 = −√a

8 =
√−z1

√
a = (x1 + x2)

√
a 8 = −√−z1

√
a = (x3 + x4)

√
a

6 =
√−z2

√
a = (x1 + x3)

√
a 6 = −√−z2

√
a = (x2 + x4)

√
a

2 =
√−z3

√
a = (x2 + x3)

√
a 2 = −√−z3

√
a = (x1 + x4)

√
a

;� ��� �
���� 	���3���8%
	�  ���  �
�
 #���
���	 
	3
	 
�	
	 '������������ ��	 Γ�
�
	�
	  
0	�
�
	�

��
 αy(Γ) = D4

/�
� ��� 
�	 !�
3���%���  
� ����	�
�
	 
	 ,���� �	 
� ��	 f(x) ��	  
� ,���

f(x) = (x2 − a)2 − b ��� b > a2


-



49���� '	  �
�
� ,��� ��	  �
 ������
��
	 ��	 f(x) ��	  
� ,���

x1 = −x3 =
√

a +
√

b ; x2 = −x4 =
√

a−
√

b.

/
0	�
�


α :=
√

a +
√

b ; β :=
√

a−
√

b.

,8� i 
�	
 ��������
 ��
��
 ;�	�
���4��3
� �	 F ���  ��� i �∈ F �
�3


S/S0 = F (α,
√

c)

F (α)

.

F (α) ��� ������ ��������� L = F (α, β) �	 |Gal(L/F )| = [L : F ] = 8� /� Gal(L/F ) ⊂
S4 �	  �
 
�	3��
	 H	�
������
	 ��	 S4  
� @� 	�	� " �������� 3� D4 ��	 � %����
 ���

φY (Γ) = Gal(L/F ) � D4.

���������	 /�
 !���
���
�����
 S4 
	��9�� 	�� 
 H	�
������
	  
� @� 	�	� "O  �
�

��	 3�� /�
 
������
 D4 ��������� ;� ��	 �
	��  �
 H	�
������
	�  �
 
�	
 7�����
���	 ��	 {A,B,C,D} �	 34
�
�
�
	���
 H	�
��
	�
	 
�����
	� B��� ��	 3�� 6
����
�

��
���
	�  ���  �
 7�������	 {AC}{BD} 
�����
	 ��
���� �� ��
��  �
 3� D4 ��������

H	�
������
 ��	 S4 %���
	 
�����
	 ���L

U{AC}{BD} =

{Id; (AC); (BD); (AB)(CD); (AC)(BD); (AD)(BC); (ABCD); (ADCB)} � D4

��� 
�3
��
	 
 ;�
�
	�
 $�		 ��	 τ = (AC) �	 σ = (ABCD) 49��
	� ��  ���

D4 =< σ, τ >= {Id, σ, σ2, σ3, τ, στ, σ2τ, σ3τ}.

��� v = (α,
√

c) �
�3


A = ξ1(v) = (α,
√

c) ; A = ξ1(v) = (α,−√c)

B = ξ2(v) = (β,
√

c) ; B = ξ2(v) = (β,−√c)

C = ξ3(v) = (−α,
√

c) ; C = ξ3(v) = (−α,−√c)

D = ξ4(v) = (−β,
√

c) ; D = ξ4(v) = (−β,−√c)

/�
 
�3
��
	 
	 ;�
�
	�
 ��	 φY (Γ) ��	  �		

σ : α �→ β

β �→ −α

, τ : α �→ −α

β �→ β

.


�



,8�  �
 Γ�@�
�����	 
����� ����  �
 %���
	 
 =��
��
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=��
��
 ��L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

σ (ABCD)(ABCD) (1375)(1375) (2828)(66)
σ2 (AC)(BD)(AC)(BD) (17)(17)(35)(35) (22)(88)
σ3 (ADCB)(ADCB) (1573)(1573) (2828)(66)
τ (AC)(AC) (35)(35) (28)(28)
στ (AD)(BC)(AD)(BC) (13)(13)(57)(57) (88)(66)
σ2τ (BD)(BD) (17)(17) (28)(28)
σ3τ (AB)(CD)(AB)(CD) (15)(37)(15)(37) (22)(66)√

c→ −√c (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

���  
	 #���
���	 
	3
	 A↔ 5� B ↔ 1� C ↔ 3� D ↔ 7 ��
�� ��	�  ���

Z/Y � Z ′/Y ′ �� Z ′′/Y ′′,

�	 ����� ����
S/S0 � S′/S′0 �� S′′/S′′0 .

/�
 Γ�@�
�����	 ��% Y ′′ �9���  �
 ;�
�
	�
 (6, 6) �	 (4, 4) 0E� ��  ���

S′′0 = F × F × F (
√

x).

����
� 
� ��
��
�� Γ ��%  
	 ;�
�
	�
	 2, 8, 2, 8 4�
 D4 �	 
��9��  �
 7�������	 {2, 2}{8, 8}�
!
�3
 α′ = 8� −α′ = 8� β′ = 2� −β′ = 2 �	 

σ′ : α′ �→ β′

β′ �→ −α′

τ ′ : α′ �→ −α′

β′ �→ β′

/�		 ��
�� ��	 ��� =��
��
 
���  ��� σ �	 τ  �
 @�
�����	
	 σ′ �	 σ′3τ ′ ��% S′′

�	 �3�
�
	L
τ = (α,−α) ⇒ σ′3τ ′ = (α′, β′)(−α′,−β′)

σ2τ = (β,−β) ⇒ σ′τ ′ = (α′,−β′)(−α′, β′)

στ = (α,−β)(−α, β) ⇒ τ ′ = (α′,−α′)

σ3τ = (α, β)(−α,−β) ⇒ σ′2τ ′ = (β′,−β′)

.

6
������
� ��	 4�
 %�8�
�  �
 ������
��
	  
� $������
	 G
����
	�
 ��	 f(x)� �� ��
��
��	  ���

z1 = (x1 + x2)(x3 + x4) = −(α + β)2

z2 = (x1 + x3)(x2 + x4) = 0

z3 = (x2 + x3)(x1 + x4) = −(α− β)2


�



�	 √−z1 = α + β −√−z1 = −α− β

√−z2 = α− α −√−z2 = β − β

√−z3 = −α + β −√−z3 = α− β.

Γ �	 �3�
��  �		  �
 %���
	 
 @�
�����	 ��%  �
�
	 ;�
�
	�
	

σ → (
√−z1,

√−z3,−
√−z1,−

√−z3) , (
√−z2,−

√−z2)

τ → (
√−z1,

√−z3)(−
√−z1,−

√−z3).

���������	 /� z2 = 0 ���� $�		 ��	  �
 $������
 G
����
	�
  ���� z  ��� �
�
	� ��
 ���  �		 z1 �	 z3 ��	 ��� � 8�
� F ��	 � ��	 �	�
����
� 
� ��
� ���� �	  �
�
�
,��� 34����
	 �������
� �	 	
�����
� B��3
� ��	 −z2� /�
 	���� �������
 7
��������	
(
√−z2,−

√−z2) ���  ���� (α, β) �	 �3�
��� � 
� �	 9K�����
	�
� B
��
  ���� (
√

b,−√b)�

/�
 #���
���	 
	3
	

4 =
√

c 4 = −√c

6 =
√

bc 6 = −√bc

2 =
√−z3

√
c 2 = −√−z3

√
c

8 =
√−z1

√
c 8 = −√−z1

√
c

 
0	�
�
	 
�	
	 '�������������� ��	 Γ��
	�
	� �	 ��	 $�		

S′′/S′′0 � F (
√

c) × F (
√

bc) × F (
√−z1

√
c)

F × F × F (z1)

����
��
	�

��� αY (Γ) = C4

���� �	�  ��� F 
�	
 ��������
 ��
��
 ;�	�
���4��3
� i 
	��9�� �	 �
�3


S/S0 = F ( 4
√

a,
√

b)

F ( 4
√

a)

.







/�
 3�$�����
 @�
�����	 ��% Y ���  ���� ρ : 4
√

a �→ i · 4
√

a 
�3
���� !
�3


A = ( 4
√

a,
√

b) ; A = ( 4
√

a,−√b)

B = (i 4
√

a,
√

b) ; B = (i 4
√

a,−√b)

C = (− 4
√

a,
√

b) ; C = (− 4
√

a,−√b)

D = (−i 4
√

a,
√

b) ; D = (−i 4
√

a,−√b)

 �		 ��� ��	

=��
��
 ��L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

ρ (ABCD)(ABCD) (1375)(1375) (2828)(66)

ρ2 (AC)(AC)(BD)(BD) (17)(17)(35)(35) (22)(88)
ρ3 (ADCB)(ADCB) (1573)(1573) (2828)(66)√

b↔ −√b (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

/����� ��
�� ��	�  ���
Z/Y � Z ′/Y ′ �� Z ′′/Y ′′

�	 ����� ����
S/S0 � S′/S′0 �� S′′/S′′0

����� B
��
� $�		 ��	 �
�
�$
	�  ��� Γ ������� ��%  
	 ;�
�
	�
	 (4, 4)� (6, 6) ∈ Y ′′

��
��
�� �	 2� 8� 2� 8 3�$����� �
�����
��� /��
� ����
��� ��	

S′′/S′′0 = F (
√

α) × F (
√

β) × F ( 4
√

x)

F × F × F (
√

x).

���
4 =

√
α 4 = −√α

6 =
√

β 6 = −√β

2 = i 4
√

x 2 = −i 4
√

x

8 = 4
√

x 8 = − 4
√

x


��
�
	 ���� ��� =��
��
 
�
 %���
	 
 G
�����	
	L
√

α =
√

b
√

β =
√

ab

4
√

x = 4
√

a
√

b.


�



!���� ���
S′′/S′′0 = F (

√
b) × F (

√
ab) × F ( 4

√
a
√

b)

F × F × F (
√

a).

���� �	  �
�
� ,��� $�		 ��	  �
 Γ�@�
�����	 ��% S′′/S′′0 ��% 
�	
 @�
�����	 ��%  
	
������
��
	  
� $������
	 G
����
	�
 ��	 f(x) = x4 − a 3��8�$%8��
	� ;� ����

z1 = −√a(1 + i)2,

z2 = 0,

z3 = −√a(1− i)2

,

�	 √−z1 = 4
√

a(1 + i), −√−z1 = − 4
√

a(1 + i),
√−z2 = 4

√
a− 4
√

a, −√−z2 = i 4
√

a− i 4
√

a,

√−z3 = i 4
√

a(1 + i), −√−z3 = −i 4
√

a(1 + i)

.

/� i ∈ F � ��� ���� (1 + i) ∈ F � �	 �����

F (
√

a(1 + i)2) � F (
√

a) ; F ( 4
√

a(1 + i)) � F ( 4
√

a)).

��	 $�		 ����  
	 ,�$��� (1 + i) 4
� ��� �
�
	O ��� t′ = t/(1 + i) �
�3
L

2 = √−z3
′√

b = i 4
√

a
√

b 2 = −√−z3
′√

b = −i 4
√

a
√

b

8 = √−z1
′√

b = 4
√

a
√

b 8 = −√−z1
′√

b = − 4
√

a
√

b

B�� ���  
� %�8�
�
	 G
������ 8�
�
�	�������

��� αY (Γ) = C2 �⊂ B

��	 �
������
� ��
� 	��  
	 ,���� �	  
� S  ���� � D�	$���	 
�	
� 
�	3��
	 ;�
�
	�
�
√

b
3� S0 
	��
��� �	 
�
 ,9��
 ��
�
	 49��
	  
� 6
�
��	�	� ��	 αY (Γ) = C2 ×C2 �⊂ B�
D4 �	 C4 ��%� ;� ��� ����L

S/S0 = (F (
√

b) × F (
√

b) × F (
√

a,
√

b)

F × F × F (
√

a)

.


(



!
�3


A = ξ1(
√

b) = (
√

b), A = ξ1(
√

b) = (−√a),

B = ξ2(
√

a,
√

b) = (
√

a,
√

b), B = ξ2(
√

a,
√

b) = (
√

a,−√b),

C = ξ3(
√

a,
√

b) = (−√a,
√

b), C = ξ3(
√

a,
√

b) = (−√a,−√b),

D = ξ4(
√

b) = (
√

b), D = ξ4(
√

b) = (−√b).

/�
 Γ�@�
�����	 ��% S ���  ����  �
 ;�
�
	�


γ :
√

a↔ −√a γ2 :
√

b↔ −
√

b i :
√

b↔ −
√

b


�3
��� �	 ��	 
��9��  �
 =��
��


=��
��
 �
L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

γ (BC)(BC) (13)(13) (68)(68)

i (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

;� ���� ����
Z/Y � Z ′/Y ′ � Z ′′/Y ′′

�	 
S/S0 � S′/S′0 � S′′/S′′0 .

��� αY (Γ) = C2 × C2 �⊂ B

/�		 ���
S/S0 = (F (

√
a,
√

x) × F (
√

b,
√

y)

F (
√

a) × F (
√

b)

�	 ��	 ���

Z = X(S) = X
(
F (
√

a,
√

x)
) �X

(
F (
√

b,
√

y)
)

:= X1 �X2.


)



� � � x �= y

/�
 ;�
�
	�
 ��	 Z ��	  ����  �
 6�� 
� ��	 v1 = (
√

a,
√

x) �	 v2 = (
√

b,
√

y) �
�
������� !
�3


A = ξ1(v1) = (
√

a,
√

x), A = ξ1(v1) = (
√

a,−√x),

B = ξ2(v1) = (−√a,
√

x), B = ξ2(v1) = (−√a,−√x),

C = ξ3(v2) = (
√

b,
√

y), C = ξ3(v2) = (
√

b,−√y),

D = ξ4(v2) = (−√b,
√

y), D = ξ4(v2) = (−√b,−√y).

/�
 Γ�@�
�����	 ��% S ��� 
�3
���  ����  �
 ;�
�
	�


γ1 :
√

a↔ −√a, γ2 :
√

b↔ −
√

b, γ′1 :
√

x↔ −√x, γ′2 :
√

y ↔ −√y.

���  
� �
45�	����
	 ���
��
��	� ��	 Z ′/Y ′ �	 Z ′′/Y ′′ 0	 
� ��	

=��
��
 ��L

φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

γ1 (AB)(AB) (15)(15) (26)(26)

γ2 (CD)(CD) (37)(37) (26)(26)
γ′1 (AA)(BB) (15)(15)(37)(37) (26)(26)(48)(48)
γ′2 (CC)(DD) (15)(15)(37)(37) (26)(26)(48)(48)

B
		 ��	  �
 @�
�����	 ��	 γ′1 �	 γ′2 �
������
�� �� ��
�� ��	�  ��� Z ′/Y ′ �� Z/Y ��
Z ′′/Y ′′� /���� *
���
��� ��	 γ1 �	 γ2 
����� ���� ���� Z ′/Y ′ �� Z ′′/Y ′′� F�����
	%���
�
	 

Z/Y �� Z ′/Y ′ �� Z ′′/Y ′′ �� Z/Y

�	 
S/S0 �� S′/S′0 �� S′′/S′′0 �� S/S0.

F� 
� ��
�� ��	�  ��� Γ ��% Z ′ �	 Z ′′ 	���� ���	����� ��
��
��� ��	 
�	  �
 =
���
	�
	
{1, 5, 1, 5}� {3, 7, 3, 7} ⊂ Z ′ �	 {2, 6, 2, 6}� {4, 8, 4, 8} ⊂ Z ′′ 4�
 
� �	 ���� ����� 
�� Γ
��
��
�� ��
� ���	����� >	���� 3�$�����? ��% D
 
�  �
�
� ��
��
�
�
	���
	 =
���
	�
	�  �

 � ���� �	�
�  
� �	��9K�����
	3 SetsΓ ≡ EtF � #5��
�
�4
��
��	�
	 ��	 ��� ��
� 8�
�
F 
	����
��
	� !���
��
 ����

S′/S′0 = F (
√

α,
√

β) × F (
√

γ,
√

δ)

F (
√

α) × F (
√

γ)

,


�



S′′/S′′0 = F (
√

α′,
√

β′) × F (
√

γ′,
√

δ′)

F (
√

α) × F (
√

γ)

.

���  
	 #���
���	 
	3
	

1 = (
√

α,
√

β), 1 = (
√

α,−√β),

3 = (
√

γ,
√

δ), 3 = (
√

γ,−√δ),

5 = (−√α,
√

β), 5 = (−√α,−√β),

7 = (−√γ,
√

δ), 7 = (−√γ,−√δ),

2 = (
√

α′,
√

β′), 2 = (
√

α′,−√β′),

4 = (
√

γ′,
√

δ′), 4 = (
√

γ′,−√δ′),

6 = (−√α′,
√

β′), 6 = (−√α′,−√β′),

8 = (−√γ′,
√

δ′), 8 = (−√γ′,−√δ′),

0	 
� ��	 ��� =��
��
 
�(��

=��
��
 �(L

φ(Γ) φ′(Γ) φ′′(Γ)

γ1 :
√

a↔ −√a
√

α↔ −√α
√

α′ ↔ −√α′

γ2 :
√

b↔ −√b
√

γ ↔ −√γ
√

α′ ↔ −√α′√
δ ↔ −√δ

√
β′ ↔ −√β′

γ′1 :
√

x↔ −√x
√

α↔ −√α
√

α′ ↔ −√α′√
γ ↔ −√γ

√
γ′ ↔ −√γ′

γ′2 :
√

y ↔ −√y
√

α↔ −√α
√

α′ ↔ −√α′√
β ↔ −√β

√
β′ ↔ −√β′√

γ ↔ −√γ
√

γ′ ↔ −√γ′√
δ ↔ −√δ

√
δ′ ↔ −√δ′


"



/����� %���� √
α =

√
axy,

√
α′ =

√
abxy,

√
γ =

√
bxy,

√
γ′ =

√
xy,

√
β =

√
y,

√
β′ =

√
by,

√
δ =

√
by,

√
δ′ =

√
y

.

� � � x = y =: c

/�		
A = ξ1(v1) = (

√
a,
√

c), A = ξ1(v1) = (
√

a,−√c),

B = ξ2(v1) = (−√a,
√

c), B = ξ2(v1) = (−√a,−√c),

C = ξ3(v2) = (
√

b,
√

c), C = ξ3(v2) = (
√

b,−√c),

D = ξ4(v2) = (−√b,
√

c), D = ξ4(v2) = (−√b,−√c).

/�
 Γ�@�
�����	 ��% S ���  ����  �
 ;�
�
	�


γ1 :
√

a↔ −√a, γ2 :
√

b↔ −
√

b, i :
√

c↔ −√c


�3
���� /�
 =��
��
 %8�  �
 Γ�@�
�����	 ����
�

=��
��
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φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

γ1 (AB)(AB) (15)(15) (26)(26)

γ2 (CD)(CD) (37)(37) (26)(26)
i (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

/����� $�		 ��	 %���
�	�  ��� S/S0 � S′/S′0 �� S′′/S′′0 �	 

S′′/S′′0 = F (
√

c) × F (
√

c) × F (
√

ab,
√

bc)

F × F × F (
√

ab).

���

R(Y ) ={{{√a,−√a}, {
√

b,−
√

b}},
{{√a,

√
b}, {−√a,−

√
b}},

{{−√a,
√

b}, {√a,−
√

b}}}
= {z1, z2, z3}


+



�	 

Λ2(Y ) ={{√
a,−√a

}
,
{√

b,−
√

b
}
,
{√

a,
√

b
}
,
{−√a,−

√
b
}
,
{−√a,

√
b
}
,
{√

a,−
√

b
}}

= {√−z1,−
√−z1,

√−z2,−
√−z2,

√−z3,−
√−z3}

��
�� ��	 �
�����  ��� {(2, 2), (6, 6), (8, 8)} ⊂ Y ′′ � R(Y ) �	 {2, 2, 6, 6, 8, 8} ⊂ Z ′′ �
Λ2(Y )�

��� αY (Γ) = Id× S3

S/S0 = F (
√

b) × F (α,
√

b)

F × F (α)

4��
� α ������
��
 
�	
� �
������
	 ���
 �3���
	 7���	��� f(x) ��� ��� 
 ��� #�
S�
3�
	�
	 �	 F ��� �	 F $
�	
 ��������
  ����
 ;�	�
���4��3
� 
	��9���

���������	 /
� ,���

S/S0 = F (
√

a) × F (α,
√

b)

F × F (α)

��� a �= b� ��� 4
�
	  
� 6
 �	��	� Δ(S) = F × F ����
�������
	�

!
� L  
� F
�%9���	��$5��
� ��	 f(x) �	 α2� α3 ∈ L  �
 3� α = α1 $�	D���
��
	
������
��
	 ��	 f � ,8� Z = X(S) ����

Z = X(S) = X
(
F (
√

b)
) �X

(
F (α1,

√
b)

)
.

/�
 ;�
�
	�
 ��	 Z ��	 ����  ����  �
 6�� 
� ��	 v1 =
√

b �	 v2 = (α1,
√

b) �	 Fsep

�
������� !
�3


A = ξ1(v2) = (α1,
√

b), A = ξ1(v2) = (α1,−
√

b),

B = ξ2(v2) = (α2,
√

b), B = ξ2(v2) = (α2,−
√

b),

C = ξ3(v2) = (α3,
√

b), C = ξ3(v2) = (α3,−
√

b),

D = ξ4(v1) =
√

b, D = ξ4(v1) = −√b.

;�3
��
	 
 ;�
�
	�
  
� Γ�@�
�����	 ��% Z ��	 3�� 6
����
�

γ1 = (α1α2), γ2 = (α1α2α3), i :
√

b→ −
√

b,

�-



�	 
� 
����� ����  �
 =��
��


=��
��
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φ(Γ) α(Γ) α′(Γ) α′′(Γ)

γ1 = (α1α2) (AB)(AB) (15)(15) (26)(26)
γ2 = (α1α2α3) (ABC)(ABC) (135)(135) (268)(268)
i :
√

b→ −√b (AA)(BB)(CC)(DD) (11)(33)(55)(77) (22)(44)(66)(88)

���  
	 #���
���	 
	3
	

A �� �� 5 �� �� 2, A �� �� 5 �� �� 2,

B �� �� 1 �� �� 6, B �� �� 1 �� �� 6,

C �� �� 3 �� �� 8, C �� �� 3 �� �� 8,

D �� �� 7 �� �� 4, D �� �� 7 �� �� 4,

��
�� ��	�  ���
Z/Y � Z ′/Y ′ � Z ′′/Y ′′ � Z/Y

�	  ���� ����
S/S0 � S′/S′0 � S′′/S′′0 � S/S0.

� �
���������	
���	�

����  
	 ����
	 6
�
��	�	�
	 %�����  ��� 
� ���	 �9�3���� 34
� !�������	
	 ����� �	  
	
	
S/S0� S′/S′0 �	 S′′/S′′0 �������� ��	 � /�
 
�	
 ����� ��%� 4
		 3���	 
�� 
�	 ;�
�
	�
��	 Y = X(S0) �	�
� Γ�@�
�����	 0E�
�� ��
��� �	 S  ���� � D�	$���	  
��
��
	
;�
�
	�
� >��� ��� 34
� 8�
� F ? 3� D
 
� ,�$��� ��	 S0 
	���
��� /�
 �	 
�
 �����
��%� 4
		 S  ���� � D�	$���	  
��
��
	 ;�
�
	�
� ��	 ��� � 8�
� F 3� D
 
	 ,�$���
��	 S0 
	��
��� ��� /��
	���	���8	 
	 $�		 �
�3�
�
 !�������	 	�� ��%��
�
	� 4
		
S0 = K ×K� 4��
� K 
�	
 K�� �������
 ;�4
��
��	� ��	 F �
3
���	
��

� ������	�����	 ��� ��� ��
!	

��� "!����	��	�	

� � � )�*������

/�
 .���
�	��	
	� ��� H �
3
���	
�� ��	 
�	
 *
�����
�
�	
��	�  
� $����
E
	 F���
	�
!�
 4�� 
	 �"�
 ��	 !�� B�G� C������	 
�	�
%8���� 4
�4
�
	 ��
 ���� C������	�F���
	
�
	�		� 4
� 
	� /�
 �
	�
  
� .���
�	��	
	 ��� 
� 
�	
 	���� $���������
 ��
� ��
	�
���	��
 	����
��
 /������	����
��� 8�
�  
� #5��
�  
� �

��
	 F���
	 R� ��� ���
���

��




	���
�� ��
 ��� C  ���� � D�	$���	 
�	
� ;�
�
	�
� j�  �� j2 = −1 �	 ij = −ji 
��
%8���� ��� �

��
� *
$������� �
���3� ��
  �
 ��
� 6����
�
�
	�
 {1, i, j, k}� 4
���
 %���
	 

��������$����	��
�
�	 
�%8��
	L

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k = −ji ; ki = j = −ik ; jk = i = −kj.

/��
� �
3
���	
� � 4�
 �
45�	����  �
 ��������$����
 ;�	�
��� /�
�
 ��������$����	��
�
�	
$5		
	 �� 
�	%�����
	 ��� C��%
  �
�
� #�
��
� 
��		
�� 4
� 
	

i

��
k

��

j��

4��
� ��������$����	 34
�
� ;�
�
	�
 �� H��3
��
���		 >�34� �� �
�
	���3
��
���		?
D
4
���  �� 	���%���
	 
 ;�
�
	� >�34� ��	��  �� ����%���
	 
 ;�
�
	�? 
������ �	����
3�  
	 $����
E
	 F���
	 ���  �
 #�	D������	 
�	
� .���
�	��	� q = a + bi + cj + dk
 ����

q = a− bi− cj − dk

 
0	�
��� /�
 ���� 4�� %���
	 
�4
��
  
0	�
��L

|q|2 = qq = qq = a2 + b2 + c2 + d2,

�	  �� ��������$���� '	�
��
 ��	 q �= 0 ���

q−1 = q/|q|2.
/�
 .���
�	��	
	 ��� ���� � ��� 
	 �	�
� ��������$����	 
�	
 �����
�  �
 ���  
�
��
3�
��
	 �	��9�
	 �����
 SU(2) � 
	��03�
�� 4
� 
	 $�		� *�� #�	D������	 ��
��
�
	
 �
�
 ;�
�
	�
 ��%  
	  �
� ��
	���	��
 G���  
� �
�	 �����	9�
	 .���
�	��	
	 4�

/�
��	�
	� �	 ��	 
��9�� 
�	
	 ���D
$���
	 C������������� ��	 SU(2) 	��� SO(3)
 
��
	 #
�	 {1,−1} ⊂ SU(2) ��� >SU(2) ��� 
� 
�	
  ���
��
 N�
� 
�$�	� ��	 SO(3)?�
F�� /����
���	�  
� .���
�	��	
	 ��
�
	 ���� ��
�
 �5�����$
��
	� F�� 6
����
� $5		
	
��
 ��� !���
 
�	
� !$����� > 
� G
���
��? �	 
�	
� *
$���� �	 R

3 �	�
���
��
�� 4
� 
	L

q = q0 + q1i + q2j + q3k = q0 +−→v = (q0,
−→v ); ��� −→v = (q1, q2, q3).
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$�����������	 ���  �
 ��������$����	 �
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	  ����

(q0,
−→v )(q′0,

−→v ′) = (q0q
′
0 −−→v −→v ′, q0

−→v ′ + q′0
−→v +−→v ×−→v ′).
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z ≡
(

Re(z) Im(z)
−Im(z) Re(z)

)

��



��� |z| = √
det(z)� 6
�
�$
  �		�  ���

q = a + bi + cj + dk = (a + bi) + (c + di)j = z + wj ��� z,w ∈ C.
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q ≡
(

z w
−w z

)
=

(
a + bi c + di
−c + di a− bi

)

��� |q| = √
det(q)� /�
 6����
�
�
	�
	 ��	 �	  �
�
� ,���

1 ≡
(

1 0
0 1

)
; i ≡

(
i 0
0 −i

)
; j ≡

(
0 1
−1 0

)
; k ≡

(
0 i
i 0

)
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 Q = {±1,±i,±j,±k} ��%  
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	�������������� ρ : Q→ GL2(C)�
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�
�
	�
	 {1, i, j, k} ��2���
	 ����
	� /�
 ;�
�
	�
	 {1, i, j, k}
��
��
�
	  �		  ���� A�	$���������$����	 ��� ;	 ���������
	 ��%  �
�
	 *
$��������
�	 ���
 �����E ����
���	� >�	  
� 6���� 1 ≡ [1, 0, 0, 0], i ≡ [0, 1, 0, 0], j ≡ [0, 0, 1, 0], k ≡
[0, 0, 0, 1]? ����
�L

1 ≡

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ; i ≡

⎛
⎜⎜⎝

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠ ; j ≡

⎛
⎜⎜⎝

0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

⎞
⎟⎟⎠

k ≡

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠
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H = {a + bi + cj + dk ∈ H| 
	�4
 
� a, b, c, d ∈ Z � 
� a, b, c, d ∈ Z + 1/2}.

H ��� �
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�	 H	�
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 ��� H %�
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	 {1/2(1+
i + j + k), i, j, k} �	  
0	�
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� �	 R
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4 ��� @��
	��
��	� ±1?

A ≡ i ≡ e1, A ≡ −i ≡ −e1,

B ≡ j ≡ e2, B, ≡ −j ≡ −e2,

C ≡ k ≡ e3, C, ≡ −k ≡ −e3,

D ≡ 1 ≡ e4, D, ≡ −1 ≡ −e4.
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1 ≡ 1
2(1 + i− j + k) ≡ 1

2(1, 1,−1, 1) 1 ≡ 1
2(−1− i + j − k) ≡ 1

2(−1,−1, 1,−1)

3 ≡ 1
2(1 + i + j − k) ≡ 1

2(1, 1, 1,−1) 3 ≡ 1
2(−1− i− j + k) ≡ 1

2(−1,−1,−1, 1)

5 ≡ 1
2(1− i + j + k) ≡ 1

2(1,−1, 1, 1) 5 ≡ 1
2(−1 + i− j − k) ≡ 1

2(−1, 1,−1,−1)

7 ≡ 1
2(1− i− j − k) ≡ 1

2(1,−1,−1,−1) 7 ≡ 1
2(−1 + i + j + k) ≡ 1

2 (−1, 1, 1, 1)

�	 

2 ≡ 1
2(1 + i− j − k) ≡ 1

2(1, 1,−1,−1) 2 ≡ 1
2(−1− i + j + k) ≡ 1

2(−1,−1, 1, 1)

4 ≡ 1
2(1 + i + j + k) ≡ 1

2(1, 1, 1, 1) 4 ≡ 1
2(−1− i− j − k) ≡ 1

2 (−1,−1,−1,−1)

6 ≡ 1
2(1− i + j − k) ≡ 1

2(1,−1, 1,−1) 6 ≡ 1
2(−1 + i− j + k) ≡ 1

2(−1, 1,−1, 1)

8 ≡ 1
2(1− i− j + k) ≡ 1

2(1,−1,−1, 1) 7 ≡ 1
2(−1 + i + j − k) ≡ 1

2(−1, 1, 1,−1)
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 ��	  
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 3� −1/2(1 + i + j + k) 9K�����
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 4× 4 �����E ���

ρ =
1
2

⎛
⎜⎜⎝
−1 1 1 1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1
−1 1 −1 −1

⎞
⎟⎟⎠ .
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��	 ρ ��
�� ��	�  ��� D ��% 4� A ��% 8� B ��% 2 �	 C ��% 6 ���
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� 
	� ρ−1 =
ρ2 = ρt ��� 
�  �		 D ��% 7� A ��% 1� B ��% 3 �	 C ��% 5 ��� '� *
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��������	 ��	 i, j, kL

1 i j k

D
ρ ��

A

		�������������� B



������ C
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4
ρ ��

2
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� #5��
� �	 a, b ∈ F×� /
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 �� ��
	���	��

F ����
��� (a, b)F ���  
� 6���� 1, e1, e2, e3� ��  ���

e1e2 = e3, e2e1 = −e3, e2
1 = a, e2

2 = b, e2
3 = ab = ba.

;�	
 �����
 ���
��� (a, b)F 4�� /�����������
������� �
	�		��

/
� H	�
����� e1F + e2F + e3F ��	 (a, b)F = (a, b) 4�� ��� (a, b)0 �
3
���	
�� �	 
�
�	
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(a, b) = F · 1⊕ (a, b)0.

,8� x = x0 + x1 ��� x0 ∈ F �	 x1 ∈ (a, b)0  
0	�
�
  �� $�	D���
��
 ;�
�
	�  ����
x = x0 − x1� /�
 ����� �	�

− : (a, b)→ (a, b), x �→ x

4�� ���� $�	�	����
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��� A 8�
� F ��� 
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����� �	� σ : A→ A�  �
 ∀x, y ∈ A %���
	 
� 
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�? σ(x + y) = σ(x) + σ(y)�

��? σ(xy) = σ(y)σ(x)�

���? σ2(x) = x�
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���3�
���  ��� F = Z(A) ��	 σ 4�
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 '	�������	 σ �
���� 1�� ��$��# !&%� %���� ��
 σ|F = IdF 
�%8���� 1�� .-����#
!&%� %���� σ|F �= IdF � σ|2F = IdF �
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	 �	�
	 ��	 1��2�� ����
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	 ��� 3�� 6
����
� I+J?� !�
 4�� 
	 3�
��� �"�" ��	
B������ 1��2��  
0	�
�� >I�-J?� ��	 ����� 
�	
 F ����
��� A �
� ���  
� K�� �������

,��� q 8�
� V �
	��  �		 �
���9������ 4
		 
� 
�	
 ��	
��
 ����� �	� ϕ : V → A �����
 �
 φ(v)2 = q(v)·1A %8� ���
 v ∈ V 
�%8���� /�
 ' 

 ���� %8� 
�	
	 �
�
�
	
	 K�� �������
	
G��� (V, q) 8�
� F 
�	
 F ����
��� C 3� $�	�����
�
	�  �
 ��� q ��� ε : V → C �
���9�����
��� �	 ���  ��� %8� D
 
 �	 
�
 ���
��� A�  �
 ��� q ��� ϕ : V → A �
���9����� ���� 
�	

�	 
����
� ���
����C������������� ϕ̂ : C → A 
E����
���  
�  �� /�������

V
ε ��

ϕ
���

��
��

��
C

�ϕ
��

A

$������
�
	 �9��� >�	��
��
��
 ;��
	����%�  
� 1��2�� ����
���?�

��������� 
�	 !
� (V, q) 
�	 K�� �������
� G��� 8�
� F �	 T (V ) =
⊕{V ⊗n : n ∈

N}  �
 3��
�5���
 =
	������
���� !
� I(q)  �� 34
��
����
 ' 
�� ��	 T (V )�  �� ��	  
	
;�
�
	�
	 {x⊗ x− q(x)|x ∈ V } 
�3
��� 4�� � /�		 ���

C(V, q) = T (V )/I(q)

 �
 1��2�� ����
��� ��	 (V, q)�

��	 $�		 �
���� 3
��
	�  ��� �	  
� =��  �
 ����
 /
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 �	��
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	����%�
 
� 1��2�� ����
��� 
�%8��� >I�J !� 
�+?� /�
 1��2�� ����
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���  �
 Z/2Z���� ��
��	�
��	 T (V )� ;��		
�
  ��� 
�	
 >Z/2Z? ��� ��
��	� 
�	
� F ����
��� A 
�	
 F
��
��	� ��	
A �	 
�	
  ��
$�
 !���
 A = A0 ⊕ A1 ���� ��  ��� F = F · 1A ⊂ A0 �	 A0A0 ⊂ A0�
A0A1 = A1A0 ⊂ A1� A1A1 ⊂ A0� ;�	 H	�
����� B ��	 A �
���� ��� ��
��� 4
		
B = B0 ⊕B1 %8� B0 = B ∩A0 �	 B1 = B ∩A1�
/�
 =
	������
��� T (V ) = T (V )0 ⊕ T (V )1 ���

T (V )0 =
⊕

n ������

V ⊗n; T (V )1 =
⊕

n �	������

V ⊗n

��� �	 	��8�����
� B
��
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 ��� ��
��
 ���
���� /�  �
 
�3
��
	 
 ;�
�
	�
	 ��	 I(q)
�	 T (V )0 ��
�
	� ��� I(q) = I(q)0 ⊕ I(q)1 ��� ��
�� �	 ���

C0(V, q) = T (V )0/I(V )0; C1(V, q) = T (V )1/I(V )1

�)



��� ����
C(V, q) = C0(V, q)⊕ C1(V, q)
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!"����# � 
�� Char(F ) �= 2 ��� (V, q) ��� ����
���� ������������� *��� ��� $�������
�� n = 2m  ��� F & $��� ��� ��� /
�0�����
����� C(V, q) ��� (V, q) %�����
��������  ���
F ��� �������� %� ����� 1������������ ��� 2������������
������& ' � ��� 3������
Z(C0(V, q)) =: Z ��� ������� /
�0�����
����� ��
�	

Z(C0(V, q)) � F [T ]/(T 2 − δ)

#���� δ ��� *����������� ��� $������������ ��� q ���& $�� ������ /
�0�����
����� C0(V, q)
��� %�����
� �������  ��� Z� ������������ ��

� δ �∈ F×2 �� ��� ��� %�����
��������  ���
F (
√

δ) � F × F &
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!"����# � >!$��
����
��
�? 
�� A %�����
��������& $��� ��� 4���� �������������� ϕ
��� A ��� ������� ��������������� ��� ������ ��� ��� '���

ϕ : A→ A
x �→ αxα−1

� � ��� �������������� 5
����� α ∈ A&

!"����# � >B
  
����	? ' � ���� F ��
����� A ���� ��
����� ����������� ������
���	

• A ��� %�����
��������

• 5� �6������� ���� !"������#�������� K ��� F � �� ����

A⊗F K �Mn(K) � � ��� n ∈ N.

7�� ����� K ����� F
�%9���	��$5��
� ��� A&

• '�

� K �
��������� �������
����� ��� F ⊂ K ���� �� ���

A⊗F K �Mn(K) � � ��� n ∈ N.

������ ������� ��� 4���� �
��������� �������
������� !"���� K� ��� F �����
�� ���
3����

�����"���� ��� A&

��



• 5� �6������� ���� ���
�������������
� %�����
� $���������
����� D  ��� F ��� ����
3��
 r ∈ N� �� ����

A �Mr(D).

��������� ���� �

� ��������� 
�����A�7���
� ��������� ��� D ��� ��� ��� �
������
8������������ ��������� �������� �
� D = EndA(M) � � ��� ��������� 
�����A�
7���
&
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�	%���
 ���
��� A 8�
� F �  ��� dimF (A) = n2O
n ∈ N �
���� -��� ��	 A�

��������� 
�	 ;�	
 '	�������	 σ ��� 
���
	 =�� ��% 
�	
� 3
	�����
�	%���
	 F ����
���
A  
� /��
	���	 n2 8�
� F �
���� ���"������� %���� dim(A+) = 1/2n(n+1)O $&#%���

��$�"� %���� dim(A+) = 1/2n(n − 1)� 4��
� A+ = {x ∈ A|σ(x) = x}  
� H	�
�����  
�
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�
	�
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3
���	
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>,8� �
�� 8�
�  �
 #�����0$����	  
� '	�������	
	 ��% 
�	%���
	 ���
��
	 ��
�
 I�J� 
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��������� 
�	 !
� A 
�	
 3
	�����
�	%���
 ���
��� ��� ��� n 8�
� F � ;�	 4�����

��$�"�$ *��� 8�
� A ��� 
�	 7��� (σ, f)� 4��
� σ 
�	
 '	�������	 ��� 
���
	 =�� ��% A
��� �	 f : Sym(A,σ)→ F 
�	
 ��	
��
 ����� �	�� ��  ���

�? dimF Sym(A,σ) = 1/2n(n + 1) �	 TA(Skew(A,σ)) = {0}�
��? f(x + σ(x)) = TrdA(x) %8� ���
 x ∈ A�

/� ��	 Char(F ) �= 2 ������
�
�3� ����
� ���  �
 6
 �	��	� TA(Skew(A,σ)) = {0}
%8� ���
 '	�������	
	 σ ��� 
���
	 =�� ����������� 
�%8���� 6
 �	��	� �? �
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�  �		

�	%����  ��� σ �������	�� �
�	 ���� �	  �
 ����� �	� f  ���� f(x) = 1/2TA(x)� %8�
���
 x ∈ Sym(A,σ)  
0	�
�� ���� �
�
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�	 K�� �������
� G��� (V, q)� $�		 ��	 
�	
K�� �������
� 7��� (σq, fq) 8�
�  
� 3
	�����
�	%���
	 ���
��� EndF (V ) $�	�����
�
	�
 �� ���
	�		�
 3� q ����3��
��
 K�� �������
 7��� >����I�J� !�("� 7����(���?�
!
� A 
�	
 3
	�����
�	%���
 ���
��� 8�
� F �	 (σ, f) 
�	 K�� �������
� 7��� 8�
� A� ;�	
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�����
�
�	
��
 �
�� 
? 1��2�� ����
��� C(A,σ, f) ��� 
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 ���
����  �
 ��  
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�� ����
 ��� %8� ���
 >	�������	���9�
? K�� �������
	 G9��
 (V, q)�

C(EndF (V ), σq, fq) � C0(V, q)
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�� F ��� Char(F ) �= 2� A ���� %�����
��������� F ��
����� ��� -���
n = 2m ��� (σ, f) ��� ������������� (���  ��� A& ��%������ ��� Z ��� 3������ ���
C(A,σ, f)& $��� ��
�

Z � F [T ]/(T 2 − δ)

� � δ ��� δ · F×2 = disc(σ, f) = disc(σ) ∈ F×/F×2& '�

� Z � F × F � ���� 
���� ����
C(A,σ, f) �
� �������� (������ ��� %#�� %�����
���������� F ��
������ ��� -��� 2m−1
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c : A→ C(A,σ, f)

�
�
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	  ����
A→ EndF (A) � A⊗A ↪→ T0(A) � C(A,σ, f).

'	 I�J�A
��� "���� 4�� �
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����  ��� ker(c) = ker(f) ⊂ Sym(A,σ)� '	��
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�
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%8� F ��� char(F ) �= 2  ��� ker(c) = ker(TA)� '	 "��" 4�� ����
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����  ��� %8�
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� 1����$�
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c(A) = F ⊕ c0(A)

��� c0(A) = Skew(A,σ) �
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�	%���
	 F ����
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��	 ��� 2m >dim(A) = 64? 
�	�
�
��
� 4
� 
	� ϕ : S ↪→ A� ���� �$����
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3� Fsep �
� AFsep = EndFsep(V ) %8� 
�	 m� ��
	���	��
� Fsep�*
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� σ 
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�
�	������� ���� ����
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�
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��	 SFsep ⊂ AFsep = End(V ) 
�	
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��
��	� ��	 V ��� !���
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 ����� �	� f �� K�� �������
	 7��� (σ, f)

�	 
����  ���� f(s) = 1

2TA(s)  
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��� ��	 ��	 	�	 �	 C(A,σ) �����
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	 ��	 P��7� =��	�� %���
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��� 3� Ω(S/S0) �������� ���� F�
��� ������� ��	

5�##� � ω(S) ��%���� Ω(S/S0) �
� F ��
�����&
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  ��� ω : S → Ω(S/S0)  �
 �	 /
0	����	 ��  
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 ����� �	� ����
@6/� �
� F 
�	 F
�%9���	��$5��
� ��	 S ��  ��� S = F 2m� !
�
	 fi, f

′
i %8� 1 ≤ i ≤ m

 �
 ��	����
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	�
 ��	 S �	 σ(fi) = f ′i %8� ���
 i ∈ {1, . . . ,m}� /�
 ��	����
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����
	�
 ��	 Ω(S/S0) ��	 ��	  
� ,���

gI =
∑
Sm

f ′′1 ⊗ f ′′2 ⊗ f ′′3 ⊗ f ′′4

%8� I ⊂ {1, . . . ,m} �	 
f ′′i =

{
fi %���� i �∈ I�
f ′i %���� i ∈ I�
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ω(fi) =
∑
I ��i

gI �	 ω(f ′i) =
∑
I�i

gI .
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ω(fi)
∏
i∈I

ω(f ′i) >(?
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 ker(c ◦ ϕ) = ker(ω)

��#���& ��� I�J "��� 0	 
� ��	

ker(c ◦ φ) = {x ∈ S0|TS0/F (x) = 0}.

/� ω(s) = TS0/F %8� ���
 s ∈ S0� %���� �
�
���  �
 '	$�����	 ker(c ◦ φ) ⊂ ker(ω)� /�		
��� %8� s =

∑m
i=1(sifi + s′if

′
i) ∈ S

ω(s) =
∑

I

(
∑
i�∈I

si +
∑
i∈I

s′i)gI
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		 si = s′i %8� ���
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 ��� TS0/F = 0�  �� �
���� ker(ω) ⊂ ker(c ◦ φ)�
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	 ����� �	� ϕ̃ : ω(S) → c(S)� ��
 ���

ϕ̃(ω(s)) = c(s) %8� ���
 s ∈ S�

!"����# � 5� �6������� ���� 5���������

ϕ̂ : Ω(S/S0) ↪→ C(A,σ)

��� ����� ��� ���������

ϕ̂(ω(s)) = c(s) � � �

� s ∈ S
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���� Ω ��� C F ��
������ ��� U ⊂ Ω ��� F �9��������� ��� Ω �
�
F ��
����� ��%����& 
�� f : U → C ���� 
������ ����
����& :��� ���� !"������#��������
K/F �6�������� �� ���� f ⊗ IdK : U ⊗F K → C ⊗F K ���� ��� ��� K��
����� ;�������
������� f̂K ⊗ IdK : Ω⊗F K → C ⊗F K ��#������ 
����� ���� 
���� ���� ���� f %� �����
F ��
����� ;������������� f̂ : Ω→ C ��#������&
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A = V ⊗ V 4�
 �	 I�J (��� ��� 
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� �������	��
	 6���� e1, e2, . . . , e2m ��	 V 0	 
� ��	
4�
 �� 6
4
�� ��	 I�J "��� 
�	
 6���� h1, . . . , hm, h2

1, . . . , h
2
m ��	 S 8�
� F ���L

hi =
1
2
(e2i−1 ⊗ e2i − e2i ⊗ e2i−1) �	 h2

i =
1
2
(e2i−1 ⊗ e2i−1 − e2i ⊗ e2i)

h2
1, . . . , h

2
m ��	 ��������
 ' 
����
	�
 ��	 S0 �	 

fi =
1
2
(h2

i + hi), f ′i =
1
2
(h2

i − hi)

%8� i = 1, . . . ,m ��	 ��������
 ' 
����
	�
 ��	 S� ;� ����

c(fi) =
1
2
(1 + e2i−1e2i), c(f ′i) =

1
2
(1− e2i−1e2i)

�	 c(fi)� c(f ′i) ��	 �������	��
 ' 
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� ,8� I ⊂ {1, . . . ,m}  
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�
 �	���� 3�
>(?

kI =
∏
i�∈I

c(fi)
∏
i∈I

c(f ′i) ∈ C(A,σ). >)?
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 > � c(fi) �	 c(f ′i) 
� ��	 ? �	 �
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 I ∈ {1, . . . ,m}� ����
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��� Z(C(A,σ)) = F × F �	 I�J�7���� "���� !�+(� %�����  ���� %���� σ �������	�� ����
���� σ′ �	 σ′′ �������	�� ��	 � /�� =���
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(A,σ) �� C(A,σ) � (B,σ′) × (C, σ′′)⋃ ⋃ ⋃ ⋃
S �� Ω(S/S0) � S′ × S′′
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