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L’algébre n’est qu’une géométrie écrite;
la géométrie n’est qu’une algebre figureé.

Sophie Germain

1 Einfiihrung

1.1 Motivation

Symmetrie ist vielleicht eines der faszinierendsten und wichtigsten Konzepte die es gibt.
Schon die alten Griechen bewunderten die Symmetrien der Korper und verliehen ihnen
mystische Bedeutungen. Plato beschrieb als erste die fiinf regulidre Polyeder, die soge-
nannten platonische Korper, und diese wurden mit den «fiinf Elementen»assoziert. Diese
sind der Tetraeder (Feuer), der Kubus (Erde), der Oktaeder (Luft), der Ikosaeder (Was-
ser) und der Dodekaeder (Himmel). Die charakterisierende Eigenschaft dieser Korper
ist, dass sich alle Flichen unter demselben Winkel treffen, und dass sich in jeder Ecke
die gleiche Anzahl Kanten unter demselben Winkel trifft. Das impliziert insbesondere,
dass alle Flachen dasselbe reguldre Polygon sind. Es kann gezeigt werden, dass, in drei
Dimensionen, die einzigen Polyedern mit dieser Eigenschaft genau die fiinf platonische
Koérpern sind. Die Symmetrie eines Objektes wird mathematisch durch die Existenz von
Symmetriegruppen beschrieben. Symmetriegruppen sind Gruppen, die aus der Menge
aller Kongruenzabbildungen bestehen, die ein gewisses Objekt wieder auf sich selbst
abbilden, zusammen mit der Verkettung von Abbildungen als Gruppenoperation. Eine
Kongruenzabbildung ist dabei eine Abbildung, bei der Form und Grosse der abgebilde-
ten Objekte gleich bleiben (die Entfernung zweier beliebiger Punkten bleibt erhalten).
Zum Beispiel ist die Symmetriegruppe des dreidimensionalen Raumes die Drehgruppe
S0Os3. Die Symmetriegruppen von dreidimensionalen Korper miissen dann Untergruppen
von SQOs3 sein. Es gibt nur fiinf Untergruppen von SOs3 die endlich sind und sie sind
alle Symmetriegruppen der platonischen Kérpern (vgl. [6], Kapitel 5.9). Gruppen wur-
den eigentlich urspriinglich erfunden, um die Symmetrien von Koérpererweiterungen zu
analysieren. Die Worter Symmetrie und Automorphismus sind nahezu Synonym, man
verwendet aber die Bezeichnung Symmetrie fiir eine Permutation die eine geometrische
Struktur erhélt, wihrend die Bezeichnung Automorphismus sich auf eine Permutation
einer Menge bezieht, die eine algebraische Struktur erhélt. Der Zusammenhang zwischen
geometrische und algebraische Interpretation wird im Galois-Kohomologie Formalismus
besonders evident. Ein allgemeineres Konzept, dass das der Symmetrie einschliesst, ist
das der Operation einer Gruppe auf einer Menge. In dieser Arbeit wird die Operation
der absoluten Galois Gruppe I' = Gal(Fsep/F) eines Korpers F' der Charakteristik 0 auf
der Menge der F-Algebra Homomorphismen von L nach Fy., untersucht, wobei L eine
quadratische Erweiterung einer étalen Algebra der Dimension vier ist. Man wird sehen,
dass das sich auf die Symmetrien eines Hyperkubus (das vierdimensionale Analogon des
Kubus) zuriickfiithren l4sst. Diese werden am Besten in der Sprache der Quaternionen
behandelt. Am Ende werden die Clifford-Algebren (eine Verallgemeinerung der Quater-
nionenalgebren) eingefiihrt und ein kurzer Ausblick auf der Trialitét der zentral-einfachen



Abbildung 1: Platonische Korper

Algebren der Dimension acht gegeben.

1.2 I'-Mengen
Sei I' eine proendliche Gruppe.

Definition 1: Eine ['-Menge ist eine endliche Menge, auf der eine stetige I'-Operation
definiert ist.

[-Mengen sind im folgenden aufgrund ihrer einfachen Struktur und der Existenz eine
Antidquivalenz zwischen ihrer Kategorie und der Kategorie der étalen Algebren wichtig.

Definition 2: Fiir eine I'-Menge X mit n Elementen, d.h. |X| = n, definiere

Se(X) i={(,..., &) € XF | & #£& firi # j}, keN, 0<k <n},

als die Menge der geordneten k-Tupel bestehend aus paarweise verschiedenen Elementen
von X.

Es gilt:

IS4(X)| = k'(Z)

Die I'-Operation auf X induziert eine stetige Operation auf ¥;(X) das somit auch eine I'-
Menge ist. Im Folgenden wird man sich nur mit dem Fall ¥,,(X), bei | X| = n beschéftigen



so dass
[Zn(X)| = nl = [6,|.

Man kann nun die Operation der alternierende Gruppe 2,, auf ¥;(X) betrachten:
0:A, — Aut(X, (X)),
or—0(0): (1, &) = (Eo1) -+ &on))-

Definiere
A(X) == X, (X) /A,

als A(X) die Diskriminante von X. Klarerweise ist |[A(X)| = 2 fiir alle I'-Mengen X
und A(X) ist eine I'-Menge mit der induzierten Operation. I" operiert trivial auf A(X)
genau dann wenn die I'-Operation auf X durch 2, faktorisiert, d.h. genau dann, wenn
es nur durch gerade Permutationen auf X operiert. A(X) verallgemeinert den Begriff
der Diskriminante eines Polynoms: wenn X = {aq,...,a,} die Menge der Nullstellen
eines Polynoms f(z) € F[x] ist, so ist A(X) = {0, —d}, wobei § die positive Wurzel der
gewohnlichen Diskriminante von f(z) bezeichnet:

0= \/Z:H(ai—aj).

i<j
Definition 3: Fiir eine I'-Menge X mit |X| = n definiere
Ap(X) = {{&,...,&} C X | & #& fiir i # 5}
Definition 4: Fiir n = 2m sei
X A (X) = A (X)

die Abbildung, die zu jeder m-elementigen Teilmenge von X die jeweils komplementéare
Teilmenge assoziert. Offensichtlich gilt

7% =1d,
und vy induziert eine Go-Operation auf A, (X).

Eine andere wichtige Konstruktion, die das in der Theorie der Lésung polynomialer
Gleichungen auftretende Konzept der Resolvente verallgemeinert, ist folgende:

Definition 5: Sei |X| = 2m gerade. Betrachte die G2-Operation auf A,,(X), die von
der Abbildung vx : Ay (X) — A (X) induziert wird und definiere

R(X) =An(X)/62
als die Menge der Partitionen von X in m-elementige Teilmengen.

Die I'-Operation auf X induziert in natiirlicher Weise eine I'-Operation auf all diesen
Konstruktionen. Bezeichne das Bild von I' in &x, Sa(x), Gr(x) mit ax(T), aax)(l)
und agx)(T).



Definition 6: Eine I“Uberdeckung von Grad d ist ein T-#quivarianter Morphismus
Yy <7

zwischen I'-Mengen Y und Z, so dass Vy € Y die Faser 77 (y) C Z genau d Elemente
enthalt.

Definition 7: Ein Morphismus zwischen zwei I'-Uberdeckungen

1 2

(1 Zy) (Y2 Z)

ist ein Paar von I'-dquivarianten Morphismen
o:Y — Yy, T — sy,

die
OO0T =T9O0T

erfiillen.
Zwei I'-Uberdeckungen sind genau dann isomorph, wenn ¢ und 7 I'-Isomorphismen sind.

Definition 8: Fiir eine I'-Uberdeckung
Y <27
vom Grad d und |Y| = n, definiere die Menge der Schnitte von 7 durch

UZ/Y) =H& - &t 2 [ {m(&), - m(6n)} = VT

Da jede Faser d Elemente enthilt, gibt fiir jedes Element &; es d Moglichkeiten; somit
folgt
QZ/Y)| =d".

Fiir den Fall d = 2 kann man eine I'-equivariante Involution v,y auf Z/Y definieren,
die die zwei Elemente in jeder Faser miteinander vertauscht und Y invariant ldsst. Da
Y| = n, |Z] = 2n, induziert die Involution vz/y eine I'-vertrégliche Involution auf
Q(Z/]Y), die jedes Element {i,...,£,} C Z in sein komplementédres {&1,...,&,}¢ =
{’YZ/Y(&), . ,’yZ/y(fn)} iiberfiithrt. Diese Involution kann in natiirlicher Weise als Go-
Operation auf Q(Z/Y") interpretiert werden. Definiere

S(Z2]Y) =QZ/Y)/6,

soist S(Z/Y)<"—Q(Z/Y) eine I'-Uberdeckung von Grad 2 mit |S(Z/Y)| = 2"~! und
QZ/Y)| = 2m.

Fiir eine I'-Menge X mit n Elementen sei &x = &, die Gruppe der Permutationen
von X. Jede Permutation von X induziert eine Permutation auf den oben definierten
Konstruktionen ¥, (X), Ax(X), A(X) und R(X), es existiert also ein kanonischer Grup-
penhomomorphismus von Gx nach der Permutationsgruppe dieser Konstruktionen.



Bemerkung: Der Gruppenhomomorphismus Gx — &a(x) ist nichts anderes als die
Signatur-Abbildung, die jeder Permutation ihre Paritit zuordnet.

Sei Y eine Menge mit n Elementen und Z/Y eine Uberdeckung von Grad d. Die
Gruppe der Automorphismen von Z/Y ist

6z/y:{(0,T)€6yX6Z | ToT =0om}.

Man kann leicht sehen, dass diese Gruppe Ordung (d!)"n! hat und zu &)} x &,, isomorph
ist. Die Automorphismen von Z/Y induzieren Permutationen auf der Menge der Schnitte

Q(Z/Y) und, falls d = 2, auch auf S(Z/Y"). Bezeichne die zugehorigen Gruppenhomo-
morphismen mit

wzy : 6z/v — Gaz/v)s sziy + 6z;v — Gs(z/v)

Bemerkung: Der Kern von sz/y ist die zu G2 isomorphe Untergruppe von &7,y deren
einziges nicht triviales Element v,y ist.

1.3 Etale Algebren

Definition 9: Eine Etale Algebra iiber F' ist eine endlichdimensionale, kommutative
separable F-Algebra.

Definition 10: Sei L eine endlichdimensionale kommutative F-Algebra und Fy., ein
separabler Abschluss von F. Definiere

X(L) = HOmF_Alg(L, Fsep).

Theorem 1 Sei L eine endlich dimensionale commutative F-Algebra, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) L ist separabel (und somit étale),
ii) L ~ K1 x K9 X -+ x K, fiir endliche separable Kérpererweiterungen K;/F,
i1i) L ® Fyep =~ Fuep X Fyep X+ X Fyep,
i) |X(L)| = dimp(L),
v) Die Bilinearform T : L x L — F, die von der Spur durch
T(z,y):=Trr(xy) fir z,y€L
mduziert wird, ist nichtsinguldr.

vi) Falls F' unendlich ist, so sind i)-v) daquivalent zu L ~ F[T|/(f) fir ein separables
Polynom f € F[T].

Referenzen:[3]: Théoreme 4, S. V.34, fiir i) < i) < iii); Corollaire, S. V.29, fiir
iii) < iv); Proposition 1, S. V.47 und Proposition 3, S. V.36, fiir die Aquivalenz von v)
und vi) zu den anderen Aussagen.



1.3.1 Generisches Minimalpolynom, Norm und Spur

Eine Algebra tiber F' ist insbesondere ein F-Vektorraum. Sei {ay,...,a,} eine Basis der
m-dimensionalen F-Algebra A und setze R = Fty,ta,...,t,] fiir m Variablen tq,...,t,,
(R ist der Polymonring in m Variablen iiber F). Sei K der Quotientenkorper von R.

Definition 11: Das generische Element von A ist definiert als

m
v = Ztiai c K®A.
i=1
Da K ® A ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist, gibt es ein nichttrivales, nor-
miertes, minimales Polynom P4 (T") € K(T'), so dass Pa~(y) = 0. Als Minimalpolynom

von 7y ist P4~ (T) eindeutig und wird generisches Minimalpolynom von A genannt.
Schreibe

Pay(T) =T = s; ()T + ..+ (1) sqm1(NT + (—1)sa(y)1.

Es kann gezeigt werden, vgl z.B. ([15]), dass die Koeffizienten s;(), ¢ € {1,...,d}, in R
liegen. Mann nennt s;(y) =: t4 generische Spur, s4(v) =: n4 generische Norm und
d Grad von A.

Definition 12: Seia = )", a;a; € A mit oy € F' und

T, R[T] — F[T]
t; — oy v ’iE{l,...,m}.

Das charakteristische Polynom von a ist definiert als das Bild von P4 (T) unter 7,.
Ahnlicherweise sind Spur T4 (a) und Norm N4(a) von a die Bilder von s1() bzw. s4(7)
unter 7.

Definition 13: Die bilineare Spur-Form auf A ist die Bilinearform die von der Spur
durch
TA(CL, b) = TA(ab) Ya,be A

induziert wird.

Bemerkung: Falls A isomorph zu einer Matrixalgebra M, (F') ist, so stimmt die obige
Definition von Spur mit der iiblichen Matrixspur iiberein.

1.3.2 Konstruktionen auf étale Algebren

Von nun an sei L eine étale Algebra. Die Galois-Gruppe der (nicht notwendigerweise end-
lichen) Galois-Erweiterung Fy.p,/F, auch absolute Galois-Gruppe genannt, ist definiert
durch einen inversen Limes:

I = Gal(Fiep/F) = lim Gal(F, /F)

«



wobei der Index « alle endlichen Galois-Erweiterungen F,, von F' durchlauft.
Die Gruppe I' operiert in natiirlicher Weise auf X (L) durch

v =70 fir yel' und &€ X(L).

Da |X(L)| = dim(L) < oo, faktorisiert die I'-Operation auf X (L) durch einen endlichen
Quotienten Gal(F,/F) von I' derart dass {(L) C F,, V¢ € X (L) gilt. Somit ist die I'-
Operation stetig und X (L) eine I'-Menge.

Fiir eine I'-Menge X betrachte die Fyep-Algebra Map (X, Fiep) der Abbildungen f : X — Fy,
mit punktweiser Addition und Multiplikation. I' operiert auf dieser Algebra durch

Tf ey f(E)
Definition 14: Sei
M(X) = Map(X, Fp)" = {f € Map(X, Fiep)| "f=f VyeT}

die F-Algebra der I'-invarianten Abbildungen in Map (X, Fyep).

Natiirlich liegt ein f € Map(X, Fyp) genau dann in M (X) wenn

flo&) =00 f(&) Voel' und V¢ € X.
Bemerkung: Die Algebra M (X) ist étale, da nach Galois-descent gilt:
M(X) ®@p Fyep = Map(X, Fuep)' @5 Faep =~ Map(X, Fiep) = Fiep X - .. X Fuep.
Die Konstruktionen X (L) und M (X) sind beide funktoriell:

e Jeder F-Algebra Homomorphismus von étale Algebren f : Ly — Lo induziert eine
I’-dquivariante Abbildung

X(f): X(L2) — X (L),

definiert durch
X(f)E):=&of  fir &ecX(La).

e Jede I'-equivariante Abbildung von I'-Mengen ¢ : X; — Xo induziert einen F-
Algebra Homomorphismus

M(g) : Map(X27 F’sep)F - MaP(Xh Fsep)ry
definiert durch

(M(g)(£))(€) = f(g€) fiir f € Map(Xa, Fyep)' und £ € X

Die Abbildungen X : L — X (L) und M : X — M (X) sind also kontravariante Funktoren
zwischen der Kategorie Setsr der I'-Mengen und der Kategorie Etp der étale Algebren
iber F'.



Theorem 2 Die Funktoren X und M definieren eine Antidquivalenz von Kategorien
Etp = Setsr,
und es gilt:
i) Falls X ~ X (L) und L ~ M(X) so gilt dimpL = |X]|,
XLy x...x Ly)=X(L1)U...uX(Ly),
ii1)
X(L1®...0 L) = X(L1) X ...x X(Ly).
mit der diagonalen I'-Operation auf der rechten Seite.

Mittels dieser Antidquivalenz kann man Konstruktionen auf I'-Mengen in dquivalente
Konstruktionen auf étale Algebren iiberfiihren.

Definition 15: Sei L eine étale Algebra der Dimension n iiber F. Definiere
B(L) = Map(5(X (L)), Fep)'
A(L) = Map(A(X(L)), Fuep)" = Z(L)™,
R(L) = Map(R(X (L)), Fsep)" -

Aus der Definition von A(X(L)) folgt, dass der Kern der I'-Operation auf A(X (L))
diejenige Untergruppe I'g C T ist, die durch gerade Permutationen auf X (L) operiert.
Dann gilt

A(L):{ FxF  fallsl'y =T,

(Faep)to  fallsT'g # T

Man nennt die Diskriminante A(X) bzw. A(L) trivial, falls T" trivial auf A(X) operiert
bzw. falls A(L) ~ F x F.

Bemerkung: Wenn L = F[T]/(f) fiir ein separables Polynom f(7") € F[T] von Grad n
ist und Char(F') # 2, so gilt

A(L) ~ F[T}/(T? - d)
fiir die gewohliche Diskriminante d von f

d= H (xi— x> €F

1<i<j<n
mit x1,...,x, die n paarweise verschiedene Nullstellen von f in Fyep.
Allgemeiner gilt:
Theorem 3 Sei L eine étale Algebra iber der Korper F' mit Char(F') # 2. Dann
A(L) = FIf)/(# - d)
wobei d € F* die Determinante der bilineare Spur-Form T bezeichnet.

Beweis. Siehe [1], Prop. 18.24, S. 293 O
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1.4 Minimale Idempotente

Der kanonische Isomorphismus L ~ M (X (L)) definiert eine Korrespondenz zwischen
den Idempotenten von L und den charakteristischen Funktionen von I'-Untermengen
von X (L). Erinnere dass die Charakteristische Funktion fc,, einer Untermenge Y von

X durch
1 fallsx ey,

fchar(x) = { 0 fallsx € X\Y

definiert ist.

Falls e € L das idempotente Element ist, der zu der charakteristische Funktion von
Y C X(L) korrespondiert, so ist X(eL) =Y und X((1 —e)L) = X\Y. Fiir L = F" sind
die Elemente von X (L) = {&1,...,&,} und die minimale Idempotente von L zueinander

dual:
1 fallsi=j,

Gilej) = { 0 falls i # j.
Der Idempotent, der zu einer Untergruppe Y = {&|i € I'} von X (F™) korrespondiert, ist
dann die Summe >;c7e;.
Fiir eine beliebige étale Algebra L der Dimension n, bezeichne mit sﬁ € L% 1<k<n,
der zu

S(X(D) = {(&,- - &6 # & fir i # 5} C X(L)F = X(L¥%)

korrespondierende Idempotent. Dann X (L) = s£L®* und X (¢ (L)) = Sx(X(L)). Fiir
Ag(L) und A(L) gilt

AR(L) = SH(D)S = sEL)S, A(L) = £,(L)™ = sL(L)™,

Falls B/A eine Erweiterung von étalen Algebren von Grad d ist, dann korrespondiert
die Inklusion A—i> B unter der Antidquivalenz Etp = Setsr zu der Uberdeckung

X(A) <"— X(B) von Grad d. Sei A von der Dimension n und s/ der zu %,,(A) gehorige
Idempotent. Dann kann Q(B/A) folgenderweise definiert werden (vgl. [2], S.11)

Q(B/A) = i (s,(4)) - (BE")®".

1.5 Galois-Algebren

Die spezielle Struktur der oben definierten Algebren (sie lassen sich als Produkt von
separablen Korpererweiterungen schreiben) legt es nahe, die gewohnliche Galois-Theorie
fiir Kérpererweiterungen auf Algebren zu verallgemeinern. Man betrachtet eine étale F-
Algebra L, auf der eine endliche Gruppe G durch F-Automorphismen operiert. Eine sol-
che Algebra mit G-Operation nennt man G-Algebra; die Unteralgebra der G-invarianten
Elementen bezeichnet man mit L<. Die Antifquivalenz Ety = Setsr definiert einen Grup-
penisomorphismus
Autp(L) ~ Autgets,. (X (L)).

11



Theorem 4 L¢ = F genau dann, wenn G auf X (L) transitiv operiert.
Der Beweis findet man z.B. in [1], S.287.
Definition 16: Eine G-Algebra L {iber F heisst Galois falls

dimp(L) = |G| und LE=F.

Falls E eine étale F-Algebra der Dimension n ist, so ist ¥,,(E) eine Galois &,-Algebra.
In der Tat ist |X,(E)| = n! = |6,| und &,, operiert transitiv auf 3,(E). Es gibt n
Einbettungen ¢; : £ — X, (E) die, unter der Antidquivalenz Etp = Setsp, zu den n
Projektionen II; : ¥, (X (E)) — X (F) korrespondieren. Explizit sind diese Einbettungen
gegeben durch

glr)=st-(1e.. . 09r2...01)
mit z € £ an der i-ten Stelle. Klarerweise ist o(g;(z)) = ¢, () fiir alle 0 € &,,. X, (E)
zusammen mit den Einbettungen e; heisst Galois-Abschluss von E.
Fiir eine Erweiterung B/A von étale F-Algebren kann ein Galois-Abschluss folgenderwei-
se definiert werden: ist B/A eine Erweiterung von Grad d und dimg(A4) = n, so betrachte

zuerst B als A-Algebra der Dimension d; sei sg/ A der zur charakteristischen Funktion
von der n-elementige Teilmenge

{61, 8| & # & fiir i # j und 7(&) = w(&) fir i = 1,...,d} C X(B®49)
korrespondierende Idempotent. Dann ist
4 (B) = 5" B

der G4-Galois Abschluss von B als A-Algebra. Da Zf(B) eine A-Algebra ist, gibt es eine
kanonische Einbettung j : A — 34(B). Definiere

S(B/A) = j"(sy) - B4 (B)*".

Y(B/A)/¥,(A) ist dann eine Erweiterung von Grad (d!)”, so dass |[X(B/A)| = (d!)"n! =
|61} x &,|. Es existieren nd kanonische Einbettungen ;; : B — X(B/A) mit 1 <1i <d
und 1 < 5 < n, so dass das Diagramm

Yn(A) —=X%(B/A)

T T

A B

fiir alle ¢, j kommutiert.
Es gilt ferner
Q(B/A) = %(B/A)Ci-1%5n,

Falls d = 2, so definieren die kanonischen Einbettungen 5’14 und 5’24 = 5’14 ©Yp/A einen
Isomorphismus B ~ ¥4(B), und

Q(B/A) = ©(B/A)®".

12



In diesem Fall werden die kanonischen Einbettungen &;; : B — ¥(B/A) explizit durch

enn(d) =52 (b®1®...01) = by, en(b) =sp - DR1®...01) =t
e12(0) =52 (1@b®...®1) =: by, epd) =5t - 10b®...01) =V,
e =8t - (1®1®...0b) =: by, e =82 (1®1®...0b) =1,

fiir b € B definiert.

Definition 17: Sei
w:B— Q(B/A)

die lineare Abbildung die durch
b—wb)=b+by+...+b, € UBJA) =%(B/A)®",
fiir alle b € B definiert ist.

Diese Abbildung wird im Abschnitt {iber Clifford-Algebren eine wichtige Rolle spielen.
Dort wird inbesondere gezeigt, dass w(B) die Algebra Q(B/A) iiber F' erzeugt.

1.6 Galois Kohomologie

Fiir eine I'-Menge G definiere
HYI,G):=G" ={g€Glog=g VoeT}

Sei G eine I'-Gruppe. Ein 1-Kozykel von I' mit Werten in G ist eine stetige Abbildung
a:I'— G, so dass
alor) = a(o) - oa(r)

fiir alle o, 7 € T'. Die Menge aller Kozykeln von I' mit Werten in G wird mit Z/(T', G)
bezeichnet. Falls G eine abelsche I" gruppe ist, so ist auch Z/(T', G) eine abelsche Gruppe
mit der Multiplikation

af(o) = a(o) - B(0).
Auf Z'(T, G) ist eine Aquivalenzrelation ~ durch
a~d 3 ge@ sodass d(o0)=g-a(o)-og7t VYoeT (2)
definiert. Die erste Kohomologiegruppe von I' mit Werten in G ist definiert als
H'(T,G)=Z'(T,G)/ ~ .

Falls T' trivial auf G operiert, so folgt aus (2), dass zwei Kozykeln o und o’ genau dann
dquivalent sind, wenn o' = Int(g) o « fiir ein g € G gilt, das heisst genau dann wenn
(o) = ga(o)g™! fiir alle 0 € T gilt. Sei f : A — B ein Homomorphismus von I'-
Mengen. Falls ein Element von A unter I' fixiert bleibt, so bleibt auch sein Bild in B
fixiert und f lisst sich zu einer Abbildung fo : HY(I',A) — HY(T, B) einschrinken.
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Wenn A, B I'-Gruppen sind, und f ein Gruppenhomomorphismus, so induziert f einen
Homomorphismus

f':HYT,A) - H (T, B).

Fiir eine ['-Menge X mit n Elementen betrachte man noch den Gruppenhomomorphismus
I'—-6 X = 6n.

Da 6x ~ &, von der Indizierung der Elementen in X abhéngt, wird der Homomor-
phismus I' — &,, von X nur bis auf Konjugation mit einem Element in &,, eindeutig
bestimmt. Betrachtet man &,, als Menge mit trivialer I'-Operation, so erhilt man eine
kanonische bijektive Korrespondenz zwischen der Menge der Isomorphieklassen von I'-
Mengen mit n Elementen und der erste Kohomologie-Gruppe H'(T', &,,). Zusammen mit
der Antifiquivalenz Setsr = Ety ergibt dies eine bijektive Korrespondenz

I'-Mengen mit n Elementen «— étale Algebren der Dimension n «— H'(T',&,,).

Analog kann man eine Korrespondenz zwischen den I'-Mengen die aus X konstruiert wur-
den und der ersten Kohomologie-Gruppe von I' mit Werten in der jeweils zugehorigen
Permutationsgruppe definieren. Man hat zum Beispiel eine bijektive Korrespondenz zwi-
schen den Isomorphieklassen von I'-Uberdeckungen Z/Y von Grad d mit |Y| = n und den
Elementen der ersten Kohomologie-Gruppe H!(I', &% x &,,). Galois-Kohomologie dient
allgemeiner zur Klassifizierung von Algebren, neben étale Algebren konnen insbesondere
auch zentral-einfache Algebren durch Kohomologie-Gruppen klassifiziert werden (vgl.[1],
29.B, S. 395).

1.7 Vorbereitung

Sei I ein Korper der Charakteristik 0. Im folgenden werden quadratische Erweiterungen
So C S von étalen Algebren Sy der Dimension 4 iiber F' betrachtet, mit der zusétzlichen
Annahme, dass A(S) = F x F ist. S ist eine étale Algebra der Dimension 8 iiber F.
Setze:

Z =X(S) und Y = X(S)).

Es gilt |Z] = 8, |Y| = 4, und Y «— Z ist eine I-Uberdeckung vom Grad 2. Es gibt
eine schone geometrische Deutung dieser Situation, man kann néhmlich die Menge Z mit
der Menge der Zellen eines Hyperkubus identifizieren; Y entspricht dann der Menge der
Paare entgegengesetzer Zellen (siehe Abbildung 2):

Z = {A4,B,B.C,C,D,D),

Y = {(sz)v (B7§)7 (C, 6)7 (Dvﬁ)}

Da sich in jeder Ecke 4 paarweise verschiedene, nicht entgegengesetze Zellen treffen, kann
man die Menge der Schnitte Q(Z/Y") mit den 16 Ecken des Hyperkubus identifizieren
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: Hyperkubus

Abbildung 2
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1= (A,B,0,D) 1=(@A,B,CD) 2=(ABC,D) 2= (A4 B,CD)
3-(A,B,C,D) 3=(4,B,C,D) 4=(AB,C.D) i=(4,B.C,D)
5—(4,B,C,D) 5= (AB,0,D) 6=(4,B,C,D) 6= (AB,C,D)
7-(4,B,C,D) 7= (AB.C,D) 8= (A.B,C,D) 8= (A B,C,D).

Die Voraussetzung A(S) = F' x F bedeutet, dass I nur durch gerade Permutationen auf
Z operiert. Die von den Involutionen iy : W — W fiir W € {A, B, C, D} erzeugten Per-
mutationen, sind die einzigen Permutationen von Z, die eine nicht-triviale Permutation
auf Q(Z/Y) induzieren.

Bemerkung: Jede Permutation auf Y induziert eine gerade Permutation auf Z (eine
Transposition in Y induziert zwei Transpositionen in Z). Daher kann die Bedingung
A(Z) trivial erfiillt sein, auch wenn I" auf A(Y") nicht trivial operiert.

Jede Involution 4y entspricht einer Bewegung der Ecken des Hyperkubus ldngs einer
Verbindungskante zwischen W und W. Da aber I' durch gerade Permutationen auf Z
operiert, wird nur eine gerade Anzahl solcher Involutionen auftreten, und somit kénnen
nur Ecken mit geradem Abstand (in Kanten gemessen) in derselben Bahn von I' liegen.
Mit der Numerierung der Ecken bedeutet dies, dass die ['-Operation nur gerade in gerade
und ungerade in ungerade Ecken tiberfithren kann. Daher kann man die Menge Q(Z/Y)
in zwei I'-Untermengen zerlegen:

OZ)Y)=2'1uZ",

mit

zZ'={1,1,3,3,5,5,7,7} , Z"=1{2,2,4,4,6,6,8,8}.
Da die auf Q(Z/Y) durch Komplementbildung definierte Involution eine Ecke z in der
entgegengesezte Ecke T iiberfiihrt, kann man auch S(Z/Y") folgenderweise zerlegen:

S(Z)Y)=Y'uY"”,

mit
Y ={(1,1),(3,3),(5,5),(7,7)} 5 Y"={(22),(4,4),(6,6),(8,8)}.

Bemerke, dass |Z'| = |Z"| = |Z] =8, Y| = Y/ = |Y| =4 und Z'/Y"; Z"/Y" sind
wie Z/Y ebenfalls T-Uberdeckungen von Grad 2. Betrachte jetzt die Menge Q(Z’/Y”)
der Schnitte von Z’/Y”’ mit Involution gegeben durch Komplementbildung. Definiere
S(Z']Y") analog wie S(Z/Y) so, dass S(Z'/Y") +— Q(Z'/Y") eine I'-Uberdeckung vom
Grad 2 ist. Erinnere, dass jedes Element von Q(Z’/Y”) vier paarweise verschiedenen nicht
entgegengesetzen Ecken in Z’ entspricht, und somit eindeutig eine Zelle in Z (falls 0, 2
oder 4 Ecken auf den kleinen Kubus liegen) oder eine Ecke in Z” (falls eine ungerade
Anzahl von Ecken auf der kleine Kubus liegt) entspricht. Zum Beispiel {1,3,5,7} €
Q(Z'/Y") bestimmt die Zelle D, {1,3,5,7} die Zelle D, {1,3,5,7} bestimmt die Ecke
6 € Z” und {1,3,5,7} die Ecke 6. Es ist einfach zu sehen, dass falls ein Element w €
Q(Z']Y") eine Zelle (bzw. eine Ecke) bestimmt, so bestimmt auch jedes andere Element
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in der I-Bahn von w eine Zelle (bzw. eine Ecke). Man kann daher die Menge Q(Z'/Y”)
schreiben als
WZ'|Y)=2ZuZ"

Da die Involution durch Komplementbildung auf ©Q(Z’/Y”) die natiirliche, urspriinglich
definierte Involution auf Z und Z” induziert, gilt wieder

S(Z')Y)y=Y uy".

Durch diese Konstruktion auf Z’/Y” findet man somit wieder die I-Uberdeckungen Z/Y
und Z”/Y". Aus Symmetriegriinden ist es einfach zu sehen, dass dieselbe Konstruktion,
auf Z”/Y" angewandt, die I'-Uberdeckungen Z/Y und Z’/Y’ wiedergibt. Anders gesagt
assoziert diese Konstruktion eindeutig jedem Element von Z; ein Element in Q(Z2/Y3)
und ein Element in Q(Z3/Y3), wobei Z;/Y; € {Z/Y,Z'/Y', Z" /Y"} und Z;/Y; # Z;]Y;
fiir 4 # j. Mit der friiheren Bezeichnung der Elemente dieser Uberdeckungen findet man
folgende Korrespondenzen:

e {1737577} A {274767g}7 1 A {A,E,C,D} A {2747678}7 (3)
< {1,3,5,7} < {2,4,6,8}, 3 < {A,B,C,D} < {2,4,6,8},

{1,3,5,7} < {2,4,6,8}, 5 < {A,B,C,D} < {2,4,6,8},

S Q = =
0

< {1,3,57} < {2,4,6,8}, 7 < {A4,B,C,D} < {2,1,6,8},

2 < {AB,C,D} < {1,3,5,7},
4 < {A,B,C,D} « {1,3,57},
6 < {A,B,C,D} < {1,3,5,7},
8 < {A,B,C,D} < {1,3,5,7}.

Hierbei werden die Korrespondenzen fiir die dazu transponierten Elementen durch Kom-
plementbildung (d.h. die auf Q2(Z;/Y;) definierte Involution) gefunden.

Betrachte jetzt die Gruppe Gz/y ~ 6‘21 x &4 der Automorphismen von Z/Y . Jede Kopie
von Gy entspricht der Faser eines Elementes in Y. Setze Gy = {1, —1}, wobei 1 die Iden-
titat ist und -1 die Vertauschung der zwei Elemente in der Faser entspricht. Falls ' nur
durch geraden Permutationen auf Z operiert, so liegt az/y(I') in der Untergruppe der
gerade Permutationen in &3 x &,. Diese ist isomorph zu &3 x &,. In der Tat sind alle
Elemente dieser Untergruppe von der Form ((51,52,53,54 = 515253),0), mit §; € {1, -1}
fir i € {1,2,3} und o € &4. Man hat somit einen Gruppenhomomorphismus

OéZ/y:F—>6%>464.

Die oben definierte Konstruktion permutiert zyklisch az/y-(I'), azr /3 (I') und azn jyn ('),
das heisst sie entspricht einen Automorphismus p : &3 x &4 — &3 x &, der Ordnung 3
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(p® = 1d). Ziel dieser Arbeit ist es, diese Konstruktion besser zu verstehen, indem man
sie fiir verschiedene S/Sy durchfiihrt. Eine interessante Frage ist zum Beispiel: "Wann
gilt Z)Y ~Z'|Y' ~Z"/y".

Das gilt zum Beispiel, wenn

5/S0 = F(Va) x F(Va) x F(Va) x F(Va),

wobei a € F' quadratfrei ist.
In diesem Fall sind die Elementen von

Z = X(S) = X(F(v/a)) UX(F(Va)) U X (F(va)) U X (F(v/a)) = X(F(/a))

eindeutig durch ihre Wirkung auf /a bestimmt. Das einzige nichttriviale Element in Z
ist somit v : v/a — —+/a so dass I nur durch den kanonischen Involutionen v, 1Y V2 Y
Yoguyr anf Z)Y, Z'[Y!, Z" [Y" operiert.
Betrachte die Involutionen von S® g Fyep, die So @ Fyep C S ®F Fiep invariant lassen, das
heisst, diejenige fiir die gilt —|s,0,Fe, = [d]sy@pFe,- Diese sind genau die Involutionen,
die auf Z = Homp (S, Fsep) eine Abbildung induzieren, die von den iy : W — W mit
W € {A,B,C, D} erzeugt wird. Bezeichne mit igy -y die Komposition iy o iy
Z/Y, Z'/Y" und Z"/Y" koénnen nur als I'-Uberdeckungen isomorph sein, wenn Y'Y’
und Y als I'-Mengen isomorph sind; und das ist nur der Fall, wenn die einzige mogliche
Involution von S ®@F Fiep die So @ Fiep invariant ldsst, gerade die ist, die zu i{ABCD} =
vz/y € End(Z/Y’) korrespondiert (jede andere Involution wiirde Y invariant lassen, aber
auf Y und Y” eine nicht triviale Permutation induzieren, vgl. Bemerkung am Ende von
Abschnitt 1.1). Diese Situation tritt genau dann ein, wenn die quadratische Erweiterung
So C S durch Adjunktion desselben Elementes auf jeden Faktor der étale Algebra Sy
erfolgt. Dieses Element kann Ordnung 2 oder 4 {iber F’ haben.

Nimm jetzt an, dass die [-Operation ein Element von Y (z.B. (D, D)) invariant liisst;
das heisst Sy sei von der Form

S() =Fx L,

fiir eine étale Algebra L der Dimension 3 iiber F. In diesem Fall muss die quadratische
Erweiterung Sy C S durch Adjunktion eines Elementes der Ordnung 2 {iber F' erfolgen.
Die einzigen noch moglichen Permutationen auf Z, werden dann durch die elementaren
Transpositionen (AB)(AB), (AC)(AC) und (BC)(BC) erzeugt. Schreibe nur noch A fiir
(A, A), (AB) fiir (AB)(AB) u.s.w. Betrachtet man noch die Korrespondenzen (3) , so
sieht man dass
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Mit den Identifizierungen

Q T =

5 2
=1=6
=3 =28

D=7=14
sind Z/Y, Z'/Y' und Z"/Y" fiir jede mogliche Operation von I' auf {A, B, C'} isomorph
als I'-Mengen.
Im allgemeinen Fall, (aber immer noch unter der Voraussetzung S = Sy(y/a) fiir a € F,

a ¢ F*?), konnen alle Elemente untereinander permutiert werden, das heisst es kommen
noch die folgende moglichen elementaren Transpositionen hinzu

(AD) < (57) < (68),.

Daraus erkennt man, dass die obigen Identifizierungen immer noch einen Isomorphismus
von I'-Mengen zwischen Z/Y und Z'/Y’ definieren. Dieser Isomorphismus kann aber
nicht mehr auf Z”/Y" erweitert werden.

Nach diesen Uberlegungen und Voraussagen betrachtet man nun verschiedene konkrete
Fille.

2 Fille mit A(S)) = F x F

2.1 C(y(r) = Ql4

Dann ist
S/So = N(v/a)/N,

fiir eine separable Erweiterung N von Grad 4 iiber F', deren Galois Abschluss eine zu 24
isomorphe Galois-Gruppe besitzt.

Bemerkung: Falls F' unendlich und L der Zerféllungskérper eines irreduziblen Polynoms
f(z) vierten Grades mit Koeffizienten in F ist, so gilt Gal(L/F') = 204 genau dann, wenn
die Determinante von f(x) eine Quadratwurzel in F' besitzt.

Sei also f(x) separabel mit Nullstellen z1, x2, x3, 24 in L. Setze N = F(z1). Da f(z) das
Minimalpolynom von x; iiber F ist, ist F' C N eine Erweiterung von Grad vier mit Galois
Abschluss L = F(x1,x2, x3,24). Die Elemente von Z = X (S) = Homp_a1g(F(21, Va), Fsep)
sind durch das Bild von z; und y/a in Fyp bestimmt. Fiir v = (21, y/a) setze:
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Azfl(v) = (xlv\/a)a é:f_l(v) = (xlv_\/a)v
B =§&(v) = (v2,va), B=5&(v)=(x2,—Va),
C= 53(1}) = (CC3, \/a)a g: 5_3(7)) = (x37 _\/a)v
D = &4(v) = (x4,/a), D =&(v) = (x4, —Va).

Da ay (I') = 24, ist die [-Operation auf Z/Y durch die Elemente o = (ABC)(ABC), 3 =
(AB)(CD)(AB)(CD), und durch die natiirliche Involution von Z/Y ;i = (AA)(BB)(CC)(DD)
erzeugt. Mit der Zerlegung Q(Z/Y)/S(Z/Y) = Z'/Y' U Z"/Y"”, und Numerierung der
Elemente wie frither, findet man die folgende Tabelle

Tabelle 1:
o(I) | a(D) | /(D) | (D)
(r1.22.23) | (ABC)YABC) | (135)(T35) (268)(263)
(21.22)(23,21) | (AB)(CD)(AB)(CD) | (15)(15)(37)(37) | (22)(4)(68)(8)
(Va, —Va) (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88),

wobei ¢(I') das Bild von I' in Autp(L @F Fsep) bezeichnet.
Mit den Korrespondenzen A <5, B «» 1, C' «+ 3, D « Tsind Z/Y und Z'/Y’ isomorph
als '=Mengen und damit auch

S/Sy ~ S'/S}.

Aus der vierten Spalte von Talbelle 2.1 sieht man sofort, dass das Element (4,4) €
Y” unter der I'—Operation fixiert bleibt. Die iibrigen drei Elemente werden dagegen
zyklisch miteinander permutiert. Wenn man die Nullstellen der kubischen Resolven-
te und deren Wurzeln betrachtet, so sieht man, dass sie als I'-Mengen isomorph zu
{(2,2);(6,6);(8,8)} C Y bzw. {2,2,6,6,8,8} C Z” sind. Erinnere, dass die Nullstellen
der kubischen Resolvente aus den Nullstellen von f(z) folgenderweise berechnet werden
kénnen

21 = (x1 + 22) (23 + x4), -
zo = (x1 + 3)(T2 + 24),
23 = (@ + x3)(71 + 74)
Wegen der Relation x1 + xo+x3+ x4 = 0 findet man fiir die Wurzeln folgende Identitaten
Va1 = —V=z1 = (z3+24),.
V=2 = (t1+w3), —V-2 =
V—z3 = —V=z = (z1+24)

Die I'-Operation auf diesen Elementen ist somit:

(x1 + x2),
(xo + 24),

(xQ + $3),
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Tabelle 2

() | dr1/2(T)
(xh T2, %3) (\/_217 V=23, \/_ZQ)(_\/_ZM —/—23, —\/—22)
(z1,22) (23, 24) (v =22, —v/—22) (/= 23, —/—23).

Man sieht hier, dass die Korrespondenzen

doya 8eVTEVG 6o VTEmYa 20 /TEma
~Va 8o —yTaya 6o —ymmya e —yozy/a

einen Isomorphismus von ['-Mengen definieren, das heisst

§"/85 ~ F(va) x F(y=2)

F X F(Zl)

2.2 C(y(r) =B
Die Klein’sche Vierergruppe B auf {1,2,3,4} ist
B = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Setze

S/So = F(y/a,vb,\/c) a,b,ce F\F*?

F(v/a,Vb)

Da die Erweiterung F' C F(y/a, v/b) als separabel angenommen wird, kann man den Satz
vom primitiven Element anwenden und

F(va,Vb) = F(va +Vb)

schreiben. Die Elemente in X(S) = Homp_a15(S, Fsep) sind bestimmt durch ihre Wir-
kung auf v := (v/a++/b, \/c) und werden folgenderweise mit den 8 Zellen des Hyperkubus
auf folgende Weise identifiziert

A=&00) = (—vVa+Vhe) A=&(v) = (—Va+ Vb —0)
B &(v) = (a— Vb o)  B=6&() =(Va— Vb0

=&(v) = (—vVa—-Vb,\e) C =)= (-va— Vb —e)
D &(v) = (Va+vb,ve)  D=&(v) = (Va+vb—e)

Die I'—Operation auf S/Sy ist durch die Elemente

M :va——va 722\/5—>—\/5 ;o1 iVe— —Ve
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erzeugt. Da A(S) = F x F, kann man Q(Z/Y)/S(Z)Y) = Z'/Y' U Z"]Y" schreiben,
und wie frither Z'/Y" und Z”/Y" mit der Menge der ungeraden bzw. geraden Ecken des
Hypercubus identifizieren. Erinnere die Numerierung der 16 Elemente von (Z/Y)

1=(A,B,C,D) 1=(4,B,C,D) 2=(AB,C,D) 2=(4,B,0CD)
3-(A,B,C,D) 3=(4,B,C,D) 4=(AB,C.D) I=(4,B.C,D)
5—(4,B,C,D) 5= (A.B,0,D) 6=(4,B,C,D) 6= (AB,C,D)
7-(4,B,C,D) 7= (AB,C,D) 8=(A.B,C,D) 8= (A B,C,D).

Die I'-Operation auf Z’'/Y’ und Z"/Y" wird von der I'=Operation auf Z/Y induziert,
was uns die folgende Tabelle liefert

o) | () I I Iy
71:a— —va | (AD)(BC)AD)(BT) | (13)(57)(I)(T) | (2)(4)(60)(s85)
12:Vh = ~Vb | (AC)(BD)(AC)(BD) | (INE5)E)(IT) | (22)(4)(6)(5)
% Ve — —e | (AMBB)CT)DD) | ()(EB)(55)(7T) | (22)(41)(66)(5)

Mit den Korrespondenzen A <+ 5, B < 1, C «> 3, D « T sieht man, dass Z/Y und
Z'/Y" als T'—Mengen isomorph sind.

Betrachtet man die vierte Spalte, so sieht man sofort, dass I' trivial auf Y operiert und
damit Sj = F x F' x F x F gilt. Man kann also schreiben

§"/8y = F(ya1) x F(ym) x F(yr3) x F(\/Ta).

F X F X F X F

Dann ist Z"” = X (S8") = X7 U X U X3 U Xy, mit X; = X(F(\/z;)) und

X = {2: (VA — VA, 2: (/E — )} -
Xo = {4: (F2 — V@), 1: (/72 — —/2)}
Xy = {6: (T3 — vE). B: (/5 — —y33))
Xy = {8: (V@i — v3). 8: (yE1 — D)}

Aus der Tabelle 2.2 sieht man, dass I' nur durch eine gerade Anzahl von Transpositionen
(yy) auf Z” operiert, daher muss man /ry = \/Z12223 setzen. Die dquivalente Tabelle
der I'—Operation auf S/Sy und S”/S{ unter Etp = Setsr lautet dann
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Tabelle 3:

o(I) | ¢"(I")
ot \/E — —\/E r3 — —\/21?— s A/ L1TQT3 —> —/XT1X2T3
Yo : Vb — —V/b T1 — —\/T1 ; \/T1T203 — —\/T1 X273

Y31 /C— —Ve | JT1 = =TT 5\/T3 — —\/T3 ; \/T1T2T3 — —\/T1T2T3

Daraus folgt

VI = Ve, (4)
Va2 = Ve
VT3 = ac,
VZa = Vabe,

und

8"/Sq = F(e) x F(vbe) x F(Vac) x F(Vabc) -

A X a X a X F

Auch dieses Resultat kann mit den Nullstellen der kubischen Resolvente des Minimalpo-
lynoms f(z) von y/a + v/b iiber F in Verbindung gebracht werden. Die Nullstellen von
f(x) sind

y=va+vb ; yp=—va+tVvb ; ys=-va-vb ; yi=+a- Vb

Die der kubischen Resolvente von f(x) sind also

21 = (y1 +y2)(y3s +ya) = —4b,
2 = (1 +y3)(y2+ys) = 0,
23 = (y2 +y3)(y1 +ys) = —4a,

und die Wurzeln davon

V=2 = (1 +y2) = 2V, V=21 = (y3+w) = —2vb,
V=2 = (p1+ys) = 0O, /=2 = (Y2+twys) = 0,
V=23 = (Y2 +y3) = 2\/a, —/=z3 = (1 +w) = —2/a.

Dann stimmen die Resultate (4) mit

VE = VTV ¢ VE =V mVe ¢ JE = /EmVe

iiberein.
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23 ay(I) =C, C B

Dann ist

§/S0= F(ya,b) x F(ya,/b).

Es werden drei Féille unterschieden:

2.3.1 Fall b1 75 bQ

A= gl(vl) = (\/57 \/E) é: 5_1(7)1) = (\/Ev _\/E)
B=6&(v) = (—va,vbi) B=E&(v1) = (—va, —vbi)
C= 53(1}1) = (\/Ev \/E) g: _3(7)1) = (\/57_\/5)
D =&(v1) = (—va,vb2) D =&(v1) = (—Va,—Vb2)

Die I'-Operation auf S/Sy wied durch die Elemente y/a < —/a, /by < —+/b; und

by = —/by erzeugt.
Die Tabelle fiir die I'=Operation auf S/Sy, Z/Y, Z'/Y' und Z"/Y" lautet

Tabelle 4:
o(I) | a(D) | /(D) | &()
¢ := (Va,—a) | (AB)(CD)(AB)(CD) | (15)(15)(37)(37) | (22)(4)(66)(8)
8:= (Vbi,—Vhi) | AB — AB (15)(T5)(37) (37) | (26)(26) (48)(18)
v = (v/ba,—/b2) | CD « CD (15)(15)(37)(37) | (26)(26)(48)(48)

Erstens sieht man, dass Z/Y # Z'/Y' & Z"/Y" % Z]Y als T'—Uberdeckungen. In der
Tat ist z.B. a(y)|y = Idy aber o(y)|ys # Idys und o”(v)|y» # Idyn», d.h. Z'/Y" #
ZlY # Z"]Y". Ausserdem ist o’ (0)|y» = Id|y» und o' (6)|y # Id|y:, d.h. Z"/Y" #
Z'/Y'. Das impliziert, unter Verwendung der Antidquivalenz Etp = Setsr,

S/So % S')S, #S5"/Sy # S/5So.

Da die Teilmengen (1,5,1,5), (3,7,3,7), (2,6,2,6) und (4,8,4,8) unter I'—Operation
wieder in sich selbst abgebildet werden, und I auf Y und Y” wie Cy C B operiert, kann
man

S/ = F(Va, i) x F(Ve, /)
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und

S"/St = F(NZ,\/y}) x F(N,\/yh)

<

F(Va') x  F(/7)
schreiben. Setze
1= (Vo,yy) 1= Wo—vin)
3= (Vr,vy2) 3= (Vo,—i)
5 = (—vVr.vu) 5= (Vo, =)
7= (Vo) 7= (V=)
2= (Vo \/h) 2= (VI =)
4= (\/;v \/y—é) 4 = (\/yv_\/y—é)
6 = (—Va'.\/ih) 8= (Va',—/ih)
8 = (—Va',\/yy) 8 = (Va,—/vh)

Durch Vergleich mit 2.3.1 erhélt man die folgende Tabelle fiir die I'—Operation auf S’/Sj,
und S”/S{:

Tabelle 5: -

o(I) ¢'(I') ¢"(I)
(Va = —va) | (VT o =) (Vi = —v52) | (Vi < =)
(Vb1 = —Vb1) | (V& < —/x) (V' & —Va')
(Vby = —Vba) | (VI = —\/T); (V! = —Va');

(VIT = —/71); (VYL = —V/9h);

(Vi2 = —v/32) (V5 = —\/15)

Daraus folgt:
Vv = +/abbs V! = /biby
\/@ = \/E \/a = +vabsy
Y2 = aby Vb = Vb
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Setze by = by =: b. Die I'—Operation auf S/Sj ist hier durch die Elemente \/a < —y/a
und Vb < —/b erzeugt. Es gilt

Z =X(S) = X(F(+a, Vb)) UX(F(Va,Vb)) = X1 U Xa.
Mit A,B € X1, C,D € X5 und

B =D = (-Va,vb) B =D = (—/a,-Vb)
findet man die folgende Tabelle
Tabelle 6:
o) | (D) | o'(1) | o”(I)
@~ —a | (AB)(CD)(AB)(CD) | 15)(I5)(EDET) | (22)(A)(66)(s)
b —Vb | (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)
daraus folgt
S'/Sy ~ S/Sy
und
S"1Sg = F(yy) x F(y2) x F(/y3) x F(\/ys) .
F F F F
Mit
2« \/ﬁ 92— —\/E
4 \/E 4 —\/%
6 — \/% 6 — —\/y73
8 \/ﬂ 8 — —\/%

sieht man aus Tabelle 2.3.2, dass

Tabelle 7: -
o(I) | ()
Va o —Va | e =i VYs o Vs
Vb Vb | VI o =L VT2 <~
Ys = =Y 5 VY o~



und somit

VI =VE=Vab i = \ii=vh

2.3.3 Fall b1 = bg =b= \/E

S/S0 = F(va,Va) x F(Va,a)

In diesem Fall gilt

wobei
X1 =X, = X(F(Va,Va))
Setze
A:(\/Ev %)7 E:(\/av_%)v
B:(_\/avi4a)7 EZ(_\/av_i4a)a
C:(ﬁv_%)a QZ(\/E, %)7
D = (=va,—iva), D= (-Va,iJa).

¢(T') ist durch /a < —+¥/a und a < i/a erzeugt.
Bemerkung: /a < i/a impliziert automatisch /a < —/a

Die Tabelle der I'—Operation lautet dann

Tabelle 8: -
o(I') | a(l) | /(1) | (D)
Va < —Ja | (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)
Va «iya | (ABAB)(CDCD) (1313)(5757) (4646)(8282)

Daraus sieht man dass
ZY =~ Z’/Y’ ~7"/Yy"

und somit

S/Sy ~ S'/S, ~8"/S{.
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2.4 o) =1d x C4

Erinnere, dass der Fall

schon in Abschnitt 3.1 begegnet wurde. Wenn man die gewohnliche Konstruktion anwen-
det, so findet man

S')Sh~8"/Sy = (Va,V/b) -

F(y/a)
Wir betrachten also den Fall

§=F(\b) x F(Va,Vb) -

Wobei F eine primitive dritte Einheitswurzel o enthilt. Mit v1 = /b1 und ve = (/a, v/b2)
setze

D = &i(v1) = Vb1 D =&y(vn) = —vbi
AZ&I(UQ):(\?’/E7\/E) ézé_l(UQ):(\?’/a7_\/b—2)
B =&(v) = (0¢/a,vba) B = &(v2) = (0/a, —v/b2)
C = &(v2) = (0*a,Vby) C =& (va) = (0°/a, —v/ba)

Die étale Algebra S besitzt zwei Involutionen, i1 : v/by — /by auf F/(v/by) und ig : v/by —
Vbo auf F(/a,/by). Da aber per Voraussetzung I' nur durch gerade Permutationen auf Z
operiert, und is auf Y die ungerade Permutation (AA)(BB)(CC) auf Z induziert, miissen
die beide Involutionen immer gleichzeitig auftreten und somit muss vb; = by = Vb
gelten. Die I'—Operation auf S/Sy ist dann durch

~v:a— oy/a und i: Vb —Vb.

erzeugt. Die Tabelle der I'—Operation auf Z/Y, Z'/Y’, Z"/Y" ist dann

Tabelle 9:
¢(L) | a(l) | /(1) | &"(T)
ot (ABC)(ABC) (135)(135) (268)(268)
i (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)
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Die Korrespondenzen

A<—>5<—>2 A<—5<—2
B<=—1<—6 B=<=—>1<—6
C<=—3<—38 C<—>3<—>38
D<—T7<—14 D<—T7<—14

definieren die Isomorphismen der I'—Mengen
Z)Y ~27'|Y ~ 7" )Y ~ Z]Y
und mit der Antidquivalenz Etp = Setsp erhélt man also

S/Sp ~S")S| ~8"/S{ ~S/S.

3 Fille mit A(S)) #F x F

3.1 ay(F) = 64
Setze
$/0 = N(v/a)/N

fiir eine separable Erweiterung N von Grad 4 iiber F' deren Galois Abschluss eine zu &4
isomorphe Galois-Gruppe besitzt.

Bemerkung: Falls F' unendlich und L der Zerféllungskérper eines irreduziblen Polynoms
f(z) vierten Grades mit Koeffizienten in F ist, so gilt Gal(L/F) = &4 genau dann, wenn
die Determinante von f(x) keine Quadratwurzel in F' besitzt.

Fiir 1 Nullstelle eines Polynoms f(z) wie in der Bemerkung, setze N = F'(x1); es sei
L = F(x1,2z2,x3,24) der Galois-Abschluss von N. Fiir v = (z1,/a) setze

A=8(v) = (21,va), A=&(v) = (21,—Va),
B =&(v) = (22,Va), B=&(v) = (22,-Va),
C =&(v) = (x3,Va), C=8&)=(z3,—a),
D =&(v) = (z1,va), D =&(v) = (x4, —Va).

Man findet folgende Tabelle fiir die I'-Operation:
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Tabelle 10:

¢(T) a(l') o/(I) o’ (I')
(x1,29,23,24) | (ABCD)(ABCD) (1375)(1375) (2828)(66)
(21, 22) (AB)(AB) (15)(15) (26)(26)

(21, 23) (AC)(AC) (35)(35) (28)(28)

(2, 73) (BC)(BC) (13)(13) (68)(68)

(3, 24) (CD)(CD) (37)(37) (26)(26)

(w2, 24) (BD)(BD) (17)(17) (28)(28)

(%1, 24) (AD)(AD) (B7)(57) (68)(68)
(Va,—Va) (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)

Mit A« 5 B« 1,C < 3, D « 7sind Z/Y und Z'/Y’ isomorph. ay~(T') fixiert das
Element (4,4) € Y und operiert wie G3 auf (2,2), (6,6), (8,8), somit setzt man

F(ya) x F(y/z/a).

F X

S”/S” —

F(z)

Man kann z = z; als Wurzel der kubischen Resolvente von f(z) interpretieren. Dann ist
z = (x1 + x2)(z3 + z4) und

V=2 ; -z

Seien z9, 23 die iibrigen Nullstellen der kubischen Resolvente

(1 + x2) = (3 + x4) =

% = (21 + 3) (22 + 20)
2% = (23 + a3) (21 + 20)
Setze:
i=va I=-va
8 = V—ziva = (z1+22)Va 8 = —V—uva = (z3+z4)Va
6 = V-=va = (z1+a3)Va 6 = —V-=va = (v2+z4)Va
2 = V-zva = (z2+23)Va 2 = —V/—zmva = (v1+24)Va

Es ist leicht nachzupriifen, dass diese Korrespondenzen einen Isomorphismus von I'-
Mengen definieren.

3.2 o,(I') = Dy
Dies ist ein Spezialfall des vorangehenden Fall, indem man f(z) von der Form
flz) =

(2 —a)>—b mit b>a
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wihlt. In diesem Fall sind die Nullstellen von f(x) von der Form

$1:—CC3:\/CL+\/5; Ty = —Ty = a—Vb.
a::\/a—i—\/g i 0= a—b.

Fiir i eine primitive vierte Einheitswurzel und F' so, dass ¢ ¢ F setze

S/So = F(a,/e) -

Definiere

F(a)

F(«) hat Galois Abschluss L = F(«,3) und |Gal(L/F)| = [L : F| = 8. Da Gal(L/F) C
&4 und die einzigen Untergruppen von &4 der Ordnung 8 isomorph zu Dy sind, folgt

dass
¢y (T) = Gal(L/F) ~ Dy.

Bemerkung: Die Symmetriegruppe &4 enthélt nur 3 Untergruppen der Ordnung 8; diese
sind zur Diedergruppe Dy isomorph. Es sind genau die Untergruppen, die eine Parti-
tion von {4, B,C, D} in zweielementige Untermengen erhalten. Will man zum Beispiel
erreichen, dass die Partition {AC}{BD} erhalten bleibt, so sieht die zu D, isomorphe
Untergruppe von &, folgendermassen aus:

Utacypy =
{1d; (AC); (BD); (AB)(C'D); (AC)(BD); (AD)(BC); (ABCD); (ADCB)} ~ Dy

Als erzeugende Elemente kann man 7 = (AC) und o = (ABCD) wéhlen, so dass

2

Dy =<o,7 >={Id,0,0%, 6%, 7,07, 0%, 0°7}.

Mit v = (a, \/c) setze

A =& = (e 14 = &) = (a0
B = &) = (6,V/c) B = &) = (B,—V0)
C = &) = (~a,V0) i T = &) = (—a, =0
D = &) = (=4,v/0) i D = &(v) = (=6, -0

Die erzeugenden Elemente von ¢y (I') sind dann

oo — (3, T —a.

B = —a g = p
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Fiir die I'-Operation ergibt sich die folgende Tabelle:

Tabelle 11:

¢(T) a(l’) o/(I) o (')

o (ABCD)(ABCD) (1375)(1375) (2828)(66)

o? (AC)(BD)(AC)(BD) | (17)(17)(35)(35) | (22)(88)

od (ADCB)(ADCB) (1573)(1573) (2828)(66)

T (AC)(AC) (35)(35) (28)(28)

oT (AD)(BC)(AD)(BC) | (13)(13)(57)(57) | (88)(66)

o’ (BD)(BD) (17)(17) (28)(28)

o't (AB)(CD)(AB)(CD) | (15)(37)(15)(37) | (22)(66)

¢ — —/c | (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(8R)

Mit den Korrespondenzen A < 5, B <+ 1, C' « 3, D < 7 sieht man, dass
Z)Y ~7')Y' £ Z2"]Y",

und somit auch

S/So =~ /S, % 8" /S,
Die I'-Operation auf Y lisst die Elemente (6,6) und (4,4) fix, so dass
S" = F x F x F(JT).

Ausserdem operiert I' auf den Elementen 2, 8,2, 8 wie Dy und erhilt die Partition {2,2}{8,8}.

Setze o/ =8, —o/ =8, 3 =2, —3 =2 und
oo = oo o=
g = —d o= g

Dann liest man aus Tabelle 3.2, dass ¢ und 7 die Operationen ¢’ und ¢’ auf S”

induzieren:
T = (-a) = By = (d,F)(=d,=F) .
o’r = (B,-F) = o7 = (d, =)= F)
or = (o, =f)(-,f8) = 7 = (=)
ot = (. B)(—a,=B) = 27 = (B, =p")

Betrachtet man wie frither die Nullstellen der kubischen Resolvente von f(x), so sieht
man dass

21 = (z1 +x2)(x3+24) = —(a+3)?
22 = (z1+x3)(12 +74) = 0
23 = (x2—|—x3)(:1:1+.’134) = _(04_ )2
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und

V=21 = a+p —/=21 = —a—p
VB = a—a  —Th = f-8
VE = —atf /= a-f
I" induziert dann die folgende Operation auf diesen Elementen
o— (V=z21,V~=23,—V—21,—V~23) , (V—22,—V—2)
T = (V—21,V=2)(—V—21, -V —23).

Bemerkung: Da zo = 0 ist, kann man die kubische Resolvente durch z dividieren, so
dass dann z; und z3 von Grad 2 iiber F' sind. Man unterscheidet aber auch in diesem
Fall zwischen positiver und negativer Wurzel von —zs. Die nicht triviale Permutation
(v/— 22, —+/—22) ist durch (a, B) induziert, oder in dquivalenter Weise durch (v/b, —v/b).

Die Korrespondenzen

TI
S

NG
6 = Vo

6= —Vbe
2 = V-z/e 2 =~V

8 = V—ave 8 = —vV—ave

definieren einen Isomomorphismus von I'-Mengen, und man kann

S"/S =~ F(a) x F(Vie) x F(/=m1v0)

F x F x F(z)

schreiben.

3.3 C(y(r) = 04

Nimm an, dass F' eine primitive vierte Einheitswurzel ¢ enthélt und setze

S/S0= F(¥/a.vb) .

F(Va)
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Die zyklische Operation auf Y ist durch p : /a +— i /a erzeugt. Setze

A = (\4/57\/5) ; Z = (\4/_7_\/5)

B = (i¥a,vb) s B = (iVa,—Vb)

C = (_%7¢5) ; 6 = (_37—7_\/5)

D = (—i¥a,vb) ;s D = (—i¥/a,—/b)

dann hat man
Tabelle 12:

o(I) o(T) o' (') o”(I)
P (ABCD)(ABCD) (1375)(1375) (2828)(66)
o (AC)(AC)(BD)(BD) | (17)(17)(35)(35) | (22)(s8)
o (ADCB)(ADCB) (1573)(1573) (2828)(66)
Vb —Vb (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)

Daraus sieht man, dass
Z)Y ~2')Y' & 2")Y"
und somit auch
S/So = 8'/Sy # 8" /Sy
gilt. Weiter kann man bemerken, dass T’ trivial auf den Elementen (4,4), (6,6) € Y”
operiert und 2, 8, 2, 8 zyklisch permutiert. Daher schreibt man

518y = F(\/a) x F(yB) x F({a)

F x F X F(/r).

Mit
4= Vo 1= Vo
6= VB 6= —VB
2 = iyz 2= —ivx

8 = 8 = —vz

ergeben sich aus Tabelle 3.3 folgende Relationen:

va = Vb
VB = Vab
¥z = yavh
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Somit ist

8"/S§ = F(VB) x F(vab) x F(/av)

F x F x Fa).

Auch in diesem Fall kann man die I'-Operation auf S”/S[ auf eine Operation auf den
Nullstellen der kubischen Resolvente von f(x) = 2* — a zuriickfiihren. Es gilt

2= —va(l+i)?,,
Z2 = 0,
5 = —a(l - i)?

und

—z1 = %(1 + i)v —V—r = _%(1 + i)v :
\/_—ZQZ \4/__\4/57 —V TR T i4a_i<l/av
—2z3 = if‘/&(l-ﬁ-i), —\/—23 = —’i%(l-ﬁ-i)
Da ¢ € F, ist auch (1+14) € F, und somit
F(Va(l+i) ~ F(va) : F(Ya(l+i) ~ F(Ja))

Man kann also den Faktor (1 + 7) wegdividieren; mit ¢ = ¢/(1 + 1) setze:

—~

2 = V=z'Vb = iYavh 2= Vb = —i/avb
8 = V=a'Vb = {avh 8= —v—a'vb = —vavh

Was mit dem fritheren Resultat iibereinstimmt.

3.4 C(y(r) = 02 ¢ B

Man betrachtet hier nur den Fall, in dem S durch Adjunktion eines einzigen Elementes v/b
zu Sy ensteht. Andere Fille treten wihrend der Berechnung von ay (I') = Cy x Cy ¢ B,
D, und Cy auf. Es ist also:

$/So= (F(VB) x F(VB) x F(va,Vb)-

F x F x F(Ja
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Setze

= awh = VB, A= EWH = (VA
= eWavh = (Vavh., B -
= &(a Vi = (—vavh), T = &(/a Vi) = (—va,-vb)
= aWh = B, D= LWH = (VB
Die I'-Operation auf S ist durch die Elemente

yivae —va  pivbe Vb iiVhbe Vb

S Q & =
|

erzeugt und man erhilt die Tabelle

Tabelle 13:
¢(I) | () | /(D) | (D)
ot (BC)(BC) (13)(13) (68)(68)
1 (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)

Es gilt also
Z)Y ~72'|Y ~ 72" ]Y"

und
S/Sy~ S'/S ~ S"/SL.
3.5 Oéy(r) = 02 X 02 ¢ B

Dann ist

S/80 = (F(Va,vz) x F(Vb,\/3)

und man hat

Z =X(S) = X(F(Va,Vz)) U X (F(Vb,/y)) :== X1 U Xo.
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35.1 z#y

Die Elemente von Z sind durch die Bilder von

stimmt. Setze

v1 = (Va,vz) und vo = (Vb, /y) be-

A= &) = (Va,Va), A= &) = (Va,—Va),
B = &) = (—Va,vz), B = &(n) = (—Va, —Va),
C = &) = (Vb,/7), C = &) = (Vb,—9),
D = &) = (—Vb, ), D = &v2) = (—vVb,—/).
Die I'-Operation auf S ist erzeugt durch die Elemente
nivae —va,  w:Vbe —Vh, A iVae Vi, i ye -

Mit der gewdhnlichen Numerierung von Z'/Y’ und Z”/Y" findet man

Tabelle 14:
o) | oI’ o/ (T') o”(I)
m | (AB)(AB) | (15)(15) (26)(26)
w» | (CD)TD)|HE) | @®E)
V| (AA)(BB) | (15)(T5)(37)(37) | (26)(F6)(48)(T5)
vy | (CO)NDD) | (15)(15)(37)(37) | (26)(26)(48)(48)

Wenn man die Operation von ] und 75 betrachtet, so sieht man, dass Z'/Y' % Z/Y #
Z"/Y". Durch Vergleich von 41 und 7, ergibt sich auch Z'/Y’ % Z"/Y". Zusammenfas-
send

Z)Y £ 7)Y £ Z")Y" & Z]Y
und

S/So % S5')Sy #S"/Sy # S/ 5So.

Zudem sieht man, dass I auf Z’ und Z” nicht transitiv operiert, sondern die Teilmengen
{1,5,1,5}, {3,7,3,7} C Z" und {2,6,2,6}, {4,8,4,8} C Z" wieder in sich abbildet. T
operiert aber transitiv (nicht zyklisch) auf jeder dieser vier-elementigen Teilmengen, die
dadurch unter der Antidquivalenz Setsp = Etp, Kérpererweiterungen von Grad vier iiber
F entsprechen. Schreibe also

§'/So = F(Va,vB) x F(/7,V9),
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§"/S0 = F(Vo/ VF) *x F(JY, V) -

F(ya) x  F(y)

Mit den Korrespondenzen

1= (Va,vB), 1= (Va,—Vd),
3= (y7,V9), 3= (V7,—V9),
5= (—vavh), 5= (—vVa,-VD),
7= (=AY, T = (=7, -V9)
2= (Vo B, 2= (Vo,-VP),
4= (W), 1= (A,
6 = (—vVa' V), &= (-Vd,~VF),
§ = (=V V), B = (=, -V0),
findet man aus Tabelle 3.5.1
Tabelle 15:
¢(I) ¢'(I') ¢"(I)

7 Va = —/a a— —J/a Vol « —ao!

Yo : Vb e —V/b Ve = Vol —Vad!
5o Vo | VI o VP

Vi e —x | Ja e — Vol —Vad!

%o i | Va
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Daraus folgt

Vva = axy, Va/ = \abzy, .
VT = Voay, VY= VY,
VB = VY VB = by
Vo = by, Vol =Y
352 r—y—:c
Dann ~
A = &) = (Va, Vo), A = &) = Va,—Vo),
B = &(v) = (—Va,ve), B = &o) = (—Va,—o),
C = &v2) = (Vb o), C = &m) = (Vb,—0)
D = &(v2) = (=Vb,ve), D = &lva) = (—Vb,—e)

Die I'-Operation auf S ist durch die Elemente

71 Ve < —Va, Y2 : Vb —Vb, iyee =V

erzeugt. Die Tabelle fiir die I'-Operation lautet

Tabelle 16:
¢(L) | a(l) | /(1) | &"(T)
M | (AB)(4AB) (15)(15) (26)(26)
v | (CD)CD) | (3T)(37) (26)(26)
i (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)

Daraus kann man folgern, dass S/Sy ~ S’/S| # S”/S{ und

S"/S4 = F(Jo) x F(yo) x F(Vab,/be)

F x F x F(Vab).
Mit
R(Y) =
{{{va.~vay, {Vb, Vo), {{va, Vo) {~va, —Vo}}, {{-va, Vo), {Va, ~Vb}} }

= {Zla 22, ZS}
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{va —vay (V. —vo} {va. B} { — va.—VB}. { - Va.VB} {va. —VB} |
={V—z1,—V—21,V—22, —V—22,V/—23, —/—23}

sieht man leicht, dass {(2,2),(6,6),(8,8)} C Y ~ R(Y) und {2,2,6,6,8,8} C 2" ~
As(Y).

3.6 ay(I) =1d x S

$/So= F(Vb) x Fla,Vb)

F x F(a)

wobei a Nullstelle eines separablen irreduziblen Polynoms f(x) vom Grad 3 mit Koeffi-
zienten in F' ist und F keine primitive dritte Einheitswurzel enthalt.

Bemerkung: Der Fall
S/So = F(va) x F(a,Vb)

F x Fl(a)

mit a # b, ist wegen der Bedingung A(S) = F' x F ausgeschlossen.

Sei L der Zerfallungskorper von f(x) und as, ag € L die zu o = «3 konjugierten
Nullstellen von f. Fiir Z = X (S) gilt

Z =X(S) = X(F(Vb)) UX(F(a,Vb)).

Die Elemente von Z sind also durch die Bilder von v; = v/b und vy = (a1, \/5) in Fiep
bestimmt. Setze

A= &(v2) = (a1, vh), A = &(va) = (a1, —VD),
B = &(v2) = (a2,vh), B = &(va) = (ag,—VDb),
C = &) = (a3,vh), T = &lva) = (a3, —VD),
D = &) = Vb, D = &) = —Vb.

Erzeugende Elemente der I'-Operation auf Z sind zum Beispiel

1 = (a1az), 72 = (a1aza), i: Vb — —Vb,
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und es ergibt sich die Tabelle

Tabelle 17:
o(I') | (D) | /(D) | (1)
n=(maz) | (AB)(AB) (15)(15) (26)(26)
v2 = (apanas) | (ABC)(ABC) (135)(135) (268)(268)
i:vVb— —Vb | (AA)(BB)(CC)(DD) | (11)(33)(55)(77) | (22)(44)(66)(88)
Mit den Korrespondenzen
A<—>5<—>2, A<—5<—2,
B<—1<—6, B<=—1<—6,
C<=—=3<—38, C<—3<—38,
D<~—T<—4, D=<~—T7=<—14,

sieht man, dass
Z)Y ~27')Y ~ 72" )Y ~ Z]Y

und damit auch

S/So~S")S, ~8"/S| ~S/S.

4 Schlussfolgerungen

Nach den obigen Berechnungen folgt, dass es grundsétzlich zwei Situationen gibt, in denen
S/So, S'/S{ und S”/S{ isomorph sind. Die eine tritt auf, wenn zumindest ein Element
von Y = X(Sp) unter I'-Operation fixiert bleibt und S durch Adjunktion desselben
Elementes (vom Grad zwei iiber F) zu jedem Faktor von Sy entsteht. Die andere tritt
auf, wenn S durch Adjunktion desselben Elementes von Grad 4 iiber F' zu jeden Faktor
von Sy ensteht. Aus Dimensionsgriinden kann letztere Situation nur auftreten, wenn
So = K x K, wobei K eine quadratische Erweiterung von F' bezeichnet.

5 Zusammenhdnge und Ausblicke

5.1 Quaternionen
5.1.1 Definition

Die Quaternionen, mit H bezeichnet, sind eine Verallgemeinerung der komplexen Zahlen.
Sie wurden 1843 von Sir W.R. Hamilton eingefiihrt, weswegen sie auch Hamilton-Zahlen
genannt werden. Die Menge der Quaternionen bildet eine nicht kommutative vierdimen-
sionale normierte Divisionsalgebra iiber dem Korper der reellen Zahlen R. Als Algebra
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entsteht sie aus C durch Adjunktion eines Elementes j, das j2 = —1 und ij = —ji er-
fiillt. Als reeller Vektorraum besitzt sie die vier Basiselemente {1, 1, j, k}, welche folgende
Multiplikationsregeln erfiillen:

ey —"
ij=k=—ji : ki=j=—ik ; jk=1i=—kj.

Dabei bezeichnet 1 wie gewthnlich die multiplikative Einheit. Diese Multiplikationsregeln
konnen am einfachsten mit Hilfe dieses Kreises erinnert werden

S

wobei Multiplikation zweier Elemente im Uhrzeigersinn (bzw. im Gegenuhrzeigersinn)
jeweils das nachfolgende Element (bzw. minus das Nachfolgende Element) ergibt. Analog
zu den komplexen Zahlen ist die Konjugation eines Quaternions ¢ = a + bi + ¢j + dk
durch

g=a—bi—cj—dk
definiert. Die Norm wird folgenderweise definiert:
la* =qa=1a¢=a* + 0"+ + &,
und das multiplikativ Inverse von ¢ # 0 ist

a ' =7q/|q

Die Quaternionen mit Norm 1 bilden unter Multiplikation eine Gruppe, die mit der
speziellen unitdren Gruppe SU(2) identifiziert werden kann. Via Konjugation operieren
diese Elemente auf den dreidimensionale Raum der rein imagindren Quaternionen wie
Drehungen, und man erhélt einen surjektiven Homomorphismus von SU(2) nach SO(3)
dessen Kern {1,—1} C SU(2) ist (SU(2) bildet eine doppelte Uberdeckung von SO(3)).
Zur Darstellung der Quaternionen bieten sich viele Moglichkeiten. Zum Beispiel kénnen
sie als Summe eines Skalars (der Realteil) und eines Vektors in R? interpretiert werden:

q=qo+qi+qj+ak=qp+70=/(q0 v); mt U=(q,q¢,4qs)
In dieser Vektor-Notation ist die Multiplikation gegeben durch
(q0, V)(qh, V") = (qogh — TV, qo 0 + g4V + v x V).

Als Matrizen konnen die Quaternionen durch komplexe 2 x 2 Matrizen oder durch reelle
4 x 4 Matrizen dargestellt weden. Erinnere zuerst dass die komplexe Zahlen folgender-
massen als reelle 2 x 2 Matrizen interpretiert werden koénnen:

o= ( 2, )
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mit |z| = y/det(z). Bemerke dann, dass
g=a+bi+cj+dk=(a+bi)+ (c+di)j=2z+wj mit zweC.

Somit kann man analog zu den komplexen Zahlen vorgehen und die Quaternionen in
folgender Form darstellen

_ 2w\ a+bl c+di
1=\ % 7z )7\ —c4+di a—bi

mit |q| = y/det(q). Die Basiselementen sind in diesem Fall

(58 em (0 %) o= (0 ) = ()

Bemerkung: Diese Aquivalenzen definieren eine zweidimensionale Matrixdarstellung der
nichtkommutativen Quaternionengruppe @ = {%1, +i, +7, £k} auf den komplexen Vek-
torraum Cx C, das heisst sie definieren einen Gruppenhomomorphismus p : Q — GLo(C).

Man hat frither gesehen, dass die Quaternionen sich als ein vier dimensionaler reeller
Vektorraum mit Basiselementen {1,i,7,k} auffassen lassen. Die Elementen {1,1,j, k}
operieren dann durch Linksmultiplikation als Endomorphismen auf diesen Vektorraum,
und ihre Matrixdarstellung (in der Basis 1 = [1,0,0,0],7 = [0,1,0,0],5 = [0,0,1,0],k =
[0,0,0,1]) lautet:

100 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0
oo} _fr oo 0| _[0oo0 01
“foo1o0["" o 0o o =11 0 o0 o
000 1 0 0 1 0 0 -1 0 0
00 0 -1
oo -1 0
k:0100
10 0 0

Definition 18: Ein Hurwitz-Quaternion ist ein Quaternion deren Komponenten ent-
weder alle ganze Zahlen oder alle halbe ganze Zahlen sind. Die Menge der Hurwitz-
Quaternionen wird mit H bezeichnet:

H = {a+bi+ cj + dk € H| entweder a,b,c,d € Z oder a,b,c,d € Z + 1/2}.

H ist geschlossen beziiglich Multiplikation und Addition der Quaternionen und ist somit
ein Unterring von H. Als Gruppe ist H frei abelsch mit erzeugenden Elementen {1/2(1+
i+j+k),i,7,k} und definiert somit ein Gitter in R%.
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Die Untergruppe der Hurwitz-Quaternionen der Norm 1 ist eine nichtabelsche Gruppe
der Ordnung 24 (bindre Tetraedergruppe). Sie enthilt die 8-elementige Quaternionen-
gruppe Q = {£1,+i,+75, +k} sowie die 16 Elemente {1/2(£1 ¢ £ j £ k)}, wobei die
Vorzeichen beliebig gewéhlt werden konnen. Diese 16 Elemente entsprechen den Ecken
eines Hyperkubus in R*. Diese Gruppe tritt oft in Zusammenhang mit dem Begriff der
Trialitdt auf. Der Begriff der Trialitit, analog zu den der Dualitét, bezeichnet eine Korre-
spondenz, die drei verschiedene Objekten als dquivalent erklirt. Die frithere geometrische
Konstruktion kann in der Sprache der Quaternionen folgendermassen interpretiert wer-
den. Die 8 Zellen entsprechen den 8 Elementen von @ = {£1, +i,+j, £k} (das heisst den
vier Richtungen von R* mit Orientierung 41)

A= 45 = €1, A = —i = —eq,
B =j = e B, = —j = —ea,
C =k = e3, C, = -k = —es,
D =1= ¢, D, = —1 = —ey.

, =

Die 8 ungeraden und geraden Ecken entsprechen den Elementen der Form 1/2(£1 4+
j £ k) mit einer ungeraden bzw. geraden Anzahl von Minuszeichen:

1=i0+i—-j+k) = 3(1,1,-1,1) T1=3(-1-i+j—k) = 3(-1,-1,1,-1)
3=3(1+i+j—k = 1(1,1,1,-1) 3=3(-1-i—j+k) = 3(-1,-1,-1,1)
5=32(1—i+j+k) = 3$(1,-1,1,1) 5=4(-1+i—j—k) = 1(-1,1,-1,-1)
7=341-i—j—k) = 3(1,-1,-1,-1) T=3(-1+i+j+k) = Li(-1,1,1,1)
und

2=32(1+i—j—k) = $(1,1,—1,-1) 3 =1(-1-i+j+k = 3(-1,-1,1,1)
4=11+i+j+k) = 1(1,1,1,1) 1=3(-1-i—j—k) = 3(-1,-1,-1,-1)
6=3(1—i+j—k) = 3(1,-1,1,-1) 6=3(-14+i—j+k = i(-1,1,-1,1)
8§ =3(1—i—j+k) = 1(1,-1,-1,1) 7=32(-1+i+j—k) = 3(-1,1,1,-1)

Die zyklische Permutation von Z/Y, Z'/Y’ und Z”/Y" kann dann in Zusammenhang
mit der Drehung die von der Multiplikation mit —1/2(14i4j+k) definiert wird gebracht
werden. Die zu —1/2(1 + i 4 j + k) dquivalente reelle 4 x 4 Matrix ist

101 1 1
T S T R |
P=5 1 -1 -1 -1 1

11 -1 -1
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Am Ende der Vorbereitung hatte man gesehen, dass die Elemente von Z/Y, Z'/Y" und
Z"/Y" im Fall wo (D, D) € Y fixiert bleibt, identifiziert werden kénnen. Aus den Spalten
von p sieht man, dass D auf 4, A auf 8, B auf 2 und C auf 6 abgebildet werden. p~! =
p? = p' bildet dann D auf 7, A auf 1, B auf 3 und C auf 5 ab. Im Vergleich zu den
fritheren Identifizierungen, entspricht das einer zyklischen Permutation von ¢, j, k:

1 i J k
D A B C
2 M
4 2 6 8
g M
7 5 1 3

5.1.2 Quaternionen-Algebren

Definition 19: Sei F ein beliebiger Korper und a,b € F*. Definiere eine 4-dimensionale
F-Algebra (a,b)r mit der Basis 1, e, eg, e3, so dass

ejex = €3, €21 = —€3, e% = a, e% = b, e% = ab = ba.
Eine solche Algebra (a,b)r wird Quaternionen-Algebra genannt.

Der Unterraum ey F' + eo F' + e3F' von (a,b)r = (a,b) wird mit (a,b)y bezeichnet, und
seine Elemente werden reine Quaternionen genannt. Mit dieser Notation kann (a,b) als
direkte Summe geschrieben werden:

(a,b) = F -1 (a, b)o.

Fiir x = xyp + z1 mit g € F und x; € (a,b)y definiere das konjugierte Element durch
T = xg — x1. Die Abbildung

~: (a,b) — (a,b), =T
wird auch kanonische Involution genannt.

Definition 20: Eine Involution auf einer zentral-einfacher Algebra A iiber F' ist eine
Abbildung 0 : A — A, die Vz,y € A folgendes erfiillt:

i) o(z+y) =o(x) +a(y),
i) o(zy) = o(y)o(z),
i) o?(z) = .

Diese Abbildung muss nicht notwendigerweise F-linear sein, aber die Bedingung ii) im-
pliziert, dass F' = Z(A) von ¢ wieder auf sich abgebildet wird. Die Restriktion von o auf
F kann daher entweder die Identitéit sein (und somit o F-linear) oder Ordnung 2 haben.
Eine Involution o heisst von erstem Typ, falls sie o|p = Idp erfiillt, von zweitem
Typ, falls o|r # Idp, o|% = Idp.
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Quaternionenalgebren spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der quadratische For-
men und in der Klassifikation zentral-einfacher Algebren. Man kann zum Beispiel zeigen
dass alle zentral-einfache Algebren der Dimension vier isomorph zu einer Quaternionen-
Algebra sind.

5.2 Clifford-Algebren

Clifford-Algebren entstehen als natiirliche Verallgemeinerung der Quaternionenalgebren
fiir grossere Dimensionen. Sie sind besonders wichtig in der Theorie der quadratischen
Formen und finden unzihlige Anwendungen in verschiedenen Gebiete, insbesondere in
der Physik, Chemie, Robotik und der Computerprogrammierung (ein schénes Buch iiber
die Anwendungen von Clifford-Algebren ist zum Beispiel [9]). Sie wurden zuerst 1878 von
William Clifford definiert ([10]). Man sagt, eine F-Algebra A sei mit der quadratische
Form ¢ iiber V' genau dann vertriglich, wenn es eine lineare Abbildung ¢ : V' — A gibt,
die ¢(v)? = q(v)-14 fiir alle v € V erfiillt. Die Idee ist, fiir einen gegebenen quadratischen
Raum (V q) iiber F eine F-Algebra C zu konstruieren, die mit ¢ viae : V' — C vertriglich
ist und so, dass fiir jede andere Algebra A, die mit ¢ via ¢ : V' — A vertriglich ist, ein
eindeutiger Algebra-Homomorphismus ¢ : C' — A existiert, der das Diagramm

vV —=C

N

A
kommutieren ldsst (universelle Eigenschaft der Clifford-Algebra).

Definition 21: Sei (V,q) ein quadratischer Raum iiber F und T(V) = @{V®" : n €
N} die zugehorige Tensoralgebra. Sei I(g) das zweiseitige Ideal von T'(V'), das von den
Elementen {z ®  — q(z)|z € V'} erzeugt wird. Dann ist

C(V,q) =T(V)/1(q)
die Clifford-Algebra von (V,q).

Man kann leicht zeigen, dass in der Tat die obige Definition die universelle Eigenschaft
der Clifford-Algebra erfiillt ([4] S. 329). Die Clifford-Algebra erbt die Z/2Z-Graduierung
von T'(V'). Erinnere dass eine (Z/2Z) Graduierung einer F-Algebra A eine Zerlegung von
A in eine direkte Summe A = Ag @ A; ist, so dass FF = F - 14 C Ag und AgAg C Ao,
ApAy = A1Ag C Ay, A1A; C Ap. Ein Unterraum B von A heisst graduiert, wenn
B = By® By fiir By=BNAgund By = BN A;j.

Die Tensoralgebra T'(V) = T(V)o & T'(V'); mit

V= @ v Tvh= @ Ve

n gerade n ungerade

ist in natiirlicher Weise eine graduierte Algebra. Da die erzeugende Elementen von I(q)
in T'(V')p liegen, ist 1(q) = 1(q)o ® 1(q)1 graduiert und mit

Co(Vig) =T(V)o/I(V)o; Ci(V,q) =T(V)1/I(V)a
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ist auch
C(V,q) = Co(V,q) ® C1(V,q)

graduiert. Fiir F' der Charakteristik verschieden von zwei und V' von gerader Dimension
wird in [4], Theorem 9.2.10, S. 332, folgendes Strukturtheorem bewiesen:

Theorem 5 Sei Char(F') # 2 und (V,q) ein requlirer quadratischer Raum der Dimensi-
on n = 2m dber F. Dann ist die Clifford-Algebra C(V,q) von (V,q) zentral-einfach tiber
F und isomorph zu einem Tensorprodukt von Quaternionenalgebren. Fir das Zentrum

Z(Co(V,q)) =: Z der geraden Clifford-Algebra gilt:
Z(Co(V,q)) = F[T)/(T? - §)

wobei 0 ein Representant der Diskriminante von q ist. Die gerade Clifford-Algebra Cy(V, q)

ist zentral- einfach iiber Z, insbesondere falls § ¢ F*? so ist sie zentral-einfach iiber
F(Wé)~F xF.

Im Folgenden wird man mit einer anderen Definition arbeiten, die der verallgemeiner-
ten gerade Clifford-Algebra. Zuerst will man noch ein Paar Definitionen erinnern.

Definition 22: Eine Algebra A iiber dem Kérper F heisst zentral-einfach oder Brauer-
Algebra, wenn ihr Zentrum Z(A) mit F' iibereinstimmt (zentral) und sie keine nicht-
trivialen zweiseitigen Ideale enthélt (einfach).

Fiir eine zentral-einfache Algebra gilt:

Theorem 6 (Skolem-Noether) Sei A zentral-einfach. Dann ist jeder Automorphismus @
von A ein innerer Automorphismus, das heisst von der Form

p: A=A

x— aza”!
fiir ein tnvertierbares Element o € A.
Theorem 7 (Wedderburn) Fiir eine F-Algebra A sind folgende Bedingungen dquivalent:
o A ist zentral-einfach
o Es existiert eine Korpererweiterung K von F, so dass
A@p K ~ M,(K) firen necN.
Man nennt K einen Zerfallungskérper von A.
e Fulls K algebraisch abgeschlossen und F' C K 1ist, so ist
A®p K ~ M,(K) fir ein necN.

Anders gesagt, ist jeder algebraisch abgeschlossener Korper K, der F enthdalt, ein
Zerfallungskérper von A.
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e Es existiert eine endlichdimensionale zentrale Divisionsalgebra D tiber F' und eine
Zahl r € N, so dass
A~ M, (D).

Ausserdem sind alle einfachen links-A-Moduln isomorph, und D ist bis auf Algebra-
Isomorphismus eindeutig bestimmt als D = Enda (M) fir ein einfaches links-A-
Modul.

Insbesondere gilt fiir eine zentral-einfache Algebra A iiber F, dass dimp(A) = n?;

n € N heisst Grad von A.

Definition 23: Eine Involution ¢ vom ersten Typ auf einer zentral-einfachen F-Algebra
A der Dimension n? iiber F heisst orthogonal, falls dim(A*) = 1/2n(n+1); symplek-
tisch, falls dim(A*) = 1/2n(n — 1), wobei AT = {z € A|o(x) = x} der Unterraum der
symmetrischen Elemente bezeichnet.

(Fiir mehr iiber die Klassifikation der Involutionen auf einfachen Algebren siehe [4], 300-
304.)

Definition 24: Sei A eine zentral-einfache Algebra vom Grad n iiber F. Ein quadra-
tisches Paar iiber A ist ein Paar (o, f), wobei o eine Involution vom ersten Typ auf A
ist und f : Sym(A, o) — F eine lineare Abbildung, so dass

i) dimpSym(A,o) =1/2n(n + 1) und T4(Skew(A,o)) = {0},
ii) f(x+o(z)) =Trda(x) fir alle z € A.

Da man Char(F') # 2 voraugesetzt hatte, ist die Bedingung T4 (Skew(A, o)) = {0}
fiir alle Involutionen o vom ersten Typ automatisch erfiillt. Bedingung i) bedeutet dann
einfach, dass o orthogonal sein muss und die Abbildung f durch f(x) = 1/2T4(x), fiir
alle z € Sym(A, o) definiert ist. Gegeben ein quadratischer Raum (V) ¢), kann man ein
quadratisches Paar (og, fy) tiber der zentral-einfachen Algebra Endp(V') konstruieren,
das sogenannte zu ¢ assoziierte quadratische Paar (vgl.[1], S.58, Prop.5.11).

Sei A eine zentral-einfache Algebra iiber F und (o, f) ein quadratisches Paar iiber A. Eine
(verallgemeinerte gerade) Clifford-Algebra C'(A, o, f) ist eine Algebra, die so definiert ist,
dass fiir alle (nicht-singulére) quadratischen Raume (V,q),

C(EndF(V)v Oq; fq) = CO(‘/v q)

gilt. Fiir die explizite Definition wird auf [1], S.91, verwiesen. Wenn man das Struktur-
Theorem 5 anwendet, so findet man (siehe [1], Theorem 8.10, S. 94):

Theorem 8 Sei F' mit Char(F) # 2, A eine zentral-einfache F-Algebra vom Grad
n = 2m und (o, f) ein quadratisches Paar iber A. Bezeichne mit Z das Zentrum von
C(A,o,f). Dann gilt

Z ~ F[T)/(T?% - 6)
fiir & mit § - F*? = disc(o, f) = disc(o) € F*/F*%. Falls Z ~ F x F, dann lisst sich
C(A, o, f) als direktes Produkt von zwei zentral-einfachen F-Algebren vom Grad 2m~!
schreiben.
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Bezeichne mit A die Algebra A als F-Vektorraum. Es gibt eine kanonische Abbildung
c:A—C(Ao,f)

gegeben durch
A—Endp(A) ~A® A — Ty(A) - C(A,o, f).

In [1],Lemma 8.14, wird gezeigt, dass ker(c) = ker(f) C Sym(A, o). Insbesondere folgt
fiir F' mit char(F) # 2 dass ker(c) = ker(T4). In 8.18 wird ausserdem gezeigt, dass fiir
F' der Charakteristik verschieden von 2, ¢(A) als direkte Summe

c(A) =F @ cy(A)

mit ¢o(A) = Skew(A, o) geschrieben werden kann.

Man ist jetzt bereit, den Zusammenhang mit den fritheren Betrachtungen zu erkléren.
Sei wie frither S/Sy eine quadratische Erweiterung von étalen F-Algebren mit dim(S) =
2m, dim(Sp) = m und A(S) = F x F. S kann in einer zentral-einfachen F-Algebra A
von Grad 2m (dim(A) = 64) eingebettet werden, ¢ : S — A. Nach skalare Erweiterung
zu Fyep sei Af,,, = Endp,, (V) fiir ein m-dimensionaler Fy.,-Vektorraum V. Sei o eine
orthogonale Involution auf A, so dass die Einschrinkung von o auf S C A mit der
kanonischen Involution von S/Sy iibereinstimmt. Nimm ausserdem an, dass die Elemente
von Sk, C Ar,, = End(V) eine Zerlegung von V" als Summe von hyperbolischen Ebenen
erhalten (vgl.[1] 8.20). Da fiir Char(F) # 2 die Abbildung f im quadratischen Paar (o, f)
eindeutig durch f(s) = 37Ta(s) definiert wird, schreibt man von nun an C(A,0) statt
C(A,o,f). Aus [1] 8.18 und 8.21 folgt, dass ¢(S) eine kommutative Unteralgebra von
C(A, o) erzeugt. Man wird jetzt sehen, den Uberlegungen von J.-P. Tignol folgend, dass
diese Algebra zu (S/Sp) isomorph ist. Zuerst braucht man

Lemma 1 w(S) erzeugt Q(S/Sy) als F-Algebra.

Beweis. Erinnere dass w : S — Q(S5/Sp) die in Definition 17 definierte Abbildung ist.
OBDA sei F ein Zerfillungskérper von S so dass S = F?™. Seien f;, flfirl <i<m
die minimale Idempotente von S und o(f;) = f/ fiir alle ¢ € {1,...,m}. Die minimale
Idempotente von Q(S/Sp) sind von der Form

g =Y fleffefef]
Sm

fir I C{1,...,m} und

" __

2

fi fallsi& 1,
[l fallsiel.

Im Beweis von 2|, S.33, Prop.4.15, werden die Koeffizienten von w(b) als Linearkombi-
nation der g;’s gefunden. Daraus kann man folgern dass:

w(f) =Yg wd w(f) = g

1% Ii
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Somit kénnen alle minimale Idempotente gr von Q(S/Sp) aus den w(f;)’s und w(f/)’s

durch die Formel
gr =) [Tw(f) (5)

igl iel
gefunden werden und die Behauptung ist bewiesen. O

Lemma 2 ker(co ¢) = ker(w)

Beweis. Mit [1] 8.14 findet man
ker(co¢) = {x € So|Ts, r(x) = 0}.

Da w(s) = Ts,,F fiir alle s € Sp, folgt bereits die Inklusion ker(co ¢) C ker(w). Dann
ist fiir s =3 " (sifi +s,f]) €S

wis) =) (D sit+ ) sa

I gl iel

und daher kann w(s) = 0 sein, nur wenn s; = s} fiir alle ¢ (alle Koeffizienten miissen
verschwinden) und Y ;" s; = 0. Die erste Bedingung bedeutet dass s € Sp; die zweite
dass Ts,/p = 0, das heisst ker(w) C ker(co ). O

Aus diesem Lemma folgt die Existenz einer linearen Abbildung ¢ : w(S) — ¢(S), so
dass
P(w(s)) = e(s) fiir alle s € S.

Theorem 9 FEs existiert eine Einbettung
@ :Q(5/5) — C(4,0)
die durch die Bedingung
P(w(s)) =c(s) fir alle s € S
eindeutig definiert ist.

Fiir den Beweis kann man zuerst annehmen, dass S iiber F zerfillt. Die Behauptung
fiir den allgemeinen Fall folgt dann aus:

Proposition 1 Seien Q und C F-Algebren und U C Q ein F-Unterraum, der € als
F-Algebra erzeugt. Sei f: U — C eine lineare Abbildung. Wenn eine Kdrpererweiterung
K/F ezistiert, so dass f @ Idg : U @p K — C ®@p K sich auf ein K-Algebra Homomor-
phismus fK ®dg : Qepr K — C®p K erweitern ldsst, dann ldsst sich auch f zu einem
F-Algebra Homomorphismus J?: Q — C erweitern.

20



Beweis von Theorem 9. Nimm an dass S = F?™, Dannist A = Endr(V), o hyperbolisch
und S C End(V) erhélt eine Zerlegung von V' in hyperbolischen Ebenen. Identifiziere
A=V ®V wiein [1] 5.1. Aus einer orthogonalen Basis ej, e, ..., e, von V findet man
wie im Beweis von [1] 8.21 eine Basis hy, ..., Ay, h3, ..., h2, von S iiber F mit:

1 1
h; = 5(621‘71 ® egi — €2; @ eg;—1) und hi= 5(621;1 ® egi—1 — €2; @ e3;)
h?,...,h% sind primitive Idempotente von Sy und

1 1
fi= §(h? +hi),  fi= Q(h? — hy)

fiir ¢ = 1,...,m sind primitive Idempotente von S. Es gilt
1 1
c(fi) = 5(1 + egi—1€2i), c(fi) = 5(1 — €2i—1€2;)

und ¢(f;), e(f!) sind orthogonale Idempotente. Fiir I C {1,...,m} definiere analog zu
(5)
b= [T et [T e(f)) € C(4,0). (6)
igl i€l

Die k;’s sind orthogonale Idempotente (da c(f;) und ¢(f/) es sind) und verschieden von

0 fiir alle I € {1,...,m}. Ausserdem folgt aus c(f;) + c(f/) = c(fi + f}) = 1 fiir alle 1,
dass ) ; kr = 1. Der injektive Algebra-Homomorphismus §(S/Sy) — C(A, o), der durch

gr — kr

definiert wird, erweitert die lineare Abbildung ¢ : w(S) — ¢(5), und dank Proposition 1
ist Theorem 9 bewiesen. U

Fiir m = 4 hat man deg(A) = 8 und S/S ist eine der frither betrachteten quadratische
Erweiterungen von étalen Algebren der Dimension vier. Aus 8 folgt dass C'(A,0) ~
(B,d’) x (C,0") fiir zwei zentral-einfachen Algebren B und C von Grad 8 iiber F.

Definition 25: Seien A, B und C zentral-einfache F-Algebren von Grad 8 mit ortho-
gonale Involution, so dass es ein Isomorphismus

Va: (C(Av JA)aa) = (BaaB) X (Cv JC)
gibt. Dann heisst (A, B, C) ein trialitéres Tripel (vgl. [1] 42.A).

Bemerkung: Zentral-einfache F-Algebren der Dimension 8 mit orthogonale Involution
werden von H'(T', PGOg) klassifiziert, wobei PGQOg die projektive orthogonale Gruppe
in 8 Dimensionen bezeichnet. Insbesondere werden zentral-einfache Algebren der Di-
mension 8 mit orthogonale Involution und triviale Discriminante durch die Untergruppe
HYT,PGO{) c HYI',PGOg) klassifiziert. Dabei bezeichnet PGOJ C PGOg die
Untergruppe der Orientierungs erhaltende Elemente.

ol



Aus Z(C(A,0)) = F x F und [1],Prop. 8.12, S.95, folgt, dass, falls ¢ orthogonal ist,
auch ¢’ und ¢” orthogonal sind. Das Tripel (A, B, C) ist somit ein t¢rialitires Tripel. Nach
Theorem 9 kann Q(S/Sy) in C(A, o) eingebettet werden so dass

(A,0) ——=C(A,0) ~ (B,o') x (C,do").
U U U U
S Q(S/So) ~ S’ X S

und die, von der fritheren Konstruktion induzierte, Permutation von S, S’ und S” hingt
somit mit der Trialitdt von A, B und C zusammen.
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