Kapitel VI Minkowski—(Geometrie

§1 Die Metrik

Das Skalarprodukt
(z,9) = 1191 + T2y2 + T3Y3

in R?® fiihrt zum Ldngenbegriff
|z] = \/(x,2) = /23 + 23+ 23 .

€

Zu den rdumlichen Komponenten x = To fiihren wir eine zusatzliche
Zs3

Variable t ein, welche die Zeit darstellen wird. Der Raum

M? =R*xR = {¢=(x,t) |z € R tcR}

heisst Minkowski—Raum. Einfachheitshalber werden wir uns auf die Minkowski—
Ebene
M?=R>xR

beschrinken. Elemente ¢ = (z,t) € M? haben zwei rdumliche Komponenten

T = ( il > und eine Zeitkomponente t. Ein Element & € M? ist ein Ereignis.
2
Sei
i [ @)
$2(t)

t— &(t) = (2(t),t) € M?

eine Kurve in R?. Die “Kurve”

heisst eine Weltlinie. Sie beschreibt den Fahrplan (Ort und Zeit) einer Bewegung,.

+ vt
Beispiel: x(t) = ( i )

Uo + Ugt

beschreibt eine geradlinige Bewegung mit Anfangspunkt (u = ( Zl > , 0> und
2

konstanter Geschwindigkeit v = ( 21 ) )
2



Wir fithren ein Skalarprodukt auf M? ein:
(&n) == 11 + T2y — U

fiir € = (a,8), n = (1, 1)
Die Zahl c ist eine Konstante, verschieden von 0. Physikalisch ist ¢ die Lichtge-
schwindigkeit. Als Linge von £ setzen wir

€= VIO

Fiir ¢ = (z,0), ist |£| = || die iibliche Linge im R% Fiir £ = (0,t) ist |¢| = ct
der Weg eines Lichtstrahles withrend der Zeit ¢. Elemente £ € M? mit (£,&) > 0
heissen Raumuvektoren und solche mit (£,&) < 0 Zeitvektoren. Die Menge

K ={¢eM"|(£¢) =0}

ist der Lichtkegel. Sei Z die Menge der Zeitvektoren. Ein Zeitvektor & = (x,t) € Z
heisst zukunftszeigend, falls ¢ > 0, und vergangenheitszeigend, falls ¢t < 0.

Wir setzen Z, ={{ € Z|t>0} und Z_={{ € Z|t<0}.

L1 Y1
Seien £ = | x4 und 7= [ ¥ Ereignisse und sei
t t’
10 0
L = 01 0
0 0 —c?
Das Skalarprodukt lésst sich als
(€ m) =¢&'Lny
Y1
darstellen, da Ln = Yo . Die orthogonale Gruppe O(2,1) von M? ist die
_C2t/

Menge der (3 x 3)-invertierbaren Matrizen T', welche das Skalarprodukt ( , )
invariant lassen:

O(2,1) :={T' € GLB3) [(T€,Tn) = (&, m)},
[dabei bezeichnet GL(3) die Menge der (3 x 3)-Matrizen, welche invertierbar sind.]

Die Menge O(2,1) ist eine Gruppe fiir die Matrixmultiplikation.
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Satz: Esgilt T e€0(2,1)< T'LT = L.
Beweis: Wir haben (T Tn) = (TE)'LTn = &'T'LTy. Aus
T'LTy = &Ly
fiir alle &, folgt die Behauptung. 0
Aus T'LT = L folgt det(T)* det L =det L. Da det L = —c* # 0, gilt
det T" = +1
fir T € O(2,1). Wir definieren die spezielle orthogonale Gruppe in M? als

SO(2,1) = {T € O(2,1) | det T =1} .

Ubung: Sei K der Lichtkegel und sei T € GL(3). Es gilt

TeSO21)<—=TKCK und detT=1.

Beispiele:
1.) Die Matrix
cosp —singp 0
R(p) = sing  cosp O
0 0 1

liegt in SO(2,1); R(yp) ist eine rdumliche Drehung. Die Zeitvariable wird
nicht geéndert.

2.) Sei
cosha 0 —csinha

H(o) = 0 1 0

—%sinh(x 0 cosha

Die Matrix H(a) liegt auch in SO(2,1) (Ubung!). Sie heisst ein “Lorentz-Boost”.
Sie mischt die erste raumliche Variable und die Zeitvariable.

Die Menge
SO*(2,1) :=={T € SO(2,1) | TZ, C Z.}
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ist eine Untergruppe von SO(2,1). Man kann die Bedingung
TZ, C 7,

als Erhaltung der Kausalitit interpretieren.

t11 t12 t13

Fir T = t21 tzg t23 s sel ’Y(T) = t33.
t31 t32 t33

Satz: Sei T € SO(2,1). Es gilt

T € SOT(2,1) <= ~(T)>0.

Zum Beweis brauchen wir das

I h
Lemma: Sei €= | zo | € Z, festund p= | y2 | . Dann
t t’

neZy =<0, neZ <= (n>0.

Beweis des Lemmas. Wir haben

(€,m) = z1y1 + T2yp — L.

Da ¢,ne Z, gilt
2422 <A und P +yd < A7

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung
(2191 + w2y2)® < (2] +23)(y3 + v3)

folgt
(w191 + T2y2)? < H(tt')?.

Also aus £ € Z, und n € Z, folgt
|11 + Tays| < At

Insbesondere folgt x1y; + 2oy < c*tt’ und (£,n) < 0. Falls £ € Z, und n € Z_,
sogilt t >0 und ¢ <0, also

Ty + Toyp > At und  (€,m) >0,



und umgekehrt. O

Beweis des Satzes. Sei zuerst y(T') > 0; wir zeigen, dass T € SOT(2,1):
Die Bedingung ~(7") > 0 lésst sich als

0
T o0 |ez
1

interpretieren. Sei & = (x,t) € Z, . Es folgt aus dem Lemma, dass

0 al 0 I
<T 0,7 z >=< 0], | z >:—c2t<0,
1 t 1 t

also ist T¢ € Z, . Es folgt also aus v(T) > 0,dass TZ, C Zy und T € SOT(2,1).

Umgekehrt, sei T' € SOT(2,1), d.h. T € SO(2,1) und TZ, C Z,. Wir be-

haupten, dass (7)) > 0. Aus y(T') < 0 folgt (wie oben), dass TZ, C Z_, also
0

T ¢&SO"(2,1). Aus y(T) =0 folgt T 0 | ¢ Z,, also auch T'¢ SO*(2,1). O
1

Beispiele: R(y), H(a) € SOT(2,1).

Satz: Sei T € SOT(2,1). Es gibt ¢, und « so, dass
T = R(p1)H(a)R(p2) -

Beweis: Sei
tin tiz 113

T = | ta te tay | €SOT(2,1).

ls1 ts2  t33
1. Fall: Essei ty3 =1ty =0.Aus T'LT = L folgt —c*t3, = —c?, also 3, =1.
Da ~(T) > 0, ist t33 =1 und es folgt aus T*LT = L noch dass t3; = t35 = 0, also
ti1 t12 0

T = tor toa O
0O 0 1



Die (2 x 2)-Matrix 7" = ( in ?2 > liegt in SO(2), ist also von der Form
21 l22

T — cospp —sin
— \ singy cospy )’

und die Behauptung folgt mit o =0, ¢ = 0.

2. Fall: Es sei (tlg, tgg) 7é (O, O) .

0
t
Der Vektor (;3) ist die Projektion von 7' 0 | auf die (z1,x2)-Ebene. Da
23 1
ty + 133 — P33 = =,

ta3

t
hat ( 13) die Lange cy/v(T) —1 =: B(T). Durch eine Drehung in der (xy,z5)—

t
Ebene um einen Winkel, den wir —¢; nennen, lésst sich < 13) in einen Vektor
23

(5((?)) iiberfithren. Sei

0 B(T)
Es gilt dann 77| 0 | = 0 und B(T)? — Ay(T)? = —c*.
1 (T
Wir wéahlen o € R so, dass
T
cosha = ~(T) sinha:—ﬁ( ),
c
und setzen
T":=H(—a)oT' =H(—a) o R(—p1) o T
Dann ist
0 Y(T) 0 —pB(T) 3(T) 0
T 1 0 = 0 1 0 0 — 0
1 1
5D 0 4(T) (T

Nach Fall 1) ist 7" eine rdumliche Drehung. Wir setzen 7" = R(ys), und es gilt
T = R(¢1)H(a)R(p2) — wie behauptet. O



§ 2 Relativititstheorie

Es folgt aus dem letzten Satz, dass die Boosts wichtige Elemente in SO™(2,1) sind.
Sie lassen sich auf eine andere Art parametrisieren:

Sei
sinh «
v:=ctanha =c .
cosh
Aus cosh? a —sinh? a = 1 folgt
1
cosha = , sinha = v/e
V1 —tanh” « V1 —tanh? o
Also . /
v/c
cosha = , sinha = ,
V1—v%/c? V1—v%/c?
so dass . B
\1-v2/c? v/ 1-v2/c?
H(a) = 0 1 0

—v/c

2
e 0 —L
1—v2/c2? v/ 1—v2/c?

Die zweite Raum—Richtung bleibt fest. Lassen wir diese Koordinate weg, so erhalten

wir eine Transformation 7' von M! = { (j) ‘ reR,te R} ,

1 —v
T \/1702/02 \/1702/(:2 (5;‘1) T(x)

- —v/c? 1 ) T = .
\/1702/02 \/1702/(:2 t t

Es gilt also

e T - vt
1—v2/c? \/171)2/(:2 ’
S
\/171)2/02 \/171)2/(:2 ’

Diese Transformation heisst (homogene) Lorentz—Transformation. Eine inhomogene
Lorentz—Transformation hat die Form

-~ T vt
ro= \/1702/02 N \/171)2/02 T Zo
%v = —(w/)e + L + 1.

\/1702/02 \/171)2/(:2

Wir wollen diese Lorentz-Transformationen als Koordinatentransformationen inter-
pretieren:



x
Annahme: (t) seien die Weltkoordinaten eines Ereignisses E beziiglich eines

Beobachters O und (E;) seien die Weltkoordinaten von E beziiglich 0.

Behauptung: 9] bewegt sich beziiglich O mit der Geschwindigkeit v .
Beweis: Da T =0 (fiir O) folgt
z vt

0 = = +
V1=0v2/2 /1 -2/ o

also gilt fiir die Koordinate z von O (beziiglich. O)

z = vt + Konstante

OJ
Ezxperiment:

Sei A ein Lineal der Lénge 1 im System (Z, ?) Es bewegt sich also mit der Ge-
schwindigkeit v beziiglich des Systems (x,t). Seine Lénge [ zur Zeit ¢ = 0 im
System (zx,t) ist gegeben durch

l

V1—0v2/c2

1 :E:

Also I = /1 —v%/c? <1.
Umgekehrt, sei A ein Lineal der Linge z = 1 beziiglich (z,t). Seine Linge I
beziiglich (z,t) zur Zeit t =0 ist

> x — vt B 1—wt
V1—0v%/c? V1—v?2/2
Da
0 -7 — —(v/A)x +t

V1—v2/2
folgt t = v/c® und 1 = \}% = 1—0v2/c2.

Beide Liangen sind gleich. Diese Tatsache ist Teil des “Relativitétsprinzips”.



Beispiel: (Einstein—Zug)
Der Bahnhof (System (z,t)) habe die Linge 100 m. Der Zug (System (,7)) habe

die Lénge 200 m und bewegt sich mit einer Geschwindigkeit v = @c. Die Lénge
des Zuges ist fiir den Bahnhofvorstand

v? 1
i = 1— — -200m = =-200m = 100 m
C 2

und der Bahnhof hat die richtige Lange! Die Lange des Bahnhofs ist fiir den Zugfiihrer
~ 1
I, = 5-100m =50 m,

ist also viel zu kurz!
Die Léangen in Richtung der Bewegung werden gekiirzt. Entsprechend wird die Zeit
dilatiert: ein Zeitabstand At im System (x,t) an der Stelle z = 0 wird als

~ (v r+A A
AT — (v/c*)x+ At t

VI 12/

> At

gemessen.

Fiir ¢ — oo reduzieren sich die Lorentz-Transformationsformeln

T = i (o)
Z/ = (—’U/C2)x+t (_'_t0>

ey

auf die Galilei—Transformationen:
T=x—uvt (4

=t (+t0)

§ 3 Addition der Geschwindigkeiten

Sei T = wt

eine Bewegung im (z, ?)—System, mit konstanter Geschwindigkeit w . Im Galilei—
System haben wir

Also r=(@v+w)t,



und die Bewegung hat die Geschwindigkeit

im System (x,t) (“Addition der Geschwindigkeiten”).

Es sieht anders aus in M2 :

Aus T=wt

_ _ 2
folgt x — vt _ 1 (v/c*)x

V1—0v2/c? w\/l—v?/c2

oder x(1+%) = vt + wt,
v+ w

v 14+ wv/c?

Also ist die relativistische Formel fiir die Addition der Geschwindigkeiten:

v+ w

v 1+ovw/c?

Ubung: Aus 0 <v < c und 0 < @ < ¢ folgt

v+ w

0< ———= <
1+ovw/c? ¢

Beweis: Extremalaufgabe! Beniitze Methoden aus der Analysis.
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