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Der Satz von Pascal Pancalet

Die Satze von
Pascal, Carnot und
Brianchon

Die sechs Punkte 1-6 liegen
auf einem Kegelschnitt

—

die drei Punkte

(1—-2)A(4—5)
(2-3)A(5—6)
(3—4)A(6—1)

liegen auf einer Geraden
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Der Satz von Carnot

Die Satze von
Pascal, Carnot und
Brianchon

Die sechs Punkte 1-6 liegen
auf einem Kegelschnitt

—

die drei Geraden
[(1-2)AB-4)]-[(4-5)A(6-1)]
(2-5)
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Der Satz von Carnot Ponclet

Die Satze von
Pascal, Carnot und
Brianchon

Die sechs Punkte 1-6 liegen
auf einem Kegelschnitt

—

die drei Geraden
[(1-2)AB-4)]-[(4-5)A(6-1)]
(2-5)
(3-0)

schneiden sich in einem Punkt
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Die Satze von
Pascal, Carnot und
Brianchon

Die sechs Geraden @—-®
sind tangential an einen
Kegelschnitt

—

die drei Geraden
(DNO@)— (®AB)
(ON®)— (®A®)
(OND)—- (®ND)

schneiden sich in einem Punkt
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Carnot* (duale Form von Carnot)

Die Satze von
Pascal, Carnot und
Brianchon

Die sechs Geraden @—-®
sind tangential an einen
Kegelschnitt

—

die drei Punkte
[(DANQ)—(@OA@D)A[(®A®)—(®AND)
(N ®)

liegen auf einer Geraden
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b3
al/

%,
| = (31 - 32) N (bl - b2)
X = (32 — b3) AN (b2 — 33)
I = (33 - 31) A (b3 - bl)
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Der Satz von Poncelet fiir Dreiecke Pancalet

a1 az as a1 a2

/ Poncelet fiir
8 5! 5
l \x I I Dreiecke

bl b2 b3 b1 b2




Der Satz von Poncelet fiir Dreiecke

a an as ai a2
b1 by b3 b1 bo
ai an as al an
1 2 6 1 2
i % 3 4 5
b1 b2 b3 b1 b2
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Poncelet fiir Dreiecke

a an as ai a2
b1 b2 b3 b1 b2
ai an as ai a2
1 2 6 1 2
4 5 3 4 5
b1 b2 b3 b1 b2

Mit dem Satz von Pascal sind | — X — I’ kollinear.
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Der Satz von Poncelet fiir Dreiecke Pancalet

a @ a

a_ @ a @ a  ®
; >< TRV S

b1 ® b2 @ b3 ® b1 ® b2

Mit Carnot* sind @—® genau dann tangential an einen
Kegelschnitt, wenn die drei Punkte

[(DA®) — (®AD)A[@®AB)— (©AD)
(@ A ®)
(® A ©)

kollinear sind: das heisst wenn X — [ — I’ kollinear sind.
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Der Satz von Poncelet fiir Dreiecke Poncelet

Poncelet fiir
Dreiecke
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Der Satz von Poncelet fiir n-Ecke (n > 4) > Pomcaat

apn—1 an ap a»
Allgemeiner Fall
bn—l bn b1 b2
> ai,...,a, und by,..., b, Punkte auf Kegelschnitt K
> a1 —az,...,ap —ai und bl—bz,...,bn_l—bn

tangential an Kegelschnitt C



Der Satz von Poncelet fiir n-Ecke (n > 4) > Pomcaat

apn—1 an ap a»
Allgemeiner Fall
bn—l bn b1 b2
> ai,...,a, und by,..., b, Punkte auf Kegelschnitt K
> a1 —az,...,ap —ai und bl—bz,...,bn_l—bn

tangential an Kegelschnitt C

Es ist zu zeigen, dass b, — b; ebenfalls tangential an C ist.
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Lemma Poncelet
Fiir n > 4 sind die drei Schnittpunkte

| = (31 = 32) VAN (b1 = b2)
(a2 — bp—1) A (b2 — an-1)
(an—l - an) A (bn—l - bn)

X

Allgemeiner Fall

l/

paarweise verschieden und kollinear.




Verankerung fiir n gerade

n gerade und k = 7:

k-1 ©@ ak ©) A+l ® Ak+2

777/4;; 77777777777777 ;71/777

b1 ® by @ biy1 @ b2

Mit Carnot* sind | — X — I kollinear, womit das Lemma im

Fall n = 4 bewiesen ist.
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Verankerung fiir n ungerade Poncelet

n+1.
5

n ungerade und k =

Allgemeiner Fall

bi+1

Mit dem Satz von Pascal sind / — X — I’ kollinear.
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Behauptung 1 Poncelet

Fir pgmit2<p<qg<n-—1gilt:

ap-1 p+1 3g+1

Allgemeiner Fall

bp—1 bg+1

dp—1 ap ap+1 dg—1 dg ag+1
lp—1-- _____>X<_ = g1

bpfl bp bp+1 ..... bqfl bq bq+1

Sind I,, X, I, paarweise verschieden, so auch /,_1, X, lg41.



Beweis Behauptung 1

(a) Mit dem Satz von Brianchon sind die Geraden «, v, €

paarweise verschieden und kopunktal.
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Beweis Behauptung 1 P b

5 ap dg
Y b C by
X |
..... . 3 Allgemeiner Fall
« bp bq

(b) Nach Voraussetzung schneiden sich die Geraden «, 3,
im Punkt X, also schneiden sich auch die Geraden ¢
und 3 in X.
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Beweis Behauptung 1 P b

1) p=Tt; / ""CFFl_ Allgemeiner Fall

(c) Mit dem Satz von Brianchon sind die Geraden £, ¢, &
paarweise verschieden und kopunktal.



Beweis Behauptung 1 %% pomeen "
€
Pomsq 3 @253 / """"""" %.® dq+1
1) ',pfxg // 'ITFFl_ Allgemeiner Fall

(c) Mit dem Satz von Brianchon sind die Geraden £, ¢, &
paarweise verschieden und kopunktal.

Aus (b) folgt, dass sich 3, €, 6 im Punkt X schneiden.

Somit sind /,_1 — X — l441 kollinear, was zu zeigen war.



Behauptung 2

Fir pgmit2<p<qg<n-—1gilt:

-1 ap+1 d9-1  dq dg+1
bpfl bp bp+1 bqfl bq bq+1

ap_l ap ap+1 dg—1 dg ag+1

bp—1 by bp+1 bg—1  bq bgi1
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Beweis Behauptung 2 %% pomeen "
ap dq
c . . S Allgemeiner Fall
bP bq

(a) Nach Voraussetzung sind l,_; — X — lg41 paarweise
verschieden und kollinear.
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Beweis Behauptung 2 P b

Allgemeiner Fall

(b) Mit dem Satz von Pascal sind die Punkte /,_1 — X — J
paarweise verschieden und kollinear.
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Beweis Behauptung 2 P b

Allgemeiner Fall

(c) Mit dem Satz von Pascal sind X’ — J — I541 paarweise
verschieden und kollinear.
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Beweis Behauptung 2 P b

Allgemeiner Fall

(c) Mit dem Satz von Pascal sind X’ — J — I541 paarweise
verschieden und kollinear.

Aus (a)—(c) folgt, dass lp—1 — X' — Ig41 paarweise
verschieden und kollinear sind, was zu zeigen war.



. zuruick zum Lemma

Mit Behauptung 1 haben wir

dp-1 ap dp+1 dg—1 dq dg+1

bg+1

ap_l ap ap+1 dg—1 dg ag+1

bp—1 by bp+1 bg—1  bq bgi1
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. zuruick zum Lemma

. und mit Behauptung 2 haben wir

-1 ap+1 d9-1  dq dg+1
bpfl bp bp+1 bqfl bq bq+1

ap_l ap ap+1 dg—1 dg ag+1

bp—1 by bp+1 bg—1  bq bgi1
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. ZurﬁCk Zum Lemma Poncelet

. und durch wiederholtes Anwenden dieser Prozesse sind
wir schliesslich in der Situation des Lemmas:

Allgemeiner Fall
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Beweis des Theorems von Poncelet Poncelet

Allgemeiner Fall

an—1 an ai ar
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Beweis des Theorems von Poncelet Poncelet

Wir fiihren folgende Punkte ein:

J = (a,,_l — 31) A (bn—l — bl)
Allgemeiner Fall

X' = (a,, — bl) A (bn — 31)

a a a1 fap a ap

by b by by b by
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Beweis des Theorems von Poncelet Poncelet

a1 an mal ar Allgemeiner Fall

1 2 — 6 1 2
I J I
X
4 5 _ 3 : 4 i s
by b, b~y b b b,

(a) Mit dem Satz von Pascal sind | — X — J paarweise
verschieden und kollinear.
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Beweis des Theorems von Poncelet Poncelet

a1 ar

mal a, Allgemeiner Fall

(b) Mit dem Satz von Pascal sind I’ — J — X’ paarweise

verschieden und kollinear.



Beweis des Theorems von Poncelet e B
a v S a1 .-':.:an ai a2 Allgemeiner Fall
I iy XX
by by bysy b by by

Da mit dem Lemma, die Punkte /| — X — I’ paarweise
verschieden und kollinear sind, folgt mit (a) und (b), dass
auch | — X’ — I’ kollinear sind.
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Beweis des Theorems von Poncelet Poncelet

N ,I/,,- ,,,,,, X/i o -;7/ o Allgemeiner Fall

» Weil | — X" — I’ kollinear sind, folgt mit Carnot*, dass
@®-® tangential an einen Kegelschnitt C’ sind.



BEWEiS des Theorems von Poncelet Das Theorem von

Poncelet

_ ,I/,é ,,,,,, 4 . , _ Allgemeiner Fall

» Weil | — X" — I’ kollinear sind, folgt mit Carnot*, dass
@®-® tangential an einen Kegelschnitt C’ sind.

> Weil ein Kegelschnitt durch fiinf Tangenten bestimmt
ist, und ©,®,®,®,® tangential an C sind, sind C und
C’ dieselben Kegelschnitte.
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Beweis des Theorems von Poncelet Poncelet

N ,I/,é ,,,,,, 4 _ 7/ o Allgemeiner Fall

» Weil | — X" — I’ kollinear sind, folgt mit Carnot*, dass
@®-® tangential an einen Kegelschnitt C’ sind.

> Weil ein Kegelschnitt durch fiinf Tangenten bestimmt
ist, und ©,®,®,®,® tangential an C sind, sind C und
C’ dieselben Kegelschnitte.

» Somit ist @ tangential an C, was zu zeigen war.
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Eine Folgerung

a a an dn43 an42 dn+1
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