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Algebra |

Musterlosung 7

Gruppenoperationen und zwei Ringe

43.

44.

Sei GG eine Gruppe und H eine Untergruppe.
(a) Zeige, dass die Abbildung G x G/H — G/H, (9,9'H) — gg’'H eine Gruppenopera-
tion definiert.

(b) Zeige, dass diese Operation transitiv ist. Das bedeutet, dass die Operation nur eine Bahn
besitzt.

(c) Bestimme ihre Stabilisatoren.

(d) Zeige, dass S7 keine Untergruppe vom Index 6 hat.
Losung: (a) Wir miissen zwei Bedingungen nachpriifen, ndmlich

e fiiralle g, h,¢ € G gilt (gh)g'H = g(hg’H) und
o fiiralleg € Ggiltey H =¢'H.

Beide sind wegen der Assoziativitit der Multiplikation in GG offensichtlich erfiillt.

(b) Seien ¢', ¢ € H. Dann liegen wegen (¢"¢'~')g’H = ¢"H die Nebenklassen ¢’ H und
¢" H in derselben Bahn. Somit gibt es nur eine Bahn und die Operation ist transitiv.

(c)Seig € G.Damnist Stg(¢H) ={9 € G:9¢H=gH}={9geG:g g9 € H}.

(d) Sei H < S; eine Untergruppe vom Index 6 und betrachte die oben definierte Grup-
penoperation S; x S7/H — S;/H. Wegen |S;/H| = 6 gibt uns das einen Homomorphis-
mus p: S; — S(S7/H) = Sg. Die einzigen normalen Untergruppen von S; und somit die
einzigen Moglichkeiten fiir ker(y) sind {e}, A; und S;. Nach dem Homomorphiesatz gilt
S7/ker(y) = Im(y). Da die Operation transitiv ist, muss das Bild von ¢ mindestens 6 Ele-
mente haben. Daher gilt auch [S7 : ker(¢)] > 6. Somit muss ker(y) = {e} sein. Dann ist ¢
aber injektiv und wegen |S7| > |Sg| ist das nicht moglich.

Die multiplikative Gruppe R* der reellen Zahlen operiere auf R? durch

b
ge aab = <gaa_)7
(a,b) J
wobei g € R* und (a,b) € R?.

Bestimme die Bahnen und Stabilisatoren dieser Operation.

Lésung: Die Bahn eines Elements (a, b) € R? ist die Menge
R*(a, b) = {(ta, b/t) : t € R*}.

Es gibt damit folgende Bahnen:
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e a,b # 0: Hyperbeln zy = ab, denn jeder Punkt einer solchen Hyperbel erfiillt x =
ta, y=>0b/tmitt =b/y = x/a # 0.

e a =0, b+# 0: y-Achse ohne Ursprung.
e b =0, a# 0: z-Achse ohne Ursprung.
e (a,b) = (0,0): Ursprung.

Der Stabilisator von (a,b) € R? ist die Menge aller ¢ € R* mit ta = a, b/t = b. Diese ist
{1} fiir (a,b) # (0,0) und R* fiir (a,b) = (0, 0).

Sei G x M — M eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M und sei f eine
Auswahlfunktion der Menge der Bahnen M /G, d.h. f: M /G — M und fiir jedes N € M/G
ist f(N) € N.

Zeige, dass gilt

(M| = > [G:Sta(f(N)].

NeM/G

Lisung: Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir jedes x € X gilt [G : Stg(x)] = |Gz|.
Ausserdem gilt mit N = G f(N) auch

M= UNE]V[/GN - UNeM/GGf(N)'

Zusammengefasst heisst das

M| = ’UNeM/GN’ = 3 (6 Sta(F(V)]-

NeM/G

Finde eine Menge M und eine Gruppenoperation der Dodekaedergruppe D auf M, sodass
die Sylow 2-Untergruppen von D genau die Stabilisatoren sind, d.h.

Syly(G) = {Stg(z) : z € M}.

Losung: Bezeichne das Dodekaeder mit X und sei d(X) die Menge aller Diagonalen durch
Seitenmittelpunkte. Sei M := d(X) xd(X) xd(X). Esist |M| = 15. In Worten ausgedriickt
besteht M aus allen geordneten Diagonalentripeln, deren drei Elemente paarweise senkrecht
aufeinander stehen. Nun folgt die Aussage mit der Losung von Aufgabe 34(c).

Sei G x M — M, (g,x) — g-x eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M und
sei F (M) die Menge aller Funktionen f: M — R.

Zeige, dass die Abbildung

GxF(M) — F(M)

(9. f) =g+ f mit (g% f)(x) = flg7 o)
eine Gruppenoperation ist und bestimme ihre Fixpunkte.

Losung: Wir miissen zei Bedingungen nachpriifen, namlich

o firalleg,h € Gundalle f € F(M) gilt (g * (h* f))(x) = ((gh) * f)(z) und
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o fiiralle f € F(M)gilt (g % f)(x) = x.

Die zweite Bedingung ist offensichtlich. Fiir die erste rechnen wir

(g (hx ))(@) = (hx f)g~ ex) = f(h (g™ e2)) = f((gh) " ex) = ((gh) * [)(=).

Eine Funktion f € F(M) ist genau dann ein Fixpunkt fiir die Operation, wenn fiir jedes
r € Mund g € G gilt f(x) = f(g7" x). Das ist genau dann der Fall, wenn f konstant auf
den Bahnen der Operation - ist, also wenn f Elemente derselben Bahn auf dieselbe reelle
Zahl abbildet.

Sei (G, +) eine additive abelsche Gruppe und sei End(G) die Menge der Endomorphismen
von G.

Zeige, dass (End(G),+, ) mit (fi+ f2)(g) := fi(g)+ f2(g) und (f1° f2)(9) :== f1(f2(9))

zu einem Ring wird.

Losung: Offensichtlich sind + und - wohldefiniert und assoziativ. Auch Kommutativitit
der Addition folgt offensichtlich daraus, dass (G, +) abelsch ist. Das neutrale Element der
Addition ist die Abbildung, die jedes Element aus GG auf 0 € G schickt. Fiirein f € End(G)
gilt klarerweise (—f)(g) = — f(g). Das neutrale Element der Multiplikation ist die Identitit.
Um Distribuitivitit nachzupriifen, seien f, f2, f3 € End(G) und sei g € G beliebig. Dann
gilt

f1€End(G)

(fie(fat f3))(g) = [i((f2+ f5)(9)) = f1(f2(g) + f3(g)) f1(fa(9)) + f1(f3(9))
= (fiof2)(g) + (fro f3)(g9) = (fre fa+ fie f3)(9)

und

((fr+ f2) o f3)(9) = (fr + fo)(f3(9)) = fi(fs(9)) + fa(fs(9))
= (fie f3)(g9) + (fae f3)(9) = (fr1o f3 + fao f3)(9)-

Somit haben wir alle Ringaxiome nachgepriift.

Sei S eine nicht leere Menge. Auf der Potenzmenge Z(.S) (d.h. der Menge aller Teilmengen
von S) definieren wir zwei binédre Operationen @ und * wie folgt:

XxY =XNY

und
X@Y:=(X\Y)U(Y\X).
(a) Zeige, dass (2(S5),0,S,®, *) ein kommutativer Ring ist.

(b) Zeige, dass eine nicht leere Menge a C Z?(S) genau dann ein Ideal ist, wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

i) FirX,Y eaist XUY € q,
(ii) ist X € a,s0ist Z(X) C a.

Losung: (a) Offensichtlich sind & und % wohldefiniert.



Wir priifen nun nach, dass (Z(S), @) eine abelsche Gruppe ist. kommutativitit von @ ist
offensichtlich. Fiir die Assoziativitit, seien X, Y, Z C S. Dann gilt

XoYoZ)=X\(Y\2)UEZ\Y)U((Y\2)U(Z\Y))\X)

=
=(X\(YUZ)UX\(ZUX)U(Z\(XUY)U(ZUX)U(XNYNZ)
(
(

(XAY)UX\NX)\2)U(Z\ (X \Y)U Y\ X))
= (XaY)®Z

Weiter ist () das neutrale Element und jedes X C S offensichtlich sein eigenes Inverses.

As nichstes zeigen wir, dass (Z?(X), ) ein kommutatives Monoid mit 1 ist. Offensichtlich
st * kommutativ. Assoziativitit von * ist bekannt. Das neutrale Element von * ist offensicht-
lich X.

Fiir die Distribuitivitit seien X, Y, Z C X. Dann gilt

X+ (Y@Z) =X ((Y\Z)U(Z\Y)) = (XN (Y\Z)U(XN(Z\Y))
— (XNY)\Z)U((XN2)\Y)
— (XNY)\(XN2)U(XN2Z)\(XNY))
=XxYPXxL.

Wegen Kommutativitit von  folgt damit auch sofort (X & Z)« Z =X xZ DY * Z.

(b) Sei a C #(S) ein Ideal. Sei X € a. Sei X’ C X.Dannist X' = X' UX = X’ % X und
daher folgt X’ € a. Somit haben wir (ii) bewiesen. Seien nun X, Y € a. Wegen (ii) ist dann
X\Y €a Esgiltsomit XUY = (X \Y)@®Y € a. Somit ist (i) erfiillt.

Sei nun ein a C &(X) gegeben, das (i) und (ii) erfiillt. Seien X, Y € a. Dann liegen wegen
(ii) die Mengen X \ Y und Y \ X in a und mit (i) folgt

Xo(-Y)=XaY =(X\Y)U(Y\X)e€a

Da a zudem nicht leer ist, ist es somit eine additive Untergruppe von Z2(X). Seien nun
X CSundY € a.Dannist X «xY = X NY C Y und wegen (i) ist das ebenfalls ein
Element von a. Somit ist a ein Ideal.



