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Musterlosung 4

Endlich erzeugte abelsche Gruppen
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Seien m < n positive natiirliche Zahlen und sei G = C,, x C,,. Zeige: Dann existieren
k,l € IN mit £ < mund k|l, fiir die G =~ C}, x C ist.

Losung: Seien py, . . ., p, paarweise verschiedene Primzahlen und a4, . . . , o, positive natiir-
liche Zahlen mit m = [[,_, p". Seien genauso ¢i,...,p, paarweise verschiedene Prim-
zahlen und By, ..., B, natiirliche Zahlen mit n = []}_, qu . Wiederholtes Anwenden von
Aufgabe 7. ergibt Cy, = [[;_; Cpoi und €, = [}, C’q_sj. Insgesamt folgt

Cp x C = (ﬁ Cp?i) x <ﬁ Cq@j> .
i=1 j=1 "’

Falls p1,...,pr, @1, . .., qs paarweise verschieden sind, das heisst, falls m und n teilerfremd
sind, gilt £ = 1 und [ = mn. Ansonsten seien nach Umnummerierung p; = q1,...,p; = ¢
fir ein 1 < t < min{r, s}, so dass pgy1,...,Pr, @41, - - - , §s paarweise verschieden sind. Mit

Umsortierung der Faktoren gilt nun
t t r S
Cm X CTL = H Cp;nin{ai,ﬁi} X H Cpmax{ai,ﬁi} X H Cp‘:z X H Cqﬂj .
i=1 j=1 i=t+1 j=t+1 7

Somit gilt C,,, x C,, = C} x C; mit

k= li[p;nin{aiﬂi}
i=1

| = (ﬁp?ax{aiﬂi}> % (ﬁ plqi) % <1i[ ij>'
i=1 i=t11 j=t+1

Sei G = Z X Zx7/)27 x 7.]AZ x 7,127, x 7./607Z.. Bestimme [G : nG] firalle2 < n < 7.

Losung: Wir beweisen zuerst, dass fiir alle abelschen Gruppen G und H gilt, dass
2(Gx H)=2G x 2H

und
|G x H:2G x2H]| =[G : 2G] - [H : 2H]

ist. Seien g € G und h € H beliebig. Dann ist 2(g, h) = (2g, 2h). Daraus folgt die Inklusion
2(Gx H) € 2Gx2H.Seiennun g € 2G und h € 2H. Dann existieren ¢’ € Gund 2’ € H mit
g = 2¢' und h = 2h/. Fir diese gilt (g, h) = 2(¢’, h’). Deshalb folgt 2(G x H) 2 2G x 2H.
Nach dem zweiten Isomorphiesatz mit X' = G x {e} und N = 2G x H sind G x H/2G x H



und G/2G isomorph. Analog konnen wir 2G' x H/2G x 2H =~ H/2H zeigen. Nach der
Multiplikativitidt des Indexes gilt

[Gx H:2G x2H] =[G x H:2G x H| x [2G x H : 2G x 2H] =[G :2G]-[H : 2H].

Seien nun m,n > 1 eine natiirliche Zahlen. Dann ist n(Z/mZ) < 7Z,/mZ. eine Untergruppe
einer zyklischen Gruppe und somit zyklisch. Mit Aufgabe 6a sehen wir, dass die maximale
Ordnung eines Elements dies Gruppe gleich kgv(m ") ist. Somit gilt |n(Z/mZ)| = MZ

und daher Z/mZ : n(Z/mZ) = =5 = ggT(m n).
Beachte ausserdem, dass [Z : nZ| = n ist.

Wir setzen nun n = 2. Es gilt

[Z,/27. - n(Z,/27.)] = ggT(2,2) =2
|Z,/A7. - n(Z,/AZ)] = ggT(4,2) =2
[Z2,/127. - n(Z,/127)] = ggT(12,2) = 2
[Z,/60Z : n(Z,/60Z)] = ggT(60,2) = 2
Somitist [G:nG]=2-2-1-2-2-2=32.
Genauso ist mit n = 3
[2/27. : n(Z,/27))] = ggT(2,3) =1
|Z,/AZ. - n(Z,/AZ)] = ggT(4,3) =1
[72,/127. - n(7,/127)] = ggT(12,3) =3
[Z,/60Z : n(Z,/60Z)] = gegT(60,3) = 3.
Somitist [G:nG|]=3-3-1-2-3-3 = 162.
Genauso ist mit n = 4
|Z,/27. - n(Z,/27.)] = ggT(2,4) =2
|Z,/A7. - n(Z,/AZ)] = ggT(4,4) = 4
[Z2,/127. - n(Z,/127)] = ggT(12,4) =
[Z,/60Z. : n(Z,/60Z)] = ggT(60,4) =
Somitist [G:nG|=4-4-2-4-4-4 = 2048.
Genauso ist mitn = 5
[Z,/27. - n(Z,/27)] = ggT(2,5) =1
[Z,/AZ. - n(Z,/AZ)] = ggT(4,5) =1
[Z2,/127. - n(7,/127)] = ggT(12,5) =1
[Z,/60Z : n(Z/60Z)] = ggT(60,5) = 5.
Somitist [G:nG|]=5-5-1-1-1-5=125.
Genauso ist mit n = 6
[Z,/27. - n(Z,/27.)] = ggT(2,6) = 2
|Z,/A7. - n(Z,/AZ)] = ggT(4,6) = 2
[Z2,/127. - n(Z,/127)] = ggT(12,6) =6
[Z,/60Z : n(Z,/60Z)] = ggT(60,6) = 6.
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Somitist [G:nG] =6-6-2-2-6-6 = 5184.

Genauso ist mitn = 7

[2/2Z : n(Z,)2Z)] = ggT(2,7) = 1
[Z/AZ : n(Z/AZ)] = geT(4,7) = 1
[2/127Z. - n(Z,/127)] = ggT(12,7) = 1
[Z,/607Z : n(Z,/60Z)] = ggT(60,7) = 1.

Somitist [G:nG|]=7-7-1-1-1-1=49.

(a) Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Bestimme Aut(Z/nZ).

(b) Finde Homomorphismen v, 12, 13: Aut(Z/127) — Aut(Z/15Z), sodass die Grup-
pen Aut(Z/12Z)/ ker(v;) fir i = 1,2, 3 paarweise nicht isomorph sind.

Losung: (a) Sei p: Z/nZ — 7Z./nZ. ein Homorphismus. Sei k& € Z mit ¢(1) = k + nZ.
Dann gilt jetzt fiir jedes g € Z/nZ die Gleichung ¢(g) = kg. Umgekehrt ist auch fiir jedes
k € 7 die Abbildung ¢: Z/nZ — 7.,/nZ, g — kg ein wohldefinierter Homomorphismus.
Da Z.,/nZ endlich ist, ist dieser genau dann bijektiv, wenn er surjektiv ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn {p(1)) = Z/nZ gilt, also genau dann, wenn ggT(k,n) = 1 gilt. Deshalb ist
(Aut(Z/nZ),0) = ({k + nZ : ggT(k,n) = 1}, ).

(b) Mit (a) finden wir Aut(Z/12Z) = {1 + 12Z,5 + 12Z,7 + 12Z, 11 + 12Z}. Wegen
52 ~ 7?2 =~ 112 =~ 1 mod 12 ist dies isomorph zu Cy x Cy. Weiters ist Aut(Z/15Z,) ~
{1+ 15Z,2 + 15Z,4 + 15Z,7 + 15Z,8 + 15Z,11 + 15Z,13 + 15Z, 14 + 15Z}. Dies
muss isomorph zu Z/87, 7,/27. x 7./AZ. oder Z./27, x 7./27, x Z7./27. sein. Wegen 23 = 8
hat 2 4+ 157 Ordnung 4. Durch ausprobieren stellen wir fest, dass dies ein Element mit
maximaler Ordnung ist. Somit ist Aut(Z/15Z) = Cy x Cj.

Wir miissen also Homomorphismen v; : CoxCy — Cox Cy finden, sodass (Cy x Cy)/ ker(1);)
paarweise nicht isomorph sind. Sei g ein Erzeuger von C5 und sei h ein Erzeuger von C).
Sei ¢, der triviale Homomorphismus, dann ist (Cy x Cy)/ker(1;) = {e}. Sei 1o gegeben
durch ¥5(g,e) = (g,e) und ¥y(e,g) = (e,e). Dann ist (Cy x Cy)/ker(¢n) = Cs. Sei 95
gegeben durch 15(g,e) = (g, e) und 1s(e, g) = (e, h?). Dann ist 5 injektiv und daher gilt
(Cz X C’Q)/ker(iﬂg) = 02 X Cg.

Zuriickiibersetzt in Homomorphismen von Aut(Z/127.) nach Aut(Z/15Z.) entsprechen die-
se zum Beispiel folgenden Homomorphismen. Der Homomorphismus /; schickt jeden Au-
tomorphismus auf die Identitit. Der Homomorphismus 1) schickt Multiplikation mit 11 nach
Multiplikation mit 11 und Multiplikation mit 1, 5, 7 auf die Identitdat. Der Homomorphismus
13 schickt Elemente der Ordnung 2 aufeinander, also zum Beispiel Multiplikation mit 5 auf
Multiplikation mit 4, Multiplikation mit 7 auf Multiplikation mit 4 und Multiplikation mit
14 auf Multiplikation mit 11.

(a) Zeige, dass {(1,1)) < Z x Z nicht Produktform hat. Das heisst, es existieren keine
Untergruppen Hy, Hy < Z mit {(1,1)) = Hy x H,.

(b) Zeige, dass jede endlich erzeugte Untergruppe von (Q, +) trivial oder unendliich zy-
klisch ist. Insbesondere ist () nicht endlich erzeugt.

(c) SeiG = (Q*,"). Zeige, dass der Index [G : G?] unendlich ist.
Losung: (a) Seien Hy, Hy < Z.Falls H; = {0} ist, gilt H; x Hy < Z x {0}, also insbesondere

auch ((1,1)) # H; x H,. Deshalb wissen wir H; # {0} # Hs und somit H;, Hy =~ 7. Dann
ist aber H; x Hy =~ 7 x Z nicht zyklisch und kann daher nicht gleich {(1, 1)) sein.
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(b) Seien %,... Pe Q\{0} mit ggT(p;,q;) = 1furallei = 1,...,n.Seil <i < n

? gn

beliebig. Wegen

pi _pi-kgVig, - qn) 1
qi q; kgV (g1, .-, qn)
und
pi-keVig,- - qn) o,
qi
liegt

Di < 1 >
— € .
qi kgv((ha s 7qn)

Da i beliebig war, impliziert das, dass

—,...,—F€
¢ In kgV (g, ..., qn)

i) < (v
@’ g kgV(gqi, ..., qn)

Somit ist <Z—1, ey z—:> eine Untergruppe einer unendlich zyklischen Gruppe und nach Auf-
gabe 12 ebenfalls unendlich zyklisch.

liegt. Also gilt auch

(c) Seien p und ¢ verschiedene Primzahlen in IN = G. Dann liegt ¢~ 'p = § nicht in G2. Das

bedeutet nach Aufabe 14, dass pG? # ¢G? ist. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, muss
(G/G* unendlich viele Elemente haben. Also ist der Index [G : G?] unendlich.

Hauptsatz tiber endlich erzeugte abelsche Gruppen.

(a) Beweise folgende Variante des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen
(Korollar 4.5): Sei GG eine endlich erzeugte abelsche Gruppen. Dann existieren natiirli-

che Zahlen n, k, paarweise verschiedene Primzahlen py, . .., p, und fiirjedes 1 <7 <n
existiert eine positive natiirliche Zahl 7, und positive natiirliche Zahlen o1, . . . , a;;, mit
n i
~ o k
G=|[][]Cz ) =2
i=1 j=1

Der Hauptsatz darf dabei verwendet werden.
(b) Zeige: Diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
(c) Zeige: Die Zerlegung Korollar 4.5 ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
(d) Bestimme, bis auf Isomorphie, alle abelschen Gruppen der Ordnung 72.
Losung: (a) Laut Vorlesung existieren natiirliche Zahlen k£ und n4] . . . |ng mit

G=Cy x-xCy, x7ZF

Fiir jedes 1 < 7 < s konnen wir n; als n; = H?Z"l ngj
mit Aufgabe 7, dass C,,, = ]—[k" Cpan_ij ist. Also gilt

J=1
n;J

in Primfaktoren zerlegen und es gilt



Durch Umsortierung der Faktoren folgt die Behauptung.
(b) Seien A
G~ (HHCP?”) X Zk
i=1j=1
und

i=1j=1

~ - !
G = (]‘[]‘[quij> x 7!
zwei Zerlegungen.
Wir zeigen zuerst £ = [. Nach Aufgabe 6b ist die Menge F aller Elemente endlicher Ord-
nung eine Untergruppe von G. Es gilt G/E =~ 7Z* und G/E =~ 7Z!. Damit folgt Z* =~ Z'.
Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit & < [ und sei ¢: Z* — Z! ein Gruppeniso-
morphismus. Der R-Untervektorraum von R/, der von gp(Zk ) erzeugt wird, kann hochstens
k-dimensional sein, da er von den Bildern der & Erzeugern von Z* erzeugt wird. Der von Z!

erzeugte R-Untervektorraum von R! hat allerdings Dimension /. Da ¢ surjektiv ist, miissen
diese beiden Untervektorrdaume gleich sein. Daher gilt & = [.

Ebenfalls nach Aufgabe 6b ist fiir jede Primzahl p die Menge aller Elemente, deren Ordnung
eine Potenz von p ist, eine Untergruppe. Da ein Isomorphismus die Ordnung der Elemente
erhilt, muss es fiir jedes p; € {p1,...,p,}eingr € {q, ..., ¢,} geben mit p; = gy, sodass

iy

i
HCQU = | |C
Jj=1

Byt
=1 !

k3

gilt, und umgekehrt muss es auch fiir jedes g; ein solches p; geben. Seien ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit die c;; und 3y, absteigend der Grosse nach geordnet und sei a;; = - -+ =

ag; und By = -+ = fBy;,. Dann ist ;i:l Cp(xij von den Elementen maximaler Ordnung
erzeugt, ebenso j.il C s,,. Daher miissen diese Gruppen gleich sein. Es folgt j; = ji und
q.

;1 = Bin. Dieses Argument konnen wir jetzt fiir

T ]z i/s ji’

||Ca¢j ||C%j%||0@.,. ||Cﬁ,,.
p; p; q.,’ q,”’

j=1 j=1 j=1 i j=1 i

wiederholen und die Behauptung ergibt sich induktiv.

(c) Das Argument funktioniert dhnlich wie in (b). Wir konnen genau gleich schliessen, dass
k eindeutig ist. Als nichtes betrachten wir wie oben die Untergruppe, die von den Elementen
maximaler Ordnung erzeugt wird.

(d) Wir zerlegen 72 = 23 x 32, Daher sind alle mdglichen abelschen Gruppen dieser Ordnung
bis auf [somorphie
Co x Cy x Oy x O3 x O3 =Cy x Cg x Cg
Cy x Cy x Oy x Cg = Cy x Cy x Cg
Cy x Cy x O3 x O3 = Cg x Cg
Cy x Oy x Cg = Cy x Us
Cs x O3 x O3 = (3 x Uy
Cy x Cg = Cps.

30. Seien G und H abelsche Gruppen und seien ¢: G — H und ¢: H — G Homomorphismen
mit den folgenden Eigenschaften:



Dann gilt [G : 2G| < [G : Y(H)] - [H : ¢(G)] < .
Losung: Wir zeigen zuerst: Sei ein A, B abelsche Gruppen, ¢: A — B ein Homomorphis-
mus und A" < A eine Untergruppe. Dann gilt [$(A) : (A")] < [A: A'].

Betrachte den induzierten Homomorphismus @: A — &(A)/®(A’). Er ist offensichtlich sur-
jektiv und sein Kernist &1 (#(A’)) o A’. Nach dem ersten [somorphiesatz ist A/~ (P(A’)) =~
P(A)/®(A"). Ausserdem gibt es einen surjektiven Homomorphismus A/A" — A/®~1(P(A)).
Damit sind wir fertig.

Es gilt 2G < ¢(H). Also folgt mit der Multiplikativitit des Index (3. Isomorphiesatz)

(G 2G] =[G+ ()] - [ (H) : 2]
=[G p(H)] - [Y(H) : (o(G))]
<[G:y(H)]-[H : o(G)] < .



