PD Dr. L. Halbeisen D-MATH Herbstsemester 2016

Algebra |

Musterlosung 0

Gruppenaxiome

0. Sei - eine assoziative bindre Operation auf einer nichtleeren Menge S, d.h. fiir alle x, y, z in
S gilt
zo(yoz) = (zoy)oz.

Zeige, dass fiir alle a, b, c,d € S gilt
(aob)o(cod) = (a=(boc))-d.

Léosung: Mit x := a°b, y := ¢,z := d folgt (a=b)-(cod) = ((a=b)<c)-d. Nun kon-
nen wir die Assoziativregel mit z := a,y := b,z := ¢ nochmals anwenden und erhalten

(acb)o(ced) = ((aob)oc)odz (ao(boc))od.

1. Sei A ={1,2,3,4,6,12} und sei

*x: AxA — A
(a,b) — ggT(a,b),

wobei ggT (a, b) den grossten gemeinsamen Teiler von a und b bezeichnet.

(a) Zeige, dass die Operation » kommutativ und assoziativ ist.
(b) Zeige, dass (A, x) ein Neutralelement hat.
(c) Zeige, dass (A, ) keine Gruppe ist.

Bemerkung: Solche Strukturen werden kommutative Monoide genannt.

Losung: (a) Kommutativitit: Es gilt ggT(a,b) = max ({m € IN | m|a} n {n € IN | n|b}). Da
der Durchschnitt von Mengen kommutativ ist, ist es auch der ggT.
Assoziativitit: Wir wenden wieder die Definition des ggT an und erhalten

geT(a,geT(b,c)) = max({k e N | kla} n {le N | l|max ({m € N | m|b} n {n e N | n|c})})
=max({{{e N |lla} n{m e N |m|b} n{neIN|n|c}})
=max({k € N | klmax ({{e N | [|a} n {m e IN | m|b})} n {n e N | n|c})
= geT(geT(a,b),¢).

(b) Fiir jedes a € A gilt a|12, daher ist ggT'(a,12) = a und wegen 12 € A ist 12 somit ein
Neutralelement.

(c) Da fiir alle a,b € A die Ungleichung ggT(a,b) < min{a, b} gilt, hat kein Element aus
A\{12} ein Inverses. Somit kann (A, ») keine Gruppe sein.



2. Sei Q* := Q\{0} und sei e die binire Operation auf Q*, welche wie folgt definiert ist:

o: Q'xQF - @
(r,q)  — 2pq.

Zeige, dass (Q*, o) eine abelsche Gruppe ist.

Losung: Aus den Vorlesungen des Basisjahres wissen wir, dass diese Operation wohldefiniert
und kommutativ ist. Fiir die Assoziativitiit beniitzen wir Kommutativitit und Assoziativitit
der Multiplikation in Q). Seien p, ¢, € Q*. Dann gilt

(peq)er=(2pq) er =2(2pq)r = dpgr = 2p(2qr) =pe (qer).

Die Zahl % ist offensichtlich ein linksneutrales Element und fiir jedes p € Q) gilt 4ip op = %,

also besitzt jedes p € Q* ein linksinverses Element. Somit sind alle Axiome einer abelschen
Gruppe erfiillt.

3. Sei (Q x Q)* :=Q x Q\{(0,0)} und sei e die bindre Operation auf (Q x Q)*, welche wie
folgt definiert ist:

(p1,q1) ® (P2,q2) := (P1P2 — Q1G2, P1G2 + @1p2) -

Zeige, dass ((Q x Q)*, o) eine abelsche Gruppe ist.

Losung: Mit der Identifikation R x R — C: (z,y) — z + iy entspricht die Operation e
genau der komplexen Multiplikation auf {a + ib | a,b € Q}. Wir wissen daher aus den
Vorlesungen des Basisjahres, dass ¢ kommutativ und assoziativ ist und (1, 0) ein Neutralele-
ment ist. Ausserdem gilt fiir eine komplexe Zahl z € C, dass % = % ist. Wenn 2z rationalen
Real- und Imagiirteil hat, so gilt das auch fiir % Also existieren auch inverse Elemente in

((Q x Q)*, o) und alle Axiome einer abelschen Gruppe sind erfiillt.

4. Sei (G, <) eine Gruppe mit Neutralelement e.
Zeige: Gilt fir jedes a € G, a-a = e, so ist G abelsch.

Losung: Die Bedingung a-a = e ist dquivalent zu a = a~!. Seien ¢, h € G beliebig. Dann
gilt
geh =g eh™h = (heg)™ = heg,

also ist die Gruppe abelsch.

5. (a) Zeige: Jede Gruppe mit genau vier Elementen ist abelsch.

(b) Finde zwei verschiedene (d.h. nicht isomorphe) Gruppen mit jeweils genau vier Ele-
menten.

Losung: (a) Sei ({a,b, c, e}, o) eine Gruppe mit genau vier Elementen und Neutralelement
e. Betrachte das Produkt a o b. Wegen der Links- und Rechtskiirzbarkeit gilt a o b # a und
aob # b. Wenn aob = e gilt, dann wissen wir aus der Vorlesung, dass a und b kommutieren.
Wenn a o b = c gilt, dann kann b o a wie oben weder b noch a sein, aber auch nicht e,
denn sonst wire b ein linksneutrales Element fiir a, aber kein rechtsinverses, was in einer
Gruppe nicht sein kann. Also gilt a o b = b o a. Dasselbe Argument auf b und ¢ sowie ¢ und
a angewendet ergibt Kommutativitét.



(b) Bezeichne die Gruppe wieder mit ({a, b, ¢, e}, o). Wir konnen zwei Fille betrachten: Es
gibt ein Element, das nicht selbstinvers ist und alle Elemente sind selbstinvers. Explizit heisst
das entweder a ca = boderaoa = bob = coc = e. Diese Gruppen sind sicher nicht
isomorph, denn fiir einen Isomorphismus ¢ miisste gelten

e = p(e) # ¢(b) = placa) = p(a) o pla) = e.

Da wir wissen, dass in einer Gruppentafel jedes Element nur einmal pro Zeile und Spalte
vorkommen darf, konnen wir in beiden Fillen die Tafel vollstindig ausfiillen. Im ersten Fall
ist die Tafel

e a b ¢
ele a b c
ala b ¢ e
blb ¢ e a
cle e a b

und wir konnen priifen, dass Assoziativitit gilt. Der zweite Fall ergibt die Tafel

e a b ¢
ele a b c
ala e ¢ b
blb ¢ e a
cle b a e

und wir konnen wieder Assoziativitét priifen. In beiden Féllen sehen wir, dass es sich um
eine Gruppentafel handelt.

Bemerkung: In der ersten Gruppe bemerken wir, dass a o a o a = c gilt. Es lésst sich also
jedes Element als endliches Produkt von a mit sich selbst schreiben. Eine solche Gruppe
nennt man zyklisch. Die abgebildete Gruppe entspricht den Rotationen eines Quadrats um
die Winkel 0, 7/2, 7, 37/2.

Bemerkung: Die zweite Gruppe heisst ,,Klein’sche Vierergruppe®. Sie beschreibt die Sym-
metrien eines nichtquadratischen Rechtecks.



