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1. a) Es geht um die archimedische Spirale
[
r(p) = p fiir ¢ € (0, 00).

i) Erstellen Sie einen Plot der Kurve fiir ¢ € [0.3, 15].
ii) Was passiert fiir ¢ — 00?
ili) Konnen Sie begriinden, dass y = 1 eine Asymptote der Kurve
fiir o — 0 ist?
Tipp: Paramterdarstellung in der x, y-Ebene einfiihren.

b) Die sogenannte Lemniskate hat die Gleichung
(2* +9y*)? - 2d*(2* —y*) =0, a> 0 eine Zahl.

i) Begriinden Sie, dass die Lemniskate folgende Symmetrien hat
e achsensymmetrisch beziiglich der z-Achse
e achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse
e punktsymmetrisch beziiglich 0
Was bedeutet diese Einsicht, wenn es um das Zeichnen der Kurve geht?

ii) Begriinden Sie, dass r(¢) = ay/2 cos(2¢) die Polardarstellung der Lem-
niskate ist.

iii) Beniitzen Sie das Resultat aus ii) um einen Plot der Lemniskate zu er-
zeugen.

¢) Die sogenannte Astroide hat die Gleichung
Va2 + /2 = Va?

i) Finden Sie eine Parameterdarstellung.
Tipp: Versuchen Sie den Ansatz x = A(cosp)®,y = A(sinp)* und
wihlen A, k geeignet.

ii) Benutzen Sie das Resultat aus i), um einen Plot der Astroide zu erstellen.

Bitte wenden!



2. Bitte losen Sie auch die folgende Aufgabe ohne Computer: Welche Vektorfunktion
gehort zu welchem Bild? Bitte begriinden Sie Thre Antwort.
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3. Es wird ein Stromumgsfeld in der Ebene wie folgt definiert: Der Vektor v(z) der
Stromung am Punkt P entsteht aus dem Ortsvektor  von P, indem man z um
90° im Gegenuhrzeigersinn dreht.

a) Zeichnen Sie v fiir die 9 Gitterpunkte
i , .
-, %] i€{0,1,2},j€{0,1,2}
22

b) Finden Sie eine Formel fiir v(z).

¢) Erzeugen Sie mit dem Mathematica-Befehl PlotVectorField ein anschau-
liches Bild des Vektorfeldes v, fiir das Quadrat D = [—2, 2] x [-2,2] in der
x1,29-Ebene (siehe Programm-Code am Schluss).

d) Denken Sie sich ein Teilchen am Punkt (1, 1) in die durch v erzeugte Strémung
eingesetzt. Haben Sie eine Vermutung iiber die Bahn, der es folgen wird?

Siehe nichstes Blatt!



¢

g)

Nach Leonhard Euler (1707-1783) erhalten Sie eine Approximation fiir die
in d) gesuchte Stromungslinie, indem Sie sukzessive die Punkte zu folgenden
Ortsvektoren berechnen und einzeichnen:

o]

z) = zo + hu(z,)

T, =y + hv(zy)

Dabei ist h eine kleine positive Zahl, der sogenannte Schritt (oder die Schritt-
weite). Die Approximation ist umso genauer, je kleiner der Schritt h gewéhlt
wird.

Konstruieren Sie die Punkte zu z; und z, mit der Wahl A = 0.25.

Der zweite Teil des Mathematica-Programms zu dieser Aufgabe ermdoglicht
Thnen, die Konstruktion aus e) mit dem Computer durchzufiithren. Experi-
mentieren Sie mit folgenden Daten und beschreiben Sie Thre Beobachtungen
mit ein paar Sétzen.

‘ Schritt ‘ AnzahlSchritte ‘

0.08 101
0.04 210
0.02 401
0.01 801
0.005 1601
0.0025 3201

(fiir Neugierige) Andern Sie die Definition des Vektorfeldes v wie folgt ab:
Statt um 90°, wird nur um 45°im Gegenuhrzeigersinn gedreht. Wihlen Sie
als Ausschnitt

D = [—15,15] x [~15, 15]

Mathematica-Programm zu den Teilen ¢), f), g):

Needs ["Graphics ‘PlotField ‘"]

Clear[v, Ploti]

v[{x1_, x2_}] = {EINSETZEN ,EINSETZEN }

Plotl = PlotVectorField[v[{x1, x2}], {x1, -2, 2, 0.2},
{x2, -2,2, 0.2}, Frame -> True, AspectRatio -> Automatic]

Clear[PunktO, ListeO, Schritt, AnzahlSchritte, Euler,
PunktA, ListeA, PunktB, ListeB, Plot2];
Punkt0 = {1, 1};

ListeO

{PunktO0};

Schritt = EINSETZEN ;

Bitte wenden!



AnzahlSchritte = EINSETZEN ;
Euler[P_] = P + Schritt*xv[P];

PunktA = PunktO;
ListeA = ListeO;
i=0;

While[i < AnzahlSchritte, i++;
PunktB = Euler [PunktA];
ListeB = Append[ListeA, PunktB];
Clear [PunktA, ListeA];
PunktA = PunktB;
ListeA = ListeB;
Clear [PunktB, ListeBl];
Plot2 = ListPlot[ListeA, PlotStyle -> PointSize[0.001],
AspectRatio -> Automatic];
Show[Plotl, Plot2]
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