11. Juni 2003

Kap. XV Differentialgleichungen

1. Problemstellung, einfache Beispiele

Ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R™ ist eine Abbildung f: U — R".
Sie ordnet also jedem Punkt z € U den Vektor f(z) € R" zu.

Definition FEine differenzierbare Kurve o : I — U, t — «(t) € U, definiert auf
dem Intervall I C R, heisst eine Losung der Differentialgleichung

z = f(z),
(oder eine Integralkurve des Vektorfeldes), falls

d
%a(t) = fla(t)), alle tel.

In jedem Zeitpunkt t stimmt also der Tangentialvektor &(t) an die Kurve mit dem
Vektor f(a(t)) dort dberein.

Falls a(ty) = x¢ fiir ein to € I, so heisst a(t) eine Lisung von © = f(x) mit
Anfangsbedingung xo € U zur Zeit to € R.

Beispiel Auf U = R? sei das Vektorfeld f : R? — R? definiert in z = (21, 22) € R?

durch
z 0 1 T
o= (T0) = () - ) e e
fa(2) —T -1 0 T2
Dieses Vektorfeld ist linear, f(z) = Az, fiir die Matrix A € L(R?* R?). Halte
z = (z1,72) € R? fest und definiere die Kurve ¢'(z) durch

cost sint T oy (t)
t— ¢'(z) = . =: :
—sint cost To as(t)
dann ist «a(t) := ¢'(z) fiir t € R eine Losung der Differentialgleichung
T = Az

auf dem Intervall 7 = R mit Anfangsbedingung «(0) = ¢°(z) =z zur Zeit t =0.
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Denn, erstens ist «(0) = ¢°(z) =1z = z, und zweitens ist

d , —sint cost T
%QO () = .
—cost —sint To
0 1 cost sint 1
B -1 0 —sint cost Ty

= Ag'(z) = fl¢'(2)),
fiir alle ¢ € R. Dies gilt fiir jede Anfangsbedingung = € R2.

Anfangswertproblem AW.P.

Sei f:U C R" — R" ein stetiges Vektorfeld. Fiir vorgegebene x € U und t; € R

sucht man eine Losung «(t) der Gleichung & = f(x) mit Anfangsbedingung x zur
Zeit t(), d.h.

La(t) = fla(t)), tel,
alty) =,

auf einem Zeitintervall I C R, welches t; enthilt. Man schreibt dann fiir diese
Losung

oder einfacher

falls o = 0 gewahlt ist.

Fragen: Existiert fiir vorgegebene z € U und ¢y € R eine Losung? Falls ja, ist
sie eindeutig? Was ist das Intervall I, auf dem sie existiert? Falls die Losung ¢*(x)
fiir jedes x € U existiert, ist dann, fiir festes ¢t € R, die Abbildung = — ¢'(x) von
U nach U stetig, ist sie sogar differenzierbar?

Zunichst einige einfache Beispiele.

Einfache Beispiele in R, f: R — R:
1. f(z) = Xz, z€R (& = \x)
Die Kurve t — ¢'(z) := e’z , R — R ist die eindeutige Losung des A.W.P.
T = AT
z(0) = =z.

Denn zur Zeit ¢ =0 haben wir ¢’(z) = €°-z = z. Die Ableitung erfiillt %¢'(z) =
XMz = \pt(x) = f(o'(z)) fiir alle ¢t € R. Dies gilt fiir jede vorgegebene Anfangs-
bedingung z . Die Eindeutigkeit wird spiter beantwortet.

2. f(t,z) = a(t)r, ze€R teR,



mit einer stetigen Funktion a : R — R. Dies ist jetzt ein zeitabhéngiges Vektorfeld
auf R. Definiere fiir vorgegebene x € R und s € R die Kurve

t — ol(z) =Mz, A(t) = A(s,t) = /CL(T)dT,

dann ist ¢’(z) die eindeutige Losung des A.W.P.
& = a(t)x teR
z(s) = z t=s.

A(s) 0

Denn fiir ¢ = s erhalten wir ¢%(z) = e*¥z =€’z =z und

Ge'ta) = (A0 ) -1

= a(t)e"Vz = a(t)pi(z) = f(t,o4(2))
fiir alle ¢ € R. Dies gilt fiir jede Anfangsbedingung z € R. Eindeutigkeit spéter.
3. f(t,z) = a(t)z+0b(t), z€eR
mit zwei stetigen Funktionen a und b auf R. Sei z(¢) eine Losung des A.W.P.:

#2t) = f(t,z(t) = a()z(t) +b(t)

z(s) =z , t = s.
¢
Definiere h(t) := e=4®z(t), mit A(t) := [ a(r)dr. Dann folgt

h(t) = e O[i(t) — alt)z(t)] = e Ob(t) .

Weil h(s) = e )z (s) = e’x(s) = x, erhalten wir durch Integration, mit Hilfe des

Hauptsatzes:
t t

W) -z = / h(r)dr = / e~ AOp(7)dr

S S

Fiir die Losung z(t) = ¢ (z) = eA®h(t) folgt die Darstellungsformel




Dies ist die Losungsformel des A.W.P. mit Anfangsbedingung ¢3(z) = x zur Zeit
t=s.

4. f(z)=2*, z €R

Die Losung des A.W.P.

T = x
z(0) = =z
ist gegeben durch
flz) = —
1—tz’

denn ©°(z) =z, und

d , B x 2 B ¢

S = (155) - 1),

Falls = 0, so existiert die Losung ¢*(0) = 0 fiir alle Zeiten ¢ € R. Falls = > 0,
so folgt

limy¢'(z) = +o0.

trl
Die Losung ist schon in endlicher Zeit am Rande des Phasenraumes! Die Lésung
existiert nur auf dem offenen Intervall

und nicht auf ganz R. Die Losung fiir ein nichtlineares Vektorfeld braucht also
nicht auf ganz R zu existieren.

5. fx) = |22, z€R.
Das A.W.P. )
& = |z]z = f(z)
ﬂf(to) = 0

hat eine Losung z(t) = 0 weil f(0) = 0. Es gibt aber noch eine andere Losung,
namlich
0, t < to
z(t) =

(%)Za tZth

wie man sofort verifiziert. Die Losung des A.W.P. mit Anfangsbedingung = = 0
ist also nicht eindeutig. Das Vektorfeld in der Umgebung von = = 0 ist nicht
Lipschitz—stetig.



2. Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen des A.W.P.

Wir betrachten ein stetiges, zeitabhingiges Vektorfeld auf R™, d.h. eine stetige
Abbildung
f: RxR*"—R", (t,x) — f(t,z) € R™.
Wir wéhlen
(thxO) € R x Rnu

und definieren fiir positive Zahlen b > 0 und r > 0 die abgeschlossenen Kugeln in
R resp. R" o

B, (z9) == {z €R" |||z —x0] <7} CR™.
Die Existenz und Eindeutigkeit lokaler Losungen von gewohnlichen Differentialglei-

chungen ist durch den folgenden Satz garantiert. (Die lokalen Lésungen werden
spéter zu maximalen Losungen fortgesetzt.)

Theorem 1 (Cauchy, Lindelof, Picard)

Sei f:R xR" — R™ stetig. Nehme an, f ist in einer Umgebung von (to, o) €
R x R™ Lipschitz—stetig in © € R", das heisst es gibt Konstanten L >0,b> 0
und r >0, so dass

£t z) = f(t, )l < Lllz =y,
(t,x), (t,y) € Iy(to) X Bap(zg) =: Q.

Definiere
A = max ()]

iy 2 11
T := min RN AR
Dann existiert zu vorgegebenen x € B, (1) und s € IT/Q(tO)_ genau eine stetig

s
differenzierbare Kurve t — ¢'(x) € By, (z) fiir t € I, (ty) mit den beiden
Eigenschaften:

k@) = ftei(@) t € L (to)
pi(x) = =z, t=s.
Die Abbildung I.(to) x I, 2(to) X By(z9) — Bay(20)
(t,5,7) — ¢i(@)

heisst der lokale Fluss des zeitabhdngigen Vektorfeldes f. Er ist stetig, und
in x Lipschitz—stetig:

|eh(z) — eh@)]| < 2llz—yll.



Beweis: (Kontraktionsprinzip)

Genau wie in Kap. XI vorgehend, suchen wir anstatt einer stetig differenzierbaren
Kurve ¢ — ¢!(z) € R® mit der Eigenschaft

dot(m) = [t ¢x))

ei(z) = =,

dquivalenterweise eine nur stetige Kurve t — ¢ (z) € R, mit

o) = 7 + / f (0,47 (x)) dor,

so dass wir eine Integralgleichung fiir stetige Funktionen zu l6sen haben. Wir defi-
nieren den metrischen Raum M der Kandidaten als die Menge

M = {a:I;(t) x I/2(to) X By(z0) — R"|
a stetigund «a(t,s,x) € By (z0) } .
Die Metrik auf M ist induziert durch die Sup—Norm

lefl == sup |la(t,s,z)||, oeM.

(t,5,7)
M st eine abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen metrischen Raumes
C (I_T(t()) X ?/Q(to) X E(.’Eo) . Rn)

der stetigen Funktionen. Deshalb ist M vollstindig. Wir suchen ein o € M | welches
die Integralgleichung

alt,s,x) = z + /f(a,oz(a,s,x))do

16st. Definieren wir die Abbildung 7T: M — C (ﬁ x I, /2 X B,, R") durch

T(a)(t,s,z) == = + /f(o,a(a,s,x))da,

so ist ein Fixpunkt, T(a) = o, in M gesucht. Nach dem Kontraktionsprinzip in
Kap. XI hat T' genau einen Fixpunkt in M , weil

0 T:M-—M
(i) IT(@) =T < ylla- 5l
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fiir alle o, 3 € M.

Beweis von (i) Sei « € M und sei A > 0 und 7 > 0 wie im Theorem. Dann
kann man abschétzen, fiir t > s,

t
I7@)(t,5.2) ~ ol < llo~ woll + | [ £(oa0,5,2)do
< flo=all + [ 17(o:ales,)ldo
<r 4+ |t—s|-154
=r+|t—t)+(to—s)-A

<r+(r+3%)-A<r+4+r=2r,

wobei wir [t — | <7 und |s —t,| < 17 und die Definition von 7 beniitzt haben.
Es ist also T()(t,s,z) € By, (1) und weil T(a) stetig ist, so gehort T'(a) zu M .

Beweis von (ii) Wir beniitzen jetzt die Lipschitz—Stetigkeit des gegebenen Vek-
torfeldes f. Fiir o, 3 € M konnen wir abschéitzen, fiir ¢ > s:

” T(a)(t7 5, $) - T(ﬂ)(t, Sy JJ)H

< / 1£(0, (0, 5,2)) — f(o, 8o, 5,2))||do

IN

/ Llla(o, 5,7) — B0, 5,2)|do

s
t

/ L-sup a0, 5,7) — B0, 5,2)|do

s
t

= [ L~ sldo

= [t —=s|-Lllo =g

IN

3 1
< or Lo 6l < glla =l

Nehme links das Supremum iiber (¢,s,z), und die Kontraktionseigenschaft (ii) ist
bewiesen. Der eindeutige Fixpunkt o von T ist die gesuchte eindeutige Losung

a(t,s,z) = ¢i(z)

des A.W.P. auf dem Intervall ¢ € I,(t)) = [to — 7,10 + 7] mit Anfangsbedingung
x = ¢3(x) zur Zeit t = s. Wir verifizieren schliesslich, dass der Fixpunkt o € M
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von T Lipschitz-stetig in z ist. Wie oben schitzt man ab:

et s, z) = alt, s, y)|| = [[T(a)(t, 5, 2) = T()(t, s, 9]
1
< lle =yl + 5 suplaft, s, 2) — alt, s, y)] -

Es folgt
?UI)) ||Od(t, S, ',I“) - Oé(t, S, y)” < 2”3: - y“ )
s,t

und damit die gesuchte Abschitzung im Theorem.

§2T($0)

2r 0

t+(to, z) < 00

Aus Kapitel XI erinnern wir uns, dass der eindeutige Fixpunkt einer Kontraktions-
abbildung durch ein Iterationsverfahren konstruiert wird. In unserem Fall zum
Beispiel definieren wir die Folge

t
= x+/f(a,a("_1)(a,s,x)) do,

n > 1. Die Folge a(™(t,s,2) konvergiert insbesondere gleichmissig in t € I (t)
gegen die Losungskurve ¢ — ¢!(x), falls wir (s,z) festhalten.
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Bemerkungen
B.1. Wann ist ein Vektorfeld Lipschitz—stetig?

Sei f:RxU — R™, mit U C R" offen, stetig und in der Variablen x € U partiell
stetig differenzierbar, d.h. (t,x) — Dy f(t,z) ist stetig. Dann ist f lokal Lipschitz—
stetig in z, in jedem Punkt von R X U. Dies folgt aus dem Mittelwertsatz: Sei
(to, 7o) € Rx U . Dann wihlen wir b > 0 und r > 0 so, dass Q := Iy(tg) X B, () C
R x U . Es folgt

£t 2) = f& o)l < max |[D2f(7, &)l — vl

fir alle (¢,2),(t,y) € Q.
Sei f(t,z) = A(t)z ein zeitabhéngiges, lineares Vektorfeld auf R™ mit A(t) €
L(R",R™) und t+— A(t) stetig. Dann ist f lokal Lipschitz—stetig, denn

1f(tz) = fEyll = A0 (= —y)ll
< A lz —yll
< Leflz -yl
mit L := max |A()]|, fiir alle (t,z) und (t,y) € I x R". Dies gilt fiir jedes abge-

schlossene und beschrinkte Intervall 7 C R.

B.2. Die Differenzierbarkeitseigenschaften des Vektorfeldes f
iibertragen sich auf die Flussabbildung
¢ 1 (t,s,2) — ¢()

von f. Sei U C R" offen. Falls das Vektorfeld f : R x U — R™ k-mal stetig
differenzierbar ist, dann ist auch der Fluss auf seinem Definitionsbereich k-mal
stetig differenzierbar. Halten wir (¢, s) fest, so ist insbesondere die Abbildung

z — ¢(2)

auf ihrem Definitionsbereich in U aus C*. Diese Abbildung ordnet der Anfangsbe-
dingung =z € U zur Zeit t = s den Ort der Losung zur Zeit ¢t zu.

Literatur: H. Amann: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Walter de Gruyter—
Verlag 1983.



3. Fortsetzung von Losungen

Wir betrachten jetzt ein stetiges Vektorfeld f : R x U — R™, mit U C R™ offen,
welches lokal Lipschitz—stetig auf ganz U ist, d.h. jeder Punkt in R x U besitzt
eine kompakte Umgebung wie in Theorem 1 beschrieben, auf der eine Lipschitz—
Abschétzung

1£ () = f(& )]l < Lz - yll

gilt fiir eine Konstante L > 0. Fiir solche Vektorfelder kann jede Losung zu einer
“maximalen” Losung fortgesetzt werden. Sei (tp,z9) € R x U. Nach Theorem 1
existiert genau eine lokale Losung ¢ — ¢} () der Differentialgleichung durch den
Punkt zy zur Zeit ty. Diese Losung existiert zunéchst auf einem kleinen Intervall,
namlich fiir ¢ € I,,(to) = [to — 7o, to + To] fiir ein 79 > 0. Folgen wir der Losung bis
zum rechten Endpunkt t; := ¢y + 79, so erhalten wir z1 = ¢} () € U. Im Punkt
(t1,71) konnen wir wieder den lokalen Existenz— und Eindeutigkeitssatz (Theorem
1) anwenden, und so unsere Losung fortsetzen durch

(on(x()) = SD%I(./,EI) = (le (()Oi(l)(xo)) I

fir ¢t € I,,(t,), mit einem 7, > 0. Auf diese Weise fortfahrend, erhalten wir ein
maximales Zeitintervall I(ty,zo) C R, auf dem die Losung ¢} (xo) mit der Anfangs-
bedingung xy zur Zeit t, existiert. Das offene Intervall I(ty,zo) ist die Vereinigung
aller abgeschlossenen Zeitintervalle, auf denen die Losung mit Anfangsbedingung =z,
zur Zeit 1, existiert. Man bezeichnet es haufig mit

I(to,ﬂ?o) = (t_(t(),.To) . t+(t0,$0)) CR

mit der sogenannten Eintrittszeit ¢~ (¢, o) und der Austrittszeit t*(to, o), defi-
niert durch

t*t (to,zo) :=sup {s >ty | das AW.P. & = f(t,z) mit z(t) = o

hat eine Losung auf dem Zeitintervall [to, s},

und analog fiir ¢~ (¢, zo) .

Beispiel Fiir das nichtlineare Vektorfeld f(z) = 22 auf R kennen wir die Losung
des A.W.P. explizit:

t— ¢'(z) = Px) = =,

wobei wir to = 0 gewahlt haben. Fiir die Anfangsbedingung = = 0 ist ¢ (0,0) =
—o0 und t7(0,0) = +oo.

Fiir 2 > 0 lesen wir ab: 1(0,z) = (¢t7(0,z), t7(0,z)) = (=00, 2) . Die Losung ist in
endlicher Zeit am Rand des Raumes. Dieses Beispiel ist typisch fiir das Verhalten
der Losung im Falle ¢* (g, z) < oo, wie der néchste Satz zeigt.

10



Satz 1 Das Vektorfeld f : R x U — R™, mit U C R™ offen, sei stetig und lokal
Lipschitz—stetig auf U . Falls die Austrittszeit der Lésung <p§0 () endlich ist, das
heisst falls tT(tg,x) =: tT < ooist, so eristiert fir jede kompakte Menge K mit
z € K CU ein Zeitpunkt 7 in ty < 7 < t*, so dass

o (z) ¢ K fir T <t <tt.

Die Lésung verldsst jede kompakte Menge in U/

t+(to, z) < 00

Beweis (Theorem 1)

Falls nicht, so existiert eine kompakte Menge K mit x € K C U und eine Folge
t, Tt*, so dass
er(z) € K, alle n.

Wegen der Kompaktheit von K konvergiert eine Teilfolge (die wir wieder wie die
urspriingliche Folge bezeichnen)

lim g;*(z) = 2* € K.

n—oo

Wenden wir Theorem 1 auf eine abgeschlossene Umgebung von (¢t7,2*) C R x U
an, so konnen wir, falls wir n gross genug wihlen, die Losung fortsetzen durch

io(@0) = @1, (¢ig(@) , tEL-(t")

fiir ein 7* > 0. Wéhlen wir n hinreichend gross, so existiert also die Losung fiir
t=t,+ 7" >t", im Widerspruch zur Definition von ¢t = t*(¢y, z). [ |

Folgerung
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Satz 2 Sei x(t) = ¢} (w0) eine Losung des Vektorfeldes f wie in Satz 1. Nehme
an, es gibt eine kompakte Menge K C U, so dass

z(t) € K fir alle t € I(ty, x).
Dann ist 1(ty,z0) =R, das heisst t— = —o0 und t+ = +00.

Illustration

Sei f:R? — R?, (z,y) € R?, das nichtlineare Vektorfeld

A fay) = Aey)\ -y + @+ y)
j ’ folw,y) v o= (@+y’) @)
dann existiert jede Losung fiir alle Zeiten! Denn, sei (z(t),y(t)) eine Losung, welche

im Punkt (z(0),y(0)) € R? startet. Dann folgt durch Differenzieren und Einsetzen
der Losung

S0 + (0] = 200 +y0i)] = 0,

fiir alle ¢ € I := I(0,z(0),y(0)). Daher ist z(¢)? + y(¢)? = 2(0)? + y(0)? konstant.
Die Losung bleibt also in der kompakten Menge
K ={(z,y) eR* | 2*+y* = 2(0)* +y(0)},

daher I =R, nach Satz 2.

Definition (Integral eines Vektorfeldes) Fine stetig differenzierbare Funktion
F :R"™ — R heisst ein “Integral” oder ein Erhaltungssatz des Vektorfeldes f : R™ —
R™ auf der offenen Menge U , falls

1. dF(x)#0, zelU
2. dF(z)[f(z)]=0, z€eU.

Im Beispiel oben ist die Funktion
F(z,y) = 2" +y*
ein Integral des Vektorfeldes f auf U = R?\{0}.
Geometrisch ist das Vektorfeld f tangential an die Niveauflachen
N, .= {z€R" | F(z) = ¢}
des Integrals F'. Wie wir zeigen werden, folgt, dass die Niveauflichen von F' inva-

riant sind unter den Flussabbildungen ¢! von f.
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Notation, Fluss eines zeitunabhingigen Vektorfeldes

Ist f:R™ — R™ ein (zeitunabhéngiges) Vektorfeld, so bezeichnet man seinen Fluss
hiufig mit ¢'. Er ist definiert durch die zwei Bedingungen

CP@ =) . tel0a)

(z) =z, t=0,

das heisst fiir z € R" fest ist die Kurve ¢ — z(t) := ¢'(z) fir ¢ € I(0,z) die
eindeutige und maximale Losung mit Anfangsbedingung z zur Zeit ¢ = 0, wihrend
fiir festes ¢ die Abbildung x — ¢'(z) der Anfangsbedingung z € R™, den Ort der
Lésung zur Zeit ¢ zuordnet.

Satz 3 Sei f : R®™ — R" lokal Lipschitz—stetig und zeit—unabhdngig mit Fluss
©'. Dann ist die C*—Funktion F : R® — R ein Integral von f genau dann, falls
dF(z) #0, und

F(¢'(x)) = F(x) alle t € 1(0,2),

fiir alle x . Die Funktion F ist also ldngs jeder Losung konstant

Beweis: (Kettenregel)
Halte z fest. Dann folgt aus F(¢'(z)) = F(z) fiir alle ¢ mit der Kettenregel

d d
0 = LFE) = AP @) | 540
= dF(¢'()) [f (¢"(2))] -
Weil ¢°(z) =z fiir ¢t = 0, so erhalten wir dF(z)[f(z)] = 0. Die Umkehrung wird
genau gleich bewiesen. |

Integrale reduzieren so die “Anzahl der Freiheitsgrade” und zeigen insbesondere, wo
die Integralkurven des Vektorfeldes f geometrisch liegen: Losungen durch Punkte
x € N, bleiben in N, fiir alle ¢t € I(0, z) . Eine Folgerung aus der Eindeutigkeit der
Lésungen eines zeitunabhéngigen Vektorfeldes ist der folgende Satz.

Satz 4 Der Fluss ¢' eines lokal Lipschitz—stetigen (zeitunabhdngigen) Vek-
torfeldes f:R™ — R™ hat die Eigenschaft:

P*(x) = " (x) = ¢*(¢'(2))

fiir alle t,s € R und x € R™ in den Definitionsbereichen der Lésungen.

Beweis: (Eindeutigkeit)

Definiere, fiir x € R" und s € R festgehalten, die zwei Kurven in R"
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Lt a(t) = o' (¢*(z),
2. ty(t) = ot(x).
Wir zeigen, dass beide Kurven dasselbe Anfangswertproblem, ndmlich
& = f(z)
z(0) = ¢*(x) , t=0

16sen. Aus der Eindeutigkeit der Losungen (Theorem 1) folgt daher x(t) = y(¢) fiir
alle t € 1(0,¢°(x)) .

1 : Nach Definition des Flusses gilt

i(t) = (5¢') (@) = f¢'(e())
= f(z(t)) auf dem Intervall ¢ € I(0, ¢*(z)).

Uberdies, z(0) = ¢°(¢*(x)) = ¢*(z) .

2: y(0) = ¢*(x), und

gt) = Gt = ferl@)|
= fle"@)| _, = Fe"*(@)
= Fy(®) "

Folgerungen: Eigenschaften des Flusses und 1-parametrige
Gruppen von Abbildungen

Sei f:R™ — R™ ein lokal Lipschitz—stetiges (zeitunabhéngiges) Vektorfeld. Nehme
(der Einfachheit halber) an, dass der Fluss ¢'(z) fiir alle ¢ € R existiert, fiir jede
Anfangsbedingung =z € R”. Nach Definition gilt also

C@) = Jt), e

Oz) = z t=0.
Dann erzeugt der Fluss, fiir jedes feste ¢ € R, die Abbildung
o'+ R" — R", r = ¢(z) — ¢'().

Die Abbildung ordnet also jedem Punkt z € R™ den Ort der Losung ¢'(z) zu,
welche zur Zeit ¢t =0 in z startet. Diese Abbildungen sind (lokal) Lipschitz-stetig
(Theorem 1). Es gilt fiir alle s,z € R:

(i) ¢°=id
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(i) prop® =" = ooy’
(i) ()" =¢".

Die Eigenschaft ¢° = id ist die Anfangsbedingung ¢°(z) = z des Flusses. (ii) folgt
aus der Eindeutigkeit (Satz 4). Die Eigenschaft (iii) folgt aus (i) und (ii): Es gilt,
fiir alle x € R” und ¢ € R:

(plop™) (2) = ¢ (z) = ¢°(z) = .

Die inversen Abbildungen (¢')~! sind daher auch Lipschitz—stetig. Wir erhalten
also eine 1-parametrige Gruppe {¢'}icr von bijektiven, lokal Lipschitz—stetigen
Abbildungen ¢! : R" — R".

Bemerkung

Falls f € C*(R",R"), so erhiilt man eine 1-parametrige Gruppe ¢’, ¢t € R von C*-
Diffeomorphismen von R™ auf R™. Dies ist eine bequeme Art, Diffeomorphismen
von R™ zu erzeugen: man lasst die Punkte x € R™ durch den Fluss eine Vektorfeldes
fliessen. Falls der Fluss nicht fiir alle Zeiten existiert, so erhédlt man entsprechend
lokale Diffeomorphismen.
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4. Die Gronwall’sche Ungleichung

Technisch niitzlich fiir Abschatzungen von Losungen von Differentialgleichungen ist
die folgende Ungleichung.

Lemma von Gronwall Sei u:I — R eine stetige Funktion auf dem Intervall I
mit uw > 0. Fir ein ty und alle t € I erfille u die Integralungleichung

u(t) < A+ B /u(s)ds

to

mit zwet Konstanten A, B > 0. Dann folgt fiir alle t € 1

u(t) < AeBli=tol,

Beweis
Wir konnen B > 0 annehmen, betrachten den Fall ¢t > ¢, und kiirzen ab

y(t) = B/tu(s)ds.

Aus den Voraussetzungen folgt
y(t) — By(t) = B(u(t) —y(t)) < AB.

Fir

folgt somit
2(t) = (y(t) — By(t))e Pt=*)

< ABe B(t—to)
Integration von ¢, bis ¢ fiithrt, mit z(¢y) =0 (wegen y(to) =0), zu

¢
z(t) < AB/e_B(StO)ds,

to

und
y(t) = z(t)eBltt)

t

< AB/e_B(S_tO)ds-eB(t_tO)
to
= —A + AeBlt),

16



Mit der Voraussetzung u(t) < A+y(t), folgt daher u(t) < AeP¢%)  wie im Lemma
behauptet. |

Zwei Folgerungen:
Satz 5  (FEindeutigkeit) Sei f:R x U — R" stetig und

If(t2) = Ft )l < Lllz -yl

auf R x U . Seien x(t) und y(t) zwei Losungen auf dem Intervall I . Falls z(ty) =
y(to) , dann ist
z(t) = y(t) fir alle tel.

Beweis (Gronwall)
Fir u(t) := z(t) — y(t) folgt aus den Integralgleichungen fiir die beiden Losungen:

mn=/ﬁ&am—ﬂmmmw.

Mit der Lipschitz—Stetigkeit erhalten wir
¢
Ju®l < | [ lu(s)lds
to
und aus Gronwall (mit A = 0) folgt ||u(t)|| <0, also ||u(t)|| = 0 und daher u(t) =0

fir alle t e I. [ |

Satz 6 Sei f:R X R® — R" stetig und lokal Lipschitz—stetig in R™. Nehme an
1f @)l < a(t) + b@)lell,  zeR®,
mit zwei stetigen, positiven Funktionen a und b auf R. Dann existiert jede Losung

@} (x) fir alle Zeiten t € R.

Beweis (Gronwall)

Widerspruch: Nehme an ¢* (g, z) < co. Dann ist, nach Satz 2, die Losung z(t) :=
¢} (x) auf [to,t") nicht beschrinkt. Andererseits folgt aus

t
z(t) = z + /f(s,a:(s))ds
to
fiir ¢ <t <ttt die Abschiatzung

|wmsw+/mm+/wwww

to

17



Mit IT :=[to,t"] ist die rechte Seite

t
<|lz|| + t* maxa(s) + maxb(s)-/”x(s)”ds.
sel+ selt

to

Mit Hilfe von Gronwall schliessen wird, dass ||z(t)|| auf dem Intervall [to,t") be-
schrinkt ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass t* (g, ) = oo sein muss. |

5. Transformation eines Vektorfeldes

Anstatt sofort 16sen zu versuchen, empfiehlt es sich haufig, das Vektorfeld zunéchst
in eine einfachere Form zu transformieren, von der man erhofft, die Losungen
einfach abzulesen.

Sei U C R™ offen und sei f : U — R™ das lokal Lipschitz-stetige Vektorfeld. Sei
V C R™ offen, und
u:V-—U, x = u(y)

ein Diffeomorphismus aus der Klasse C* | k > 1. Sei z(t) eine Losung von 7 = f(z)
in U, sie erfiillt
z(t) = f(z(t)).
Die zur Kurve z(¢) in U transformierte Kurve y(t) in V' ist definiert durch
z(t) = u(y®)) <= yt) = v ' (z(t)).

Wir zeigen, dass y(t) die Losung eines Vektorfeldes ¢ = g(y) in V ist.
Mit der Kettenregel folgt aus der Identitiat z(t) = u(y(t)) durch Differenzieren in ¢

e(t) = du(y(®))-y@t) = f(2z@) = flu(y(®)) -

Daher
g(t) = duly(t) ™" f(uly(t)),
so dass
y(t) = g(y(?))

mit dem transformierten Vektorfeld g : V' C R® — R" definiert durch

g(y) = (du(y)) '~ f(u(y)), yeV.

Notation Das unter dem Diffeomorphismus u : V — U transformierte Vek-
torfeld bezeichnet man mit

(W f)y) = duly)™ - flu(y)) yev.

Wir haben bewiesen

18



Satz 7 Sei f:U CR"™ — R"™ ein Vektorfeld auf U und sei x(t) eine Lisung von
z = f(z), zeU.
Sei u:V — U ein Diffeomorphismus, dann ist y(t), definiert durch
z(t) = u(y(t)),
eine Losung des transformierten Vektorfeldes
vy =9, wyev,

wobes

Folgerung: Die zugehorigen Fliisse transformieren sich ganz natiirlich:

Satz 8 Sei u:V — U ein Diffeomorphismus und sei g = u*f . Dann gilt fiir die
Fliisse ¢! von f und ' von g

P'(y) = u toplou(y) yeV.

(wobei wir annehmen, dass f und g lokal Lipschitz—stetige Vektorfelder auf U resp.
V' sind.)

Beweis (Eindeutigkeit)

Definiere 9'(y) durch die rechte Seite der Formel in Satz 8, dann ist wegen der
Eindeutigkeit des Flusses nur zu zeigen:

1) ¥y =y
2) G¥'y) = 9(¥'(y)).
Dies folgt aber sofort aus den Definitionen von %'(y) und g¢(y):

1) Weil ¢° = id, erhalten wir ¥°(y) := u='oplou(y) = utou(y) = y.

2) Differentiation von
uop'(y) = ¢lou(y)
in t liefert:

B 0) 0 0) = () = T )

Daher:
V) = du(@(y)) " f (¢'ouly))
= du(y'(y)) ™" f(uoy'(y))
= (w'(Y) = 9@'())-
19



Beispiel in R?
Das Vektorfeld # = f(z), x € R? sei gegeben durch

i‘l = fl(ilil,.’lfg) = X9 + €T (1 — ||.’13||2)
.’i’g = fg(ml,xg) = —I + EX9 (1 — ||£C||2)
z]|* = 2%+ a3

In der dlteren Literatur nennt man dies ein gekoppeltes System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen. Da der e-unabhingige Teil eine Drehung bedeutet, betrachten
wir das Vektorfeld in Polarkoordinaten, = = u(y):

1 = Y1COS Yz = TcCos

Ty = Yp8in ys = 7rsin @,

mit (y1,y2) = (r,¢). Hierist V = {(y1,%2) € R?2 | 41 > 0,0 < yo < 27} und
u:V — U =R*{0}. Zur Berechnung von u*f stellen wir zuerst fest, dass

cos sin
du(y)™" = 1 fWn ‘ Y2 Y1s1n Yo .
Y1 —Sin 1Y COS Yo

Damit wird, nach einer einfachen Rechnung,

(W f)ly) = gly) = du(y)™"-f(u(y))

[ em( =)
- B .

Das Vektorfeld ist daher in Polarkoordinaten viel einfacher:
7 = er(l—r?), r>0
o = —1.

Das System ist zerfallen in zwei “entkoppelte” Differentialgleichungen auf R. Die
Losungen kann man explizit hinschreiben. Der Fluss *(r, ¢) = (r(t), ¢(¢)) mit den
Anfangsbedingungen (7(0),©(0)) = (r,¢) ist gegeben durch die Formeln

1

= , r>0
J1+e (k- 1)
= (p—t

r(t)

o(1)

Jetzt wieder eingesetzt in z(t) = u(y(¢)), erhalten wir den Fluss ¢*(z) = (21(¢), z2(t))
als

z1(t) = r(t)cos o(t) = r(t) cos(p —t)
xo(t) = r(t)sin ¢(t) = r(t) sin(p —t)
mit den Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0:
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z1(0) Y\ _ [ r(0)cosg \ [ rcose

22(0) ) \r(0)singp /] \rsing )~
Wie sehen die Losungen aus in R?? Weil f(0) = 0, so ist natiirlich z(¢) = 0 eine
Losung. (Sogenannte Gleichgewichtslosung.)

e>0:

Im Falle € > 0 gilt 7(¢t) — 1 falls ¢t — oo, fiir jede Anfangsbedingung r(0) =7 > 0.
Falls r(0) = 1, so folgt r(t) = 1 fiir alle ¢ € R, und der Einheitskreis trégt eine
periodische Losung der Periode 27 .

Falls € = 0, so ist 7(t) = r(0) konstant fiir jede Anfangsbedingung. Die Losungen
sind die Drehungen

Im Falle € > 0 konvergieren alle Losungen mit Ausnahme der Gleichgewichtslosung
x =0 fiir t — oo gegen die periodische Losung auf dem Kreis r = 1. Sie heisst ein
Grenzzyklus des Systems.

Transformation eines zeitabhangigen Vektorfeldes
z = f(t,z), (t,z) e RxR".

Sei x = u(t,y), wobei u : (t,y) —> u(t,y) : R x R* — R" stetig differenzierbar
und, fiir jedes ¢ fest sei die Abbildung wu;, definiert durch

y — u(y) = u(t,y),
ein Diffeomorphismus von R"™ in R".
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Sei z(t) eine Losung von f, d.h.

w(t) = f(t,2(t)),

dann definieren wir die transformierte Kurve y(t) durch

a(t) = u(tyt) <= yt) = u;'(a(t)),
wobei u(y) := u(t,y). Mit der Kettenregel folgt

(0) = G(tu) + 5o (6y(0) i)

= f(t,ﬂ?(t)) = f(tau(ta y(t))) )
so dass y(t) die folgende Gleichung 15st:

) = St yl) " Futtu®) - 5

t
= g(ty()) ,

mit dem transformierten zeitabhingigen Vektorfeld

(,y(t)}

olt9) = Sway st - S}
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6. Tricks fiir R!

Einige Typen von Differentialgleichungen in R, welche durch explizite Formeln 16s-
bar sind.

I. & = a(t)z+0b(t), a,b stetig.
Der Fluss dieser sogenannten allgemeinen linearen inhomogenen Gleichung auf R
ist durch die Formel gegeben

t
ol(z) = ez + eA(t)/eA(T)b(T)dT,

mit der Anfangsbedingung zur Zeit ¢t = s, ¢5(z) ==x.

II. 2z = g(t)-f(x), f.g stetig, f(z)#0.

Sogenannte Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. In Kapitel XI haben

wir eine Losungsformel fiir die Losung z(t) mit Anfangsbedingung z(¢y) hergeleitet.

Sei F' eine Stammfunktion von % und G eine Stammfunktion von ¢, dann gilt

Fx(t) = F(zto)) + G(t) —G(to)-
Mit der stetig differenzierbaren inversen Funktion F~! erhalten wir
o(t) = ¢i(a(te) = F7' [F(x(t)) + G(t) — G(t)] |
im Spezialfall ¢g(t) =1:

z(t) = F7UF(2(ty)) +t —to].

Beispiel 7=¢r(1—1r?),r >0
Die Funktion F', definiert durch

erfiillt F'(r) = ﬁ . Die Losung 7(t) mit Anfangsbedingung r = r(0) > 1 erfiillt
F(r(t)) = F(r) +¢t, also




Multiplikation mit —2, Anwendung der Exponentialfunktion und Auflésung nach
r(t) liefert die Formel

Hr) = ! .
Vet (B -1)

Dieselbe Formel gilt auch fiir die Anfangsbedingungen 0 < r <1 zur Zeit t =0.

III. & = F(%) = ft,z), t#0 F stetig
Sogenannte homogene Differentialgleichung. Mit der Koordinatentransformation

z = u(t,y) = ty,
Wty =t #0

wird das transformierte Vektorfeld
ou ou
;= g(t,y) = —(t,y) 3 ftult,y)) — =(t
i = o) = e { sttt - G
1
= ;{F(y)—y},

also vom Typ II. Falls F(y) —y # 0, erhalten wir durch Zuriicktransformieren der
Losung y(t) von g die Losung

z(t) = ty(t).

IVv. Bernoulli-Differentialgleichung

& = a(t)x + b(t)z® (= f(t,x)) auf >0
a,b stetig, a € R, a#1.

Wir transformieren f auf ein Vektorfeld vom Typ I. Wihle § so, dass (1 —3) +

af =0, also g = ﬁ . Mit der Transformation
z=uly) =y, y>0
du(y) = By°*,

erhalten wir das transformierte Vektorfeld
g(t,y) = duly)~'f(t, u(y))
5y {a(t)y” +b(t)y*’}
(1 —a)fa(t)y +b()] ;
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es ist vom Typ I. Ist y(t) > 0 eine Losung von y = g¢(t,y), so erhalten wir die
Losung z(t) von & = f(t,z) durch Riicktransformation,

V. £ = F(lat+bx+c) = f(t2)
b#0, F stetig .
Transformiere: mit
1
z = u(t,y) = g(y—at—C)

ou 1
(¢ _
ay( . Y) ;
erhalten wir das transformierte Vektorfeld

ottn) = e {rieuten) - Sre)
= {rw+3}
= bF(y)+a,

es ist vom Typ II. Mit einer Losung y(t) des Vektorfeldes g erhalten wir die Losung

z(t) von f,
1

z(t) = E(y(t) —at—c).

Trickkiste fiir Losungen von speziellen gewohnlichen Differentialgleichungen:

E. Kamke: Differentialgleichungen, Losungsmethoden und Lésungen, Band III.
Teubner Verlag, Stuttgart.
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7. Lineare, zeitunabhangige Vektorfelder
t = f(z) = Az, z e€R", Ae L(R").
Das Vektorfeld ist Lipschitz—stetig, weil wegen der Linearitét,

£ () = fWll = 1A =yl < [[All [l =yl

z,y € R™, mit der Operatornorm ||A|l. Es existiert daher ein eindeutiger Fluss
¢'(x) fiir alle z € R™ und fiir alle t € R. Aus den Eigenschaften der Exponential-
funktion wird folgen, dass

o'(z) = e,

Zur Erinnerung (Definition der Exponentialfunktion)

e
et = lim Y =Al (A7=1)
Jj=0
= Y A € LR
=0 7

mit der Konvergenz im vollstdndigen, normierten Raum L(R"™); die Norm ist die
Operatornorm.

Satz 9 A€ LR"), fir alle t,s € R gilt

1. et4 = 04 = 1.

t=0
9 e(t—f—s)A — etA.esA — esA_etA
3. (M) = et

4. Die Kurve t — e : R — L(R™) ist stetig differenzierbar, und

d a _ oL @ma Ay n
Pl 1111_1)1(1)%(6 —e) in L(R")

= Ae!t = e4.A.

Beweis

Da L(R™) ein vollstdndiger normierter Raum ist, mit der Operatornorm |[|A|l, so
ist der Beweis identisch mit unserem Beweis fiir ¢ — e’ € C, fiir a € C; man
ersetzt lediglich den Betrag |a| in C durch die Norm [|A| in £(R"™) und benutzt,
dass die Matrixmultiplikation {A, B} — A-B,

L(R™) x L(R™) —s L(R)

eine stetige Abbildung ist. |
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Theorem 2 1. Der Fluss ¢'(z) von & = Az, A € L(R"™) existiert fir alle
Zeiten t € R und ist linear in x :

2. Ist t— b(t) € R™ stetig, so ist der Fluss von & = Az + b(t) gegeben durch
¢
o (z) = etz + /e(t_T)Ab(T)dT

(mit g3(z) = ).

Beweis (Satz 9 und Eindeutigkeit)

Wir definieren fiir ¢ € R und z € R", ¢'(z) := ez und zeigen, dass ¢'(z) der
Fluss von & = Az = f(x) ist.

1. t=0:¢2) = 2 = la=2, xeR".

t d tA d tA
2. —¢i@) = (M) = (@e )x
= A(Mz) = Apl(z) = f(¢'()),

nach Satz 9. |

Frage: Wie sehen die Losungen ¢'(z), t € R und = € R™ tatsichlich
aus?

Dies hdngt ab von den Eigenwerten und den Verallgemeinerten Eigenrdumen von
A (Jordan—Normalform von A). Hiezu benutzt man die Transformationstheorie
von Vektorfeldern. Sei u : R® — R"™ der lineare Diffeomorphismus

z = u(y) = Uy,

mit U € L(R"), det U # 0. Das transformierte Vektorfeld [g(y) = du(y)™* f(u(y))]
ist wieder linear. Mit du(y) = U € L(R™) ist es gegeben durch die Formel

y = gly) = U'AU(y) = By.
B

Wir suchen nun ein U € L(R™) so, dass B von moglichst einfacher Gestalt ist
(Jordan’sche Normalform). Aus dieser kann man den Fluss #'(y) von ¢(y)

U'y) = Py, yeR"
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explizit ablesen. Dann transformiert man zuriick und findet fiir den Fluss ¢'(x) =
ez die Formel

o'(x) = Uoyp'(U ')
= UelBU 1z

-1
— UBUT . _ A,

Wir illustrieren die Losungsstruktur im Spezialfall eines linearen Vektorfeldes in zwei
Dimensionen.

8. Spezialfall R?, Dynamik von A € L(R?)

r = Az, z = (21, 22) € R?
i) a b T
$.2 B c d i) .
Mit den Abkiirzungen
D := Determinante(A) = ad — bc,

S := Spur(A) =a+d,

sind die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P()\) =
det(A — A1) = A2 — SA+ D, X € C. Es gibt also zwei Eigenwerte

Ay = %(Sim),

’

fiir die wir im folgenden meistens A, u schreiben.

Fall I
S?2—4D > 0

In diesem Fall hat A zwei reelle Eigenwerte A\, u € R, X\ # u. Seien v,w € R? zwei
Eigenvektoren, Av = Av und Aw = pw . Wir nehmen sie als Spaltenvektoren der
Matrix U € L(R?)

U = (vjw).

Weil v, w linear unabhéngig sind, ist die Matrix U regulér, det U # 0. Aus
AU = (Av|Aw) = (Av|pw)

“en(i )= e(2?)

folgt die Darstellung von A in der Eigenbasis v, w von R?:

ULAU = (A 0) —. B.
0 u
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Unter der linearen Transformation z = Uy ist also das transformierte Vektorfeld

gegeben durch
- A0 n > ( Ay )
= B = = ,
Y Y (0 u) (yz Y2
mit y = (y1,%2) € R?. Der Fluss ist daher
e)\t 0 e)\tyl
¢t(y) _ etBy _ t (Z/l) — . .
0 e Y2 e yy

Geometrisch erhalten wir im y—Raum das folgende Bild fiir die Lésungskurven in
R?, im Fall A <0 < p:

Der Koordinatenursprung 0 € R? ist ein Gleichgewichtspunkt des Vektorfeldes,
B(0) = 0, die zugehorige Losung ist 1%(0) = 0 fiir alle ¢ € R. Die Koordinatenach-
sen sind die Eigenrdume von B.

Jede Achse ist invariant unter dem Fluss, zum Beispiel ¢!(y;,0) = (e yy,0) alle
t € R und alle (y1,0) € R x {0}.

Auf der y;—Achse konvergieren die Losungen gegen den Ursprung 0 fiir ¢ — +o0,
auf der gyo—Achse fiir ¢ — —o0. Die einzige, fiir alle Zeiten beschrinkte Losung ist
der Gleichgewichtspunkt 0. Er ist unstabil und heisst ein hyperbolischer Gleich-
gewichtspunkt. In den urspriinglichen x-Koordinaten erhalten wir das Bild fiir den

Fluss ¢!(z) von & = Ax:

Die Struktur aller Losungskurven im y—Raum im Falle negativer Eigenwerte A <
1 < 0 sieht geometrisch vollig anders aus:
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B
=

In diesem Fall ist tliin Yt(y) = 0 fiir alle y € R?. Der Gleichgewichtspunkt 0 heisst
—r1+00

asymptotisch stabil oder ein Attraktor. Analog erhalten wir im Falle positiver
Eigenwerte 0 < A < i einen Repeller als Gleichgewichtspunkt.

Fall II
S?_4D = 0 A= peR

ITa: A =p € R und A sei diagonalisierbar, d.h. es gibt zwei linear
unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert .

Jeder Vektor 0 # u € R? ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A und

T L N W U W
B =U AU—(O)\)—A,

mit Fluss
Wy) = Py = My,  yeR’.
Ist A <0, so folgt tliin Y'(y) = 0 fiir alle y € R? und der Ursprung 0 ist wieder
—r+00
ein Attraktor:

IIb A=p € R und A ist nicht diagonalisierbar.

In diesem Fall gibt es genau einen Eigenvektor v # 0 € R? mit Av = Mv.
Sei u € R? linear unabhiingig von v, dann folgt (A — A)u # 0 und deshalb
(A—XNu=av+ fu mit (o, 3) # (0,0). Es folgt A(av + fu) = (A + B)(av + fu)
und daher =0 und « # 0. Es gibt also zwei linear unabhingige Vektoren v und
w in R? mit

Av = v, (A-=MNw = v.
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Definieren wir die Transformation z = Uy durch U = (v|w), so erhalten wir

AU = (Av|Aw) = (Mv|dw+v)

(v]w) (3 i) =U<3 i)

Die Jordan’sche Normalform in diesem Fall ist

B:UlAU:()\ 1),

0 A
und wieder kann der Fluss v'(y) des tranformierten Vektorfeldes
y = By

einfach berechnet werden. Wir zerlegen

Al 01
p-(31) =uen p-(01)

Die beiden Matrizen A1 und D vertauschen miteinander. Weil D? = 0, erhalten
wir, nach Definition der Exponentialreihe,

Piy) = By = eM+D)y

= eMetPy = eM(1+tD)y

1t
A
- (o1)s
_ e (y1 + tys)
e/\ty2 3
fir y = (y1,%2) € R%. In den Lésungen taucht in diesem Fall der Term te auf!

Im Falle A = p < 0 sieht die Losungsstruktur in den y—Koordinaten geometrisch
folgendermassen aus:

Es gibt einen ausgezeichneten linearen invarianten Teilraum, den Eigenraum R(1, 0)
zum (einzigen) Eigenwert A von B. Der Ursprung ist wieder ein Attraktor;

1tlim YPi(y) =0 fiir alle y € R%
—00
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In den z—Koordinaten:

Fall 111
S?2—4D < 0 Ao = atiw

Es gibt zwei konjugiert komplexe Eigenwerte A = a4+ iw und g =\ = o — iw mit
den reellen Zahlen a,w € R und w # 0. Hiezu gibt es zwei linear unabhingige
Eigenvektoren z und zZ € C? mit Az = Az und AZ = X\Z. Da A # X, sind die
Vektoren 2,7 linear unabhiingigin C2?. Definieren wir die reellen Vektoren v, u € R?
durch

z = v+iu,

so sind sie linear unabhiingig in R?, und aus A(v + 1) = (o + iw)(v + u) folgt
durch Zerlegen in Real-und Imaginar—Teil

Av = av —wu
Au = wv+au.

Definieren wir die Transformation z = Uy durch U = (v|u), so erhalten wir

AU = A(vlu) = (Av|Au)

- (v\u)(_o‘w Z) = U(_aw ‘; )

Die reelle Jordan’sche Normalform ist in diesem Fall

B=U"'AU = ( “ “’) ,

—wW o

wobei, zur Erinnerung, A = o + iw, w # 0. Den Fluss ¢!(y) von ¢ = By konnen
wir wieder einfach hinschreiben. Wir spalten auf

B=al+Q, Q= ( 0 “’).
—w 0
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Dann vertauschen die Matrizen ol und €2 und wir erhalten fiir die Exponentialreihe

wt(y) — etBy — etal.etﬂy

cos wt sinwt < n )
— eta. ,
—sin wt  cos wt Yo
( e'®*(cos wt)y; + e (sin wt)y, )

—e(sin wt)y; + €' (cos wt)ys

mit der Anfangsbedingung y = (y1,y2) € R? zur Zeit ¢t = 0. Geometrisch, im Falle
a<0und w>0,

Es ist ||e!B]|? = €', ¢t € R, und 0 ist ein asymptotisch stabiler Gleichge-
wichtspunkt.

Spezialfall: a=20, A =1w, w#0.

B:UIAU=<0 +“’>
—w 0

—sin wt cos wt

cos wt sin wt
Py) = Py = < > y

Es ist |[e!®|| = 1. Geometrische Losungsstruktur im y—Raum:

Der Gleichgewichtspunkt 0 heisst ein Zentrum, er ist stabil fiir ¢ — +o0o und
t — —oo. Alle Losungen sind periodisch mit der Periode T = 27” Sie liegen auf
Kreisen, welche die Niveau—-Mengen des Integrals

F(y) = |lylI*> = vi+v3
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fiir das Vektorfeld ¢(y) = By sind. In den z-Koordinaten werden die Kreise zu
Ellipsen, den Niveau-Mengen fiir das transformierte Integral F(z) = F(U'z) im

z—Raum.

Fiir den allgemeinen Fall eines linearen Vektorfeldes © = Az in R™, n > 3 verwei-
sen wir auf das Buch von H. Amann.

9. Differentialgleichungen 2. Ordnung auf R

Sei F': R® —» R stetig. Eine Funktion ¢ — () € R aus der Klasse C?(I) heisst
Losung der Gleichung 2. Ordnung

(1) i = F(tz, 1),
falls sie auf dem Intervall I die Identitat erfiillt
Z(t) = F(t,z(t),z(t)), tel.

Der Zusammenhang mit zeitabhingigen Vektorfeldern auf R? ist der folgende: Sei
z € C*(I) eine Losung von (1), dann kénnen wir die stetig differenzierbare Kurve
a € CY(I,R?) in R? definieren durch

a(t) = (z(1),y(1) = (2(t),%(t)) .
Es gilt dann

@(t) = y(t)

yt) = F(t,2@t),yt), tel,

das heisst ¢ — a(t) € R? ist eine Losung des zeitabhiingigen Vektorfeldes f(¢,x,y) €
R? definiert durch

) (5) = st = (g )

mit (z,y) € R%. Ist umgekehrt « € CY(I,R?), a(t) = (z(t),y(t)) eine Losung von
(2), dann ist ¢ — z(t) aus C?(I,R) und eine Lésung von (1). In diesem Sinn sind
die Gleichungen 2. Ordnung (1) #quivalent zu speziellen Vektorfeldern (2) auf R?.
Es folgt insbesondere aus Theorem 1 und den anschliessenden Diskussionen:

Satz 10  Existenz und Eindeutigkeit.

Sei F = F(t,z,y) stetig und lokal Lipschitz-stetig in (x,y) € R*. Dann hat das
A.W.P.

i = F(tuz,i)
LE(to) = )
i(t) = Yo
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fiir vorgegebene (to, To,yo) € R® genau eine Losung x € C*(I) auf einem mazimalen
Zeitintervall I, welches ty enthdlt. Fs gilt dann also

() = F(tx(t),2(t)), tel

.’L'(t()) = Xy
LE(to) = %Yo, fUT t:to

Beweis (Theorem 1)

Die Losung x(t, o, yo) ist die erste Komponente des Flusses ¢} (xo, o) des zeitab-
hiingigen Vektorfeldes f(t,z,y) auf R? in (2). |

Beispiel Die lineare Gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf R
(1) T+ pr+axr = 0, z€R,

a, 3 € R, ist dquivalent zum linearen Vektorfeld in R?

<2> (7) = (- ) =4(0)
A= (_Oa fﬂ) e L(R?).

Die Eigenwerte von A sind Ao = % (—ﬂ + /32— 4a) und wir unterscheiden

deshalb die Falle:
3? —4a >0 = Fall I

(% = 4o # 0 = Fall IIb
32 — 4o < 0 = Fall I1I.

Im Falle 3% = 4o # 0 ist eine Transformation auf die Jordan’sche Normalform:

()

N[

gegeben durch:

d

i
N
Q') o
O R
N——————

Spezialfille

. B8=0, a>0 i+tar =0
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Schwingungsgleichung; die Eigenwerte sind A1 o = +iy/a und der Fluss ¢'(z,y)
von (2) ist gegeben durch

oy = ( z(t) ) _ ( cos(vat)  Jzsin(vat) ) ( T )
’ y(t) —Vasin (vat) cos(y/at) Y
Es ist dann ¢°(z,y) = (z,y) € R?. Die erste Komponente

z(t) = z cos(vat) +y % sin(v/at)

ist dann die eindeutige Losung von Z+ax = 0 zu den Anfangsbedingungen z(0) = z
und £(0) =y.

L. =0, a<0 T+ar = 0

Die Eigenwerte A9 = +4/—a sind jetzt reell. Mit
cosh(r) = = (e"+e77)

sinh(r) == = (" —€ "), T€R

I N

ist der Fluss von (2) in diesem Fall

S ey = ( cosh(y/—at) ﬁsinh(\/—_at) ) ( T )
v/ —asinh(y/—at) cosh(y/—at)
und die erste Komponente,
1
V=

ist die eindeutige Losung des A W.P. & + ax = 0 mit den Anfangsbedingungen
z(0) =z und £(0) =y zur Zeit t =0.

z(t) = x cosh(tv—a)+y sinh(tv/—a)
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10. Lineare zeitabhingige Vektorfelder auf R”
Das Vektorfeld
T = At)r € R",teR,zeR",

mit ¢ — A(t) € L(R") stetig, ist lokal Lipschitz—stetig in z. Der eindeutige Fluss
¢t (z) ist, wie iiblich, definiert als Losung des Anfangswertproblems

Yol = A, ek,
pi(z) = =, t=s.

Der Fluss existiert fiir alle Zeiten und ist linear in den Anfangsbedingungen,
¢i(az +by) = ag,(z) + bgi(y), abeER.

Dies folgt aus der Linearitdt und Eindeutigkeit der Losungen, weil beide Seiten
dasselbe Anfangswertproblem mit derselben Anfangsbedingung ax + by zur Zeit
t = s erfiillen.

Im Spezialfall A(t) = A, also konstant fiir alle ¢, hat man die Formel

(t—s)A,

pi(x) = ™

fiir den Fluss. Der zeitabhingige Fall ist viel schwieriger, hier sucht man zunéchst
nach einzelnen Losungen.

V= Losungsraum

= { a € C'(R,R") | &(t) = A(t)a(t)
fiir alle t € R}

Satz 11 V c C'(R,R") ist ein linearer Teilraum und dim V =n .

Beweis Definiere, fiir s € R, fest die Abbildung
YR —V 2 — Y1) = a,

mit oy (t) ;= ¢!(z). Dann ist, nach Definition des Flusses, o, € V und die Ab-
bildung 1 ist linear. Wegen der Eindeutigkeit des A.W.P. ist 1 injektiv, sie ist
auch surjektiv (also ein linearer Isomorphismus). Denn sei o € V' eine Losung mit
a(s) = zo. Dann ist auch ¢%(z) eine Losung mit derselben Anfangsbedingung
zo zur Zeit t = s, so dass a(t) = ¢L(xg) = ¥(xo)(t) fiir alle ¢ € R und somit
a = (xg) wie behauptet. |

Definition n linear unabhdngige Losungen oq, o, ... ,an € V' (also eine Basis in
V') bilden ein Fundamentalsystem. Fin solches System existiert immer:

zum Bezispiel:
ai(t) = ¢ie;), 1<j<n.

Dies folgt aus dem ndichsten Satz.

37



Satz 12  Die Kurven ay,qs,qs,...,a, € V sind linear unabhdngig im Vek-
torraum C'(R,R™) genau dann, falls es ein s € R gibt, so dass die Vektoren
ai(s), ..., ay(s) € R™ linear unabhingig in R sind.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus der Eindeutigkeit des Anfangs-
wertproblems. [ |

Jede Losung i(t) = A(t)z(t) ist also eine Linearkombination eines Fundamental-
systems.
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11. Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Sei F': R x R®™ — R stetig. Dann heisst eine Funktion y € C™(I,R) eine Losung
der Differentialgleichung n—ter Ordnung

(1) y(n) = F (ta Y, ya ga cee ay(n_l)) )
falls sie die Identitat erfiillt
yM(t) = F(t,y(t),9(), i), ...,y (@),

fir alle ¢t € I. Zum Beweis der Aquivalenz mit einem speziellen Vektorfeld auf
R™ betrachten wir die Losung y € C™(I,R) von (1) und definieren die Kurve
a € CY(I,R") in R™ durch

a(t) = (z1(t), 22(t),. .., z,(t))
= (y(),9(),...,y" () eR".
Sie erfiillt, fiir alle ¢ € I,
@1(t) = wa(t)
ia(t) = ws(t)

Tpo1(t) = z,(t)
To(t) = F(t,z1(t),...,za(t)),
so dass a € C'(I,R") eine Losung des zeitabhingigen Vektorfeldes (2) auf R™ ist:

z = f(t,x)eR*, teR

T2
x3
(2) ftz): = € R"
T
F(t, z)
mit z = (x1,...,2,) . Ist umgekehrt x € C'(I,R") eine Losung von (2), so ist seine

erste Komponenten—Funktion y(t) = z1(¢) aus C™(I,R) und eine Lésung von (1).
Wir schliessen also aus dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Vektorfelder auf
R™ das folgende Resultat.
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Sei F': R x R" — R stetig, und lokal Lipschitz-stetig in x € R™. Dann hat das
AW.P.

y™ = Fty,9,...,y"V)
y(to) = T
y(to) = Iy

y(n—l) (tO) = Tn

fiir jedes vorgegebene (tg,x1,...,2,) € R x R" genau eine maximale Losung, nim-
lich die erste Komponente y(t) = x1(t) des Flusses ¢} (z) des Vektorfeldes f(t,x)
in (2) auf R".

Beispiel Lineare Gleichung n-ter Ordnung homogen, mit konstanten Koeffizien-
ten.

(1) Ly =y + 01y + any™ P+ +agy = 0,

mit den Konstanten a; € R. Das zugehorige spezielle Vektorfeld in R" ist linear,
und unabhéngig von der Zeit t¢:

(2) T = Ax, z e R"
(0 1 )
0 1
0 1
A= N € L(R) .
0 1
\—CL() —Qa1 —Q2 ... —an_1/

Die Losung y(t) von (1) zu den n Anfangsbedingungen z = (z4,...,z,) € R" zur
Zeit t = 0 ist also die erste Komponente des Flusses ¢'(z) = etz von (2).

Entwicklung von det(A — z1) nach der letzten Zeile fiithrt zur Darstellung des cha-
rakteristischen Polynoms von A:

P(z) = det(A—21)
= (-1)"[z"+an—12""" 4+ -+ a1z +aol ,

z € C. Dieses Polynom bestimmt alle Losungen von Ly = 0 folgendermassen. Sei
A € C eine Nullstelle,

P()\) = 0.
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Dann folgt fiir die Funktion y(t) = e, dass

L(ex\t) — )\ne)\t +an_1)\n—16)\t + ... +a0€)\t

Falls A € R reell ist, so ist y(t) = e eine reelle Losung. Falls A = a + iw mit
w # 0 eine komplexe Nullstelle ist, dann ist auch A = o — iw eine Nullstelle, da
ja das Polynom reell ist. Real- und Imaginir-Teil von e* = e*[cos wt + i sin wi]
sind zwei reelle Losungen von L(y) = 0. Sei nun A eine k—fache Nullstelle von P.
Dann ist das charakteristische Polynom P von der Form

P(z) = (z—=XN*P,_(2), zeC
mit P,_x(\) # 0. Wir zeigen, dass in diesem Fall alle Funktionen
y(t) = tTeM, 0<r<k-1

Lésungen von L(y) =0 sind. Falls A = o +iw mit w # 0 komplex ist, so erhalten
wir auf diese Weise 2k reelle Funktionen fiir das Paar (A, A) von Nullstellen. Der
Trick ist die Einfiihrung eines Parameters p:

d T
thett = <@) (e

Weil die Ableitungen vertauschen,

Lt"e") = L(

Benutzen wir nun, dass P(u) = (1 — \)*P,_x(p) ist, so erhalten wir fiir y = A

(35) (Pwe]

firalle 0 <r<k-— 1. Da ein reelles Polynom n-ter Ordnung n Nullstellen in C
hat, und mit A auch A eine Nullstelle ist, erhalten wir das folgende Resultat.

B=A

Theorem 3 Die Differentialgleichung
Lly) = y™ +an1 y" U+ ay =0

hat die folgenden n reellen Liosungen vy, entsprechend den n Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms P :
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e \eR sei k—fache Nullstelle von P :

treM 0<r<k-1.

e \=oa+iw,w # 0,sei eine k-fache Nullstelle (dann ist auch A=a—iw
eine k—fache Nullstelle) und wir erhalten fir das Paar (A, \) die 2k reellen

Losungen
e cos wt

e sin wt , 0<r<k-1.

Diese n Lisungen sind linear unabhdngig in C™(R,R) . Jede Losung y von L(y) =0
15t eine Linearkombination dieser n Losungen.

Beweis Im Hinblick auf Satz 11 bleibt nur noch zu zeigen, dass die n Funktionen
linear unabhingig sind. Wir iiberlassen diesen Nachweis dem Leser als Ubungsauf-
gabe, oder verweisen auf das oben zitierte Buch von H. Amann. |
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