Kapitel 14

Wegintegrale

27. Mai 2003

1. 1-Formen und Wegintegrale

Definition. Eine 1-Form (Differentialform 1. Ordnung) auf einer offe-
nen Menge U C R"™ ist eine Abbildung

w:UCR" — LR, R); z+— w(x).

Sie ordnet also jedem Punkt x € U eine Linearform w(x) € L(R™ R)
zu, d. h. fir festes x ist die Abbildung R" — R, v — w(x)[v] linear.
Den Vektorraum aller 1-Formen auf U bezeichnet man mit A*(U).

Beispiel: Sei ¢ : U C R® — R eine Funktion aus aus C'. Dann ist die
Ableitung dy(x) € L(R™,R), fiir jedes x € U. Daher ist die Abbildung
dp:xr—do(x), xze€U

eine (stetige) 1-Form auf U . Solche speziellen 1-Formen w = dy heissen
exakte 1-Formen.

Koordinatendarstellung von 1-Formen in R" und Zu-
sammenhang mit Vektorfeldern

In der kanonischen Basis {e;}, 1 < j <n von R" stellt sich der Vektor
v=(v1,...,0,) € R" dar als

n
v = E Ujej.
=1
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Weil w(z) € L(R™,R) linear ist,

w@e] = w(z) [Z vjes]
= 2 vl
Die Koordinatenfunktionen f; : U — R von w sind definiert als

fi(@) = w(@)le], 1<j<n,

und wir erhalten die Darstellung
[’U] Z f J R veR”

von w durch die n—Funktionen f;.

Definition. Die speziellen, exakten 1-Formen auf R™, dz; = €} € L(R™ R)
der Basis im Dualraum von R™, sind definiert durch

dz;[v] = vy, 1<j5j<n,

fir alle v = (v1,...,v,) € R". Die Linearform dz; ist die Ableitung der
Funktion R™ — R, (x1,...,T,) — x;; sie ist konstant. Damit erhalten
wir die folgende Darstellung der 1-Form w :

Z fi(x)dz;

mit den Koordinatenfunktionen f;(z) = w(z)[e;]. Speziell fir w =dy,

hier ist f;(z) = dp(z)[e;] = 57"‘;(3:) . Man nennt w stetig, falls die Funk-
tionen f; : U — R alle stetige Funktionen sind; w gehort zur Klasse
C*, falls f; € CF(U,R).



Bemerkung: Jede nicht degenerierte Bilinearform B auf R" x R" defi-
niert einen linearen Isomorphismus ¢p vom Vektorraum R™ auf seinen
Dualraum L(R™,R) durch ¢g(v)[] = B(v,-) fiir alle v € R". Nehmen
wir fiir B speziell das Euklidische Skalarprodukt B(v,w) := (v, w),
so erhalten wir den ein—eindeutigen linearen Zusammenhang zwischen
den 1-Formen w auf U und den Vektorfeldern f: U C R®™ — R" auf
U:
w(z)[v] = (f(z),v), alle v € R,

wobei das Vektorfeld
f(ﬂ?) = (fl(x)a T afn(x)) €R”

definiert ist durch die Koordinatenfunktionen f;(z) = w(x)[e;]. Im Spe-
zialfall w = dy erhalten wir

do(z)[v] = (Ve(z),v), alle veR",

mit dem Gradienten

Vola) = (@@

ox, 7 Ox,

Das Vektorfeld f : U — R"™ heisst in der Physik (das zur 1-Form w
gehorende) Kraftfeld. Falls f = Vo, so heisst das Kraftfeld f ein Po-
tentialfeld mit der Potentialfunktion ¢ : U — R.

Sei v : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve mit ([a,b]) C U .
Dann ist y(t) = (7(t),...,7(t)) und der Tangentialvektor im Punkt

v(t) ist der Vektor ("Yl(t), ce ,q'/n(t)) e R™.

Definition. Das Wegintegral der stetigen 1-Form w auf U (des zu-
gehorigen stetigen Kraftfeldes f auf U ) lings des Weges ~y ist die Zahl
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Abkiirzungen fiir diese Zahl:

o= [$ma [

8! y 9=t v
Physikalisch ist das Wegintegral die Arbeit, welche das Kraftfeld f
langs des Weges v leistet. Es ist der Grenzwert der Riemann—-Summen
N
D F(rlty) () = y(ti))

Jj=1

a=1y<t1<---<ty=0b.

Satz 1. (Unabhéngigkeit von der Parametrisierung des Weges)

Sei Y : [a, B] = [a,b] stetig differenzierbar mit ¥(a) = a und ¥(B) =b.
Dann

/ f = / f.  jedes Kraftfeld f.

Yoy 0l

Beweis. (Substitutionsregel, Kettenregel)

B8
/ foo= / FO(s) , (ou) (s))ds

Yoy o
B

= [N 1 s))ds)ds.

a

Setze t = (s); mit a =9(c) und b= (B) folgt

= / (00 d@nde = [ 1.



Definiere die zur Kurve
v : [a, 0] — R,
entgegengesetzt durchlaufene Kurve durch
v~ : [a,b] — R*, v (t) == vla+b—1),

dann ist v~ (a) = ~y(b) und v~ (b) = y(a).

Satz 2. (Orientierung)

/f = —/f, jedes Kraftfeld f .
v Y

Beweis. (Substitutionsregel wie in Satz 1)

Die Berechnung des Linienintegrals fiir Potentialfelder ist einfach!

Satz 3. Sei f =V ein Potentialfeld auf U, sei vy :[a,b] = U eine
Kurve, die x = v(a) mit y = v(b) verbindet, dann ist

/Vso = ¢(y) —p(z) = /dw-

v 7

Das Wegintegral ist aber unabhéngig von der Wahl der Kurve ~, die z
mit y verbindet. Satz 3 verallgemeinert den H.S. in R:



Beweis. (Kettenregel und H.S.)

Jo:-

y

O

Falls M, := {x € R" | ¢(z) = ¢} eine Potentialfliche ist, und der Weg
v auf M, startet und endet, y(a) und y(b) € M., so folgt aus Satz 3

/ch:c—c:o.
e

Beispiele U = R™"\{0}
Definiere ¢ : U — R durch

p(@) = Flzl), |zl = (a1 +---+23)°
fiir eine differenzierbare Funktion F': R\{0} — R. Dann ist

Zz
]| °

Es folgt fiir + : [a,b] = R™\{0} mit vy(a) =z und ~(b) = y:

/ Ve = F(lyl) - F(lall)-

Veo(z) = F(|lzl) z € R"\{0}.

Spezialfall: Newton—Potential.

pla) = F(l«ll) = T ST

Arbeit der Gravitationskraft:



falls [ly(a)l| = 1 >0 und [4(b)]| =72 > 0.

Das Wegintegral kann natiirlich definiert werden fiir stetige, stiickweise
stetig differenzierbare Kurven, d.h. fiir

v : [a,b] = R"™ stetig,

und, fiir
a = ta<hh <tho<..., <ty = b,

v [tjo1,t;] — R™ aus C'.

Definiere die Kurvenstiicke v; = | [t;_1,%;]. Man schreibt symbolisch

Yy =m+r+-+YN,

/f — /f+/f+---+/f.
d O i

Folgerung aus Satz 3:
Sei v :[a,b] — U eine geschlossene Kurve, d.h. v(b) = v(a), dann gilt

/Vgozo.

Y

und definiert

Falls also fy f # 0 fiir eine geschlossene Kurve v, so kann f kein Po-
tentialfeld sein.
Wann ist ein Kraftfeld f ein Potentialfeld?

Definition. FEine offene Menge U C R"™ heisst zusammenhangend,
falls je zwei Punkte in U durch einen Streckenzug in U miteinander
verbunden werden kinnen.

Theorem 1. (Stammfunktion) Sei U — R™ offen und zusammenhdn-
gend, sei f:U CR" ein stetiges Kraftfeld. Dann sind dquivalent:

(i) f=Vo firemm o:U — R aus C*.
(ii) f,yf =0 fir jede geschlossene Kurve v in U .

(iii) Flir je zwei Punkte x,y € U gilt: f7 f hdngt nicht ab von der Wahl
der Kurve v, welche x mit y in U verbindet.
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Beweis.
(i) = (ii) soeben bewiesen.
(ii) = (i).

Um eine Funktione ¢ : U — R aus C' zu konstruieren mit V(z) =
f(z), x € U, wihlen wir einen festen Punkt P € U und definieren fiir

reU
=/f,

wobei o, ein Weg ist, der P mit = in U verbindet: «, : [0,1] —
U, a;(0) =P und «,(1) = z. Nach Voraussetzung (ii) ist ¢(x) unab-
héngig von der Wahl der Kurven «, . Ist ndmlich 3, : [0,1] = U, 3,;(0) =
P und (;(1) = z eine zweite solche Kurve, so definieren wir die geschlos-
sene Kurve 7 :[0,2] = U durch

0 (1) 0<t<1

V() =
B(2—1) 1<t<2.

Dann ist 7(0) = 7(2) = P. Mit (i) und Satz 2,
0—/f /f+/f /f—/f.

Wir fithren deshalb die abkiirzende Schreibweise ein:

= /f, rxeU.
P

z+he; z+he;

90(33+h6j)=/ /f+ /f

z+he;

o(x + hej) — / f.

Damit wird

so dass



Das Integral rechts hingt nicht ab von der Wahl der Kurve, die  mit z+
he; in U verbindet. Zur Berechnung wahlen wir eine spezielle Kurve
(Strecke) : «(t) = = +the;, 0 < ¢t < 1. Es gilt dann «(0) = = und
a(l) =z + he; . Es folgt

(fl(t)), a(t)) = (f(a(®), he;) = h{f(al(t)),e;) = hfj(alt)) .

Daher
z+he; 1

m/ [ = a/f = ho/fj(x+thej)dt

1

% [o(x + hej) — p(x)] = /fj(:c + the;)dt.

0

und deshalb

Nach Voraussetzung ist f; stetig, und wir schliessen
lim = [o(z + he;) — o(@)] = fj().

Dies gilt fiir jedes x € U und jedes 1 < j < n. Wir haben gezeigt,

dass %(p(x) = fij(z) fir 1 < j < n.Da f; stetig fir 1 < j <mn, so

folgt ¢ € C*(U,R). Weil Vp(z) = f(z) haben wir ein Potential fiir f

gefunden.

O

Das Kriterium (Theorem 1) ist unpraktisch. Wir suchen ein besseres,
welches nur lokale Bedingungen an f und globale Bedingungen an U
stellt.

Definition. Ein stetig differenzierbares Kraftfeld f : U C R* — R"
(resp. 1-Form w ) heisst

exakt = f=Vy,peC*U)
(resp. w=dg).

geschlossen = Es gelten die Integrabilitdtsbedingungen

ofi, \ _ 0f;

alle x € U, alle 1,75 .
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Satz 4. U CR" offen
f exakt = f geschlossen.

Beweis. (Satz von Schwarz) Nach Voraussetzung ist f; = a%igo, 1<
1 < n. Daher

900 00 0

fi(z).
O

Die Umkehrung gilt nicht. Aus f geschlossen folgt nicht, dass f exakt
ist, wie das folgende Beispiel zeigt.

Bespiel U = R?\{0}
Definiere das Kraftfeld f auf R?\{0} durch

— Y L

) = (fi(z,y), f2(z, 7)) -

f ist geschlossen, da
D) = hle) =
Wir zeigen, dass f nicht exakt ist auf U . Betrachte den Weg
v : [0,7] — R?,
v(t) = (71(t),72(t)) == (rcost,rsint),r>0.
Dann ist, mit 7% = 2% + y?,

—rsin t r cos t

(FOW), 40) = 5= sin ) + 5 cos 1

= (sint)®+(cost)? = 1

und deshalb
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Das Wegintegral ist also gleich dem Winkel 7, unabhéingig vom Radius
r > 0. Fiir 7 = 27 parametrisiert v den Kreis vom Radius 7, ist also
eine geschlossene Kurve in U, und

/f=2w.

Wire f exakt, d.h. f = Vo fiir eine Funktion von ¢ : U — R, so wire,

nach Satz 3,
/ f=o.
v

Das Kraftfeld f ist also geschlossen und nicht exakt! Das Gebiet R*\{0} C
R? hat ein Loch!. Wir miissen zusitzliche Bedingungen an das Gebiet U
stellen, um schliessen zu kénnen: f exakt auf U < f geschlossen auf U .
Wir betrachten zuerst einen Spezialfall.

Definition. Fine Teilmenge U C R" heisst sternformaig beztiglich des
Punktes P € U, falls

zelU={1-t)P+tz |0<t<1}CU.

Beispiele Eine offene Kugel oder eine konvexe Menge ist sternférmig
beziiglich jedes Punktes der Menge. R™\{0} ist nicht sternférmig.

Theorem 2. (H. Poincaré)
Sei U C R™ offen und sternférmig. Dann gilt auf U

[ (resp. w) geschlossen <= f (resp. w) ezakt.
Beweis. (<) dies ist Satz 4.
(=)
Zu zeigen: es gibt eine Funktion ¢ € C?(U,R) sodass f(z) = Vy(z), z €
U.Sei x € U, nehme den Weg «,, der P mit z in U verbindet
ay(t) = P+tlx—P), 0<t<I1.

(U ist sternformig beziiglich P!), und definiere ¢ : U — R durch

o(x) = /f, zeU.
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Nehme zunéchst an, dass P = 0 ist und rechne aus:

o) = [ 1 - / ((alt), a(t))at

0

= [ rteo), i

_ j (g fs(m).xs)

Mit der Produktregel, den Integrabilitdtsbedingungen und dem Haupt-
satz folgt

S—Z“) - / {Ztggj-(m)“ﬁfj(m)}dt

0 s=1
1

- / {Zt%(m)-xs + fj(tx)} dt

0
1

d
_ O/ 1tf et
= fiz) .

Dies gilt fiir jedes j und = € U sodass ¢ € C*(U,R) weil f € C'(U,R").
Uberdies f(z) = Vy(z),2 € U. Falls P € U, so erhalten wird das
Potential ¢ genau gleich durch die Formel:

o(z) = /(f(P+t(x—P)),x—P)dt.

O

Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 wissen wir jetzt (Theorem
1), dass das Wegintegral unabhéngig von der Wahl des Wegen -, ist,
der P mit z in U verbindet. Um geeignete Formeln fiir das Potenti-
al ¢(x) zu finden, kann man giinstige Wege wihlen.! Sei zum Beispiel
U =R" und f geschlossen. Dann ist U sternférmig, insbesondere be-
ziiglich P = 0. Wéhlen wir den speziellen Weg v, von 0 parallel zu den
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Koordinatenachsen zum Punkt z € R", so erhalten wir die Formel:

o) = [f

+ /f2(331,t,0, ., 0)dt

Oz
+ /fn(.Tl,.’L'g, R t)dt
0

Definition. (Homotopie)

Zwei Kurven 7,7 : [a,b] = U C R™ mit gemeinsamem Anfangspunkt
A und gemeinsamem Endpunkt B heissen homotop in U, falls es eine
stetige Abbildung H : [a,b] x[0,1] — U mit folgenden Figenschaften gibt:

H(t,0) = (1)
H(t,1) = m()

H(a,s) = A

alle a <t<b

alle 0 <s<1.
H(b,s) = B

Fiir jedes feste s € [0,1] definiert ~vs(t) := H(t,s) eine stetige Kurve in
U, die A mit B verbindet.

Abkiirzung fiir homotop:

Yo~y in U.

Theorem 3. Sei U C R™ offen. Seien A,B € U und 7y, v1 zwei
stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurven, die beide den Punkt A
mit dem Punkt B in U verbinden. Falls v~y in U, so gilt

[o=[o
Yo 7

fir jede geschlossene 1-Form w in U .
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Beweis. (H. Poincaré) Sei B = {Bj}xca eine Familie von offenen Ku-
geln B, , die U iiberdecken. Sei H : R — U, R = [a,b] X [0,1], eine
Homotopie. Wir zeigen zuerst, dass es Zerlegungen

Z a =1l<ti<---<t, = b
Z': 0 = 5<85<---<s5, =1

gibt mit der Eigenschaft, dass das Bild jedes Rechtecks [t;, tit1] X [s;, Sj+1]
unter der Abbildung H ganz in einer Kugel aus B liegt. Nehme an, es
gebe keine solchen Zerlegungen. Fiir jede Zahl m € N unterteilen wir
dann [a,b] und [0,1] in jeweils m gleich lange Intervalle und damit das
Rechteck R im m? gleiche Teilrechtecke. Zu jedem m existiert eines
dieser Rechtecke R,,, dessen Bild H(R,,) in keiner Kugel aus B ent-
halten ist. Betrachte die Folge der Mittelpunkte z,, dieser Rechtecke
R,, m=1,2,.... Da R kompakt ist, so konvergiert eine Teilfolge von
{zm} gegen einen Punkt zo € R. Sei By € B eine Kugel, die H(xg)
enthélt. Dann ist H~!(B) eine offene Umgebung von z; in R. Die-
se enthilt offensichtlich unendlich viele der Rechtecke R,,, deren Bilder
H(R,,) in By liegen, im Widerspruch zur Konstruktion.

Es seien nun Z, Z' Zerlegungen von [a,b] bzw. [0,1] mit der Eigen-
schaft, dass jedes Teilrechteck [t;,t;+1] X [s;, 8;+1] durch H ganz in eine
Kugel aus B hinein abgebildet wird. Dann definieren wir:

Pi' = H(ti,Sj)
I';; = Strecke von P;; nach Py
o;; = OStrecke von FP;; nach P .

Nach Konstruktion liegen die vier Punkte P, Piy1;, B jq1 und Py
in einer Kugel aus B. Wegen der Konvexitéit dieser Kugel verlaufen die
vier Strecken I';;, I'; j11, 055 und 0;41; in dieser Kugel. Nach Theorem
2 (Poincaré) ist w in der Kugel exakt. Deshalb sind die Integrale von w
langs I';j+0i41,; und o3+ ;41 gleich, weil sie dieselben Punkte in der
Kugel verbinden. Mit der Abkiirzung I(a) = [ w folgt somit

I(Tyj) = I(Tijy1) = I(oij) — I(0i41) -

k-1
Addiere, mit I; := ) I(I';;) folgt
i=0

Ij - Ij+1 = 1(00]') - I(Ukj) .
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Weil op; und oy; Strecken von A nach A bzw. von B nach B sind,
haben beide Integrale I(og;) und I(ox;) den Wert 0. Deshalb ist I; =
Iy fir 7=0,1,2,...,9g—1, und es folgt

B

-1

k—1
ITy) = Iy = I = Y _I(Ty).
=0

Il
)

%

Schliesslich miissen wir den Bezug zu den Integralen f%w und f7l W
herstellen. Die Strecken T';o und die Teilkurve ;o := 7o | [ts, ti11] haben
denselben Anfangspunkt P, und denselben Endpunkt Pii,. Da beide
in einer Kugel aus B liegen, folgt aus Theorem 2, dass fm w=1(Ty).
Summation iiber i liefert

/w = ;I(wio) = 1.

Yo

Genau gleich zeigt man

/w = ZI(FM) = 1,.

71
Mit I, = I, ist der Satz bewiesen.

i

Definition. (Homotopie von Loops) Zwei geschlossene Kurven gy, :
[a,b] — U C R? heissen frei homotop in U, wenn es eine stetige Abbil-
dung H : [a,b] x [0,1] = U gibt, mit

H(t,0) = ()
H(t,1) = m()

H(a,s) = H(b,s) alle 0 <s<1.

alle a <t<b.

Abkiirzung: vy~ v

Alle Kurven v, v,(t) := H(t, s) verlaufen also in U und sind geschlos-
sen.

Genau gleich wie Theorem 3 beweist man

15



Theorem 4. (Homotopie von Loops)
Ser U C R™ offen und seten yy,v1 zwei geschlossene Loops in U , stetig
und stickweise stetig differenzierbar. Falls vy ~ 71, so gilt

IERE
Y0 71
fir jede geschlossene 1-Form w auf U .

Um den Hauptsatz iiber die Existenz von Potentialen von geschlossenen
1-Formen zu formulieren, brauchen wir den Begriff einer einfach zusam-
menhéngenden offenen Menge.
Unter einer Punktkurve in R™ verstehen wir eine konstante Abbildung
I - R", t+— P(t) = P, die alle Punkte des Intervalls I auf den Punkt
P € R" abbildet. Es gilt dann

/w:

P

w(P)[P(t)]dt

w(P)[0]dt = 0

o

fiir jede 1-Form w. Eine geschlossene Kurve v in U welche homotop in
U zu einer Punktkurve ist, nennt man null-homotop in U, in Zeichen
v~0.

Definition. (Einfacher Zusammenhang)

Eine offene und zusammenhdngende Menge U C R™ heisst einfach zu-
sammenhdngend, wenn jede geschlossene stetige Kurve v in U null-
homotop in U 1st, d.h. v=~0.

Beispiel: Die offene Menge U C R" sei sternférmig beziiglich P € U .
Dann ist jeder stetige Loop 7 in U homotop zur Punktkurve P; eine
Homotopie ist gegeben durch

H(t,s) = sP+(1—s)y(t), 0<s<1.

Die gelochte Ebene R?\{0} hingegen ist nicht einfach zusammenhin-
gend, wie wir beweisen werden. Die Antwort auf die Frage: Wann ist ein
Kraftfeld ein Potentialfeld? lautet jetzt folgendermassen:
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Theorem 5. (Existenz von Potentialen)
Ser U C R™ einfach zusammenhdngend. Dann gilt:

w (resp. f) geschlossen in U .
S

w = dp (resp. f = V) fir eine
Funktion ¢ :U — R.

Beweis. (Theorem 1 und Theorem 4) Sei w eine geschlossene 1-Form
und ~ eine geschlossene Kurve in U . Dann ist 7y~ P in U (konstanter
Loop) und es folgt aus Theorem 4, dass

oo

Dies gilt fiir jede geschlossene Kurve 7 und deshalb ist w = dp exakt,
nach Theorem 1.

O

Fiir eine einfach zusammenhéngede offene Menge U C R" gilt also

falls w eine geschlossene 1-Form und < eine geschlossene Kurve in U ist.
Es folgt zum Beispiel, dass U = R?\{0} nicht einfach zusammenhiingend
ist; denn die 1-Form w auf R%*\{0},

—Y
dx +
.’172 + y2 $2 + y2

w(z,y) = dy

ist, wie wir wissen, geschlossen und das Integral iiber den Kreis

y(t)=(rcost,rsint), 0<t<2m, r>0,

verschwindet nicht.
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2. Tansformation von 1-Formen, pull-back
U CR" sei offen.
A (U) : = {Vektorraum der 1-Formen auf U }
= {w:U— L(R",R)}.
Sei V C RF offen, und sei
u: VCRE—UCR", y+— u(y)

eine C'-Abbildung. Dann ist du(y) € L(R* R"™) linear fiir jedes y € V,
und wir kénnen den pull-back

u* o ANU) — AY(V), wr—utw
folgendermassen definieren.

Definition. (pull-back)
Sei w € AY(U) . Dann ist u*w € AY(V) definiert durch

(v'w)(y)-[w] = wluly))du(y)w],
alle w € R, in jedem Punkt y €V .

Es ist also u*w(y) € L(R*,R) und somit ist die Abbildung u*w:V —
L(R* R) ein Element aus A'(V).

Satz 5. Transformationsformel
Sei 7y : [a,b] = V C R* eine stetig differenzierbare Kurve und uovy :
[a,b] = U die Bildkurve unter der Abbildung u, dann gilt

/w = /u*w
uoy v

fiir alle w € AY(U) .

Beweis. (Kettenregel) Zur Erinnerung: das Wegintegral der 1-Form w
langs des Weges « : [a,b] — U ist definiert durch die Formel

P / w(a®)a]d:.

[e%
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Nach Definition von »* und Kettenregel:
wwO)®)] = wu(y(®)))-ldu(y(t)) - 4(t)]
= w((uo)(1))- [g(uon) ()] -

Integration von beiden Seiten iiber a <t < b liefert die Formel.

O

Bemerkung: Im Spezialfall £ = 1 betrachten wir die stetig differenzier-
bare Kurve 7 :[0,1] - U C R". Sei w € A'(U), dann ist v*w € A'[0,1]
gegeben durch

Twt) = wly(@))-[y()]de,

und wir kénnen das Linienintegral schreiben in der Form

1
/ w = / Y'w.
v 0
Zur Darstellung des pull-back in den Koordinatenfunktionen setzen wir
w(z) = ij(x)d:vj, zeU,
j=1
und

(v'w)(y) = Zﬁ(y)dyj, yevV.

Fiir die Kraftvektoren f = (fi,..., f,) und ]?: (fl, cee ﬁc) gilt dann

fly) = du(y)” (fou)(y) |, yeV,

wobei T die transponierte Matrix andeutet. Der Beweis folgt sofort aus
der Definition des pull-backs: Es gilt fiir alle w € RF

(ww)()w] = (Fy),w)
= w(u(y))ldu(y)w]
= (f(u(y)), du(y)w)
= (du(y)" f(u(y)), w),

und die Formel folgt.
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3. Transformation des Gradienten

Im Gegensatz zur Ableitung einer Funktion erfordert die Definition des
Gradienten einer Funktion eine zusétzliche Struktur, ndmlich ein Skalar-
produkt, dessen Darstellung sich bei Koordinatentransformationen &n-
dert. Sei im folgenden

u: VCR"—UCR"

ein C'-Diffeomorphismus. Bisher hatten wir an jedem Punkt U C R"
das Euklidische Skalarprodukt (-,-) genommen. Der Diffeomorphismus
u : V — U induziert im Punkt y € V' ein Skalarprodukt g¢(y) : R™ x
R™ — R, definiert durch

9(y) (w1, wa) = (du(y)wy, du(y)ws),

fir wy,w, € R™. Fiir jedes y € V fest, ist g(y) eine positive definite
symmetrische Bilinearform, gegeben durch die symmetrische Matrix

S(y) = du(y)"-du(y) € L(R",R"),

so dass
9(y)(wi,w2) = (S(y)wr, ws) .

Seinun®y : V — R eine Funktion, dann ist der Gradient von 9 beziiglich
des induzierten Skalarproduktes, V9 (y), definiert durch

d(y)w] = g(y)(V*%(y), w)

fiir alle w € R™. Zur Berechnung von V9)(y) beobachten wir:

dp(y)w] = (du(y)Ve(y), du(y)w)
= (du(y)"du(y)Vo(y) , w)
= (S@VY(y), w)
= (Vi(y), w).
Es folgt
Vip(y) = S(y)Vi(y), yeV, yeV,
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mit den Gradienten V(y) beziiglich des Euklidischen Skalarproduktes
in R™.
Falls du(y)Tdu(y) =1, d.h. falls du(y) € L(R",R") eine orthogonale
Matrix ist, so folgt g¢(y) (w1, ws) = (w1, ws) und VI9Y(y) = Vip(y) .
Sei nun

¢ : U—R

eine Funktion, und v : V' — U ein Diffeomorphismus. Dann ist die
transformierte Funktion die Komposition

pou : V—0R, yr— p(u(y)).

Der Gradient in V' beziiglich des induzierten Skalarproduktes ist dann
definiert durch

d(pou)(y)[w] = g(y) (V?(pou)(y),w) .

Mit der Kettenregel und der Definition des induzierten Skalarproduktes
erhalten wir

d((pou)(y)[w] = do(u(y))-du(y)-w
= (Vo(u(y)) , du(y)w)

= (du(y)V?(gou)(y), du(y)w) .

Dies gilt fiir jedes w € R™, und wir schliessen

Vi(pou)(y) = du(y)™'- (Vi) ou(y).

Der Gradient einer Funktion transformiert sich also tatséchlich wie ein
Vektorfeld. Dies ist im Gegensatz zu den Komponenten V(pou) der 1-
Form d(pou) auf V', definiert durch d(pou)(y)[w] = (V(pou)(y),w),
fiir welche gilt:

V(pou)(y) = du(y)” (V) ou(y).
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4. Umlaufzahl einer geschlossenen Kurve in
R2
Nehme die geschlossene 1-Form auf R?\{0}:

—Y
dx +
.TQ + y2 332 + y2

w(z,y) = dy .

Fiir jeden geschlossenen Weg  : [0, 1] — R2\{0} ist das Integral

1
— S/
27 v ’

7

eine ganze Zahl. Sie misst die Anzahl der Umliufe der Kurve v um
den Punkt 0 und ist eine Homotopieinvariante fiir geschlossene Kurven
in R?\{0}, nach Theorem 4.

Als Uebungsaufgabe zeigt man namlich sofort fiir y(¢) = r(¢)e®® (dar-
gestellt in Polarkoordinaten mit einem stetigen Argument ¢(t)), dass
das Integral

/w — /lgb(t)dt = »(1) = ¢(0)

die Aenderung des Winkels beim Durchlaufen der Kurve ist. Aus v(0) =
v(1) schliessen wir 7(0) = r(1) und (1) = ¢(0) + 27n, fir ein n € Z.
Zum Beispiel, fiir den m-fach durchlaufenen Kreis (t) := re®™™ r >
0,0 <t <1, erhidlt man

1
2T

Allgemeiner:
Sei v :[0,1] — R? eine geschlossene Kurve und P € R? ein Punkt, nicht
im Bild der Kurve, das heisst

P ¢ ~([0,1]).

Definition. Die Umlaufzahl der Kurve v um den Punkt P ist die
ganze Zahl
n(vy; P) == n(y—P,0) € Z.

Wir beschreiben zwei topologische Anwendungen der Umlaufzahl in R? .
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Sei D ={z||z| <1} die abgeschlossene Kreisscheibe in R? und sei
0D = {z||z| =1} = {"|teR}

der Rand von D , in komplexer Notation.

Satz 6. (Retraktion)
Es gibt keine stetige Abbildung h : D — 0D mit h(z) = z fir alle
z€0D.

“Man kann die Kreisscheibe nicht stetig auf den Rand zuriick-
ziehen bei punktweise festgehaltenem Rand.”

Beweis. (Homotopie-Invarianz der Umlaufzahl) Widerspruch. Nehme
an, es gibt eine Abbildung h wie im Satz. Dann kann man die stetige
Abbildung

H : [0,27] x [0,1] — 0D

definieren durch: .
H(t,s) = h(se").
H ist eine Homotopie in R?\{0} der geschlossenen Kurven -, und
T
wlt) = H(0) = h0) = P
y(t) == H(t,1) = h(e?) = e

(h(z) = z fiir z = € nach Voraussetzung.)
Weil v ~ 7, in R?\{0} und w geschlossen auf R*\{0}, folgt nach
Theorem 4,

1 1
n(v,0) = gy w = py w = n(y,0).
Y0 Y1

Aber: n(y,0) = 0 (Punktkurve) und n(y;,0) = 1 (Kreis), Wi-
derspruch.

O

Folgerung: Qualitativer Fixpunktsatz von Brouwer.

23



Theorem 6. (Fixpunktsatz von Brouwer) Jede stetige Abbildung f :
D — D der abgeschlossenen Kreisscheibe D C R? in sich, besitzt
mindestens einen Firpunkt.

Bemerkung: Der Satz gilt dann natiirlich fiir jedes abgeschlossene Ge-
biet in R? homdomorph zu D in R?. Es wird nicht verlangt, dass f
eine Kontraktion ist! Kein konstruktives Resultat. Falsch, wenn man
zum Beispiel einen Punkt in D wegnimmt:

[ D\{0} — D\{0} : f(2) = —=z

hat keinen Fixpunkt. (Das Theorem von Brouwer gilt iibrigens fiir abge-
schlossene Kugeln in R", fiir jedes n!)

Beweis. (Satz 5) Nehme an, dass f : D — D keinen Fixpunkt besitzt,
das heisst f(z) # z fiir alle z € D. Dann kénnen wir eine stetige Abbil-
dung h: D — 0D mit h(z) = z auf dD folgendermassen definieren:

Nehme die Gerade durch die zwei Punkte f(z) und z. Definiere h(z)
als denjenigen Schnittpunkt mit 0D, fiir den gilt

hz) = f(z) = Mz—=f(2)), A>0.

Es ist dann also h(z) € 0D fiir alle z und h(z) = z fiir alle z € 0D,
im Widerspruch zu Satz 5.

O

27. Mai 2003
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