14. Januar 2003

VII.8. SCHRANKENSATZ FUR f: R — R"

Beispiel.

f:R—R*=C,
t— ) = e = cos(t) +isin(t).

R2
f'(®)

f(2m) = f(0) = (1,0)

f'(t) = cos'(t) + isin'(t)
= —sin(t) + i cos(t) = ie’
= |IF'(®)]] = cos(t)® + sin(t)* = 1

t

Diese Beispiel zeigt, dass der Mittelwertsatz in der Form von Theorem 6 nicht gilt:

f@2m) - f(0)=1-1=0
# fl(r)(2r—0), 0<7<2m

da ja f'(7) # 0 fiir alle 7. Hingegen:

Satz 21. (Schrankensatz). Sei f : [a,b] — R"™ stetig und f : (a,b) — R" differen-
zierbar. Falls ||f'(t)|| < M fiir alle a <t < b, dann

17(b) = fla)l| < M|b—al,
wobei |||| die Buklidische Norm in R™ ist.
Beweis. (Theorem 6) Kiirze ab:
V= f(b) — f(a) € R™

Definiere

> o(t) :=(V, f(1)) = ZVJ'fj(t)-



Nach Theorem 6 existiert ein a < 7 < b, so dass

Nun ist:

p(b) = ¢(a) = (V, f(b)) = (V, f(a))
=(V,f(b) = f(a)) =(V, V)
= VI

Nach Cauchy-Schwarz
IVI* = (b= a)(V, f'()) < 0= a)IVI[[If'(DIl-
Nehme an ||V|| # 0, dividiere

VIl < [b—al|lf(7)]| fiir ein a < 7 < b.



