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V.5 AQUIVALENTE NORMEN IM R™

In R™ gibt es viele Normen. Als Anwendung von Theorem V.6 werden wir zeigen,
dass die Begriffe ‘konvergente Folge’, ‘Cauchy Folge’, ‘offene Menge’ usw. nicht von
der Wahl der zur Norm gehorenden Metrik in R™ abhéngt.

Definition 17 (Aquivalente Normen). Zwei Normen g1, g, : R* — R heissen
dquivalent, falls es zwei Zahlen 0 < m < M gibt, so dass

1(z)
"2 @)

)

<M fiir alle z # 0.

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Normen. Fiir die den Normen
zugehorigen Metriken dj(z,y) := gj(z — y), gilt dann:

mdy(z,y) < di(z,y) < Mda(z,y)  fiir alle 2,y € R™.
Daher, fiir eine Folge (2y)n>1:
dy(zy,r) 20 < di(z,,z) = 0.

Auf dem R” gibt es nur eine Aquivalenzklasse von Normen weil die Einheitssphire
kompakt ist.

Theorem 8. Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

Beweis. Theorem V.6, Heine-Borel) Es geniigt zu zeigen, dass eine vorgegeben Norm
0 : R" = R zur Euklidschen Norm || - || : R® — R &quivalent ist, das heisst

0<m§%§M, x # 0.

(1) o: R™ — R ist Lipschitz-stetig in der Euklidischen Norm. Denn zunichst gilt fiir
jede Norm

lo(2) = e(y)] < o(z = y).
Sei {eq,...,en} die kanonische Basis im R™. Dann ist

n

T—y= Z(xj —yj)e;.

=1

Nach den Eigenschaften einer Norm gilt daher:

o(e;) | llz —yll = Lilz =y,

ol@—y) <Y |z —yjlo(e;) <
Jj= 0

n

J

weil [z; — y;| < [lz —yll-



(2) Die Kugeloberflache
S ={z e R|[lz]| = 1}

ist kompakt. Denn sie ist eine abgeschlossene und beschrinkte Menge im R™, also
kompakt, nach Heine-Borel. Um die Abgeschlossenheit von S zu zeigen, nehmen wir
ein z € S, so dass = limz; in (R, ||||) mit 2; € S d. h. [|z;]| = 1. Aus

llzll = llyll| < llz —yll
folgt dann ||z|| = lim; 0 ||2;|| =1, dh. x € S.

(3) Weil g : S — R stetig und S kompakt ist, so existiert (nach Theorem V.6) ein
Minimum und ein Maximum, das heisst es gibt z,, * € S, so dass

m = o(zs) < p(x) < o(z*) =M fir alle z € S.
Da ||z«|| = 1 (also z. # 0), so folgt aus den Eigenschaften einer Norm

m = g(z) > 0.

(4) Sei z € R™, z # 0. Dann ist

T 1 T
— | = —|z|| =1, also — € S.
llIl ‘ llzl llIl
Daher:
z
m < o —) <M, z#0
|||
= m < % <M, z#0

Die Norm g ist somit dquivalent zru Euklidischen Norm.



V.6 KOMPAKTE MENGEN IN METRISCHEN RAUMEN

Es sei im folgenden (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 1 (Folgenkompaktheit). Eine Teilmenge K C M heisst (folgen-) kom-
pakt, falls jede Folge (z;)jen C K eine Teilfolge (z;, )ren C K besitzt, die gegen ein
Element z, in K konvergiert: limy_, o ;, = 2« € K.

Definition 2 (offene Uberdeckung). Sei E C M eine Teilmenge. Eine offene Uber-
deckung von E ist eine Familie (V,,)qacr von offenen Mengen V,, C M, mit Indexmenge
I, so dass

Ec | Va

acl

Definition 3 (I.J'berdeckqngskompaktheit). Eine Teilmenge K C M heisst (Gberdeckungs-
)kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
d. h. falls

K C U Va, Vo C M und offen, fiir alle o € I
a€el
so existieren oq,...,an € I, so dass K C V,, U---UV,,.

Definition 4 (Total-Beschrinktheit). Eine Teilmenge E C M heisst total be-
schrinkt, falls es zu jedem £ > 0 endlich viele Punkte z1,...,zy gibt, so dass

E C Bo(z1)U---UBc(zn),

wobei B.(z;) := {x € M|d(z,z;) < €} der offene Ball mit Zentrum x; und Radius €
ist.

Bemerkung. Man kann annehmen, dass die Mittelpunkte der Bille in K liegen. Denn,
ist K C Bo(x1)U---U Bc(xn), so gilt fir y; € Bo(z;) N K, dass K C Ba.(y1)U---U
Bse(yn)-

Theorem 9 (Kompaktheit in metrischen Rdumen). Sei (M,d) ein metrischer
Raum und K C M, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist iberdeckungs-kompakt.
(i1) K ist folgen-kompakt.
(iii) K ist total beschrankt und vollstindig.

Beweis. Strategie: (1) = (i1) = (i1i) = (4).

Sei {zp}nen C K eine Folge ohne Hiufungspunkt in K. Fiir jedes y € K gibt es
einen Radius r, > 0, so dass der Ball B, (y) nur endlich viele Folgenglieder enthélt.
Die {B;, (y)}yex sind eine offene Uberdeckung von K, so dass es y1, . ..,yn € K gibt
mit K C By, (y1) U---U B, (yn). Da die Folge {Zn}nen keinen Hiufungspunkt in
K hat, besteht sie aus unendlich vielen verschiedenen Folgengliedern (sonst miisste
ein Folgenglied unendlich oft auftreten und wére damit ein Haufungspunkt), die alle
in mindestens einem der Bille B, (y;) liegen, einer davon enthilt also unendlich
viele Folgenglieder, im Widerspruch zur Wahl von r,. Es gibt also keine Folge ohne
Haufungspunkt in K.



(79) = (i4i): Sei {zn}nen eine Cauchy-Folge in K. Nach Annahme besitzt die
Folge einen Haufungspunkt x € K. Da Cauchy-Folgen hochstens einen Haufungspunkt
besitzen, konvergiert die Folge gegen z € K, und K ist vollstindig.

Wire K nicht total beschriankt, gébe es ein € > 0, fiir das es keine endliche
Uberdeckung von K mit Béllen vom Radius e gibt. Wihle z; € K beliebig. Nach
Annahme gibt es ein 25 € K\ B.(21). Sind 1, ..., 2, € K schon konstruiert, so wihle
ZTpy1 in K\ (Be(21) U---U Be(2,)), was nach Annahme mdglich ist. Aufgrund der
Konstruktion ist d(z;, z;) > €, die Folge {z, } nen besitzt somit keinen Haufungspunkt.
Deswegen muss K total beschrinkt sein.

(i33) = (i): Sei {U;}ier eine Uberdeckung von K mit offenen Mengen, die keine
endliche Teiliiberdeckung hat. Sei £, = 27". Aufgrund der totalen Beschrinktheit
wird K von endlich vielen B, (z;) iberdeckt. Da die {U;};cr keine endliche Teiliiber-
deckung besitzen, wird eines der K N B, (z;) auch von keiner endlichen Teiliiber-
deckung iiberdeckt. Sei y; = x;. Die Menge K N Be, (y1) ist als Teilmenge von K total
beschréinkt, wird also von endlich vielen B, (z}) iiberdeckt. Eines dieser B, (z}) wird
von keiner endlichen Teiliiberdeckung von {U;}icr iberdeckt. Sei y2 = :1:; Durch
dieses Verfahren wird induktiv eine Folge {yn }nen definiert. Fiir n < m ist

d(ynaym) < d(yn;yn+1) + - 'd(ym—laym)
<ént+--+eém

=9 np9-(nt+l) L . 4 9-m

1 1\2
<2 (14-4(=
< ( +2+(2) + )
< 2~ (n=1)

daher sind die {y,}nen eine Cauchy-Folge und konvergieren gegen ein y € K, da K
vollstéindig ist. Dieses y ist in einem U; der Uberdeckung enthalten. Da jenes offen
ist, enthélt es einen Ball Bjs(y) fiir § > 0. Wahle n so gross, dass d(y,yn) < g und
en < {. Die Inklusionen B, (y,) N K C Bs(y) N K C U; widersprechen der Wahl von
B, (yn), da dieses nicht von endlich vielen Mengen {U;};ecr tiberdeckt wird.

O

Bemerkung. In topologischen Raumen gilt weder i) = ii) noch ii) = i). Das Konzept
der Totalbeschrénktheit besitzt kein Analogon in topologischen Rdumen.

Korollar 1. Der Abschluss einer total beschrinkten Menge in einem vollstdndigen
metrischen Raum ist kompakt.

Beweis. Da eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raumes ist
vollsténdig ist, geniigt es zu zeigen, dass der Abschluss einer totalbeschriankten Menge
total beschrankt ist. Sei K total beschrinkt und ¢ > 0. Es gibt zy,...,z,, so dass
K C Be(z1) U+--U Be (). Weiter gilt

K C Bz (z1)U---UBz(2n) C Be(z1) U--- U Be(2n),

was zu zeigen war.



Theorem 1 (Heine Borel). Eine Teilmenge des R™ (versehen mit der euklidischen
Metrik) ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Eine kompakte Menge ist beschrankt (iiberdecke K mit {By(z)}nen) und
abgeschlossen (aus z,, — z folgt, dass z als einziger Hiufungspunkt der Folge {2, }nen
selbst in K liegen muss).

Jede beschrinkte Teilmenge des R™ ist total beschrinkt: Nach Annahme ist sie in
einem Ball und daher auch in einem Wiirfel enthalten. Dieser Wiirfel kann in endlich
viele Wiirfel der Seitenlinge e zerlegt werden. Diese kleinen Wiirfel liegen je in einer
Kugel mit Radius y/ne, d.h. jede beschriankte Teilmenge des R™ ist total beschrankt.
Da R" vollstandig ist, ist es auch jede abgeschlossene Teilmenge, insbesondere ist jede
beschrinkte abgeschlossene Menge total beschrinkt und vollstidndig, also kompakt.

O

Es ist einfach zu sehen, dass Bilder kompakter metrischer Rdume unter stetigen
Funktionen kompakt sind. Aus dieser Beobachtung und dem vorherigen Satz folgt,
dass stetige reellwertige Funktionen auf kompakten Rdumen Supremum und Infimum
annehmen.

Beziiglich der Metrik d(z,y) = ‘ ist R beschrénkt und abgeschlos-

T
sen, aber nicht kompakt, denn die Folge {n},en hat keinen Haufungspunkt in (R, d).
Ein anderes Beispiel einer nicht kompakten aber beschrinkten und abgeschlos-
senen Menge ist die Einheitssphire in 7 (betrachte die Standardbasis als Folge).
Allgemeiner folgt aus einem Satz von Riesz (wird spéter in der Vorlesung behandelt),
dass nur in endlichdimensionalen normierten Vektorrdumen alle beschrankten und
abgeschlossenen Mengen kompakt sind.






V.7 DER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

Eine weitere Folgerung aus Theorem 6 ist der “Fundamentalsatz” der Algebra.

Theorem 10. Jedes nicht-konstante Polynom
P(z)=) a;z a;€C a,#0,n>1,

hat in C eine Nullstelle, das heisst, es existiert ein z* € C mit P(z*) = 0.

Folgerung: Polynomabbildungen P : C — C sind fiir n > 1 surjektiv: Gegeben
w € C, dann existiert ein z € C mit P(z) = w, ndmlich die Nullstelle des Polynoms
Q(z2) := P(z) — w. Dies ist im Gegensatz zu exp : C = C, exp(z) #0, z € C.

Beweis. (Theorem V.6: Eine stetige Funktion K — R, K kompakt, hat ein Mini-
mum.) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass a, = 1
ist:

P(z)=2"+an_12" ' +--- +ao.

Betrachte die stetige Funktion z — |P(z)| : C — R. Dann ist P(z) > 0. Unser Ziel ist
es zu zeigen, dass es ein z* € C gibt mit

i = min |P(2)| = |P(z*)| = 0.
inf |P(2)| = min | P(2)] = [P(")| = 0

Definiere y := inf,cc |P(2)| > 0. Betrachte |2| = R > 0, dann ist 27| = |2|" = R/ und
daher :

1 1
|P(z)| > R™ (1 - |an_1|R —— |ao|ﬁ)
Es gilt:
lim B" (1 - Jan_i| a0l ) =
Rl—r>noo Ap—1 R agp Rn = 0.

Daher existiert ein Ry > 0 so, dass
P(z)| > p+1, o] > Ro. (1)

Definiere K := {z € C||2|] < Ro}. Die Kreisscheibe K ist abgeschlossen und be-
schrinkt in C = R?, also kompakt (Heine-Borel). Da die Abbildung z — |P(z)| auf
K stetig ist, so existiert (Theorem V.6) ein z* € K, so dass

[P(")| = p=inf |[P()| <[P(2)l, z€K.

Aus (1) folgt nun: |P(2*)| < |P(2)| fiir alle z € C.
Behauptung: p = 0.

Beweis: (Widerspruch.) Nehme an, g > 0. Dann ist P(z*) # 0. Definiere eine neues
Polynom

Q(z):=P(z+ z*)P(z*)'



@ ist nicht-konstant, und

Q) =1,
Q(2)] > 1, fiir alle z € C.

Es gibt deshalb ein kleinstes £ mit 1 < k < n, so, dass
Q) =1+bpzF +---+b,2", by #0.

Wir suchen ein 2y € C mit |Q(20)| < 1 was im Widerspruch zu (2) wire. Wihle ¢ € R,
so dass
eik? — 1Bl
b,
Dies ist die Polardarstellung einer komplexen Zahl, welche spéter eingefiihrt wird.

Dann ist )
brett? = —|by|.

Halte ¢ fest und betrachte den Strahl z = re?, r > 0. Es gilt:
1+ bp2® =1+ bret*?rk
=1- Tk|bk|
>0 fiir r klein.

Daher ist |1+ bg2¥| = 1 + b2*, und deshalb fiir z = re?” und r klein:

|Q(re™| < 1—r*bg| + " bppa| + - - + 77 (b
= 1 h (el = s = = ).
Wihle r so klein, dass (|bg| —7|bg+1| — - - —7"*|b,|) > 0. Dann erfiillt zo = re?’ € C

die Abschétzung |(Q(zo)| < 1. Dies ist der gesuchte Widerspruch zu (2). Deshalb gilt
¢ =0, und somit P(z*) = 0.

O



