Theorem 2. (Riemann)
f € Rla,b] =

es gibt eine Zahl A € R so dass zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit der folgenden
Figenschaft: fir jedes P € Pla,b] mit ||P|| < gilt

|R(P7f7€)_A| <eg,

fiir jede Wahl von Zwischenpunkten & von P . In diesem Fall ist

Man schreibt dafir:

Beweis. (Darboux)

(=)

Sei € > 0 gegeben. Nach Vor. ex. 6 > 0, so dass fiir P € Pla,b] mit [|P|| < ¢ die
Riemann—-Summen die folgende Abschétzung erfiillen:

(1) A—e<R(P f,§) <A+e,

fiir jede Wahl der Zwischenpunkte. Wahle die Zwischenpunkte so, dass m; < f(§;) <
m; + € . Nach Multiplikation mit Az; und Summation {iber j erhalten wir

(2) S(P,f)SR(P,f,g)SS(P,f)-’-S(b—a)
Wihlen wir Zwischenpunkte & mit M; —e < f(£}) < M, so erhalten wir

Aus (1) — (3) folgt
S(P,f) —s(P,f) <2 +2(b-a).

Dies kann man fiir jedes € > 0 machen. Nach Darboux ist daher f € R[a,b]. Mit
s(P,f) < [ f <S(P,f) folgt nun iiberdies

A—6(1+b—a)S/f§A+E(1+b—a).

Dies gilt fiir jedes € > 0,sodass A= [ f.
(=)
Fir f € Rla,b] setzen wir A := [ f. Sei € > 0 gegeben. Nach Definition des
Integrals ex. P € Pla,b], mit
(4) A—e<s(P,f)<S(P,f)y< A+e.

Wir halten im folgenden die Zerlegung P :ag =tg <t; <--- < t;, = b fest.



Sei § >0 und P; € Pla,b] mit ||Pi|| = maxA; < & wobei P, : a = o <
21 <--<xp,=">b.Sei R=R(Py, f,&) eine Riemann—-Summe beziiglich P; und sei
A={k|tj 1 <zp_1 <z <t; flirein j,1<j<m}.Dann ist

R=" f(&) @k —zk—1) + > f(E) (@ —or1).

keA k¢A

Fir k € A gilt m; < f(&) < M; fiir das entsprechende j. Mit M := sup |f| folgt
daher

(5) —2mMé+ s(P,f) < R< S(P,f) +2mMs.

Wahle jetzt 6 > 0 so, dass 2mMd = e. Dann erhalten wir aus (4) und (5)
A-2e<R< A+ 2.

Dies gilt fiir jede Wahl der Zwischenpunkte in P;. Wir haben gezeigt, dass fiir

|P1]] < 9§, die Abschdtzung |R(Pi, f,§) — A| < 2 gilt. Damit ist der Beweis von
Theorem 2 fertig.

O



Definition. (L-Nullmenge) Eine Teilmenge M C R heisst eine L-Nullmenge,
falls zu jedem e > 0 abzdhlbar viele Intervalle I, =]a,, b,[ existieren, so dass

M C U I, und Z I, <e,

n>1 n>1

wobei |I,| = b, — a,, die Linge des Intervalls ist.

Beispiel. Abzdhlbare Mengen sind Nullmengen. Denn sei etwa M = {x1, 3, ...}, mit

zj € R und sei € > 0 vorgegeben. Wihle die offenen Intervalle I = (xx — 357, 2x +

sirr) ; dann ist die Lénge [Ix| = 5% , und

MCUIk und Z|Ik|=ez2ik=5.
k>1 E>1 k>1

Also ist die Menge Q C R eine Nullmenge, obwohl sie dicht ist in R, dass heisst
Q=R!

Eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen N, C R, k = 1,2,... ist wieder
eine Nullmenge. Denn sei € > 0 gegeben, dann gibt es zu jedem k abzdhlbar viele
Intervalle Ij;,5 > 1, so dass

3
Ny C U ij und Z |Ik]’| < 2_k
j>1 jz1

Daher:

UM c U (U I und ZZVMSZ%:E-

k>1 E>1 \j>1 k>15>1 k>1

Definition. (Oszillation einer Funktion) Ist f :[a,b] & R, so definiert man die
Ostzillation als den Durchmesser des Bildes:

Qf(a,b) = sup {|f(z) = f(y)|; a<z<y<Db}
= sup f —inf f.

Halten wir z fest, so ist die Funktion h +— Q¢(xz — h,z + h),h > 0, monoton zuneh-
mend, deshalb existiert der Grenzwert

we(z) = ’1113%) Q¢(x —h,z+h) < Q¢(x—h,z+h).

Er heisst die Oszillation von f im Punkt z.

Die Funktion f ist stetig im Punkt z genau dann falls w¢(z) =0 ist.



Theorem 3. (Lebesgue)

f € Rla,b] <=
(i) f ist beschrinkt und
(i) [ ist stetig mit (ev.) Ausnahme von Punkten, die eine Nullmenge bilden.
Beweis. (Darboux)
(=)

Ist f € Rla,b], so ist f beschrinkt und es bleibt zu zeigen, dass die Menge der
Unstetigkeitspunkte, das heisst die Menge

{z €l |ws(@) >0}
eine Nullmenge ist. Da
1
{z|ws(z) >0} = SLZJI {$|wf(m) > E}

und, da die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, so
geniigt es zu zeigen, dass die Mengen

B, = {x|wf($) > —}, s> 1

alle Nullmengen sind. Sei nun s gegeben. Wahle ein € > 0, dann existiert nach
Darboux eine Partition a = zo0 < 21 < 22 < --- < %, = b, so dass (mit den
Bezeichnungen von Kap. VIII.1)

n
€
1 — — T —.
(1) D (My, —my) (o — zp 1) < %
k=1
Sei nun I = [zg—_1,2k] ein Intervall, welches einen Punkt & € E, enthilt, mit

Tp—1 < & <z, dann ist (fiir A klein)
1

L)

INA

wi(€) < Qp(E=h,&+h) < Qp(Ie) = (Mg —my).

Ist also M* die Menge aller solcher Intervalle der Partition, so folgt, mit (1),

2) S Il < Shene MM =)

I,eM*
* < 2221 ("L'k _-'L'k—l)(Mk _mk) < 2% .

Uberdecken wir nun auch die Endpunkte aller Intervalle der Partition mit Intervallen
n

Jo, 1,y Jn,s0dass > |Ji| < 5, so folgt
k=0

Esc<U Ik>u U %

L,eM* 1<k<n



und daher, mit (2),

oIkl Y <+ =

IyeM* 1<k<n

(V]

Dies gilt fiir jedes € > 0, so dass E; eine Nullmenge ist.
(=)

Ist f :[a,b] - R beschrinkt, und ist E = {z|ws(z) > 0} eine Nullmenge, so
ist zu zeigen, dass f € R[a,b] ist. Wiederum wird Darboux angwendet. Sei € > 0,
dann gibt es, nach Definition einer Nullmenge, eine Folge von offenen Intervallen
I, = (an,b,), n > 1, so dass

(3) Ec|J I und Y |I| =) (bn—a,) < e.

n>1 n>1 n>1

Ist f im Punkt z stetig, das heisst wy(z) = 0, dann gibt es ein Intervall I, =
]z — h,z + h[, wobei h = h(z,e) von z und e abhingt, so dass

(4) Qp(—hz+h)<e.

Die Familie aller solcher Intervalle I, , wo f stetigist in z, zusammen mit allen In-
tervallen I,,n > 1 bilden eine offene Uberdeckung von [a,b] . Da [a, b] eine kompakte
Menge ist, so gibt es (Theorem V.9) eine endliche Teiliiberdeckung, so dass

(5) [a,b] C I, U---UIl, U, U---UI, .

Wir wahlen jetzt eine spezielle Partition a = 29 < 1 < -+ < 2, = b, so dass
jedes der Intervalle [zj_1,zr] ganz einem der Intervalle in (5) enthalten ist. Falls
[Tk—1, k] C I, fiir ein j, so folgt My —my < Qg(I,;) < €. Wir kénnen nun, (5)
und (3) benutzend, sehr grob abschétzen:

Xn: (zh — 1) (M — my)

k=1
< il (b, —ay) - 2sup | f(z)| + é:l (g, — Tp-1) - €

< e2sup|f] + b—a).

Nach Voraussetzung ist sup |f| < oco. Dies gilt fiir jedes £ > 0, also folgt aus dem
Kriterium von Darboux, dass f € R[a,b] ist.

d






Theorem 7. Sei f € C'([a,b],R").

b b
V= [ Ir®ld= [ 1o+ .

Beweis. 2 Schritte:

(1) o )
V() < / 17 @lde < V).

Beweis von (1). Sei
PGP[a,b], (J/Stj_l <tj <b,

eine Partition, dann gilt
f(t5) = f(tj—1) = f'®)dt.

Aus Theorem 6 folgt

tj
1£(t5) = F(ti—0) < / (0t

tjo1
Addiere iiber j:
ves < [ @
Daher ’ )
V(f)=swpV(Pf) < / 17l

Beweis von (2): Sei € > 0. Dann beweisen wir die Abschitzung

b
/ 1/ @®ldt < V() +2:(b—a).

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, ist (2) dann bewiesen. Weil f' nach Voraussetzung
stetig ist, so ist f' : [a,b] — R™ gleichmissig stetig auf [a,b]. Daher existiert ein

universelles > 0, so dass

1f'(s) — f'®)|| < e falls |t —s| < 4.
Nehme P € Pla,b] mit At; =¢; —t;_1 < J, alle j. Dann gilt
(%) If'@®) = fitll <e, tj1<t<tj,
und daher, mit der Dreiecks—Ungleichung,

IF@ON = 1) = (&) + £ (&)l
I @EDN + (1) = £ (@)l
1)1l + &

INIA
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Integriere, benutze die Monotonie der Integrale (Th. 4),

tj
[ Il < 7)) A+,
tj—1

H S ra -)dtH +eAt;

Il

H ti— 1[fl f't5) - f'(t)]dtH+5At.

H - f’(t)dt” n H — F(8) dtH+5At

IN

Benutze H.S., Theorem 6, und (x):
< |1 f(t5) — ftj-1)|| + 2eAt; .

Addiere die Ungleichungen fiir alle j =1,2,...n

b
/ I @®lldt < V(P,f) +26(b - a)
¢ V(f) +2(b - a)

A

Der Beweis von Theorem 7 ist fertig.
(]
Bemerkung. Die Annahme f':[a,b] - R stetig ist wichtig, wie folgendes Beispiel
zeigt:
f:[-1,1] —R"
f= s fn) = (£1,0,...,0)
A0) =0, fit) = #[cos(F)]°, t#0.

Dann ist f {iberall differenzierbar; die Ableitung ist nicht stetig in ¢ = 0, und

V(fl,[%,1]> > gt

also V(f) = oo. Die Kurve ist nicht rektifizierbar.



