8. November 2002

Die Euler Zahl e

Zur weiteren Illustration des Monotonieprinzips betrachten wir die zwei Folgen (2, )n>1 und (yn)n>1

definiert durch
1 n
Ty = (1 + —)
n

1 1 1 1
yn:1+ﬁ+i+"'+a:ZH
k=0
(wobei 0! = 1). Beide Folgen sind konvergent und haben denselben Grenzwert, welcher mit e
bezeichnet wird.
Satz 8.

1\" =~ 1
fim (147) = i S =

11
0<e—yn<——, fiir allen € N
nln
e=27182...

e ist irrational.

Bemerkung. Spiter werden wir sehen, dass

(1 + %) — e” fiir jedes z € R.

Beweis. (Monotonieprinzip)

Lemma. (i) yn<yn+1 <3, n>1
(i) zn < Tpy1, n>1
(ifl)  Zn < Yn, n>2.

Beweis des Lemmas.

(1) Yn < Yny1 ist klar. Zur Abschitzung < 3:
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(i) Sein > 2;




wobei bei der letzten Abschitzungen die Bernoulli-Ungleichng (1 + z)” > 1 4+ nz (fiir alle z > —1,

z # 0, n > 2) verwendet wurde.

(iii) Esistfir1<k<mn,n>2
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Mit Hilfe der binomischen Formel folgt
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Damit ist das Lemma bewiesen. O

Die beiden Folgen (z,) und (y,) sind somit beschrankt und monoton, daher konvergent und

mit Satz 3 folgt aus (iii)
z:= lim z, < lim y, =1y
n—oo n—oe
Um z > y zu zeigen, halten wir ein m fest und betrachten fiir n > m
1\" < /n)\ 1
= (1+3) -2 (1)

k=0

:1+i%(1—%) (1_%)..(1_%) s

Mit limp o0 (1= 2) = 1 fiir a € R folgt wiederum aus Satz 3, dass ¢ = limz, > limz,
Yoo % = Y. Dies gilt fiir alle m > 2. Mit Satz folgt also z > lim,, ,o ¥m = y. Insgesamt gilt

T g_y S z und deshalb x = y.
Zum Beweis der Abschatzung in Satz 8 betrachten wir fiir ein festes n den Ausdruck
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Wegen lim,, o0 Yn+m = € folgt aus Satz 3, fiir alle n,
0< < 1 n+2 1 n+2 11
e— = — ——
y"_(n—}—l)!n—}-l nl(n+1)2 " nln




wie im Satz behauptet. Aus der Abschitzung folgt die Irrationalitét der Euler Zahl e. Denn, nehme
an e =, n > 1, sei rational. Dann erhilt man durch Multiplikation mit n! die Ungleichungen

1
0<n! (E—yn) < —.
n n
Weil n! (% — yn) eine natiirliche Zahl ist, steht dies im Widerspruch dazu, dass zwischen 0 und 1
keine natiirliche Zahl liegt. Damit ist Satz 8 bewiesen. O



