5 ANFANGSWERTAUFGABEN GEWOHNLICHER DIFF.GLEICHUNGEN 89

5 Anfangswertaufgaben gewohnlicher Differentialgleichun-
gen

5.1 Problemstellung und Beispiele

Bei vielen Prozessen in Natur und Technik wird der zeitliche Ablauf eines Systems dadurch
beschrieben, dass eine Beziehung aufgestellt wird zwischen dem Istzustand des Systems
und der momentanen Anderung.

BEISPIEL 5.1: (Radioaktiver Zerfall)

Es sei m(t) die Menge radioaktiven Materials zur Zeit t. Der Zerfall des Materials
geschieht proportional zur vorhandenen Menge mit dem Proportionalitdtsfaktor A. Somit
gilt

dm(t)
1 — =-=-2m(t) .
(5.1 LU0
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung. Alle Funktionen m(t) = Ae™* sind

Losungen dieser Gleichung. Gibt man die zur Zeit ty vorhandene Menge m( des Materials
an, d.h.

(5.2) m(to) = mo ,
so erhilt man

(5.3) m(t) = moe M=t0)

(5.1) und (5.2) bilden eine sogenannte Anfangswertaufgabe.

Allgemein sieht eine Anfangswertaufgabe wie folgt aus:

Anfangswertaufgabe:

Gesucht ist eine Funktion y(t), so dass gilt

(5.4) dZ—(tt) = f(t,y(?))
(5.5) y(to) =yo -

Hierbei ist der Anfangswert yo bei t = ¢y gegeben. Die Differentialgleichung (5.4)
ist durch die Angabe der reellen Funktion f(¢,y) in den zwei reellen Variablen ¢ und y
bestimmt. Im Beispiel 1 ist f(t,y) = — Ay, wobei A eine bekannte Zahl ist. f ist in diesem
Beispiel in ganz IR? definiert. Das braucht nicht notwendigerweise der Fall zu sein. Ist f
nur ein einem Gebiet Dy C R? definiert, muss natiirlich gelten

(to,yo0) € Dy



5 ANFANGSWERTAUFGABEN GEWOHNLICHER DIFF.GLEICHUNGEN 90

und (5.4) soll nur erfiillt sein, solange
(t,y(t)) € Dy
gilt.

Man sagt auch, dass f(¢,y) in D ein Richtungsfeld bestimme. In jedem Punkt (¢,y) €
Dy wird durch eine Gerade mit der Steigung f(t,y) eine Richtung festgelegt. Losungen
der Differentialgleichung (5.4) sind jene Kurven (t,y(t)), deren Tangenten in jedem Punkt
mit der Geraden des Richtungsfeldes iibereinstimmen.

Y

Losung y(t) von
(5.4) und (5.5)

t

Losung y(t) von Gerade mit Steigung f(t,y)
y*(t) von (5.4)

Fig. 5.1

Bei vielen Anwendungsbeispielen lasst sich der Zustand des Systems nicht mit nur einer
abhéngigen Variablen beschreiben. Wir betrachten die folgenden beiden Beispiele aus der
Mechanik.

BEISPIEL 5.2: (Freier Fall)

50 m |

Fig. 5.2
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Der Zustand der fallenden Kugel wird beschrieben durch die Hohe h(t) und die Ge-
schwindigkeit v(t) zur Zeit ¢t. Die momentane Anderung der Geschwindigkeit

do(t)
dt

ist die Beschleunigung. Sie wird durch das Newtonsche Gesetz (Kraft gleich Masse mal
Beschleunigung) gegeben:

dv
(5.6) M% =—Myg

(M = Masse der Kugel, g = Erdbeschleunigung ~ 9.81ms~2). Die momentane Anderung
der Hohe h(t) ist die Geschwindigkeit, also
dh(t)

(5.7) o U

(5.6) und (5.7) bilden ein System von zwei Differentialgleichungen. Dieses hat unendlich
viele Losungen. Gibt man den Anfangszustand an, z.B.

h(0) = 50 m
(5.8)

v(0) = 0m/s,
so ist der freie Fall vollstdndig beschrieben, und (5.6), (5.7) besitzen genau eine Losung.
Dies ist natiirlich ein stark vereinfachtes Modell. Die Gleichungen werden wesentlich
komplizierter, wenn man weitere Effekte wie Luftwiderstand, Seitenwind, Erddrehung usw.
mitberticksichtigt.

BEISPIEL 5.3: (Erzwungene Schwingung eines stark geddmpften Schwingers)

Es sei eine Masse m an einer als masselos angenommenen Feder aufge-hangt. yq ist
die Ruhelage des Massepunktes, —c(y — yp) die Riickstellkraft,

Ly
Tt

die Dampfungskraft und P coswt die Storkraft, die mit der Kreisfreqenz w periodisch das
System anregt. Die Differentialgleichung lautet

d? d
(5.9) md—t?; + ’yd—zt/ +c(y — yo) = Pcoswt .
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Fig. 5.3

Fiir spezielle Werte m, v, ¢, 4o, P und w erhalt man zum Beispiel

d*y dy
(5.10) 72 + 200 € + 156.25y = 80 cost + 156.25 .

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie hat genau eine Losung, wenn man
den Anfangszustand festlegt, z.B.

y(0) = 5
(5.11) SO — —100

Wir kénnen diese Anfangswertaufgaben (5.10), (5.11) auch als System von Differential-
gleichungen schreiben, indem wir die abhangigen Variablen 31 := y und v, := 3’ einfiihren.
Damit erhalten (5.10) und (5.11) die Form

dy

d—tl = y2(t) )
(5.12) )

% = —156.25y; () — 200y, (t) + 80 cos t + 156.25 ,
(5.13) y1(0) = 5,95(0) = —100 .

Allgemein sieht eine Anfangswertaufgabe fiir ein System von m Differentialgleichungen
wie folgt aus:
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Anfangswertaufgabe fiir Systeme von m Differentialgleichungen

Gegeben:

a) m Funktionen f1(¢t,y1,y2,---sYm), fo(&, 91, s Ym) s+ s (& Y15+ - oy Ym), die in einem
Gebiet Dy C R™*! definiert sind.

b) m Anfangswerte yo1,%o02, - - - , Yom mit to, so dass gilt:
(to,Yo1, Y02, - - - Yom) € Dy.

Gesucht:
m Funktionen y1(t),y2(t), ..., ym(t) so, dass die m Differentialgleichungen

dy;t(t) = Aty (), y2()s ... ym(?))
- dy;fﬂ = folt,y1 (1), 92(t), -, ym (D))
WO~ fot 1 1), 0 t
7 = Jm\l,U1 7y2( )""7ym( ))

erfiillt sind, solange (t,y1(t),y2(t), ..., ym(t)) € Dy gilt. Zudem sollen die Anfangsbedin-
gungen

yito) = you
t =
(5.15) Anfangsbedingungen yalto) ' Y2
Ym (tO) = Yom

erfillt sein.

In Beispiel 2 ist m = 2 und
yi:=h,y2 =0, filt,y1,y2) = Y2, fo(t,y1,92) = —g .
In Beispiel 3 ist m = 2 und nach (5.12)

fit,y1,92) = y2., fo(t, y1,y2) = —156.25y; — 200y, + 80cost + 156.25 .

Die Anfangswertaufgabe (5.14), (5.15) lédsst sich in Vektorschreibweise kiirzer schreiben.
Sei y € R™ und f(t,y) eine vektorwertige Funktion
f: DjcR™! — R™
(t,y) — f(ty) .
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Die Vektoren f(t,y),y(t) und yo haben die explizite Form

fl(tay17y27' .- 7ym)

f(ty) — fg(t,yl,y?,...,ym) ’
fm(tylay'%---aym)
y1(t) Yot

yt) = yz_(t) T
e Yo

Unter dy /dt verstehen wir den durch komponentenweises Differenzieren entstandenen Vek-
tor, d.h.

Damit lassen sich (5.14) und (5.15) schreiben als

(5.16) DO pa.y0),
(5.17) y(to) =yo -

In Beispiel 3 waren wir von einer Differentialgleichung zweiter Ordnung ausgegangen und
hatten diese in ein System erster Ordnung umgewandelt. Dies geht ganz allgemein bei
Differentialgleichungen héherer Ordnung.

A. Anfangswertaufgaben von Differentialgleichungen m-ter Ordnung
Gegeben:
a) Eine reelle Funktion F(t,z1,22,...,Ty), die in einem Dp C R™! definiert ist;
b) die Anfangswerte yo1,yo2, - - - , Yom und tg, so dass gilt

(to, Y01, Y02, - - - »Yom) € Dp .
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Gesucht :

Eine m-mal differenzierbare Funktion y(¢) so, dass die Differentialgleichung m-ter Ord-
nung

dy™(t)

i = Py, 0,50,y V)

(5.18)

erfiillt ist, solange (t,y(t),y'(t),y"(t),...,y™ D (t)) in Dp liegt. Zudem sollen die An-
fangsbedingungen

( y(to) = o1

Y (to) = Yo2

(5.19) y" (to) = Y03
L y™ V() = yom

erfillt sein.

Man nennt (5.18) eine Differentialgleichung m-ter Ordnung. Wir konnen sie sofort
umschreiben in ein System erster Ordnung, indem wir die folgenden neuen abhéngigen
Variablen einfiihren:

yi(t) = y(t)
ya(t) = Y1)
yml®) = I

Dies fiihrt auf das Differentialgleichungssystem (5.14) mit

filt,yi,92, -+, Ym) = Yo
fo(t,y1,92, -+, Ym) = U3
fm—l(t7ylay27"'7ym) = UYm
I y1,92, - ym) = FG 92,5 Ym) -

Die Anfangsbedingungen (5.19) gehen hierbei direkt in (5.15) iiber. Da diese Umformung
auf ein System erster Ordnung stets moglich ist, wollen wir uns in diesem Kapitel auf die
numerische Losung von Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung beschranken.
(Es gibt aber eine Vielzahl von Verfahren zum direkten Losen von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.)
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Satz 5.1. (Existenz)

Es sei f(t,y) : Dy € R™ — R™ eine stetige Funktion. Dann besitzt die An-
fangswertaufgabe (5.16), (5.17) eine Lisung, die bis an den Rand von Dy fortgesetzt wer-
den kann.

Ve Ol
auOl

Fig. 5.4

Selbst wenn die rechte Seite der Differentialgleichung unstetig ist, kann man oft eine sinn-
volle Losung angeben. Als Beispiel denke man an das Verhalten eines Automobils beim
schnellen Uberfahren einer Bodenwelle. Hebt kurzfristig ein Rad vom Boden ab, so be-
sitzt die rechte Seite eine Unstetigkeit beim Wiederaufprall auf die Fahrbahn. Numerisch
geht man so vor, dass man die Unstetigkeitsstelle numerisch bestimmt und nach dieser
Unstetigkeitsstelle neu zu integrieren beginnt. Wir wollen deshalb annehmen, dass f(t,y)
stetig ist.

Satz 5.2. (Eindeutigkeit)

Es sei f(t,y) : Dy C R™ — R™ stetig in Dy, und £(t,y) erfiille eine Lipschitzbe-
dingung beziglich y, d.h. es gibt ein L > 0, so dass

1t y) — £t ¥)l < Llly = ¥l

fiir alle (t,y) € Dy und (t,y) € Dy. Dann hat die Anfangswertaufgabe (5.16), (5.17)
genau eine Losung.

Formal sieht das Anfangswertproblem (5.16), (5.17) fiir ein System genauso aus wie
(5.4), (5.5) fiir eine einzige Gleichung. Dasselbe gilt fiir die hier vorgestellten Verfahren.
Der Einfachheit halber werden wir uns im folgenden auf eine skalare Gleichung (5.4)
beschranken. Die Formeln kénnen dann sofort auch auf Systeme angewendet werden. Im
Falle einer Gleichung lautet der Satz 5.2
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Satz 5.3. (Eindeutigkeit)

Es sei f(t,y): Dy C R% — R stetig in Dy, und f(t,y) erfille eine Lipschitzbedingung
beztiglich y, d.h. es gibt ein L > 0, so dass

[f(ty) = F(&9)] < Lly — gl

fiir alle (t,y) € Dy und alle (t,5) € D¢. Dann hat (5.4), (5.5) genau eine Lisung.
Zusatz:

Ist Dy ein Streifen Dy = S|a,b] = [a,b] x R, so hat (5.4), (5.5) genau eine Losung, sofern
to € [a,b] liegt und die Losung existiert fiir alle ¢ in [a, b].

5.2 Das Euler-Verfahren

A. Diskretisation

Wir 16sen die Anfangswertaufsabe

(5.20) y'(t) = f(t,y(t),t € [a,b],

(5.21) y(a) =yo -

Wir fiithren die dquidistanten Gitterpunkte
ti=a+th,t=0,1,...,N, mit

h = I)—Ta (Schrittweite)

ein.

lokaler Fehler globaler Fehler
(tn7 yn)

Fehler
\ z(t) exakte
Losung

y(t2) Y2 y(tn) durch t,,y,)

Yo y exakte

Losung

t1 123 tn  tn+l b=tn

Fig. 5.5

Die exakte Losung y(¢;) wird durch numerische Werte y; approximiert.
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Ein einfaches Verfahren erhalten wir wie folgt: In jedem Punkt ist das Richtungsfeld
tangential zur Losungskurve. Wir approximieren deshalb wie folgt:

y(t1) =yla+h) ~y1 = yo+ hy, = yo + hf(to,vo) -

Das heisst: Ist T'(t) die Tangente an y(t) bei t = a, so ist y; = T'(a + h). Da y(t1) nicht
bekannt ist, muss man beim néchsten Schritt von (¢1,y;) ausgehen, also

y(ta) ~y2 :=y1 + hf(ti,y1) .
Fortsetzen dieser Idee fihrt auf das

Euler-Verfahren
Gegeben: 1y Anfangswerte

Firn=1,2,..., N berechnet man
(5.22) Yn+1 = Yn + hf(tn,yn) -

B. Der (globale) Fehler

Es lasst sich zeigen, dass fiir Differentialgleichungen (5.20), die eine Lipschitzbedingung
|f(t,y) — f(t,9)| < Lly — g| fir alle ¢ € [a,b] und alle y,7 € R erfiillen, gilt:

5.23 ' <lp iy L 1

(5.23) ly(t) — sl < 5 tg[ljg}\y()!T

Da sich der globale Fehler wie O(h) verhélt, sagt man, das Euler-Verfahren habe die
Fehlerordnung (kurz Ordnung) 1. Damit ist im Prinzip die Anfangswertaufgabe voll-
standig gelost. Zu einer vorgegebenen Toleranz T'OL gibt es ein h, so dass fir die mit
dem Euler-Verfahren (5.22) mit diesem h berechneten y; gilt

(5.24) ly(t;) —y;| <TOL fir j=0,1,...,N .

In der Praxis wird man aber nicht mit der Formel (5.23) arbeiten. Meistens ist L nicht
bekannt, und da die exakte Losung y(t) nicht bekannt ist, kann es schwierig sein, y’(t)
abzuschatzen. Selbst wenn 3’ existiert und abgeschatzt werden kann, und wenn L bekannt
ist, ist die Abschétzung (5.23) meist zu schlecht, d.h. wahlt man h* so, dass gilt

eL(b—a) -1

% h* max |y"(t)| =TOL,

te(a,b) L
so gilt wohl wegen (5.23) auch (5.24), aber es gibt ein ho > h*, fiir das (5.24) auch noch
gilt. Aus diesen Griinden sollte ein Programm versuchen, den Fehler zu schétzen statt ihn
abzuschétzen. Leider ist dies auch nicht moglich, solange die Integration noch nicht bis b
ausgefiihrt wird. Dies konnen wir uns wie folgt tiberlegen:

In der Abbildung 5.6 ist fiir drei Beispiele von Differentialgleichungen die Losung des
folgenden hypothetischen Verfahrens H eingezeichnet.
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Tol

Fig. 5.6.a

Fig. 5.6.b

Tol

Fig. 5.6.c

Hypothetisches Verfahren H

H: Der erste Schritt ist ein Euler-Schritt. Danach ist das Verfahren exakt,
d.h. z(t) ist eine exakte Losung der Differentialgleichung (5.20) durch
die Anfangswerte z(t1) = y1.

99
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In allen drei Fallen wurde genau derselbe Euler-Schritt ausgefiihrt. Die Beispiele sind
so konstruiert, dass die Differentialgleichungen fiir ¢ < 7 identisch sind. Also kann das
hypothetische Verfahren H nach einem Schritt nicht entscheiden, wie gross der Fehler bei
t = b sein wird (obwohl es fiir ¢ > ¢; keine neuen Fehler mehr macht). In Fig. 5.6.b wurde
der erste Schritt viel zu gross gemacht. In Fig. 5.6.a und 5.6.c ist wohl der Fehler beit = b
innerhalb der Toleranz TOL, aber bei Fig. 5.6.a héitte der erste Schritt wesentlich grosser
gemacht werden konnen, wihrend er in Fig. 5.6.c zu gross ist, denn fiir gewisse ¢ € (a, b)
iibersteigt der Fehler die vorgegebene Toleranz TOL. Aus diesen Griinden beschrinken
sich fast alle Programme darauf, den lokalen Fehler zu schétzen und diesen beziiglich einer
vorgegebenen Toleranz klein zu halten.

C. Der lokale Fehler

Der lokale Fehler beim Ausfithren des n+ 1-ten Schrittes ist in Fig. 5.2 eingezeichnet. Man
beschreibt ihn wir folgt: Es sei z(t) die exakte Losung der Anfangswertaufgabe

(5.25) 2= f(t,2),t >ty

(5.26) 2(tn) = Yn -

Mit dem Euler-Verfahren berechnet man

(5.27) Ynt1 =Yn + 1f(tn,yn)

Die Differenz z(t,, + h) — yn+1 heisst lokaler Fehler des Euler-Verfahrens beim (n + 1)-ten

Schritt. Man erkennt in Fig. 5.2, dass sich der globale Fehler aus dem lokalen Fehler und
z(tn + h) — y(t, + h) zusammensetzt.

Y lokaler Fehler (tn+1, Yn+1)

globaler Fehler

(tmyn) 1

2 thy1 =1n + h
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Fig. 5.7

Der zweite Beitrag ist unabhéngig vom verwendeten Verfahren. Er héngt nur von der
Differentialgleichung ab.

Wie gross ist der lokale Fehler?

Nach Taylor gilt (falls z(t) € C3)
2 3

(5.28) 2(tn +h) = 2(tn) + h2'(t,) + %z”(tn) + %z”’(g)

fiir ein geeignetes & € [ty, t, + h).

Da z(t) die Anfangswertaufgabe (5.25), (5.26) 16st, gilt

(5.29) 2{tn) =t
Z/(tn) = f(tmz(tn)) = f(tnayn) .

Somit folgt aus (5.27), (5.28) und (5.29)

lokaler Fehler = (ty,h):=2(t, +h) — Yny1 =
2

h
= Yn+ hf(tmyn) + ?

—(Yn + hf(tn;yn))

2 (t,) + O(h?)
(5.30)

h_2// 3
5 * (tn) + O(R°) .

Bemerkung:

Man erkennt, das sich der lokale Fehler wie O(h?) verhilt, wihrend der globale Fehler
in (5.23) O(h) war.

Fin Rechenprogramm benétigt eine zweite Formel, um den lokalen Fehler schétzen zu
kénnen. Es gibt viele solche Formeln. Wir greifen hier als Beispiel eine ganz einfache
heraus. Es sei ¢,11 der Wert, der durch zweimaliges Anwenden der Euler-Formel mit
Schritt h/2 entsteht. Also ist

h
Y = Yn + §f(tmyn)

das Resultat nach einem Euler-Schritt mit h/2 und

. h h h h
(5’31) Yn+1 = Yn + 5 f(tnayn) "‘Ef(tn + §ayn + Ef(tmyn))
~ —_——
Y Y
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der Wert nach zwei Euler-Schritten.
Fiir den lokalen Fehler ¢(ty,h) findet man durch Taylor-Entwicklung nach h
Ptn,h) 1= z(tn+h) = Gnt1 =

2

h
= Yn+t hf(tnyyn) + =

o 2"(t,) + O(h3)—

h2
— {vn 1t y) + T il ) +

- Fy (b yn) (s ) + O(R) }

h2
(5.32) @(tn, h) = T 2(tn) + O(R?) .

Hier wurde verwendet, dass man aus (5.25) durch Differenzieren

Z'(t) = filt,2(t) + fy(t, 2(1)2' (t) =

erhalt.
Aus (5.30) und (5.32) erhélt man durch Subtraktion

. . h?
(5.33) G(h) = Jns1 — Yny1 = Zz”(tn) +O(h?)

eine Schétzung des lokalen Fehlers von ¢,+; und mit 2(9,4+1 — Yyn+1) €ine Schétzung des
lokalen Fehlers von 4,,41.

Bemerkung:

Wir konnen diese Schétzungen des lokalen Fehlers auch wie folgt verstehen: Aus

2
(5.30) 2(tn +h) = Yny1 = %z”(tn) +O(h%)
und
h2
(5.32) tn +h) = Gns1 = 2" (tn) + O(h?)

liisst sich der O(h?)-Term eliminieren. Hierzu subtrahieren wir (5.30) vom Doppelten von
(5.32) und erhalten

(5.34) 2(tn +h) — 041 — Yns1) = O(K%) .

Ynt1
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Somit haben wir eine neue Formel Y,, 1 der Fehlerordnung 2 erhalten. Durch Einsetzen
von (5.27) und (5.31) erhalten wir

. h h
(5.35) Yort i= 20nst = Yokt = Yo+ 0f (b 540+ 5 Ftns i) -

Dies ist die sogenannte modifizierte Euler-Formel. Wenn wir mit ihr den lokalen Fehler
schatzen, erhalten wir mit

Yottt — Unt1 = Unt1 — Ynt1
und
Yot = Untt = 2(Unt1 — Ynt1)

gerade wieder die bereits hergeleiteten Schatzformeln fiir den lokalen Fehler von ¢,4+1 und
Yn+1 zurick.

D. Schrittweitensteuerung

An der in diesem Abschnitt hergeleiteten Euler-Formel und dem Schétzer 2(4n4+1 — Yn+1)
flir den lokalen Fehler wollen wir das Prinzip der Schrittweitensteuerung studieren. Da pro
Schritt zwei Auswertungen von f ndtig sind, wird die Integration schneller und billiger,
je grosser der Integrationsschritt h gewahlt wird. Umgekehrt wird der Fehler grosser, je
grosser h ist. Aus diesem Grund wird durch eine vorgegebene Toleranz T'OL der Schritt h
eingeschrankt. Es gibt somit eine optimale Wahl fiir die Schrittweite. Im allgemeinen ist
eine konstante Schrittweite nicht optimal. Man wird stets variable Schritte h; = t; — t;_1
zulassen.

Es sei nun eine Toleranz T'OL vorgegeben. Wie wir schon gesehen haben kénnen wir
nicht erwarten, dass das numerische Resultat nach der gesamten Integration genauer als
die vorgegebene Toleranz T'OL ist. Vielmehr begniigen wir uns damit dass gilt:

[lokaler Fehler pro Schritt| < TOL
(5.36)
Schrittweitensteuerung: lokaler Fehler pro Schritt

Geht man davon aus dass sich die lokalen Fehler fiir kleine h ungefihr addieren, wahlt
man besser

1
|lokaler Fehler pro Schritt| - — < TOL
(5.37) ho~

Schrittweitensteuerung: lokaler Fehler pro Einheitsschritt

Im folgenden wollen wir (5.37) verwenden. Approximieren wir ¢(h) durch

(5.38) |@(h)] = yh?,
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so lasst sich v durch einen Probeschritt H schéatzen. Es ist

o)
~

(5.39) 0!

Nach (5.37) wére die lokal optimale Wahl des Schrittes h

(5.40) % = TOL .
Einsetzen von (5.38) und (5.39) ergibt
vh = ’95[2];[)’ -h = TOL
und
TOL
(5.41) h = 2] SH? .

104

Diese Formeln kénnen wir nun fiir das folgende Programm verwenden, das wir durch ein

Flussdiagramm darstellen.

Eingabe
to =7
Yo ="
H ="
P > --oe-
Berechne
y1 mit (5.27)} aber H
g1 mit (5.31)) statt h H :=2h
| h mit (5.41)
| H i
%! ",
| h >
)1\ \Lnein
: to:=to+ H
- Yo := Y1 mit (5.35)
H :=2h
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Abfrage:

* Ist % > 2, so ist das optimale h (wesentlich) kleiner als das H, auf dem die Schétzung
beruht. Es ist sogar zu befiirchten, dass die asymptotischen Entwicklungen fiir dieses
H nicht gelten. Deshalb wird der Schritt verworfen und als neuer Probeschritt H :=
2h verwendet. Ist H/h < 2, so gilt H/2 < h, und die asymptotischen Entwicklungen
konnen akzeptiert werden. Ist H/2 < h, so darf der Schritt vergréssert werden. Da
der Integrationsschritt offenbar richtig war, wird er akzeptiert, und fiir den néchsten
Schritt verwendet man die Schatzung fiir den optimalen Schritt. In der Praxis wird
man auch einen Schritt akzeptieren, bei dem H/2 unwesentlich grosser als h ist. Aus
diesem Grund werden wir im folgenden Beispiel den Schritt noch akzeptieren, wenn
gilt H/2 < 3h/2, d.h. * wird ersetzt durch H/h > 3.

** Nach unserer Herleitung miisste hier yg := ¢, stehen. Da man aber ohne Mehr-

kosten eine Formel zweiter Ordnung zur Verfiigung hat, verwendet man diese.
Damit ist unsere Fehlerschatzung meist zu pessimistisch.

BEISPIEL 5.4:

Wir 16sen die Anfangswertaufgabe

y' = —200ty* ,t € [-0.8,-0.2], y(—0.8) =1/65 .

Die exakte Losung ist

(=15
Y= T 1002
Wir verwenden das soeben beschriebene Rechenprogramm mit einer Toleranz TOL = 6-

1072, einem Startwert h = 3-1073 auf einem IMS 8000-Rechner mit einfacher Genauigkeit.
Der Fehler bei t = —0.2 ist 6 - 1075, Es werden insgesamt 13006 Funktionsauswertungen
verwendet, und die kleinste Integrationsschrittweite ist 0.136 - 10~*. Als Vergleich wurde
das Problem mit konstanter Schrittweite und Formel (5.35) berechnet.

Schrittweite Funktionsauswertungen | Fehler bei t = —0.2
0.6-27° 64 -0.005427
0.6-276 128 -0.001487
0.6-277 256 -0.000382
0.6-278 512 -0.000112
0.6-279 1024 -0.000053
0.6-2710 2048 0.000049
0.6-2~1 4096 0.000096
9.22651 - 10~ 130096 -0.000082
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Aus der letzten Zeile dieser Tabelle erkennt man, dass bei konstantem Schritt bei gleichem
Rechenaufwand das Programm mit variabler Schrittweite um einen Faktor 10 genauer ist.
Man erkennt, dass der absolute Fehler bei kleiner werdenden Schritt abféllt bis zu einem
optimalen Schritt (Hoptimal ~ 5.859 - 10~%), und danach steigt er wieder an. Extrapo-
lation der obigen Tabellenwerte bringt keine Verbesserung der Genauigkeit, so dass die
Genauigkeit des Programms mit Schrittweitensteuerung mit Integration mit konstanter
Schrittweite nicht erreicht wird.

Bemerkung:

Es lasst sich zeigen, dass es sich bei kleinen Toleranzen TOL lohnt Verfahren hoher
Ordnung zu verwenden. In den beiden ndchsten Abschnitten geben wir nur noch Formeln
mit hoherer Fehlerordnung an. Die ausgereiften Programme haben Familien von Formeln
und Schétzer des lokalen Fehlers zur Verfiigung und wéhlen jeweils die lokal giinstigste
Formel.

5.3 Einschritt-Formeln

A. Der lokale Fehler

Unter Einschritt-Formel verstehen wir eine Vorschrift, bei der aus y,,t, und A nur unter
Zuhilfenahme von f(¢,y) ein neuer Punkt y,,+1,tn4+1 = t, + h berechnet wird. Die Formel
wird meistens in der Form

geschrieben. ¢ ist hier eine Vorschrift, die von f abhéngen kann. Als einfachstes Beispiel
denke man an das Euler-Verfahren

Ynt+1l = Yn + hf(tny yn) .

Definition 5.4. Ist z(t) die exakte Losung des Anfangswertproblems

(5.43) {j&)) - git,z(t)) -

dann heisst z(tn41) — Yny1 der lokale Fehler. Man sagt, die Formel (5.42) habe die
Fehlerordnung p (kurz Ordnung p) falls gilt

(5.44) 2(ty + h) — Ypy1 = O(RPTL) .

Wir werden hier nur Formeln (5.42) betrachten, bei denen man aus (5.44) zeigen kann,
dass fiir den globalen Fehler gilt

(5.45) [y(tn) = yn| = O(R?) .
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Sind die Losungen der Differentialgleichungen glatt, so erweisen sich Rechenprogramme,
die Formeln hoher Ordnung verwenden, als giinstiger. Das gleiche gilt fiir kleine Toler-
anzen. Wir geben deshalb hier verschiedene Formeln hoherer Fehlerordnung an.

B. Potenzreihen-Verfahren
Eine einfache Moglichkeit, Formeln hoher Ordnung p zu konstruieren, ist die folgende: Ist
z(t) € CP*1, so gilt nach dem Satz von Taylor

pptl

o 1)!Z(p+1)(§)

b
B
(5.46) Z(tn +h) =yn + E ﬁz(j)(tn) +
=1

fiir ein geeignetes £ € [ty,t, + h]. Mit

P pi-1
(5-47) gb(tmymh) = Z ;1 Z(J)(tn)
=1

erhalten wir die Formel

p .
hio
(548) Yn+l = Yn + h¢(tna Yn, h) =Yn + Z ?z(])(tn) .
j=1 "

Diese Formel hat offensichtlich die Ordnung p.

Wie berechnet man 2\ (t,,)?

Da z(t,) = y, und z(t) die Differentialgleichung

(5.49) Z(t) = f(t,2(t))
erfiillt, erhéalt man sofort
(550) z,(tn) = f(tvyn) :

Differenzieren von (5.49) ergibt

(5.51) 2 (t) = 8—f(t,z(t)) + %f(t,z(t)) () .

t
Setzt man in (5.51) ¢t = t,, so ist die rechte Seite von (5.51) bekannt und man erhélt
2"(t,). Nochmaliges Differenzieren ergibt

0? 0?

Z’”(t) = — f(t,2(t)) +2 otoz

o £t 2(0)7 (6)+

(5.52) ,

o) ) 9 "
+ o3 f620)(F(0)° + 5 f2(8)2" () -
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Wiederum ist die rechte Seite in (5.52) fiir ¢ = ¢,, bekannt, und man kann so z"(t,)
berechnen. Weiteres Differenzieren von (5.52) liefert die gewiinschten Ableitungen. Das
Verfahren kann auch wie folgt beschrieben werden: Mit der Abkiirzung

macht man fiir die exakte Losung z(t) den Potenzreihen-Ansatz
(5.53) 2(t) = aj(t—tn) .
j=0

Einsetzen in die Differentialgleichung (5.43) ergibt

(5.54) a1 —tn) = fltn+ (E—tn), D aj(t—ta)7) .
j=0

J=0

Entwickelt man die rechte Seite von (5.54) nach Potenzen von (¢ — t,), so erhélt man
durch Koeffizientenvergleich aus (5.54) Rekursionsformeln fiir a;. Da ag = y, bekannt ist,
kann man diese Formel rekursiv 16sen. Besteht f(¢,y) aus den Grundrechenoperationen
+,—,-,+ und elementaren Funktionen wie sin(-),cos(-) ,exp(-), /..., so kénnen die a;
sehr schnell rekursiv berechnet werden, siche z.B. G. Wanner [1969].

Man hat hier eine ganze Familie von Formeln zur Verfiigung. Zu jeder natiirlichen
Zahl s gibt es eine Formel mit der Ordnung p = s. Der lokale Fehler lasst sich wie folgt
schatzen:

pp+1

lokaler Fehler = T 1)!z(p+1)(g)

(5.55)
p+1 2P () a
(p+1)! .

d.h. man muss in der Rekursion fiir a; nur noch ein weiters a; ausrechnen, um eine
Schatzung fiir den lokalen Fehler zu erhalten. Mit diesen Formeln lassen sich Programme
schreiben, die die Formeln und die Schrittweite so wahlen, dass die Integration mdoglichst
schnell ausgefiihrt wird. Solche Programme sind fir Probleme der Himmelsmechanik
(Satellitenbahnen, Raumsonden, Planetenbahnen) sehr geeignet.

C. Runge-Kutta-Verfahren

In B haben wir Verfahren beliebig hoher Ordnung berechnet. Schon an der Formel (5.51)
fiir 2 erkennt man, dass die partiellen Ableitungen von f benotigt werden. Hier wollen wir
versuchen, Formeln der Ordnung p grosser als 1 zu konstruieren, ohne partielle Ableitungen
zu verwenden. Eine solche Formel haben wir bereits in Abschnitt 5.2 C (5.35) gefunden:
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/ S\t;aigung f (tn + g ,Y)

% © Yn+l
Yn
tn t+ g t: +h
Fig. 5.8
Modifizierter Euler
(5.56) Y =yn+ g f(tnyn)
(5.57) Yn+1 =Yn + hf (tn + g Y)

In Paragraph 5.2 C wurde bereits gezeigt, dass dieses Verfahren die Ordnung 2 hat. Fiir
die triviale Differentialgleichung mit f(t,y) = f(t) ist dies gerade die Mittelpunktsregel,
die Ordnung 2 hat.

Statt mit der Steigung des Richtungsfeldes in der Mitte des Integrationsintervalles
einen Schritt auszufiihren, wéihlen wir das arithmetische Mittel der Steigungen an den
Endpunkten. Dies ergibt die

Formel von Heun

Steigung f(t, + h,Y)

~Y

™ Yn+1

tn th+h
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(5.58) Y =yn + hf(tn,yn) (Euler — Schritt)

o F b ) + Ftn + 1Y)

(5.59) Yni1 = Yn+ 5

Die Ordnung des Verfahrens ist 2. Fiir die triviale Differentialgleichung mit f(t,y) = f(t)
ist dies gerade die Trapezregel.

Man kann diese Idee weiterfithren, indem man noch mehr Zwischenpunkte ausrechnet
und eine Mittelung der Steigungen vornimmt. Dies fiihrt zum Beispiel auf das

Klassische 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren

Yl = Un

h
Y2 =Yn + 9 f(t7hY1)

(5.60) b A
}%:yn+§f(tn+§yy2)
h
Y4:yn+hf(tn+§a YV3)
1 1 h
(5.61)

O b )+ L YY)

W =

Die Fehlerordnung ist 4. Fiir die Differentialgleichung mit f(¢,y) = f(¢) reduziert sich
(5.61) zur sogenannten Simpson-Regel zum Berechnen von Integralen.

Die drei angegebenen Formeln sind alle von der folgenden Struktur:

Allgemeines s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren

i—1

(5.62) Yi=yn+h) aifltn+ch,Y;),i=12,...s,
j=1
(5.63) Uni1 =Yn +h > bifta +¢;hY;) .
j=1

Hier sind a;j, ¢; und b; konstante reelle Zahlen, die das Verfahren vollstdndig beschreiben.
Man ordnet sie meistens wie folgt an:
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C1
c2 | a21
C3 | asy as2
G | A1 442 Qi i—1
Cs | Gs1 Qas2 Qs s—1
by b bs—1 b

Es ist sinnvoll, stets zu verlangen, das gilt

i—1
C; = E a,-j
Jj=1

111

Da die Formeln fiir die spezielle Differentialgleichung f(t) = 1 exakt sein muss, gilt stets

Mit dieser Notation schreiben sich die bereits behandelten Formeln wie folgt:

i=1

Modifizierter Euler s=2, p=2

0
1/2 | 1/2

o 1

0
1

Heun s=2,p=2

12 172

Klassischer 4-stufiger Runge-Kutta s=4, p=4

0
1/2 | 1/2
12| 0 1/2

1 0 0 1

1/6 1/3 1/3

1/6

Wie im Abschnitt 5.2 demonstriert wurde, ist es im allgemeinen giinstiger, eine Schrittweit-
ensteuerung in ein Rechenprogramm einzubauen. Man benétigt somit zu jeder Formel eine
Fehlerschatzungsformel. Dies liesse sich im Falle des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens
Man macht zwei Runge-Kutta-
Schritte der Schrittweite h/2. Hierzu wiirde man aber zusétzlich 7 Funktionsauswer-
tungen benotigen. Formel und Fehlerschétzung wiirden pro Schritt 11 Funktionsauswer-
tungen bendtigen. Mit sogenannten eingebetteten Runge-Kutta-Formeln kann man mit
wesentlich weniger Funktionsauswertungen auskommen. Die Idee ist die, dass man die

analog zu unserem Vorgehen in Abschnitt 5.2 losen.
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Stufenzahl erhoht und die Koeffizienten so wahlt, dass zwei Formeln mit hoher Ordnung
entstehen. Die eine wird zur Integration verwendet, die andere zur Schitzung des Fehlers.
Wir geben hier die Formel von Dormand und Price an.

Formeln von Dormand und Price

0
1 1
5 5
31 3 9
10 | 40 40
4 44 _ 56 32
5 45 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
L | 9o 855 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
.| 3 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 oy,
Y11 35 1113 192 6784 84
_ | 5179 0 7571 303 92007 187 1
Y11 57600 16695 640 339200 2100 40

Bemerkung:

Die in Abschnitt 5.2 hergeleiteten Formeln kénnen auch als eingebettete Runge-Kutta-
Formeln gesehen werden. Die Formeln (5.31) und (5.35) in 5.2 C haben in der Runge-
Kutta-Notation die Form

0
1/2 | 1/2

1/2 1/2 Formel fir zwei Euler-Schritte mit h/2 (Ordnung 1)
0 1 modifizierter Euler (Ordnung 2)

Die Formeln von Dormand und Price kénnen genauso fiir ein Programm mit Schritt-
weitensteuerung verwendet werden, wie dies mit obigem Beispiel in Abschnitt 5.2 gemacht
wurde.
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D. Extrapolationsverfahren

In Paragraph 5.2 haben wir am einfachen Beispiel des Euler-Verfahrens einen Extrapo-
lationsschritt ausgefiithrt (Formel (5.35)). Dies liesse sich natiirlich weiterfiihren, indem
man nochmals mit einem Schritt kleiner h/2 mit Euler integriert und dann extrapoliert.
Dies lohnt sich nicht, denn in der Fehlerentwicklung treten alle Potenzen auf. Nun hat
aber Gragg gezeigt, dass es Formeln gibt, deren Fehlerentwicklung nur gerade Potenzen
in h zulassen. In diesem Falle lohnt sich die Extrapolation. Man erhélt das Verfahren von
Gragg-Bulirsch, J. Stoer , R. Bulirsch [1973]. Wir verzichten wir an dieser Stelle auf eine
genauere Darstellung.

5.4 Formeln fir Mehrschrittverfahren

A. Konzept

Die bis jetzt behandelten Einschrittverfahren verwenden nur y, und f(t,,yy,), um y,+1
zu berechnen. Um eine Formel der Ordnung p zu erhalten, bendtigt man mindestens p
Funktionsauswertungen, haufig sogar mehr. Die Frage stellt sich, ob durch Verwenden
alter Information (d.h. in Punkten mit ¢ < ¢,,) Formeln hoher Ordnung erreicht werden
kénnen mit weniger Funktionsauswertungen als bei Einschrittverfahren. Der Einfachkeit
halber wollen wir im folgenden voraussetzen, dass die Schrittweite konstant ist, d.h.

h=(®b-a)/N,ti=a+ih,i=0,1,...,N .

Ein sogenanntes k-Schrittverfahren verwendet nun nicht nur y,, , f(tn, yn), um y,41 zu
berechnen, sondern die Werte

Yn—i, f(tn—i,yn—i), 1 =0,1,... )k —1 .

bereits bekannt gesucht
O
\ (tn+17 yn-i—l)
y(t)

/\/

tn—k+t2

o= téfl to t&n—k—i-l tn )tn—i-l b

N
k-Intervalle

Fig. 5.10
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Da in der Formel Information der Losung iiber k Teilintervalle der Lange h verwendet
wird, nennt man die Verfahren k-Schrittverfahren. Naturgemaéss werden sich bei der Im-
plementierung 16sbare Schwierigkeiten beim Starten und bei der Anderung der Schritt-
weite ergeben, siehe z.B. C.W. Gear [1971], L.F. Shampine, M.K. Gordon [1974]. In den
néichsten beiden Abschnitten geben wir zwei Formeltypen an, die Grundlage der besten
Rechnerprogramme sind.

B. Adams-Verfahren
Fiir die exakte Losung y(t) der Differentialgleichung gilt

(5.64) y'(t) = f(ty(t) -

Integration dieser Gleichung ergibt
tn+h tn+h

(5.65) | vde =yttt -yt = [ s o)
tn tn

Da die Funktion f(¢,y(t)) nicht bekannt ist, ersetzen wir sie durch ein Interpolationspoly-
nom P(t) und integrieren dieses exakt. Man erhélt auf diese Weise die Formeln

tn+h
(5.66) e -wm= [ P
tn
Abkiirzend fithren wir die folgende Notation ein:

Jfm = f(tmaym)

BEISPIEL 5.5:
Ersetze f(t,y(t)) durch ein konstantes Polynom, d.h.

(5.67) Pt) = fu .

Dies ergibt
tn+h
(568) Yn+1l — Yn = / fndt = hfru
tn

also das Euler-Verfahren. Interpoliert man nicht bei £, , f,, sondern an der noch un-
bekannten Stelle ¢,,41, fr11, d.h.

(5.69) P(t) = fnt1,
so erhilt man

(5’70) Yn+1 — Yn = hfn-i—l - hf(tn—i-layn—i-l) .

Dies ist das implizite Euler-Verfahren. O
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BEISPIEL 5.6:

Lineare Interpolation durch die Punkte (t,—1, fn—1) und (¢,, f) ergibt

t—ty 1 t—t,
.71 P(t) = fn ne
(571) ()= fu g fun
Damit ergibt sich
tnth
Yn+1l — Yn = / P(t)dt =
tn
tn+h tn+h
(572) — (t B tn—1)2 " f + (t B tn)2f - —
2h |, " —2n T
3 1
= h(_ n— SJn— ) .
5fn = 5fn1
Dies ist die sogenannte Adams-Bashforth-Zweischrittformel. O

Interpoliert man (¢,, f,,) und den noch unbekannten Punkt (t,+1, fnt1), so liefert dies

t—1, t—1th+1
P(t) = n+l"7 n
(t) = fas1 5 + /. ~h

tn+h
Yn+1 — Yn = / P(t)dt =
tn

(=) t"”‘f L ()’ t"”‘f _
on |, " —2h |, "
1 1
= (L fari T3 ) -
In der ausgeschriebenen Form
1 1
(5'73) Yn+1 — Yn = h <§ f(tn—i-lvyn—i-l) + ) f(tmyn))

erkennt man, dass dies eine implizite Gleichung fiir den zu bestimmenden Wert y,,11 ist.
Die Formel heisst Trapezregel.

Adams-Bashforth Formeln
Ersetzt man f(¢,y(t)) durch das Interpolationspolynom P(t) vom Grad g durch die Punkte

(tn—iafn—i)vizovla"'7q7

so findet man wie im obigen Beispiel die Adams-Bashforth-Formeln

q
(5'74) Yn+l = Yn + Z ﬁqifn—i .

1=0
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Tabelle fiir die Koeffizienten 3,

i=0 1 2 3

Boi 1 Euler

261 3 -1 Formel (5.72)
1265, | 23 -16 5
24833 | 55 -89 37 -9

Die Ordnung der entstehenden Formel ist g + 1.

Adams-Moulton-Formeln

Ersetzt man f(¢,y(t)) durch das Interpolationspolynom P(t) vom Grad g durch die Punkte
(tn—i—l—ia fn—i—l—i) 7i = 07 17 N

so findet man die Adams-Moulton-Formeln

q
(5.75) Uni1 — Un =h D Blifari-i,
=0

die die Fehlerordnung ¢ + 1 haben.

Tabelle fiir die Koeffizienten 34,

i=0 1 2 3

B 1 impliziter Euler
205, 1 1 Trapezregel
1265, | 5 8§ -1
246851 9 19 -5 1

Bemerkung:

Statt in (5.65) iiber das Intervall [t,,t,+1] zu integrieren, hétte man auch iiber das
Intervall [t,—1,%,+1] integrieren konnen. Die meisten der so entstehenden Formeln weisen
gewisse Stabilitatsprobleme auf. Die wichtigste Formel dieser ganzen Klasse von Formeln
ist die

Mittelpunktsregel

(576) Yn+1 — Yn—1 = 2hf(tnayn) .
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Sie hat die Ordnung 2. Durch geschicktes Verwenden dieser Formel kann erreicht werden,
dass die Fehlerentwicklung eine gerade Funktion in A ist. Deshalb wird diese Formel als
Grundlage fiir das in Abschnitt 5.2 D angedeutete Extrapolationsverfahren verwendet.

C. Riuckwartsdifferentiations-Formeln

Diese Formeln heissen auch BDF (Backward Differentiation Formulas) oder Gear-Formeln.

Idee: Interpoliere (tn+1,Yn+1),(En,Yn),-- -, (tn—qsYn—q) durch ein Polynom P(¢) vom
Grad ¢ + 1. Setze

(5.77) P'(tny1) = f(tns1,Yns1) -

BEISPIEL 5.7: ¢=0

Hier ist
P(t) = g + P~ )
und somit
P'(tpy1) = w = f(tns1,Ynt1)
Also ist
(5’78) Yn+1 — Yn = hf(tn—i-la yn—i—l)

eine Formel zur Berechnung von y,,+1. Dies ist gerade die implizite Euler-Formel.

qg=1:

Mit der Newtonschen Interpolationsformel erhédlt man

Yn+1 — Yn

Yn+1 — 2yn + Yn—1
h .

2h?

P(t) = yns1+ (t = tnt1) + (= tn)(t — tn)

Also ist S
Yn+1 = Yn | Ynt+l — 4Yn T Yn—1
P'(t =

= f(tnt1,Yn+1) -

Die Formel fiir die Berechnung von y,11 lautet

4 1

2
(5.79) Yn+1 — gyn + gyn—l = ghf(tn+1,yn+1) .

Allgemein besitzen die so hergeleiteten Formeln die Form

q+1

(5.80) D giynri—g = hByf (tns1s yns1) -
=0
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i=0 1 2 3 4 5 6 B, p=q+1
o1 1 -1 1 1
30[22' 3 -4 1 2/3 2
11as; 11 -18 9 -2 6/11 3
2bay; | 25 48 36  -16 3 12/25 4
137as; | 137 -300 300 -200 75 -12 60/137 )
147ag; | 147 -360 450 -400 225 -72 10 60/147 6

Bemerkung:

Die Formeln (5.80) sollen nie fiir ¢ > 6 angewendet werden, da sie in diesem Fall nicht
ein konvergentes Verfahren liefern. Damit ist die Fehlerordnung der brauchbaren Formeln
(5.80) auf 6 beschrankt.

D. Bemerkungen zur Implementation
Alle in B und C hergeleiteten Formeln haben die Form

agYn + Yn—1+a2Yp—2+ -+ Yp—k =

(5.81) = W(Bofn+Bifa1+ -+ Brfai),

wobei «; , 3; konstante reelle Zahlen sind und
ti=a+jh, f;= f(t;,y;)

gilt. Wegen der besseren Ubersichtlichkeit in den Indizes haben wir diese gegeniiber Ab-
schnitt A, B und C um 1 verschoben. Notwendig fiir die Brauchbarkeit der Formeln (5.81)
ist, dass fiir das Polynom

k
(5.82) p(¢) =D (M
i=0
die folgende Stabilitdatsbedingung erfiillt ist:

Stabilitatsbedingung:
Der Betrag der Nullstellen von p(() iibersteigt 1 nicht. Ist er gleich 1, so ist die Nullstelle
einfach.

Man nennt Formeln, die die Stabilitdtsbedingung erfiillen, stabil. Die Adams-Verfahren
mit p(¢) = ¢F—¢*F~1 = (¢—1)¢*~! sind stabil, wihrend die Riickwirtsdifferentiationsformeln
der Ordnung grosser 6 nicht stabil sind. Eine Formel (5.81) hat die Ordnung p, falls fiir
jede Funktion z(t) € CP+! gilt

k k
(5.83) > aja(t —jh) —hY B2 (t— jh) = chPT 0T () 4 O(RPTT)
7=0 7=0
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Ist die Formel stabil so ist der globale Fehler von der Ordnung O(hP).

Wie wird die Formel (5.81) verwendet?

Man nimmt an, (y,—1, fn—1), (Yn—2, fn—2) -+ » (Yn—k, fn_i) seien bereits berechnet. Man
verwendet (5.81) nun, um y,, zu berechnen. Man unterscheidet zwei Typen von Formeln:

Explizite Formeln, Pradiktoren

Ist By = 0, so lasst sich (5.81) explizit nach y,, auflésen:
k k
(5.84) vn= (=Y i+ h Y Bifasi) /o -
i=1 i=1

Beispiele sind die Adams-Bashforth-Formeln.

Implizite Formeln, Korrektoren

Ist By # 0, so ist (5.81) eine im allgemeinen nichtlineare Gleichung fiir y,,:
Bo B
%)

wobei L &
d:= ( - Z QiYn—i +h Z @'fn—i) /oo
i=1 i=1

unabhéngig vom gesuchten y,, ist.

Beispiele sind die Adams-Moulton-Formeln sowie die Riickwértsdifferentiationsformeln.
Ist die Differentialgleichung harmlos (nicht steif), so wird (5.85) mit einer Fixpunktitera-
tion der Form

ylr = h@f(trn yh) +d
g

gelost, wobei man sich den Startwert yl? | iiber einen Pridiktor beschafft. Hiufig geniigen

ein bis zwel Iterationen.

Das Verfahren von Heun (Paragraph 5.3 C, (5.58),(5.59)) kann man auffassen als
einen Iterationsschritt mit der Trapezregel, wobei der Startwert mit Euler bestimmt
wurde. Ist die Differentialgleichung steif (siche Abschnitt 5.5), so verwendet man die
Riickwirtsdifferentiationsformeln und 16st (5.85) mit dem Newton-Verfahren.

Die Formeln (5.81) benétigen (yp—j, fn—;) fiir j = 1,2,..., k. Diese sind beim Start
der Integration natiirlich nicht vorhanden. Die heute bekannten effizienten Programme be-
sitzen ganze Familien von Formeln verschiedener Fehlerordnung, zum Beispiel die Adams-
Formeln fiir nicht steife Differentialgleichungen und die Riickwéartsdifferentiations-
formeln (BDF) fiir steife Differentialgleichungen.
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Beim Start werden zunéchst Formeln mit kleinem k, also 1,2, ..., verwendet, und erst
spater werden grosse k (zum Teil bis k£ ~ 15) benutzt. Bei der Implementierung dieser
Formeln ist die Schreibweise (5.81) respektive (5.84) und (5.85) aus verschiedenen Griinden
ungiinstig (Schrittdnderung, simultane Berechnung mehrerer Formeln). Man verwendet
die sogenannte Nordsieck-Darstellung. Fiir genauere Hinweise iber die Implementierung
siche C.W. Gear [1971]. Obwohl man zunéchst denken wiirde, eine Runge-Kutta Formel sei
wesentlich einfacher zu programmieren als ein Mehrschrittverfahren mit variabler Schrit-
tweite, stellt sich dann aber heraus, dass die ausgereiften Programme wegen der diffizilen
Schrittweitenwahl alle recht umfangreich werden. Aus diesem Grunde sollte man sich
zunéchst stets auf bekannte Programme stiitzen. Im néchsten Abschnitt beschreiben wir
kurz verschiedene bekannte Programme.

5.5 Steife Differentialgleichungen

Treten keine Rundungsfehler auf, so kann fiir h gentigend klein der Integrationsfehler be-
liebig klein gemacht werden (siehe z.B. (5.23) in Abschnitt 5.2 B). Selbst wenn man, wie
das in 5.2 beschrieben wurde, den Schritt i variabel wéhlt, um die Anzahl der Funktion-
sauswertungen niedrig zu halten, kann folgendes geschehen: Véllig unwesentliche Beitrage
in der exakten Losung der Differentialgleichung zwingen ein numerisches Verfahren einen
sehr kleinen Integrationsschritt zu wahlen. Wir beschreiben dieses Phanomen am Beispiel
3 der erzwungenen Schwingung eines stark geddmpften Schwingers. Lost man das An-
fangswertproblem

dy

d_tl =1y2 =: f1(t,y1,92)
(5.86) )

% = —156.25y; — 200ys + 80 cost + 156.25 = fo(t, y1,12)
(5.87) y1(0) = 5,92(0) = —100

fir t € [0,5] mit einem Programm fiir nicht steife Differentialgleichungen, so ist dies
dank der Schrittweitensteuerung moglich, aber die Kosten sind viel zu gross. Verwendet
man zum Beispiel das Runge-Kutta-Verfahren nach England mit einer Toleranz TOL =
1073, so werden 2994 Funktionsauswertungen der rechten Seite der Differentialgleichung
benotigt. Bei einem modernen Programm fiir steife Differentialgleichungen bendtigt man
aber nur 75 solche Auswertungen. Um zu verstehen, warum das eine Verfahren viel grossere
Schwierigkeiten hat als das andere geniigt es, das entkoppelte Gleichungssystem

u = \u

(5.88) o —

mit demselben Verfahren und mit derselben Schrittweite zu losen. Hierbei sind
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A1 = —199.21567416 und Ao = —0.78432584 die Eigenwerte der Matrix

on of
oyr Oya | 0 1

ofy 0f ~\ —156.25 —200
9y1 Oya

Diese Eigenwerte geben gerade die Dampfungen des Systems an, wie man aus der exakten
Losung von (5.86)

(5.89) y(t) =1+ 0.49eM + 3.26e*2t 4 0.316 cos(t — 0.66)

leicht sieht (siehe Fig. 5.11). Wir lésen (5.88) mit einem expliziten Verfahren. Der

Einfachheit halber wahlen wir das Euler-Verfahren.

Y

Fig. 5.11
Wir erhalten
(5.90) Upi1 = Up +hA\u, = (14 hA)u, = (14 hX)" Ty
) Ung1 = Un + hAovy, = (14 hXo)vn = (14 hda)" g

Damit diese Losung nicht ins Unbegrenzte wéchst, muss |1 + hA1| < 1 und |1+ hXg| <1
gelten. Dies ist aber nur der Fall, wenn —2 < hA; < 0 und —2 < hXs < 0 erfiillt ist. Man
erkennt sofort, dass wegen des stark gedampften Terms mit A\ =~ —199.2 h < 0.010039
gelten muss. Dies ist sogar der Fall, wenn der Beitrag dieses Terms in der exakten Losung
unter die Maschinengenauigkeit abgesunken ist. Dies ist bei einem Rechner mit der
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Maschinengenauigkeit von 9 - 107! bereits bei ¢ > 0.21 der Fall. Danach muss aber,
obwohl von diesem Figenwert kein Beitrag mehr in den Lésungen sichtbar ist, der Inte-
grationsschritt h kiinstlich klein gehalten werden.

Dieses Phéanomen heisst Steifheit der Differentialgleichungen. Man beachte, dass
diese Erscheinung nicht etwa durch Instabilitdt des mechanischen Systems hervorgerufen
wird. Vielmehr gilt, je stabiler das mechanische System ist, je stirker die Dampfung
ist, umso kleiner muss die Schrittweite gewahlt werden. Wirde man zum Beispiel beim
freien Fall die Kugel an einen Fallschirm héngen (Beispiel 2 aus 5.1), so wird das Prob-
lem durch die starke Reibung steif gemacht, obwohl der Fall gebremst wird. Es hilft
auch nichts, wenn man eine genauere Rechenmaschine verwendet, denn die Bedingungen
|1 + hA1] < 1 und |1 4+ hA2| < 1 sind unabhéngig von der Rechnergenauigkeit. Man
beachte, dass im Falle eines nicht stark geddampften Schwingers die Eigenwerte A; und
A2 konjugiert komplex werden. Auch in diesem Falle liegt Steifheit vor, wenn ~ > 1
ist. Ganz allgemein heisst ein Differentialgleichungssystem steif, wenn die Realteile der
Eigenwerte der Jacobi-Matrix g—ch negativ oder zumindest klein sind und einige dieser
Realteile sehr stark negativ sind. Solche Systeme treten zum Beispiel immer dann auf,
wenn starke Dampfungen vorliegen. Weitere Beispiele liefern chemische Reaktionsvorginge,
wo die einzelnen Prozesse mit sehr unterschiedlichen Reaktionsgeschwindigkeiten ablaufen.
Es gibt zum Beispiel Ionen-Reaktionsablaufe in der Erdatmosphére mit iiber 50 verschiede-
nen Ionenarten und Unterschieden in der Reaktionsgeschwindigkeit von mehr als 107. Beim
Losen von Grenzschichtproblemen treten haufig steife Systeme auf. Wird zur Berech-
nung eines Warmeleitungs- oder eines Diffusionsprozesses zunéchst eine Diskretisierung in
Raumrichtung vorgenommen, so entstehen steife Probleme, wobei alle Eigenwerte nega-
tiv reell sind und einige beliebig stark negativ werden, wenn das Diskretisationsgitter in
Raumrichtung verfeinert wird.

Wir wollen uns iiberlegen welche Verfahren zum Losen steifer Differentialgleichungen
verwendet werden sollen. Im obigen Beispiel haben wir, um das Verhalten des Euler-
Verfahrens zu studieren, die nichtlineare rechte Seite von (5.86) durch eine lineare entkop-
pelte rechte Seite (5.88) ersetzt. Hierbei waren A1 und A\ die Eigenwerte der Jacobimatrix
der rechten Seite von (5.86). Im allgemeinen Fall eines Systems von m Gleichungen werden
wir analog vorgehen. Anstelle ein Verfahren auf das System (5.16)

(5.91) B _ ity

anzuwenden, wenden wir es auf das folgende entkoppelte System an:

dy;ﬁ(t) = Ay(t)
(5.92) dyflt(t) = Aoya(t)
dym = Amym(t)

dt
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Hierbei sind Aq,..., Ay, die Eigenwerte der Jacobimatrix %(t,y(t)). Zudem nehmen wir
vereinfachend an, diese Matrix sei diagonalisierbar. Da das System (5.92) entkoppelt ist,
und jede Gleichung vom Typ

(5.93) 2 (t) = \z(t)

ist, geniigt es, das Verhalten des Verfahrens an dieser Gleichung zu studieren. Gibt man
die Anfangsbedingung
2(0) :== zp

vor, so ist

(5.94) 2(t) = eMz

die exakte Losung. Da A ein Eigenwert von % ist, kann A\ auch als komplexe Zahl angenom-
men werden. Mit

A= Rel+iIm\ = Rel +iw
lasst sich fiir w = ImA # 0 die Losung (5.94) auch schreiben als

Z(t) — eRe)\t X eithO
= eftM(cos wt + isinwt) 2z .

Dies bedeutet, dass die Losung
e ein exponentielles Wachstum besitzt, falls ReX > 0,
e eine exponentielle Dampfung besitzt, falls ReA < 0.

Ist w # 0, so hat man zusétzlich eine Oszillation mit der Frequenz w/(27).

Wir wenden als Beispiel das sogenannte #-Verfahren auf die Gleichung (5.94) an. Dies
ist ein Einschrittverfahren und ist fiir y' = f(¢,y) wie folgt definiert:

(5'95) Yn+1 = Yn + h((l - 9) f(tm yn) + Hf(tn—i-ly yn—i—l)) .

Offenbar ist das Verfahren implizit, falls § # 0 ist, d.h. (5.95) stellt eine im allgemeinen
nichtlineare Gleichung fiir y,4+1 dar. (Fiir Losungsmethoden zur Berechnung von y,4+1
siche Abschnitt 5.4 D). Ist § = 0, so ist dies das Euler-Verfahren. Ist # = 1, so erhalten
wir das sogenannte implizite Euler-Verfahren (siehe auch Beispiel 5). 6 = % ergibt die
Trapezregel, siehe Beispiel (5.73). Anwenden auf (5.93) liefert

Znt1l = 2Zn +h(1 —0)Azy, + hOXzp 11

(1 —=hON)zpt1 = (1=h(1=0)N)z,
und mit der Abkiirzung

(5.96) hA = p €C
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ergibt sich
1+(1-0)u
1—0u

Zn+1 = Zn -

Man erkennt sofort, dass die numerische Losung fiir festes h, und damit festes u, expo-
nentiell anwéchst, falls gilt

1 _
+0 @u>17
1—0u
respektive beschréankt bleibt, falls gilt
1+(1-0)u
. — | <1,
(5.97) 1= 0n <

Numerisch ist man am Fall (5.97) interessiert und nennt die Menge aller y fiir die (5.97)
gilt das Stabilitagsgebiet des 6-Verfahrens. Allgemein heisst S C € das Stabilitétsgebiet
eines Verfahrens, falls gilt

S = {hX €Q||z,| beschrénkt fiir n € N},

wobei z, erhalten wird durch Anwenden des Verfahrens auf (5.93) mit konstanter Schritt-

weite h. Flur die drei Spezialfille des 6-Verfahrens 6 = 0, %, 1 erhalten wir:

explizites Euler-Verfahren 8 = 0
14+p <1

implizites Euler-Verfahren 6 = 1
1

| <1-—1<|1-y
—H

neC

Trapezregel 6 = 1/2

L2l ) ren<o
1—p/2

Fig. 5.13: Stabilitdtsgebiete des #-Verfahrens fiir 6 =0, 60 =1, 0 = %
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Fiir die Trapezregel gilt, dass die numerische Losung genau dann beschrankt ist, wenn
dies auch fiir die exakte Losung gilt. Wir erkennen, dass das explizite Euler-Verfahren ein
beschranktes Stabilitdtsgebiet hat. Dies ist typisch fiir alle expliziten Verfahren. Generell
haben explizite Verfahren ein Stabilitdtsgebiet der in Fig. 14 angegebenen Form

A2
h\;

)\1 1/2 )\m—l

Fig. 5.14: Typisches Stabilitatsgebiet eines expliziten Verfahrens

Die Jacobimatrix des Systems besitze die Eigenwerte A1, Ag, ..., Ay mit

Reli < Redg < -+ < Redp—1 < ReA,, <0.

Wird fiir die Schrittweite zum Beispiel h = 1 gewahlt, so liegt 1 = 1 - Ay nicht in §
und somit ist der zugehorige Faktor grosser 1 und die numerische Losung wéchst expo-
nentiell an, obwohl die zugehoérige exakte Komponente jene ist, die am schnellsten abfallt.
Wiirde h = % gewidhlt, so liegen alle 1/2)\; in S und man kann gefahrlos integrieren. Man
erkennt leicht, dass sich jeweils h\; auf einem Strahl durch den Ursprung 0 bewegt, wenn
h veréndert wird. Offenbar verlasst h\; das Stabilitdtsgebiet nicht, falls Re\; < 0 ist und
man entweder das implizite Euler-Verfahren oder die Trapezregel benutzt. Bei diesen Ver-
fahren muss man also den Schritt wegen einer unwichtigen Komponente nicht verkleinern.
Deshalb sind sie gut geeignet fiir zum Losen steifer Differentialgleichungen. Dasselbe gilt
fiir die Riickwartsdifferentiationsformeln, Abschnitt 5.4 C der Ordnung 1,2,...6. Dies
erkennt man aus deren Stabilitdtsgebieten, siche Anhang.

Fiir steife Differentialgleichungen sollte ein Programm verwendet werden, das auf
Riickwértsdifferentiationsformeln beruht, es sei denn, g—f habe Eigenwerte nahe bei der
imagindren Achse. Ist dies der Fall, so muss auf die hier nicht besprochenen adaptiven
Verfahren (die Néherungen von % verwenden) oder impliziten Runge-Kutta-Verfahren

zurlickgegriffen werden.
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5.6 Zur Praxis der Anwendung von Programmen

Die Hauptunterscheidung, die gemacht werden muss, liegt zwischen steifen und nicht-
steifen Differentialgleichungen.

A. Nicht-steife Differentialgleichungen

Bei diesen kann man vorallem explizite Verfahren verwenden. Die drei tiblichen Typen
sind explizite Runge-Rutta-Verfahren, z.B. Dormand-Prince Formeln 5(4), respektive 8(7),
Pradiktor-Korrektor Adams-Moulton-Verfahren, und Extrapolationsverfahren. Die nu-
merischen Resultate hangen auch von der Implementation im Rechenprogramm ab. Wir
zitieren hier Ergebnisse aus sechs Beispielen aus dem Buch E. Hairer, S.P. Norsett, G.
Wanner, Solving Ordinary Differential Equations I, Nonstiff Problem, Springer, 1987. Die
verwendeten Programme basieren auf folgenden Verfahren:

DOPRI8  Runge-Kutta Dormand-Prince 8(7)
ODEX Extrapolation Implementation Hairer, Norsett, Wanner
DIFEX1 Extrapolation Implementation Deuflhard

DEABM  Adams-Bashforth Moulton Formeln
(nach Shampine-Gordon und RWTH Aachen)

EPISODE Nordsieck-Representation of Adams Formeln
(Implementation Byrne-Hindmarsh)

LSODE Adams methods, da MF = 10 (Hindmarsh)
D02CAF NAG-subroutine fiir Adams Formeln

In den Diagrammen wird die Anzahl der Auswertungen der rechten Seite (fc = func-
tion calls = Mass fiir den Rechenaufwand) gegeniiber dem negativen Logarithmus der
im Programm angegebenen Toleranzgrenze fiir den lokalen Fehler angegeben. Da der
Rechenaufwand steigen sollte, wenn man die Toleranz verkleinert, sollte ein ideales Pro-
gramm stets eine monoton wachsende Funktion ergeben.

Ein Programm ist zudem fiir eine gegebene Toleranz besser als ein anderes, falls es
flir diese Toleranz weniger Funktionsauswertungen benétigt. In all den folgenden Beispie-
len aus dem oben erwahnten Buch, siehe Seite 169, ist das grundsétzliche Verhalten der
Diagramme wie in Fig. 5.12 angegeben.

Man erkennt, dass fiir glatte Probleme bei Toleranzen zwischen 10~2 und 1072 das
Programm DOPRIS verwendet werden soll. Will man hértere Toleranzen als 102 fordern,
so sind die Extrapolationsverfahren wegen ihrer variablen Fehlerordnung besser.

Im folgenden vergleichen wir Runge-Kutta-Verfahren mit den verschiedenen Imple-
mentierungen der Adams Codes. Sieht man sich die folgenden Diagramme an, bei denen
der Rechenaufwand mit Hilfe der Anzahl Funktionsauswertungen fc der rechten Seite
gemessen wird, so sieht man, dass in der Regel das Runge-Kutta-Programm DOPRIS
schlechter abschneidet (siehe Figur auf Seite 170).
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logyo(fc)

Extrapolationsverfahren

o~ DOPRI8

Fig. 5.15

Benutzt man aber das Mass der Rechenzeit zum Vergleich, so schneidet das Runge-
Kutta-Verfahren DOPRIS8 besser ab. Dies liegt daran, dass die verwendeten Beispiele alle
relativ kleine Systeme sind, m < 10 und die Auswertung schnell geschieht. Damit folgt,
dass man bei grossen Systemen, z.B. m > 10’000, oder bei Systemen mit aufwendiger
rechten Seite, Adams-Moulton basierte Programme verwendet werden sollte. Sind die
Systeme Kklein, resp. die rechte Seite schnell auswertbar, so sollen Runge-Kutta basierte
Programme, z.B. DOPRI8, verwendet werden.

Der benoétigte Speicherplatz fiir die angegebenen Programme ist in der folgenden
Tabelle angegeben.

Speicherplatz fiir System mit m Komponenten

DEABM 22 m
EPISODE 18 m
LSODE 17 m
D02CAF 19 m
DOPRIS 9m

Neuere numerische Resultate findet man in der zweiten Ausgabe des oben erwidhnten
Buches.

B. Steife Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt stiitzen wir uns auf die numerischen Resultate aus dem Buch E.
Hairer, G. Wanner, Solving Ordinary Differential Equations II, Stiff and Differential-
Algebraic Problems, 2nd Edition, Springer 1996. Die verwendeten Programme basieren
auf folgenden Verfahren:
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ROS4, RODAS Sogenannte Rosenbrock-Verfahren
(dies sind modifizierte Runge-Kutta-Verfahren)

SDIRK, RADAUS5, Dies sind implizite Runge-Kutta-Verfahren

STRIDE

SEULEX linear implizites Eulerverfahren mit Extrapolation

SODEX steife Version der Bader-Deuflhard-Extrapolation

LSODE mit MF = 21,22,24 oder 25 Nordsieck-Form der Riickwarts-
Differentiationsformeln

DEBDF Shampine-Watts-Modifikation von LSODE

VODE Variable Koeffizienten-Verfahren basierend auf BDF-Formeln

SPRINT ‘Blended’ Mehrschrittverfahren von Skeel und Kong

SECDER Mehrschrittverfahren die die zweite Ableitung verwenden

Die Beispiele, die verwendet werden, haben die folgende Systemgrosse m und sind im oben
erwahnten Buch explizit beschrieben.

m
VPPOL  Van der Pol Gleichung 2
ROBER  Robertson Problem 3
OREGO Oregonator 3
HIRES physiologisches Problem 8
E5 schlecht skaliertes chemisches Problem 4
PLATE  Auto auf einer Platte fahrend 80
BEAM 40
Cusp Cusp Katastrophe 96
BRUSS  Brusselator 500
KS Kuramoto-Sivashinsky Gleichung 1022

Die folgenden Ergebnisse stammen aus dem oben erwdhnten Buch (siehe nachfolgende
Seiten 171-176).

Rosenbrock Programme sind gut fiir grobe Toleranzen zwischen 1072 und 107°. Die
Extrapolation, vorallem SEULEX, ist aber gut fiir kleine Toleranzen, d.h. 107%. LSODE
ist praktisch stets sehr schnell, ausser beim Beispiel BEAM. Dies liegt dort daran, dass
es nicht auf A-stabilen Formeln beruht. DEBDF verhélt sich etwa wie LSODE, ist aber
ab und zu etwas schneller. VODE verhalt sich bei grossen Problemen etwa wie LSODE
und DEBDF. SPRINT enthélt A-stabile Formeln bis zur Ordnung 4 und ist deshalb auf
dem Problem BEAM besser als LSODE. Da SECDER die zweite Ableitung bendétigt, ist
es nicht fiir grosse Probleme geeignet.

Fiir eine genauere Beschreibung der Probleme, der Eigenschaften der Programme und
der Ergebnisse, konsultiere man oben zitiertes Buch.



