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Read Me

1.1 Vorwort

Die lineare Algebra gehort zu den mathematischen Grundlagenfichern. An
der Mittelschule wird davon nur die Auflésung von linearen Gleichungssyste-
men mit zwei oder drei Unbekannten behandelt; die erstsemestrigen Studen-
ten — an sie richtet sich der vorliegende Text — konnen sich also unter “lin-
earer Algebra” nicht viel vorstellen. Aus diesem Grund ist dem eigentlichen
Kurs ein einfiihrendes Kapitel vorangestellt, in dem das Feld der linearen
Algebra einigermassen abgesteckt wird. Dies geschieht anhand von ver-
schiedenartigen Beispielen, aus denen sich natiirliche Fragen ergeben.

Fiir die meisten der angezogenen Problemkreise wird in den darauf folgenden
Kapiteln die allgemeine Theorie geliefert: Matrizen, lineare Gleichungssys-
teme, Begriff des Vektorraums, Dimension und Rang, Determinante, lineare
Abbildungen, charakteristisches Polynom (and all that). Als Anwendungen
kommen Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten, quadratische Formen, Hauptachsentransformation, unitare Radume
und Spektralsitze zur Sprache.

In der Durchfiihrung wird stark geometrisch argumentiert, und die n-Tupel
treten etwas in den Hintergrund. Dabei entwickelt sich auf natiirliche Weise
ein gutes mehrdimensionales Vorstellungsvermdgen. Im allgemeinen werden
die angesagten Objekte (Losungsmengen, Normalformen usw.) tatséchlich
“konstruiert”, zum Beispiel mit Hilfe des Gauf3’schen Eliminationsverfahrens
oder durch rekursive Erniedrigung der Dimension. Numerische Methoden im
eigentlichen Sinn werden aber nicht behandelt.
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1.2 Literatur

(a) “Theorie”

P.R. Halmos: Finite dimensional vector spaces. 2. Aufl., Princeton 1958
H.J. Kowalsky: Lineare Algebra. Berlin 1963
W.H. Greub: Linear algebra. 3. Aufl., Berlin 1967

(b) “Anwendung”

F.R. Gantmacher: Matrizenrechnung, Bd. I + II. 3. Aufl., Berlin 1970
G. Strang: Linear algebra and its applications. New York 1976
G. Golub + Ch. van Loan: Matrix computations. Baltimore 1983



Einfiihrung

Um das Feld der linearen Algebra einigermassen abzustecken, beginnen wir
mit einer Reihe von Beispielen und zugehorigen Fragen. Fiir einige der ange-
zogenen Problemkreise werden wir in den folgenden Abschnitten eine allge-
meine Theorie bringen, fiir andere verweisen wir auf die Literaturliste.

2.1 Lineare Gleichungssysteme

Betrachte das System
r+3y—z=2

r—y+2z2=0
von zwei Gleichungen in drei Unbekannten. Gesucht ist eine “Liste” aller
Losungen (z,y,z). Werden die beiden Gleichungen addiert, so ergibt sich
2z + 2y = 2, also

r=1-y;
analog erhélt man durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten
nacheinander —4y + 2z = —2,

z=2y—1.
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Hiernach sind z und z bestimmt, wenn y gegeben ist; y scheint “beliebig” zu
sein. Die “Liste” aller Losungen wirde demnach folgendermassen aussehen:

r=1-—1
y=t (teR).
z=2t—1

Das ist so zu interpretieren: Fiir jeden reellen Wert der Hilfsvariablen ¢ erhélt
man eine Losung (x,y, z) des urspriinglichen Gleichungssystems.

Multipliziert man die beiden Gleichungen des Systems

6xr —9y =5
—4dxr+6y=1

mit 2 bzw. mit 3 und addiert, so folgt
Ox +0y =13 . (2)

Jede Losung (z,y) des Systems (1) erfiillt auch die “unmégliche” Relation
(2). Hieraus folgt: Das System (1) besitzt keine Losung.

Das System
r+2y=>5

—2r+3y=4

schliesslich besitzt genau eine Losung: Multipliziert man die beiden Gleichun-
gen mit 2 bzw. mit 1 und addiert, so erhalt man zunachst 7y = 14, also y = 2;
anschliessend folgt z = 1. Die Losung lautet demnach: (z,y) = (1, 2).

Fragen:

(a) Wann hat ein System von m Gleichungen in n Unbekannten Losungen,
und wieviele?

(b) Wie kann man die Losungen systematisch finden?
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2.2 Koordinatentransformation

Die “alten” Koordinaten (z,y) und die “neuen” Koordinaten (£, n) eines all-
gemeinen Punktes P in der Ebene (Fig. 2.1) sind miteinander verkniipft durch
Formeln der folgenden Art:

x = af +bn E=dx+by
bzw. , y
Y
3
v
/O
T 1 % P
~ \%\ / /I
~ 1 J/ .
/ ~
/ ~
S IR
Fig. 2.1
Fragen:
(a) Wie héngen die Koeffizienten a,b, ...,d" von der Geometrie dieser Situ-
ation ab?

(b) Wie héngen a,b,c,d und o', 0, ¢, d" zusammen?

(c) Welches sind tiberhaupt “zulédssige” Koordinatensysteme?
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2.3 Kurven und Flachen 2. Grades

Die Gleichung
522 4 6zy + 5y? =8 (3)

beschreibt einen Kegelschnitt K in der (z,y)-Ebene. Es sollen der Typ und
die Halbachsen von K bestimmt werden. Hierzu fiithren wir vermoge

N
T= 5T A"
AR

in der Ebene neue Koordinaten (£, 7) ein. (Dies entspricht einer Drehung des
Koordinatensystems um —45°, siehe die Fig. 2.2.)

Fig. 2.2

Durch Einsetzen von (4) in (3) erhdlt man als Gleichung von K in den neuen
Koordinaten nacheinander

55 (€ 420+ 1) 46+ S(~€ + 1) 45+ (€~ 2 +07) =8,

462 +16n* = 16 ,
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K erweist sich damit als Ellipse mit den Halbachsen 2 und 1.

Fragen:
(a) Wie findet man die “richtige” Koordinatentransformation?

(b) Lassen sich die Halbachsen unter Umsténden ohne vorgéngige Bestim-
mung der Transformation (4) berechnen?

2.4 Abbildungen RS — R2

Soll ein rdumliches Objekt, etwa ein Molekiil mit Atomen an den Stellen
Py = (zpyr,z)  (1<k<N),

auf einem zweidimensionalen Bildschirm mit Koordinaten (£, 7) zur Darstel-
lung gebracht werden (Fig. 2.3), so sind zunéchst die Bilder €,,e,,e, der
Einheitspunkte

eJJ = (]‘705 0)7 ey = (O’ ]"O)’ eZ = (()7 07 1)

festzulegen. Es sei also

Fig. 2.3
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Das Bild P = (£,7) eines allgemeinen Punktes P = (z,y, z) € R3 berechnet
sich dann nach folgenden Formeln:

E=ax+yy+ez
n=px+oy+(z

(a, B, ...,¢ sind Konstante!). Die Koordinaten des Bildpunktes P sind also
lineare Funktionen der Koordinaten von P.

2.5 Diskussion von Gleichgewichtslagen

FEin Massenpunkt m sei mit Hilfe von Zug- und Druckfedern mehrfach aufge-
hingt (Fig. 2.4) und an der Stelle (0,0,0) im Gleichgewicht. Um zu entschei-
den, ob dieses Gleichgewicht labil oder stabil ist, miissen wir die Verédnderung
AV der potentiellen Energie betrachten, wenn m von (0,0, 0) aus in eine be-
nachbarte Lage (z,y, z) gebracht wird. In Formeln sieht das typischer Weise
SO aus:

AV = 22 — day + 222 + 3y% — 2yz + 422, (5)

wobei sich die auftretenden Zahlenkoeffizienten aus der Anordnung und der
Starke der Federn ergeben. Mit Hilfe “quadratischer Erganzung” lisst sich
(5) schrittweise verwandeln in

Fig. 2.4
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AV = (z — 2y + 2)* — y* + 2yz + 322
=(z—2y+2)%—(y—2)% +422.

Hier hat ein Summand negatives Vorzeichen; somit ist AV < 0 fiir gewisse
Lagen (z,y, z), zum Beispiel fiir (z,y, z) := (2,1,0), und das fragliche Gleich-
gewicht ist labil.

Fragen:

(a) Was lasst sich allgemein iiber derartige Polynome zweiten Grades in
mehreren Variablen sagen?

(b) Wie lassen sie sich systematisch auf eine Summe von Quadraten redu-
zieren?

2.6 Schwingungen von mechanischen Systemen

Zwei horizontal bewegliche Massen seien mit Federn an gegeniiberliegenden
Wiénden befestigt und aneinander gekoppelt (Fig. 2.5). Ein derartiges mecha-
nisches System besitzt bekanntlich charakteristische Schwingungsfrequenzen,
sogenannte Eigenfrequenzen. Ist das System mit z; = 0, x5 = 0 im Gleich-
gewicht, so gehorcht es Bewegungsgleichungen der folgenden Art:

miT1 = ax1 + Ko

(6)

Moy = Kx1 + P2

AN

Ry

Fig. 2.5
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Die Gleichungen (6) konstituieren ein sogenanntes System von linearen ho-
mogenen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Fragen:

(a) Wie lassen sich die Eigenfrequenzen aus den Systemdaten mq, ma, a, 3,
k berechnen?

(b) Gibt es eine allgemeine Theorie derartiger Systeme und ihrer Bewegungs-
typen?

2.7 Lineare Programmierung

Ein Betrieb kann zwei Giiter Gy (k = 1,2) produzieren. Eine Einheit
des Gutes Gy, kostet aj Franken an Rohstoffen und b, Arbeitsstunden; sie
liefert anderseits py Franken Gewinn. Insgesamt stehen a Franken und b Ar-
beitsstunden zur Verfiigung. Wieviel von jedem Gut muss man produzieren,
um einen moglichst grossen Gewinn zu erzielen?

Jedes denkbare Produktionsprogramm P ist von der Form “z; Einheiten G,
und zo Einheiten G5”, ist also im wesentlichen ein Zahlenpaar (x1,z2) und
kann somit als Punkt im ersten Quadranten der (x1,x2)-Ebene dargestellt
werden (Fig. 2.6).

T +

P= (.’1,'17 $2)

Fig. 2.6



2.7 Lineare Programmierung 11

Zulassig sind nur diejenigen Programme P, die mit den vorhandenen Res-
sourcen auskommen. Dies fithrt auf die Ungleichungen

a1T1 + azx2 < a,
bixy + boxo < b .

Auf dem verbleibenden Bereich B von zuldssigen Programmen (x1,x2) ist
nun die Zielfunktion

®(z1,22) 1= p1a1 + P22
zu maximieren. Hierzu tiberlegen wir folgendermassen (Fig. 2.7):

Die “Programme gleichen Gewinns” liegen auf parallelen Geraden der Stei-
gung —p1/pa; weiter rechts liegenden Geraden entspricht dabei ein grosserer
Gewinn. Verschiebt man daher eine bewegliche derartige Gerade von links
iiber B hinweg soweit nach rechts, dass man gerade noch einen zuléssigen
Punkt (x1,x2) trifft, so hat man das optimale Programm gefunden: Alle
anderen zulédssigen Programme liefern einen kleineren Gewinn.

2

\ \ \ P11 + paxo = const.

/ bixy +boxo =b

optimales Programm

Fig. 2.7
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Fragen:

(a) Allgemeine Theorie?

(b) Wie findet man die Losung bei sehr vielen Variablen und Bedingungen?

2.8 Vektoren im euklidischen Raum

Es sei E der dreidimensionale euklidische Raum und O € F ein fest gewahl-
ter Ursprung (Fig. 2.8). Zwei in O angeheftete Vektoren a und b lassen sich
addieren geméss dem “Parallelogramm der Krifte”, ferner ldsst sich jeder
Vektor a mit einer beliebigen reellen Zahl A “strecken”.

Aa, A<0

Aa, 0<A<1

Fig. 2.8

Wird in E ein Koordinatensystem eingefiihrt, so erhélt damit auch jeder in O
angeheftete Vektor a drei Koordinaten, ndmlich die Koordinaten der Spitze
A = (a1, a2,a3) von a. Man schreibt kurzer Hand a = (a1, as,as). Die drei
speziellen Vektoren (Fig. 2.9)

e = (1,0,0), €y = (O, 1,0), e3 = (0,0, 1)

sind die zu dem gewahlten Koordinatensystem gehorigen Basisvektoren.
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Ist a = ((11,&2,@3) und b = (bl,bg,bg), SO gllt

a+b = (a1 +b1,a2 +b2,a3 —|—b3),
Aa = ()\al, )\CLQ, )\CL3)

(miisste eigentlich bewiesen werden!); insbesondere ist
a=aje; + azez + ages,

das heisst: Jeder Vektor a ist eine wohlbestimmte Linearkombination der
Basisvektoren.

x3t

€1

I

Fig. 2.9

Fragen:

(a) Welchen Gesetzen gehorchen die hier betrachteten (und weitere, s.u.)
Rechenoperationen?

(b) Welche Zusammenhénge bestehen zwischen geometrischer (“Vektor”)
und algebraischer (“Zahlentripel”) Sprechweise?
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2.9 Bezeichnungen

Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

N:={0,1,2,...},
N*:={1,2,3,...},

R := reelle Zahlen,

C := komplexe Zahlen.

Variable fur

— nattrliche Zahlen:

— reelle (ev. komplexe) Zahlen:

—  Vektoren:

i, §, k, I, m,n, p,q,r

a, b, c x y 2

(im allgemeinen mit Index: a;i, z;);

a, By iy A, w

a, b, c,e x,y, e x

(gelegentlich mit Index: ey, ..., e,, oder

mit hochgestelltem Index: 20, v(9))



Matrizen

3.1 Begriffe und Bezeichnungen

Es sei n > 1 eine vorgegebene natiirliche Zahl. Eine in Klammern einge-
schlossene Liste
(1,22, .., %p)

von n reellen Zahlen z; (1 < ¢ < n) heisst ein (geordnetes) n-Tupel. Zwei
n-Tupel (z1,z2,...,2,) und (y1,¥y2,...,Yn) sind nur dann gleich, wenn sie
an allen Stellen tibereinstimmen, das heisst, wenn simultan gilt

T1 =Y, T2=Y2,---5, Tpn =Yn -

Die Menge aller (reellen) n-Tupel bezeichnet man mit R”. Auf R ist eine Ad-
dition und eine “aussere” Multiplikation mit reellen Zahlen in naheliegender
Weise wie folgt erklért:

(1, oy Tn) + W1y Yn) = (T1+ Y1, o, Tn + Yn)
Mx1, .oy xpn) = Az, .. Axy) AeR). (1)

Im Zusammenhang mit n-Tupeln oder Vektoren werden gewohnliche reelle
Zahlen, etwa das A in (1), gelegentlich auch Skalare genannt. Merke: Ein n-
Tupel ist ein Ding und kann daher mit einem Buchstaben bezeichnet werden.
Wir halten uns an die folgende typographische Konvention:

(1, T2, ..., &p) =2 .
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(2,-1,0,1) 4+ (5,3,—-7,0) = (7,2,-7,1),
6(—1,0,0,1,2) = (—6,0,0,6,12),
(3,-2,1,0,5) + (6,1,2) = undefiniert ,

k:O k:O k=0
4 5 25-1
—(5.1. —=
G-l == 5=7)
= (5,10,31) . O

Es seien m > 1, n > 1 vorgegebene natiirliche Zahlen. Ein in eckige Klam-
mern gesetztes rechteckiges Schema von m - n Zahlen

a;ir €ER (1<i<m, 1<k<n) (2)

heisst eine (m x n)-Matrix. Der erste Index numeriert die Zeilen, der zweite
die Kolonnen (Spalten); im tibrigen kénnen als Indexvariable einer bestimm-
ten Matrix irgend zwei verschiedene Buchstaben dienen. In diesem Sinne
definieren zum Beispiel

agi=i+k (1<i<2 1<k<3)

und
aj;=j+1 (1<5<2 1<1<3)

2 3 4

3 4 5
Weitere Begriffe sind dem in Fig. 3.1 gezeigten “Bild” einer (m x n)-Matrix
zu entnehmen.

dieselbe Matrix, namlich

Eine (n x n)-Matrix heisst eine n-reihige quadratische Matrix oder eine
quadratische Matrix der Ordnung n. Eine (1 x n)-Matrix

[al as an]

(nur 1 Index notwendig!) ist ein Zeilenvektor, eine (m x 1)-Matrix ein Kolon-
nenvektor. Folgende Konvention hat sich bewahrt: Sind x1, xo, ..., z, reelle
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Hauptdiagonale

S

a1y ajy a1k C ai,
a1 a2 a2k a2n

i-te-Zeile — |a; Qin
am1 Amn
Element a;j, k-te-Kolonne (Spalte)

Fig. 3.1

Zahlen (bzw. Variable fiir reelle Zahlen), so bezeichnet x je nach Zusammen-

hang das n-Tupel (x4, ...,x,) oder den Kolonnenvektor
x1
x2
Tn
und z’ bezeichnet den Zeilenvektor [z7 z2 -+ z,]. Die Matrix mit Ele-

menten (2) bezeichnet man mit [a;x] oder einfach mit A.

Im weiteren verwenden wir auch die folgenden Bezeichnungen, die sich fast
selbst erklaren:
COlk;(A) = (alk, A2ky -« - - ,amk) s

I‘OWZ'(A) = (ail, A2,y ... ,am) y

elm;;(A) := a; .

Zwei Matrizen sind nur dann gleich, wenn sie das gleiche Format besitzen und
elementweise tibereinstimmen. Die Menge aller (m x n)-Matrizen bezeichnen
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wir mit R”™*" (bzw. mit C™*", wenn es sich um Matrizen mit komplexen
Elementen handelt).

3.2 Rechenoperationen

Die Addition von zwei Matrizen gleichen Formats und die “dussere” Multi-
plikation einer Matrix mit einem Skalar A € R erfolgt elementweise, vgl. die
analoge Definition fiir n-Tupel. Die Transposition
!, Rmxn N Rnxm A — A/
* )
verwandelt jede (m x n)-Matrix in eine (n x m)-Matrix durch “Spiegelung
an der Hauptdiagonalen”, in Formeln:
ALy = Qg (1<i<n, 1<k<m).
Natiirlich ist A” = A; weiter hat man zum Beispiel (in Ubereinstimmung mit
der obigen Konvention)

T
x2
=[xy 3 -+ ).
In
@
1 2 n 5 6| |6 8
3 4 7 8| |10 12|’
1] 1 Ao _[1=X2 X=X 0
T4HXA =X 4 [1-=X2 A2—X 4-4)|"
0 3
[i g] 4+ |1 4| = undefiniert,
2 5
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Das Wichtigste kommt erst: Zwei zueinander passende Matrizen lassen sich
auch miteinander multiplizieren. Wir definieren das Matrizenprodukt zu-
néachst rein formal und werden erst im weiteren Verlauf sehen, dass es sich
um eine iiberaus sinnvolle und natiirliche Einrichtung handelt. Das Produkt
AB einer (m x n)-Matrix A = [a;;] und einer (n x p)-Matrix B = [bj)] ist
eine (m x p)-Matrix, deren Elemente c¢;; wie folgt erhalten werden:

n
Cik -— E aijbjk;
j=1

= aj1big + aiobo + - + Ainbnk -

Anders ausgedriickt, es ist

elm;, (AB) = row;(A) scoly(B)

(siehe die Fig. 3.2), wobei der Punkt « das Skalarprodukt (s.u.) bezeichnet:

Das allgemeine lineare Gleichungssystem

n
x-y::ijyj (r,y € R") .
j=1

5] [0-4+1-6
71T 124436
1] [4:-0+5-2
317 16-04+7-2
01 2] [6 7
3 4 5 8 9
[0 1 2} ?
3 4 5 g

|

0-5+1-7
2:5+3-7

4-14+5-3
6-14+7-3

= undefiniert ,

13

ai1x1 +aiex2 + ...+ a1,Ty = C1

a21x1 + a2x2 + ...+ agpTy = Co

Am1T1 + AGmoTo + ... + GmnTn

:Cm

|
|

6
26

10
14

7
31

19
27

K
.

(3)
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k
— 7 k
S . S ‘ —
1o e oo o 0o ZL
|
|
L _im . _gm
n | |n D
A e Rmxn BeR™<P AB e R™mxp
Fig. 3.2

von m Gleichungen in n Unbekannten schreibt sich kondensiert in der Form

aii

am1

bzw. noch kiirzer:

Z1
ai2 A1n To C1
. = : (4)
Am2 Amn T Cm
n
Ax =c.

O

Dem Bild (4) entnimmt man: Ist A € R™*" und z € R" (= R"*1), so ist

Az € R™ (= R™X1),

Wir notieren noch die folgenden Spezialfille:

Sind x und y zwei n-Tupel bzw. Vektoren, so ist das Matrizenprodukt

oy =[x 29

Y1

Y2 o

N >y
: o

n

. mn].

eine (1x1)-Matrix, also im wesentlichen eine Zahl, ndmlich das Skalarprodukt
x oy der Vektoren x und y.
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Eine quadratische Matrix der Form

A 0 0 0]
0 X O
Q 0 =:diag(A1, A2, ..., An)
)\nfl 0
L 0 0 )\n_

heisst Diagonalmatrix. Wird eine beliebige Matrix von links mit einer Dia-
gonalmatrix multipliziert, so zeigt sich folgendes:

A1 aipr -+ Alp Atair Aaig - )\1a1p
Ao a1 -+ Aa2p A2a21  Agagy - )\2&2p
= ;
)‘TL Gn1 crt App )\nanl )\nanQ T Ananp
die einzelnen Zeilen von A werden also bzw. mit den Faktoren Ai,..., A\,
multipliziert.

Insbesondere ist
I =1, :=dag(1,1,...,1)
————

m

die Einheitsmatrix der Ordnung m. Fiir beliebige A € R™*" gilt

I,A=AIL, =A.

Sind A und B zwei n-reihige quadratische Matrizen und ist (“zufillig”) AB =
I, so gilt auch BA = I (das ist gar nicht selbstversténdlich!). Man nennt dann
B die zu A inverse Matrix und schreibt dafiir A=!. Nicht jede quadratische
Matrix hat eine Inverse!

@ Esist
1 0 bll 612 o bll b12
[0 0] |:b21 ng - [ 0 0 ] 7 1
fir alle B € R?*2. Die Matrix A := diag(1,0) besitzt somit keine Inverse.

O
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Das Matrizenprodukt geniigt den folgenden Rechenregeln, die wir hier ohne
Beweis anfiihren:

(3.1)

(a) A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC;
(b) (M)B = A(AB) = A\(AB) ;

(c) (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz) ;

(d) Sind A, B € R"*" beide invertierbar, so auch AB, und es gilt

(AB)"L =B~1A1;

(e) (AB) = B'A’ .



Koordinatentransformation

4.1 Transformationsformeln

Wird im zwei-, drei-, allgemein: n-dimensionalen euklidischen Erfahrungs-
raum F (Fig. 4.1) ein Koordinatensystem eingefiihrt, so erscheinen die “geo-
metrischen” Punkte P € E als Zahlenpaare, -tripel bzw. allgemein als n-
Tupel (x1,...,2,). Anders ausgedriickt: Man hat eine bijektive Beziehung
E — R™ hergestellt. Dabei gehoren zu den Einheitspunkten auf den Koordi-
natenachsen die speziellen n-Tupel

e; ==(0,...,0,1,0,...,0) (1<i<mn), (1)

1
i—te Stelle

die zusammen die sogenannte Standardbasis des R™ bilden. Fiir einen belie-
bigen Vektor x € R" gilt

n
x=(T1,22,...,%p) :inei .
=1

Welche rechnerischen Vorgénge spielen sich ab, wenn wir (etwa bei der Be-
handlung eines konkreten geometrischen Problems) unter Beibehaltung des
Ursprungs zu einem neuen Koordinatensystem iibergehen, d.h. die vorhan-
dene alte Basis (1) und die zugehdrigen alten Koordinaten (-funktionen)
T1,...,%y ersetzen durch eine dem betreffenden Problem besonders ange-
passte neue Basis é1, . . ., €, mit zugehorigen neuen Koordinaten z1,...,7,7
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T2 E~R2
P=(zy,27)
'A
X
€9
- -z
7 o . 1

Fig. 4.1

Zunéchst besitzen die (im wesentlichen frei wéhlbaren) neuen Basisvektoren
alte Koordinaten, das heisst, es gilt

t11 tin
t21 t2n

e = y , €n = (2>
tni thn

t11 tin
to1

. =T
tnl tnn

ist die Transformationsmatrix des betrachteten Koordinatenwechsels. Man
merke sich die folgende Regel: In den Kolonnen von T stehen die alten Ko-
ordinaten der neuen Basisvektoren.

Die Relationen (2) lassen sich auch folgendermassen schreiben:

e =Y tire; (1<k<n). (3)
=1
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T2
(xla ZEQ)

\ A (t11,t21)

\ | ® o

(t12,t22) \

€]
Fig. 4.2

Wir betrachten nun die Wirkung der Transformation auf die Koordinaten.
Ein allgemeiner Vektor x hat alte Koordinaten z; (1 < ¢ < n) und neue
Koordinaten 7 (1 <k <n):

r = Z xi€; (4)
i=1
bzw. .
T = Z Trey . (5)
k=1

Setzen wir in (5) die Darstellung (3) der e, ein, so ergibt sich

n n
T = ka (Ztikei> = Z Trtike;
k=1 i=1

1<k<n
1<i<n

n n
3 (z t) .
i=1 \k=1

das heisst, = ist nun als Linearkombination der alten Basisvektoren darge-

stellt. Dann miissen aber die Koeffizienten mit denen in (4) iibereinstimmen.
Somit gilt

n
zi =Ytk (1<i<n). (6)
k=1

Denkt man sich diese n Gleichungen untereinandergeschrieben, so resultiert
die folgende Matrizengleichung:
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(4.1) (T,z und T haben die angegebene Bedeutung)

x=T=Zx. (7)

Die Formeln (6) bzw. (7) liefern die alten Koordinaten in Funktion der neuen.
Sie erlauben zum Beispiel, eine in den alten Variablen ausgedriickte Funktion
oder Gleichung durch blosses Einsetzen auf die neuen Variablen umzurechnen.
Betrachte hierzu nocheinmal das in Abschnitt 2.3 gezeigte Beispiel.

(1) Eine Fliche im R3 besitzt die Gleichung
r1To + xox3 + 321 = 0. (8)

Symmetrieerwagungen legen nahe, den Vektor

1
&= —(1,1,1)

V3

als ersten neuen Basisvektor einzufithren. Dazu senkrecht wihlen wir den

Vektor )
€y 1= (17_170)a

Sl

schliesslich bilden wir

1
és:=¢€; xea=—(1,1,-2) .

V6
Dann ist die neue Basis wieder orthonormal (s.u.). Die Transformationsma-

trix ist 1/\/§ 1/\/5 1/\/6
T=|1/V3 -1/v2 1/V6 |,
1/v3 0 —2//6

so dass sich aus (7) die folgenden Umrechnungsformeln ergeben:

. 17+17+17
= —2I —X —=X
1 501 572 5
. 1 17+17
=—=I1 — —=T2+ —==<
2 501 572 5

1 2 _
I3 = —T — 7
NV 6 ")
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i? ’ ',IT3
Fig. 4.3

Wird das in (8) eingesetzt, so erhélt man die folgende Kette von Gleichungen:

0=uz122 + (21 + z2) 23
11, 1, 2. 2
=(—F=21+—F4=23)" — ¥+ (—=21+ —=2
(\/gl \/63) 22(31 63)(
o 1o 1,

=TT g

Die betrachtete Flache besitzt daher in den neuen Koordinaten die Gleichung

T = T3+ 73

1
4+

V2
(Fig. 4.3) und erweist sich damit als Rotations(doppel)kegel mit Achse é;
und halbem Offnungswinkel o = arctan v/2. O

Oft werden jedoch auch Formeln benétigt, die fiir einen gegebenen Basiswech-
sel

(61,...,€n) ~ (él,...,én)
die neuen Koordinaten durch die alten ausdriicken. Aus Analogiegrinden
miissen diese Formeln folgendermassen aussehen:

n

i’k:zskz‘ﬂfi (1<k<n
i=1

~—
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bzw.

T =Sz 9)

Zwischen den Matrizen T und S besteht natiirlich ein Zusammenhang, und
zwar ist S = T~1. Aus (7) und (9) folgt néimlich

x=Tz=T(Sz)=(TS)z,

und dies kan nur dann fir alle x € R” zutreffen, wenn TS = I,, ist. Wir
konnen daher Satz (4.1) ergédnzen durch

(4.2) (T,x und T wie vorher)

T=T"'x. (10)

() Eine Kurve in der (x1,22)-Ebene besitzt die Parameterdarstellung

z1(t) = 2" —e !
1()_t . (—oo <t < o0).
xa(t) =€ + 2e

Um diese Kurve zu untersuchen, fithren wir geeignetere Koordinaten ein. Der
am nachsten beim Ursprung gelegene Punkt P, ist ein “spezieller” Punkt der
Kurve; es liegt daher nahe, eine neue Koordinatenachse durch diesen Punkt
zu legen. Die Funktion

D(t) := xi(t) + 25(t)
=5¢% +5e 2 =10cosht

ist minimal fiir ¢ = 0, somit ist Py = z(0) = (1,3). Wir setzen also €; :=

\/%_0(1’ 3) und, um Orthonormalitét zu erzielen, €5 := \/Ll_o(—?), 1). Dies liefert

die Transformationsmatrix

1 (1 -3
T=— ;
s ]

ihre Inverse ist gegeben durch

. 1 1 3
T-1 —
V10 {—3 1}
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(Wie man darauf kommt, werden wir im néchsten Abschnitt sehen. Jedenfalls
stimmt’s.) Aufgrund von (10) erhélt unsere Kurve in den neuen Koordinaten
die Parameterdarstellung

1 1
Z1(t) = — (21 + 322) = ——(5et + et
1() \/m( 1 2) \/m( )
1 1
To(t) = —— (=321 + 29) = ——(—5el + et
2( ) \/m( 1 2) \/ﬁ( )
bzw.
Z1(t) = V10 cosht
(—o0 <t < o0)
To(t) = —V10sinh ¢t
4o
A El
Py
T9
% /s
ﬂ >
Fig. 4.4

In dieser Gestalt kommt nun die rdumliche und zeitliche Symmetrie der
ganzen Situation zum Vorschein (Fig. 4.4), und man erkennt, dass es sich
bei dieser Kurve um den Ast einer Hyperbel handelt. Es ist ndmlich

22(t) — z3(t) = 10 .
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unzuléssig: A e3

Fig. 4.5

Zwei Bemerkungen sind hier am Platz:

(a) Bei einer zuldssigen Koordinatentransformation muss die Inverse der
Transformationsmatrix existieren. Das ist genau dann der Fall, wenn die
neuen Basisvektoren ey, ..., €, “linear unabhangig” sind, d.h. den ganzen R"
aufspannen und nicht in einem niedrigerdimensionalen Unterraum U liegen
(siehe die Fig. 4.5). Genaueres folgt.

(b) Zur vollsténdigen numerischen Beherrschung eines Basiswechsels wird
die Inverse 7! der Transformationsmatrix T bendtigt. Vorliufig steht uns
fiir allgemeines T keine praktikable Methode zur Berechnung von 7! zur
Verfiigung. Die T~! definierende Gleichung

TS =1

ist ein lineares Gleichungssystem von n? Gleichungen in n? Unbekannten s;z.
Durch clevere Organisation der Rechnung kann man dieses System mit O(n?)
Operationen auflosen. Genaueres folgt.
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4.2 Orthonormale Basen

Die theoretischen Betrachtungen in Abschnitt 4.1 gelten fiir einen beliebi-
gen Basiswechsel. Die neuen Basisvektoren diirfen beliebige Lange haben
und schief aufeinander stehen — sie miissen nur “linear unabhangig” sein.
Geometrisch interessant ist natiirlich der Fall, wo die neue Basis wieder or-
thonormal (s.u.) ist. Wie wir gleich sehen werden, stimmt in diesem Fall die
Inverse T~! der Transformationsmatrix 7' mit der Transponierten 7" iiberein;
man erhilt also T~! sozusagen gratis. (Davon wurde in Beispiel (2) schon
Gebrauch gemacht.)

Fig. 4.6

Wir miissen etwas weiter ausholen. Das Skalarprodukt (3.3) zweier Vektoren
x,y € R” lasst sich folgendermassen geometrisch interpretieren: Zunéchst ist

n
Texr = Zx% = |z|?
k=1

das Quadrat der Lange von x. Ist |z| = 1, so heisst = ein Einheitsvektor.
Sind z und y beide # 0, so gilt

zey = |z|lylcos o,

wo ¢ € [0, 7] den von z und y eingeschlossenen Winkel bezeichnet (Fig. 4.6).
Ist zey = 0, so ist x = 0 oder y = 0 oder ¢ = 7/2; jedenfalls heissen
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z und y dann zueinander orthogonal. Eine Basis, bestehend aus paarweise
orthogonalen Einheitsvektoren, heisst orthonormal (auch: orthonormiert ).

Die Standardbasis (eq,...,e,) des R™ ist orthonormal, denn es gilt fiir alle i
und k:
eive,=(0,...,1,...,0)¢(0,..., 1,...,0) = & ,
T T
1—te Stelle k—te Stelle ,

wobei wir hier zum ersten Mal das handliche Kronecker-Delta, eine Funktion
von zwei Indexvariablen:

S 1 wenni==%F
* 710 wemni#k

benititzt haben.

Was nun die allfillige Orthonormalitdt der neuen Basis (é1,...,€,) betrifft,
so ist sie ebenfalls durch die n? Gleichungen

€ *er = ik

charakterisiert. Aufgrund der Definition der Transformationsmatrix 7" muss
also fiir alle ¢ und k gelten:

col;(T) scolg(T') = b -
Dies ist gleichbedeutend mit
row; (T") « colg (T') = i1,
und weiter nach Definition des Matrizenprodukts mit
elm; (T'T) = 61 (1<i<n, 1<k<n).
Diese n? Bedingungen lassen sich zusammenfassen zu der einzigen Matrizen-

gleichung
T =1,

die T" als Inverse von T erweist: T~1 = T'. Matrizen mit dieser Eigenschaft
heissen orthogonale Matrizen. Wir haben bewiesen:
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(4.3) (T,e; und e haben die angegebene Bedeutung.) Ist die neue Basis
(é1,...,6,) wieder orthonormal, so ist die Transformationsmatrix T ortho-
gonal, und umgekehrt.

(3) Wir bestimmen die simtlichen orthogonalen 2 x 2-Matrizen. Die allge-
meinste orthonormale Basis (€1, €2) besitzt einen ersten Basisvektor

€1 = (cos ¢, sin @)

(Fig. 4.7), und der zweite Basisvektor ist notwendigerweise einer der beiden
Vektoren 4(—sin ¢, cos ¢). Die zugehérigen Transformationsmatrizen haben
die Gestalt

[cosqﬁ —sin¢] b, [cosqﬁ sinqb} (6 € R/27) .

sing cos¢ sing —cos¢

Das sind schon alle orthogonalen Matrizen der Ordnung 2. O

(—sing, cos¢)
(cos ¢, sing)

(sing, —cos )

Fig. 4.7

(@ Die allgemeinste “positiv orientierte” (siehe unten) orthonormale Basis
(€1,€2,e3) des R3 wird folgendermassen erhalten (Fig. 4.8): Es sei 6 der
Winkel zwischen e3 und e3. Wir setzen im Weiteren 0 < 6 < 7 voraus.
Dann besitzen die (e, e2)-Ebene und die (€7, €2)-Ebene eine wohlbestimmte
Schnittgerade, die sogenannte Knotenlinie. Der Vektor

e3 X eég

sin 6
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ist ein Einheitsvektor in der Knotenlinie und gehort damit beiden “Aquator-
ebenen” an. Es gibt daher erstens ein wohlbestimmtes ¢ € R/27 mit

k = cos e + sin geq
und zweitens ein wohlbestimmtes ¢ € R/27 mit

k = cosvye; — sinye, .

Knotenlinie

Fig. 4.8

Die Winkel ¢, 6, v heissen die Eulerschen Winkel der hier betrachteten Situa-
tion; sie bestimmen die Lage von (€1, €2, €3) gegeniiber (eq, ez, e3) vollstandig.
Man kann den Ubergang vom alten Dreibein (ej, €2, e3) zum neuen Dreibein
(é1,€2,€3) in drei Schritte zerlegen:

(a) Drehen um es, Drehwinkel ¢;
(b) Kippen iiber k, Kippwinkel 6;
(

¢) Drehen um és, Drehwinkel ).
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Diese Zerlegung erlaubt, die Transformationsmatrix 71" als Produkt von ein-
fachen Matrizen darzustellen (s.u.) und so direkt zu berechnen. Es ist
also nicht notig, die obigen Gleichungen nach €1, és, €3 aufzulésen. Mit den
Abkiirzungen

COS P =: Cy, SINP =: 54 usw.

ergibt sich:
CyCp — SypCeSe  —SyCh — CypCaSe  S054

T = | cySe + 8yCoCp —SySep + CypCeCyp  —S9Cy
Sy Sh Cyy S0 Co

Wer zum Beispiel die Bewegung eines Kreisels studieren will, muss sich mit
dieser Matrix herumschlagen. O



Lineare Gleichungssysteme

5.1 Theoretische Grundlagen

Ein System von m linearen Gleichungen in n Unbekannten z1,...,z, sieht
allgemein folgendermassen aus:

ai1xy + Q122 + ... +  a1pTp = (1

as1r1 + - = C2
: (1)

Am1T1 + + GmnTn = Cm
Dabei ist die Koeffizientenmatrix A := [a;i] € R™*™ eine fest vorgegebene
Zahlenmatrix und ¢ = (c1,...,¢,) € R™ ein vorgegebenes m-Tupel. Man
nennt A die Matrix des Gleichungssystems, ¢ dessen rechte Seite. Gele-
gentlich wird ¢ auch als variabel angesehen. Jedes n-Tupel (z1,...,z,) € R™,

das die Gleichungen (1) simultan erfiillt, ist eine Lésung von (1). Fiir theo-
retische Betrachtungen lésst sich das System (1) in der platzsparenden Form

n
Zaikxk:ci (1<i<m)
k=1

schreiben und weiter zu der Matrizengleichung

Ax = ¢
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kondensieren. Gefragt wird nach einer “expliziten Darstellung” der Losungs-
menge

L:={zxeR" Az =c} .
Die Menge £ kann leer sein. Am beliebtesten ist natiirlich der Fall, wo £ aus
einem einzigen Punkt, eben der Losung von (1), besteht.

Das System (1) ist homogen, falls die rechte Seite = 0 ist, andernfalls in-
homogen. Der folgende Satz beschreibt einen in der “Welt des Linearen”
fundamentalen und weitverbreiteten Sachverhalt:

(5.1) Es bezeichne L. die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems
Ax = c¢. Dann gilt:

(a) 0€eLo;

in Worten: Das homogene System Ax = 0 besitzt jedenfalls die triviale
Losung (0,...,0) € R™;

(b) rayely = x4+yeLly, \x€Lly (AeER);

in Worten: Ly ist ein Vektorraum (s.u.);

(c) Es sei z* eine irgendwie gefundene (sogenannte partikulire) Lisung des
Systems Ax = c¢. Dann ist die Lésungsmenge L. dieses Systems mit Lg
verkniipft durch

Lo={x+z"| x€Lo};

in Worten: “Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist gleich
der allgemeinen Losung des zugehdrigen homogenen Systems plus einer
partikularen Lésung des inhomogenen Systems.”

[ (b) Gilt Az = 0 und Ay = 0, so ist nach den Regeln der Matrizen-
multiplikation, siehe Satz (3.1), auch A(x+y) = Az + Ay = 0 und A(\z) =
AAzx) =0.

(c) Ist x € Ly, soist

Alz+2%) = Az + Axz* =0+c=c,
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also x + x* € L.. Betrachte umgekehrt ein beliebiges y € L.. Es ist
Aly—a")=Ay—Az* =c—c=0,

also: ¢ :=y—a* € L. Wegen y = z + x* besitzt somit y eine Zerlegung der
behaupteten Art. ]

Das System (1) ist eine implizite Beschreibung der Menge £. Zu einer “ex-
pliziten Darstellung” von £ gelangt man bekanntlich durch gewisse algebra-
ische Manipulationen, die das System (1) in ein System {iberfiihren, das er-
stens zu (1) aquivalent ist, das heisst: dieselbe Losungsmenge besitzt, und
an dem zweitens eine “explizite Darstellung” von L direkt abgelesen werden
kann. Uber die erlaubten Manipulationen gibt der folgende Satz Auskunft:

(5.2) Die Lésungsmenge L des Gleichungssystems (1) bleibt bei folgenden
Operationen ungeandert:

(opl) Vertauschen zweier Gleichungen,
Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl \ # 0,

(op2)
(op3) Addition des A-fachen einer Gleichung zu einer andern Gleichung,
(op4)

op4) Streichen einer Gleichung der Form 0xy + ...+ Ox, = 0.

[ Die Operationen (opl), (op2) und (op4) sind problemlos. Nun zu (op3):
Es sei £ die Losungsmenge des modifizierten Systems. Ist x € £, so gentigt x
auch der neu entstandenen Gleichung und damit dem modifizierten System.
Somit ist £ C £’. Das neue System lasst sich wieder ins alte zuriickfiihren,
indem man die Operation mit —\ anstelle von A wiederholt. Ist daher x eine
Losung des neuen Systems, so ist  auch eine Losung des alten. Das heisst,
es gilt auch £ C L. N

Es geniigt, die Operationen (opl)—(op4) an der augmentierten Matrix

a11 ai2 A1n C1
_ a1  G22 A2n C2
A=

am1 Am2 e Amn Cm

auszufiihren, in der alle Information tiber das Gleichungssystem (1) gespei-
chert ist. Man spricht dann von Zeilenoperationen, da stets ganze Zeilenvek-
toren von A manipuliert werden. Zeilenoperationen an einer Matrix lassen
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sich librigens deuten als Multiplikation der Matrix von links mit gewissen
speziellen Matrizen, ndmlich mit

1

fiir die Vertauschung der ersten beiden Zeilen (analog fiir andere Vertau-

schungen), mit

diag(1,...

1
i—te Stelle

AL

?1)

flir die Multiplikation der i-ten Zeile mit A, endlich mit

1 0
Al

1

fiir die Addition von \-row; (A4) zu rows(A) (analog, wenn andere Zeilenpaare

betroffen sind).

5.2

Gauss-Elimination

Das nach Gauss benannte Eliminationsverfahren hat zum Ziel, mit Hilfe von
Zeilenoperationen unterhalb der Hauptdiagonalen von A bzw. A lauter Nullen
zu produzieren. In einer zweiten Phase werden dann die Unbekannten durch
“Riickwartseinsetzen” nacheinander zum Vorschein gebracht. Wir erklaren
das Verfahren zunéchst am regularen Fall: ein System von n Gleichungen
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in n Unbekannten, das genau eine Losung besitzt. Im allgemeinen sieht
man zwar einem gegebenen (n x n)-System nicht an, ob es reguldr ist; das
kommt vielmehr erst im Verlauf der Rechnung heraus. Wir verschieben aber
die Interpretation von “Fehlermeldungen” auf den Abschnitt 5.4. — Wir
erklaren das Verfahren zunéchst an einem Zahlenbeispiel.

(D Das System

201 4+ we + w3 = 1
4z + X9 = =2 (2)
—2x1 + 229 + x3 = 7
besitzt die augmentierte Matrix
2 1 1 1
4 1 0 —2
-2 2 1 7
Subtrahiert man 2row; von rows und addiert man row; zu rows, so kommt
2 1 1 1
0 -1 =2 —4
0 3 2 8

Damit haben wir unterhalb des ersten Pivots 2 in col; lauter Nullen pro-
duziert. Die letzten zwei Zeilen stellen jetzt ein System von zwei Gleichun-
gen in zwei Unbekannten dar. Addiert man 3rowy zu rows, so wird die erste
Kolonne nicht wieder verdorben, und unterhalb des zweiten Pivots —1 stehen
ebenfalls lauter Nullen:

2 1 1 1
0 -1 -2 —4
0 0 -4 —4

Die Ausgangsmatrix A ist damit in eine obere Dreiecksmatrix iibergefiihrt
worden. Der dritten Gleichung entnimmt man nun

1
{E3:_—4(—4):1,

der zweiten )
To = —1(—4+2$3) =2,

der ersten schliesslich

1
xr1 = 5(1—‘%2—.@3):—1 .
Das Gleichungssystem (2) besitzt somit genau eine Losung, ndmlich den

Punkt (—1,2,1) € R3. O
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Allgemein: Bei einem System von n Gleichungen in n Unbekannten sieht
die augmentierte Matrix vor dem r-ten Reduktionsschritt folgendermassen
aus (die a;x sind nicht mehr dieselben wie am Anfang; die Sterne bezeichnen
“Gemiise” ):

arl
a2 *
: b S
0
ar—1,r-1
a'I'T
0 ajy *
I an7' JE—
dabei sind die Pivots ai1, a2, ..., ar—1,—1 alle # 0, und unterhalb der r —1

Pivots stehen lauter Nullen.
Wir beschreiben nun den r-ten Reduktionsschritt:

Sind @rr, Ari1,py -, Gnp zufélligerweise alle = 0, so steht uns in col, kein
Pivot zur Verfiigung, und wir sind im singuldren Fall, den wir im Moment
nicht weiter verfolgen.

Nach einer allfalligen Vertauschung von row, mit einer geeigneten Zeile row;,
i > r, dirfen wir also annehmen: a,, # 0. (In der Praxis richtet man
es oft so ein, dass |a,.| maximal wird, indem man das absolut grosste der
air (r < i< n) durch Zeilenvertauschung an die Stelle (r,r) bringt.)

Nun fithrt man fir i :=r +1,...,n die folgenden Operationen (op3) durch:

row; — TOW; — dir row,. (r+1<i<n). (3)
aT'T'

Es resultiert eine Matrix der Form
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ar
az2

ar—1,r-1

man ist also tatsichlich einen Schritt weitergekommen: Jetzt stehen unter-

halb der ersten r Diagonalelemente nur noch Nullen.

Nach n — 1 derartigen Schritten hat man die Form

aii

a22

ann

C1

Cn

erreicht; dabei sind alle Diagonalelemente a;; # 0. Es folgt das Riickwirts-

einsetzen: Sind

“von unten her” schon bestimmt, so entnimmt man row, von (4):

Arr Ty + Qp r4-1Tr41 + ...t amTy =,

und hieraus folgt

1

Ty = _(cr —Opr41Tp41 — -0 arnxn) .

a”l"l‘

TnsTn—1,--

<y T4l

(5)

In dieser Weise kommen die Werte der Unbekannten nacheinander, zuletzt

der von x1, zum Vorschein.
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@ Wir betrachten das 4 x 4-System mit der augmentierten Matrix
3 4 1 0 3

6 8 4 1 5
0 3 -1 3 3 (6)
-3 2 -3 4 1
Der erste Reduktionsschritt liefert
34 1 0 3
00 2 1 —1
0 3 -1 3 3
0 6 -2 4 4

Durch Zeilenvertauschung machen wir die 6 zum Pivot:

3 4 1 0 3
0 6 -2 4 4
03 -1 3 3
00 2 1 -1

und erhalten nach dem zweiten Reduktionsschritt:

34 1 0 3
0 6 -2 4 4
0 0 0 1 1
0 0 2 1 -1

Nach einer weiteren Zeilenvertauschung ist die Dreiecksform erreicht (der
dritte Reduktionsschritt entfallt):

34 1 0 3
0 6 -2 4 4
00 2 1 -1
00 0 1 1

Hieraus ergibt sich riickwéarts nacheinander:

1
$4:I'1:1,

1
$3:§(—1—$4):—1,

1 1
$2:6(4+2$3—4$4):—§,

1 16
1= B —4dxy —x3) = —

3 9
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das zu der augmentierten Matrix (6) gehorende Gleichungssystem besitzt also
die Losung
—, —=,—1,1) e R*.
(973 ) O
Wie gross ist der mit der Aufldsung eines (nxn)-Systems verbundene Rechen-
aufwand? Als Einheit [¢] des Rechenaufwands betrachten wir hier eine Mul-

tiplikation oder Division von zwei reellen Zahlen. Additionen, Grossenver-
gleiche, Zeilenvertauschungen u.a. sind gratis.

Beim r-ten Rekursionsschritt werden die Operationen (3) durchgefiihrt. Sie
erfassen n — r Zeilen der Restlénge n —r + 1 (die Gesamtlénge der Zeilen ist
n+ 1!). Fiir jede dieser Zeilen braucht es eine Division zur Bestimmung des
Multiplikators a;./a,. und n — r + 1 Multiplikationen. Dies ergibt fiir den
r-ten Reduktionsschritt insgesamt

m—r)(n—r+2)p.

Die Herstellung der Dreiecksform (4) erfordert daher insgesamt

W

n—1 7’L3
So-nn-rtu ="

r=1

Der Aufwand fiir das Riickwartseinsetzen kann hiergegeniiber vernachléssigt
werden: Die Bestimmung von z, nach (5) bendétigt

I+ (n—=r)p,
so dass das Riickwirtseinsetzen insgesamt nur

n 2

S m—r)p = 2

r=1

kostet. Diese Uberlegungen zeigen: Der Rechenaufwand fiir die Auflosung
eines reguldren (n x n)-Gleichungssystems mit Hilfe des Gauss-Algorithmus
ist von der Grossenordnung
n3
3 1
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5.3 Berechnung der Inversen

Wir zeigen hier, wie mit Hilfe des Gaussschen Verfahrens die Inverse einer
reguldren Matrix A € R™*"™ berechnet werden kann. Der dazu notwendige
Rechenaufwand ist ebenfalls von der Grossenordnung n? i (ohne Beweis).

Da die inverse Matrix A~! vorderhand “unbekannt” ist, bezeichnen wir sie
mit X, ihre Kolonnen mit () (1 <j <n). Aus

A-X=1

folgt nach Definition des Matrizenprodukts:

A - colj(X) =col;(I) =e; (1<j<n) (7)

bzw. '
Az =¢; (1<j<n). (8)
Das sind n Gleichungssysteme in je n Unbekannten — alle mit derselben

Matrix A, aber mit verschiedenen rechten Seiten. Diese n Systeme werden
nun simultan gelost: Wir augmentieren die Matrix A statt um eine um n
Kolonnen, die zu den verschiedenen rechten Seiten von (8) gehoren. Auf
diese Weise entsteht eine augmentierte Matrix A vom Typ (n x 2n):

a1 a2 - ap |1l 0 -+ 0
A _ as1 aso ce Ao 0 1 N 0
An1  An2 - Onn o0 - 1

Mit dieser Matrix wird nun verfahren wie vorher, mit dem Unterschied, dass
in der linken Hilfte von A auch oberhalb der Hauptdiagonalen Nullen pro-
duziert werden (das Riickwértseinsetzen entfillt dann). Nachdem alle Kolon-
nen der linken Hélfte von A “bereinigt” sind, bietet sich folgendes Bild:

a1
a2 0

0

L ann _
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dabei sind alle a;; # 0. Operationen (op2) machen daraus

1
1 0

1

womit die Rechnung beendet ist. Die in dem gesamten Prozess aufgebaute
und hier als “Gemiise” dargestellte Teilmatrix B rechter Hand ist namlich
gerade die gesuchte Matrix A=!! Um das einzusehen, betrachten wir eine feste
Kolonne col;(B). Die Interpretation von (9) als “ n codierte Gleichungssys-

teme” besagt dann: Das n-Tupel z = (x1,...,x,) mit
I = blj
i) = bgj
ry, = bnj

ist die Losung des Gleichungssystems
Az =¢; .
In anderen Worten, es gilt
A - colj(B) = ey,
wie nach (7) erforderlich.
(3) Es soll die Inverse der Matrix

2
A=1| 4
-2

N — =
— O

berechnet werden. Hierzu bilden wir die augmentierte Matrix

B 2
A= 4
-2

N = =
[ g
o o=
o= O
— o O
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und “bereinigen” nacheinander die einzelnen Kolonnen in der linken Halfte
von A:

[\
[
[
—_
o
]

2 0 —1]-11 0
0 -1 -2|-2 1 0] ,
0 0 —-4|-5 3 1

o O
o |
i
\
lQl\.’)
p_k‘
[\
[en i
=]

2 0 0 |1/4 1/4 -1/4
0o -1 0 |1/2 —-1/2 -1/2
0 0 —-4|-5 3 1
Die linke Hilfte von A ist nun auf Diagonalform. Division der einzelnen

Zeilen durch die Pivots liefert schliesslich

1 00|18 1/8 -1/8
01 0|-1/2 1/2 1/2 | ;
0 0 1| 5/4 —3/4 —1/4

die gesuchte Inverse kann nun unmittelbar abgelesen werden. O

5.4 Allgemeine Systeme von linearen Gleichungen

Was uns nach dem Vorangegangenen noch fehlt, ist eine Anweisung fiir den
Fall, dass wiahrend des Eliminationsprozesses eine Matrix der folgenden Art
erscheint:

311 N
ag2 *k
: ES
0
ar—1,r-1
0
0
0 *
| I 0 —
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In col,. gibt es unterhalb der gestrichelten Linie kein a;. # 0, das als néchster
Pivot in Frage kame.

Die noch fehlende Anweisung lautet ganz einfach folgendermassen: Man setze
das Eliminationsverfahren mit der ersten Kolonne fort, in der es unterhalb
der gestrichelten Linie ein a;; # 0 gibt, und bringe als erstes ein derartiges
a;, durch Zeilenvertauschung in die Zeile row,., d.h. unmittelbar unter die
gestrichelte Linie.

Mit dieser Ergénzung lasst sich das Verfahren von Gauss auch fiir Systeme
von m Gleichungen in n Unbekannten verwenden. Die Matrix A, die sich
im regularen Fall in eine obere Dreiecksmatrix verwandelt hat, erhalt im
allgemeinen Fall die sogenannte Zeilenstufenform:

A1k
A2ko
A3k

Die ihre Zeilen anfithrenden Pivots

A1ky A2ko s - - - 5 Qrk,

sind alle # 0, und unterhalb von row, stehen nur noch Nullen. Die wahrend
des Rechenprozesses getroffenen Entscheidungen haben einen Einfluss auf die
Werte der Pivots und die Kolonnennummern k1, ko, . . ., k.. Die Anzahl r der
auftretenden Pivots ist hingegen durch die Ausgangsmatrix A wohlbestimmt
und heisst der Rang von A (s.u.). Der Rechenprozess hat den Rang von A
zum Vorschein gebracht.

(4 Es soll die Matrix

3
0 1 2 =2 3 1
A= 4

4 -2 4 =3 10
-2 -2 1 -2 5 2
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durch Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform gebracht werden. Man erhélt

nacheinander
2 3 1 0 1 5 2
0 1 2 -2 3 1 0
0 -2 -4 4 -5 0]’ 0
0 1 2 -2 6 7 0
23 1 0 1 5
01 2 -2 3 1
00 0 0 1 2
00 0 0 00O

31 0
1 2 -2
0 0 O
0 0 O

Die vorgelegte (4 x 6)-Matrix A besitzt somit den Rang 3.

W = W =

SN~ Ot

O

Was bringt die Zeilenstufenform in der Anwendung auf Gleichungssysteme

Az =c¢ 7

Wird die Reduktion der augmentierten Matrix

aix a2 - QG1n
_ a1 G2 - Q2pn
A=

am1  Gm2 " Gmn

&1
C2

Cm

(10)

abgebrochen, sobald das rechte Ende von A erreicht ist, so bietet sich folgen-

des Bild:

a1k
A2kq
A3ks

Qrk,.

a

2
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dabei ist r nichts anderes als der Rang der Ausgangsmatrix A unseres Glei-
chungssystems (10).

Folgendes springt in die Augen: Ist 7 < m und eine der Zahlen ¢, 41,..., ¢,
von null verschieden, so besitzt das Gleichungssystem (10) keine Ldsung.
Hieraus folgt weiter: Ist die rechte Seite ¢ von (10) variabel und r < m, so
besitzt das System (10) fiir gewisse ¢ keine Losung.

Fir das Weitere diirfen wir annehmen:
Crp1 = ... =0Cp =0;

die letzten m — r Gleichungen kénnen dann gestrichen werden. Wir fassen
die Kolonnennummern k1, ko, . .., k, der Pivots zusammen in der Menge

P .= {kl,kg,...,kr};

die betreffenden r Variablen x, (k; € P) werden im folgenden Pivotvariablen
(englisch: basic variables) genannt. Die restlichen n—r Variablen z;, (k ¢ P)
heissen freie (englisch: nonbasic) Variablen.

Man kann nun das zu (11) gehdrige System der Riickwértseinsetzung unter-
werfen oder vorgéngig auch oberhalb der Pivots Nullen produzieren. Jeden-
falls wird letzten Endes nach den r Pivotvariablen xj, aufgelost; die Werte der
restlichen n — r Variablen x; sind tatsachlich frei wahlbar. Damit erscheint
die allgemeine Losung des Ausgangssystems (10) in der folgenden Form (die
bir und die ¢} berechnen sich aus den a;; und den ¢; der Matrix (11)):

xy : beliebig (k¢ P),

Tr, = C; + Z bik Tk (/{51 S P) . (12)
k¢ P

Dies kann als “explizite Darstellung” der Losungsmenge £ von (10) aufge-
fasst werden: Zu jedem (n — r)-Tupel (z4)r¢p produziert (12) einen Punkt
(x1,...,2,) € L, und auf diese Weise entsteht jeder Punkt z € £ genau
einmal. In anderen Worten: (12) definiert eine bijektive Abbildung

¢p: R"" =L, (k) pgp — (T1,...,2n) - (13)
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Beachte: Die Lésungsmenge L selbst ist natiirlich durch das System (1)
wohlbestimmt, die Darstellung (12) von £ aber im allgemeinen nicht!

(%) Die augmentierte Matrix habe am Schluss des Reduktionsverfahrens fol-
gende Gestalt:

23 1 0 1 5 -1
1 2 -2 3 1 3
1 2 2

0 0

(Dem Ergebnis von Beispiel (4) wurde eine frei erfundene rechte Seite hinzu-
gefiigt.) Zunéchst produzieren wir auch oberhalb der Pivots noch Nullen:

231 0 0 3 -3 2 0 -5 6 0 18 6
12 -2 0 -5 -3, 1 2 -2 0 -5 -3
1 2 2 1 2 2

Die Losung in der Form (12) kann nun unmittelbar abgelesen werden:
Tr3,Tq4,Te : beliebig
T = %(6 + 53 — 6y — 18x¢)
To = —3 — 2x3 + 224 + bxg

5175:2—2(136

(6) Gleichungssysteme mit einem Parameter fiihren im allgemeinen auf Fall-
unterscheidungen, da der Wert des Parameters nicht nur einen Einfluss auf die
numerischen Werte der Losung(en), sondern auch auf die “qualitative” Gestalt
der Losungsmenge £ haben kann. Betrachte zum Beispiel das System

T - x> + T3 = 2
21 + x9 + ar3 = -3 , (e €R) .
I + axre — I3 = 1

Reduktion liefert nacheinander die folgenden Formen der augmentierten Ma-
trix:

| 1 2 1 -1 1 2
0 -1 «a+2 1 , 0 -1 «a+2 1
0 a+1 =2 -1 0 0 o?+3a a
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(a) Ist a® + 3a = ala + 3) # 0, so gibt es drei Pivots, der Rang der
Ausgangsmatrix ist 3, und das System besitzt genau eine Losung, namlich
(von unten nach oben berechnet!):

200 + 4
:2 — =
T + Ty — X3 013
-1
=—(1-— 2 = —
n= ==+ 2m) = 5
o 1

xg:oz2+3a:a+3

(b) Ist @ =0, so kann die letzte Gleichung des reduzierten Systems gestri-
chen werden, x5 wird freie Variable, und das System besitzt unendlich viele
Losungen. Riickwartseinsetzen liefert fiir x5 und x; nacheinander

) :—<1—2$‘3) :—1+2$‘3,
{131:2+332—1‘3:2+(—1+2$3)—([3:1+(L’3.

Die allgemeine Losung lasst sich daher in der Form

x=(1+xz3,—1+2x3,23), x3 € Rbeliebig,

darstellen.

(¢) Ist @ = =3, so lautet die letzte Gleichung des reduzierten Systems:
Ox1 +0(L‘2 + 0(]33 =-3.

Das Ausgangssystem hat daher fiir & = —3 keine Losung. Q

Wir schliessen dieses Kapitel mit dem folgenden Satz iiber (n x n)-Systeme.
Der Satz zieht eine gewisse Bilanz aus dem bisher Gesagten und ist damit
schon bewiesen. — Ein (n x n)-System (10) heisst reguldr, wenn der Rang
der Matrix A gleich n ist, sonst singular.

(5.3) Ein reguldres System Ax = ¢ von n Gleichungen in n Unbekannten
hat fiir beliebige rechte Seite genau eine Losung. FEin singulares derartiges
System hat fiir gewisse rechte Seiten c¢ keine Lésung, fiir andere unendlich
viele. Insbesondere besitzt ein singuldres homogenes System (unendlich viele)
nichttriviale Losungen.



Begriftf des Vektorraums

6.1 Definition und Beispiele

Folgende Situation haben die Mathematiker bei der Entwicklung ihrer Wis-
senschaft an den verschiedensten Orten angetroffen: Gegeben ist eine Menge
von irgendwelchen Objekten; diese Objekte lassen sich in natiirlicher Weise
“addieren” und mit reellen (oder komplexen) Skalaren “strecken”, und das
Resultat dieser Operationen ist jeweils wieder ein Objekt derselben Art.
Es ist aber noch keine hundert Jahre her, seit das allen diesen Situatio-
nen Gemeinsame in einem “abstrakten” Begriff kodifiziert wurde. Liegt eine
derartige Situation vor, so nennt man heute die betreffende Menge V einen
Vektorraum, ihre Elemente x Vektoren, auch wenn die betreffenden Objekte
“von Haus aus” ganz anderer Natur, z.B. Funktionen oder n-Tupel sind. Zum
Begriff des Vektorraums gehort, dass die folgenden Rechenregeln gelten:

(a) z+y=y+uzx,
(r+y)+z=z+(y+2).

(b) InV gibt es ein ausgezeichnetes Element 0 (den Nullvektor) mit z+0 = =
fir alle x € V.

(¢) Zu jedem z € V gibt es ein wohlbestimmtes Element (—z) € V mit
z+ (—z) =0.

(d) a(z+y)=ar+ay, (a+p)r=ax+fz,
(af)x = a(fx), 1 -z==x.
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Weitere Rechenregeln, z.B. (—=1) -2 = —z, 0 -z = 0, lassen sich hieraus
beweisen.

(1) Die gerichteten Strecken im dreidimensionalen Erfahrungsraum lassen
sich zur Konstruktion eines Vektorraums im Sinn der linearen Algebra her-
anziehen. Die Angelegenheit ist allerdings etwas subtil, da gleich lange und
gleichsinnig parallele Strecken als Représentanten desselben Vektors betrach-
tet werden miissen. — Die Giiltigkeit der Rechenregeln ist mit Hilfe von
Kongruenz- und Ahnlichkeitssitzen zu beweisen. O

@ Die Strukturen R, R™ R™*"™ mit den in Kapitel 3 vereinbarten Opera-
tionen sind Vektorraume. Wir werden sehen, dass jeder “endlich erzeugte”
Vektorraum V' zu einem wohlbestimmten R™ “isomorph” ist. O

(3 Die Menge C*°(R) der beliebig oft nach ¢ differenzierbaren Funktionen
f: R — R bildet einen (unendlichdimensionalen) Vektorraum. Nullvektor ist
die Funktion f(¢) := 0. — Die nichtnegativen Funktionen in C°°(R) bilden
keinen Vektorraum. O

@ Es sei P,, die Menge der reellen Polynome in einer Variablen ¢t vom Grad
< n. P, ist ein Vektorraum; der allgemeine Vektor hat die Form

p: tpt)=agtart+... .+ a,t", (1)

die Koeffizienten a; (0 < i < n) sind reelle Konstante. Die Polynome vom
genauen Grad n bilden keinen Vektorraum; denn die Summe von zwei der-
artigen Polynomen kann echt kleineren Grad haben. P, ist ein Unterraum

(s.u.) von C*>*(R). O

Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' heisst ein Unterraum von V', wenn U
beziiglich der in V erklarten Operationen “abgeschlossen” ist, das heisst: Fiir
beliebige x,y € U, A € R miissen x + y und Az wieder in U liegen (Fig. 6.1).
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=

z<VNU

Fig. 6.1

6.2 Linearkombinationen, Erzeugendensysteme

Es seien aq,...,an gegebene Vektoren eines (unter Umstdnden unendlich-
dimensionalen) Vektorraums V. Ein Vektor der Form

N
2= XNa; =Mar+...+Avay (€V)

i=1

mit reellen Koeffizienten \; heisst eine Linearkombination der a;. Die
Gesamtheit aller Linearkombinationen der a; ist offensichtlich ein Unterraum
von V. Wir bezeichnen diesen von den a; erzeugten (auch: aufgespannten)
Unterraum mit

<a1,a2,. . .,CLN>.

(®) Jeder Vektor x € R" ist eine Linearkombination der Standard-Basisvek-

toren eq,...,e,:
n
Tr = E €T;€e; .
i=1

Jedes Polynom p € P, ist eine Linearkombination der n + 1 Monome

pi(t) :==tF (0<k<mn);
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denn (1) lasst sich lesen als

n
b= Z APk -
k=0

Folglich ist Py, = (po, p1;- - -, Pn)- O

Ist ein Erzeugendensystem a1, ...,an gegeben, so stellt sich die Frage, ob es
“liberfliissige” Vektoren enthélt und somit in Wirklichkeit einen armseligeren
Unterraum aufspannt, als man zunéchst meinen konnte. Beispiel: Die drei
Funktionen e?, cosh t, sinh ¢ spannen nur einen zweidimensionalen Unterraum
von C°(R) auf. Von grundsétzlicherer Natur ist das folgende Beispiel:

6 Ist eine (m x n)-Matrix A = [a;;z] gegeben, so spannen die m Zeilenvek-
toren
rOWi:[ail Qig - am] (1<i<m)

einen Unterraum Z von R" auf, den sogenannten Zeilenraum von A, und die
n Kolonnenvektoren

mk

einen Unterraum K von R™, den sogenannten Kolonnenraum von A. Wir
werden zeigen, dass Z und K dieselbe Dimension besitzen; dieser gemeinsame
Wert ist der Rang der Matrix A. O

Ein (womdglich minimales) Erzeugendensystem erlaubt eine explizite Dar-
stellung eines bestimmten Unterraums U. Im Gegensatz dazu steht die im-
plizite Beschreibung eines Unterraums durch homogene lineare Gleichungen
irgendwelcher Art. “Ein homogenes lineares Problem Az = 0 losen” be-
deutet, fiir einen implizit beschriebenen Unterraum U eines gewissen Grund-
raums V ein Erzeugendensystem herzustellen.

(7 Die homogene lineare Differentialgleichung

y+2y—15y =0 (2)
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lasst sich abstrakt begreifen als

Ay=0
mit
d? d
A=—+2—-15.
dt? + dt g

Aufgrund der allgemeinen Theorie derartiger Differentialgleichungen ist die
Loésungsmenge von (2) ein zweidimensionaler Unterraum £ von C*°(R). Um
ein Erzeugendensystem von £ zu finden , versuchen wir es mit dem Ansatz

y(t) = e,

wobel wir uns die Wahl des reellen (eventuell komplexen) Parameters A noch
vorbehalten. Dieser Ansatz 16st die Differentialgleichung (2), falls

MM 4 2xeM — 15eM = (A2 420 — 15)eM = 0
ist, und das ist genau dann der Fall, wenn gilt:
N 4+2X0-15=0,
d.h. A =3 oder A = —5. Die zwei Funktionen
yi(t) =€, pa(t)=e

sind somit Losungen von (2). Da sie “linear unabhéngig” sind, bilden sie ein
Erzeugendensystem des zweidimensionalen Raums £:

L= (yi(),y2(-)) -

In anderen Worten: Die Lésungen von (2) sind die sdmtlichen Linearkombi-
nationen

y(t) = c1€3 + coet c1,c0 €R .

O
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Betrachten wir ein homogenes Gleichungssystem unter diesem Aspekt! Es sei
n
Zaikzz:k:O (1<i<m)
k=1

ein System von m Gleichungen in n Unbekannten. Nach Satz (5.1) ist die
Losungsmenge

L:={x e R"| Az =0}

ein Unterraum von R™. Die in Abschnitt 5.4 erarbeitete explizite Darstel-
lung 5.(12) von L lasst sich zur Herstellung eines Erzeugendensystems von £
verwenden. Zur Vereinfachung nehmen wir an, es sei P = {1,2,...,r}; die
Darstellung 5.(12) hat dann die Form

xy : beliebig (r+1<k<n),

n
zi= Y bawmy  (1<i<r)
k=r+1

(alle ¢, sind = 0). Die n — r speziellen Losungen
v eR”  (r+1<k<n),

bei denen jeweils die freie Variable xj := 1 und alle librigen freien Variablen
gleich 0 gesetzt werden, bilden ein minimales Erzeugendensystem, also eine
“Basis” von £. Um das einzusehen, schreiben wir diese v(¥) einzeln auf:

U(T+1) = (bl,T-‘rla b?ﬂ“-ﬁ-ly sy bT,T+17 1’ 07 ) 0) )
v(r+2) = (bl,r+2a b2,7"+2> ce bTﬂ"‘rQ? 0, 1, ..., O) ’
v = (ban b2,n7 R bTvn’ 0, 0, ..., 1) ’

Die v®) sind Losungen, und durch geeignete Linearkombination der v(*) l4sst
sich jede Wertverteilung auf den freien Variablen realisieren. Somit bilden
die v®) ein Erzeugendensystem, und da keines davon eine Linearkombination
der iibrigen ist, sogar eine Basis von L.
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Das zu der Matrix A von Beispiel 5.(4) gehérende homogene Gleichungs-
system Ax = 0 von vier Gleichungen in sechs Unbekannten besitzt folgende
Lésung in der Form 5.(12):

x3,%4,%e : beliebig
T = 533'3 - 31’4 — 9«736

To = —2x3 + 224 + dxg

Ty = — 21’6

Dies ergibt sich aus 5.(14), indem man die nachtriglich eingebauten Inho-
mogenititen wieder weglésst. Aus (3) erhalten wir eine Basis von £, indem
wir die freien Variablen x3, x4, x¢ nacheinander die Werte 1, 0, 0 bzw. 0, 1, 0
bzw. 0, 0, 1 annehmen lassen. Dies liefert die speziellen Losungen

/U(B) g ( % y _2, l, Q’ O’ Q) ?
U(4) = (—3’ 2, Q) l’ 0’ Q)’
v® = (=9, 5 0, 0, -2, 1),

(die unterstrichenen Werte wurden gesetzt, die {ibrigen aus (3) berechnet),

und es ist
L= (v(3),v(4),v(6)) _

O



Dimension und Rang

7.1 Lineare Unabhangigkeit

Es sei V ein beliebiger Vektorraum. Ein vorgelegtes r-Tupel (a1, as, ..., a;,)
von Vektoren ar € V heisst linear abhangig, wenn es in gewissem Sinn re-
dundant ist, genau: wenn einer und damit jeder der folgenden Sachverhalte
zutrifft:

(a) Ein a, ist Linearkombination der vorangehenden ay; das heisst, es gibt
Zahlen \ e R (1 <k <p-—1) mit

p—1
ap = E )\kak .
k=1

(b) Ein a, ist Linearkombination der iibrigen a.

(c) Es gibt Zahlen Ak, nicht alle = 0, mit
Z)\kak =0 (G V) . (1)
k=1

Wir miissen zeigen, dass die Sachverhalte (a)—(c) dquivalent sind.

[ (a)=(b) ist klar. — (b)=(c): Ist

ap = § Arag

k#p
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so gilt (1) mit A, :== —1 # 0. — (c¢)=(a): Gilt (1) und ist A\, das letzte
Ak # 0, so hat man
p—1
ap = )\—pak . J
k=1

(1) Die drei Vektoren
ay == (1,0), ag := (1,1), az := (0,1) € R?
sind linear abhéngig, denn es ist
as = —ai1 + as bzw. a1 —as +a3 =0 € R%.

Die drei Funktionen 1, cos?t, cos(2t) € C*°(R) sind linear abhiingig, denn
es gilt
cos(2t) = 2cos’t — 1 . O

Die r Vektoren aq,as,...,a, heissen linear unabhingig, wenn die Sachver-
halte (a)—(c) nicht zutreffen. Die lineare Unabhéngigkeit des r-Tupels ist also
gegeben, wenn eine und damit jede der folgenden Gegenaussagen zutrifft:

(a') Kein a, ist Linearkombination der vorangehenden ay; das heisst, es gilt
ap ¢ {a1,a2,...,ap1) (1<p<r).
(b’) Kein a, ist Linearkombination der iibrigen ay.

(¢') Aus

folgt Ay = Ao =...= A\, =

@ Die Vektoren e, ..., e, € R" sind offensichtlich linear unabhéngig. Das-
selbe gilt von den Vektoren

f1 = (1,0,0,...,0),

f2:=(,1,0,...,0),

fn = (1a1a17"'>1)7

denn keiner ist eine Linearkombination der vorangehenden. O
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@ Die Zahlen aq, as,...,a, € R seien paarweise voneinander verschieden.
Wir zeigen:
(*) Die Funktionen e e®2t ... et & C°(R) sind linear unabhéngig.

[ Man darf annehmen, dass die aj der Grosse nach geordnet sind:
ap < ag <...<Qp .

Ist (*) falsch, so gibt es ein p und Zahlen A\; (1 <k <p—1) mit

p—1
et = g ettt
k=1

Hieraus folgt
p—1
f(t) = Z)\ke(o"“_%)t =1.
k=1

Wegen

ap —ap <0 (1<k<p-1)
ist aber lim;_,~ f(t) = 0, was sich mit f(¢) = 1 nicht vertrégt. Die Leugnung
von (*) fithrt also auf einen Widerspruch. N

O

7.2 Basen

Ein linear unabhangiges Erzeugendensystem eines Vektorraums V heisst eine
Basis von V. Die wesentliche Eigenschaft einer Basis ist festgehalten in dem
folgenden Satz

(7.1) Ist (by,ba,...,b,) eine Basis des Vektorraums V', so besitzt jeder Vek-
tor x € V eine Darstellung

x = &by +Ebo+ ...+ &b, = ngbk (2)
k=1

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten &.
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[ Da die by den Raum V erzeugen, gilt (2) fiir geeignete &;. Es sei jetzt

x = Z &b
=1

eine weitere Darstellung desselben Vektors x. Dann gilt

n

-Gk =z—2=0 (€V),

k=1

und somit, da die by nach Voraussetzung linear unabhangig sind:

e=¢& (1<k<n). _|

Aufgrund dieses Satzes “induziert” die Vorgabe einer Basis (by,bo,...,by)
von V eine Abbildung

¢: V%Rny xH(£17£27"')£n)7

und zwar ist ¢ ein Isomorphismus: ¢ ist bijektiv, und der Summe x+y zweier
Vektoren entspricht die Summe der zugehdrigen n-Tupel; analog fiir Az.

(@) Es sei Az = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem. Die am Schluss
des vorangehenden Kapitels konstruierten Vektoren v*) (k ¢ P) bilden, wie
schon dort bemerkt, eine Basis des Losungsraums £. Die genaue numerische
Auspriagung der v*) hingt wesentlich ab von den wihrend der Reduktion
des Gleichungssystems getroffenen Entscheidungen. Die (7) Basis von L ist
also mitnichten eindeutig bestimmt, und es gibt auch keine in irgend einer
Weise ausgezeichnete “Standardbasis” von L. O

Jeder Vektorraum besitzt Basen. Es gilt sogar (ohne Beweis):

(7.2) Jedes linear unabhdngige System von Vektoren a € V ldsst sich zu
einer Basis von V erganzen.
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Fig. 7.1

Eine typische Anwendung dieses Satzes ist das folgende Korollar (Fig. 7.1):

(7.3) EsseiU ein Unterraum des (endlich erzeugten) Vektorraums V. Dann
gibt es eine Basis (b1, ...,b,) von V und ein p < n derart, dass (b1,...,bp)
eine Basis von U ist.

Der folgende Satz ist ein Eckpfeiler der linearen Algebra und soll darum in
aller Form bewiesen werden:

(7.4) Alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums V' bestehen aus der-
selben Anzahl Vektoren.

Die genannte Anzahl ist die wohlbestimmte Dimension von V' (wir haben
mit diesem Begriff informell schon hie und da operiert) und wird mit dim V'
bezeichnet. Satz (7.4) folgt sofort aus dem nachstehenden Lemma:

(7.5) Ist (b1,...,by) ein Erzeugendensystem von V, so ist jede Kollektion
von n > m Vektoren ay € V linear abhangig.

[ Die ay, lassen sich jedenfalls als Linearkombinationen der b; darstellen:
Es gibt eine (m x n)-Matrix [a;;] mit

ay = Zaikbi (1<k<n). (3)
i=1
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Jetzt kommt die Pointe des Beweises: Betrachte das homogene lineare Glei-
chungssystem

D i =0 (1<i<m) (4)

von m Gleichungen in n (> m) Unbekannten \g. Es besitzt nach Satz (5.3)
eine nichttriviale Losung (A1,...,A,) # 0 € R™. Mit diesen Ay bilden wir

den Vektor .
a = Z )\kak
k=1

und erhalten aufgrund von (3) und (4):

=3 (o) <3 (o)
k=1 i=1 i=1 \k=1
=0 ,
womit die lineare Abhéngigkeit der a; erwiesen ist. N

(® Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung

j+y=0. (5)

Ihre Losungen bilden einen Unterraum £ C C*°(R). Wir behaupten: Es ist
dim £ = 2.

[ Die zwei linear unabhéngigen Funktionen cos und sin sind offensichtlich
Losungen. Es gilt zu zeigen:

L = (cos,sin) .

Wir bemerken zunéchst, dass die Losungen von (5) einem “Energiesatz” genti-
gen: Aus §(t) + y(t) = 0 folgt

D62 (0) +570) = 20+ 255 = 230y + ) = 0

und somit
y*(t) + 9 (t) = const.
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Es sei jetzt y : t — y(t) eine beliebige Losung von (5). Dann ist die Hilfs-
funktion

Y« (t) == y(t) — y(0) cost — ¢(0) sint
ebenfalls eine Losung und besitzt die zusétzliche Eigenschaft
y«(0) = 4.(0) =0 .
Nach dem “Emergiesatz” ist somit
y2(t) +92(t) =0,
also y.(t) = 0. Dies beweist

y =y(0)cos+y(0)sin € (cos,sin) .

O L

7.3 Rang einer Matrix

Wir bestimmen nun die Dimension von einigen Raumen, die im Zusammen-
hang mit Matrizen und linearen Gleichungssystemen eine Rolle spielen.

Es sei A = [a;x] eine (m x n)-Matrix und Z der Zeilenraum von A, das ist
der von den m Zeilenvektoren

row; = (ail,aig, .. .,CLin) e R" (1 < < m) (6)

erzeugte Unterraum des R”. Wir behaupten: Z bleibt bei Zeilenoperationen
unverandert.

[ Essei Z der nach Vollzug einer Zeilenoperation resultierende Zeilenraum.
Die neuen Zeilen sind (spezielle) Linearkombinationen der alten Zeilen, und
folglich sind auch beliebige Linearkombinationen der neuen Zeilen Linear-

kombinationen der alten Zeilen.. Dies beweist Z C Z, und aus Symme-
triegriinden gilt dann auch Z C Z. N

Wir betrachten jetzt die Zeilenstufenform A der Ausgangsmatrix A; die darin
erscheinenden Pivots a;x, sind alle # 0:
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a1k
A2ko
A3ks

Die verbliebenen Zeilenvektoren erzeugen immer noch denselben Unterraum
Z C R™ wie die Vektoren (6). Mit Hilfe des Unabhéngigkeitskriteriums
(a’) (von unten nach oben angewandt!) folgt daher:

dimZ =r.
Die Zahl r ist also durch die Ausgangsmatrix A wohlbestimmt; sie heisst der
Rang von A und wird mit rang(A) bezeichnet. Der Rang ist ein gewisses
Mass fiir die “Qualitat” einer Matrix. In diesem Sinne heisst eine n-reihige

quadratische Matrix regulir, wenn sie den Rang n besitzt, sonst singulér.

Wir betrachten jetzt das homogene Gleichungssystem
n
Zaikxkzo (1<i<m).
k=1

Der Losungsraum besitzt eine Basis, bestehend aus n — r Vektoren
vk (k#k 1<i<r))

(siehe den Schluss von Abschnitt 6.2). Hieraus ergibt sich der folgende Haupt-
satz iiber homogene Gleichungssysteme:

(7.6) Essei A eine (m x n)-Matrix und £ der Lésungsraum des homogenen
Gleichungssystems Ax = 0. Dann gilt

dim £ = n —rang(A4) .
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Da sich das System Az = 0 in der Form

ail a2 A1n 0

a1 a2 QA2n 0
xr1 + . To+ ... + . Ty =

am1 am?2 Amn O

darstellen lasst, kann man £ als “Gesamtheit der zwischen den Kolonnen von
A bestehenden linearen Abhéngigkeiten” auffassen. Zeilenoperationen lassen
L unverandert; somit bestehen zwischen den n Kolonnen von A dieselben
linearen Abhéangigkeiten wie zwischen denen von A. Hieraus schliesst man
auf

dim K = dim K .

Da alle Kolonnenvektoren von A in

<€1,€2,. . .,€T> c R™
liegen, ist jedenfalls dimK < r, und da die r Pivotkolonnen von A linear
unabhéngig sind, gilt auch dim K > r. Damit ist der folgende iiberraschende
Sachverhalt erwiesen:

(7.7) Fiir eine beliebige (m x n)-Matrix A gilt

dim Z = dim K = rang(A).

Hieraus ergibt sich sofort das nachstehende Korollar:
(7.8) Fiir beliebiges A € R™*™ gilt

rang(A) < min{m,n} .

(6) Die Matrix

a 1
A= |0 20
6 3

besitzt von vorneherein einen Rang r < 2. Ist o # 2, so sind die erste und
die dritte Zeile linear unabhéngig, und es ist r = 2. Ist a = 2, aber § # 0, so
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sind die erste und die zweite Zeile linear unabhingig, und es ist ebenfalls
r = 2. Im verbleibenden Fall « = 2, 8 =0, also

A=

S O N
w o =

ist r = 1. O

Werden in einer (m x n)-Matrix A gewisse Zeilen und Kolonnen gestrichen
und die iibrigen, wenn nétig, zusammengeschoben, so entsteht eine Teilmatrix
von A. Ohne Beweis notieren wir zum Schluss:

(7.9) Der Rang von A ist gleich der Ordnung der gréssten reguldren (qua-
dratischen) Teilmatrizen von A.

(@ Die Matrix

2 4 -6 0 —4
-1 -2 3 0 2
A= 3 6 -9 0 —6
1 2 -3 0 -2

besitzt reguldre (1 x 1)-Teilmatrizen, z.B. [2], aber keine reguldren (2 x 2)-
Teilmatrizen (verifizieren!). Somit ist rang(A4) = 1. O



Die Determinante

8.1 Einfiihrung

Der Determinantenbegriff hat verschiedene Gesichter.

(a)  Die Determinante det A ist eine fiir quadratische Matrizen A definier-
te Testgrosse, deren Verschwinden die Singularitdt der betreffenden Matrix
anzeigt:

detA =0 < Asingular .

(bla b?) .

Fig. 8.1
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(b)  Geometrisch: Die n Kolonnenvektoren

alk
Ak

ap = : (1<k<n)

ank

einer (n x n)-Matrix A spannen ein Parallelepiped (einen n-Spat) P im R™
auf:

P={zeR"|z=) &a, 0<&<1(1<k<n)}.
k=1

Dieser Spat besitzt ein n-dimensionales Volumen pu(P) > 0. Es gilt
det A = +u(P),

wobei iiber das Vorzeichen noch gesprochen werden muss.

Im Fall n = 2 sieht das folgendermassen aus (Fig. 8.1): Die zwei Kolonnen-
vektoren a := (ay,as) und b := (b1, be) der Matrix

L la b1
4= [@ bJ
spannen ein Parallelogramm P in der (z1, z2)-Ebene auf. Wie in der analyti-
schen Geometrie gezeigt wird, besitzt P den Flacheninhalt
,u(P) = i(albg — agbl) y
wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob das Vektorpaar (a,b) gleich orien-
tiert ist wie (e1,e2) oder nicht. Die Determinante der obigen Matrix A hat
definitionsgemaéss den Wert
det A := a1b2 — a2b1 . (1)
Im dreidimensionalen Fall geht es um eine allgemeine (3 x 3)-Matrix
a1 bl C1

A = as b2 C2
a3 bz c3
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Fig. 8.2

Die drei Kolonnenvektoren (Fig. 8.2) spannen einen 3-Spat P auf, dessen
Volumen sich als gemischtes Vektorprodukt schreiben lasst:

W(P) = £as(bx o),

und zwar gilt das +-Zeichen, wenn die drei Vektoren a, b, ¢ in dieser Reihen-
folge ein Rechtssystem bilden. Wird hier die rechte Seite durch die Koordi-
naten von a, b und c¢ ausgedriickt, so erhalt man gerade die Determinante der
Matrix A, denn diese Determinante ist definiert durch

det A = al(b203 — bgcg) + ag(bgcl — b103) + ag(blcg — bgcl) . (2)

Wir kehren zuriick zum n-dimensionalen Fall. Das Volumen pu(P) unseres
Spates ist genau dann = 0, wenn P kein “echter” n-Spat ist, sondern “platt-
gedriickt”, weil der Kolonnenraum

K = <a1aa2a"'aan>
eine Dimension < n besitzt. Dies ist nach Satz (7.7) dquivalent damit, dass
A singulér ist.
(c)  Algebraisch: Werden die n? Elemente a; einer (n x n)-Matrix A als
Variable betrachtet, so erscheint die Determinante als Funktion

det : R™" - R, A detA

mit gewissen algebraischen und Symmetrie-Eigenschaften. Im Fall n = 1,
d.h. A =[a], ist det A := a. Fiir n = 2 und n = 3 gelten die Formeln (1)
und (2). Man erkennt: det A ist ein homogenes Polynom vom Grad n in den
Variablen a;j, dessen Terme bestimmte Vorzeichen aufweisen.
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8.2 Eigenschaften der Determinante

Nach der Vorschau des vorangehenden Abschnitts formulieren wir definitiv:
(8.1) Es gibt eine wohlbestimmte Funktion
det : R"™™ - R, ArsdetA,

genannt Determinante, mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Entsteht Ay, aus A durch Vertauschung von zwei Zeilen oder Kolonnen,
so ist

det(Aflip) = —detA.

Insbesondere: Besitzt A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleiche Kolonnen,
so ist det A = 0.

(b) Wird eine beliebige Zeile, etwa row;, der Matrix A als Vektorvariable
betrachtet:

row; := (z1,...,%n),
und wird die Matrix A =: [A|x] im tibrigen festgehalten, so gilt:
det[A |z + y] = det[A | z] + det[A|y] ,
det[A| Ax] = X det[A ] z], det[A]0] =0,
und analog, wenn eine bestimmte Kolonne als Vektorvariable betrachtet

wird. In anderen Worten: Die Determinante ist eine lineare Funktion
jeder einzelnen Zeile bzw. Kolonne.

(c) Esist
det(A-B) =det A-det B (Multiplikationssatz) ;

insbesondere gilt

_ 1
 det A

detI =1, det(A™1)
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(d) Hat die Matrix A Kastchenform mit quadratischen Teilmatrizen Ay, As:

Ay 0

o

so gilt
det A =det A; - det Ay .

(e) Die Determinante bleibt bei Transposition der Matrix ungedndert:

det A’ = det A .

Dass eine derartige Funktion fiir jedes n > 1 existiert, ist ein Wunder und
kann hier nicht bewiesen werden. Fir n = 2 und n = 3 lassen sich die
behaupteten Eigenschaften an den Formeln (1) und (2) direkt verifizieren.
— FEine altmodische, aber manchmal handliche Bezeichnung fiir det A ist

|A].

Wir ziehen nun aus Satz (8.1) einige Folgerungen, die uns instandsetzen,
det A mit verniinftigem Aufwand numerisch zu berechnen.

(8.2) Zeilen- bzw. Kolonnenoperationen (op3) édndern den Wert der Deter-
minante nicht.

[ Es seien row; := 2 und row; := y zwei verschiedene variable Zeilen der
im iibrigen festgehaltenen Matrix A =: [A|xz,y]. Dann gilt nach (8.1)(b)
und (a):

det[A |z, y + A\z| = det[A |z, y] + det[A |z, A\z]
=det[A|x, y| + A det[A |z, z]
=det[A|x, y] . N

(8.3) Die Determinante einer Dreiecksmatrix A € R"*" ist das Produkt der
Diagonalelemente.

[ Die Behauptung trifft trivialerweise zu fiir n = 1 und werde fiir n — 1 als
richtig angenommen. A hat die Form
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Ain
A
A= ,
An—1,n
0 Ann

dabei ist A eine obere Dreiecksmatrix der Ordnung n— 1. Ist apn, = 0, so gilt
detAZOZCLll'CLQQ ---- Apn

wie behauptet. Ist a,, # 0, so lassen sich alle a;, (1 < i < n — 1) durch
Operationen mit der letzten Zeile zum Verschwinden bringen. Dabei bleiben
Gnn, A und nach Satz (8.2) auch det A unveréindert. Die resultierende Matrix
hat Késtchenform; nach (8.1)(d) und Induktionsvoraussetzung gilt somit

det A=detA-an, =a11-a22 - An_1,n-1"Cnn - ]

Das Vorgehen zur numerischen Berechnung einer Determinante ist damit klar:
Man bringe die Ausgangsmatrix mit Zeilen- oder Kolonnenoperationen (op3)
auf Dreiecksform und bilde das Produkt der Diagonalelemente. Fiir jeden
Flip ist ein Faktor —1 aufzunehmen. — Wie wir in Abschnitt 5.2 gesehen
haben, betriagt der Rechenaufwand zur Herstellung der Dreiecksform etwa

(n®/3) p; die Berechnung der Determinante erfordert nur unwesentlich mehr
Operationen.

© 1 5 =3 1 4 1 5 -3 1 4
1 3 1 -1 5 0 -2 4 -2 1
-2 -8 2 3 =8|=0 2 -4 5 0
0 -2 5 -1 4 0 -2 5 -1 4
-3 —-15 11 -7 -6 0 0 2 -4 6
1 5 -3 1 4 1 5 -3 1 4
0 -2 4 -2 1 0 -2 4 -2 1

=10 O 0 3 1{=—-]0 0 1 1 3
0 0 1 1 3 0 0 0 3 1
0 0 2 -4 6 0 0 2 -4 6
1 5 -3 1 4 1 5 -3 1 4
0 -2 4 -2 1 0 -2 4 =21
=—|0 0 1 1 3|=—-]/0 0 1 1 3
0 0 0 3 1 0 0 0 3 1
0 0 0 -6 O 0 0 0 0 2
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Um Schreibarbeit zu sparen, kann man das Produkt der schon bestimmten
Pivots jeweils vor Klammer nehmen und nur noch an einer sich laufend ver-
kleinernden Restmatrix operieren. Mit der gleichen Ausgangsmatrix sieht
das so aus:

-2 4 =2

1
0 3 1 1 1 3
:1-2 —4 5 O:—2 1 1 3|/=2-10 3 1
-2 5 -1 2 —4 6 2 —4 6
0 2 -4 6
=27 (l=612]=12.
O

Der folgende Satz ist eine unmittelbare Konsequenz vorangegangener Uber-
legungen:

(8.4) detA =0 = A singulér .

Ist A eine quadratische Teilmatrix einer (m x n)-Matrix B, so heisst det A
eine Unterdeterminante (auch: Minor) von B. Mit Satz (7.9) folgt:

(8.5) Der Rang einer (m x n)-Matrix B ist gleich der Ordnung der grédssten
nichtverschwindenden Unterdeterminanten von B.

Vergleiche hierzu nocheinmal Beispiel 7.(7)!

8.3 Entwicklung nach Zeilen

Eine zweite Art, Determinanten abzubauen, ist die sogenannte Entwicklung
nach einer Zeile (Kolonne). Fiirs numerische Rechnen bringt sie nichts, aber
man erfahrt dabei etwas tiber den algebraischen Aufbau der Determinanten-
funktion.

Betrachte ein festes Paar (i, k). Streicht man row; und col, der Matrix A €
R™*™  so erhélt man eine (n — 1)-reihige quadratische Teilmatrix [A];; (das
Zeichen ~ steht fir “Unterdriickung”). Die Grosse

A i= (~1)7F det[Al;, (3)
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also der mit einem Vorzeichen versehene Minor des Elements a;j, heisst der
Kofaktor von a;; in der Determinante det A. Es gilt ndmlich

detA=A;-ap+...,
wobei die durch Punkte angedeuteten Terme das betrachtete a;; nicht enthal-
ten. Es gilt sogar, und damit kommen wir auf die versprochene Entwicklung
nach einer Zeile bzw. nach einer Kolonne (ohne Beweis):
(8.6) Fiir jedes feste i gilt
det A = z aipAik = a1 At + aipAip + ...+ ainAin
k=1

und fiir jedes feste k gilt

n
det A = Z ainAi = a1, A1k + aog Aok + ...+ ankAnk -
=1

Damit man sieht, was das bedeutet, entwickeln wir zunéchst eine (2 x 2)-
Matrix nach der ersten Zeile:

det |:CL11 a12:| = ail det[agg] — a2 det[agl]
a21 Q22

= 11022 — Q12021 ,

in Ubereinstimmung mit (1). Damit erhalten wir fiir eine (3 x 3)-Matrix
durch Entwicklung nach der ersten Kolonne:

a; b c
roor M by 2 by by
ay by c2|=ay — as + a3

bs c3 bs c3 by c2
az by c3

= al(b263 — bgcz) + az(bgcl — b1C3) + a3(b102 — bQCl) s
im Einklang mit (2).

Die Matrix A := [A;;] der Kofaktoren von A := [a,] steht in einem be-
stimmten Zusammenhang mit der zu A inversen Matrix A~!. Es gilt nimlich:
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(8.7) Essei A die Matrix der Kofaktoren (3) der reguliren Matrix A € R"*",
Dann gilt
Sy

Al =
det A

[ Wir miissen zeigen:
A-A =detA-1.

Betrachte ein festes Paar (i,j). Das Element elm;; von A - A’ ist gegeben
durch

elm;;(A - A") = row;(A) s col;(A’) = row;(A) srow;(A) . (4)

Aufgrund von (8.6) ist hier die rechte Seite = det A, falls i = j, und = 0,
falls ¢ # j. Ist ndmlich ¢ # j,, so kann man sich die rechte Seite von (4)
vorstellen als Entwicklung von det A nach der j-ten Zeile, wobei aber row;
selbst durch eine Kopie von row; ersetzt ist. Mithin wird dann letzten Endes
die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Zeilen ausgerechnet. N

(2 Betrachte die Matrix

_la+X b+ A
A= [b—)\ a—)\]'
Es ist
det A= (a® = \?) — (b* =N =a® - b* .

Hiernach ist A regulér, falls a # =£b ist (unabhdngig von \), was wir im
folgenden voraussetzen wollen. Die Matrix A der Kofaktoren ist nach (3)
gegeben durch

i a—X —(b—2\

Tl =(b+N)  a+A
Hieraus folgt mit (8.7):
a—XN —=b—A\
A1 a’—b> a®> -0
—b+ A a+
a>—bv*  a® —b?
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Im Anschluss an Satz (8.6) ist es erlaubt, einen kurzen Blick auf das allge-
meine “Bildungsgesetz” der Determinante zu werfen. Betrachten wir etwa
die Entwicklung nach der ersten Zeile:

det A = ay; det[A];; — ajadet[A]is + ... + (=1)"Tlay, det[A];, , (5)

so sehen wir: Die Determinante einer n-reihigen Matrix hat n-mal soviel
Terme wie die Determinante einer (n — 1)-reihigen Matrix, also — wie leicht
einzusehen — genau n! Terme. Weiter schliesst man aus (5) mit vollstdndiger
Induktion: Jeder einzelne Term ist ein signiertes, d.h. mit einem gewissen
Vorzeichen versehenes, Produkt von n Faktoren a;x, und zwar stammt aus
jeder Zeile und aus jeder Kolonne genau ein Faktor. Da sich gerade n! Terme
mit dieser Eigenschaft bilden lassen, ergibt sich

(8.8) Die Determinante einer (variablen) Matrix A € R™*™ ist eine “al-
ternierende” Summe von n! Termen, und zwar der samtlichen méglichen
Produkte von n Matrixelementen, keine zwei davon aus derselben Zeile oder
derselben Kolonne.

(Mit den Géansefiisschen ist zum Ausdruck gebracht, dass wir das Vorzei-
chengesetz nicht untersucht haben.)

Nach diesem Satz ist es erstaunlich, dass sich die Determinante einer nu-
merisch gegebenen (n x n)-Matrix mit einem Aufwand von nur (n3/3)pu
berechnen lasst. Im Gegensatz dazu erfordert die Berechnung der sogenann-
ten Permanente (alle n! Produkte ohne Vorzeichenwechsel aufaddiert) be-
wiesenermassen volle (n — 1) n! .

Wir schliessen diesen Abschnitt mit der Berechnung einer in verschiedenen
Anwendungen auftauchenden Determinante algebraischer Natur. Es geht um
die sogenannte Vandermondesche Determinante

1 1 1 1
A Ny - Ao
VO, An) i=det | AT A2 A7

-)\’Il’L—l )\g—l )\n—l
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mit unabhéngigen Variablen Ay, Aa, ... A,. Es ist

1 1

V()\l, )\2) = det |:)\1 )\2

}—Ag—xl

und
1 1 1 1 0 0

V(AL A2, A3) = A1 A2 Az ={ M X=X A3— X\
AN A A A=A AN

1 1

= (2 =A)(Rs =) A+ Az 4+

= (>\2 - )\1)(>\3 - Al)()\3 - )\2) .

Mit Satz (8.8) folgt allgemein: V' (A1,...,\,) ist ein homogenes Polynom
vom Grad

0+1+2+-~+(”—1):w: <Z)

in den Variablen A1, Ao, ..., A\,. Wir zeigen:

(8.9) Es gilt
V()\l, e ,)\n) = H()\J — /\z) 5

i<j
insbesondere ist genau dann V(A1,...,\,) = 0, wenn zwei \; iibereinstim-
men.

[ Betrachte ein festes Paar (i,7), i < j. Nach der Operation
op(3): col; — col; — col;

enthélt jedes Element von col; den Faktor A; — A;. Somit ist das Binom
Aj — A; ein Teiler von V(Aq,...,A,), und da das fiir alle Paare (7,7), i < j,
gilt, ist notwendigerweise

Vg, ) =00 = 2) - WA, A)

i<j
fiir ein gewisses Polynom W (). Nun besitzt

Ppi=P1,.. 0 =[O = M)

1<J
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schon den Grad (3); folglich ist W (-) eine (mdglicherweise von n abhéngende)
Konstante ~,,:
V=V, An) = n - Pa. (6)

Um den Wert von 7, zu ermitteln, ordnen wir beide Seiten von (6) nach
absteigenden Potenzen von A,. Auf der linken Seite haben wir

Voot - )\Z_l + Terme kleineren Grades in A,
(Entwicklung von V;, nach der letzten Kolonne), auf der rechten Seite
Y+ (Pt - )\2_1 + Terme kleineren Grades in \,) .
Koeffizientenvergleich liefert
Vi1 = Pao1;

folglich ist v, = y,—1 und somit schliesslich ~,, = v, =1 fir alle n > 1. ]



Lineare Abbildungen

9.1 Definitionen und Beispiele

Zum Strukturbegriff “Vektorraum” gehort der Abbildungsbegriff “lineare Ab-
bildung”. Eine Abbildung

AV —-W, xz+— Ax (1)

zwischen zwei Vektorrdumen V und W ist dann interessant, wenn sie die
“linearen Relationen” zwischen den Vektoren aufrechterhilt (Fig. 9.1), das
heisst: wenn aus z = x + y folgt Az = Az + Ay und wenn aus y = Az folgt
Ay = MAx).

V) W)

Az

Fig. 9.1
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Eine derartige Abbildung heisst linear. Lineare Abbildungen (1) sind hier-
nach charakterisiert durch die Eigenschaften

Alx +y) = Az + Ay, A(x) = \(Az) .

(D Eine vorgegebene (m x n)-Matrix A = [a; | induziert eine (ebenfalls mit
A bezeichnete!) lineare Abbildung

A: R" > R"™ zw—y:=Ax,

indem man z und y als Kolonnenvektoren, Az als Matrizenprodukt inter-
pretiert:

Y1 ayjy a2 -+ Qip T1
Y2 a1 Qg2 A2n T2
Ym Am1 Amn Tn

Die Linearitat der so definierten Abbildung A folgt aus den Rechenregeln fiir
die Matrizenmultiplikation. O

() Es sei row; := x eine als Vektorvariable aufgefasste Zeile der im iibrigen
festgehaltenen Matrix A =: [A|x]. Dann ist

¢: R" =R, x> det[d]|x]
eine lineare Abbildung. — Die Ableitungsoperation
D: C*[R) - C*[R), y—y

ist linear. Allgemeiner: Es seien ag, a1, ..., a, € R vorgegebene Koeffizienten.
Dann ist

L [eme om
' y o any™ a1y L ay +aoy

eine lineare Abbildung. — Es sei 7 € R eine vorgegebene “Messstelle” auf
der t-Achse. Die sogenannte Evaluationsabbildung

0 C[R)— R, y—y(r)

ist trivialerweise linear. O
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FEine lineare Abbildung mit Funktionswerten im “Grundkorper” R heisst ein
lineares Funktional auf dem betreffenden Vektorraum. Die Abbildungen ¢
und &, von Beispiel (2) sind lineare Funktionale.

(3) Essei O ein fest gewiihlter Ursprung des dreidimensionalen euklidischen
Raumes E (Fig. 9.2). Die in O angehefteten Vektoren bilden beziiglich der
geometrischen Addition einen Vektorraum, den wir ebenfalls mit E bezeich-
nen. Es sei weiter U eine Ebene durch O (also ein Unterraum von F) und P
die Orthogonalprojektion von E auf U. Man kann P als Abbildung £ — F
oder als Abbildung F — U auffassen; jedenfalls ist P linear.

Px+y)="Px+ Py

Xty

Fig. 9.2

Es sei weiter e ein in O angehefteter Einheitsvektor, ¢ € R/27 und
D:=Dle,¢] : E—FE

die Drehung des Raumes um die Achse e um den Winkel ¢ (Fig. 9.3). Da D
alle “Additionsfiguren” kongruent reproduziert, ist D linear. O
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Fig. 9.3

9.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Zur rechnerischen Erfassung einer linearen Abbildung (1) zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen V und W benétigen wir eine Basis (eq, ..., ey)
in V und analog eine Basis (f1,..., fin) in W. Ein allgemeiner Vektor z € V
erscheint dann als

Ty

xzz:pkek:(xl,...,xn): A (2)
k=1 :
Ty

analog ein y € W. Wie berechnen sich die Koordinaten des Bildpunktes
y := Ax aus den Koordinaten von z?

Betrachte einen festen Vektor e € V' (Fig. 9.4). Der Bildpunkt Ae, € W
ist eine bestimmte Linearkombination der f;; das heisst, es gibt eindeutig
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V (dim(V)=2)

€9

€]

Fig. 9.4

bestimmte Zahlen a;; € R (1 <14 <m) mit

aik
m
a2
Aej, = Zaikfi = . : (3)
i=1 :
Amk

Dies trifft fiir jedes einzelne k von 1 bis n zu. Schreiben wir die sich ergeben-
den Kolonnenvektoren in eine (m x n)-Matrix:

aiil ai2 A1n
a21  G22 A2n

. : (4)
Am1 Am2 Amn

so erhalten wir die Matrix der Abbildung A beziiglich der gegebenen Basen.
Merke: In den Kolonnen der Matrix stehen die Bilder der Basisvektoren.
Es ist iiblich, die Abbildungsmatrix ebenfalls mit A zu bezeichnen; dies ist
erlaubt, solange an den Basen nicht geriittelt wird.

In der Matrix (4) ist alles, was es iiber die Abbildung A zu wissen gibt,
gespeichert, und zwar auf denkbar 6konomische Art. Das heisst erstens:
Durch (4) ist die Wirkung von A auf beliebige Vektoren x € V' bestimmt, und
zweitens: Es gibt genau soviele verschiedene lineare Abbildungen A : V. — W
wie (m x n)-Matrizen (4).



90 9 Lineare Abbildungen

Um das erste einzusehen, betrachten wir einen allgemeinen Punkt € V und
sein Bild y := Az. Aufgrund von (2), der Linearitdt von A und (3) ergibt
sich nacheinander

y=Axr = A(Z Tpeg) = Zxk(z‘lek) = Zﬂ% (Z aik fi)
k=1 k=1 k=1 i=1

m n

( aikSUk)fi .
k=1

i=1

Die Koordinaten y; (1 <i <m) von y sind demnach gegeben durch
Yi :Zaikxk (1<i<m),
k=1

oder in Matrizenschreibweise:

N T
Y2 Z2
| =Tlai]-

ym xn

Hiernach gilt dann auch y = Az im Sinn der Matrizenmultiplikation, womit
das gesuchte Rechengesetz gefunden ist: Man erhalt die Koordinaten des
Bildpunktes y, indem man die Abbildungsmatrix A von links auf den Kolon-
nenvektor 2 “anwendet”. Im Nachhinein erweist sich also Beispiel (1) nicht
als “gesucht”, sondern als typische Ausprigung einer linearen Abbildung.

(@ (Vgl. Abschnitt 2.4) In der darstellenden Geometrie werden sogenannte
axonometrische Bilder von dreidimensionalen Situationen hergestellt. Eine
allgemeine axonometrische Abbildung

AR R (21,20,73) — (T1,T2)

kommt folgendermassen zustande: Zunédchst werden die Bilder

er = Aep (1§k§3)
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R2 Zo A
(07 63) A -
°oxX
A
©s (o, B1)
(a2, B2) Aes Ae,
-7
o

Fig. 9.5

der Einheitspunkte auf den drei Achsen bzw. der drei Basisvektoren e, mehr
oder weniger willkiirlich gewéhlt (Fig. 9.5):

Aey = (Oél,ﬁl% Aey = (042,52), Aez = (043753) .

(Die Vektoren Ae;, Aey, Aesg miissen natiirlich die ganze Ebene aufspannen.
Der Anschauung kommt entgegen, wenn a3 = 0, (3 > 0 ist; das Bild der x3-
Achse zeigt dann wieder senkrecht nach oben.) Im iibrigen ist die Abbildung
A linear. A besitzt demnach die Matrix

_ |61 G2 Qa3
A_[ﬂl B2 53]

vom Rang 2, und fiir einen allgemeinen Punkt € R3 berechnen sich die
Koordinaten des Bildpunktes z = Az € R? wie folgt:

(5)

T1 = 011 + Qoo + (3x3
To = frx1 + Poxa + PB3x3

Der berithmte Satz von Pohlke besagt, dass sich jede derartige Abbildung
geometrisch als Parallelprojektion des R? auf eine geeignete Ebene und an-
schliessende Ahnlichkeit realisieren lasst. Die entstehenden Bilder von drei-
dimensionalen Objekten sind also nicht “verzerrter”, als es Schlagschatten
bei Parallelbeleuchtung sein kénnen. Q
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X Y Z
z=By=BAx

— 4 - ~— B -

Fig. 9.6

Betrachte zum Schluss die folgende Situation (Fig. 9.6): Es seien A: X — Y
und B :Y — Z zwei lineare Abbildungen. Dann ist ihre Zusammensetzung

BoA: X — 7, x~ z:=B(A(x))

wohldefiniert und ebenfalls linear. Man nennt B o A (erst A, dann B!) das
Produkt von B mit A und schreibt dafiir BA. W&hlt man in jedem der drei
Réume eine Basis, so erhalten die drei Abbildungen A, B und BA je eine
wohlbestimmte Matrix. Natiirlich ist alles so eingerichtet, dass folgendes gilt
(ohne Beweis):

(9.1) Dem Produkt BA von zwei linearen Abbildungen B und A entspricht
das Produkt der zugehdrigen Matrizen (in derselben Reihenfolge).

(® Es bezeichne
D :=Dles,a] : R*®—=R3

(Fig. 9.7) die Drehung des R® um die Achse e3 um den Winkel « := arctan 3
und

A: R R?

die axonometrische Abbildung mit den Einheitspunkten

€] 1= (—2, —2), €9 1= (5,—1), €3 1= (0,5) .
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R3

(—3/5,4/5,0)
(4/5,3/5,0)

Fig. 9.7

Dann ist

B:=AD: R?}->R?

ebenfalls eine axonometrische Abbildung, und zwar erscheinen nun die auf
dem “Schirm” R? dargestellten Objekte K C R? gegeniiber vorher gedreht
(Fig. 9.8). Der Fig. 9.7 entnimmt man fiir D die Matrix

_3
5

4
5
0

und A besitzt die Matrix

(siche Beispiel @) Hiernach ist

72
B:A'D:[ 51_1 2
5 5
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)
A
e3=eg
&
I _
-
€
El = Ae1 ?1 = ADel

Fig. 9.8

9.3 Weitere Grundbegriffe

Die Matrix einer linearen Abbildung A : V' — W ist nicht von vorne-
herein bestimmt, sondern héngt ab von den in V' und in W gewéhlten (oder
stillschweigend zugrundegelegten) Basen, und sie verandert sich bei Koordi-
natentransformationen in charakteristischer Weise. Ist man nicht anderweitig
an bestimmte vorgegebene Basen gebunden, so wird man zum Studium der
Abbildung A die Basen so wéhlen, dass die Matrix von A besonders einfach
aussieht, am liebsten: Diagonalform annimmt. Im besonders wichtigen Fall
A 'V — V koénnen wir nur eine Basis wéhlen, da die von A bewirkte Um-
lagerung der Punkte € V in einem einzigen Koordinatensystem beschrieben
werden soll. Der Fall V' # W ist einfacher. Hier kénnen wir in V' und in
W unabhéngig voneinander je eine geeignete Basis wahlen und damit eine
besonders einfache Matrix fiir A erzielen.

Wir bendtigen ein Stiick “abstrakte” lineare Algebra. Ist A : V. — W eine
lineare Abbildung, so heisst die Menge der Vektoren x € V, die von A in 0
tibergefiihrt werden, der Kern von A:

kerA:={z eV |Az =0} CV;
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und die Menge der Vektoren y € W, die als Wert Ax tatsdchlich angenommen
werden, ist der Bildraum von A:

imA:={Az|z eV} CW.

(9.2) (a) Die Menge ker A ist ein Unterraum von V'; im A ist ein Unterraum
von W.

(b) A ist genau dann injektiv, wenn ker A = {0} ist.

[ (a) ist ziemlich klar. — (b): Ist A injektiv, so gibt es ausser 0 keinen
Vektor z € V mit Az = 0. Sei umgekehrt ker A = {0}. Ist z # 2/, so ist
x — 2’ # 0 und folglich A(z — ') # 0, d.h. Az # Az’ B
Von nun an sei wieder dimV = n, dimW = m. Der Bildraum imA C W
besitzt dann eine wohlbestimmte Dimension < m. Diese Dimension ist der
Rang der Abbildung A und wird mit rang A bezeichnet.

(9.3) Der Rang einer linearen Abbildung A : V. — W ist gleich dem Rang
der Matrix von A beziiglich irgendwelcher Basen in V und in W.

[ Wie man leicht einsieht, ist
im A = (Aey, Aes, ..., Aey) .
Die Vektoren Ae;, € W gehen bei dem Isomorphismus
W —=R"™ y(y1,..,Ym)
iiber in die Kolonnen der Matrix [a;x |; somit ist
(Aeq, Aes, ..., Aey) ~ K

und folglich
dim(im A) = dim K = rang[a;x | . N

Der folgende Satz ist fundamental. Es handelt sich um eine abstrakte Version
von Satz (7.6) (iiber homogene Gleichungssysteme):



96 9 Lineare Abbildungen

(9.4) Es sei A:V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorraumen. Dann gilt

rang A + dim(ker A) = dimV .

[ Der Unterraum ker A C V ist der Losungsraum £ des homogenen Glei-
chungssystems Ax = 0. Die Behauptung folgt daher unmittelbar aus den
beiden Sétzen (9.3) und (7.6). N

(@) (Forts.) Esist dimV = dimR? = 3, rang A = 2 und somit dim(ker A) =
1. Rechnerisch erhélt man ker A in diesem Beispiel folgendermassen: Be-
trachte die beiden Zeilenvektoren

a = (0417062,063>, b:= (ﬁl:ﬂ%ﬁfﬂ)

der Matrix A. Wir behaupten: ker A wird erzeugt durch das Vektorprodukt

pi=axb=(afs — agfa, azfBi — ai1fB3, 0102 — ) .

[ Wegen rang A = 2 sind @ und b linear unabhingig. Somit ist p # 0
und steht senkrecht auf ¢ und auf b. Nun lassen sich die rechten Seiten der
Formeln (5) als Skalarprodukte interpretieren:

T1 =aex, To=bex .

Hieraus folgt
ﬁlza'p:()? ﬁQZb'pzoa

mithin p = 0, d.h. p € ker A. Wegen dim(ker A) = 1 ist folglich ker A = (p),
wie behauptet. N

Geometrisch besteht ker A aus den samtlichen Vektoren, die parallel zu den
im Satz von Pohlke erwahnten Projektionsstrahlen sind. O

Wir kommen nun zu der angekiindigten “Normalform” der Matrix fiir eine
lineare Abbildung A zwischen verschiedenen Raumen V und W. Dabei
verzichten wir auf eine numerische Konstruktion der zugehorigen Basen und
begniigen uns mit einem Existenzbeweis.
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(9.5) Essei V. W und A : V. — W eine lineare Abbildung vom Rang
r > 0. Dann besitzt A beziiglich geeigneter Basen in V und in W die Matrix

-1 -

(ausser den r Einsen lauter Nullen).

Hiernach gibt es nur soviele “wesentlich verschiedene” lineare Abbildungen
AV — W wie mogliche Werte von r, also deren min{m,n} + 1.

[ Wiihle eine Basis (e,41, . . ., e,) von ker A und ergiinze sie durch Vektoren
e1, ..., e, zu einer Basis von V (siehe Korollar 7.3). Betrachte die r Vektoren

fir=A4e; eW (1<i<r). (7)
Es ist

imA = (Aeq,...,Ae,, Aepia, ..., Aey)
= <f17'°'7f7"> .

Wegen dim(im A) = r sind die Vektoren fi,..., f, notwendigerweise linear
unabhéngig und lassen sich somit durch weitere Vektoren f,i1,..., fmn zu

einer Basis von W erganzen.

Wegen (7) und Aep, =0 (r+1 < k < n) besitzt A beziiglich der so gewéhlten
Basen ersichtlich die Matrix (6). N

9.4 Abbildungen A: V — V

Von nun an betrachten wir nur noch Abbildungen
AV -V bzw. A:R" - R" (8)

eines n-dimensionalen Vektorraums V bzw. des R™ in sich selber. Eine der-
artige Abbildung heisst regulir, wenn sie den Rang n besitzt, sonst singulér.
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Der Bildraum im A einer singuldren Abbildung (8) hat eine Dimension < n
und ist somit ein echter Teilraum von V. Eine singuldre Abbildung ist also
nicht surjektiv. Der Kern einer singuldren Abbildung hat nach Satz (9.4)
eine Dimension > 0; eine singulére Abbildung ist also auch nicht injektiv.

(6) Mit Hilfe des festen Vektors a := (4,3,12) definieren wir die Abbildung

A:R3 — R3,
x— Ar :=a Xz (Vektorprodukt)
= (3%3 - 12.%'2, 12(B1 - 4%3,4%‘2 - 3[E1) .

A besitzt daher beziiglich der Standardbasis die Matrix

0 -12 3
A= 112 0 -4
-3 4 0

vom Rang > 2. Wegen a x a = 0 ist jedenfalls dim(ker A) > 1. Somit ist
A singular, und es ist rang A = 2. Da alle Vektoren a x x auf a senkrecht
stehen, ist im A die zu a senkrechte Ebene durch O.

Fig. 9.9

Um fiir A eine moglichst einfache Matrix zu erzielen, wihlen wir im R? eine
neue Basis (f1, f2, f3) wie folgt (Fig. 9.9): Wir setzen als erstes

a 1
fl = m = E(4737 12)7



9.4 Abbildungen A: V— V 99

weiter wahlen wir einen Einheitsvektor
1
f2 = g(_ga 47 0)

senkrecht auf a (also in im A) und setzen schliesslich

1
f3 = f1 X f2 = g(—48, —36, 25) .

Dann ist von selbst f; X f3 = —fo. — Um nun die Matrix A der Abbildung
A beziiglich der neuen Basis zu bestimmen, berechnen wir

Afl =aX fl :07
Afg =a X f2 = \a|f1 X f2 = 13f3,
Afs=ax f3=lalfi x fs=—13f2.

Hieraus ergibt sich die gesuchte Matrix unmittelbar:

o Jo o0 o0
A=10 0 -13
0 13 0

O

Wir kommen zu den reguldren Abbildungen. Hieriiber gilt in erster Linie:

(9.6) Eine regulare lineare Abbildung A : V. — V ist bijektiv und besitzt
eine wohlbestimmte Umkehrabbildung (Inverse) A= : V — V:

Al o A=A0A " =idy . (9)
A~1 ist ebenfalls linear und regulér.
[ Ist rang A =n, soist imA =V und
dim(ker A) = dimV —rang A =0,
also ker A = {0}. Folglich ist A surjektiv und injektiv, also bijektiv, und

besitzt damit eine wohlbestimmte und ebenfalls bijektive Umkehrabbildung
A=Y fiir die (9) gilt.
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Um die Linearitit von A~! zu beweisen, betrachten wir zwei beliebige Vek-
toren z,y € V. Da jedenfalls A linear ist, gilt

A_l(:v +y) = A_I(AA_lx + AA_ly) =A"! A(A_I:c + A_ly)
=Alz+ A7y

Ahnlich schliesst man fiir \z. N

Aufgrund des Zusammenhangs zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
sowie von Satz (9.1) folgt endlich, was wir schon lang vermutet haben:

(9.7) Eine regulire Matrix A € R™*™ besitzt eine wohlbestimmte beidseitige
Inverse A=1 € R™<™,

Es sei A die Matrix einer linearen Abbildung
A: V=V, x =y = Ax

beziiglich einer bestimmten Ausgangsbasis (e1, ..., en). Welche neue Matrix
A resultiert, wenn man in V' zu einer neuen Basis (é1,. .., é,) Uibergeht? Zur
Klarung dieser Frage seien

X1 T1
T2 To

T = bzw T = ,
‘/L‘n f’n

analog fiir y, die die Vektoren x,y € V reprasentierenden Kolonnenvektoren;
ferner sei T' die Transformationsmatrix Ausgangsbasis — neue Basis (siehe
Kapitel 4). Sind die neuen Koordinaten & eines Vektors 2z € V' gegeben, so
gilt nach Satz (4.1):

r=TzT .

Hieraus folgt
y=Ax = ATz,

und Satz (4.2) schliesslich liefert
g=T 'y=T"1ATz .

Die Antwort auf unsere Frage ist nun unmittelbar abzulesen:
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(9.8) (A, A und T haben die angegebene Bedeutung.) Bei einem Basiswech-
sel erhalt eine lineare Abbildung A : V — V die neue Matrix

A=T1AT.
(6) (Forts.) Zum Basiswechsel

(e1,e2,e3) — (f1.f2, f3)

gehort die Transformationsmatrix

4 3 _48
13 5 65

— |3 4 _36
T= 13 5 65
12 25

13 0 65

(in den Kolonnen stehen die alten Koordinaten der neuen Basisvektoren).
Da die neue Basis wieder orthonormal ist, erhélt man nach Satz (4.3) die
Inverse T gratis: T-! = T”. Die Matrix von A beziiglich der neuen Basis
ist somit gegeben durch

4 3 12 3 48
3 13 13 0 -12 3 5 "5 "o
A 3 4 3 4 36
A=|-2 & o |12 0 —4|-[& & 3| (10
48 36 25 12 25
A A -3 4 0 3 0 &

Wir haben A bereits mit Hilfe von geometrischen Uberlegungen bestimmt
und tiberlassen dem Leser zu verifizieren, dass (10) dasselbe liefert. O

Als Anwendung von Satz (9.8) beweisen wir zum Schluss

(9.9) (a) Eine lineare Abbildung A : V. — V besitzt eine wohlbestimmte,
das heisst: basisunabhéngige Determinante

det A :=det [aix | ;

(b) det A =0 <= A singular.
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X 4

€9 w, ,U(W):l

Fig. 9.10

[ Esseien A und A die Matrizen der Abbildung A beziiglich zweier Basen
(e1,...,e,) und (é1,...,€,). Dann gilt nach (9.8) und Satz (8.1)(c):

det A = det(T 'AT) =detT~'-det A-detT
-det A-detT

:detT
=detA . ]

Die Determinante einer linearen Abbildung A lasst sich folgendermassen geo-
metrisch interpretieren: A fiihrt den von ey, e, ..., e, aufgespannten Ein-
heitswiirfel

Wi={zeR"| 0<z, <1 (1<k<n)}

vom Volumen 1 iiber in das von den Vektoren

A1k

a

Qnk
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aufgespannte Parallelepiped P (Fig. 9.10). Wie wir in Abschnitt 8.1 gesehen
haben, besitzt P das Volumen |det[a;; || =: a; d.h., es gilt

HA(W)) = - (W) .

Man kann zeigen, dass A nicht nur das Volumen von W, sondern das Vo-
lumen von irgendwelchen Kérpern K C R™ mit dem Faktor @ multipliziert.
In anderen Worten: det A ist (bis aufs Vorzeichen) die von A bewirkte Volu-
mendilatation. Insbesondere: Ist A singulér, so werden alle Kérper K durch
A plattgedriickt und besitzen nachher das n-dimensionale Volumen 0.
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Das charakteristische Polynom

10.1 Eigenvektoren und Eigenwerte

Ist die Information iiber eine lineare Abbildung A : V' — V in der Form
von “Gemiise” mehr oder weniger gleichméssig tiber die ganze Matrix [a;p |
verteilt, so lassen sich die inneren Eigenschaften der Abbildung A (erst recht
ihrer Iterierten, Inversen usw.) nicht direkt ablesen. Schon besser ist es,
wenn die Matrix Késtchenform mit quadratischen Késtchen B; (1 <1 < p)
annimmt:

By

A= (1)

(ausserhalb der Késtchen lauter Nullen).

Fir die in Beispiel 9.(6) betrachtete Abbildung A liess sich die Matrix
@® p g

0 0
0 -13
13 0

A=

o O O

mit einem (1x1)- und einem ziemlich durchsichtigen (2 x2)-Késtchen erzielen.

O
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Betrachte etwa das erste Késtchen Bj; es habe das Format (s; x s1). Die
ersten s; Kolonnen der Matrix (1) beschreiben die Wirkung von A auf den
Unterraum

Up = (e1,...,€s,)

von V. Da unterhalb von B; lauter Nullen stehen, ist
Ae; € U (1§z§31)

und somit Az € U; fiir alle z € U;. Ein Unterraum U C V mit A(U) C
U heisst ein invarianter Unterraum von A. Also: U; ist ein invarianter
Unterraum.

Analoges gilt fiir die tibrigen Késtchen. Wir sehen: Die Abbildung A ist
zerlegt in eine “direkte Summe” von sich nicht gegenseitig stérenden Teilab-
bildungen

B U —U (1<1<p),

die getrennt untersucht werden konnen.

Am besten sind natiirlich (1x1)-Késtchen. Ein (1x1)-Késtchen [ A ]| bedeutet:
Fiir den betreffenden Basisvektor e gilt

Ae = de. (2)

x, allg. Vektor

e, Eigenvektor

Fig. 10.1

Wir definieren (Fig. 10.1): Ein Vektor e # 0, fiir den (2) mit einem geeigne-
ten A € R (bzw. A € C) zutrifft, heisst ein Eigenvektor der Abbildung A; die
betreffende Zahl A ist der zugehorige Eigenwert von A.

() Jeder Vektor e # 0 in ker A ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Ist
ker A = {0} (d.h. A regulér), so ist 0 kein Eigenwert von A. — Es sei

P:R® - R3
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die Orthogonalprojektion auf einen bestimmten Unterraum U C R3; U ist
eine Ebene oder eine Gerade durch 0 (Fig. 10.2). Dann hélt P jeden Vektor
u € U fest: Pu = u; alle diese Vektoren (ausser 0) sind also Eigenvektoren
von P zum Eigenwert 1. O

Fig. 10.2

10.2 Das charakteristische Polynom

Um allféllige Eigenvektoren von A zu finden, denken wir uns eine Zahl A € R
vorgegeben und betrachten die Menge

Ey:={zeV| Az = Iz} .

E enthalt die sémtlichen Eigenvektoren zum Eigenwert A (falls es iberhaupt
welche gibt) sowie den Nullvektor 0. F) ist offensichtlich ein Unterraum von
V' (nédmlich der Kern der Abbildung A — AI, s.u.). Die Bedingung Az = Az
ist (nach Wahl einer Basis in V') dquivalent mit dem homogenen Gleichungs-
system

a11ry  + + a1, = A

asnxr1  + 4+ aonxn, = Axo

an1T1 + +  AunTn = ATn
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in den Unbekannten z1,xo,...,Z,, bzw. mit
(a11 — /\)LEl + ... + A1nTy =0
(2171 + (a2 — Nxo + Q2n T, = 0
- ()
an1T1 + .. + (apn—Nz, = 0

Ey ist der Losungsraum dieses (n x m)-Systems. Wir stehen nun vor der
folgenden Alternative:

(a) Ist das System (3) reguldr, so besitzt es nur die triviale Losung: E) =
{0}. Es gibt dann keinen Vektor e # 0 mit Ae = Ae, somit ist das
betreffende A kein Eigenwert von A.

(b) Ist das System (3) jedoch singuldr, so besitzt es nichttriviale Losungen.
In diesem Fall ist dim £ > 0 (in aller Regel = 1), das betreffende A ist
ein Eigenwert von A, und E) C V ist der zugehorige Eigenraum.

Das System (3) ist genau dann singuldr, wenn seine Determinante verschwin-
det. Diese Determinante hangt ab von den als gegeben zu betrachtenden
Matrizenelementen a;, und zusatzlich von dem Parameter A. Als Funktion
von A ist

air — A ai2 A1n
a aso — A\
aoo — det(A — AT)
an1 o Qpp — A

ein Polynom vom genauen Grad n mit reellen Koeffizienten, genannt das
charakteristische Polynom der Abbildung (Matrix) A. Wir verwenden dafiir
den Bezeichner ‘chp’. Die Lésungen A; (1 < j < n) der charakteristischen
Gleichung

chp(A) =0 d.h.: det(A— ) =0

sind die A\-Werte, fiir die das System (3) singulér ist, also die Eigenwerte von
A (auch komplexe Losungen werden als Eigenwerte angesehen). Fiir jeden
gefundenen Eigenwert A; erhalt man die zugehorigen Eigenvektoren bzw. den
Eigenraum FE); durch Auflosung des Systems (3) mit A := ;.
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(3 Betrachte die Matrix

5 -1 3
A=]18 -1 6
-4 1 =2
Es ist
5-—A -1 3
chp(A) = det 8 —1-A 6
—4 1 —2-=A

= (5= A)(=1=A)(=2—\) +24+ 24
—6(5—X) = (=8)(=2—=X) — (—12)(-1—=))
= AN =2)+1).
Die charakteristische Gleichung X\ (A\?> — 2\ + 1) = 0 liefert die Eigenwerte
AM=X=1 A3=0.

Wir bestimmen zunéchst die Eigenvektoren zum (zweifachen) Eigenwert 1.
Der Eigenraum F; ist der Losungsraum des Systems

45[71 — €Io + 31’3 = 0
81, — 29 4+ 6x3 = 0. (4)
—4xy + a9 — 3x3 = 0

Die Matrix dieses Gleichungssystems besitzt offensichtlich den Rang 1; folg-
lich ist dim F; = 3 — 1 = 2. Die Vektoren

e :=(1,4,0), & :=(0,3,1)

sind linear unabhéngige Losungen von (4) und bilden damit eine Basis von
E; (Fig. 10.3).

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A3 = 0 sind die Losungen des homogenen
Systems

51‘1 — Ty + 3.’E3 = 0
8.%‘1 — T2 + 6$3 =0
—4.231 + T — 21‘3 =0

vom Rang 2 (hochstens 2 nach Konstruktion und mindestens 2 nach Inspek-
tion). Folglich ist dim Ey = 1, und Ejy wird aufgespannt von dem Vektor

&5 :=(5,—1,3) x (—4,1,-2) = (—=1,-2,1)
(fiir diesen Trick mit dem Vektorprodukt siehe Beispiel 9.(4), Forts.).
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Fig. 10.3

Geht man in V := R3 zu der aus Eigenvektoren bestehenden neuen Basis
(é1,é2,€3) tiber, so nimmt die Matrix von A Diagonalform an, und zwar ist

[t o0
A=1]0 10
0 0 0

Aufgrund unserer Analyse konnen wir die Abbildung A folgendermassen geo-
metrisch interpretieren: A ist die Parallelprojektion parallel zu Ey = ker A
auf die Ebene F;. O

In diesem Beispiel ist uns schon der folgende Satz zu Hilfe gekommen:

(10.1) Zu verschiedenen Eigenwerten gehérende Eigenvektoren sind linear
unabhangig.

[ Der Satz sei richtig fiir r Eigenvektoren f; zu r verschiedenen Eigen-
werten \; (1 < j <), und es sei f,41 ein Eigenvektor zu einem weiteren
Eigenwert A,.11. Angenommen, es gilt

T
fre1 = Zﬂjfj (5)
7j=1
fiir gewisse p;, so folgt

Afrir = u Af;

j=1
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und somit

Ay fror = Zﬂj A fi
Jj=1

Wegen (5) hat man daher
D (A = A1) f; =0
j=1

Dadie f; (1 <j <r) linear unabhéingig sind und da fiir alle j gilt: A; # A1,
folgt p1j =0 (1 <j <r) und damit f,11 =0 — ein Widerspruch. N

(10.2) Ist A:V — V eine lineare Abbildung mit dimV = n verschiedenen
reellen Eigenwerten \; (1 < j < n), so ldsst sich A diagonalisieren, das
heisst, es gibt eine Basis (€1, ...,€,) von V mit

A= diag()\l,)\g,...,)\n) .

Die charakteristische Gleichung chp(\) = 0 ist vom genauen Grad n und
besitzt damit nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau n Losungen

AeC  (I<j<n),

mehrfache mehrfach gezdhlt. Im Hinblick auf Korollar (10.2) ist somit die
Diagonalisierbarkeit einer Abbildung A von zwei Seiten her bedroht:

(a) Man muss (auch bei reellen Matrizen) damit rechnen, dass komplexe
Eigenwerte auftreten. Das ist im allgemeinen nicht so tragisch. Auch kom-
plexe Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren lassen sich im Rahmen der
vorgesehenen “reellen” Anwendung geeignet interpretieren und zum Ver-
standnis der betreffenden Situation nutzbar machen.

(b) Es kann vorkommen, dass die geometrische Vielfachheit dim F\« eines
mehrfachen Eigenwerts \* kleiner ist als dessen algebraische Vielfachheit.
In diesem (“seltenen”) Fall lésst sich A definitiv nicht diagonalisieren, aber
immerhin noch auf die sogenannte Jordansche Normalform bringen. Wir
gehen darauf nicht ein.
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(@) Betrachte die Matrix
0 0
=0

Das charakteristische Polynom

B -A 0]
chp()\)—det[1 _)\}—)\

besitzt die zweifache Nullstelle A* = 0; weitere Eigenwerte gibt es nicht. Zur
Bestimmung des Eigenraums Ej haben wir das homogene System

0:131 + 01’2 =0
I +OZL’2:0

aufzulosen. Wie man sofort sieht, ist
Eo ={(0,22)| z2 € R} = (e2);

insbesondere ist dim Ey = 1 < 2. (Die angegebene Matrix lasst sich mit dem
besten Willen nicht weiter vereinfachen!) O

10.3 Symmetrische Matrizen

In vielen Anwendungen ist die Abbildung A : R” — R"™ bzw. die Matrix
A € R™™™ symmetrisch, das heisst, es gilt A’ = A. Dies fiihrt zu besonders
erfreulichen Verhéltnissen:

(10.3) Ist A € R™™" eine symmetrische Matrix mit Eigenwerten A1, ..., Ay
(gemaéss algebraischer Vielfachheit aufgelistet), so gilt:

(a) Alle Eigenwerte sind reell.

(b) Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehéren, stehen
aufeinander senkrecht.
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(c) Es gibt eine orthonormale Basis (€1, ...,€,) von R™ mit

A = diag()\l,)\g,...,)\n) .

(d) Es gibt eine orthogonale Matrix T' mit

A = T diag(A1, Aoy An) - T

[ Wir beginnen mit (b). Die Symmetrie von A lisst sich “basisunab-
hangig” folgendermassen charakterisieren: A’ = A ist aquivalent mit der
Identitat

Azey=xeAy . (6)

Wegen uev = u'v (rechter Hand Matrizenprodukt!) gilt ndmlich
Azey = (An)'y=a2'Aly=z+Ay.

Sind x und y speziell Eigenvektoren mit zugehdrigen Eigenwerten A und p,
so wird aus (6):
ATy =T epy

bzw.
(A—p)zey=0. (7)

Ist hier A # u, so folgt x+y = 0.

Nun zu (a): Essei A := p+iv eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

von A und z = (z1,...,2,) € C" eine zugehorige Losung des Systems (3).
Da chp reelle Koeffizienten besitzt, ist dann auch \* := p —iv eine Nullstelle
von chp, und z* = (27,...,2%) ist eine zu \* gehorige Losung des Gleichungs-

systems (3).
Aufgrund von (7) gilt
A=A)zez"=0;

wegen
n
zez" = Z\zz\z >0
i=1

ist daher A — A\* =0, d.h. v =0.
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Fig. 10.4

Beweisidee fiir (c): A besitzt wenigstens einen reellen Eigenwert \; und einen
zugehorigen normierten Eigenvektor e; (Fig. 10.4). Wir behaupten: Das
orthogonale Komplement U des eindimensionalen invarianten Unterraums
(€1) ist ebenfalls ein invarianter Unterraum. Fir einen beliebigen Vektor
u € U gilt ndmlich wegen (6):

Ause; =usAe; =us \ég = A\use; =0

und folglich Au € U.

Die Einschrankung B := A|U geniigt ebenfalls der Identitat (6). Wegen
dimU = n — 1 dirfen wir daher annehmen (das ist ein Induktionsbeweis!),
dass sich B in der angegebenen Weise diagonalisieren lasst. Die dabei kon-
struierten Basisvektoren €; (2 < i < n) von U stehen von selbst senkrecht
auf e;.

Und schliesslich (d): Die zum Basiswechsel Standardbasis — FEigenbasis
gehorige Transformationsmatrix 7' ist nach Satz (4.3) orthogonal., das heisst,
es ist T—1 = T". Nach Satz (9.8) gilt A = T—! AT, wir erhalten daher mit
(c):

T'AT = diag (M\1,... \),

und dies ist aquivalent mit der Behauptung. N
(® Es soll die Abbildung A : R? — R3 mit der symmetrischen Matrix

~7/9  4/9  4/9
A= 4/9 -1/9 8/9
4/9  8/9 —1/9
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analysiert werden. — Das charakteristische Polynom berechnet sich zu
—7/9—A 4/9 4/9
chp (\) = 4/9 —-1/9—- A 8/9 =...
4/9 8/9 —1/9—A
=X -X+A+1

— - DA+ 1)

somit ist Ay = 1, A2 = A3 = —1. Aufgrund von (10.3) lésst sich daher A
beziiglich einer geeigneten orthonormalen Basis (e, €3, €3) auf die Diagonal-

form B
A =diag(1,—-1,-1)

bringen und erweist sich damit als Spiegelung an der é;-Achse.

Wir bestimmen zunéchst e; € F; als eine normierte Losung des homogenen
Systems
—16.%‘1 -+ 41‘2 + 4(L‘3 =0
4%1 — 10172 + 8£U3 =0
41’1 + 8272 — 10.7)3 =0

vom (garantierten) Rang 2 und erhalten
e1 =7(—16,4,4) x (4,-10,8) = (72,144, 144)

fiir ein geeignetes v € R, also
1
€1 = 5(1,2,2) .

Zur Bestimmung einer orthonormalen Basis (€2, é3) von E_; haben wir das
homogene System

201 + 4xy + 4x3 =0

4z, + 8(L‘2 + 8333 =0

dry + 8xy + 8xz3 =0

vom (garantierten) Rang 1 aufzulésen. Das Standardverfahren liefert die zwei
Basisvektoren
v = (=2,1,0), v® :=(-2,0,1)

von E_1, die aber nicht orthonormal sind (Fig. 10.5). Durch Normierung von
v®) erhilt man zunichst

1
&y = —(—-2,1,0) .
2 5( )
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Fig. 10.5

Um einen zu ez senkrechten Vektor e3 € E_; zu erhalten, machen wir den
Ansatz

es =0 —te,
und bestimmen ¢ € R so, dass e5«ey = 0 wird:

3)

’U( 'éz—tég‘égzo .

Es folgt
L= o® 2y = 4/V/5

und damit
4 2 4
P =(-2,0,1)— =(=2,1,0) = (—=,—=,1) .
63 ( 707 ) 5( ) ’O) ( 57 57 )

Durch Normierung ergibt sich schliesslich

&3 = (=2, —4,5) .

1
V45
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In Beispiel @ haben wir nebenbei noch das Problem gelost, zwei gegebene
Vektoren v, v(®) durch orthonormierte Vektoren “gleicher Leistung” zu
ersetzen. Die dabei angewandte Methode lasst sich verallgemeinern: Der
sogenannte Gram-Schmidt-Prozess liefert fiir eine beliebige Folge

(v, 0@ 3 )
von linear unabhangigen Vektoren rekursiv eine Folge

(61762763? )

von orthonormierten Vektoren mit dem Charakteristikum, dass nach jedem
Schritt, d.h. fiir alle » > 1, gilt:

(€1,...,8) = (D .. oMy,

Wir verzichten auf die Details.



Systeme von linearen
Differentialgleichungen

11.1 Problemstellung

(D Betrachte das in der Fig. 11.1 dargestellte System von zwei federnd auf-
gehangten Massen mq, mo:

bl f Jp)

Y

NN

Fig. 11.1

Mit f1, fo und f bezeichnen wir die drei Federkonstanten. Man kann es so
auffassen: Die beiden Teilsysteme (mq, f1) und (me, f2) sind iiber die Feder
f aneinander gekoppelt. Ist das System mit z; = 0, x5 = 0 im Gleichgewicht,
so lauten seine Bewegungsgleichungen folgendermassen:

mzig = —fgxg — f(xg — .1'1)

miEy = — fizr + f(x2 — x1) }
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Wir fithren die Geschwindigkeiten v; := &; (i = 1, 2) als zusétzliche Variable
ein und erhalten damit das folgende System von vier homogenen linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung;:

.Ci:l = U1
To = V2
. f+h f
v, = — xr1 + — X2
m1 ma
. / [+ f
U2 = — I - 2
mo mo

Unzéahlige mechanische, elektrische, chemische oder 6kologische Systeme las-
sen sich durch ein derartiges System von Differentialgleichungen modellieren.

O

Im folgenden arbeiten wir im R™ bzw. C". Die Koordinatenvariablen x1,
Ta, ..., T, stellen typischer Weise individuell interpretierbare physikalische
(...) Grossen dar, weshalb es im weiteren keine Koordinatentransformationen
geben wird.

Es sei A € R™*" (bzw. € C"*™) eine fest vorgegebene Matrix. Dann heisst

T1 = anry + aer2 + ...+ ATy
Ty = a2r1 + axrz + ... + a7,
)
Tp = Ap1T1 + Ap2T2 + ...+ ApnTyp
kurz:
T =Ax (1)

ein System von n linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Eine vektorwertige Funktion

2() i R—R, o a(t) = (@1(0),... 2a(1))
ist eine Losung dieses Systems, falls identisch in ¢ gilt:
z(t) = Ax(t) (teR).

Wir machen Gebrauch von den folgenden Grundtatsachen der allgemeinen
Theorie derartiger Systeme:
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(a) Die Losungen bilden einen Vektorraum £ von vektorwertigen Funktio-
nen:
L c C*[R,R").

(b) Zu jedem Anfangsvektor z° € R™ (bzw. € C") gibt es genau eine Losung
z(-) € £ mit z(0) = 2°.

11.2 Losungsansatz

Sind 2° und y° zwei Anfangsvektoren und z(+), y(-) die zugehérigen Losungen,
so induziert der Anfangsvektor z° +y° die Losung z(-) +y(+). Da ferner jede

Losung z(-) € L einen wohlbestimmten Anfangsvektor z° := x(0) besitzt,
schliessen wir: Die Abbildung
R" — L
¢ 0 ) : 0 (2)
x° +— Losung mit Anfangsvektor x

ist eine bijektive (also regulédre) lineare Abbildung, und weiter: Der Losungs-
raum L ist ein n-dimensionaler Vektorraum (von vektorwertigen Funktionen).
Fiir eine vollstdndige explizite Beschreibung von £ benétigen wir daher n
linear unabhéngige Losungsfunktionen. Der folgende Satz stellt uns gerade
eine derartige Kollektion in Aussicht:

(11.1) Ist v = (v1,...,v,) ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A,
so ist die Funktion
z(t) = Mo (3)

(Fig. 11.2) eine Losung von (1), und zwar die Lésung mit dem Anfangsvektor
z(0) = v.
[ Die Funktion ¢ — e ist eine Skalarfunktion, und v ist ein konstanter
Vektor. Damit ergibt sich aus (3):
i(t) = AeMo = eM Av = A(eMo)
— Ax(t),
und zwar gilt dies identisch in ¢. ]
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Fig. 11.2

Da die Abbildung (2) regulér ist, erhdlt man aus linear unabhéngigen Eigen-
vektoren v¥) auch linear unabhingige Losungen (3). Hieraus ergibt sich:

(11.2) Die Matrix A € R™*™ besitze n linear unabhingige Eigenvektoren
v 0™ zu den (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerten A1,
..y Ap. Dann ist die allgemeine Losung von (1) gegeben durch

z(t) = CreMto® 4 4 Cpetto™

= Z Cje)‘jtv(j) (4)
j=1
mit beliebigen reellen (komplexen) Koeffizienten C; (1 < j <n).

In der Praxis interessieren in erster Linie die Eigenwerte A; und deren Abhan-
gigkeit von den Daten des betrachteten realen (mechanischen, ...) Systems
(siehe Beispiel @), in zweiter Linie die Koordinaten der Eigenvektoren v(/).
Wird tatséchlich die Losung eines ganz bestimmten Anfangswertproblems
benétigt, so sind die Werte der Koeffizienten C; durch Auflésung eines line-
aren Gleichungssystems zu bestimmen:

Konfrontiert man (4) mit der Bedingung x(0) = z°, so resultiert die Vektor-
gleichung

> Cpl? =2,
=1
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und mit
Ulj l’?
0
. V2; T2
o) = | 1<j<n), 2°=].
Unj x,,

wird daraus das regulére lineare (n x n)-Gleichungssystem
n
j=1

in den Unbekannten C;. In den Kolonnen der Matrix
V= [vi] (5)

dieses Gleichungssystems stehen die Eigenvektoren vV, ... v(™ der Matrix
Aj; in anderen Worten: V ist die Transformationsmatrix fiir die (an sich nicht
notwendige) Koordinatentransformation (e1,...,e,) — (v, ... v™),

(2 Bei dem folgenden System von zwei Differentialgleichungen:

(6)

l"l = -1 + Qx>
Tg = T1— T2

miissen wir von vorneherein damit rechnen, dass die Losungen nicht nur
quantitativ, sondern auch qualitativ vom Wert des Parameters a abhangen.
— Die Systemmatrix )
-1 —a
A= ]

besitzt das charakteristische Polynom

chp(A) = det o 1o
=N +22+1-a

[—1— )\ leY ]

und somit die Eigenwerte

At = —1++/a.

Hier beginnt schon die Fallunterscheidung:
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(a) a>0

In diesem Fall haben wir zwei verschiedene reelle Eigenwerte. Ein Eigenvektor
vy zum Eigenwert A4 ergibt sich aus der Gleichung

11}1+(—1—)\+)JI2 =0 d.h. X1 —\/aSCQ =0.

Wir konnen daher

und aus Symmetriegriinden

annehmen. Die allgemeine Losung z(-) von (6) ist dann nach Satz (11.2)
gegeben durch

[rrl(t)] _ ety [Vﬂ L Cyel -1V {—\/ﬂ . (7)

xa(t) 1

Sind Anfangsbedingungen

vorgegeben, so bestimmen sich C; und Cy aus dem Gleichungssystem

\/501 —\/502 :x(l]
Ci + 02:1'3.

Wir bemerken noch die folgenden qualitativen Unterschiede: Ist 0 < o < 1,
so sind beide Eigenwerte < 0; somit streben alle Losungen mit ¢ — oo gegen
0. Ist a =1, soist Ay =0, A_ < 0; somit besitzt jede Losung fiir ¢ — oo
einen (vom Anfangsvektor abhéngigen) Grenzwert. Ist aber a > 1, so ist
A+ > 0, und fast alle Losungen wachsen mit ¢ — oo exponentiell an.

(b) =0

Ist a = 0, so besitzt A nur einen Eigenwert, nadmlich —1 mit algebraischer
Vielfachheit 2. Wie man leicht verifiziert, ist dim E_; = 1; die Matrix A
besitzt demnach keine zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren. — Wir ver-
folgen diesen Fall nicht weiter.



11.2 Loésungsansatz 125

() a:=—-w?<0

In diesem Fall besitzt A die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte
Ay = —1 4w

mit zugehdrigen Eigenvektoren

Vg = [Zi}] , U = [—;w] eC?.

Das System (6) besitzt daher anstelle von (7) die allgemeine komplexe Losung

[m(t)} ot (Cleiwt [Z;U] 1 Che—iwt [_iw]> , C1,C2 e C.

Nun sind wir natiirlich in erster Linie an reellen Losungen interessiert. Um
zwei linear unabhéngige reelle Losungen zu erhalten, setzen wir einmal C; =

Cy = % und finden die partikulare reelle Losung

y D (t) = et [_sossiglc«fgt)} .

Beim zweiten Mal setzen wir C := %, Cy = —% und finden die weitere
reelle Losung
@) (4 . ot w cos(wt)
yo) =e [ sin(wt) | °

Da y™ und y® ersichtlich linear unabhéngig sind, ist jetzt die allgemeine
reelle Losung des Systems (6) gegeben durch

w(t) = ey (t) + ey (1)
mit reellen Koeffizienten ¢y, ¢, oder ausgeschrieben:

21(t) = w(—cy sin(wt) + ¢ cos(wt)) e~ }
22(t) = (1 cos(wt) + ¢z sin(wt)) e

Wir sehen: Ist o < 0, so kommt es zu gedampften harmonischen Schwingun-

gen. O
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11.3 Die Fundamentalmatrix

Der Losungsraum £ des Systems (1) ldsst sich noch auf eine ganz andere
Art explizit beschreiben. Dabei wird auch die Abhéngigkeit der Losung
von den Anfangsbedingungen explizit dargestellt und braucht nicht iiber die
Auflésung eines Gleichungssystems erschlossen zu werden.

Wir bezeichnen mit x(t|2°) den Wert der zum Anfangsvektor 2° gehdrigen
Losung zur Zeit ¢; insbesondere ist (0] 2°) = 2°. Formal gilt

z(t|2%) = 6; 0 ¢ (2°) ;
dabei ist ¢ die in (2) definierte Abbildung und
o : C°(R,R") = R",  z(-) — z(t)

die in Beispiel 9.@ betrachtete Evaluationsabbildung. Da sowohl ¢ wie &;
linear sind, hingt z(t|2°) fiir jedes feste ¢ linear von z° ab. Es gibt daher
eine (n x n)-Matrizenfunktion

t = &) =g (t)]

mit
)
0
Lo

2(t]2°) = D(t) 2° = [in(t)] Sl (8)

T
Die Matrix ®(¢) heisst Fundamentalmatrix des Systems (1). In ®(¢) ist alle
Information iiber £ explizit gespeichert, und zwar erhélt man die Lésung von
beliebigen Anfangswertproblemen zu (1) durch einfache Matrizenmultiplika-
tion.

Das alles hilft nur dann, wenn man die Matrix ®(¢) effektiv berechnen kann.
Der folgende Satz stellt eine fiir alle ¢ konvergente Reihenentwicklung zur
Verfiigung:
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(11.3) Die Fundamentalmatrix ist gegeben durch
d(t)=I1+tA t2A2 t3A3 t4A4
(t)= I+ AT AT AT+
= et .
[ Hat ®(t) die angegebene Form, so ist
by = A+ Lar e Lgp Uy
= Ad(t) .
Betrachte jetzt die Funktion
z(t) := ®(t) 2"
(vgl. (8)). Dann ist erstens
2(0) = ®(0) 2" =T2%=2",
und zweitens gilt fiir alle £ € R:
i(t) =)z’ = Ad(t) 2" = Ax(t) .
Folglich leistet die angegebene Matrix genau das Verlangte. N

Zum Schluss notieren wir ohne Beweis:

(11.4) Gentigt A den Voraussetzungen von (11.2), so ist

d(t) = etA =V . diag(eAlt, e>‘2t, ... ,e)‘”t) Vet ;

dabei bezeichnet V' die Matrix (5).



Quadratische Formen,
Hauptachsentransformation

12.1 Definitionen

Ein homogenes Polynom ¢(-) zweiten Grades in den Koordinatenvariablen z,

Y, -

.. oder z1, ..., x,, gemeint ist: die zugrundeliegende Funktion

q(): R* =R,

heisst eine quadratische Form. Quadratische Formen treten zum Beispiel auf

@

bei der analytischen Beschreibung von Kegelschnitten und Flachen zwei-
ten Grades,

bei der Analyse von kritischen Punkten (das heisst: potentiellen Ex-
tremalstellen) von Funktionen mehrer Variablen,

in der Mechanik (Spannungszustdnde, Tragheitsmomente u.a.).

Hier sind zwei Beispiele von quadratischen Formen in Koordinatenvari-

ablen x,y, z bzw. x,y:

q(z,y,z) == 32% — 6zy + 8z + y* — 3yz + 227,
q(z,y) = 2zy . O
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Eine quadratische Form hat potentiell n reinquadratische Terme und (Z)
gemischte Terme. Es ist aber vorteilhafter, von Anfang an die gemischten
Terme in zwei Halften aufzuteilen und die quadratische Form mit n? Termen
der Form g¢;x;x) vorzusehen; dabei ist @) = [ gix | eine symmetrische Matrix:

n
Q(w) = Z qikTi Tk -

i,k=1

Die Evaluierung von ¢(-) an einer gegebenen Stelle z ldsst sich dann als
Matrizenprodukt darstellen:

q(z) =2'Qu . (1)
Die quadratische Form heisst positiv (negativ) definit, wenn gilt:
q(z) >0 (<0) Ve #0,
positiv (negativ) semidefinit, wenn gilt:
q(z) 20 (<0) V=,
und indefinit, wenn sie sowohl positive wie negative Werte annimmt.

(2 Die Form
¢:(2) =lz[* (v €R")

ist positiv definit. Die nachstehenden Formen in den Variablen x,y, z sind
wie angegeben:

q(z,y,2) =2 +2(x —y)? +3(x +y — 2)* positiv definit

@(z,y,2) = (r+y+2)? semidefinit (g(1,1,-2) = 0)

q3(z,y, 2) := 2xy + 2° indefinit
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12.2 Tragheitssatz

Als Funktion ¢(-) : R™ — R ist eine gegebene quadratische Form wohlbe-
stimmt. Der konkrete Ausdruck von ¢(-) in den Variablen x1,...,z, bzw.
T1,...,%n, d.h. letzten Endes die Matrix @), ist aber koordinatenabhéingig.
Die Matrix @) veréndert sich beim Ubergang zu neuen Koordinaten in charak-
teristischer Weise, gemeint ist: nach einem bestimmten Transformationsge-
setz, namlich:

Q=T0QT; (2)
dabei stellt T' die Transformationsmatrix alte Basis — neue Basis dar (Be—
weis mit Hilfe von (1) und Satz (4.1) bzw. (4.2)). Dies ermdglicht, eine
gegebene quadratische Form durch Wahl der richtigen Koordinaten auf eine
Normalform zu bringen, an der die qualitativen Eigenschaften von ¢(-) ohne
weiteres abgelesen werden kénnen. In der Normalform besitzt ¢(-) nur noch
reinquadratische Terme mit Koeffizienten +1:

(12.1) Jede quadratische Form q(-) : R — R,

q(z) = Z qikTiTk (3)

ik=1
lasst sich in geeigneten (schiefwinkligen) Koordinaten (Zi,...,T,) auf die
Form
@) =T +.. .+ T2 -T2 — ... — T, (4)

bringen. Die Zahlen r und s sind eindeutig bestimmt.

Die Anzahl r der positiven Summanden in (4) heisst Index von ¢(-); die
Summe 7+ s (< n) ist der Rang und die Differenz r — s die Signatur. In den
neuen Koordinaten (Z1,...,Z,) hat die Matrix von ¢(-) folgende Gestalt:

11

Qi
1
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Man sieht: Die Form ¢(-) ist genau dann positiv bzw. negativ definit, wenn
r =n bzw. s = n ist. — Satz (12.1) ist der sogenannte Trégheitssatz.

[ Die gegebene Form (2) wird mit Hilfe quadratischer Ergénzung rekursiv
reduziert. Es sei z.B. ¢11 # 0. Dann kénnen wir schreiben:

n n
q(z) = qu177 + 273 Z(hkwk + Z QikTi T

k=2 ik=2
n 2 n n
_ q1k 9191k
=qu | x1+ —Tr | — E —XiTk + E qikT; Tk -
k2 111 ik 1 i k=2

Setzen wir jetzt

n
zZ1 = /|qu1| (wl + Zl—kivkz) )
11

k=2
so wird
- 141k
q(z) = sgnqu 77 + Z (%‘k - > ZTiTk -
S q11
i,k=2
Mit der Summe rechter Hand (die nur noch die Variablen zs, . .., z,, enthélt)

wird in analoger Weise weitergefahren, usf. Steht einmal kein ¢;; # 0 zur
Verfligung, so kann die entstehende Pattsituation mit Hilfe von

1 1
T = 5(1'1 —|—$2) , X9 1= 5(%1 — (L‘Q)

(dann ist z179 = T3 — 73) aufgebrochen werden. Wir gehen darauf nicht ein.

Hat ¢(-) in den Koordinaten (Zi,...,Z,) die Form (4) und in geeigneten
anderen Koordinaten (z},..., ] ) die Form
qx) =2 +.. 42l -l — . 2l

so ist z.B. ¢(x) < 0 fiir alle = in

U .= <éT+17 . .,€n>
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und g(x) > 0 fiir alle z # 0 in
Vi={(el,...,e.) .
Hieraus folgt U NV = {0} und somit
(n—7r)+7r" =dimU +dimV < n,

d.h. 7" <r. Aus Symmetriegriinden ist dann ' = r und auch s’ = s. N

(D (Forts.) Wendet man das beim Beweis von Satz (12.1) beniitzte Ver-
fahren auf ¢(z,y, z) an, so erhélt man nacheinander:

4 4
q(z,y,z) =3(x —y+ 52’)2 —3(y — 52)2 +y? — 3yz + 227
4 2
= 3(r—y+ 52) +aq1(y, 2),

16
a1(y,2) = =2y% + 5yz + (— 5 +2)2°

3
5) 25 10
— oy — 224 (22 Y2
(=227 + (5 - 32

Setzt man also

z: V3 (- y 4+ 32)
g = f vy — 32 : (5)

so wird

q(2,9,2) =3" -7 - 2"
An (5) lésst sich iibrigens direkt die (Inverse der) Transformationsmatrix
ablesen. Man hat, vgl. Satz (4.2),

V3 —V3 43
7-1-10 V2 —% 2
0 0 5

24 O
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12.3 Hauptachsentransformation

Die Reduktion einer quadratischen Form (2) auf Normalform (4) erfordert
an sich keine Eigenwertberechnung. Die zugehorige neue Basis ist allerdings
schiefwinklig. Was lasst sich erreichen, wenn die neue Basis wieder orthonor-
miert sein soll?

Die Matrix Q = [¢;x] unserer quadratischen Form ist symmetrisch. Nach
Satz (10.4) sind folglich alle Eigenwerte \; von @ reell, und es gibt eine
orthogonale Matrix T mit

Q :T-diag()\l,/\g,...,)\n) 'T/ .
Dies ist aquivalent mit
T/QT = dlag ()\1, )\2, ceey )\n) .

Mit Riicksicht auf (2) kénnen wir daher folgendes sagen: Interpretiert man
T als Transformationsmatrix zu einer neuen Basis (€1, ..., €,), so erhilt die
Matrix der quadratischen Form ¢(-) Diagonalform. Die hier auftretenden é;
sind Eigenvektoren der Matrix (). Damit haben wir den folgenden Satz {iber
die sogenannte Hauptachsentransformation bewiesen:

(12.2) Es sei
n
q(z) = Z qikTiTk

i,k=1

eine reelle quadratische Form; weiter seien \1, ..., A, die Eigenwerte der Ma-
trix @ und (€1, ...,€,) eine zugehoérige orthonormierte Basis von Eigenvek-
toren. Dann besitzt q(-) in den neuen Koordinaten (Z1,...,Z,) die Gestalt

q(z) = MNT3 4+ XT3 + ...+ N\, T2 .

(D (Forts.) Es soll die Fliche S ¢ R? mit der Gleichung ¢(z,y,2) = 1, d.h.
322 —6xy +8xz+y* —3yz+22°2 =1,

untersucht werden. Die zu ¢(-) gehorige Matrix
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Fig. 12.1

besitzt die (mit Matlab berechneten) Eigenwerte
A = —1.9611, Ay = —0.0793, A3 = 8.0404 .

Wir konnen damit folgendes sagen: Die Fliche S besitzt in geeigneten recht-
winkligen Koordinaten (Z, 9, z) die Gleichung

—1.9611z% — 0.07937> + 8.0404z% = 1,

d.h.
1
Z = £ ——=+/1+1.9611z2 + 0.079372 ,
v/8.0404 v Y
und erweist sich damit als zweischaliges Hyperboloid (Fig. 12.1). Die normier-
ten Eigenvektoren zu A1, A2, A3 sind die neuen Basisvektoren ey, €3, 3. Sie
werden von Matlab ebenfalls geliefert und erscheinen als Kolonnenvektoren

der Transformationsmatrix

—-0.7097 0.0196  0.7042
T =|-04405 —-0.7925 —0.4218
0.5499 —0.6095 0.5711



Unitare Raume

13.1 Definitionen

Hiermit treten wir definitiv in die Welt des Komplexen ein. Die komplexen
Zahlen erscheinen nicht nur als mehr oder weniger lastige Losungen von ir-
gendwelchen charakteristischen Gleichungen, sondern schon der “Grundkér-
per” ist C (anstelle von R); das heisst: Alle Koordinatenvariablen, die Ele-
mente der auftretenden Matrizen usw. sind grundsatzlich komplexe Variablen
bzw. Zahlen. — Die komplexe Konjugation bezeichnen wir im folgenden
durch Uberstreichung: p+ v = p — iv.

Unitare Rdume sind komplexe Vektorraume, die mit einem komplexen Ska-
larprodukt ausgeriistet sind. Standardmodell ist der Raum

C" i ={z=(21,...,2,) |2 €C (1<k<n)}
mit dem “natiirlichen” Skalarprodukt

(|y) =T1y1 + Tay2 + ... + TpYn
N (1)
- TrYk -
k=1

Leider gibt es hierfiir keine passende reelle geometrische Veranschaulichung.
Man hilft sich so, dass man sich im stillen R? mit dem gewohnlichen Skalar-
produkt vorstellt.
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Ist (z|y) = 0, so heissen z und y zueinander orthogonal. Die speziellen
Produkte
n n
(wlz) = T =Y |kl
k=1 k=1

sind reell und fiir & # 0 positiv. Man nennt
]| := /(x| (2)
den absoluten Betrag oder die Norm des Vektors z.

Es ist ziemlich klar, dass die Funktion (-|-) den folgenden Rechenregeln
gehorcht:

(aly+2) = (aly) + (o), .. G
(z|Ay) = Mzly)
<Ax|y>=x<xry>} hed W

(ylz) = (zly) , (5)
und, wie gesagt,

(x|z) > 0 (x #£0) . (6)

Allgemein: Ein endlich- oder unendlichdimensionaler komplexer Vektorraum
V' mit einem Skalarprodukt

(-]'): VxV = C,

das den Axiomen (3)—(6) geniigt, heisst ein unitdrer Raum. In einem unitéren
Raum hat man eine Norm (2) und in der Folge eine natiirliche Abstandsmes-
sung

d(z,y) = |lz -yl

(wie im Reellen!). Ist V' beziiglich dieser Metrik “vollstandig” (whatever that
means; es spielt ohnehin nur im unendlichdimensionalen Fall eine Rolle), so
nennt man V' einen Hilbertraum.

(D Es sei V := C>®(R/27w,C) der Raum der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen auf der “Kreislinie” R/27 oder, was dasselbe ist: der Raum der
2m-periodischen C'*°-Funktionen f: R — C (Fig. 13.1).
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oy

[N
\

Fig. 13.1

Durch die Festsetzung

27

o) = 5= | T

wird auf V' ein komplexes Skalarprodukt erklért: Die Eigenschaften (3)—(5)
sind offensichtlich vorhanden. Ist weiter f # 0, das heisst: f(¢) nicht = 0, so
ist notwendigerweise

1 21
2 2
I fII° = —%/O |£(1)]dt > 0.

Somit ist nun V ein (unendlichdimensionaler) unitdrer Raum (jedoch kein
Hilbertraum, aber lassen wir das).

Beispiele von Funktionen in V' sind

(t+—) cost, sint _cos(2h)
’ ’ 2 + cos(5t)
und natiirlich die Funktionen
ex(t) == e (keZ). (7)

Wir berechnen die Skalarprodukte (e;ler): Zunéchst erhdlt man fiir jedes

einzelne k:
1 27‘(‘ 'kt 2 1 271'
= ¢ dt = — 1dt=1.
fenler) = = [ lePar= o
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Ist weiter j # k, so ergibt sich nacheinander

1 27 ot 1 27 (k .)t
‘ = ijtethld = — HEIR e
teslex) 277/0 e 2 /o ‘

s

2m
L1 i

- 27mi(k — j)

=0.

0

Zusammengefasst haben wir
(ejlex) =6k (J,k€Z);

das Funktionensystem (ex(-))rez hat also den Charakter einer “orthonor-
malen Basis” von V. O

Wir kehren zuriick zum endlichdimensionalen Fall und notieren vorweg
(13.1) Jeder endlichdimensionale unitdre Raum V besitzt orthonormale Ba-

sen. Sind (x1,...,x,) zu einer orthonormalen Basis gehérige Koordinaten,
so erscheint V' als Standardmodell C™ mit Skalarprodukt (1).

[V besitzt jedenfalls eine Basis (v(l), RIS ) Mit Hilfe eines Gram-—

Schmidt-Prozesses lasst sich aus (U(l), ... ,v(")) rekursiv eine orthonormale
Basis (eq, ..., e,) konstruieren.

Es sei (e1, ..., ey,) eine beliebige orthonormale Basis. Dann gilt aufgrund von
(3) und (4):

n n
zly) = <Z$j€j | Zykek>
= Zj]yk e]’ek Zx]yk 5]]9

Jik
n

= E TkYk - ]
k=1
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13.2 Operatoren

Von nun an lassen wir nur noch orthonormale Basen zu. Wir denken uns eine
derartige Basis (eq, . . ., €,,) in dem unitdren Raum V ein fiir allemal festgelegt
und diirfen dann eine lineare Abbildung A : V' — V (im vorliegenden Zusam-
menhang auch linearer Operator genannt) und die zugehdrige Matrix mit
demselben Symbol A bezeichnen.

In diesem Kapitel geht es namlich in erster Linie um die “Feinstruktur”
von gewissen linearen Abbildungen (Operatoren) A : V' — V. Was in den
Kapiteln 9 und 10 dazu gesagt wurde, gilt natiirlich immer noch. Mit dem
Skalarprodukt haben wir aber ein zusétzliches Strukturelement, das diejeni-
gen Operatoren auszeichnet, die es in dem einen oder anderen Sinn “respek-
tieren”.

Es sei also A : V' — V ein linearer Operator. A besitzt in der Menge der
Operatoren ein “Spiegelbild” A*, das mit A durch die Identitéat

(A%zly) = (z|Ay)  (z,y€V) (8)

verkniipft ist. Man nennt A* den zu A adjungierten Operator. Wir beweisen
dariiber:

(13.2) (a) elm;,(A*) = elmy;(A)  (transponiert + komplex konjugiert),
(b) (AA)* = XA,

(©) (AB)® = B* A%,

(d) A* = A.

©)

2447 3—4 e 2—¢ 2 1
A= 2 -1  cosa = A*=|34+¢ -1 —1
1 ) 7 8in o e ' cosa —isina

O
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[ (a): Wir verifizieren zunichst die folgende Rechenregel fiir die Koordi-
naten eines Vektors x:

xj = (ejl|x) (1<j<n).

Es gilt namlich
(ej]x) = (e;] Z$k€k> = Z:f:k(ej|ek> =x; .
k=1 k=1

Nach Definition (9.4) der Abbildungsmatrix hat man daher nacheinander

elm;, (A") = (A%ex); = (e;|A%ex) = (Ae;lex)
= <€k|A€i> = elme(A) .

(c): Aus A* = A’ folgt

(AB)* = (AB) = B’A’ = B' A’ = B* A* .
Der Rest ist klar. N

Wir definieren die folgenden speziellen Klassen von Operatoren bzw. Ma-
trizen: Ein linearer Operator A : V — V bzw. eine (n X n)-Matrix A heisst

(a) selbstadjungiert, falls A = A*,

(b) unitar, falls A*A = AA* =1,

(c) normal, falls A*A = AA*.

Die Eigenschaft A = A* ist aquivalent mit der Identitat

(Azly) = (z]Ay)  (z,y€V) (9)

(vgl. (10.6)!), die sich leider nicht intuitiv geometrisch interpretieren lésst.
Es ist einfach ein fact of life, dass viele in der Praxis auftretende Operatoren
selbstadjungiert sind. Ein unitédrer Operator T hingegen hat die einleuch-
tende Eigenschaft, dass er das Skalarprodukt und damit auch die Abstande
invariant lasst: Fir alle z,y € V gilt

(Tx|Ty) = (T"Txly) = (z[y) - (10)
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Ein unitdrer Operator ldsst sich daher als eine Art “Drehung” von V auf-
fassen.

(D (Forts.) Wir zeigen: Der Operator
1.
A: V=V, fre A f

ist selbstadjungiert. Fiir beliebige f,g € V gilt namlich

sl = 5 [ a0 a

27
- [%gu) - ”%g@dtl
= o [T s

= (flAg) ,

wie nach (9) erforderlich. — Betrachte anderseits den Operator T : V — V,
definiert durch

Tf(t) := —%f(t) + %\/gf(—t) (t € R/2m).

Dieses T' ist unitdar. Es mag geniigen, zu beweisen, dass flir alle f € V gilt:
ITfII*> = ||f]|?, wobei beide Seiten dieser Gleichung von vorneherein reell
sind. Also:

17712 = o= [ (=500 + 5V37(-0) (~370) + 5V (-0) o

s

1 1— 3 .
— o | I + 3700y + i -0
= G+ DI = 112
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Selbstadjungierte wie unitire Operatoren sind normal und fallen damit in
den Wirkungsbereich des folgenden Lemmas:

(13.3) Es sei V ein unitdrer Raum und A : V — V ein normaler Operator.
Dann gilt:

(a) Ae=)de <+= A*e=\e;
das heisst: A und A* besitzen dieselben Eigenvektoren.

(b) Ist e ein Eigenvektor von A, so ist dessen orthogonales Komplement U
ein invarianter Unterraum von A.

(¢) Zu verschiedenen Eigenwerten gehérende Eigenvektoren stehen auf-
einander senkrecht.

[ (a): Ist B normal, so gilt fiir alle z € V:

(Bx|Bz) = (B*Bz|x) = (BB* x|z)
= (B*z|B*z) .

Wenden wir das auf den normalen Operator B := A— A I und das zugehorige
B* := A* — A\ I an, so ergibt sich

|Az — \z||* = ||A*z — Az|]? .
(b): Nach (a) ist A*e = Ae. Damit hat man fiir beliebiges y € U:
(Ayle) = (ylA"e) = Ayle) = 0;

folglich ist dann auch Ay € U.
(c): Es sei Aey = A1e1, Aeg = Agea. Dann gilt wegen (a) und (8):

(A1 — X2)(er]e2) = (Mrerfez) — (er|Azea)
= (Afe1le2) — (e1]Aez)
=0.
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13.3 Spektralsatze

Wir kommen damit zu den beriihmten Spektralsitzen fiir selbstadjungierte
bzw. fiir unitédre Operatoren.

(13.4) EsseiV ein endlichdimensionaler unitdrer Raum und A : V — V ein
selbstadjungierter Operator. Dann gilt:

(a) Alle Eigenwerte \; von A sind reell.

(b) Es gibt eine orthonormale Basis von V', die A diagonalisiert: Beziiglich
dieser Basis besitzt A die Matrix

[A] = diag (A1, Az, ... An)

[ Die Behauptung (a) folgt unmittelbar aus Lemma (13.3)(a) und A =
A*. — (b): Eine orthonormale Eigenbasis ldsst sich mit Hilfe von Lemma
(13.3)(b) rekursiv konstruieren; vgl. den Beweis von Satz (10.3)(c). N

Satz (13.4) ist Aquivalent zu dem folgenden Satz iiber selbstadjungierte Ma-
trizen:

(13.5) Es sei A eine selbstadjungierte (n x n)-Matrix. Dann gilt:
(a) Alle Eigenwerte \; von A sind reell.

(b) Es gibt eine unitére (n x n)-Matrix T mit

A = T-diag()\l,)\z,...,)\n)-T* .

[ Die zum Basiswechsel Ausgangsbasis — Eigenbasis gehorige Transfor-
mationsmatrix 7" ist unitér (vgl. Satz (4.3)), das heisst, es ist T-! = T*.
Nach Satz (9.8) gilt daher

diag(A1,...,\,) = T"AT,

und dies ist aquivalent mit der Behauptung. N
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(13.6) Es sei V ein endlichdimensionaler unitdrer Raum und T :V — V
ein unitdrer Operator. Dann gilt:

(a) Alle Eigenwerte \; von T' besitzen den Betrag 1:
A= e (1<j<n).

(b) Es gibt eine orthonormale Basis von V', die T diagonalisiert. Beziiglich
dieser Basis besitzt T die Matrix

[T] = diag(e™®,e™*2, ..., e'n) .

[ (a): Ist A Eigenwert, so gibt es einen Vektor e # 0 mit T'e = Ae. Hieraus
folgt mit (10):
Al e = [Ae| = [Te| = [e] ,

also |A\| = 1. — Die Behauptung (b) wird wie (13.4)(b) bewiesen. N
(1) (Forts.) Wir bestimmen die Wirkung von A und von T auf die in (7)
definierten Vektoren e; (k € Z):

In der “Funktionensprache” haben wir

_ld gy ke
Aey (t) = s = ke'™ = keg(t),
und das heisst in der “Vektorsprache”:
Aep = key (k & Z) . (11)

Die Funktionen e (-) sind demnach Eigenvektoren oder eben Eigenfunktionen
von A. Der zu e gehorige Eigenwert ist die reelle Zahl k. Was T betrifft, so
hat man

1. ‘ A
Tey (t) = —ielkt + %\/ge"kt

) .

= ——ek(t) + 2\/§€_k(t)
2 2

und folglich
1 :
Tep = —sec+5V3en  (keZ). (12)

Fiir £ = 0 ergibt sich speziell

Tey =weq,
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4 120°
N

Fig. 13.2

dabei ist
1 4 ;
— -3 = 2mi/3
w 5 + 2\/_ e
(Fig. 13.2); somit ist jedenfalls die konstante Funktion ey(t) := 1 eine Eigen-

funktion von T.

Die Sétze (13.4) und (13.6) beziehen sich auf eine endlichdimensionale Si-
tuation. Um eine derartige Situation herzustellen, schranken wir unsere Be-
trachtungen von jetzt ab willkiirlich ein auf den fiinfdimensionalen Unterraum

W = (eg,e1,e_1,€3,6_9) CV

der trigonometrischen Polynome vom Grad < 2. Hierzu gehoren zum Beispiel
die Funktionen

(t—) cost, e +ie ?" 14 sint+ sin’t,

cos(2t) —sint, ...

Aus (11) und (12) folgt, dass sowohl A wie T" diesen Raum in sich iiberfiih-
ren. Beziiglich der orthonormalen Basis (eg,e1,e_1,€2,e_2) von W besitzt
A nach (11) die Matrix

[A] = diag(0,1,—1,2,—2),

und das ist schon die vom Spektralsatz fiir A in Aussicht gestellte Diagonal-
form.



148 13 Unitare Raume

Aus (12) ergibt sich fiir 7" beziiglich derselben Basis die Matrix

r=| w5 o4 ®
3 %\/13
V3 =3

die angenehmer Weise schon in drei Késtchen, davon zwei gleiche, zerfallt.
Die Eigenwerte von T sind die zusammengelegten Eigenwerte der einzelnen
Kastchen. Wir berechnen also die Nullstellen des Polynoms

1 %
=X 3V3
5

_ 12
WY A N =224 A+1

det

und finden
AM=w, Aa=w.

Demnach besitzt T' die Eigenwerte w (dreifach) und @ (zweifach). Aufgrund
von Satz (13.6) nimmt 7' beziiglich einer geeigneten orthonormalen Basis
(eo, f1,91, f2,92) von W die folgende Diagonalgestalt an:

[T] = diag(w, w, v, w,®) .
Die Eigenvektoren (bzw. -funktionen) f1, g1, f2, g2 werden bestimmt, wie in

Kapitel 10 besprochen. Dabei kann man natiirlich jedes Késtchen von (13)
fiir sich behandeln. Wir iiberlassen die Einzelheiten dem Leser. O
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