Laplace-Transformation

8.1 Basics

Die Fourier-Transformation in allen ihren Formen (Kapitel 5-7) ist ein méch-
tiges analytisches Werkzeug unter anderem in den folgenden Bereichen:

— Partielle Differentialgleichungen: allgemeine Theorie, analytische Dar-
stellung der Losungen von bestimmten PDEs.

— Signaltechnik: Analyse von periodischen und aperiodischen Zeitsignalen,
deren Filterung, Verdichtung, Speicherung, usw., und natiirlich die zu-
gehorige Theorie.

— Bildverarbeitung: instantane Verarbeitung und Visualisierung von riesi-
gen Datenmengen dank FFT, zum Beispiel in der Strukturchemie oder
der Computer-Tomographie.

Die Objekte der Fourier-Analyse sind also auf dem theoretischen Feld ab-
strakte Funktionen f oder gedachte Losungen w, und in der Praxis ein- oder
mehrdimensionale Datensatze, die mit Hilfe des Computers auf vielfaltige
Weise bearbeitet werden.

Wahrend die Fourier-Transformierte f eines Zeitsignals f physikalisch re-
levante und intuitiv interpretierbare Information iiber f ausdriickt, ist die
Laplace-Transformation, abgekiirzt: LT,

L: f—Lf
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eine recht formale Angelegenheit, und niemand wiirde zum Beispiel den
Graphen von Lf ansehen wollen. Es sind denn auch die formalen Eigen-
schaften von L, die diese Transformation flir den Ingenieur so interessant
machen, in erster Linie der Faltungssatz. Da die Formel fir £f “bis auf
einen Faktor ¢ im Exponenten” gleich aussieht wie die Formel fiir f, sind
auch die formalen Rechenregeln dhnlich wie bei der Fourier-Transformation.
Der entscheidende Unterschied ist der, dass nun die Signale fiir ¢ — oo nicht
abklingen miissen, sondern sogar exponentiell anwachsen diirfen. Zum Aus-
gleich wird verlangt, dass links von ¢ = 0 nichts stattfindet.

Der hauptséachliche Anwendungsbereich der Laplace-Transformation ist die
Input-Output-Analyse von konkret gegebenen “linearen” und “zeitinvari-
anten” Systemen. Das einfachste Beispiel hierfiir sind lineare Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten und einem Anregungsterm K (t):
Die Anfangsbedingungen und K (t) konstituieren zusammen den Input; ge-
fragt wird nach dem fiir ¢ > 0 resultierenden Output t — y(t). Der Leser
erinnert sich vielleicht an das Federpendel

mij+ by + fy = Kcos(wt),  y(0) =yo, y(0) =wvo . (1)

In der praktischen Anwendung der Laplace-Transformation geht es nicht um
numerische Daten, sondern um die rechnerische Manipulation von Funktions-
termen, die entweder gegeben sind oder in LT-Katalogen aufgesucht werden
miissen.

Die Objekte dieses Kapitels sind, wie schon frither bemerkt, Einschwing-
oder Einschaltvorginge, kurz: Evaus. Hierunter verstehen wir Funktionen
f+ R — C mit den folgenden drei Eigenschaften:

(a) fO)=0 (t<0);
(b) es gibt ein @ € R und ein C' > 0 mit

[f()] < Ce™  (teR); (2)

(c) f ist stetig bis auf isolierte Sprungstellen t; (j > 0), wobei je die einsei-
tigen Grenzwerte f(t;—) und f(¢;+) existieren. Insbesondere existiert

f(O+).

Die Gesamtheit dieser Funktionen bezeichnen wir mit £. Das Infimum aller
a’s, fiir die eine Abschétzung der Form (2) gilt, heisst Wachstumskonstante
von f und wird mit oy bezeichnet. Wir vereinbaren noch das folgende: Ist ¢;
eine Sprungstelle von f € E, so wird der Funktionswert f(t;) nicht benutzt.
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Es wird nun eine komplexe Hilfsvariable s = x + iy eingefiihrt. Die Laplace-
Transformierte L£f eines Evaus f € F ist eine Funktion der Variablen s und
ist zundchst einmal in einer rechten Halbebene definiert:

Lf(s) := /000 ft)e st dt (Res > ay) . (3)

(8.1) Ist f € E, so ist Lf in der rechten Halbebene P := {s|Res > ay}
wohldefiniert und eine komplex-analytische Funktion der Variablen s; ferner
gilt

lim Lf(s)=0. (4)

Re s—o0

S0 = T+ 1Yo

Oéf (6 X

Fig. 8.1.1

[ Betrachte ein sy = zo + iyo € P (Fig. 8.1.1). Wegen xy > ay gibt es ein
a < 2o und ein C, so dass (2) gilt, und hieraus folgt

[F()e™™" = |f()]e " < Celommo)t

Wegen a — x¢ < 0 klingt hiernach der Integrand f(t)e™ 0" mit ¢ — oo expo-
nentiell ab, und die Existenz von Lf(sg) ist garantiert, ja mehr noch: Man

hat ~ o
rw@@</ Cele—a0) gt = ,
0

Tog— &

und hieraus folgt (4).

Mit der notigen Vorsicht darf man L f, so weit definiert, unter dem Integral-
zeichen nach s differenzieren; es ergibt sich

(Lf) (s) = _/000 tf(t)e " dt (Res > ay) . ]
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Wie bereits angedeutet, geht es hier in erster Linie um die Transformation
von konkreten Funktionstermen wie sin(wt), t?e~*/2, \/t, 1, .... Derartige
Terme werden zu Evaus gemacht, indem man sie kurzer Hand fir ¢ < 0
umdefiniert und dort = 0 setzt. Weiter: Ist f(¢) ein gewisser Funktionsterm
und F'(s) der Funktionsterm, der Lf reprisentiert, so driicken wir das mit
Hilfe des sogenannten Doetsch-Symbols folgendermassen aus:

f(t) o—e F(s). (5)

Eine derartige Beziehung zwischen bestimmten Funktionstermen wird gele-
gentlich als Korrespondenz bezeichnet. Die Originalfunktion f(¢) lebt im
Zeitbereich, die Bildfunktion F'(s) im Bildbereich.

Anmerkung: Die typographischen Konventionen beziiglich der LT sind in der
Literatur nicht einheitlich. Wir halten uns an (5).

(D In diesem Sinn besagt zum Beispiel die Formel

S

cos(wt) o—e ———
(wt) 52 + w?

folgendes: Das Evau

[ cos(wt) (t>0)
1) '_{0 (t < 0)

besitzt die Laplace-Transformierte

Lf(s) =

S

Zunachst einmal ist

IfB)] <e*  (teR)

fiir beliebiges o > 0 und kein a < 0. Somit ist ay = 0, und Lf ist in der
Halbebene Re s > 0 analytisch. Man sieht iibrigens, dass das angegebene L f
an den Stellen +iw je einen einfachen Pol hat, und hieraus ergibt sich, dass
L f nicht in eine grossere Halbebene analytisch fortgesetzt werden kann.

Um nun (6) bzw. (7) zu beweisen, geniigt es nach (3.17), reelle s > 0 zu
betrachten. Wir stellen daher folgende Rechnung an:

e(feriw)t 0o

/ cos(wt)e 5t dt = Re/ et gt — Re -
0 0 —S 4w
1 S
=R = )
s —iw 2 + w? O

t=0




8.1 Basics 189

() Die Funktion

_Jo (t <0)
H(t) = { 1 (t>0)

heisst Heavisidesche Sprungfunktion. Thre Laplace-Transformierte berechnet
sich zu

LH(s) = /OOO et dt — % (Res > 0) . (8)

Gemadss unserer Vereinbarung haben wir demnach die Korrespondenz

1 oo

1
S

Es sei nun allgemeiner n > 0. Bei der Berechnung von L[t"] diirfen wir
wiederum s > 0 annehmen. Es ergibt sich

i) = [~ restar= [0 e L [T e
0 0 S S Sn 0

Das letzte Integral hat bekanntlich den Wert n!. Folglich bestehen die Kor-
respondenzen

n!

n
t Sn+1

(neN). 9)
O

(® Die Funktion f(t) := 1/4/t ist zwar fiir t — 0+ unbeschrinkt, besitzt
aber trotzdem eine Laplace-Transformierte:

Lf(s)= /000 ie‘“ dt = / \/7 . % /000 V27T dr

Das letzte Integral hat den Wert F(%) = /7. Damit erhalten wir die Korre-
spondenz
1

Vi

wobei /s in der Halbebene Re s > 0 als Hauptwert zu interpretieren ist.

w |3

O
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(4) Essei A = a + iw eine fest gegebene komplexe Zahl. Die Funktion e
besitzt die Wachstumskonstante o und ist somit in £. Man berechnet

LleMt _ / Xt st gy (A—s)t _ Res >
[e™](s) ; ete P 0= T (Res > a)
und erhélt damit die Korrespondenz
Y 1
et o—e AeC). (10)

Wozu das alles? Es ist hochste Zeit, den eigentlichen Zweck der Ubung
zu erlautern. Das Paradigma lédsst sich an dem Anfangswertproblem (1)
erklaren. Gesucht ist dort ein gewisses Evau t +— y(¢) (¢ > 0). Dieses Evau
besitzt eine ebenfalls unbekannte Laplace-Transformierte Y'(s). Nun lassen
sich die Bedingungen (1) mit Hilfe einfacher Rechenregeln in Bedingungen
an Y (s) tibersetzen. De facto resultiert eine einzige Bedingung, némlich eine
lineare Gleichung der Form

mit gewissen Funktionstermen a(s) und ¢(s). Hiernach wiére also Y (s) wohl-
bestimmt und auch einfach zu berechnen. Um nun zu dem eigentlich gesuch-
ten Evau t — y(t) zu kommen, benétigt man zwei Dinge:

(a) Erstens miisste sichergestellt sein, dass y(¢) durch seine Laplace-Trans-
formierte Y'(s) iiberhaupt eindeutig bestimmt ist.

(b) Zweitens braucht es eine “Umkehrformel”, die das Y'(s) als Input akzep-
tiert und die zugehorige Originalfunktion y(t) ausgibt.

Im Hinblick auf (a) ist klar, dass der folgende Satz von Lerch einen Grund-
pfeiler der ganzen Theorie darstellt:

(8.2) Die Laplace-Transformation ist injektiv, das heisst: Sind f und g zwei
verschiedene Evaus, so sind auch ihre Laplace-Transformierten Lf und Lg
verschieden.

Wir werden diesen Satz in Abschnitt 8.5 beweisen. Dort wird dann auch
von der in (b) geforderten Umkehrformel die Rede sein. Mit dieser Formel
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ist es so eine Sache; sie lauft “ibers Komplexe” und wird eigentlich in der
Praxis kaum beniitzt. Man hélt sich vielmehr an einen Vorrat von Stan-
dardkorrespondenzen, die nun riickwérts gelesen werden (auch das Doetsch-
Symbol lasst sich umkehren: e—o!), und macht wiederholten Gebrauch von
den Rechenregeln. Es gibt natiirlich auch Korrespondenzen-Kataloge; am
bekanntesten und umfangreichsten sind die folgenden:

A. Erdélyi: Tables of integral transforms, vol. I;
McGraw-Hill, 1954.

F. Oberhettinger & L. Badii: Tables of Laplace transforms;
Springer, 1973.

In den meisten mathematischen Handbtichern fiir Ingenieure finden sich be-
scheidenere Tabellen dieser Art.

8.2 Rechenregeln und Beispiele

Bevor wir endlich die Laplace-Transformation in action vorfiihren koénnen,
benotigen wir noch einige allgemeine Rechenregeln.

(8.3) Die Laplace-Transformation ist komplex-linear:

LOAf+pg) =ALf+ulg (ApeC).

ezwt + efzwt

(D Es ist sin(wt) = 5;
i

spondenz

. Aus 8.1.(10) ergibt sich daher die Korre-

1 1 1 w
in(wt) o o (—— - )= . 1
sin(w?) 21\s —iw s+ iw 52 4+ w? (1)
O
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(8.4) Ist f € E, so ergeben sich aus f(t) o—e F(s) die folgenden weiteren
Korrespondenzen:

() ft-h) oe ¢F(s)  (h>0),
(v) flat) oe F(2)  (a>0),
(© Hf(t) oe Fs—X)  (A€C).
(@) <t> e ~F(s), (1) oe (-)MFO(s)

(f) '(t) o—e sF(s)— f(0+),
(2) /0 f(r)dr o—e Fis) ,

Dabei wird in (e) vorausgesetzt, dass f(t)/t in E liegt, und in (f), dass f fiir
t > 0 stetig ist, sowie natiirlich f' € E.

[ Die im folgenden erscheinenden Gleichungen in der Variablen s gelten
jeweils fiir alle s mit hinreichend grossem Realteil.

(a) Wegen h > 0 ist f(t —h) =0 fiir 0 < ¢ < h und folglich
/ f t — Re st di = / f t — Re St dt = / f —s(t +h) d+
= ME(s).

Anmerkung: Fir h < 0 gibt es keine derartige Formel! Wird nédmlich f nach
links verschoben, so geht das Anfangsstiick von f verloren, und das hat einen
unkontrollierbaren Einfluss auf L£f.

Den Beweis von (b) und (c) iiberlassen wir dem Leser.

(d) In der Gleichung
/ f(t)e=*t di = F(s)
0

darf man unter dem Integralzeichen nach s differenzieren und erhalt

/Ooo(—t)f(t)est dt = F'(s) .
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(e) Setze zur Abkiirzung @ =:¢(t) und Lg =: G. Die Regel (d) liefert

F(s) = Lf(s) = LItg(t)](s) = =G'(s)

folglich gilt fiir beliebige s, sg mit hinreichend grossem Realteil die Beziehung

G(s) — G(so) = / " Flo)do .

Wegen 8.1.(4) ergibt sich hieraus mit Resy — oo die Behauptung. (Damit
ist nun auch klar, was mit fsoo gemeint war.)

(f) Da f fur t > 0 stetig ist, diirfen wir in der folgenden Rechnung partiell
integrieren, auch wenn f’ Sprungstellen aufweist:

Lf'(s) =

£ et dt = f()e=*t|”  +s / T et at
T l t=0+ 0

0
= sF(s) — f(0+) .

(g) Die Funktion fg f(r)dr =: g(t) ist jedenfalls in E, wie man sich leicht
iiberlegt. Es sei also £g =: G. Mit Hilfe der Regel (f) erhélt man dann

F(s) = Lf(s) = Lg'(s) = sG(s) — g(0+) = sG(s),
und dies ist dquivalent mit der Behauptung. ]

Durch Iteration von (8.4)(f) erhdlt man leicht die folgende Regel fiir die
Laplace-Transformation der héheren Ableitungen eines Evaus:

(8.5) Essein>1. Sind f, f', ..., f® Y fiir t > 0 stetig und ist f") € E,
so folgt aus f(t) o—e F'(s) die Korrespondenz

FM(t) o—e s"F(s)—s"Lf(04) — s"2f/(04) — ... — FP7D(04) .

(2) Wir beginnen mit einem Rechteckspuls ¢ := Al der Breite h > 0
und der Amplitude A € C (Fig. 8.2.1). Aus der Darstellung

q(t) = A(H(t) — H(t — h)) (t >0)
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\
~

0 h T 2T 3T

Fig. 8.2.1
folgt mit 8.1.(8) und Regel (8.4)(a):

Qs)=(1—e )2 (2)

S

Anstelle eines einzigen Pulses betrachten wir nun eine bei ¢ = 0 beginnende
Folge g von derartigen Pulsen; sie sei periodisch mit Periode T' > h. Hiernach
ist

o0

= q(t—kT)  (t>0), (3)

k=0

wobei diese Reihe fiir alle ¢ trivialerweise konvergiert. Wenden wir die Regel
(8.4)(a) darauf an, so ergibt sich

_ efhs
Ze—m Qs)= — Q=" "4

T 1- e_Ts

A

| |
0 T 9T 3T

Fig. 8.2.2



8.3 Differentialgleichungen 195

(3 In Verallgemeinerung des vorangehenden Beispiels betrachten wir nun
ein beliebiges periodisches Evau. Darunter verstehen wir ein f € F mit

fE+T)=ft) (>0

fiir ein gewisses T' > 0 (Fig. 8.2.2). Ein derartiges f ist vollstdndig bestimmt
durch sein Grundmuster

_Jr@  (0<t<T)
fO(t) - {0 (t>T) ’

und zwar gilt

F(&) = folt —kT) .
k=0

Hieraus ergibt sich durch dieselbe Rechnung wie im vorangehenden Beispiel:

1

T
F(s) = =z tols) = 1_7;19/0 fo(t)e " at .

O

8.3 Differentialgleichungen

Dieser Abschnitt besteht im wesentlichen aus drei Beispielen.

8.3.1. Wir betrachten als erstes das Federpendel 8.1.(1) und schreiben die
Differentialgleichung in der folgenden ausfiihrlicheren Form:

mij(t) +by(t) fy(t) = K cos(wt)  (£=0). (1)

Die Erfahrung sagt uns, dass die Losungen hochstens exponentiell mit ¢
anwachsen; mithin ist das gesuchte y(t) ein Evau. Geméss unseren Rechen-
regeln und den angegebenen Anfangsbedingungen haben wir daher die Kor-
respondenzen

y(t) o—e Y(s),
y(t) o—e sY(s)—yo,

i(t) o—e SQY(S) — SYo — Vo ;
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ferner nehmen wir 8.1.(6) in Anspruch. Wir wenden nun auf beiden Seiten
von (1) die Transformation £ an und erhalten folgende Gleichung fiir die
unbekannte Funktion Y'(s):

Ks
m(s?Y (s) = syo — vo) +b(sY (s) — o) + fY (s) = s2fw?’
Umordnung liefert
(ms? +bs + ) Y (5) = > + (ms + by + mv @
— g Yo 0 -

Wir betrachten nun einige Spezialfille, wobei wir durchwegs b = 0 voraus-
setzen.

1. Ist K =0, so geht (2) nach Division mit m {iber in
(82 + W) Y(s) = syo + vo ;
dabei haben wir noch \/f/m =: wg gesetzt. Damit ergibt sich definitiv

1

Y{s) = o 24wl

s + w? o
Wir fithren nun die Riicktransformation durch: Mit 8.1.(6) und 8.2.(1) (oder
durch Aufsuchen in einer Tabelle) erhalten wir

U .
y(t) = yo cos(wot) + w_o sin(wot) ,
0

und man verifiziert leicht, dass dieses y(t) alle Bedingungen erfiillt. Beachte,

dass wir zur Befriedigung der Anfangsbedingungen kein lineares Gleichungs-
system haben aufstellen und l6sen miissen.

2. Wir nehmen nun K # 0 an und zusétzlich yo = 0, vg = 0. Aus (2)

erhalten wir dann
K S

Y = Er @)

Um weiter zu kommen, benétigen wir die Partialbruchzerlegung der rechten
Seite. Wir setzen w # wg voraus und machen den Ansatz

s _As+B  Cs+D
(82 +wd)(s? +w?) B 24wl s24w?
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Nachdem man A, B, C, D hieraus bestimmt hat, ergibt sich

K 1 s s
Y - — ( - >7
(s) m w? —wi \s2+wd %+ w?

und Ricktransformation liefert

K 1
R m (COS((A}Ot) — COS(wt)) .

y(t) =
Wir beobachten also die Superposition von zwei Schwingungen gleicher Am-
plitude; die eine hat die Eigen-Kreisfrequenz des Oszillators, die andere die
Frequenz der Anregung. — Den Resonanzfall w = wqg iliberlassen wir dem
Leser.

3. Wir bleiben bei g = 0, vg = 0, wahlen aber als Anregung einen Rechtecks-
puls der Dauer 7 > 0 und der Héhe K := p/7. Die Grosse p stellt den dabei
insgesamt vermittelten mechanischen Impuls dar. Auf Grund von 8.2.(2)
ergibt sich dann fiir Y(s) die Gleichung

p l—e ™8
(s* +wy) Y(s) = T e
bzw. .
p _
V()= L (1l ™) — . 3
(5) Tm( € )3(32+w§) (3)

Partialbruchzerlegung liefert

Vo= Laa-em) (To o)

T2 2
TMwg S 8% 4wy

Dies miissen wir nun riicktransformieren. Die grosse Klammer besitzt als
Originalfunktion den Ausdruck 1 — cos(wpt) = 2sin®(wot/2); mit Hilfe der
Regel (8.4)(a) ergibt sich daher

y(t) = 2 (sin®(wnt/2) — sin (wolt — 7)/2)) (@)

Tmwg

wobei der zweite Summand in der grossen Klammer fiir ¢ < 7 gleich 0 zu
setzen ist.

Wir wollen nun untersuchen, was im Limes 7 — 0 passiert. Physikalisch
lauft das darauf hinaus, dass zur Zeit t = 0 schlagartig der Impuls p auf das
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Pendel iibertragen wird. Fiihren wir diesen Grenziibergang an (3) durch, so
erhalten wir (zum Beispiel mit der Regel von Bernoulli-de I’'Hopital):

P 1
Y =
o(s) ms? 4+ wd’
die zugehorige Originalfunktion ist
Yo(t) = —2— sin(wot) . (5)
mwo

Der analoge Grenziibergang an (4) hétte zu demselben Ergebnis gefiihrt.
Man nennt (5) die Stossantwort des betrachteten Pendels. Wir werden auf
diesen Punkt zuriickkommen.

b9

o

Fig. 8.3.1

8.3.2. Wir betrachten nun ein Doppelpendel und verweisen auf die Fig. 8.3.1,
der auch die verwendeten Bezeichnungen zu entnehmen sind. Die beiden
Massen schwingen unter dem Einfluss der Schwerkraft und sind durch eine
Feder aneinander gekoppelt. Solange die Ausschlige ¢1, ¢ klein sind, gelten
die folgenden Bewegungsgleichungen:

mLg1 = —mgpr + fL(d2 — b1)
mL{zQQ = —mgops — fL(¢2 - ¢1) )

unter g die Gravitationskonstante verstanden. Mit den Abkiirzungen
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geht dies iiber in
$1 4+ d1 + (¢ — d2) = 0
G2 + Wy — o (1 — h2) =0 } ‘
Stipuliert man zum Beispiel die Anfangsbedingungen
01(0)=A, 62(0)=0, 1(0) =2(0) =0,

S0 ist damit der weitere Ablauf

t—y(t) = (¢1(2), P2(t)) (t>0)

eindeutig festgelegt.

Dieses Evau y(t) soll nun mit Hilfe der unseres Laplace-Apparates bestimmt
werden. Auf Grund der Rechenregeln haben wir die folgenden Korrespon-
denzen:

qbl(t) o—e <I>1(s), ¢2(t) o—e (I)Q(S),
$1(t) o—e sPyi(s)— A, Ga(t) o—e sPy(s),
P1(t) o—e s2Py(s) —sA, Pa(t) o—e s2Ds(s) .

Die Differentialgleichungen (6) gehen damit in ein lineares Gleichungssystem
fiir die beiden Funktionen ®4(s), ®2(s) iiber:

82q)1 —sA + w2<I>1 + 042(q)1 — (132) =0
52‘1)2 + w2<1>2 — Oé2((1)1 — <I>2) =0

Die Auflésung (zum Beispiel mit Mathematica) liefert

As(s? +w? + an) A s s
@1(8) = = — +
(s2+w?+a?)2—at 2 \s2+w?  s2+w?+2a?
By (s) As(s? +w? + as) A s s
S) = = — J—
2 (s2+w?+a2)2—at 2 \s24+w? s24w?+202

und die anschliessende Riicktransformation
A / A !
o1(t) = 5 (cos(wt) + cos(w t)) . Oa(t) = 3 (Cos(wt) — cos(w t)) : (7)



200 8 Laplace-Transformation

dabei wurde zur Abkiirzung vw? + 2a? =: W’ gesetzt.

Wir nehmen nun an, die Kopplung sei nur sehr schwach. Dann ist o < w,
und mit der weiteren Abkiirzung

konnen wir (7) auf die folgende suggestive Form bringen:

2 2

o1(t) = Acos<2a

Wi

t) cos(wyt) , oa(t) = ASin(za

- t) sin(wsyt) .

Die beiden Pendel schwingen also grundsétzlich mit der Frequenz w,, die
um weniges grosser ist als die Eigenfrequenz der ungekoppelten Pendel. Thre
Amplitude ist aber moduliert mit der langsamen Frequenz o?/(2w,), und
zwar findet ein unabléssiger Energieaustausch zwischen den beiden Pendeln
statt: Wenn das erste Pendel maximal ausschlagt, ruht praktisch das zweite,
und umgekehrt.

C L R
o
O
U(t) i

Fig. 8.3.2

8.3.3. Wir betrachten den in Fig. 8.3.2 dargestellten elektrischen Schwing-
kreis. Jedes “Element” dieses Schwingkreises wird durch eine konstituierende
Gleichung und eine positive Konstante (L, R, C') charakterisiert:



8.3 Differentialgleichungen 201

Element konstituierende Gleichung
Induktivitit L — ¥
dt
Widerstand R ur = R1
1 t
Kapazitat C uc = & (qo + / i(T) dr)
0

Dabei bezeichnen ug, ur, ugr die iber den betreffenden Elementen gemesse-
nen Spannungen, qg die zur Zeit ¢t = 0 auf C' sitzende Ladung und ¢ den in
dem Stromkreis fliessenden Strom. Wird der Schalter tiber den Klemmen A
und B geschlossen, so gilt nach dem zweiten Kirchhoffschen Gesetz:

ur, +ur +uc = 0;

allgemein: Wird an die Klemmen A und B eine willkiirlich modulierte Fremd-
spannung u(t) angelegt, so gilt

urp +ur +uc =u(t) .

Auf Grund der konstituierenden Gleichungen der einzelnen Elemente erhalten
wir damit die folgende konstituierende Gleichung unseres Schwingkreises:

L +R+ / )%0. (8)

Hier wird die angelegte Spannung u(t) als Input betrachtet; der resultierende
Strom i(t) ist der Output. Wir unterwerfen nun die Gleichung (8) der
Laplace-Transformation. Nach den Rechenregeln (8.4) ergibt sich

L(s1(5) ~ 104) + Ri(s) + & T = 05y - B 1
und folglich
<Ls + R+ % é)](s) —U(s)— B % + Li(04) .

Fiir das Weitere nehmen wir go = 0, ¢(0+) = 0 an; die letzte Gleichung geht
damit iiber in eine Beziehung der Form

I(s) =G(s)U(s) . (9)
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Der auf der rechten Seite erschienene Multiplikator

1
G(S)::—ll
LS+R+55

heisst Ubertragungsfunktion des hier betrachteten Systems. Die Gleichung
(9) besagt demnach folgendes: Im Bildraum erhilt man den Output durch
Multiplikation des Inputs mit der Ubertragungsfunktion.

Wir legen nun an den Klemmen A und B eine harmonisch modulierte Span-
nung der Frequenz wy > 0 an:

u(t) := ug cos(wot) . (10)

Damit erhalt (9) die spezielle Gestalt

52

(Ls?+ Rs+1/C)(s2 +w?)

I(s) =wug

Fir die Riicktransformation miissen wir hier die rechte Seite in Partialbriiche
zerlegen:

A A B4 B
— + — + +
S — 1wy S + 1wy s — 81 S — 89

I(s) = ug (

wobei

S1,2 =

—R++/R2—-4L/C
2L
die beiden Pole der Ubertragungsfunktion darstellen. Diese beiden Pole be-

sitzen negativen Realteil. Nun haben wir ja die Korrespondenz

By,
S — Sk

&—O Bkeskt s

und das bedeutet, dass diese Terme im Zeitbereich exponentiell abklingen; sie
sollen uns daher nicht weiter interessieren. Damit verbleibt die Bestimmung
der Konstanten A = res (I(s)/uo } iwp). Mit Hilfe der Regel (4.13)(b) ergibt
sich

82

= 1 1
L2+ Rs+1/C

—iwo 2iwo I 1\
S:=1iwq 22(4)0 2<Lin + R+ 6 _)
1wWo
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Aus Symmetriegriinden sieht daher die stationdre periodische Antwort des
Systems auf die Anregung (10) im Zeitbereich folgendermassen aus:

ezwot

1 1 ’
Livo+ R+ L L)
(2w0+ +CiWQ

i(t) = ugRe

8.4 Die ﬁbertragungsfunktion

Nachdem wir nun die wichtigsten Rechenregeln und auch ein paar Beispiele
kennengelernt haben, wollen wir hier das Geschehene auch noch von einem
grundsatzlicheren Standpunkt aus betrachten. Den Schliissel dazu bildet die
Gleichung (9) des vorangehenden Abschnitts:

I(s) = G(s) - U(s) (1)

die unsere bisherigen Erfahrungen mit der Laplace-Transformation auf den
Punkt bringt. Was ist der tiefere Grund fiir diese einfache Verkniipfung von
Input U und Output I im Bildbereich?

Zu der Formel (1) kam es durch Anwendung der Regeln (8.4)(f)—(g). Sie be-
sagen, dass die Laplace-Transformation die Ableitungsoperation D := d/dt
im wesentlichen in die punktweise Multiplikationsoperation “mal s” im Bild-
bereich iiberfiihrt und entsprechend das Aufintegrieren D~ in die punktweise
Division durch s. Damit sind wir dem Geheimnis nihergeriickt: D und D~!
sind letzten Endes Faltungsoperationen, und beziiglich der Faltung gibt es
eben einen besonderen Satz. Dieser Faltungssatz besagt, dass die Laplace-
Transformation das Faltungsprodukt

frglt) == / £t - 7)g(r) dr = / (gt — ) dr

von zwei Funktionen f, g € F in ein gewohnliches Produkt verwandelt:
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(8.6) Sind f und g in E mit f(t) o—e F(s) und g(t) o—e G(s), so ist auch das
Faltungsprodukt f * g in E, und es gilt

frg(t) o—e F(s)G(s) .

[ Es gibt ein a € R und ein C' > 0 mit
[fO)] < Cet, g(t)| < Cet (t>0) .
Waihle ein o’ > «. Fiir ein geeignetes C’ > 0 gilt dann
t
#2900 < [ 17~ llg(]dr < 2 / A7) o7 gr 2ot
0
< et (t>0);

somit ist f x g € E. Wir berechnen nun die Laplace-Transformierte

L(f*g)(s //f t—Td7'> st g .

Hier ist die rechte Seite ein Doppelintegral iiber einen Sektor der (¢, 7)-Ebene
(Fig. 8.4.1). Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

L(f * g)(s / / F(r)g(t — 1) Stdt)dT
_ /0 Fr)e / o(t = )e=" ) dt) dr = F(s) G(s)

wie behauptet. N

(D Als einfachstes Beispiel bietet sich die Aufintegration D~' an: Ist f € E,
so gilt

/f dT—/Ht—T T)dr = H % f(t),

wobei H die Heavisidesche Sprungfunktion bezeichnet. In Beispiel 8.1.(2)
haben wir £LH (s) = 1/s berechnet. Auf Grund des Faltungssatzes ist daher

LD )(s) =~ Fs).

in Ubereinstimmung mit Regel (8.4)(g). O
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AT T=1

\J
-

t

Fig. 8.4.1

(2 Wir benutzen den Faltungssatz, um die Laplace-Transformierte der
Funktion f(t) := v/t zu bestimmen. Zunichst berechnen wir

t/2 2
/\/ (t—m) d’T—/ \/ — —xQd:r—m
—t/2

dabei haben wir von der Substitution

Gebrauch gemacht und das entstehende Integral als Halbkreisflache inter-
pretiert. Auf Grund des Faltungssatzes und 8.1.(9) ist daher

und wir erhalten die Korrespondenz

e )

Gibt es in F auch ein Einselement ¢ beziiglich der Faltung? Angenommen, es
wére z.B. ¢x H = H, so hatte man nach dem Faltungssatz Q(s)-(1/s) = 1/s,
und das hiesse Q(s) = 1, im Widerspruch zu (8.1). Es gibt demnach kein
Evau ¢, das als Einselement beziiglich * in Frage kommt. Es gibt hingegen
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ein “ideales Objekt”, das wie ein Einselement wirkt und auch die Laplace-
Transformierte =1 besitzt, ndmlich den Deltastoss, der tiblicher Weise mit §
bezeichnet wird. Dieses ¢ ist keine Funktion mehr, sondern eine sogenannte
Distribution, anschaulich: eine an der Stelle t = 0 konzentrierte Einheits-
masse. Fir die Zwecke der Laplace-Transformation lasst sich 0 am einfach-
sten durch Rechteckspulse

0<t<e)

qe(t) == (e<1)

S M| =

(t>e)

approximieren (Fig. 8.4.2). Die Laplace-Transformierte von ¢. berechnet sich
auf Grund von 8.2.(2) zu

1—e7%°
Q:(s) = T es ;
damit ergibt sich in der Tat
lim Q.(s) =1 (2)
e—0
wie angekiindigt.
1/e q.
1 a0
> 1
€ 1

Fig. 8.4.2
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Diese Uberlegunggn gestatten nun, die im vorangehenden Abschnitt rein for-
mal eingefithrte Ubertragungsfunktion G(s) mit anschaulichem Gehalt zu
versehen:

(8.7) Es sei das Anfangswertproblem

y(n) + anily(n_l) —|— e + aoy = f(t) Y (3)
y®0)=0 (0<k<n-—1)

gegeben, und es sei

Y(s) = G(s)F(s) (4)

dessen Losung im Bildbereich. Dann konvergieren die zu den Anregungen
f(t) := qe(t) gehdérenden Lésungen y. (t) mit ¢ — 0 gegen die zu G(s) gehérige
Originalfunktion g(t).

In der Folge bezeichnet man die Originalfunktion g(t) der Ubertragungs-
funktion G(s) als Stossantwort des Systems.

[ Beweisen kénnen wir (8.7) nur im Bildbereich, und da ist es ganz einfach:
Ist y.(t) die zur Anregung ¢. gehorige Losung, so folgt aus (3) und (2):

Yo(s) = G(s) - Quls) = Gls) -1 (£ —0) . N

Ubersetzen wir die Gleichung (1) bzw. (4) mit Hilfe des Faltungssatzes in den
Zeitbereich, so konnen wir folgendes Korollar von (8.7) formulieren:

(8.8) Die zur beliebigen Anregung f(t) gehérende Losung y(t) des Anfangs-
wertproblems (3) wird erhalten, indem man die Stossantwort g(t) des Systems
mit der Anregung f(t) faltet:

y() = (g f) (&)  (>0).

Das ist nicht als eine weitere Losungsmethode aufzufassen, sondern als eine
bestimmte analytische Darstellung der exakten Losung, die in gewissen Fal-
len weiterhelfen kann.

(D Wir betrachten den ungeddmpften harmonischen Oszillator

jrwiy=f(t),  y(0)=0, y(0)=0. ()
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In Abschnitt 8.3.1, Fallbeispiel 3, haben wir die Stossantwort yo(¢) eines Fe-
derpendels berechnet und 8.3.(5) erhalten. Damit ergibt sich als Stossantwort
des hier betrachteten Oszillators die Funktion

g(t) = % sin(wt) .

Satz (8.8) liefert daher folgende explizite Darstellung der Losung von (5):

y(t) = %/0 f(r)sin(w(t — 7)) dr (t>0).

Diese Formel lésst sich folgendermassen interpretieren: Der Output y(t) ist
eine Superposition der Schwingungen

t— % sin(w(t — 7)) ,

die von den sdmtlichen “infinitesimalen Stéssen” f(7)dr herriihren, die vor
dem betrachteten Zeitpunkt ¢ erfolgt sind. O

Die Ubertragungsfunktion ist ein #usserst handliches Werkzeug in der Regel-
technik und der Netzwerk-Analyse. Seinen Gebrauch lernt man am besten
in den betreffenden Anwendungsgebieten. Wir weisen hier nur noch auf zwei
Punkte hin:

8
=
iy

Y

~
N

N
=

1. Werden zwei Systeme Ly, Lo von der Art, wie sie in Satz (8.7) betrachtet
wurden, hintereinander geschaltet (Fig. 8.4.3), so ist der Output y(t) des
ersten Systems der Input des zweiten. Es resultiert ein Gesamtsystem mit
x(t) als Input und z(t) als Output. Im Zeitbereich haben wir nach (8.8) die
Faltungsgleichung

z(t) = g2 *xy(t) = g2 x g1 *x (1) (t>0),
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die z(t) als ein Doppelintegral darstellt. Im Bildbereich sieht dieselbe Sache
aber viel einfacher aus:

Z(s) = Ga(s) Ga(s) X(s) ;

(Fig. 8.4.4), in Worten: Beim Hintereinanderschalten zweier Systeme mul-
tiplizieren sich die Ubertragungsfunktionen. In #hnlicher Weise lassen sich
auf kompliziertere Weise gekoppelte Systeme (z.B. eine Riickkopplung) im
Bildbereich durch algebraische Gleichungen statt durch Faltungsgleichungen
beschreiben.

2. In der Analysis I haben wir lineare Differentialgleichungen vom Typ
Y™ + a1y Y+t ay +ay =0 (6)
mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
chp(A\) = A" + U NP+ a N+ ag

behandelt. Fiir jede komplexe Nullstelle \; dieses Polynoms wurde eine Ba-

sislosung ¢ +— et angesetzt; die allgemeine Lésung von (6) war dann gegeben
durch .
y(t) =Y cjeM', ¢ eC (1<j<n), (7)
j=1

den Fall mehrfacher Wurzeln einmal ausser Acht gelassen. Es ist leicht zu
sehen, dass das charakteristische Polynom chp(A) mit der zu (3) gehorigen
Ubertragungsfunktion G(s) verkniipft ist durch die Gleichung

1
©) = gom GO (®)
die Nullstellen A\; des charakteristischen Polynoms sind also die Pole der
Ubertragungsfunktion.
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Man wird das durch (3) bzw. (6) beschriebene System stabil nennen, wenn
zuféllig ausgewahlte Anfangsbedingungen (oder ein zufélliger Stoss) nicht zu
einer Katastrophe fithren kénnen, und das ist jedenfalls dann der Fall, wenn
simtliche Losungen (7) mit ¢ — oo exponentiell abklingen. Das Kriterium
hierfiir ist, dass samtliche Eigenwerte \; negativen Realteil haben; denn mit
A = u + iv hat man

!e’\t‘ = ‘e“t (cos(vt) + isin(l/t))‘ = ekt

Aufgrund der Beziehung (8) zwischen G(s) und chp(A\) kommen wir damit
zu dem folgenden Prinzip: Das System (3) ist stabil, wenn sdmtliche Pole
Aj der Ubertragungsfunktion G(s) in der linken Halbebene Res < 0 liegen.
(Der Fall Re A\j = 0 ist heikel und erfordert besondere Betrachtungen.)

8.5 Inversion

In diesem letzten Abschnitt beweisen wir den Satz von Lerch (8.2) und leiten
dabei auch eine Umkehrformel fiir die Laplace-Transformation her. Wie be-
reits gesagt, stellt dieser Satz einen Grundpfeiler der Laplace-Doktrin dar. Er
ist der mathematisch korrekte Ausdruck fiir die intuitive Idee, dass unter der
Laplace-Transformation keine Information verloren geht, oder konkreter: die
Garantie, dass ein System, das wir im Bildbereich vollstandig beherrschen,
auch im Zeitbereich in allen Stiicken bestimmt ist und dass es grundsatzlich
moglich sein sollte, eine explizite Beschreibung der resultierenden Abldufe im
Zeitbereich herzustellen.

Wir beginnen mit der komplexen Umkehrformel, wobei wir uns auf die
Fig. 8.5.1 beziehen:

(8.9) Die Funktion f € E gentige den weiteren Bedingungen
f"eEB, f(0+)=0;
ferner sei ¢ > ayn und . die von unten nach oben durchlaufene Vertikale
Res = c¢. Dann gilt
1
f(t) = =— [ F(s)e*ds (t>0). (1)

21 ~e
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O[f O[f// C

Fig. 8.5.1

[ Mit Hilfe der Parameterdarstellung
Yei: Yy s(y)=ctiy (—oo<y<oo)

schreibt sich die Behauptung (1) folgendermassen:

ct

1) = 3 /°° Flc+iy)e®dy  (t>0). (2)

P2

Wir vergewissern uns zunéchst, dass das Integral (2) iiberhaupt existiert:
Nach Voraussetzung iiber f ist

/ £ (t)e (et dt’ g/ ' B)etdt=M (yeR). (3)
0 0
Wegen f(0+) = 0 gilt nach Regel (8.5) die Beziehung

F(s) = 5 (£F"(s) + F/(04))
so dass (3) die Abschétzung

1ol

|F(c+ iy)
( e

(M +[f(0+)]) < (Jy| > 1)

< —
~ Je+iyl?
nach sich zieht. Damit ist die Konvergenz von (2) garantiert.

Betrachte nun die Funktion
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Diese Funktion ist integrabel und besitzt die Fourier-Transformierte
o) = [ fOe I a =Pty eR),
0

Wir haben uns eben vergewissert, dass auch y — F(c 4+ iy) integrabel ist.
Somit diirfen wir die Umkehrformel (6.2) anwenden und erhalten, da ¢
iiberall stetig ist:

o(t) = %/ d(y)e™t dy = %/ Flc+iy)e®dy  (teR).

Multipliziert man hier auf beiden Seiten mit e, so folgt die Behauptung (2).
_

Die Formel (1) besagt eigentlich schon, dass f(t) durch seine Laplace-Trans-
formierte F'(s) eindeutig bestimmt ist; allerdings waren da noch Zusatzbe-
dingungen. Mit Hilfe eines einfachen Tricks kénnen wir aber den Satz von
Lerch auf (8.9) zuriickfithren. Hier nocheinmal der Wortlaut:

(8.2) Die Laplace-Transformation ist injektiv, das heisst: Sind f und g zwei
verschiedene Evaus, so sind auch ihre Laplace-Transformierten Lf und Lg
verschieden.

[ Wir argumentieren iiber das Evau f —g, das wir wieder mit f bezeichnen.
Die Behauptung lautet dann: Ist f € F mit £f = 0, das heisst: F(s) =0, so
ist f(t) = 0.

Indem wir f zweimal von 0 aus aufintegrieren, erhalten wir eine Funktion g,
die den Zusatzbedingungen in (8.9) gentigt. Wir bilden also

g(t) = /Ot </07f(7')d7'> dr = Hx H * f (t)

mit der Laplace-Transformierten

1
Wir wenden nun auf g den Satz (8.9) an und erhalten g(¢) = 0. Durch

zweimaliges Differenzieren folgt hieraus f(t) = 0, wie behauptet. N
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Wir haben schon darauf hingewiesen, dass die Riicktransformation von kon-
kreten Funktionstermen am einfachsten mit Hilfe einer Tabelle erfolgt. Trotz-
dem sollen hier noch zwei Methoden vorgestellt werden, mit deren Hilfe man
in bestimmten Fillen die Originalfunktion mit Papier und Bleistift bestim-
men kann.

Etwas Grundsétzliches vorweg: Ist F'(s) eine rationale Funktion:
P(s)
Q(s)’

so ist es am einfachsten, eine Partialbruchzerlegung herzustellen. Fiir die
Partialbriiche stehen dann die Korrespondenzen

F(s) = P, @ Polynome,

1 ﬁ eat

_ >
(s—aytt °° (n20, a€C)

zur Verfiigung.

Ist F(s) in einem Ringgebiet |s| > R analytisch mit einer Laurent-Entwick-

lung der Form

Fo) = 3 o (s> R),

n=0

so liefert gliedweise Riicktransformation dieser Reihe den folgenden Aus-
druck:

0 (t<0)
g(t) = i % o0 (4)
n=0

Wir miissen uns davon iiberzeugen, dass tatsichlich g € F und Lg = F ist.
Die a,, geniigen von vorneherein einer Abschéitzung der Form

|an| < C'p"

fiir ein geeignetes p > 0. Hieraus folgt leicht, dass die Potenzeihe (4) fiir alle
t € C konvergiert, und iiberdies, dass

lg(t)] < Ce  (t>0) (5)

ist. Die Reihe (4) stellt somit eine ganz-analytische Funktion dar, und zusam-
men mit (5) ergibt sich ¢ € E. Da schon die Partialsummen sy (¢) der Ab-
schétzung (5) geniigen, ist es erlaubt, L£g durch gliedweise Transformation
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der Reihe (4) zu berechnen, und dabei kommt natiirlich £Lg = F heraus.
Alles in allem haben wir folgendes bewiesen:

(8.10) Ist F(s) fiir |s| > R analytisch mit einer Laurent-Entwicklung der
Form

o0 an
F(s) =) -7 (sl>R),
n=0
so besteht die Korrespondenz
00 an
n=0
(D Es sei
1
F(s) = —— (Res >0),

V14 82

wobei natiirlich der fiir s > 0 positive Zweig gemeint ist. Wir kénnen F'(s)

auf die Form
1 1\ 7 & /-1/2\ 1
F(S)ngV<1+§) = E(;( n >52n+1

bringen. Die Binomialreihe rechter Hand konvergiert fiir |s| > 1 und lasst
sich daher als Laurent-Entwicklung von F' auffassen. Die zu F'(s) gehorende
Originalfunktion f(t) ist somit nach (8.10) gegeben durch

0 =3 ) éj)! |

n=0

Wegen

(12 - (R 2 _ b

n n! - 22n(pl)2
erhalten wir damit definitiv

0= (nl!)2 5"

n=0

eine ausserordentlich gut konvergente Reihe. Die hier erschienene Funktion f
ist nicht elementar, tritt aber in den verschiedensten physikalischen und tech-
nischen Zusammenhéngen auf. Es handelt sich um die sogenannte Besselsche
Funktion der Ordnung 0; die iibliche Bezeichnung dafiir ist Jo(¢). O
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Zum Schluss zeigen wir, wie sich auch der Residuensatz zur Berechnung von
Originalfunktionen heranziehen lasst.

Die Originalfunktion f(¢) geniige den Voraussetzungen von Satz (8.9), und
die Bildfunktion sei meromorph auf ganz C. Sie wird dann links von der Ver-
tikalen ~. gewisse Pole aj, besitzen (Fig. 8.5.2), unter Umsténden unendlich
viele. Diese Pole sollen nun in immer grésseren Rechtecken

Ry == [-rn,c] x [N, TN ]

eingeschlossen werden; dabei darf kein Pol auf dem Rand eines Ry liegen.

. A,
")/1‘ N
Ry
3 Aoy
oA /
TN 0 c
Fig. 8.5.2

Wir schreiben ORy = on + 0’ Ry , wobei oy die auf 7, liegende Kante von
Ry und 0'Ry := 71 +72 +73 die Summe der drei andern Kanten bezeichnet.
Nun kommt die entscheidende Voraussetzung: Die ry — oo miissen sich so
wahlen lassen, dass auf den Wegen 0’ Ry Abschétzungen der folgenden Art
gelten:

F(s)] < % (s € I R); (6)

dabei sind C' und § > 0 unabhéangig von N. Wir behaupten nun:
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(8.11) Unter den genannten Voraussetzungen tiber f(t) und F(s) gilt

ft) = Zres(F(s) e’ | s =ay) (t>0).

[ Die Umkehrformel (8.9) ist anwendbar. Nach dem Residuensatz, ange-
wandt auf Ry, haben wir

/ F(s)e' ds = 2mi Z res(F(s)e® | s = ay,) —/ F(s)e’ ds .
ON 8’RN

ar€ERN

Mit N — oo konvergiert hier die linke Seite nach (8.9) gegen

/ Fs)el ds = 2mif(t)  (t>0).

c

Die Behauptung ist daher bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass fiir jedes
feste t > 0 das folgende zutrifft:

lim F(s)e"*ds=0. (7)

N—oo E)’RN

Hierzu sind geeignete Abschétzungen notwendig, wobei wir uns weiterhin auf
die Fig. 8.5.2 beziehen. Mit (6) ergibt sich

c [ C el¢
/F()tsds <—/ etsdsg—ﬁe—,
t
71
und analog schliesst man fiir v3. Fiir 5 erhalten wir mit (6) eine Abschitzung

TN —TN TN
der Form
/ F(s)e'ds
Y2

Wegen ry — oo ist damit (7) beweisen. N

C
<—21" ety
TN

(2) Wir betrachten gleich ein Beispiel mit unendlich vielen Polen, nimlich
einen elektrischen Schwingkreis (vgl. 8.3.3), der mit Rechteckspulsen peri-
odisch angeregt wird. Die konstituierende Gleichung lautet:

qo0
L4 —i—Rz—i—C/ rydr=g(t) - 2 ®)



8.5 Inversion 217

dabei sei die Anregung g gegeben durch 8.2.(3) mit h :=T/2, A := Uy. Set-
zen wir go = 0, i(0+) = 0 voraus, so ergibt sich durch Laplace-Transformation
von (8) die Gleichung

<L8+R+ % é)[(s) =G(s) .

Die rechte Seite entnehmen wir 8.2.(4) und erhalten damit folgende Losung
von (8) im Bildbereich:

L e e L )
Ls+R+ll l—eTs s L2+ Rs+1/C 14e Ts/2"
C s

I(s) =

Die Bildfunktion I(s) ist meromorph in ganz C; sie besitzt Pole in den beiden
Nullstellen (1, (o des Polynoms Ls? + Rs + 1/C sowie in den Punkten
2kmi

Sk = (k € Z,ungerade) . (10)

Indem wir AN
s

wahlen, sorgen wir dafiir, dass die Rechteckswege 0’ Ry prazis zwischen den
Polen s;, hindurchgehen: In den Punkten

s:=s(r):=7xiry (—ryn<7<¢)

von 7 und 73 hat man die Abschétzung

o—Ts/2 — exp(-T(T + 42Nm'/T)> _ e TT/2 5,
und fiir die Punkte
s:=8(7) = —ry +iT (—ry <7 <7TN)

auf vyo hat man
le=T5/2| = eTrv/2 s 1

Alles in allem ziehen wir den Schluss, dass wir (8.11) auf die Bildfunktion
(9) anwenden diirfen:

i(t) = Zres (I(s)e’s | s =) + Z res (I(s)e" | s = sy) (t>0).

2
k=

1 k ungerade
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Da nun die beiden (i negativen Realteil haben, erhalten wir von daher zwei
mit ¢ — oo exponentiell abnehmende Terme, die wir nicht weiter verfolgen.
Die Residuen in den Polen sj berechnen sich nach Regel (4.13)(b) und (10)
wie folgt:

res (I(s)e' | s = sp) = Uoe® 2
F Ls? + Rs+1/C Te Ts/2| __
UOeanrit/T 9
T 4kx® 2%kmi, 1 T
_ L -
ERCRI e
20T 2kmit/T

T T2/C — 4k2x°L + 2krRTi

Damit erhalten wir schliesslich die stationére periodische Losung in Gestalt
einer Fourier-Reihe zur Periode T

| 20, T
o (f) = 2kmit)T — 0 .
Ustat (1) >, e T T2/C —4k?r2L + 2knRTi

k ungerade

Wegen c_j, = ¢ ist die so dargestellte Funktion ¢ — g, (t) reellwertig, wie
es sich gehort. Wir tiberlassen es dem Leser, sie in Cosinus- und Sinus-Terme
aufzuschliisseln. O



