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Losungen zu den Kapiteln
11-14

Hinweise

Besteht eine Aufgabe im wesentlichen darin, eine gegebene Gleichung aufzu-
l6sen oder einen gegebenen Ausdruck in bestimmter Weise umzuformen, so
wird diese Gleichung bzw. dieser Ausdruck mit % bezeichnet.
Formelnummern beziehen sich auf das laufende Kapitel des Losungsteils. Auf
Formeln im Haupttext wird mit Angabe der Abschnittnummer verwiesen.
Figuren im Losungsteil sind kapitelweise zweistellig nummeriert. Dreistellige
Figurennummern beziehen sich auf den Haupttext.

Fehlermeldungen nimmt der Autor dankend entgegen. Hier seine Adresse:

christian.blatter@math.ethz.ch

Greifensee, 15. Mai 2008



Losungen zu Kapitel 11

Abschnitt 11.1

1a Die Potenzreihe -
g(z) = Z k 2"
k=1

besitzt offensichtlich den Konvergenzradius 1. Wir miissen daher dafiir sor-
gen, dass exp(t? —t) < 1 resp. t2 —t < 0 wird. Dies ist auf dem t-Intervall
I:=]0,1] der Fall; folglich ist f auf I wohldefiniert.

Fiir die lokal gleichméssige Konvergenz bendtigen wir quantitative Aussagen.
Jeder Punkt ty € I besitzt eine Umgebung der Form I5 := [§,1 — §] mit
0<4d <43 Firallete I;gilt t —t* > §(1 — &) > 6/2 und folglich

—5/2

0<exp(t’ —t)<p:=e <1.

Man hat daher
|k exp(k(t* —t))| < ¢ == ko (t els) .

Die Reihe Y 72 i ist konvergent. Nach dem Kriterium von Weierstrass
(11.2) ist daher die Reihe % auf I5 gleichmaéssig konvergent.

b Wir bendtigen einen geschlossenen Ausdruck fiir die Funktion g(z). Hierzu
berechnen wir

(1=2)g(z) = k2" =S k3 hb S k-1 F =)
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1
-—  (:<1).

Damit ergibt sich g(z) = 2/(1 — 2)%. Wegen f(t) := g(etQ*t) erhélt man
daher definitiv

f(t) = . ! (tel).

(1—e?~t)°  4sinh® 52

2 Der Sachverhalt (b) treffe zu, und es sei K eine beliebige kompakte Teil-
menge von A. Wir miissen zeigen, dass die f, auf K gleichméissig gegen f
konvergieren. Es sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu jedem £ € K eine
Umgebung U(§) und ein ng mit

\fo(@) — f(z)| <e  VYoxeU(E), Vn>ng.
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Da K kompakt ist, lassen sich endlich viele & (1 < i < N) so auswéhlen,
dass K C Ufil U(&;) garantiert ist. Setze nun ng := max;<;<ny ng,. Dann
gilt

|fn(z) — f(z)| <e Vee K, Yn>ng .

Umgekehrt: Der Sachverhalt (b’) treffe zu, und es sei z¢ ein beliebiger Punkt
von A. Fiir den Beweis von (b) geniigt es, eine kompakte Umgebung V' von
xo zu produzieren.

Ist A offen, so gibt es ein ¢ > 0 mit Us.(z9) C A. In diesem Fall ist die
Menge V := {:r ‘ |x — x| < 5} eine kompakte Umgebung von xg.

Ist A abgeschlossen, so ist V := An{x } |z —x0| < 1} als abgeschlossene und
beschrinkte Menge kompakt; ferner ist V' auch eine Umgebung von z( € A.

3 Ist 0 <h < 75, s0gilt

sinh <sint<1 Vtel,:= [h, g} . (1)

Ferner ist lim,, .o, Vsinh = 1. Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es daher ein ng
mit V/sinh > 1 — ¢ fir alle n > ng. Zusammen mit (1) ergibt sich daher

l—e< Vsint<1 vt € I, Vn > ng .

Hiernach konvergieren die f,, auf I gleichmaéssig gegen die Grenzfunktion
f@):=1(>0).
Anderseits ist aber f,,(0) =0 (n > 2) und folglich auch

£(0) = lim f,(0)=0.

n—oo

Wir schliessen nun folgendermassen: Ware die Konvergenz der f,, auf ganz
Iy == [O,g] gleichméssig, so miisste f nach Satz (11.3) auf I stetig sein.
Das ist aber nicht der Fall.

4a Man hat
L) =(n—m+t)t" .
Wegen f,,(0) = f,(1) =0 (n > 1) nimmt f, sein Maximum im kritischen

Punkt 7, := i an. Fir 0 <t <1 gilt daher
n—+1

1

0< ful®) < fulr) = (1 =) = = (=25)" < <.

Dies beweist, dass die f,, auf [0,1] gleichméssig gegen 0 konvergieren.



b Fiir alle t € R gilt

1 1 1
0 fud) = (1= 155m) <o

Hieraus folgt, dass die f,, auf R gleichméssig gegen 0 konvergieren.

¢ Aus |sinz| < |z| folgt

< =< = (—c<t<e).

Da die Reihe Y77, 1/k? konvergiert, schliesst man mit Hilfe von Satz (11.2)
auf die gleichmassige Konvergenz von %.

d Die Abschitzung
ke 2

ST 0st=0)

kt?
k3 +t3

garantiert wie in ¢ die gleichméssige Konvergenz von %.

5a Es ist f,(0) = 0 fir alle n > 1 und damit f(0) := lim,— f,(0) = 0.
Fiir festes t > 0 ist ¢ := e~* < 1 und folglich

f(t) := nlLII;O fu(t) = tnli_)n;o(naq”) =0

flir jeden Wert von a.
b Man hat
L) =n*(1 —nt)e " .

n
Wegen f,,(0) = 0 und lim¢—, o f,(f) = 0 nimmt f, sein Maximum im kriti-

schen Punkt 7, := — an, und es gilt
n

0< fult) < fulm)==n*"" (t>0).
e
Hieraus ziehen wir den folgenden Schluss: Ist a < 1, so konvergieren die f,
auf R>o gleichmissig gegen f(t) := 0. Ist a > 1, so ist f,(7,) > 1/e fiir
alle (auch noch so grossen) n. Fiir gleichméssige Konvergenz der f,, gegen 0
miisste es aber ein ng geben mit

1
|fa(t)] < p Vt € R>p, Vn > ng .

Da das nicht der Fall ist, konvergieren die f,, fiir &« > 1 nicht gleichméssig
gegen 0.
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o

6a Dem Hinweis folgend untersuchen wir zunéchst die Transformation 7'
Die Gleichung T'(z) = « liefert den Fixpunkt 3. Wir schreiben daher die
Rekursionsformel z,,41 = %xn + 1 in der Form

2
xn+1—3:§(af;n—3)

und stellen fest, dass einmalige Anwendung von 7" den Abstand zum Fixpunkt
mit % multipliziert. Hieraus ergibt sich weiter

2

Tn— 3= (g)n(xo—S) (n>0) 2)

und folglich

fult) — 3] = (;)nlsint _3< 4(%)" (teR).

Dies beweist, dass die f, auf R gleichméssig gegen die Konstante 3 kon-
vergieren.

b Die Formel (2) liefert jetzt

0 -3= ()13 @m=0). 3)

Damit gilt immer noch lim,,_, f,,(t) = 3 fiir jedes feste ¢ € R. Die Kon-
vergenz ist aber nicht mehr gleichméssig; denn fiir jedes (noch so grosse) n
lassen sich Punkte ¢ € R finden, fiir die die rechte Seite von (3) grosser als 1
ist.

7 Die g, bilden eine monoton fallende Folge von stetigen Funktionen, die
punktweise gegen 0 konvergiert. Wir miissen zeigen, dass diese Konvergenz
gleichmaéssig ist.

Es sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es fiir jedes £ € A ein n() mit
In(e)(§) < €/2 und weiter eine Umgebung U(§) mit g, (z) < ¢ fiir alle
x € U(§). Die Menge A ist kompakt. Daher lassen sich endlich viele ¢;
(1 < i < N) so auswéhlen, dass A C vazl U(&;) garantiert ist. Setze nun
no := maxj<;<n n(&;). Fir jeden Punkt z € U(§;) gilt dann

0< gn(x) < Gno (1:) < gn(ﬁi)(sc) <e (n > TL()) )
und da jeder Punkt x € A in einem U(¢;) liegt, ist damit
0<gn(z)<e Ve e A, Vn > ng

sichergestellt.



Abschnitt 11.2

1 Wir zeigen zunachst: Fiir alle n > 0 gilt

ogfn(t)gén (t>0).

[ Dies trifft offensichtlich zu fiir n = 0 und sei richtig fiir n. Dann ergibt
sich weiter

1

M <l 020,

1
0 < fap1(t) = fo(fult)) < 5+ (D) <3

|

Die Reihe Y7 | f,(¢) ist daher nach (11.2) gleichméssig konvergent auf R
und stellt dort eine stetige Funktion dar.

2a Aus
u _u? wu
0<1l—cosu=2sin’-< —<—-<1 0<u<l)
2 2 2
folgt mit vollstdndiger Induktion die Abschitzung
1
0<fult) <5 VEER, Yn>0. (4)

Die Reihe s(t) := >"°7  f,(t) ist daher nach (11.2) gleichmaéssig konvergent
auf R.

b Wir miissen zeigen, dass die Reihe Y f/(t) auf R lokal gleichméssig
konvergiert.
Es gilt
< <
2l 2t <2 (]t <1)

5501 = oy <

— <2 t|>1
Weiter erhélt man mit Hilfe der Kettenregel und (4) die Abschétzung

1 !

| fra (O] = sin(fa(t)) 1[0 (8] < on @) VEER, Vn 20,

Mit (5) und vollstédndiger Induktion ergibt sich hieraus leicht

1

OIS opems HER, ¥ >0,

womit das Verlangte geleistet ist.
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3 Wird die f definierende Reihe gliedweise differenziert, so erhélt man die
Reihe

Fiir |t| < M gilt

2 .t t < 2M

i cos | < =
und die Reihe > ;- 2M/k? ist konvergent. Folglich ist die g definierende
Reihe lokal gleichmissig konvergent auf R. Damit ist f/(t) = g(t) sicherge-
stellt.

Abschnitt 11.3

la Vorweg ist f,(0) = 0 fiir alle n > 1 und damit auch lim,,_,~ f,(0) =0,
unabhéngig von «. Betrachte jetzt ein festes t € ]0,1] und schreibe f,, in der

Form
t

Full) =" i

1
Hier strebt der zweite Faktor mit n — oo gegen n > (0. Wir konnen daher

Folgendes sagen: Fiir ¢t €]0,1] gilt

oo (a>2)
Tim fu®) = { 1/t (a=2)
0 (a<?2)

Fiir a < 2 ist also die Grenzfunktion f(¢) := 0 auf dem ganzen Intervall [0,1]
stetig.

b Die Standardfunktion g(x) := (x > 0) verschwindet fiir x = 0 und

x
1422
xr — 00, und sie nimmt an der Stelle x = 1 den Maximalwert % an. Wir
schreiben f,, in der Form

fat) :=n""lg(nt)  (0<t<1) (6)

und koénnen dann Folgendes sagen: Ist 1 < a < 2, so nimmt f,, an der Stelle
1
T, := — den Wert
" 1 1
falTn) =5 no > 3
an. Unter diesen Umstdnden konnen die f,, auf [0,1] nicht gleichméissig
gegen 0 konvergieren.



Ist aber a < 1, so folgt aus (6) die Abschitzung
1
0 < fult) < §n‘”‘1 Vi e [0,1], Vn>1,

die die gleichméssige Konvergenz der f,, gegen 0 garantiert.
¢ Man berechnet

1

= ’[’La_Q 10g m .

0

/ Fult) dt = 210g< 1+ n2e2)

Fir alle a < 2 gilt daher

lim fn t)ydt=0= / f(t)
und fiir a > 2 sind beide Seiten dieser Gleichung undefiniert.

2 Da hier von uneigentlichen Integralen die Rede ist, helfen weder der Satz
(11.9) noch der stérkere Satz (11.12).

Es sei ein € > 0 vorgegeben. Da das Integral [ e~ dt konvergiert, gibt es
ein M mit -
_t £
e tdt < =,
/ M 2

und da die f, lokal gleichméssig konvergieren, gibt es weiter ein ng mit

0< fult) < —  Vte[0,M], ¥n>no.
2M
Damit erhalten wir
0o M
og/ fn(t)dtg/ fn(t)dt+/ etdt< M= (n>m),
0 0 2M
womit lim,,_, s fooo fn(t)dt =0 erwiesen ist.
3 Fir « > 0 gilt
1 1 1 1
- =k k<= <k+1 — < =
{xJ < _x< + = k:+1<$_k
Damit erhalten wir
—/1 1 27 2.2k
o—1/x) g0 — Z_ -k _ 2 _
) B ol (R LR BEt e
1/(k+1) k=1 k=1 k=2

:1_2;
k=1
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Hier kommt uns die Logarithmusreihe

2
log(l+t)=t——+ ——...
og(1+1) 5 T3
1
(siehe Beispiel 7.6.(1)) zu Hilfe. Setzt man speziell ¢ := —5 SO ergibt sich

1 o= 27k
log =" kzl = Wir erhalten somit definitiv

% =1—1log2 = 0.306853 .

Abschnitt 11.4

la Wir setzen a > 0 voraus. Dann gilt

arctan(a tant arctanu
lim arctan(a tant) =a lim ——— = aarctan’(0) = a,
t—0+ tant u—0+ U
arctan(a tant) . arctanu
im —————=«a lim — =0.
t—Z— tant u—00 U

b Mit Hilfe der Leibnizschen Regel erhalt man

, 7T/2 1
F = ————dt

() /0 1+ a2tan?t

Die Substitution tant := u (0 < u < 00) liefert weiter
o 1 1 e 1 a?
F'(a) = du = ( - )d
() /0 (1+ a2u?)(1 + u?) YTl /0 1+u?  1+a2u2)®

b =

o 2(0+a)’

=1 (arctanu — carctan(ow))
-«

Wegen F'(0) = 0 erhdlt man hieraus definitiv

Fla) = g log(1+a) (a>0).

2 Nach Satz (11.16) gibt es eine Umgebung U von 0 und eine C'*°-Funktion
h mit ~(0) = 8 und

ft)y=2ht) (teU).
Die Funktion wrzs: u — /u ist in der Umgebung von v = 8 beliebig oft
differenzierbar. Folglich ist die Funktion

g(t) ==t wrzg(h(t))
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in einer geeigneten Umgebung U’ von 0 beliebig oft differenzierbar, und es
gilt f(t) = (g(t))3 (t € U’'). Ferner hat man

g/(O) = lim @ = WrZsg (h(O)) =2.

t—0

3 Fiir t # 0 berechnet man

1—(1—t)et 24 (2 -2t +t?)et

f’(t):T7 fft)y=...= 3

Weiter erhalt man mit Hilfe der Regel von Bernoulli-de ’'Hopital

o FO—FO) _ em1-t_eo1 1
f1(0) = fimy ¢ R S a1
Dies stimmt mit . .
i P () = lim 8 = i & = L
i S0 = lim S5 = m S =3

iiberein; folglich ist jedenfalls f € C*(R). Analog fortfahrend erhalten wir

/ / t 2 t
iy e 4 &) = f0) 1= (1 —t)e —7/2 . t(e" —1)
FO=m= - E ST
Coet—1 1
= lim =—,
t—0 3t 3
und dies stimmt mit
t2et et 1
. 17; T AR I - =
g ) = i g =l g = 3
iiberein, womit f € C?(R) erwiesen ist.
Abschnitt 11.5
2 —k 2 —2k
1a Man hat 1— tanhk = —— — = - und folglich

ek +ekF  1+4+e2

2
lim ¥1—tanhk=¢e"2 lim {/——— =¢7 2.
k—oo k—oo 1+ e—2k

Hieraus ergibt sich p = e?.

3\ k
b Aus lim ¥a = lim Vk lim (1 + —) =¢3 folgt p = e 5.
k—oo k—oo k—o0 k
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2a Der Konvergenzradius ist offensichtlich 1. Setze > o, k*F =: f(t).
Dann ist (siehe Aufgabe 11.1.1b)

t&_tmqu _oo kE_ t
/O , dt_/OZkt dt—;kt—(l_t)Q (7)

k=1

fit) - ((1—tt>2), N <11—+ tt>3

Damit ergibt sich definitiv

und folglich

(Will man von dem in Aufgabe 11.1.1b auf andere Weise erhaltenen Zwi-
schenresultat nicht Gebrauch machen, muss man den Schritt (7) wieder-
holen.)

b Der Konvergenzradius von % ist offensichtlich 1. Fiir ¢ := u? > 0 betrach-
ten wir die Hilfsfunktion

mit der Ableitung ¢'( Zuzk 2 Z u?k = T u2 Hieraus folgt
1 1
g(u) = 3 log 11_—3 = artanhu

und damit weiter

=u g(u) = vartanhwu .

0 2k
P
k=1
Setzt man in der letzten Formel u := /%, so ergibt sich
% = V/t artanh (V1) (t>0). (81)
Fiir t := —u? < 0 betrachten wir analog die Hilfsfunktion
Jh—1y2k—1

Z 2k—1

k=1
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[e.o] [e.o]

1

mit der Ableitung ¢’ (u) = ];(—1)k1u2k2 = kz_o(_UQ)k =TT a Hieraus
folgt g(u) = arctanw und damit weiter

oo

(_u2)k - _

Z o1 ug(u) = —u arctanu .

k=1
Setzt man in der letzten Formel u := y/—t, so ergibt sich

% = —/—t arctan (v/—t) (t<0). (82)

Aus (81) und (82) folgt nicht, dass arctan und artanh im Reellen ineinander
umgerechnet werden kénnen! Was wir hingegen bewiesen haben, ist dieses:
Die natiirliche Fortsetzung der Funktion (8;) auf die negative t-Halbachse ist
die Funktion (82).

3 Wir schreiben f(¢) in der Form

. I A
F) =32+ (t-2) =2 {/1+ 5~ .

Damit ergibt sich

f(t):2k:0<11{;5>(t_2>k:2+t_2_ (t—2) +3(t_2)

32 80 6400 1024000

4 Wir miissen

log1+t:(t—ﬁ—l—ﬁ—ﬁ—i—...)—(—t—ﬁ—ﬁ—ﬁ—...)
11 23 4
_o M2
3 75

2m—1
1 der letzte mitgenommene Term,

3
so betragt der Fehler

an der Stelle t = L evaluieren. Ist
2m —

9p2m+1
2m +1

2t2m+1

|

-1

< .
2m+ 1)(1—£2) ~ 2000

IN

A+t2 4+t 4..) =

Wir miissen also m so gross wahlen, dass

1 (1)2m+1< 8/9 1

om +1\3 = 92.2000 _ 4500
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wird. Dies ist fiir m = 3 der Fall. Somit weist

2 2 2
1 = _ e _ = . 4
og 2 3+81+1215 0.69300

die verlangte Genauigkeit auf. (Der Tabellenwert ist 0.693147...)

5 Man hat

1/2 1/2 2
(1+U)1/2=1+< { >u+<é>u2+?u3:1+%—%+?u3

und folglich

.92 .4
- sin“ ¢ sin™t
V1—kK2sin’t=1-— K? — k4765

2 8

/2 - /2 3T
ferner ist / sintdt = —, / sin*t dt = ==. Damit ergibt sich
0 0

2 16
3 1 3
U= 4a(g — %/{2 — é I€4+?I€6> = 271'@(1 ) K2 — o K4+?I€6) .
Eine Fehlerabschatzung ist hiermit nicht geliefert.
6 Man hat
u? ol
log(1+u) =u— — + —+2u?
2 3
und folglich
o2t o3t
log(1 +¢ce') =ele — - g2 + 5 g3+
ferner ist -
/Og ektdt _ lekt log 2 _ 2k -1
0 k 0 k '

Damit ergibt sich

3 7
Fle)=e— -2+ — 3424 .
(e)=¢ 1€ + 9¢ +7e
FEine Fehlerabschétzung ist hiermit nicht geliefert.

7 Dem Hinweis folgend gehen wir aus von

e =(1-3) "= ()5
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und konstruieren rekursiv die Folge (z,,)n>0 der Partialsummen dieser Reihe.

Die Reihenglieder
e\ (=1
P\ k) 2k

geniigen der Rekursionsgleichung

deas = 2TE
ML ok + )

Damit ergibt sich das folgende Rekursionsschema:

a0:17 $0:17
a+k
Ok+1 = malm Th+1l = Tk + k41 (k>0).

Fir a := % erhélt man so nacheinander

( 5 43 177 2867
r. = (1,

e, ——, ——...) = (1, 1.25, 1.34 1.38281, 1.
1 32’ 123’ 2048 ) (1, 1.25, 1.34375, 1.38281, 1.3999,...)

8 Man berechnet nacheinander

, t 3 ,
t)=—+—+—+... 0)=0
s'(t) 1+3+5+ ,  §'(0) ,
1
" . 2 4 _

Hieraus ergibt sich riickwarts
, 1 1
s'(t) = 3 log(1+41t) — 3 log(1—1t),

s(t) = (1 +¢)(log(1+¢) —1) + %(1 —t)(log(1—t)—1)+C,

N =

Die Bedingung s(0) = 0 liefert C' = 1. Da die Reihe s(¢) auf [0,1] gleich-
massig konvergiert, erhédlt man nun

s=s(1) = tﬁr}l_ s(t) =log2,

wobei am Schluss von lim,, g4+ v logu = 0 Gebrauch gemacht wurde.

Es geht aber auch einfacher: Aus

1 11
(2k—1)-2k  2k—1 2k
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folgt direkt

RS S SIS U U B
ST T3 Ty g TR

wobei hier allerdings auf den Satz von Abel zuriickgegriffen werden musste.

9 Da es um sehr grosse ¢ geht, betrachten wir die Hilfsfunktion

1/u

g(u) := f<%) = \/TW

fur kleine positive u. Die in Beispiel @ erhaltenen Formeln liefern im vor-
liegenden Fall

= sgnu (14 u?)~1/?

1 1-3
glu) =1 - 2u” + = out -

Damit ergibt sich

1)_1 11 1-31 1-3-51

) =g(= SR . s RN t>1) .
1) g(t 52 T3 4Hd 2468 " (t>1)

Da die Reihe (9) alternierend ist, liefert bereits g(u) = 1 — u? fiir u:= 1073
die verlangte Genauigkeit. Wir erhalten daher

1
F(1000) = 1 — 2107 = 0.9999995 .

Zum Vergleich der Wert auf 16 Stellen genau: 0.9999995000003750. .. .

9 Betrachte die Funktion

/ 1 / 1
) := 142t +3t% + 4¢3 ...:(1 t+t2 413 ) :(—) = )
F(t) = 1426437 +4t° + it 1+ 1) “ G
Es gilt
1 1 100
1.23456789 = (-): _ 100
! 10 (9/10)2 ~— 81
und folglich
1 . 81

1.23456789 100

Abschnitt 11.6
1a Aus der Dreiecksungleichung fiir die euklidische Ebene folgt

|d(21,0) — d(z2,0)| < |21 — 22|,
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und hieraus ergibt sich sofort |f(x,y1) — f(x,y2)| < |y1 — y2|. Somit ist f
lipstetig beziiglich y mit Lipschitz-Konstante 1.

b Gemeint ist die mit yo(x) := 0 beginnende Rekursion

@) = [ feum@)d= [ VETEGE @20,

wobel wir uns zunéchst auf x > 0 beschranken. Man erhalt nacheinander
x IL'Q
)= [ VPde=
0 2
r r 4 2\ 3/2
yo () :/ VIt A4 dt :/ I+ P/ dt = < (1+ I) .
0 0

Wegen f(—x,—y) = f(z,y) ist das Richtungsfeld der betrachteten Differen-
tialgleichung zentralsymmetrisch zum Ursprung. Die Losungskurve durch
den Ursprung ist daher der Graph einer ungeraden Funktion, und das ist
auch fiir die Approximanten y,,(-) der Fall. Damit ergibt sich definitiv

4 22\ 3/2
yg(x):§sgnx(1+z) .
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Losungen zu Kapitel 12

Abschnitt 12.1
1 Dem Hinweis folgend berechnen wir

Lz = L(cos ¢,sin¢) = (6 cos ¢ — 4sin ¢, 2 cos ¢ — 3sin @)
und weiter

65 15
|Lz|*> = 40 cos® ¢ — 60 cos ¢sin ¢ + 25sin? ¢ = 5 + > cos(2¢) — 30sin(2¢) .

Damit ergibt sich nach einer bekannten Rechenregel

15\2 151
0<¢p<2m 2 2 2
65 + 1517

Die lineare Abbildung L besitzt daher die Norm ||L|| = 5

Abschnitt 12.2

1a Die Funktion f besitzt in der punktierten Ebene R2 stetige partielle
Ableitungen und ist damit in diesem Bereich (stetig) differenzierbar. Weiter
ist

[f(0+2)— f(0)| =|f(Z)| <|Z2]* (Z € To)
und folglich |f(0 + Z) — f(0)| = o(|Z|) (Z — 0). Somit ist f auch an der
Stelle 0 differenzierbar, und zwar ist df (0) = 0.
b Die Funktion f besitzt nach (12.7) auch an der Stelle 0 partielle Ableitun-
gen, namlich f;(0,0) = f,(0,0) = 0. Was nun die Stetigkeit von f, und f,
im Ursprung betrifft, so miissen wir nun f, und f, fiir (z,y) # 0 tatséchlich
ausrechnen. Wir setzen /22 + y2 =: r; dann ist

1
f(z,y) = r¥sin— .
r

Mit Hilfe der Kettenregel folgt

d 1 1 1
fo(z,y) = —( 25111—) Ty = <2rsin— — cos —) L
dr r r r/or
Wegen des Terms cos(1/r) nimmt hier die rechte Seite in jeder noch so kleinen
Umgebung von 0 beliebige Werte zwischen —1 und 1 an. Folglich ist f, im
Ursprung unstetig, und dasselbe gilt fiir f,.
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2 Man berechnet

2r  —3y? ]

f(1> 1) = (07 1)7 [df(:c,y)] = |:4$3 4y3 2 _3:|

[df(1,1)] = [4 A

Wir missen die Gleichung df(1,1).(X,Y) = —f(1,1) auflésen. In Matrizen-
form sieht das folgendermassen aus:

2 —3][x] Jo

4 4 Y|  |-1]|"
Es ergibt sich X = —2%, Y = —%, das heisst Z = (—0.15, —0.1). Damit
wird z; = (0.85, 0.9).

Y
14 Z_~ 7

Fig. 12.1

3 Nach der Produktregel ist

D (5x) - 9(x)) = Fx(0)g(0) + F)gax)  (1<k<n)

8:17k

und somit

V(f-9)(x)=g(x) Vf(x)+ f(x) Vg(x),
kurz: V(f-g)=9gVf+ fVg.

4a Ist f an der Stelle p differenzierbar, so gilt

Def(p) :tl_l)%l_i_ f(p+tet) _f(p) :}E)% f(p+tet) _f(p) :df(p)e

=Vf(p)-e.
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Insbesondere gilt dann
De, f(P) =Vf(p)eer = fr(P),  D-ef(p)=—-Def(p).

b Gemass Text und a ist

Vf(p)+(0,1) =3, Vﬂm-@é?f%)zﬁi

Es sei Vf(p) = (u,v). Dann besagen die letzten Gleichungen
v=3, —u—v=1,

und hieraus folgt Vf(p) = (—4,3) .
¢ Ist f die Betragsfunktion, so gilt

0-+tel—|0 t
i (Ot =101 Ttel

= 1
t—0+ t t—0+ ¢

Def(o) =

fiir alle Einheitsvektoren e. Die Identitdt D_of(0) = —Def(0) ist somit
verletzt, folglich ist f im Ursprung nicht differenzierbar.

5 Esgilt f(p+X)— f(p) =|pl*+2p+X+|X]? — |p|? und somit
fp+X) - f(p)=2p-X+0o(X]) (X—0).

Hieraus folgt V f(p) = 2p auf Grund der Charakterisierung des Gradienten.

Abschnitt 12.3

1 Setze (g, g,O) =: p. Man berechnet

Foleys) = " (—sing) . fulp) =1
z sin 1
fy(x7y)z):6 y‘COSy, fy(p):§’
Sil’ly t2 \/5/2 3
oy = [ tetar,  Le =5 =%
cos T 2 0 8

Damit wird Vf(p) = (1, 3, g)

2 Wir iibernehmen den Beweis der “eindimensionalen” Kettenregel (7.6)(d).
Betrachte also ein festes ¢y € dom(f) und setze f(t9) =: 29. Das Polynom p
ist in der ganzen z-Ebene komplex differenzierbar und besitzt an der Stelle
2o die komplexe Ableitung p’(zp). Ferner gibt es nach (7.2)(a) eine an der
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Stelle ¢ stetige Trendfunktion my 4, mit my 4, (to) = f'(to) sowie eine an der
Stelle zy stetige Trendfunktion my, ., mit m,, ., (z0) = p’'(20). Es gilt also

p(z) = p(20) = mp 2 (2)(z = 20) . f(t) = f(to) = My, (D) (E = to) -
Damit ergibt sich

p(f(#®) —p(f(to)) = p(f (1) — p(20) = My, (F(1) (f(t) — 20)
= M,z (F(1) Mpto () (t = to) -

Hieraus folgt die Behauptung auf Grund der Rechenregeln tiber stetige Funk-
tionen und des Prinzips (7.2)(b).

Abschnitt 12.4

1 Essei dom(f) =: Q. Fiir festes z € Rist die Menge Q, := {y ’ (z,y) € Q}
eine offene Teilmenge von R. Ist {2, ein nichtleeres offenes Intervall, so die
Funktion f konstant auf der vertikalen Strecke {z} x €, C €, und dieser
konstante Wert =: wu(z) ist wohldefiniert. Hieraus folgt: Ist €, fiir jedes
x € R entweder leer oder ein offenes Intervall, so gilt f(z,y) = u(z) fir alle
(z,y) € Q, und u(-) ist offensichtlich stetig differenzierbar.

Besteht jedoch €2, fiir gewisse & aus mehreren getrennten Teilstlicken, so
braucht es keine derartige Funktion x — u(z) zu geben. Betrachte hierzu das
folgende Beispiel: Es sei ) := R?\ {(z,0) } z > 0} die lings der positiven
x-Achse aufgeschnittene Ebene. Dieses (2 ist offen und zusammenhéngend,
aber die Mengen €2, bestehen fiir z > 0 aus zwei disjunkten Intervallen. Die
Funktion
) (x < 0)
fley) = {w2 sgny (¢>0,y#0)

ist stetig differenzierbar auf 2 und geniigt der Bedingung f, = 0. Es gibt
aber keine Funktion = +— u(z) mit f(x,y) = u(z) fir alle (z,y) € Q.

2 Die Funktion g := f, ist eine C'-Funktion mit g, = 0. Gemiss dem
Resultat von Aufgabe 1 gibt es daher eine C''-Funktion
u: R—-R, x +— u(z)
mit
fol,y) = g(z,y) =ulx)  V(x,y) €R?.

Es sei U € C? eine Stammfunktion von u. Die weitere Funktion h(x,y) :=
f(z,y)—U(x) geniigt der Bedingung h, = 0; folglich gibt es eine C?-Funktion
y+— V(y) mit h(z,y) = V(y) fiir alle (z,y) € R?. Damit ergibt sich

fla,y) =U@) +V(y)  V(z,y) eR>. (1)

Umgekehrt: Hat f die Gestalt (1) mit C2-Funktionen U(-) und V(-), so ist
offensichtlich f,, =0.
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Abschnitt 12.5
1 Man berechnet

u=cf'(x+ct)—cg'(x—ct), uy=cf"(x+ct)+ g (x —ct) = g, .

2 Wir setzen A(a,b) # (0,0) voraus. Ist B = 0 oder (c¢,d) = A(a,b), so hat
f die Form
f(z,y) = Claz + by)"

wobei wir im Weiteren C' # 0 annehmen. Der Graph z = f(z,y) ist eine
Zylinderflache, deren Mantellinien parallel zur Geraden ax+by = 0 verlaufen.
Man berechnet

folz,y) = anClazx + by)" fy(z,y) = bnClaz + by)" ' .

Hieraus folgt: Ist n = 1, so gibt es keinen kritischen Punkt. Ist aber n > 1,
so sind die sdmtlichen Punkte der Geraden ax + by = 0 kritische Punkte von
f. Je nach dem Vorzeichen von C' und der Paritat von n sind die kritischen
Punkte lokale Minima, Maxima oder sogenannte “Terrassenpunkte” von f.

Im Weiteren sei auch B # 0, und (c,d) sei kein Vielfaches von (a,b). Ins-
besondere ist dann ad — be # 0. Man berechnet

fola,y) = a An(az +by)" ™" + ¢ Bn(ex +dy)"
fy(z,y) = b An(az + by)" ' + d Bn(cx + dy)" .

Hieraus und aus den iiber die Parameter getroffenen Annahmen folgt: In
einem kritischen Punkt gelten die beiden Gleichungen

(ax +by)" 1 =0, (cx+dy)" ' =0.

Ist n = 1, so gibt es daher keinen kritischen Punkt, und ist n > 1, so ist
der Ursprung der einzige kritische Punkt. Im Weiteren sei daher n > 1. Mit
Hilfe der Formeln

ar +by=:£, cx+dy=:n

fithren wir in der Ebene neue (schiefwinklige) Koordinaten (£,7) ein. In
diesen Koordinaten nimmt f die einfache Gestalt

f(&,n) = A" + Bn"

an. Der Typ des kritischen Punktes (0,0) ergibt sich daher allein aus den
Vorzeichen von A und B und aus der Paritdt von n. Ist zum Beispiel A > 0,
B > 0 und n gerade, so haben wir an der Stelle (0,0) ein lokales Minimum.
Ist n > 2, so ist der kritische Punkt entartet.
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3a Wegen cos’(0) = 0 ist der Ursprung ein kritischer Punkt. Auf Grund der
trigonometrischen Identitat

atf . a-p
cos 3 — cosa = 2sin sin
2 2
lasst sich f folgendermassen darstellen:
. 8r—y . 2rx+3
f(z,y) = 2sin Y sin - (8x —y)(2z + 3y)g(z,y) ;

2 2

dabei ist g € C*° und ¢(0,0) = 3. Die Funktion f verschwindet also auf

den beiden Geraden 8x —y = 0 und 2z + 3y = 0 und nimmt in den dazwi-
schenliegenden Sektoren beiderlei Vorzeichen an. Der Ursprung ist daher ein
Sattelpunkt von f.

b Wegen dg(0,0) = d?g(0,0) = 0 ist der Ursprung ein entarteter kritischer
Punkt. Wir kénnen also nicht nach Schema F vorgehen. Die Terme niedrig-
ster Ordnung sind 2* + 222y? 4+ y* = 7%, und dies ist positiv definit. Die
restlichen Terme lassen sich wie folgt abschétzen:

| — 323y? — 32%y3| < 675 .
Damit ergibt sich
g(z,y) =r*(1+0(1)) (r=+az2+y?>—-0).

Hiernach ist ¢(0,0) = 0 und g(z,y) > 0 (0 < r < 1). Folglich besitzt g im
Ursprung ein lokales Minimum.

¢ Wir setzen :L‘2 + y2 + 2’2 = 7“2. Mit Hilfe der Entwicklungen
3 2 4 6

i = ? = ]. - - ? .
sSinu u+ru” COSu 5 -+ 5 +u

ergibt sich

2,2 .2 4,4 4
h(x,y,z)zr2+?r6+2<3—x +y2 tz +x +;/4+Z +?r6>
at +yt + 2t

2,.6
19 +0r .

=6+
Der Ausdruck z# + y* + 2* ist offensichtlich positiv definit. Das reicht aber
nicht; wir benétigen eine Abschitzung der Form z* + y* + z* > Cr?. Hierzu
argumentieren wir folgendermassen: Die Funktion ¢ — ¢? ist konvex; folglich
gilt nach der Jensenschen Ungleichung

u? + v? + w? S <u+v+w)2
3 - 3 '
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Damit ist z* + y* 4+ 2% > %(xQ +y? +22)?% = %r“ sichergestellt. Wir haben
daher

hz,y,z) — 6 > %r‘l(l + o(r)) (r—0).

Folglich besitzt A im Ursprung ein lokales Minimum.

4 Das r-te Differential d" f(p) besitzt n” Summanden der Form

fk‘lkzk‘r(p) ° Xk’1Xk2 R Xkr y

wobei die r Indexvariablen k1, ..., k. unabhingig voneinander von 1 bis n
laufen. Von diesen n” Summanden stimmen aber sehr viele tiberein: Wird
gleich oft nach der gleichen Variablen differenziert, so besitzt sowohl der
Koeffizient f x,k,.. k. (p) wie das Produkt Xy, Xi,-...- X}, denselben Wert. In
der a-Schreibweise von d” f(p) werden nun ohnehin {ibereinstimmende Terme
zu einem einzigen Term zusammengefasst, wobei man sich aber iiberlegen

muss, wieviel gleiche Terme da jeweils zusammengefasst werden.

Der Multiindex a = (avq, . .., ay,) gibt an, wie oft bei dem betreffenden Term
nach x1, s, ..., xz, differenziert wurde. Dann muss a1 + ...+ a,, = r sein,
und das zugehorige X-Monom hat die Form X" X352 -...- X .

Wieviel Worter (kq, ka, ..., k) der Lange r iiber dem Alphabet {1,2,...,n}
gibt es, in denen genau «y-mal der Buchstabe 1, genau as-mal der Buchstabe
2, ..., und genau «a,-mal der Buchstabe n auftritt? Diese Anzahl ist

r!

(2)

atlag! - ap!

[ Fiir n = 1 liefert (2) die richtige Anzahl, némlich 1. Fiir den Schluss von
n — 1 auf n iiberlegen wir folgendermassen: Man kann auf

Arten die Platze wahlen, wo der Buchstabe n stehen soll, und muss dann noch
die restlichen r — v, Platze geméss den vorgeschriebenen Vielfachheiten mit

Buchstaben 1, 2, ..., n — 1 besetzen. Nach Induktionsvoraussetzung ist das
auf
(r —ay)!
Oél! 052! et Oén_1!
Arten moglich. Zusammengenommen ergibt sich der Ausdruck (2). N

In der a-Schreibweise sieht die Taylor-Entwicklung von f an der Stelle p
folgendermassen aus:

fp+X) =) 5 D f(p) X .
a>0
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Abschnitt 12.6

1 Setze zur Abkiirzung 1 — x1 — 22 — x3 =: u. Dann ist

Oy;  u+xy y; T .
= = — kj
oz; u Oz,  u? (k #7)
und folglich
1 1-— T2 — I3 I I
[df(x)]:—2 To 1—2z; — x5 o
u T3 I3 1-— Tr1 — X9

Addiert man in der erhaltenen Matrix die beiden ersten Zeilen zur dritten
und subtrahiert dann das x;-Fache der dritten Zeile von der ersten, so erhalt
man nacheinander

1— 29— a3 T T U 0 0
i) 1—1‘1—[E3 i) y i) 1—]]1—$3 i)
1 1 1 1 1 1

Die Determinante der letzten Matrix ist u2, folglich ergibt sich insgesamt

U 1
Jf(X)iﬁi (1—$1—$2—$3)4 '

2a Ist f'(z0) = A +iB, so besitzt die zugehorige Abbildung f: R? ~ R?
an der Stelle zy die Funktionalmatrix

A -B

B A
mit der Determinante A% + B? = |f’(z0)|?. Hieraus folgt: Ist f’(z0) # 0, so
ist df an der Stelle zy regulér (und f resp. f bildet eine Umgebung U von zg

bijektiv auf eine Umgebung V' von f(zo) ab). Ist aber f/(z9) = 0, so ist df
an der Stelle 2y singuldr, und zwar besitzt df dort den Rang 0.

Dies vorausgeschickt berechnen wir nun die Ableitung der angegebenen Funk-
tion f. Es ergibt sich f’(z) = —2z — 1 + 4, und dies verschwindet einzig an

-1
der Stelle zg = R

. In allen anderen Punkten ist df regular.

b Man berechnet

cosh’(z) = & —&  — e** —1),
(2)

und dies verschwindet genau an den Stellen z, = kr (k € Z). In diesen
Punkten ist dg nach dem in a Gesagten nicht reguléar.
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Wegen ¢g(—z) = g(z) bildet g keine noch so kleine Umgebung des Ursprungs
injektiv ab,

3a Wir konstruieren eine Funktion f: R — R mit

fO)y=2, f2)=1, f1)=0,

wobei wir es mit dem Ansatz f(t) = at?®+bt+c versuchen. Wir haben Gliick:

Die Funktion 3 .
t) =t — ~t+2
leistet das Verlangte.
b Auf Grund der Kettenregel, der Multiplikativitdt der Determinante und

der Periodizitat der py gilt

N—-1 N—-1
Je(r) = [[ Ze(prrs) = [] Je(ps)
j=0 Jj=0

fur alle k.
4 Die Funktion ; ;
f(x7y) = $2 +y2 + gilfy— 2r — gy
besitzt die partiellen Ableitungen
6 6 6
felwy) =20+ 2y =2, fyly) =2+ 2 — ¢

Wegen f,(1,1) = 2 # 0 definiert die Gleichung f(z,y) = 0 eine in der
Umgebung von z = 1 definierte C'-Funktion g: x — y = g(x) mit g(1) = 1,
und es gilt

fz(1,1) B 6/5 3

dO="70n" "2 "5
vA
l (1.1)
! §
|
flz,y) =0

Fig. 12.2



26

Anderseits lasst sich die Gleichung f(z,y) = 0 im vorliegenden Fall auch

formelmassig nach y auflésen. Man erhalt

1
y = g(l—x)ig\/9+32x—16x2

und damit den folgenden expliziten Ausdruck fir g:

3

1
g(x) = —(1—x)+g\/9+323:—16x2 .

5

Hieraus folgt weiter

3 1 16 — 16z

"Np)=—2 4=
g(e)="3 5 V9 + 32z — 1622
und damit ¢’(1) = —2 wie oben. Um den maximalen Definitionsbereich

von g zu bestimmen, miissen wir das maximale Intervall finden, auf dem der
Radikand 9 + 322 — 1622 positiv ist. Dies ist der Fall fiir —% <z< % ; siehe

dazu auch die Fig. 12.2.

vA fs fo

10 +

,20 £

Fig. 12.3

5a In der Fig. 12.3 sind die Graphen einiger f,’s dargestellt. Man erkennt:
Fir a < —1 gibt es keine kritischen Punkte, fiir &« > —1 deren zwei. Dies

wird durch die Rechnung bestétigt: Die Gleichung

frt)=3t>—-2t—a)=0

[e%
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t A
5 t=cy ()
1 £
i 1 1 -
-1 1 2
t=cy(a)
Fig. 12.4
besitzt fir « < —1 keine reelle Losung, fiir « = —1 genau eine Losung und

fiir « > —1 die zwei Losungen

cigla) =1£V1+a;

siehe dazu die Fig. 12.4.

b Fiir festes a geht es um die kritischen Punkte der Funktion f,,(t) :=
F(t,ap), das heisst, um die Nullstellen der Funktion f;, (t) = F1(t,aq). Ist
to ein derartiger kritischer Punkt, so gilt also F'1(tg, ) = 0. Der Satz tiiber
implizite Funktionen garantiert in diesem Zusammenhang das Folgende: Gilt

F11(to,a0) #0, (3)

so gibt es eine in der Umgebung von o definierte C*-Funktion o + co(a)
mit c¢o(ag) = tp und Fl(co(oz),a) = 0. Hieraus folgt: Der Punkt co(c) ist
ein in der Nahe von ty gelegener kritischer Punkt von f.

Dieses Ergebnis lasst sich folgendermassen interpretieren: Ist ¢y ein nicht-
entarteter kritischer Punkt einer C2-Funktion f, so bleibt dieser kritische
Punkt unter kleinen Deformationen von f als isolierter kritischer Punkt er-
halten.

6 Betrachte fiir ein festes Punktpaar (p,q) € Q die Hilfsfunktion
#(t) :=f(p+tla-p) (0<t<1).
Nach der Kettenregel ist ¢'(t) = df (p +t(q— p)) .(q — p) und somit

1
0

£(q) — £(p) = $(1) — $(0) = / &' () dt = / df(p + t(q — p)).(q — p) dt

Hier lésst sich .(q — p) (von rechts) aus dem Integral herausziehen. Folglich
1

hat L(p,q) := [ df (p + t(q — p)) dt die behaupteten Eigenschaften.
0
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Abschnitt 12.7
1 Man berechnet p = £(0,0) = (0, 1,1) sowie
f, = (1, —sinu,ve"’), f, = (cosv,1,ue"’) .
Die Tangentialebene T,S wird von den beiden Vektoren
£.(0,0) = (1,0,0), £,(0,0) = (1,1,0)

aufgespannt. Wir verwenden U, V als Parametervariablen fiir TS und er-
halten damit die folgende Parameterdarstellung von T,5"

(U, V)= x(U, V) :=p+Uf,(0,0) + V£(0,0),

resp. in Koordinaten:

x=U+V,
U,V)— y:=14V,
z:=1.

Die Ebene TS besitzt den Normalenvektor
n:= £,(0,0) x £,(0,0) = (0,0,1),
ist also parallel zu (z,y)-Ebene. Die Gleichung dieser Ebene lautet daher

z=1.

i

z>0 z<0

Fig. 12.5
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2 Die Fig. 12.5 zeigt den Grundriss der Situation. Es sei pg = (0, %0, ZoY0)
ein beliebiger Punkt von S. Das Lichtquant, das den Punkt pg zur Zeit ¢t = 0
passiert, hat die Flugbahn

x(t) = xo + 4t
t— < y(t)=yo—t (—o0 <t < 00);
z(t) = xoyo +t

dabei wird die Lichtgeschwindigkeit /18 zugrundegelegt. Die Hohe h(t) des
Lichtquants iiber Boden betragt

h(t) = z(t) — x(t)y(t) = (zoyo +t) — (zoyo + (dyo — zo)t — 4t%)
=t(4t — (dyo — z0 — 1)) .
Hieraus folgt lim;_, 4o h(t) = co und damit insbesondere, dass sich die Licht-
quelle tiber dem Boden befindet. Das Lichtquant trifft die Fliche S zweimal:
Einmal zur Zeit tg = 0 an der Stelle pg und ein zweites Mal zur Zeit t; =
i(llyo —xo—1). Ist t; > 0, so trifft das Lichtquant den Punkt pg ungestort
von oben und beleuchtet ihn dabei. Ist aber t; < 0, so beleuchtet dieses

Lichtquant nicht den Punkt pg, sondern den friither erreichten Punkt p; =
(z(t1),y(t1), 2(t1)) € S. Der Punkt pg liegt dann auf der Schattenseite.

Hieraus ziehen wir den folgenden Schluss: Die Schattengrenze wird gebildet
von den Punkten p = (z,y,zy) € S, fir die 4y — z — 1 = 0 ist. Punkte
nordlich der Linie 4y — x — 1 = 0 liegen an der Sonne, Punkte siidlich dieser
Linie im Schatten. Im Grundriss erscheint die Schattengrenze als Gerade; im
Raum bildet sie eine Parabel v mit der Parameterdarstellung

x
4
In diesem einfachen Beispiel liess sich die Schattengrenze ohne Differential-
rechnung bestimmen. Allgemein wird die Schattengrenze von den soge-
nannten Umrisspunkten gebildet. Ein Punkt p € S ist ein Umrisspunkt
beziiglich der angegebenen Beleuchtung, wenn der durch p gehende Licht-
strahl [, die Flache S dort nicht durchstosst, sondern beriihrt. Somit ist
dann [, C T,S, oder noch anders ausgedriickt: [, steht senkrecht auf der
Flachennormalen im Punkt p. Dies machen wir uns wie folgt zu Nutze: Die
Fléche S unseres Beispiels besitzt die Parameterdarstellung

v l"—><l’,%(1—|—l’), (1+:U)> (—oo <z < 00) .

f: (29— (z,y,2y) .
Hieraus folgt f, = (1,0,y), f, = (0,1,z). Die Flachennormale im Punkt
f(x,y) ist damit gegeben durch n(z,y) :=f, x f, = (—y, —z,1). Alle Licht-
strahlen sind parallel zum Vektor s = (—4,1,—1). Wir miissen daher die
Grundrisspunkte (z,y) bestimmen, fiir die s | n(x,y) ist. Dies fiithrt auf die
Gleichung
sen(z,y) =0, d.h. dy—x—1=0,

wie vorher.
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3 Die “Seele” unseres Mobiusbandes M wird gebildet von der Kreislinie

St: ¢ z(¢) = (cosg,sing, 1) (—m<p<m).

Durch jeden Punkt z(¢) geht eine “Erzeugende” g,. Die Gerade g4 liegt in
der Meridianebene arg(z,y) = ¢ und schliesst mit der positiven r-Achse den
Winkel ¢/2 ein (Fig. 12.6). Auf diese Weise schraubt sich g, der Seele S*
entlang und kehrt nach einem vollen Umlauf in die senkrechte Ausgangslage
zuriick.

In der (7, z)-Meridianebene besitzt g, die Parameterdarstellung

r(s):1+scos§
gp: S (—o0 < s < 00) .

z(s) = ssin%

Damit erhalten wir die folgende Parameterdarstellung von M:
_ _ ¢
x=r(s)cosp=(1+ scos 5 cos ¢
f: (¢,8) =9 y=r(s)sing = (1 + scos %) sin ¢
z=ssing,

wobei wir uns noch um den genauen Definitionsbereich kiimmern miissen.

Fig. 12.6

Die Argumentvariable ¢ lauft nach wie vor von —7 bis w. Das Mobiusband
sollte aber keine Selbstdurchdringungen aufweisen. Hierzu iiberlegen wir
folgendermassen: Ist ¢ — 1 ¢ {0,£7}, so liegen die Erzeugenden g, und
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gy in verschiedenen Meridianebenen und konnen sich hochstens auf der z-
Achse schneiden. Die Erzeugende g4 schneidet die z-Achse auf der Hohe
z = —tan(¢/2), und da die Funktion ¢ — tan(¢/2) auf |—m, [ streng mono-
ton wéchst, schneidet g, die z-Achse in einem andern Punkt. Ist ¢ = ¢ £,
so liegen g4 und g, in derselben Meridianebene und schneiden sich in einem
Punkt @, der ausserhalb des Zylinders |r| = 1 liegt (siehe die Fig. 12.6,
die die Situation fiir 0 < ¢ < 7§ zeigt). Alles in allem ergibt sich: Ist
0 < b < 2, so garantiert die Bedingung —b < s < b, dass das durch f pro-

duzierte Mobiusband M keine Selbstdruchdringungen aufweist.

4 Wir miissen die Parameterpunkte (u,v) bestimmen, fiir die der Vektor
f.(u,v) x £, (u,v) = (2u,—1,1) x (2,4v,1) = (-1 — 4v,2 — 2u, 8uv + 2)

verschwindet. Das ist fiir den einzigen Punkt (u,v) := (1, —%) der Fall.

5 Die Fléche S ist eine Niveauflache der Funktion f(x) := /1 + /T2 + /T3
mit dem Gradienten

1= (g 2 o)

Die Tangentialebene im Flachenpunkt p steht senkrecht auf Vf(p) und
geniigt daher einer Gleichung der Form V f(p)e+x = const. Da sie tiberdies
durch p geht, lautet diese Gleichung definitiv

1 1 1
2D1 2v/D2 2/P3

Vi) +x = Vi) p  ( ) +ropm)

Der Schnittpunkt von TS mit der xi-Achse ergibt sich aus der Bedingung

t Va

2Pk 2

Damit erhalten wir ¢, = \/pry/a (1 <k < 3) und folglich

Vf(p)-(ter)

S:t1+t2+t3:f(p)\/a:a,

unabhéngig von p € S.
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6 Die Oberflache S des Ellipsoids F ist eine Niveauflache der Funktion
f(z,y,2) == 3z — 2)* + (6y — 2)* + 22
mit dem Gradienten
Vf(x) = (6(3z — 2),12(6y — z), =6z — 12y + 62) .

Die Schattengrenze v auf S besteht aus den Umrisspunkten beziiglich der
Lichtrichtung eg (siehe die Aufgabe 3). In diesen Punkten liegt es in TS
und steht damit senkrecht auf dem Normalenvektor in p. Gesucht sind also
die Punkte p € S, in denen die z-Komponente des Normalenvektors ver-
schwindet. Der Normalenvektor in p ist gegeben durch V f(p); folglich geht
es um die Punkte p = (z,y,2) € F, fiur die —6z — 12y + 6z = 0 ist. Man
kann es so ausdriicken: Die Schattengrenze ~ ist die Schnittkurve der Ebene
—6x — 12y + 6z = 0 mit der Ellipsoidfiiche S. In den Punkten von 7 ist
z = x + 2y und folglich

36 = 3z — 2)* + (6y — 2)? + 22 = (22 — 2y)* + (4y — 2)* + (z + 2y)*
= 62% — 12zy + 24y° .

YA

Fig. 12.7

Bei der vertikalen Projektion von « in die Ebene z = —8 &ndert sich an diesem
Zusammenhang zwischen z und y nichts. Der Schlagschatten von E in der
Ebene z = —8 ist daher die Ellipse £’ mit der Gleichung 22 — 2zy + 4y% < 6,
siehe die Fig. 12.7.

7 Es wird auf die Fig. 12.8 verwiesen. Die Schnittkurve v von S7 und S5 ist
die Losungsmenge des Gleichungssystems

Fi(z,y,2)=2—9y*=0, Fy(z,y,2):=2—2>=0.



Losungen zu Kapitel 12 33

FEine ”wurzelfreie” Parameterdarstellung von v sieht folgendermassen aus:
vt (2,815 (—oo <t < o0) .

Im Ursprung besitzt v eine charakteristische Spitze. Man musste mit einer
Singularitdt rechnen, denn die Funktionalmatrix

[8(F1,F2)] _{ 0 -2y 1] _{0 0 1]
971, 72) — ) —
o(z,y,2) (0,0,0) —3 0 1 (0,0,0 001

besitzt nur den Rang 1 statt 2.

Fig. 12.8

Abschnitt 12.8

1 Da f ungerade ist, geniigt es, den Halbraum H: aex > 0 zu betrachten.
Hier gilt

la| [x]
0< < .
< fx) < Ix|?2 +1

Wegen lim|x| .o f(x) = 0 und da f auf OH verschwindet, nimmt f im Innern
von H ein globales Maximum an. Mit

X:=ta+y, t>0, yl a
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ergibt sich

_ tlaf” tla*  _Ja] 2 a]
T 42|42 2 = 12]0]2 - 1 ’
t?lal?+ |y?+1 = t?|a2+1 2 t|a|+t\a| 2

f(x)

und zwar gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenny = 0 und t|a| = 1 ist.
Der Maximalwert von f ist daher |a|/2, und er wird im Punkt a/|a| angenom-
men. Entsprechend nimmt f an der Stelle —a/|a| den globalen Minimalwert
—|a]/2 an.

2 Die Zahl a > 0 ist das arithmetische Mittel der x. Fir n = 1 lautet die
Behauptung z1z2 < a?, und dies trifft bekanntlich zu. Wir diirfen daher
annehmen, dass die Behauptung fiir alle n’ < n richtig ist.
Es geht jetzt um das Maximum der Funktion f(x) := )
(n — 1)-dimensionalen kompakten Menge

i<k Tixp auf der

K::{x ‘ x>0 (1§k§n),x1+w2+...+:ﬂn:na}.

In einem Randpunkt x von K ist wenigstens ein z = 0. Es sei n’ < n
die Anzahl der x;, > 0 und o’ := na/n’ deren arithmetisches Mittel. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt dann

n'(n’ — 1) (n' — 1)n? (n—1)n

rixy < ———2a? = a? < a? . 4

Z =T 2/ 2 @
i<k

Wir suchen nun nach bedingt stationdren Punkten von f im “relativen In-

nern” von K. Hierzu betrachten wir die Prinzipalfunktion

D(x,N) = szxk —AMz1+ 22+ ...+ 2 —n0a)
i<k

0P
und erhalten die n Gleichungen . Zxk —A=0(1<i<n) In
L !
k#i
den bedingt stationdren Punkten gilt demnach na — z; — A = 0 fiir alle i ;
somit haben dort alle z; denselben Wert, namlich a. Es gibt also genau einen
bedingt stationdren Punkt a := (a,a,...,a), und dieser liegt in K. Man
berechnet ( 0
n—1)n
f(a) = 2 0/2 °
Wegen (4) ist damit erwisen, dass f(a) den Maximalwert von f auf K
darstellt.

Hier noch ein zweiter Beweis nach dem Motto “Cherchez la fonction convexe”:
Die Funktion ¢ ~ t2 ist konvex; folglich gilt %ZZZI z3 > a?. Wir haben
daher

(na)? = (Zxk) = Z:vi—i—Qf(x) > na®+ 2f(x)



Losungen zu Kapitel 12 35

und damit .
f(x) < w a2,

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir x = a zutrifft.

3 Die Kurve C' ist ein Kegelschnitt mit einer dreizdhligen Rotationssymme-

trie, also ein Kreis in der Ebene x + y + z = 5 mit dem Punkt (g, %, g)
als Zentrum. Aus Symmetriegrinden gibt es mindestens 6 bedingt kritische
Punkte, ndmlich drei Minima und drei Maxima. Um diese Punkte zu finden,

betrachten wir die Prinzipalfunktion
(z,y,2,A\, 1) == ayz — Mz +y+2-5) — pyz + 2z + 2y — 8)

und erhalten die drei Gleichungen

0P

%—yz—)\—u(z—l—y)—o

0P

8—y—zx—/\—,u(x+z)—0 . (5)
0P

afacy—)\—,u(x—i-y)—ﬂ

Werden diese drei Gleichungen addiert, so ergibt sich auf Grund der Nebenbe-
dingungen 8 — 3X\ — 10x = 0 und damit A = §(8 — 10u). Die drei Gleichungen
(5) lassen sich damit folgendermassen schreiben:

(—w(z—p)=GC-—pw@—-—p)=@-—ply—p =0 (6)
it 10 8 4
=t =t =-2)(n-5 ).
Q=p"—gputg=w-2(n-3
Ist @ # 0, so folgt aus (6) leicht z —py =y —pu =2z — p und damit z =y = 2.
Auf dem Kreis C liegen aber keine derartigen Punkte.

z

5

Fig. 12.9
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Ist aber p = 2, so wird (6) durch y = z = 2 und beliebiges z befriedigt. Man
verifiziert leicht, dass der Punkt A; := (1,2,2) auf C liegt, und aus Sym-
metriegriinden sind dann auch die Punkte Ay = (2,1,2) und A3 = (2,2,1)
bedingt stationdre Punkte von f auf C. Und analog: Ist u = %, so wird (6)
durch y = z = % und beliebiges = befriedigt. Man stellt fest, dass der Punkt
B = (7 4 é) auf C' liegt, und aus Symmetriegriinden sind dann auch die

3373
Punkte By = (%, %, %) und Bs = (%, %, %) bedingt stationdre Punkte von f
auf C.
Wegen f(A1) =4, f(B1) = % > 4 sind die Ay bedingte Minima und die By,
bedingte Maxima von f auf C'. — Der Kreisradius betréagt iibrigens

R R

4 Das x muss von vorneherein so gewahlt werden, dass die Funktion

Yy ¢2(y) = f(z,y)

nach oben beschrinkt bleibt. Das ist nur fiir 22 < 4 der Fall. Fiir ein
derartiges x wird der Gegener dasjenige y wéhlen, fir das ¢, (y) maximal
wird. Man berechnet

!
¢ (y) = 2(2* —4)y +2(z +4) =0
und erhélt als optimales y den Wert

r+4
Vo) = T3 -
Die Auszahlung an den Gegner betragt in diesem Fall

9(0) i= (o poma)) = G

(z+4)?°  (z+4)?
4— 32  4—g2

Wir miissen nun x € |—2, 2[ so wéhlen, dass ¢(x) minimal wird. Man berech-
net

oy (e +8)(d—2%) +22(x+4)°  8@+br+4) !
¢ (x) - (4 _ 1,2)2 - (4 _ $2)2 0.

Wegen lim, o4 (z) = lim,_o_ ¢(x) = oo liefert der einzige in |—-2,2]
gelegene kritische Punkt = —1 das Minimum. Der Gegner wird hierauf
Yopt(—1) = 1 wihlen und erhélt den Betrag ¢)(—1) = 3 ausbezahlt.

5 Wir betrachten fiir —g <o < g den Pullback

9s(u) := f(ucos ¢, usin ¢) = 2u® + 3u cos ¢ (-1<u<1).
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Man berechnet
gy(u) = 4u +3cos ¢, gy(u) =4 .

Die Funktion g4 ist daher konvex und besitzt an der Stelle
3
g = =7 cos¢ €[—1,1]

ihr globales Minimum. Weiter ist g4(41) = 24 3 cos ¢ und folglich g4(1) das
globale Maximum von g, auf [—1,1]. Damit ergibt sich

9 T 7'('
p(@) = |Aflo = 96(1) = gp(ug) =2+ 3cosd + 2 cos’ ¢ (—5 << 5) :
Gesucht ist nun das Maximum von p(¢) auf dem angegebenen Intervall. Hier-
zu setzen wir cos ¢ =: t und betrachten anstelle von p(-) die Funktion

q(t) ::2+3t+§t2 0<t<1).

Die Funktion g(-) besitzt einen kritischen Punkt to = —3 ¢ [0,1]; folglich

ist maxo<;<1¢(t) = ¢(1) = %, und dies ist auch die maximale Schwankung

von f auf irgend einem Durchmesser von B.

6a Die Funktion f verschwindet auf dem Rand von B identisch; somit wer-
den die globalen Extrema in kritischen Punkten im Innern von B angenom-
men. Wir schreiben

f(z,y) = = (cos(z — y) — cos(z + y)) sin(z + y)

=N

(sin(2z) + sin(2y) — sin(2z + 2y))
und haben dann das Gleichungssystem

2fz(x,y) = cos(2z) — cos(2z +2y) =0
2fy(x,y) = cos(2y) — cos(2z 4+ 2y) =0

aufzulésen. Aus cos(2x) = cos(2y) folgt 2z = 2y oder 2z + 2y = 27 und
damit (a) z =y oder (b) z +y = 7.

Im Fall (a) haben wir weiter
cos(2x) — cos(4x) =0 .

Die Substitution cos(2x) =: t liefert die Gleichung 2¢t> — ¢ — 1 = 0 mit den
Lésungen t1 = 1, to = —1. Aus cos(2z) = 1 folgt © = 0 oder z = m; derartige
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T oder z = 2&.

Punkte liegen aber auf 0B. Aus cos(2z) = —4 folgt = % 3
Damit ergeben sich die folgenden zwei kritischen Punkte im Innern von B:

P (5.3) wd Py = (3. %).

Im Fall (b) haben wir weiter cos(2z) — 1 = 0 und damit z = 0 oder = = m,
so dass sich keine weiteren kritischen Punkte im Innern von B ergeben.

Der Wertvergleich f(P1) = 3v/3, f(P,) = —31/3 erweist P; als globale
Maximalstelle und P, als globale Minimalstelle von f auf B.

b Der Bereich B ist der im ersten Quadranten gelegene Teil der Einheits-
kugel. In diesem Abschnitt besitzt der Normalenvektor von S? lauter posi-
tive Komponenten. Der Gradient V f(z,y,z) = (1, —1,2) steht somit weder
senkrecht auf dem S2-Anteil von 0B, noch steht er senkrecht auf einer Ko-
ordinatenebene oder auf einer Koordinatenachse, und einen kritischen Punkt
im Innern von B gibt es auch nicht. Folglich werden die globalen Extrema
auf den drei berandenden Viertelkreisen angenommen. Wir haben also die
drei Pullbacks

91(¢) := f(cos¢,sin¢p,0) = cos¢p —sin ¢,
g2(¢) = f(O,COS¢, Sin¢) = _COS(ZS - 2Sin¢ )
93(¢) := f(cos ¢, 0,sin @) = cos ¢ — 2sin ¢

je auf dem ¢-Intervall ]0, 5 [ zu betrachten. Die beiden Funktionen g;(-) und
g3(+) sind auf diesem Intervall streng monoton fallend; damit verbleibt die
Berechnung

|

gh(¢) =sing —2cos¢p = 0
mit der Losung ¢ = arctan2. Der zugehorige Punkt (0, %, %) ist ein be-

dingt stationdrer Punkt von f auf dem Viertelkreis in der (y, z)-Ebene und ist
in die Kandidatenliste aufzunehmen. Diese sieht nun folgendermassen aus:

P (1,0,0)  (0,1,0)  (0,0,1) (0,%,%)
T -1 2 ~v6

Hiernach nimmt die Funktion f ihr globales Maximum im Punkt (1,0,0) und
ihr globales Minimum im Punkt (O, %, %) an.

¢ Die Gleichung F(x,v, z) := 23 — 22 — 4% = 0 definiert eine Rotationsfliche
S C R3, und B ist eine kompakte Teilmenge von S. Bedenkenlose Anwendung
der Lagrangeschen Methode fithrt zu dem folgenden Rechenablauf: Man setzt
die Prinzipalfunktion

(p(may?ZvA) = 3x — 4y + 152 — /\(23 _ [E2 o y2)
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an und erhalt das Gleichungssystem

0P

— =34+2xx=0
O + 2 \x

0P

— =—4+42\y=0
oy TNy
9 _5_ga—0
0z

Aus der dritten Gleichung folgt insbesondere A > 0. Demnach kénnen wir x,
y und z wie folgt durch A\ ausdriicken:

3 4 5
x__ﬁa y_ﬁv Z_\/;' (7)

Tragen wir diese Werte in die Flachengleichung ein, so ergibt sich folgende
Bedingung fiir A:

9+ 16 V5
3/2 _3/2 = = —
5274\ e bzw. \f 1

Damit wird A = %, und mit (7) erhalten wir in der Tat einen bedingt sta-
tiondren Punkt P auf .S, nadmlich

24 32
P=(-2,21).
55
Da P ausserhalb B liegt, fallt dieser Punkt im Weiteren ausser Betracht.
Nun besitzt B den Einheitskreis

v: ¢+ (cosd,sing, 1) (0 < ¢ <2m)
in der Ebene z = 1 als Randkurve. Wir missen daher den Pullback
9(¢) := f(cosp,singp, 1) = 3cosp —4sing + 15 (0 < ¢ <2nm)

betrachten. Nach einer bekannten Rechenregel ist

min g(¢) =15 V3 +42=10, max g(¢) =15+ /32 +42=20.

0<p<2nm 0<p<2

Alles in allem werden wir dazu gefiihrt, diese beiden Werte als Minimal- und
Maximalwert von f auf B anzusehen. Das ist falsch.

Bei unserem Vorgehen haben wir nicht beachtet, dass die Funktion F' im
Ursprung nicht regulér ist. Wegen VFE'(0,0,0) = 0 wird aber ein allfalliges
lokales Extremum an der Stelle (0,0,0) durch die Lagrangesche Methode
nicht zum Vorschein gebracht. Wir miissen daher auch den Ursprung in die
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Fig. 12.10

Kandidatenliste aufnehmen und stellen fest, dass f(0,0,0) = 0 den Minimal-
wert von f auf B darstellt.

(Die Flache S besitzt iibrigens im Ursprung eine Singularitét; siehe die
Fig. 12.10.)

7 Der erste Punkt auf der Kandidatenliste ist der einzige voll stationéare
Punkt von f, ndmlich P; = (0,0). Den Halbkreisbogen v behandeln wir mit
Hilfe der Prinzipalfunktion

O(x,y,\) := 2% — 2y +y* — Ma® +y* — 36) .

Die beiden Gleichungen

0P
o0

besitzen nur dann eine Losung (z,y) # (0,0), wenn die Determinante
A1-N2—1=0
ist, und das heisst: fiir A = % und A = % Im ersten Fall ergibt sich weiter

x = y und im zweiten x = —y. Damit erhalten wir die beiden bedingt
stationdren Punkte Py = (3v/2,3v/2) und P3 = (—3v/2,3v/2) auf ~.

Die Vertikale £ = —6 behandeln wir mit Hilfe des Pullbacks

g(y) == f(—6,y) =y* +6y+36 (—6<y<0)
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mit der Ableitung ¢'(y) = 2y + 6. Damit erhalten wir den weiteren bedingt
stationdren Punkt Py = (—6, —3). Schliesslich noch die Schrige y = (x—6)/2.
Hier haben wir den Pullback

xr— T —6)2
h(z) = f(z,(x—6)/2) =2 —z 26—1—( 46) =Z$2+9,

der den letzten bedingt stationdren Punkt P; = (0, —3) liefert. Zusammen
mit den drei Punkten Py = (—6,—6), Pr = (—6,0) und Pg = (6,0) erhalten
wir damit die folgende Kandidatenliste, samt Wertangaben:

P P P, P P, Ps Ps P P
f(P) 0 18 54 27 9 36 36 36

Das globale Minimum von f auf K ist somit 0 und wird im Ursprung ange-
nommen; das globale Maximum ist 54 und wird im Punkt (—3v/2,3v/2)
angenominen.

8a Da die Funktion ¢ — t2 auf R>( streng monoton wiichst, ist da(-) in den
gleichen Punkten lokal extremal wie die Funktion g(-). Ist g(-) an der Stelle
p € S lokal extremal beziiglich S, so steht Vg(p) senkrecht auf T,S. Wegen
Vg(x) = 2(x — a) steht daher p — a senkrecht auf T,S.

Yi

Fig. 12.11

b Man muss nur die Langen der in Fig. 12.11 eingezeichneten Strecken un-
tereinander vergleichen. Die langste geht durch die beiden Kreismittelpunkte
und hat die Lange 12. Somit ist diam(B) = 12.
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Losungen zu Kapitel 13

Abschnitt 13.1

1 Es sei lim, o X, = a. Zu vorgegebenem ¢, 0 < ¢ < 1, gibt es ein N
mit [x, —a| < § fiir alle n > N. Ein offener Wiirfel Wy der Seitenldnge ¢
mit Zentrum a iiberdeckt daher alle x,, mit n > N. Weiter gibt es N offene
Wiirfel Wy, (0 < k < N) vom Volumen ¢/N, die je den Punkt xj, iiberdecken.
Dann gilt x(N) C Ué;v:o Wi, und das Gesamtvolumen aller W, lésst sich wie
folgt abschétzen:

N

=N-— <2
Zu N+5 €.
k=1

2 Die nach r Schritten verbleibende Restmenge C). besteht aus 2" Inter-
vallen der Lange 37". Jedes dieser Intervalle ldsst sich mit einem offenen
Intervall Wj, der Léange 2 - 37" tiberdecken. Zu vorgegebenem e > 0 gibt es
ein r mit 2-(2/3)" < e. Folglich gilt dann C C C, C Uk 1 Wi, und es ist

S u(Wi)=27-2-37" <.

Fig. 13.1

3 Besteht B aus einem einzigen Gitterquadrat, so trifft die angegebene For-
mel zu. Es sei jetzt n := p(B) > 2, und die Formel sei richtig fiir alle
derartigen Bereiche mit kleinerem Flacheninhalt. Es gibt eine im Innern
von B verlaufende Quadratkante. Diese Kante werde nun auf beiden Seiten
verlangert zu einem Kantenzug ~ der Lange [, der zwei Randpunkte von B
durchs Innere von B miteinander verbindet und so B in zwei Teilbereiche By
(k = 1,2) teilt, siehe die Fig. 13.1. Der Bereich By habe i), innere Punkte,
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die Randlénge r und den Flacheninhalt ny. Dann gilt i1 +is 4+ (I —1) =4
sowie 1 + ro = r + 2[, und nach Induktionsvoraussetzung ergibt sich

2
. r . r . r
n:nl—l—nQ:Z(zk%—?’f—l):z—(l—1)+§+l—2:z+§—1,
k=1

wie behauptet.

Abschnitt 13.2
1a Integrationsbereich ist die in der Fig. 13.2 links dargestellte Menge
Bri={(zy) | -1<w<2, —a<y<2-27}.

Bei Vertauschung der Integrationsreihenfolge werden aus % zwel getrennte
Integrale:

%z/_l/_jﬂff(x,y)da:dy + /j/_f/Zf(m,y)dexdy.

Fig. 13.2

b Integrationsbereich ist die in der Fig. 13.2 rechts dargestellte Menge

By:={(z,y) | 0<y<2, ¢’ <2 <\/32} .

Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

8 Yz
%=// f(a,y) dyde .
0o Jz2/32



44

X
Fig. 13.3

¢ Die in % genannten Integrationsgrenzen beschreiben den in der Fig. 13.3
dargestellten Bereich

B := {(%Z/az) ’ |Z|§4a |y’§ \/4_’Z’7 ’x’§ \/4_3/2_’2’} .

Die drei angegebenen Ungleichungen sind dquivalent mit
|Z’§4, y2§4_|z|a x2§4—y2—\z|.

Aus der dritten Ungleichung folgen die beiden andern, so dass B letzten
Endes durch die einzige Ungleichung |z| < 4 — 22 — y? beschrieben wird (und
sich damit als Rotationskorper erweist). Diese zieht 22 + y? < 4 und damit
—2 < x < 2 nach sich. Wir kénnen also B auch in der Form

B:{($,y,2’) ‘ —2§l‘§2, ‘y|S \/4—1‘2, ‘Z|§4_$2_y2}

darstellen und erhalten damit

Vi—z2? (4—z2—y?)
% = / / / fz,y,2)dzdydx .
(4—22—y?)

2 Man erhalt ein derartiges Objekt, indem man auf dem Kreis vom Radius
a einen Zylinder der Hohe 2a errichtet und diesen Zylinder durch zwei ebene
Schnitte zu einem nach oben weisenden Keil anspitzt. Auf diese Weise erhélt
man den in der Fig. 13.4 dargestellten Bereich

B {(@y.s) | 41 <a®, 0<222(a—[al)} .

Fiir die Volumenberechnung gehen wir in der (x,y)-Ebene zu Polarkoordi-
naten liber und erhalten

// 2(a —=x d,u:cy—4// (a —rcos¢)rdeodr
2442<q2 —m/2

—4/0 (W&—Qr)rdr:4<7raa; - 2%) = (277— §>a3 .



Losungen zu Kapitel 13 45

Fig. 13.4

3a Man hat
B = {(%yaz) ‘ anSbv y2+22§ (f(x))2} ’

Es geht daher um das Integral

u(B)=/Bld/~c=///3w1dﬂ(y,2)du(w)

mit B’ = [a,b], B, = Kreisscheibe vom Radius f(x). Damit ergibt sich
b 2
u(B) = [ ()’ s

b Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit a = —b annehmen. Auf
Grund von a geht es dann um das folgende Problem: Fir welche Funktionen
h— A(h) ist

(A(=b) +4A(0) + A(B))  (b>0)? (1)

Wl o

/b A(h) dh =

—b

Beide Seiten der anvisierten Identitdt sind linear in A(-); ferner ist (1) offen-
sichtlich richtig fiir ungerade A(:). Damit sind wir bei der folgenden Frage:
Fiir welche geraden Funktionen h +— A(h) ist

/bA(h) dh = §(2A(0) LAB)  (b>0)2
0
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Wird diese Identitat nach b differenziert, so ergibt sich die Bedingung

(24(0) + A(b)) + éA’(b)

A(b) = 3

W

und folglich
bA'(b) — 2A(b) = —2A(0) (b>0).

Dies ist eine inhomogene Eulersche Differentialgleichung mit der allgemeinen
Losung A(b) = cab? + co; dabei haben A(0) =: co gesetzt. Man verifiziert
leicht, dass jedes derartige A(-) die Identitat (1) befriedigt.

Die zuléssigen Fassprofile h +— f(h) sind also von der Form

f(h):\/00+02h2+u(h) (_bgbgb)’

dabei bezeichnet u(-) eine beliebige ungerade Funktion. Insbesondere liefert
die Keplersche Fassregel den richtigen Volumenwert, wenn das Fassprofil ein
Stiick eines symmetrisch zur Achse gelegenen Kegelschnitts ist.

ZA
a
/
r /
/ .
- Pi Pa
/ _ -
/ T
=
0+ -
R
—-a
Fig. 13.5

4 Die Ausgangskugel habe den Radius r, ihr Zentrum im Ursprung, und
Bohrachse sei die z-Achse. Ebenen z = const. schneiden den Restkorper R
in Kreisringen R, mit Aussenradius p, = v7? — 22 und Innenradius p; =
V12 — a?; siche die Fig. 13.5. Damit besitzt R, den Flacheninhalt

WR:) =m(p; —pi) =m(a® —2")  (-a<z<a),

und das Volumen von R ist gegeben durch

vol(R) = / W(R.)dz = 27 /Oa(a2 ~P)dz="Ta

—a
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Man kann es auch so sehen: Der Flicheninhalt von R, stimmt {iberein mit
dem Fliacheninhalt der entsprechenden Schnittmenge B, fiir eine Hilfskugel
B vom Radius a. Nach dem Prinzip von Cavalieri haben daher R und B
dasselbe Volumen, nimlich 47a®/3. Das Uberraschende an dem Ergebnis ist,
dass es nicht vom Radius r der Ausgangskugel abhéngt.

5 Es geniigt, die xz-Koordinate & des Schwerpunkts zu bestimmen. Auf
Grund der Momentengleichung ergibt sich

g_8—fod,u
8= [ dp

wobei wir die Integrale iber W “im Kopf” evaluiert haben.

(2)

Der Fig. 13.5 entnimmt man die folgende Reduktion des Bereichs B:

B:{(:L',y,z) ‘ (v,y) € B, i§z§2}

mit

Fig. 13.6

Im Hinblick auf (2) betrachten wir jetzt fiir o := 0 und o := 1 das Integral

J, = /B 27 dp(w,y, 2) = /B | ( /1 j(xy) 27 dz> du(z, )
:/1/4m0</1/(2w)<2—m—1y>dy>dx. 3)
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Fiir das innere Integral (=: J(z)) liefert Mathematica® den Wert

J(r)=4- 1 lostr)

i X

Tragen wir dies in (3) ein, so ergibt sich

2 1 log(4
JU:/ xa<4___M>dx
1/4 X i

und weiter mit Mathematica®

9 63
J0=7—35—§527 J1=§—65;

dabei wurde zur Abkiirzung log 2 =: 3 gesetzt. Damit sind die beiden in (2)
auftretenden Integrale berechnet, und wir erhalten

8—J  §+6p

s 1436+ 342

= 0.8173 .

6 Wir fithren eine Reduktion mit p = ¢ = 2 durch. Fiir festes y := (z3,x4)
mit |y| =: 7 ist By = {(z1,32) € R? | 2} + 23 < r?} und folglich

/ Ldp(z1,x9) = p(By) = mr? .
By

Ferner ist B’ = {y = (23,24) | 0 <r = |y| <1} und folglich

u<B>=/,</B

7a Es sei A; der im ersten Quadranten gelegene Teil von A. Dann ist

1 1—2 1
1
%:4/ x2du(x,y):4/ <m2/ dy)dmzél/ (22 —23)dax = = .
Ay 0 0 0 3

1 2
1dﬂ($1,$2)> du(y) :/ ar? 2mrdr = % .
0

Yy

b Man hat
1 z Y 1 ZyS
%:/ (z (y/ :zd:n)dy)dz:/ (z/ —dy)dz
0 0 0 0 0o 2
145 1
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¢ Wird fiir festes « nach y integriert, so erhalt man als Zwischenresultat ein
nichtelementares Integral. Wir probieren es daher andersherum. Fiir festes
y > 0 lauft © von —y bis y. Damit ergibt sich

1 R Y 1 9 21
%:/ <ey/ dx)dy:/ey 2udy =€V | =e—1.
0 -y 0 0
d Die innere Integration (nach z!) liefert
by zy ! y
/ ——————dx = arcsin — = arcsin = .
0o 1—(zy/2)? 2 lz:=0 2

Damit erhalten wir
1 1 1
2
%:/ 1arcsingdy:yarcsing _/ Ldy
o1 2 0o Jo /1- (/2

2
T L7
=E+2«/1—(y/2)2‘026+\/§—2.

8a Wir betrachten fiir ¢ > 0 die dilatierten Simplizes
Sp(t) = {XGR” ‘ z; >20(1<i<n), z14+z2+...+ 1z St}

mit dem Volumen o, (t) := p(S,(t)). (Natiirlich ist a,(t) = t"a,. Da
uns Satz (13.36) noch nicht zur Vefiigung steht, miissen wir das allerdings
mitbeweisen.)

Es ist a1 (t) = t und insbesondere a; = 1. Fiir den Schluss von n auf n + 1
miissen wir die Schnittfiguren

Sy :={x' e R" ‘ (X', y) € Spta(t)} (0<y<t)

betrachten. Wegen S, = S,,(t — y) erhalten wir

o) = [ t / T dy = / (S, dy

= [Catt-ndy= [ antway.

0 0

Hieraus folgt o, (t) = a,(t), und mit vollstdndiger Induktion ergibt sich
weiter ay,(t) = t"/n!, insbesondere also
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b Wir betrachten die Funktionen
Bult) = [ e gl
Sn(t)

Fir h > 0 ist S,,(t) C S,(t + h). Nach dem Mittelwertsatz (13.17) gibt es
daher ein 7 € [, + h] mit

Br(t+h) — Bn(t) = e (1 (Sn(t + h)) — u(Sn(t)) = e (an(t + h) — an(t)) ,
und hieraus folgt mit A — 0+ die Relation

Bu(t) = e ay(t) . (4)
Man berechnet 3; = fol e*dr = e—1. Aus (4) ergibt sich weiter

tn_l
(n—1)!

' ¢ 1 1 ¢ ! o

Bn = ﬂn(l) = / e’ t"T dt =e —/ e dt .

o 1 (n—1)! 0 0 (n—2)!

Damit erhalten wir die Rekursionsformel

ﬁn = /Bn—l (n > 2) y

(n—1)!

und mit vollstdndiger Induktion folgt hieraus leicht das Endresultat
n—1
n (_1)k
B =(-1) <1—ez o (n>1).
k=0
9 Wir miissen den folgenden Satz beweisen:

Es bezeichne By C R? die Kugel vom Radius R. Ist f: Br — X eine stetige
Funktion, die in Wirklichkeit nur von r := \/x? + y? + 22 abhangt, so gilt

R
BRfdu:47r/O f(ryr?dr .

Hierzu betrachten wir eine beliebige Teilung des Intervalls [0, R] in Teil-
intervalle Qy := [rk—1,7%] (1 < k < N). Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, angewandt auf die Funktion r — 3, gibt es zu jedem
k ein pp € Q) mit 7’2 — 7'271 = 3/)%(7";g — rk—1). Wir wéhlen diese pj als

Messpunkte und kénnen dann folgendermassen argumentieren:

N N A
Fdp=_ f(pe)u(Br \ Bro) = > flpw) 5 (i = i)
Br k=1 k=1
N R

= 47TZf(pk)pi (re —rg—1) = 47r/0 flryr2dr .

k=1
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Da hier die mit = tibertiinchten Fehler beliebig klein gemacht werden kénnen,
miissen die beiden Integrale denselben Wert haben.

Abschnitt 13.3

1 Die Abbildung
A: X x1a] + T0as + x3a3

bildet das Standardsimplex S3 C R3 (siehe die Aufgabe 13.2.8) linear und
bijektiv auf 7" ab. In den Kolonnen der Matrix [A] stehen gerade die drei
Vektoren a;. Damit wird

p(T) = [t (4) (S5) = ¢ear,a2,a5)]

2 Essei S, C R" das regulire n-Simplex mit Kantenlénge 1; ferner sei h,, die

Hohe von S, und M dessen Schwerpunkt. M liegt auf der Hohe ) h,, iiber
n
Grund; der Abstand von M zu den n+1 Ecken betragt daher p,, := %hn.
n

Ausgehend von S,, erhélt man S, 11, indem man im Punkt M das Lot “in
den R"*! hinaus” errichtet und die Héhe h,, 11 so wihlt, dass die n+ 1 neuen
Kanten die Lénge 1 erhalten. Es muss also p2 + h2; = 1 sein und folglich

1 1 2
n?h2 + (n 4+ 1)%h2 = (n+1)% = ”(”; ), (7 >2(”+ )|

Die letzte Zerlegung war ein Trick. Es folgt jetzt namlich, dass die Hilfs-
grossen
n(n+1)

2

der Rekursion g, + gn+1 = 0 geniigen. Wegen g1 = h; — 1 = 0 ergibt sich,
dass alle g, = 0 sind; folglich ist

In+1
h, = >1).
2n (n_ )

Wir kommen nun zur Volumenberechnung und argumentieren wie folgt:

Gn = nZhi —

1 1
Vit1 :=vol(Sp41) = ] Grundflidche - Hohe = 1vol(Sn) “hpi -

n

Die Zahlen V,, geniigen daher der Rekursionsformel

1 n+2
n+1\2(n+1) "

Vn_|_1 = (n Z 1) .
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Hieraus folgt

Vg1 (n+ 1)120080/2y, plon/2 10212 )
Vn + 2 V1 T V2
und somit
vn+1

Toplon/2

Insbesondere ist V5 = \/3/4, Va = \/5/12 und V; = \/5/96.

Abschnitt 13.4

1 Die Abbildung
z:=u(l—wv)

Y=

f: (u,v)— {
bildet @ in der verlangten Weise auf Sy ab. Man berechnet

1—-v —u

[df (u,v)] = [ 0 1 } , Je(u,v) =1—v.
Hieraus ergibt sich

u(Ss) = /S Ldp(z,y) = /Q 1 7e (. 0)] dp(u, v) = /Q (1~ v) dulu,v) = 3

2 Integriert wird iiber das Dreieck B := {(z,y)|0 < y < z < 2}. Alle
Punkte von B liegen im Bereich 0 < ¢ < 7, und fiir gegebenes ¢ lauft r von
0 bis 2/ cos ¢. Damit ergibt sich

/4 r2/cosd
%:/ / fryrdrdgo .
0 0

3 Eine Voriiberlegung: Wir betrachten einen Kreis vom Radius R mit Mit-
telpunkt (0,¢), ¢ > 0. Mit den Bezeichnungen der Fig. 13.7, links, gilt dann
fir 0 < 0 < 5 die Beziehung

r(0) —r(—0) =r —1r' = 2csind, (5)

unabhangig von R.
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ZA

Fig. 13.7

Aus Symmetriegriinden miissen wir nur die z-Komponente der auf den Mas-
senpunkt wirkenden Gesamtkraft betrachten, also das Integral

sin 0
Kz:/B 3 du(x,y, z),

wobei B die besagte Kugelrinde bezeichnet ( Fig. 13.7, rechts). Umrechnung
auf Kugelkoordinaten macht hieraus

2w pmw/2 76 (0) o 0
K, = / 81112 2 cos @ dr df d¢
0 —x/2Jdri(0) T

/2
= 27r/ sinf cos (rq(0) — () d .

—m/2

und substituieren im ersten

Wir zerlegen das letzte Integral in fBW/Q + fow/2

Teilintegral 6 := —6’. Dieses wird dann zu
/2 sin(—0') cos ¢ (ra(—0') — r:(—0)) dO’ .
0
Damit erhalten wir
/2
K, = 27r/ sin@cos@((ra(é?) —ro(—0)) — (r:i(0) — ri(—Q))) e .
0

Wegen (5) hat hier die grosse Klammer den Wert 2c¢sinf — 2¢sinf = 0,
folglich ist K, = 0, wie behauptet.
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oy

|
AN/

(z,9)

Fig. 13.8

4 Es genligt, ein Sechstel

Bi={(xy) | 0z <1, |arglay)| < T

der Stirnflache zu betrachten (Fig.13.8). Bei einem Fraswinkel von 45° wird
von der Faser durch den Punkt (x,y) € B ein Stiick der Lange r = /22 + y?
weggefrast. Das gesuchte Volumen ist daher gegeben durch

/6 1/cos¢
V:6/ \/$2+y2du(m,y):6/ / r-rdrde .
B 0

—m/6

Das innere Integral hat hier den Wert

r3 ’1/COS¢ 1 cos ¢
3o © 3cos’¢ 3(1—sin®g)?
Damit erhélt man
7/6 1/2 4
V:2/ qu;d¢:2/ 2 iig3
—n/6 (1 —sin” ¢)? _12 (1 —u?) 3
5 Die Abbildung
z =u’
Yy =0

bildet den Viertelkreis V := {(u, v) ’ u>0,v>0, u>+0%< a2/3} bijektiv
auf den im ersten Quadranten gelegenen Teil A; der Astroidenfliche A ab.
Man berechnet

3u? 0
gt = % ] e =
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Damit erhalt die Gesamtflache den Wert
p(A) = 4/ Ldp(z,y) = 36/ u?v? dp(u,v) .
Ag \%

Fiir die Integration iiber V fithren wir in der (u,v)-Ebene Polarkoordinaten
ein und erhalten dann

n/2 pat’/?
w(A) = 36/ / rtcos? ¢ sin® ¢ rdrdo
0 0

/2 al/?
2 2 5 3 9
= 36 cos” ¢ sin” ¢ do rPdr = —a” .
0 0 8

6 Die Abbildung

bildet das Standardsimplex
S = {(u,v,w) ’ u>0,v>0 w>0, ut+v+w<1}

bijektiv auf den Bereich B ab. Die Matrix [dg(u,v,w)] ist diagonal; man
erhélt daher ohne weiteres Jg(u, v, w) = 8uvw. Damit ergibt sich

wu(B) :/ ldu(x,y, 2) :8/uvw dp(u, v, w)

B S
1 1—u l—u—v
:8/ u/ U/ w dw dv du
0 0 0

=4 1—u—v)’dvdu= - 1—u)'du=— .
/ou/o v(l —u—v)° dvdu 3/0u( u)* du %

7 Die Beschreibung von B in Kugelkoordinaten lautet

B={(r.0) | -n<o<m —5 <0<, 0<r<r(6,0)} .

m
2

Damit ergibt sich

/2 s r(¢,0)
w(B) = / / 2 cos @ dr de df
—m JO
2 ™

—m/2

1 ™
= §/ COSH/ (14 esin¢cos ) dp df .
—m/2 -7
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Hier ist das innere Integral aus Symmetriegriinden gleich

™
/ (14 3e%sin® ¢ cos? §) dp = 2m + 3me® cos? 4,

—T

so dass wir insgesamt das Folgende erhalten:

o [™/? or 1
p(B) = ) / (24 3e%(1 —sin®0)) cos 0 df = = / (243e*(1— %)) dt
0 0
47

= ?(1+€2) .

8a Ist der Vektor a := (a,b) # 0, so beschreibt die Bedingung
0<ar+by=a.z<1

einen unendlichen Streifen S der Breite 1/|a| in der z-Ebene, z := (z,y),
und zwar steht die Achse von S senkrecht auf a. Sind die beiden Vek-
toren a und ¢ := (¢, d) # 0 linear abhéngig, so sind die beiden zugehdrigen
Streifen parallel, und ihr Durchschnitt B ist eine Gerade oder gleich dem
schmaleren der beiden Streifen. Jedenfalls besitzt B dann keinen interessan-
ten Flécheninhalt.

Sind a und c linear unabhéngig, so ist einerseits ad — bc # 0, und anderseits
ist der Durchschnitt B der beiden zugehorigen Streifen ein Parallelogramm.
Die lineare Abbildung

u = ax + by
vi=cxr+dy

A (wjy)H{

bildet dieses Parallelogramm bijektiv auf das Einheitsquadrat @ := [0,1]2
ab. Folglich ist

1 =u(Q) = |det(A)| u(B),

B 1

"~ |ad — be|

b Wir benétigen eine Parameterdarstellung von P mit Hilfe der Variablen
und v aus a. Hierzu miissen wir das Gleichungssystem

und hieraus schliesst man auf p(B)

z+y=u, 20 — 3y = v

nach z und y auflésen. Es ergibt sich

1 1
x:g(?)u—i—v), y:g(Qu—v).
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YA
d,
c
b .
a
: -
0 1
Fig. 13.9
3 1
Hiernach bildet die lineare Abbildung A mit der Matrix [A] = [ 5 51 ] das
5 75

(u,v)-Rechteck R :=[0,1] x [0,4] bijektiv auf P ab, und wir haben

/\/ﬁduxy /\fdetA|d,uuv /fdu/ dv—%.

9 Man kann die Grossen
u:=ye ¥ €la,b], vi=ye"” € [c,d]

als “krummlinige Koordinaten” in B auffassen — “krummlinig” darum, weil
die Linien u = const. resp. v = const. krumme Linien, ndmlich Exponen-
tialkurven sind. Gelingt es, diese Gleichungen nach x und y aufzulésen, so
erscheint B als Bild des (u,v)-Rechtecks R := [a,b] x [¢,d]. Die Rechnung
liefert

:%(bgv—logu), y = Vuv ((u,v) € R)

und damit weiter

=L ] e =

Wir erhalten daher

1 (Y du [ dv
= [ ldutun) = 5 [ 52 [T 2 < a(vh - va) (Vi- Ve
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Fig. 13.10

10 Wir arbeiten mit Zylinderkoordinaten und bestimmen das Volumen eines
Loches L. Mit den Bezeichnungen von Fig. 13.10 gilt r(¢) = R cos ¢ und

/2 rr(¢)
—2/ RZ—xQ—deu(x,y)—él/ / VRZ—r2drde .
L 0 0

Hier hat das innere Integral den Wert

R3

r(¢) _ (R3 B (R2 — R2 cos? ¢)3/2) _ ?(1 _ sin® o) .

L oo o 3/2} 1
g =3
Damit ergibt sich

AR [™/? - AR® (1 2
pl) == [ (a=sin®o)do = ==(3-3)

Das Volumen des Restkorpers betragt also

p(R) = j(Bs.r) — 2p(L) = SR®

11 Der Integrand legt nahe, Polarkoordinaten zu verwenden. Die Ellipse 0B
(Fig. 13.11) besitzt die Polardarstellung

15
a V25 cos? ¢ — 20 cos ¢ sin ¢ + 13sin? ¢

(-r<¢<m).

r(¢)

Hieraus ergibt sich fiir das gesuchte Tragheitsmoment der Wert

™) 1 (7 154
T—/l/ ﬁrmm——/ , ——— d¢
_=Jo 4 J_; (25cos? ¢ — 20 cos ¢sin ¢ + 13sin” ¢)?
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Yi
Vf
5,,
OB b
a_
-3 2 /3 x
Fig. 13.11

— ein Alptraum!

Stattdessen folgen wir dem Hinweis. Die Ellipse 0B schneidet die z-Achse in
den Punkten a := (3,0) und —a. In den Endpunkten des zu +a konjugierten
Durchmessers b sind die Ellipsentangenten parallel zur z-Achse; mithin ist
dort der Gradient Vf der Funktion f(x,y) := 2522 — 20zy + 13y? vertikal.
Man berechnet V f(x,y) = (50x—20y, ...). Wir miissen also die Punkte (x,y)
der Form (2t,5t) bestimmen, die die Ellipsengleichung erfiillen. Einsetzen
liefert ¢ = £1 und damit die Punkte b := (2,5) und —b. Mit Hilfe des
so erhaltenen Paars von konjugierten Durchmessern kénnen wir die folgende
Parameterdarstellung von 0B anschreiben:

t+—costa+sintb (—r<t<m),
bzw. in Koordinaten:

x(t) := 3cost + 2sint
t— (—r<t<m).

y(t) := bsint
In der Folge bildet

(5.1) x := s(3cost + 2sint)
: (st) — )
& Yy = Hssint

das (s,t)-Rechteck R :=[0,1] x [—m, 7] bijektiv auf den Bereich B ab. Man
berechnet

= 5%(9cos?t + 12costsint + 29sin? t)

~s,t =z 4 42
fs1) Y (z,y):=8(s,1)
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und

[8(33,3/)} B [3008t+2sint s(—3sint + 2 cost) Ju(s.8) = 155
- ) g\o - .

d(s,t) osint dscost

Damit ergibt sich

7= [ Fo.) 5. 0)duts.0)

1 ™
= 15/ s ds/ (9cos?t + 12costsint + 29sin” t) dt
0 -7

1 285

Abschnitt 13.5

1a Wir wahlen das Argument ¢ des Beriihrungspunkts als Parameter und
verweisen im {ibrigen auf die Fig. 13.12. Die Bahnkurve des Punktes P wird
dann beschrieben durch

z(¢) := 2acos ¢ + acos(2¢)
y(¢) := 2asin ¢ — asin(2¢) } (0<¢<2m).
YA
a
3¢
® = -

3a

Fig. 13.12
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b Man berechnet
i(¢) = a(—2sin¢ — 2sin(2¢)) , y(¢) = a(2cos ¢ — 2cos(2¢)) .
Fiir -5 < ¢ < 0ist 2(¢) > 0 und folglich

. j cos ¢ — cos(29)
arg(z,y) = arctan = = —arctan —————~ = —
x sin ¢ + sin(2¢)

IS
—
=

Hieraus schliesst man auf

lim arg((0), 5(¢)) = 0

6—0—

die drei Spitzen sind also Riickkehrpunkte.

¢ Man berechnet weiter

P2 +y* =a? (4 + 8sin ¢ sin(2¢) — 8 cos ¢ cos(2¢) + 4)

= 8a*(1 — cos(3¢)) = 16a° sin” %

und erhélt so /12 + 92 = 4a)sin %‘ Damit ergibt sich schliesslich

27 /3

= 8a(l — cosm) = 16a .

27 /3 3 9 3
L= 12a/0 sin ; do = 12a<—§ cos 7(]5)

0

Fig. 13.13
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2a Siehe die Fig. 13.13.
b Da t nichts anderes ist als der Polarwinkel ¢, gilt nach (7):

t\ 2 t
45 = (1) +72(0) + (1) = (24 cos o)+ Jsin? 3 4

A% Y T o5 %
(5 A ?
~\2 5 2 '

Damit erhalt man
47
5 4 t
L(v) :/0 <§ —i—gcos%) dt =107 .

3 Wir beniitzen die Formeln von Beispiel @ Die Meridiankurve ~ besitzt
die Parameterdarstellung

21 - t
9 23

ri=7
: 1<r<3).
7 7n'_>{z::cosh(7“—2) (l=<r<3)

Fiir die zugehorige Darstellung (¢, r) — f(¢,r) der Puddingform S ergibt
sich daher mit (14):

£y x £.[> =12 (1 + 22(r)) = r? cosh®(r — 2),
und (15) liefert
3 3 3
w(S) = 27r/ r cosh(r — 2)dr =2« <7“ sinh(r — 2)‘ - / sinh(r — 2) dr)
1 1

Lo '
= 2 (3sinh 1 — sinh(—1) — cosh 1 + cosh(—1)) = 8w sinh1 .

4 Wir wéhlen Polarkoordinaten in der (z,y)-Ebene als Flachenparameter
und haben dann die folgende Parameterdarstellung von S:

T :=1rcoso

f: (r¢)—< y:=rsing , (r,¢) € R:=10,1] x[0,27] .

2 := 12 cos ¢sin ¢

Man berechnet
f, = (cos,sing, 2rcosgsing), £, = (—rsing,rcosg, r?(cos® ¢ — sin? )
und weiter

f. x fs = (—r*sing, —r*cos ¢,7) , £, x 4l =rv/ 1412 .



Losungen zu Kapitel 13 63

Damit ergibt sich

1 1 1
w(S) :/ If, x fy| dp(r, @) = 277/ rV1+4+r2dr=2m §(1 + 7r2)3/2 .
R 0

=T (VE-1).

5 Wir legen die Meridiankurve

y r:=acost < T <<
: — -
i z:=bsint 2 - =

zugrunde und erhalten mit (14):

)

ol 3

£, x £, = a® cos® t (a®sin® t + b2 cos® t) .
®

Damit ergibt sich weiter

1 2 _ 2
—27rab/ 1+ 4 "2 du . (6)

Ab hier miissen wir die beiden Fille I: a > b (abgeplattetes Ellipsoid) und
II: a < b (Spindel) getrennt betrachten.

Im Fall T setzen wir v/a? — b? =: ¢ und substituieren in (6)

u:=buv/c (—c/b<wv<c/b). (7)
Es folgt
b c/b b c/b
w(S) ZQWGbE/ \/1+U2dv:wabg(vx/1+vz+arsinhv> P
—c/b —c
b ([ ac c arsinh(v/a® — b2/b)
= 27rabg<b—2 +arsmhl—)> = 27ra<a+b pEa—yT > i

Im Fall IT setzen wir v/b? — a? =: ¢ und fithren wieder die Substitution (7)
durch. Es folgt

c/b b
W(S):%Tabé/ \/1—v2dv:7rabz<v 1—v2+arcsinv)
c —c/b

c/b

—c/b

5 bb ac LY o +barcsin(\/b2—a2/b)
= 2mab—( o5 +arcsin - | = 27a{ a N )
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6a Es bezeichne p den Abstand des Schwerpunkts von B von der z-Achse.
Die Momentengleichung besagt dann

p /B du(r, z) = /B rdu(r, 2)

Hieraus folgt

2mp - 1(B) —/

rdu(r,z,¢) —/ ldu(z,y,z) = vol(K) .
Bx[0,27]

K
b Wir beniitzen die Formeln von Beispiel (7). Es sei also (12) eine Para-
meterdarstellung der Meridiankurve +, und es bezeichne p den Abstand des

Schwerpunkts von v von der z-Achse. Die Momentengleichung, angewandt
auf die “Linienelemente” ds, besagt dann

p/ds-/'rds,
gl gl

oder ausgeschrieben:
b b
p / r2(t) + 22(t) dt = / r(t) /r2(t) + 2"2(t) dt .
Hieraus folgt mit (15):

b
2rp - L(vy) = 277/ r(t) \/72(t) + 22(t) dt = w(S)

¢ Fiir den in Beispiel (7) betrachteten Torus hat man p = a, u(B) = wb?%;
folglich ist vol(K) = 2m2ab?. Die Meridiankurve hat die Linge 27b und
denselben Schwerpunktsabstand p = a. Somit ist w(T") = 4w2ab, wie vorher.

Fig. 13.14
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7a Die Lemniskate ist die Menge aller Punkte P in der (x,y)-Ebene, fiir die
das Produkt der Abstinde zu den beiden Punkten (+c,0) den Wert ¢* hat.

Der Fig. 13.14 entnimmt man

a>=r*+c* —2rccosp, b =r>+c*+2rccosd .

Werden diese Gleichungen miteinander multipliziert, so folgt nacheinander

A =(r?+cA)? —dr®cteos’ ¢, r?=4c?cos® p—2c% .

Damit erhalten wir die folgende Polardarstellung der rechten Halfte v der
Lemniskate:

v 1r(p) =c/2co8(2¢) ( <¢p< %) .

hum

b Esist limg_r/4— r(gf)) = 0. Wir berechnen daher

lim arg(r(¢)cos¢,r(¢)sing) = lim ¢ = — .

p—m/4— p—m/4— 4
Die Lemniskate verlasst somit den Ursprung in Richtung der beiden Winkel-

halbierenden, und diese sind dann auch Tangenten.

¢ Man berechnet
2sin(2¢)

ri#) = 2cos(2¢)

Damit ergibt sich

o 4sin®(2¢)\  4c?
r?(¢) + 1% (¢) = ¢ (2 cos(2¢) + 2 cos(29) ) ~ 2cos(2¢)

und weiter

/4 d¢ B
L = 20/_7r/4 /2 cos(2¢) =V8e / 4/ COS 2¢

Die Substitution tan¢ :=¢ (0 <t < 1) macht daraus

! 1 dt Lot
L(V):\/gc/o JOI_B)a e 1+ Sc/o i

Das letzte Integral ist ein elliptisches Integral und ldsst sich nicht elementar
berechnen.

8 Man hat 7/(¢) = —A¢~*~! und somit

r2() + 12(p) = ¢~ + NZp~A 2 = _(1+)\_2> .
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ﬂmm\
Y
Fig. 13.15

N |
—/7r 1+5 x o

Da der Wurzelausdruck mit ¢ — oo gegen 1 strebt, ist das uneigentliche
Integral fiir 0 < A < 1 divergent und fiir A > 1 konvergent. Die Spirale
(Fig. 13.15) hat daher fiir A > 1 endliche Lénge.

Ist speziell A = 2, so erhélt man nach einigen Substitutionen bzw. mit Hilfe
von Mathematica® den Wert

LV):/OO 14 Lo / \/¢2—d¢>_

Hieraus folgt mit (7):

- P2 ¢?
Vai+r2 o o1
=— 4+ = arsmh—
272 4 T

9 Es wird auf die Fig. 13.16 verwiesen.

a Da B kompakt ist, besitzen die u einen Hiufungspunkt p € B, und nach
allfalliger Siebung diirfen wir limy_,. ux = p annehmen. Die verbliebenen
u;, besitzen ihrerseits einen Haufungspunkt q € B, und nach nochmaliger
Siebung diirfen wir auch limg_, o uj, = q annehmen. Wegen

Vk: glugte) =g(uy,ty) (8)
folgt
f(p) = g(p,0) = lim g(ug, t) = lim g(wy,t}) = g(q,0) = f(q)

und damit nach Voraussetzung tiber f die Gleichheit p = q.
Die drei Kolonnen der Matrix [dg(p, 0)] sind f1(p), f2(p) und n(p); folglich
ist

Jg(p,0) = £(£1(p),£2(p),n(p)) = |f1(p) x £2(p)| > 0 . (9)
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Fig. 13.16

Hiernach bildet g eine ganze Umgebung von (p,0) € R? injektiv ab, im
Widerspruch zu (8).

b Auf Grund von Satz (13.36) ist das Volumen der Schale S. gegeben durch

u(s) = [ [ Jatwtyautuyar.

Hieraus folgt mit Satz (9.17) und (9):

d

de p(Se)

= / Jg(1,0) da(u) = / £1(u) x £2(w)] dp(u) = w(S) -
B B

0+

10a Wir verwenden z, y, z und ¢ als Koordinatenvariablen im R*. Die
Hyperebene t =sinn, —5 <n < 7, schneidet S3 in der 2-Sphire

Sz:{(iU,y,z)GR?’ | x2+y2+22:T2}

vom Radius 7 = /1 —¢2 = cosn. Diese 2-Sphére ldsst sich in bekannter
Weise mit den geodétischen Variablen ¢ und 6 parametrisieren. Alles in
allem erhalten wir die folgende Parameterdarstellung von S3:

x := cosn cos b cos ¢

y 1= cosncosfsin ¢
f: (¢,0,n)— . 7
z = cosnsin 6
t:=sinn
wobei der (¢, 0,1)-Quader Q :=[—m, 7] x [-5, %] x [~3, 7] als Parameter-

bereich fungiert. Man berechnet

fs = cosncosf(—sin ¢, cos ¢, 0,0)
fy = cosn(—sin 6 cos ¢, — sin O sin ¢, cos 6, 0)

f, = (—sinn cos O cos ¢, —sinn cos O sin ¢, — sinn sin §, cosn)
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und erhalt die Gram-Matrix

foefy, fyefy f5f, cos? ncos? 0 0
G .= fg 4 f¢> fg L fg fg . fﬂ == 0 0082 n 0
f,ef, f,fp f£,f, 0 0 1

Damit wird G¢(¢,0,7) := det(G) = cos? 0 cos? n, und man erhiilt

/2 /2
w89 = [ VGro b duonbm =2m- [ cosoap- [ costnay
Q

—m/2 —7/2

T
=21-2.— =272
T 2 ™

b Nach 13.2.(10) hat das Volumen der vierdimensionalen Einheitskugel By ;

2 2
den Wert k4 = Zﬂ-lig = % Damit ergibt sich

2

T
1(Ba,r) = 77"4 .

Auf Grund der Uberlegungen von Aufgabe 9 erhalten wir daher

3y o MBaige\Ba1)  d o2
w($7) = EE%I+ £ B drM(B4’T) r=1 2T

wie bereits in Teil a gefunden.
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Losungen zu Kapitel 14

Abschnitt 14.1
1 Die angegebene Kreisschar geht unter Steckung von 0 aus in sich iiber.

Dasselbe ist dann auch fiir die Richtung der Feldlinien der Fall; das heisst,
arg v hangt nur von arg(x,y) ab. Der Fig. 14.1 entnimmt man

argv:2¢—|—g;

Fig. 14.1

folglich ist notwendiger Weise

(P(z,1),Q(x,y)) = (—sin(2¢), cos(2¢)) = (—2zy,2” — y°),

wobei das Zeichen = die Proportionalitdt der angegebenenVektoren aus-
driickt. Man kann den rechtsstehenden Ausdruck wie hingeschrieben als v
akzeptieren, kann ihn aber auch noch mit einem beliebigen Faktor A(z,y) # 0
multiplizieren, ohne an den Feldlinien etwas zu andern. Eins gilt es jedoch
zu bedenken: Das Feld besitzt im Ursprung eine Singularitat, da unendlich
viele Feldlinien, darunter auch winzig kleine Kreise, durch 0 gehen. Indem
wir kurzer Hand

v(z,y) == (—2zy,2* — y°)

setzen, bringen wir diese Singularitat nicht zum Verschwinden, das Feld v ist
aber stetig differenzierbar.

2 Aus
(z(t),y(t), 2(t)) := (rcost,rsint,t — h) (—oo <t < o0)

folgt
(&(t),9(t), 2(t)) = (—rsint,rcost, 1) = (—y(t), z(t), 1) ,



70

und das bedeutet: Jede der Parameterdarstellungen % gentigt dem folgenden
System von Differentialgleichungen:

bzw. der vektoriellen Differentialgleichung x = (—y,z,1). Setzt man also
v(z,y,2) = (—y,x,1), so geniigen die Kurven +, j der Differentialgleichung
% = v(x) und sind damit Feldlinien des Feldes v.

3 Aus z(t) := €' folgt 2/(t) = ie’. Damit erhilt man

1 21 1 .
/ —dz:/ —.tie”dt:2m'.
oD % o ¢

Es sei jetzt k € Z, k #+ —1. Dann ist

27

27
/ Fdy = / ekt ot gt — Lei(kﬂ)t —0.
oD 0 k+ 1 0

Fig. 14.2

4 Die Konstruktionsidee geht aus der Fig. 14.2 hervor. Setze hierzu
u(t):=1—1t2, o(t):=t(1-t)? (-1<t<1)
und betrachte die vier Kurven

Yt (u), o), 2: te (—u(t), —v(t)),
v3 i t— (u(t), —v(t)) . Y4t (—u(t),v(t)) ,

je fur —1 <t < 1. Werden diese vier Kurven in der Reihenfolge v1, 2, 73,
~4 hintereinander durchlaufen, so entsteht eine geschlossene glatte Kurve +,
die, als Kette aufgefasst, gleich 0 ist; denn man hat v3 = —v; und v4 = —7».

5a Wir legen die Parameterdarstellung

v: z(t) = (cost,sint) (0<t<2m), z'(t) = (—sint, cost),
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zugrunde. Damit erhédlt man
/ K- dz — /0 W((ﬁ(t)—i—y(t))m'(t) +20(t)y(t)y' (1)) dt

27
= / ((cos®t + sint)(—sint) + 2costsint cost) dt = — .
0

b Wir legen die Parameterdarstellung
- Z(.Z‘) = (l,ij) (_2 ST < 1) ’ Z/(.%‘) = (1731:2)’

zugrunde. Damit erhalt man

1

1
/K-dz:/ ((ac+x3)1+(2x—1:3)3$2)d:6:/ (z + 72° — 32°) dx
v —2 —2
22 72t 2%\
:(7+T_?>

¢ Durch Elimination von z aus den beiden angegebenen Gleichungen erhalt
man die Gleichung

-2

20 —dy + (T—2®> —y*) =3 bzw. (-1 +(y+2)*=9.

Dies ist der langs v geltende Zusammenhang zwischen x und y und somit die
Gleichung des Grundrisses von . Dieser Grundriss ist ein Kreis vom Radius
3 mit Zentrum (1, —2). Hiermit gewinnen wir die folgende Parameterdarstel-
lung von ~:

t— x(t) := (1 + 3cost,—2 + 3sint, z(t)) (0<t<2m),

wobei die dritte Koordinate, wenn notig, mit Hilfe der Ebenengleichung be-
stimmt werden kann. Man berechnet

x'(t) = (—3sint,3cost, 2/ (t))

und erhalt damit
27
/ Ke.dx = / ((2—3sint)(—3sint) + (1 + 3cost)(3cost) + z(t)2'(t)) dt
v 0

2
—/ (9sin®t + 9cos? t) dt = 187 ;
0

1
denn wegen z(t)z'(t) = 5%22@) und z(0) = z(27) liefert der dritte Sum-

mand keinen Beitrag.
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Abschnitt 14.3

Ia Auf Grund von (14.14) ist

Y%0i=(fV@ir2ir1 — ([ V@irrire = (f git2)ir1 — (f giv1).ir2
= fit19.i+2 — fir29.+1 = (Vf x Vg); .

Zusammengenommen ergibt sich: rot(fVg) =V f x Vg.

b Wie in a berechnet man

%i=(fK)it2.i41 — (fK)ix1.i42 = (f Kit2).i+t1 — (f Kit1).it2
= fiv1 Kizo — firo Kiva + f(Kij2.41 — Kit1.i42)

Zusammengenommen ergibt sich: rot(fK) =V f x K + frotK.
¢ Setzt man in a speziell g := f, so ergibt sich sofort rot(f Vf) =0.

2 Der Vektor (—y,z) steht senkrecht auf z = (x,y) und besitzt den Betrag
Va2 +y? =:r. Felder K = (P, Q), die den Bedingungen (1) und (2) geniigen,
lassen sich daher in der Form

P(x,y):—yf(r), Q(m,y)zwf(r),
mit einer O''-Skalarfunktion f, ansetzen. Man berechnet

10t K = Qo — Py = () + 2 f(r) =+ () +y () L =20 () + 1)

- =
Die allgemeine Losung der (Eulerschen) Differentialgleichung
2f(r)+rf(r)=0

ist f(r) = C/r%. Die gesuchten Felder haben daher die Gestalt

K(r.y) = (-2.2)

r r’r

und stimmen bis auf einen konstanten Faktor mit dem Feld A aus Beispiel (2)
iiberein.

3 Wir schreiben K in der Form

K(z,y,2) = (x2 —y? —yz, 2oy + w2, +y? + (x+ y)z) + 22H(z,y, 2) .
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Fiir die Rotation in Punkten (z,y,0) kommt es auf den “Rest” 22H(x,y, 2)
gar nicht an. Die Rotation des “Hauptteils” berechnet sich zu

(Cy+2)—2, —y— (20 +2), 2y+2)—(-2y—2)),
und dies miissen wir in Punkten (z,y, 0) betrachten. Damit ergibt sich

Ro(z,y) = 2y —x, —y — 2z, 4y) .

Abschnitt 14.4

1a Mit den Bezeichnungen der Fig. 14.3, links, ist 9B = —vy; + 72 + y3. Wir
verwenden die Parameterdarstellungen

o te (B (0<t<1),
Y21 (2,00 (0<z<1) (= y=dy=0),
3: oy~ (lLy (0<y<l) (= dz=0)

und erhalten

5

1
(xyda:+a:2dy):/ (t5-3t2+t6-2t)dt:§,
1 0

(zydx +2*dy) =0,

1
(acyda;+a:2dy):/ ldy=1.
0

3

T T

Damit ergibt sich

Anderseits besitzt das Feld K(z,y) := (zy,2?) die Rotation rot K(z,y) = .
Mit Hilfe der Greenschen Formel ergibt sich daher

1 x?/3 1 3
%:/xdu(x,y):/ x/ dyd:L‘:/ 23 de == |
B o Jo 0 8

wie vorher.
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Y YA
1
731 N
" —-m/2 /2
>
0
A3 Y4
Yo 73
f {= »
0 1 -1
Fig. 14.3

b Mit den Bezeichnungen der Fig. 14.3, rechts, ist 0B = —y1 + 2 — 3 + V4.
Wir verwenden die Parameterdarstellungen

T T
m: x+— (x,cosx) <—§ <z < 5),
Yo i x— (x,—1) (—g§x§g> (= dy=0),

Y3 Y=

(-
Va yH(

und erhalten

/(ydm—f—sin:cdy / (cosz +sinz(—sinz))de =2 — =,
Y1 w/2 2
7r/2
/(ydﬂc—i—sinxdy —/ = -7,
72
0
/(ydm—f—smxdy :/ sm y=—1,
3 1
0
/(ydac+sinwdy / s1n— dy=1.
Ya 1

Damit ergibt sich

Anderseits besitzt das Feld K(z,y) := (y,sinz) die Rotation rot K(x,y) =
cosz — 1. Mit Hilfe der Greenschen Formel ergibt sich daher
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/2 cosx
%:/(cos:r—l)du(x,y):/ (cosw—l)/ dy dx
B

—m/2 -1

/2 /2 T
:/ (cos:r—l)(cos:r+1)d:r:/ (—sin®z)de = — =,
—7/2 —7/2 2

wie vorher.
2 Es bezeichne B den in der Fig. 14.4.9 sichtbaren Rechtecksbereich und

o: xz— (2,0) (=1 <z <1) den Streckenweg von (—1,0) nach (1,0). Dann
ist v = —0B + o . Mit Hilfe der Greenschen Formel erhélt man daher

/K-dX:— K-dx+/K-dx:—/roth,u—l—/K-dx.
0% OB o B o

Man berechnet

rot K(z,y) = (—4z + 8y) — (—4xz +8y) =0

1
/K-dx:/ 3z2dr =2;
o -1

denn langs o ist y = dy = 0. Damit ergibt sich insgesamt fv Kedx =2.

und

3 Der Doppelpunkt (0, 1) gehért zu den Parameterwerten ¢t = 7 ; die Kurve
~ umlauft aber den Schlingenbereich B in der falschen Richtung (Fig. 14.3).
Wir koénnen daher folgendermassen argumentieren:

M(B)I/_aBydx:/i//ZO—gcost) (1—gcost> dt

71'2 s 7T3

=7m1—2 — — = — —71=0.7342 .
s 7r+4 5 3 ™
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4 Wir wahlen das Argument ¢ des Beriihrungspunkts als Parameter und
verweisen im iibrigen auf die Fig. 14.5. Die Bahnkurve des laufenden Punktes
P wird dann beschrieben durch

x(¢) := 2 cos ¢ — cos(2¢)

y(¢) := 2sin ¢ — sin(2¢) } (0< o <2m).

Fig. 14.5

Der von ~ eingeschlossene Flicheninhalt berechnet sich folgendermassen:

w(B) = /83 xdy = /0 7r(2 cos ¢ — cos(2¢)) (2cos ¢ — 2 cos(2¢)) d¢

27
= / (4cos® ¢ — 6 cos ¢ cos(2¢) + 4 cos*(2¢)) do
0

5 Wir verwenden die Flachenformel pu(P) = f ap T dy. Die von zj_1 nach zy
laufende Kante oy, besitzt die Parameterdarstellung

okt (zp_1 4+ t(zr — Te—1), Ye—1 + Yk — Yk-1)) 0<t<1).

/ rdy =
Ok

Hiernach ist

1
(Ik—l +t(zr — mk—l))(yk — Yr—1)dt

S~

(zr +Tr—1)(Yr — Ye—1) -

N | =
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Bei der Summation iiber k£ hebt sich einiges heraus, und man erhalt

n n n—1
1 1
n(B) = Z/ rdy = B} Zﬂ%(yk — Yk-1) + B Z T (Ye'+1 — Ynr)
k=1"7Fk k=1 k'=0
1 n
=3 ka(ykﬂ — Yr-1) -
k=1

6 Das Bereichsintegral % := [ y dp mit Hilfe des Reduktionssatzes (13.24)
zu berechnen, ist aussichtslos. Stattdessen verwandeln wir % mit Hilfe der
Greenschen Formel in ein Umlaufsintegral. Hierzu betrachten wir das Feld

K(z,y) = (0,2y),

das die erwiinschte Rotation rot K(x,y) = y besitzt. Damit ergibt sich

% = K-dz:/wydy—/ chdy—i—/ xydy .
oB v T+ Y-

Hier ist das erste Integral rechter Hand aus Symmetriegriinden gleich 0.
Weiter hat man

0
/ xydy = a3/ €3 cos? (t + %) sin(t + %) dt
o —oo

0
=+4+a3 / 39 sin? t cost dt .

— 00

Damit ergibt sich

0 3
4a°q
7:—23/ %1t sin® tcos t dt = — )
S 3(1+ 102 + 9¢%)

wobei wir fiir das letzte Integral Mathematica® beniitzt haben.
7 Essel z =z + 1y, c = a+tb. Dann gilt

dz = 2'(t) dt = (x(t) + iy(t)) dt = dz +idy
und folglich

/ dz
yZ—C

(x —a) —i(y —b) .
w0 T (y = D) (dx +idy)

S~ 55—

MRS
+ |
—~|
<
|
&
no
QU
<
~~

<<x—a>2+<y—b>2 S

oot e )
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Hier lasst sich das erste Integral rechter Hand interpretieren als f,y Vfedz
fiir die Funktion f(z,y) :=log \/(z —a)? + (y — b)2. Nach (14.4) hat dieses
Integral automatisch den Wert 0. Das letzte Integral in (1) ist aber gerade
fw A, +dz, womit die behauptete “komplexe Formel” fiir die Umlaufszahl
erwiesen ist.

Abschnitt 14.5
lIa Man hat (fv);; = fiv; + fv;; und folglich
div(fv) =V fev+ fdivv. (2)
b Aus (K xL); = K;41L;12 — K;y2L;41 folgt
(KxL)i;=Kit1ilive + Kig1Livei — KiyoiLivi — KivoLiy1i

und bei der Summation iiber i ergibt sich mit Hilfe geeigneter zyklischer
Umindexierung die Formel

div(K x L) = Z(Ki+2.i+1 — Kiyii42)L; — ZKi(LH-Z.H-l — Lit1.442)

=rotK:L — KerotL .

¢ Man hat

0?K o 0?K,1
8xi+18x,- 8$¢+28$i '

Bei der Summation iiber ¢ heben sich die zweiten Ableitungen haeraus, und
es bleibt
div(frotK) =V ferotK .

2 Es bezechne d die Dimension des betrachteten Grundraums. Dann ist
divx = d. Ist weiter f eine nur von r abhingige Funktion, so gilt

Wir setzen die gesuchten Felder in der Form v(x) := f(r)x an. Dann folgt
aus (2) und dem eben Gesagten

divv_Vf-erdf_@-r%rdf.
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Wenn dies identisch verschwinden soll, muss f der Differentialgleichung
d
f(r) = r f(r)

geniigen, und das ist genau fiir die Funktionen f(r) = — der Fall. Die in der
T
Aufgabenstellung erfragte Feldstiarke x(r) = r f(r) ist dann gegeben durch

H(T’):Td—_l )

Ist d = 3, so muss also die Feldstiarke mit dem Quadrat der Entfernung von
0 abnehmen. Damit ist z.B. das Gravitationsfeld im Ausseren der Erdkugel
als quellenfrei erwiesen.

3 Zur Vereinfachung wahlen wir das Zentrum des Feldes v im Ursprung und
berechnen den Fluss von unten nach oben durch die Ebene z = 1. Dann ist
C x
v =57
fiir ein gewisses C, und die Bedingung v(0,0,1) = (0,0, 1) liefert definitiv
1
x? 4+ y? + 22

V(.T,y,Z) = ( )2 (x’y’ Z) °

Das vektorielle Oberflichenelement ist hier natiirlich gegeben durch
dw = (0,0,1) du(zx,y),

somit ist
1

T (422 +42)?

Der gesuchte Fluss berechnet sich daher folgendermassen:

1 o0 2r
(D: od g —d — 4d
/RQV w /R 1+ 22+ 42)?° H,y) W/O 1tz

-1 =

:Wl—i—r2

v(z,y,1) «dw du(z,y) -

0

4 Im vorliegenden Fall ist dw = (0, 1,0) du(x, z) und folglich
v(x,0,2) sdw = (2% + 22%) du(z, 2) .

Damit ergibt sich

1 1

=4 .
—1

3

23
Q Q 3

1 3
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Abschnitt 14.6

I1a Wir verwenden 14.5.(9) sowie die in Beispiel 12.7.(4) bereitgestellten
Formeln. Man hat

v(£(¢,0)) «(fs x £5) = (1 — sinf) sin 6 cos b .

Damit ergibt sich
2 pw/2 1 T
<I>:/ / (1—sin9)sin9cosc9d9dd>:27r/ (u—uQ)du:§.
o Jo 0

b Es bezeichne B die obere Halbkugel und S den nach unten orientierten
Einheitskreis in der (z,y)-Ebene. Dann gilt nach dem Satz von Gauss

/v-dw—i—@z/divvd,u
s B

und folglich

@:/B(—ndu_/s(_ndw:—?ﬂzg.

2a Hier ist von vektorwertigen Integralen die Rede! Wir zeigen, dass sie
komponentenweise iibereinstimmen. Fiir festes ¢ € {1,2,3} gilt nach dem
Satz von Gauss und (2):

</andw>i:/E)Bfe“d“’:/Bdiv(fei)dMZ/BVf.eidu
= </BVfdu)i :

b Der mit der Tiefe zunehmende Druck p sei gegeben durch

p(z,y,2) = —=z (2<0).

Dann wirkt auf das Fléchenelement dw an der Stelle (z,y, z) € 0B die nach
innen weisende Kraft

dK = —p(z,y,z)ndw = zdw .
Die totale auf B wirkende Kraft berechnet sich daher nach a wie folgt:
K= | zdw= / (0,0,1)dp = p(B)es .
OB B

Heureka!
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3a Es bezeichne B, die Kugel vom Radius e um 0. Dann ist 9B’ = 0 B—0B..
Im Innern von B’ ist das Feld v stetig differenzierbar und quellenfrei. Nach
dem Satz von Gauss ist daher | o Ve dw =0 und folglich

1
/ v-dw:/ v-dw:/ |v|dw = 5 w(0B:) =1.
OB 8B, OB. 4rre

b Von jeder Quelle geht ein Achtel ihrer Produktion direkt in den Wiirfel
hinein und kommt durch die gegeniiberliegenden Seitenflachen wieder heraus.
Der Gesamtfluss durch die Wiirfeloberfliche betragt daher 8 - % = 1, macht
% pro Seitenfléche.

4 Aus Symmetriegriinden geniigt es, das Feld v(z,y,2) := (0,0,v2) zu be-
trachten. Dieses Feld ist tangential zur (x,z)- und zur (y,z)-Ebene und
verschwindet auf der (z,y)-Ebene. Der aus B heraustretende Gesamtfluss ist
daher gleich dem Fluss durch den im ersten Oktanten gelegenen Teil S der
Einheitssphére. Zu dessen Berechnung verwenden wir 14.5.(9) sowie die in
Beispiel 12.7.(4) bereitgestellten Formeln. Man hat

v(£(¢,0)) «(f5 x fy) = ysinfsinb cosb .
Damit ergibt sich

w/2 /2 1
<I>:/ / nysinzecosﬁdﬁdgbzﬁ/ w?du="1"
0 0 2 Jo 6

Wird stattdessen das Feld v(z,y, z) := (ax, By, vz) zugrundegelegt, so erhélt
man den Gesamtfluss
T
3 (a+B+7) .
Das Feld v besitzt die konstante Divergenz o + 8 + . Mit Hilfe des Satzes
von Gauss erhilt man daher ohne Weiteres
l4r w

e=(atf+NuB)=(a+f+7)g5 =g

@:

(a+B8+7),

wie vorher.

5 Im Sinne von Satz (14.22) berechnen wir das Linienintegral des Feldes
wv(,y) = (—2® —y*, 22y — y)

langs 0Q) = Z?Zl vi, wobei 1 die untere Quadratseite darstellt und die wei-
teren Quadratseiten im Gegenuhrzeigersinn aufeinanderfolgend nummeriert
sind. Es ergibt sich

d ::/ *Vedz
2Q
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Anderseits ist div v(z,y) = 2y+2y = 4y. Nach dem Satz von Gauss ist daher

1 1
o= [ ydutay) =4 [ [ ydyds=2,
Q 0o Jo

wie vorher.

6 Die Funktion f ist ein homogenes quadratisches Polynom in den Koordi-
natenvariablen z;. Demnach ist Af = div(V f) eine Konstante. Da tiberdies
das Volumen von B einfach zu berechnen ist, nehmen wir zur Berechnung
des gesuchten Flusses den Satz von Gauss zu Hilfe.

Nach der Produktregel gilt
Vix)=(bexja+(asx)b,
und hieraus folgt mit (2):
Af=div(Vf) =bea+acb=2a«b.

Damit erhalten wir

(I>:/ Afd,u:2a-bu(B):§aob,
B

denn B besteht aus 8 Simplizes vom Volumen %.

7a Man hat 9
V-ndw:ng-ndw:f—gdw;
on

und mit Hilfe von (2) berechnet man
divv=VfeVg+ fdiv(Vg) = fAg+ VfeVg.

Die Formel (I) folgt daher unmittelbar aus dem Satz von Gauss, angewandt
auf B und v. Betrachtet man anstelle von v das Feld w := f Vg — gV f, so
heben sich auf der linken Seite die beiden Terme £V f«Vg heraus, und es
folgt (II).
b Ist Af(x) =0 in B und f(x) = 0 auf 9B, so folgt aus (I) mit g := f die
Beziehung

/ V() dp(x) = 0
B

Hiernach ist Vf(x) = 0 auf B. Nach (12.18) ist daher f auf jeder Zusam-
menhangskomponente von B konstant, und aus Stetigkeitsgriinden kann die-
ser konstante Wert nur 0 sein.
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Losungen zu Kapitel 14

Abschnitt 14.7

0<y<1)

1a Es sei
y— (1-y,9,0)

g .
die in der (z,y)-Ebene liegende Teilstrecke von 7. Dann ist
1
=/2y@=17
0

[ Keix= [ (@ =2)(=D)+ +1-0)-1+0)dy

und unter Ausniitzung der Symmetrie erhdlt man damit

/K-dxz3.
v

b Man berechnet rot K(z,y,z) = (2,2,2). Eine Parameterdarstellung der

von « berandeten Dreiecksflache ist gegeben durch
O0<y<l-z<1).

A (zy) = f(zy) = (z,y,1 -2 —y)
Hierzu gehort
f. =(1,0. —
wir haben also die richtige Orientierung erwischt. Der Fluss von rot K durch

1), f,=(0,1,-1), £, x£f,=(1,1,1),

A berechnet sich jetzt geméss 14.5.(9) folgendermassen:

1 pl-z 1
/rotK-dw:/ / (2,2,2)-(1,1,1)dydx:6/ (1—z)dzx =3
A 0o Jo 0
¢ Da rot K und n auf ganz A gleichsinnig parallel sind, ist

1
/ rot K +dw = |rot K|w(A) = 2V/3 - 5(\/5)28111600 =3.
A

3)

(ngg
(o<t<3)

o (50,9
o3: t— (3-103%)

die beiden in der (x, z)-Ebene liegenden Teilstrecken von . Dann ist

2 Es seien
o1 .

/2
/K-dX:/ sinz-ld,z:ﬁ,
- 0 2 2

/2
/ K-dX:/ sin0- (—1)dt =0
g2 0
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und folglich

Anderseits ist
rot K(z,y,z) = (—cosz,—cosx, — cosy) .

Der Fluss von rot K durch die in der (z, z)-Ebene liegende und “nach vorn”
orientierte Seitenfliche des Wiirfels ist daher gegeben durch

/2 /2 T /2 T
/ / (—cosz,—cosx,—1)-(0,—1,())dxdz:—/ coszdr = — .
0 0 2 Jo 2

Somit ist der Fluss von rot K durch den gesamten von v berandeten Teil der

Wiirfeloberfliache ebenfalls gleich g, wie nach dem Satz von Stokes voraus-
gesagt.

3a Es sei
f: R2~AR, u~f(u), f(0)=p,

eine Parameterdarstellung von S, und es bezeichne n(u) den Normalenvektor
zum Parameterpunkt u.

Wir nehmen also an, es sei K(p) srot K(p) =: ¢ # 0. Dann ist insbesondere
K(p) # 0 und somit K(p) = ¢'n(0) fiir ein ¢’ # 0. Hiernach gilt

c
rot K(p) +n(0) = 7= 2q,

wobei wir im Weiteren ¢ > 0 annehmen. Es gibt ein r > 0 mit
rot K(f(u)) «n(u) > ¢ (Ju <7).
Betrachte nun das Flachenscheibchen S’ := f(B,.), wobei B, die Kreisscheibe
vom Radius » um 0 € R? darstellt. Dann ist einerseits
/ rot Kendw > quw(S") > 0;
anderseits gilt aber
27
K-dx:/ K (x(£)) +x(£) dt = 0
oS’ 0

denn K steht in allen Punkten x(t) € 05’ senkrecht auf x'(t) € Tx)S.

Die beiden letzten Gleichungen zusammengenommen sind mit dem Satz von
Stokes nicht vertraglich.



Losungen zu Kapitel 14 85

b Man berechnet
rot K(z,y,2) = (0,0,2),  K(,y,2)rot K(z,y,2) =2 #0;
folglich besitzt das Feld K (Fig. 14.6) keine “Orthogonalflichen”.

4 Das Feld v wurde schon in den Beispielen 14.1.(2) und 14.3.(3) betrachtet.
Damals ergab sich

v(x) =we X x, rotv(x) =2we .

Die angegebene Parameterdarstellung von +y liefert x’(¢) = —sinta+costb;
folglich ist

27
/V-dxz/ w (e x (costa+sintb))«(—sinta+ costb)dt
vy 0
=w (5(e,a, b)r — (e, b,a)w) =2nmwe(e,a,b) .

Es bezeichne F die von « berandete orientierte Ellipsenflache; ihr Flachen-
inhalt betrigt w(E) = w|a x b|. Der Satz von Stokes liefert somit

/Vodx = / rotvendw = 2we-ﬁw(E) =2nmwe(e,a,b),
0% E ‘a X b’

wie vorher.

Abschnitt 14.8

1a Ist rot(f K) =0, so gilt auf Grund von Aufgabe 14.3.1b die Beziehung

frotK=-VfxK (3)
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und folglich
fKerotK=—¢(Vf,K,K)=0.

Da f nicht verschwindet, folgt die Behauptung.
b Man berechnet

I'OtK({l},y, Z) = (O,xy, —Z’Z) (4)
K(z,y,z)srot K(z,y,2) =0+ xz -2y + zy(—2x2) =0 .

Ist z — f(x) ein integrierender Faktor, so muss nach (3) und (4) identisch in
x, y und z das Folgende gelten:

f(x)(0,zy, —z2) = —(f’(x), 0, O) X (zyz +yz, 22, 2y) = — ' (2)(0, —2y, x2) ,

und umgekehrt: Trifft diese Identitét zu, so ist x — f(x) ein integrierender
Faktor. Die resultierende Bedingung f'(x) = f(z) wird durch f(z) := e®
befriedigt, so dass

L(z,y,2) =" K(z,y, 2)

im ganzen Raum wirbelfrei ist. Die Inspektion der Komponenten Lo und L3
von L ldsst vermuten, dass die Funktion p(x,y, z) := e” - zyz ein Potential
von L ist, und diese Vermutung wird ohne Weiteres durch Differenzieren
bestéatigt.

2 Man berechnet
I‘OtK([E,y72) = (74—17&_47/8_2)

so dass K mit den Parameterwerten o = 4, 8 = 2, v = —1 wirbelfrei wird.
Im Weiteren sei also

K(z,y,2) = (z +2y + 42,20 — 3y — z,4c —y + 2z) .

Wir wéhlen den Ursprung als Nullpunkt des zugehorigen Potentials f und
berechnen den Wert f(z,y, z) fir einen festen Punkt (x,y, z) durch Integra-
tion lings des Streckenwegs

o: t—x(t):=(tx, ty,tz) 0<t<1).
Es ergibt sich
1
flaaz) = [ Kx) -x (o) d

0

1

:/ t(x+2y+42,20 — 3y — z,4x — y + 2z) o (x,y, 2) dt

0

1
= §(x2 + day + 8xz — 3y? — 2yz + 22%) .
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3a Wir setzen zur Abkiirzung /22 + y2? =: r. Dann ist
P(z,y) = («® =" )", Q(z,y) =2zyr™,
und es folgt
Qp = 2yr—* — 833@/7”_5% = 2yr~%(r? — 42?) = 2yr~%(y* — 32?),

P, = —2yr~* —4(2* — yz)r_5% = r0(—2yr? — 42%y + 49%)
=2yr~°(y* — 32%) .

Hiernach ist rot K = @, — P, =0.
b Fiir den Kreis

v: trz(t) :=r(cost,sint) (0 <t<2m)

gilt z'(t) = r (—sint, cost) und folglich

2 2m
1
/K-dz = / %(Cos(Qt),sin(%)) +(—sint, cost) dt = —/ sintdt =0;
~ 0 T ™ Jo

dabei wurde noch das Additionstheorem des Sinus benutzt.

¢ Wir wihlen zunéchst den Punkt (1,0) als Nullpunkt des gesuchten Poten-
tials f. Um den Wert von f an einer fest gewéhlten Stelle (x,y), x > 1, zu
berechnen, integrieren wir K langs der beiden Strecken

o1: tw—(t,0) (1<t<ux), o9t (x,ty) 0<t<1).

Damit ergibt sich

T t2 ! 2xty 1 —x
f,y) = —dt+/ o ydt =
p o (22 +12y?)? tlpo 2 HEY2
_ 1 x 1 _ T
- T I‘2 + y2 T - 562 + y2 )

Auf die Konstante 1 kommt es natiirlich nicht an, weshalb wir definitiv

—x

flz,y) = 242

((x,y) € RQ)

als Potential von K vorschlagen. Man verifiziert leicht, dass f in der ganzen
punktierten Ebene wohldefiniert ist und dass V f = K ohne Einschrankungen
zutrifft.
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4 Die zwei Teilgebiete

Q+::Q\{(O,y)‘—b<y<—a}, Q_::Q\{(O,y)‘a<y<b}
(Fig. 14.7) sind einfach zusammenhéngend. Auf Grund der Sétze (14.37)
und (14.6) gibt es daher Funktionen

fr: QL >R, f-: Q_—>R
mit
f+(T,O):f_(T,O):0 (6)
und
Viw) =K@ @e), Vi()=K(@) (@e).

Der Durchschnitt €4 N €_ besteht aus den beiden zusammenhangenden
Komponenten Hs := {(z,y) € ‘ >0} und He := {(z,y) € Q } z < 0}.
Auf H- stimmen f; und f_ nach (14.7)(b) und (6) iiberein.

Es sei nun v: ¢+ r(cost,sint) (0 <t < 27) der genannte Kreis, und es sei
v+ dessen obere und y_ dessen untere Halfte. Nach (14.3) gilt dann

fe(=7,0) = f_(—7,0) = Kedz — K-dz:/K-dz:O;
v+ - gl

folglich stimmen fi und f_ auch auf H. iiberein. Somit besitzt K ein auf
ganz ) wohldefiniertes Potential

_[f@ mean)
o= {10 Lea

N

Fig. 14.7



