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Losungen zu den Kapiteln 1-10

Hinweise

Besteht eine Aufgabe im wesentlichen darin, eine gegebene Gleichung aufzu-
l6sen oder einen gegebenen Ausdruck in bestimmter Weise umzuformen, so
wird diese Gleichung bzw. dieser Ausdruck mit % bezeichnet.

In Konstruktionsbeispielen wird gelegentlich Material verwendet (zum Bei-
spiel die Funktion arctan), das “offiziell” erst spdter behandelt wird, beim
Leser aber vorausgesetzt werden darf.

Formelnummern beziehen sich auf das laufende Kapitel des Losungsteils. Auf
Formeln im Haupttext wird mit Angabe der Abschnittnummer verwiesen.
Figuren im Losungsteil sind kapitelweise zweistellig nummeriert. Dreistellige
Figurennummern beziehen sich auf den Haupttext.

Fehlermeldungen nimmt der Autor dankend entgegen. Hier seine Adresse:

christian.blatter@math.ethz.ch

Greifensee, 15. Mai 2008



Losungen zu Kapitel 1

Abschnitt 1.1

1 Wir argumentieren in der “Mengensprache” (Abschnitt 1.2) und bezeich-
nen mit K die Menge der Kalupen, mit B, F', D bzw. die Teilmengen der
gebrochselten, foberanten und dorigen Kalupen; ferner bezeichnen wir mit
einem ' das Komplement beziiglich K: Fiir beliebige Mengen X ist X' :=
K\ X. Es gelten die Inklusionen B’ C D, F C D. Ferner ist D # () und
D’ # .

a Falsch: B’ kann leer sein.

b Richtig: Aus B’ C D folgt D' C B und damit B # {).

¢ Richtig: Es ist D' C B.

d Richtig: Wegen D’ C Bund D’ C F’ist D' ¢ BNF' und damit BNEF"’ # ().
e Falsch: Es konnte z.B. B’ = (), B = K und F = D sein. Dann ist
B\ F' =D #0.

2b Es gibt glavule Quorge, die nicht ropanzen.
¢ Ein Quorg, der ropanzt, ist glavul.
d Ein Quorg, der nicht ropanzt, ist nicht glavul.

Es besteht nur die logische Aquivalenz (a)<(d).

3 Man muss die zweite und die finfte Karte umdrehen: Die zweite konnte
kein As sein und die finfte eine schraffierte Riickseite haben.

4 Es bezeichne n > 0 die fragliche Anzahl. Ist n = 0, so trifft nur (b) zu.
Fiir 1 <n < 1000 treffen (b) und (c) zu. Fiir n = 1000 trifft nur (c) zu, und
fiir n > 1000 treffen (a) und (c) zu. Somit besitzt Fritz entweder 0 Biicher
oder deren 1000.

5 Die Kontraposition lautet: Haben keine 7 Platz, dann hochstens deren 5.
Der Radius der Platzchen betrage 1. Besitzt die Dose D einen Radius R > 3,
so lassen sich 7 Platzchen hineinlegen: 6 am Rand und eines in der Mitte.
Wenn also keine 7 Platz haben, so ist notwendiger Weise R < 3. Es seien
nun r Platzchen in eine derartige Dose eingelegt, und es seien My, ..., M,
deren Mittelpunkte. Wir behaupten: Die M; bilden ein konvexes r-Eck P.

[ Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann liegt ein M; in einem von drei
anderen M}, gebildeten Dreieck; es sei etwa My € A(My, My, Ms). Werden
die in My beginnenden Strecken MyM; (1 <1 < 3) iiber M; hinaus auf die
Lénge 3 verlangert, so erhélt man die drei Punkte A;. Wegen |M4M;| > 2
liegen diese drei Punkte in D und bilden ein Dreieck vom Umkreisradius 3,
was nicht geht. N
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Die r Platzchen lassen sich somit lings Winkelhalbierenden von P an den
Rand der Dose schieben, ohne dass es zu Uberlappungen kommt. Wegen
R < 3 muss dann r < 5 sein.

6 Lege in die Schachtel @) ein quadratisches Gitter der Maschenweite 0.99,
so dass die Ecken von ) auf Gitterpunkte fallen. Dann befinden sich 25
Gitterpunkte im Innern von @). Jedes achsenparallele Einheitsquadrat £ C @
enthélt, unabhéngig von seiner Lage, mindestens einen solchen Gitterpunkt
in seinem Innern. Somit lassen sich hochstens 25 achsenparallele Einheits-
quadrate in ) unterbringen, ohne zu iiberlappen.

Abschnitt 1.2

1a,b Siehe die Fig. 1.1.

Fig. 1.1

¢ Die drei Ungleichungen schneiden aus der Ebene x+y+ 2z = 1 ein im ersten
Oktanten liegendes gleichseitiges Dreieck heraus; siehe die Fig. 1.2, links.

Y

Fig. 1.2



d Algebraische Losung (fiir das Rechnen mit Ungleichungen siehe den Ab-
schnitt 2.2): Ist z < 1, so ist

(1)

|8

1—=x

aquivalent mit
x
1< (1-2)a-
2)-2)

bzw. mit x(z — 3) > 0. Letzteres trifft fir x < 0 und fiir > 3 zu. Da wir
von vorneherein x < 1 vorausgesetzt haben, bleibt nur das Intervall z < 0
iibrig. Ist aber x > 1, so ist (1) dquivalent mit

1> (1-%)(1—.@)

bzw. mit x(x — 3) < 0. Letzteres trifft fir 0 < z < 3 zu. Da wir von
vorneherein > 1 vorausgesetzt haben, bleibt hiervon nur das Teilinter-
vall 1 < z < 3 iibrig. Im Ganzen erhalt man die Vereinigung der beiden
geschwirzten Intervalle in der Fig. 1.3.

Graphische Losung: Man zeichnet die Graphen der beiden Funktionen y =

ﬁ und y = 1 — § und entnimmt der Figur, fir welche z der erste Graph

unterhalb des zweiten verlauft.

e Fig. 1.2, rechts.

f Die Ungleichung |z — y| + 2 < |z| nimmt in den vier Bereichen

Ai:z>20y<z, Ay x2>0y>x, Az: 2 <0,y>z, As: 2<0,y<zx
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folgende Formen an:

Az —y+2<u,
Ay y—x+2 <z,
Asg: y—x+2< —u,
Az —y+2< —x,

Fig. 1.4

d.h. y>2;
d.h. y <2z —2;

d.h. y < -2
dh. y>2x+2.

Zusammengenommen ergibt sich der eingefarbte Bereich in der Fig. 1.4.

2 Die angeschriebene Ungleichung ist dquivalent mit

(x+3)% + (y —

4)? <25 .

Die Menge der zuldssigen Zusténde (x,y) ist daher eine Kreisscheibe vom
Radius 5 mit Zentrum (—3,4). Der grosstmogliche Wert fiir  ist =345 = 2,
und er ist nur realisierbar, wenn y = 4 gewahlt wird; siehe die Fig. 1.5.

Ay

Fig. 1.5




3 Die im ersten Oktanten liegende Seitenfliche von A gehort der Ebene
z+y+ 2z =1an. Da A beziiglich aller drei Koordinatenebenen spiegel-
symmetrisch ist, folgt A = {(z,y,2) | 2|+ |y| + |2] < 1}.

4 Die “Wiirfelkugel” B vom Radius b besteht aus leichtem Kunststoff. In
ihrem Innern befindet sich ein oktaedrischer Hohlraum, in dem sich eine
kleine Metallkugel herumbewegt.

B={(z,y,2) | Va2 +y>+22<b, ||+ |yl + 2| >a}, a<b.

5 Die betrachteten Zahlen sind die samtlichen Produkte von drei verschiede-
nen Primzahlen, die < 200 ausfallen. Wir listen sie in der folgenden Weise
auf:

2-3-{5,7,11,13,17,19,23,29,31}, 2-5-{7,11,13,17,19}, 2-7-{11,13},
3-5-{7,11,13}.

Die Menge S NT NU besitzt daher 19 Elemente.

6 Durch Quadrieren der ersten Gleichung erhilt man z + 1 = 1 — 2y + y?
und somit x = y? — 2y. Quadrieren der zweiten Gleichung liefert 24y + 25 =
42?2 — 202 + 25 und folglich 6y = x2 — 5. Wird hier = durch y ausgedriickt,
so erhiilt man 6y = (y* — 4y + 4y?) — 5(y% — 2y) und weiter

yy+1)y—-1)(y—4)=0.

Die y-Kooordinate jeder Losung muss dieser Gleichung gentigen. Wegen x =
y? — 2y ist daher L eine Teilmenge von L’ := {(0,0), (3, —1),(=1,1),(8,4)}.
Setzt man die vier gefundenen Punkte in die urspriinglichen Gleichungen
ein, so sieht man, dass nur (3,—1) beide Gleichungen befriedigt; somit ist

L={(3,-1)}.

7 Die Aufgabenstellung ist sehr unbestimmt, da nirgends gesagt wird, was
ein “zuldssiger Test” ist. Offenbar geht es darum, die “Zweizahligkeit” einer
Menge durch “innere Eigenschaften” zu erklaren und die aufzdhlende Schreib-
weise {a, b} zu vermeiden. Vorschlag: Eine Menge A ist zweielementig, wenn
sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt:

(1) Esgibt x € A, y € A mit z # y.

(2)Istze A,ye A, z€ A, sogilt x =y oder y = z oder z = x.

8a Die Periodizitit von CA folgt durch Kontraposition der Definition. Ist
die Menge A periodisch mit Periode p, so ist fiir jedes n > 1 auch np eine
Periode von A. Hiernach sind sowohl A wie B periodisch mit Periode pgq,
und man hat

r€ANB = z€eAANzxeEB = xtpgeA N xtq€B
= xtpg€e ANB,

analog fiir U.
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b Gébe es nur endlich viele Primzahlen, so ware die Menge U = {—1,1}
nach a periodisch.

Abschnitt 1.3

la (A1) ist klar. — (A2): Ist A > 0, so ist auch § > 0. Aus (z2,72)

(Az1, Ayr) folgt daher (z1,y1) = (522, 342) ~ (z2,y2). — (A3): Mit A >
und g > 0 ist auch pA > 0. Aus (z2,y2) = (Ax1,Ay1) und (z3,ys3)

(p2, py2) folgt daher (z3,y3) = (WA z1, pAyr) ~ (21, 91).

b Die Aquivalenzklassen sind von (0, 0) ausgehende Strahlen (ohne den An-
fangspunkt). Jede Aquivalenzklasse hat einen “natiirlichen” Repréisentanten,
nimlich den Schnittpunkt des betreffenden Strahls mit dem Einheitskreis S*.
Die Quotientenmenge lisst sich daher mit S “identifizieren”.

¢ Gilt (z1,v)) = (A\x1, Ay1) und (25, v4) = (pxe, py2), so folgt

I o |

Ty = yiys = pA@122 — y1y2) . 2hys — 2hyr = pA(z1y2 — yau) -
Die Aquivalenzklasse des “Produktpunkts” héngt also nicht von den fiir die

Faktoren gewahlten Reprasentanten ab.

d Jede Aquivalenzklasse, d.h. jeder Strahl S, hat ein wohlbestimmtes Ar-
gument ¢ € R/(27), auch Polarwinkel genannt, siche Abschnitt 6.5. Bei
der Multiplikation % addieren sich die Argumente der Faktoren. (Vgl. die
Multiplikation von komplexen Zahlen, Additionstheoreme von cos und sin.)

2a (A1) ist erfullt wegen A\ A = (. — (A2) ist nicht erfiillt: Sei A C N die
Teilmenge der geraden Zahlen. Dann ist A\ N leer, also endlich, aber N\ A
unendlich. — Wegen

ANC C (A\B)U(B\ () (2)

ist (A3) erfiillt.

b (A1) und (A2) sind trivialerweise erfiillt. — Aus (2) und der dazu sym-
metrischen Inklusion folgt

ANC C (AAB)U(BAC);

somit gilt auch (A3).

¢ Wegen NN N = N trifft (A1) nicht zu. — (A2) ist erfiillt. — Sei A := 2N
(:= Menge der geraden Zahlen), B := {2,3} und C := 3N. Dann sind AN B
und B N C endlich, aber AN C = 6N ist unendlich. Somit trifft (A3) nicht

zu.

3 Wenn es ein x gibt ohne ein von x verschiedenes z mit z ~ z, so braucht
x ~ x nicht zu gelten. Beispiel: Wir definieren auf R die Aquivalenzrelation’

r~y & z-y>0. (3)



Fiir diese Relation sind (A1) und (A3) erfiillt, aber 0 ~ 0 trifft nicht zu. Die
von 0 erzeugte Aquivalenzklasse’ ist nicht etwa {0}, sondern leer. (Natiirlich
ist {R>Q,R<0, {O}} eine sinnvolle Zerlegung von R; nur kann sie nicht mit
Hilfe von (3) produziert werden.)

4 Die Menge {1} besitzt nur die triviale Zerlegung {{1}}, bestehend aus
einer einzigen Klasse. Fiir {1,2} haben wir die beiden Zerlegungen {{1,2}}
und {{1},{2}}. {1,2,3} besitzt die funf Zerlegungen {{123}}, {{12}, {3}},
{{23}, {1}}, {{13},{2}}, {{1}.{2},{3}}. Und noch dies: Die leere Menge
besitzt nur die triviale Zerlegung in 0 nichtleere Klassen.

Es bezeichne B(n) die Anzahl der Zerlegungen der Menge [n] := {1,2,...,n}
in disjunkte nichtleere Teilmengen. Man nennt B(n) die n-te Bellsche Zahl.
Bis jetzt haben wir B(0) = B(1) =1, B(2) = 2, B(3) = 5. Um eine Rekur-
sionsformel fiir die B(n) zu erhalten, iiberlegen wir folgendermassen: Man
erhilt die allgemeinste Zerlegung von [n + 1], indem man durch Hinzunahme
von k, 0 < k < n, weiteren Elementen die Klasse bildet, die das Element
n + 1 enthélt — dies lasst sich auf (Z) Arten bewerkstelligen — und hier-
auf die (n — k)-elementige Restmenge beliebig in nichtleere Klassen zerlegt.
Letzteres ist, unabhéngig von der Wahl jener k Elemente, auf B(n—k) Arten
moglich. Damit ergibt sich ohne weiteres die folgende Rekursionsformel:

B(n+1):§<z> B(n—k) .

Sie liefert nacheinander B(4) = 15, B(5) = 52.

Abschnitt 1.4

la Gilt y € f(X U X'), so gibt es ein z € X U X’ mit f(z) = y. Gilt
dabei z € X, so folgt y € f(X), gilt x € X', so folgt y € f(X’). Somit gilt
jedenfalls y € f(X)U f(X’). Damit ist f(XUX') C f(X)U f(X') bewiesen.
Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus dem fundamentalen Prinzip

Xcz = [fX)cf(2)), (4)

angewandt auf X C (X UX') bzw. X' C (X U X’).

b Die behauptete Inklusion ergibt sich sofort mit Hilfe von (4), angewandt
auf (X NX') C X bzw. (X NX') C X'. — Die umgekehrte Inklusion trifft
im allgemeinen nicht zu: Es sei f(0) = f(1) = 1. Dann ist

FROH) N {1 ={1} 2 0= F({0} n{1}) .

¢ Beide Seiten beschreiben die Menge {x € A| f(z) €Y V f(z) € Y'}.
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d Beide Seiten beschreiben die Menge {x € A| f(x) €Y AN f(z) € Y'}.
e Beide Seiten beschreiben die Menge {z € A| f(z) € B\ Y}.

2a Richtig: Gilt f(z) = f(a'), so folgt z = g(f(z)) = g(f(2")) =2’
b, ¢ Beides falsch: Betrachte das Beispiel

X={0}, Y={01}, f(0)=0, g(0)=g(1)=0. (5)

d Richtig: Es sei ein x € X vorgegeben. An der Stelle y := f(x) hat man

9(y) = 9(f(@)) = 2.
e Falsch: Betrachte das Beispiel (5).

AY
y = f(z)
2
+1
} i } » T
-2 -1 0 1

Fig. 1.6

3 Wie die Fig. 1.6 zeigt, ist f auf R<_; streng monoton fallend und auf
R>_; streng monoton wachsend. Somit besitzt die Einschrankung von f
auf irgend ein Teilintervall von R<_; bzw. R>_; eine Umkehrfunktion g.
Der algebraische Ausdruck fiir das jeweilige g ergibt sich durch Auflésen der
Gleichung y = 22 4+ 2z + 2 nach x und Auswahl der passenden Losung. Man

findet x = —1 4+ /y — 1.

ay—gy)=—-1+vVy—1 (2<y< ).

b Wegen f(—1+1t)=1+1t%>= f(—1—t) ist f auf keinem Intervall, das den
Punkt ¢y = —1 in seinem Innern enthéalt, injektiv. Die Einschrankung von f
auf ein derartiges Intervall besitzt daher keine Umkehrfunktion.

cy—gly)=—-1-yy—-1 (2<y<o0).

4 Da die Wurzelfunktion ¢t — /t auf R>o streng monoton wachst, muss
y abnehmen, wenn z zunimmt. Dabei muss von vorneherein x > —1 und
V14 x <2 alsox < 3sein. Aus Symmetriegriinden unterliegt y den gleichen
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Beschriankungen: Wéahrend « von —1 nach 3 lauft, fillt y von 3 nach —1.
Wird die gegebene Gleichung nach y aufgeldst, erhalt man

y=4+z-4V1+zx (-1<x<3). (6)
Durch (6) wird eine bijektive Abbildung f des Intervalls [—1, 3] auf sich selbst

definiert, die den Richtungssinn umkehrt, siehe die Fig. 1.7. Aus Symme-
triegriinden ist f~1 = f.

Fig. 1.7

5a Damit die innerste Wurzel reell ausfillt, muss z > 0 sein. Damit die
nichste Wurzel reell ausféllt, muss \/z < 25, also z < 625 sein. Damit die
dusserste Wurzel reell ausfillt, muss /25 — /z < 9 sein; dies trifft aber
immer zu. Damit wird D = [0, 625].

b Die Funktion sqrt: ¢ — v/t ist auf ihrem Definitionsbereich streng monoton
wachsend, und die beiden Funktionen g;(t) := 25 — ¢, g2(t) := 9 — ¢ sind
streng monoton fallend. Die Funktion f lasst sich in der folgenden Weise als
Zusammensetzung darstellen:
f = sqrt o gs osqrt o g; osqrt .

Da in diesem “Produkt” eine gerade Anzahl von monoton fallenden Faktoren
vorkommt, ist f streng monoton wachsend. Wegen f(0) = 2, f(625) = 3
ergibt sich damit die Wertmenge W = [2, 3].

¢ Aus y =1/9 — /25 — /7 folgt nacheinander

P =9—-1/25—Vz bzw. /25 -z =—y*+9,

25 — vz =y* — 18y +81 bzw. +x = —y* + 18y% — 56,
z = y® — 36y5 + 436y* — 2016y° + 3136 .

Die Umkehrfunktion f=1: [2,3] — [0,625] erscheint damit in der folgenden
Gestalt:

f~Hy) = y® — 36y° + 436" — 2016y> + 3136 (2<y<3).
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Losungen zu Kapitel 2

Abschnitt 2.1

1 Die Fig. 2.1 zeigt mogliche Losungen.

a b C
0e o O O—= -
O 0 ._.OO o )
i N
Fig. 2.1

2a Es bezeichne a, die Anzahl der Teilgebiete bei n Geraden. Dann ist
ap = 1, wie behauptet. Die (n + 1)-te Gerade g,41 wird von den schon
vorhandenen n Geraden in n Punkten geschnitten. Die n + 1 entstehenden
Teilstiicke von ¢,11 zerlegen insgesamt n + 1 vorhandene Teilgebiete in zwei
Teile. Somit geniigen die a,, der folgenden Rekursionsformel:

apt1 =ap+n+1.
Setzen wir also fiir a,, die behauptete Formel voraus, so ergibt sich

n?+n+2 n?+3n+4 (n+1)2%2+Mn+1)+2
an+1:f+n+1= 5 = 5 )

wie flr den Induktionsschluss verlangt.

b Ist n = 0, so haben beide Seiten der behaupteten Formel den Wert 0. Die
Formel sei also richtig fiir n. Dann folgt

n n—1 n n+1
3 3 q" —1 ¢t -1

q—1 q—1
k=0 k=0

¢ Ist n = 1, so haben beide Seiten der angeschriebenen Formel denselben
Wert. Wir beweisen daher: Gilt die Formel fir n mit >, so gilt sie fiir n 4 1
mit >. Wegen 1 — 2,41 > 0 hat man

n+1 n n n+1
H(l—:{)k) 1—$n+1 H 1 ZL‘k; 1—ZL‘n+1 (1—Z$k)>1—zxk.
k=1 k=1 k=1 k=1
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d Es bezeichne s,, die betrachtete Summe. Dann ist s = 0, wie behauptet.
Ferner gilt

Sn+1 = Sp+ (10n+1) + (10n+3) + (10n 4+ 7) + (10n + 9) = s, + 40n + 20 .
Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung erhalten wir daher

Spi1 = 20n* +40n + 20 = 20(n + 1)?,
wie fiir den Induktionsschluss verlangt.

e Die behauptete Formel trifft fiir n = 0 trivialerweise zu. Der Induktions-
schluss ergibt sich durch die folgende Rechnung;:

n+1 n
D= K+ (n+1) = n(n+1)6(2n+1) +(n+1)7%=...
k=1 k=1

(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)

6

f Die behauptete Formel trifft fiir n = 0 trivialerweise zu. Der Induktions-
schluss ergibt sich durch die folgende Rechnung;:

n+1 n 2 2
1
k=1 k=1
(n+1)2((n+1)+1)°
= 1 .
Abschnitt 2.2

1 Es entsteht ein Ring mit dem Nullelement (0, 0) =: 0 und dem Einselement
(1,1), aber kein Korper: Die Elemente (0,z) und (z,0), = # 0, sind # 0,
besitzen aber kein multiplikatives Inverses.

2 Die Ersetzungen = ~~ —x und y ~» —y vertauschen |z — y| mit |z + y|, und
auch x «~ y lasst beide Seiten der behaupteten Gleichung unverandert. Wir
diirfen daher z > y > 0 annehmen. In diesem Fall lautet die Behauptung
wie folgt:

rty+(r—y)=(@—-y) +@+y),

und das trifft offensichtlich zu.
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N
Y
)

Fig. 2.2

3 Die Fig. 2.2 zeigt den Graphen von f. Die Funktion f ist ungerade. Die
Knickstellen und das Verhalten fiir x — +o00 legen daher den Ansatz

f@)=z+a(|]l —z|—[1+z|)

nahe. Die Punktprobe an der Stelle x = 1 liefert a = 1. Damit erhalten wir
als Losungsvorschlag definitv

flx)=z4+1—2|—|1+=x.

Die (notwendige) Verifikation anhand der urspriinglichen Definition von f
zeigt, dass dieser Vorschlag akzeptiert werden kann.

4 Alle f, sind gerade Funktionen mit Werten > 0; die ersten paar sind in
der Fig. 2.3 dargestellt. Um hinter das Bildungsgesetz zu kommen, miissen
wir die Hilfsabbildung

¢ y—[1-yl  (y=0)

der positiven y-Halbachse auf sich selbst betrachten. Fiir 0 < y < 1 ist
o(y) = 1 — y, das ist eine Spiegelung am Punkt y = % Fir y > 1 wirkt
¢ als Translation y — y — 1. Der Ubergang f, ~- fn41 lésst sich daher
folgendermassen interpretieren: Die in dem Streifen 0 < y < 1 liegenden
Teile des Graphen werden an der Horizontalen y = % gespiegelt, und der
oberhalb der Linie y = 1 liegende Teil wird um 1 nach unten geschoben.
Letzteres bewirkt, dass erstens eine weitere Teilstrecke im Bereich 0 <y <1
entsteht und dass zweitens der oberhalb der Linie y = 1 verbleibende Teil
des Graphen um 1 nach rechts verschoben erscheint.

Der Graph von figg besitzt 50 “Sagezédhne” der Breite 2, bevor er definitiv
mit Steigung 1 entschwindet.

5 Sind die drei Zahlen a, b, ¢ positiv, so sind die Unleichungen (*) natiirlich
erfiillt. Umgekehrt: Sind die Ungleichungen (*) erfiillt, so gilt

p(z) :=2® — (a+ b+ c)x? + (ab+ be + ca)r — abe < 0
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Fig. 2.3

fir alle z < 0. Das Polynom p(-) besitzt daher keine Nullstellen < 0. Nach
dem Satz von Vieta sind aber diese Nullstellen gerade die Zahlen a, b und c.
Diese Zahlen miissen somit alle > 0 sein.

Abschnitt 2.3

1 Damit A iiberhaupt wohldefiniert ist, muss (¢,d) # (0,0) sein. Ist ¢ = 0,
so ist d # 0, und A ldsst sich in der folgenden Form schreiben:

a b

In diesem Fall ist A genau dann rational, wenn auch a = 0 ist.

Ist ¢ # 0, so ist ¢ + d irrational, insbesondere # 0, und A lasst sich in der

Form
a ad — be

A=—— —
¢ cfet+d)
schreiben. Hiernach ist A genau dann rational, wenn ad — bc = 0 ist.

Zusammengefasst kann man also sagen: Die Zahl A ist genau dann rational,
wenn (¢,d) # (0,0) und ad — be = 0 ist.

2 Die Binardarstellung von 3 ist 115. Um die ersten 15 Stellen der Binardar-
stellung von 0.14159265. .. zu erhalten, bestimmen wir die Binardarstellung
von [21°.0.14159265] = [4639.708...] = 4639. Aus 4639 = 4096 + 512 +
31 ergibt sich 4639 = 10010000111115. Verschieben wir das “Dualkomma”
wieder um 15 Stellen nach links, so erhalten wir insgesamt

7 = 11.0010010000111115 .

3a Man kann der Einfachheit halber x = 0.1111... und y, =1 (k = 2™)
bzw. = 0 (sonst) annehmen. Damit wird

x @y =1.1101000100000...
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mit einer 1 an den Stellen £k =0 und £ = 2™, m > 0.

b Um das Bildungsgesetz zum Vorschein zu bringen, legen wir die folgende
Tabelle an, wobei Uberfliissige Nullen unterdriickt werden:

Tyx +Tyy = 1.1100

Tsx + 15y = 1.11001

Trx +Try = 1.1100111

Tsx + Tgy = 1.11010000
Tisx + Tisy = 1.110100001111111
Tiex + Tigy = 1.1101000100000000

Fiir n = 2™ hat man demnach j, = 2n. Es folgt, dass erst T50ox + T30y die
ersten 20 Stellen von x @ y richtig wiedergibt; das heisst, es ist joo = 32.

4 Betrachte ein festes n > 0. Nach (i) und (m) lassen sich nacheinander j,
7', 7" so bestimmen, dass das Folgende zutrifft:

T,(x© (y©2) <Tix-Tj(y ®z) < Tyx- (Tyy + Tjz)
= (TJ/X . E/y) =+ (TJ/X . Tj/Z) S TQj/(X ® y) —+ TQj/(X ® Z)
<Ty(x0y) @ (x0y) < (x0y)® (xOy) .

Da hier n beliebig war, gilt auch noch x® (y ®2z) < (x0y)® (xQy). —
Die umgekehrte Ungleichung wird analog bewiesen.

5 Die Argumentation von Beispiel (4) lisst sich weitgehend iibernehmen:
Betrachte die Mengen

Sn::{xelD)n|a:>0,xq§a} (n>0).

Fiir alle z € S, gilt x < a, und fiir alle n > 0 ist .S,, C S,,+1. Die Folge
n— s, = max(S,) € D, (n>0)

ist daher monoton wachsend und beschrénkt, besitzt also nach Satz (2.9)
einen Grenzwert s € X. Wir behaupten: Es gilt s = a.

[ Betrachte ein festes n > 0. Nach (1) gibt es ein j und ein [ > j mit
T (s?) < (Tys)" = (Tys1)* < (Tis))" = (s))" < ..

Da dies fiir jedes n zutrifft, folgt s? < a.
Um nun s? < a auszuschlieBen, nehmen wir nach (j) an, es gibe ein r € N
mit

s+ <a. (6)
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Nach Konstruktion von s, gilt aber fir jedes n > 0 die Ungleichung
a < (84 1) < 5L 4 (29— 1)1, 8471

dabei haben wir 29 — 1 Terme der binomischen Entwicklung mit Hilfe von
tn <1< s, < s nach oben abgeschétzt. Hieraus folgt weiter

a< s+ (27 —1)aw, <s1+2%, (n>0)
fiir ein geeignetes N. Dies steht fiir n > r + N im Widerspruch zu (6). ]

6 Der Schnitt (A, B) wird erzeugt von einer Zahl s, die entweder zu A oder
zu B gehort. Gilt s € A, so ist s offensichtlich das maximale Element von A.
Angenommen, B besitzt zugleich ein minimales Element t. Dann ist s < t.
Die Zahl m := (s +t)/2 liegt zwischen s und ¢, gehort also weder A noch B
an, und (A, B) wire kein Schnitt. Analog schliesst man im Fall s € B.

7 Jeder Punkt (z,y) € @, ist rechte obere Ecke eines Quadrats der Sei-
tenlinge (,,, das ganz in dem Bereich B C]0,1]? liegt. Hieraus folgt sofort
#Q, < 2"-2" und damit s,, <1 fiir alle n > 1. Weiter: Liegt (x,y) in @y,
so liegen die vier Punkte

(x7y)7 (x_bn-i-h y)7 (:I:v y_Ln-i-l)a (x_[’n-‘rla y_bn—i-l)

in Qp41; folglich ist #Qp411 > 4#Q, . Die Folge n — s, € D ist daher
monoton wachsend, und es existiert der lim, o s, =: s € R.

Die Zahl s, ist gerade der totale Flacheninhalt der erwdhnten Quadrate
im Gitter der Maschenweite ¢, und ist damit ein Naherungswert fiir den
Flécheninhalt von B. Hieraus schliesst man auf s = 7/4.

Abschnitt 2.4

1 Die gegebene Menge wird im folgenden jeweils mit A bezeichnet.

a Aus Symmetriegriinden geniigt es, nichtnegative x zu betrachten. Die
Funktion z — z /(1 + x) wéchst auf R>( von 0 gegen 1, ohne aber den Wert
1 zu erreichen. Damit ist inf A = min A =0, supA = 1.

b Inspektion des Graphen von z +— z/(1 4+ z) fir z > —1 liefert sofort
inf A= —o0, supA = 1.

¢ Inspektion des Graphen von z — = + 1/x fir % < x < 2 liefert sofort
inf A = minA = 2 (entsprechend x = 1) sowie sup A = % Die Menge A
besitzt kein maximales Element, da die Punkte z = % und x = 2 von der
Betrachtung ausgeschlossen sind.

d Es geht um die x € R, fiir die (z + 1)? < 4 ist; denn fiir jedes derartige
x kann noch ein (unter Umstdnden sehr kleines) y € R gefunden werden, so



Losungen zu Kapitel 2 17

dass die angegebene Ungleichung zutrifft. Die Bedingung (z + 1)? < 4 ist
dquivalent mit |z 4+ 1| < 2 und beschreibt die Menge aller Punkte, die von
—1 einen Abstand < 2 haben. Folglich ist inf A = —3, sup A = 1; Minimal-
und Maximalelement gibt es nicht.
2a Aus der Rekursionsformel folgt unmittelbar

ap — Qf—1 = Qf—1 —Qk—2 = ...= a1 —ag = A — 1 (k>2),
und durch Aufaddieren der konstanten Zuwéchse erhélt man

ar=1+kA—1) (k>0). (3)

b Wie man unmittelbar an (3) abliest, hat man die folgenden drei Falle:

A>1: infA=minA=1, supA = oc;
A=1: inf A=minA =maxA =supA =1;
A< infA=—-00, maxA=supA=1.

3 Zu vorgegebenem x € A gibt es ein ¢y € I mit x € A,,. Somit gilt dann
x <s, < s;denn s, ist eine obere Schranke von A4,,, und s ist eine obere
Schranke aller s,. Da hier x € A beliebig war, ist s obere Schranke von A.

Betrachte ein beliebiges s’ < s. Nach Definition von s gibt es dann ein ¢y € T
mit s’ < s,, (sonst wére s nicht kleinste obere Schranke aller s,) und weiter
einx € A,, C Amit s’ <z (sonst wére s,, nicht kleinste obere Schranke von
A,,). Hiernach ist s’ keine obere Schranke von A, d.h. s ist als kleinste obere
Schranke von A erwiesen.

Abschnitt 2.5

1 Zu jeder zuléssigen Folge x. = (x1, z2,z3,...) gibt es ein minimales r > 0
mit z, = 0 (k > r). Dieses r ist die wahre Lange der betrachteten Folge. Die
Folge (0,0,0,...) hat die wahre Léange r = 0. Eine Folge der wahren Lénge
r > 1 lasst sich als Element von N auffassen, und damit wird die Menge
Z aller zulédssigen Folgen eine Teilmenge der Vereinigung |J,~,; N”, wobei
0 € N! die Folge (0,0,0,...) vertreten soll. Diese Vereinigung ist abzihlbar
und damit auch Z.

Die angedeutete Nummerierung von Z mit Hilfe von Primzahlpotenzen wird
folgendermassen erhalten: Es bezeichne py (k > 1) die k-te Primzahl. Dann
erhilt die Folge z. € Z die (endliche!) Nummer

v(x.) == pi' - py° - p5° -
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Der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung garantiert, dass die so
definierte Abbildung v: Z — N> bijektiv ist.

Die Menge aller Folgen von natiirlichen Zahlen ist iiberabzahlbar, denn sie
enthilt BY als Teilmenge.

2 Die im Beweis von Satz (2.24) angegebene Funktion ¢: N2> — N weist dem
Punkt (0,7) die Zahl r(r + 1)/2 zu und dem Punkt (0,r + 1) entsprechend
die Zahl (r + 1)(r + 2)/2. Die Punkte auf der Schriagen k + | = r erhalten
demnach Zahlenwerte n im Bereich

rir+1) _ (r+1)((r+1)+1)

g =n"< 2

Hiernach ist die Nummer der Schragen, auf die n féllt, das grosste ganzzahlige
r mit 7(r+1)/2 < n bzw. mit (r+ %)2 — 4 < 2n. Die gewiinschte Abzéhlung
¢: N — N? lisst sich daher folgendermassen beschreiben:

- k=61(n) :=n—r(r+1)/2 _ 1
@ n'—>{l:¢2(n)::r(r+3)/2_na r._L\/ﬁ_EJ‘

3 Fiir die Zwecke dieser Aufgabe definieren wir die Norm eines Bruchs P
q

1
durch HBH := p+ q. Der Bruch L (# I) stammt entweder von
q q
—4q

q—p

ab (falls ¢ > p) oder von b (falls ¢ < p). In beiden Fillen hat der

“Elternbruch” kleinere Norm.
2. 3 2

1 1 1. 1
a ’ 29 19 35 29 35 3 4’ 3" 57 27 53 37 49 3°

==

b Treten ungekiirzte Briiche b auf, so gibt es darunter einen mit minimaler
q

Norm; dabei sei d > 1 ein gemeinsamer Teiler von p und q. Wie leicht zu
sehen, sind dann auch Zahler und Nenner des “Elternbruchs” durch d teilbar.
Da der “Elternbruch” kleinere Norm hat, entsteht ein Widerspruch.

¢ Unter den mehrfach auftretenden Briichen 2 gibt es einen mit minimaler

Norm. Ist z.B. ¢ > p, so kann dieser Bruch, wo immer er erscheint, nur von

abstammen, also miisste auch P mehrfach auftreten. Dieser Bruch

q—p q—p
hat aber kleinere Norm als 2.
q
d Unter den nicht auftretenden Briichen b gibt es einen mit minimaler Norm.
q

p

nicht auftreten. Dieser Bruch hat

Ist z.B. ¢ > p, so diirfte dann auch

aber kleinere Norm als ]—7.
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4 Gemass dem Resultat von Aufgabe 1 gibt es nur abzéhlbar viele Gleichun-
gen der betrachteten Art. Eine Gleichung vom Grad n besitzt hochstens n
verschiedene Losungen. Die Vereinigung von abzéhlbar vielen endlichen Men-
gen ist abzahlbar.

5 Das ist nicht so einfach und mit Hilfe einer “endlichen Konstruktion” nicht
zu schaffen. Hier je ein Losungsvorschlag:
a Die Abbildung
_Jz+4+1 (zeN),
f“*{x (x ¢ N).
bringt den Ursprung zum Verschwinden.

b Als Kreislinie wahlen wir den Einheitskreis in der (z,y)-Ebene, bijektiv
parametrisiert durch den Polarwinkel ¢, 0 < ¢ < 27w. Wir miissen also eine
bijektive Abbildung f: R — [0,277[ produzieren.

Die Exponentialfunktion exp bildet R bijektiv auf R<q ab, und die Hilfsab-

bildung
t—1 (x€Nsy),
t) = =
ve) { t (t ¢ N>1)
bildet weiter R+ bijektiv auf R>q ab. Schliesslich definieren wir die bijektive
Abbildung x: R>¢ — [O, 27r[ durch x(t) := 4arctan(t). Dann leistet f :=
x o ¥ o exp das Verlangte.

Abschnitt 2.6
1—1 2—1 3—1 6 4
1 - =2 %
e e At
L @-3)@2-i) (1-)a-3)
b %= z + 10 = —92.

2 Die Gleichung 22 = 0 besitzt nur die Losung z = 0. Im Weiteren sei also
¢ # 0. Wir schreiben z = z + iy und erhalten wegen 22 = 22 — y? + 2izy
durch Trennung von Real- und Imaginérteil die beiden reellen Gleichungen

2> -y’ =a, 20y = b . (4)

Ist b = 0, d.h. ¢ eine reelle Zahl, so folgt x = 0 oder y = 0. Ist dabei a > 0,
so ist notwendigerweise 22 = @ und y = 0, und wir erhalten z = +/a, wie
erwartet. Ist aber b = 0 und a < 0, so mufl z = 0 und y? = —a = |a] sein,
und es folgt z = +i/|al.

Bsp: 22 =-32 = z=+4iV2.
Es sei jetzt b # 0. Wegen

22+ y? =212 = 2% = |¢| = Va2 + b2
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ergeben sich im Verein mit der ersten Gleichung (4) die Formeln
1 1
:c2:§( a?+b+a), y2:§(\/a2+b2—a) (5)
(beide Klammern sind > 0, unabhéngig vom Vorzeichen von a). Ist a > 0,
so erhélt man z aus der ersten Gleichung (5) und anschliessend y aus der
zweiten Gleichung (4):

1 b
_ - 2 2 —
m_i\/z( a?+b+a), o

Im Fall a < 0 berechnet man vorteilhafter Weise erst das y aus (5) und dann
das x aus (4):

y:i\/é(\/az—l—bz—a), T b

In jedem Fall erhalt man die beiden komplexen Losungen

2 = j:<\/%( a2+ 02 +a) + isgnb \/%(\/m—a)>

der urspriinglichen Gleichung 2z? = ¢. Die beiden Punkte z;, und z_ liegen
spiegelbildlich zum Ursprung.

Anmerkung: Wir haben an sich nur das folgende bewiesen:

2 =c = z2=z4y V z=2z_.

Strenggenommen miifite man noch verifizieren, dafl tatséchlich zi =22 =c

ist; siehe Beispiel 1.2.(D). B

3a Das Bild von Ry ist Ry, und das Bild von R ist R.g; jeweils unter
Umkehrung des Richtungssinns.
b Das Bild von iR~ ist :R.g, und das Bild von iR ist iR~¢; jeweils unter
Umkehrung des Richtungssinns.

1
¢ Der Kreis vom Radius r > 0 geht in den Kreis vom Radius — iiber; dabei

r
wird der Umlaufssinn umgekehrt: Man erhélt den Bildpunkt w := 1/z, indem
man den Strahl 0z mit dem Kreis vom Radius 1/|z| schneidet.

YA © v W)

Fig. 2.4
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d Das Bild der Geraden x = 1 besitzt die Parameterdarstellung

1
Yy (—o0 <y < o0),
144y
oder reell geschrieben:
1
uw(y) == ———
1+ 42
y— i_yy (oo <y <o) .
U(y) = 1 + y2

Wie man leicht nachrechnet, ist (u(y) — %)2 + v%(y) = 1; ferner gilt

B ) = M vlw) =0

Das Bild der Geraden x = 1 ist daher der Kreis vom Radius % mit Mit-
telpunkt % in der w-Ebene, ohne den Ursprung; siehe die Fig. 2.4.

4 Die Bedingung |z —1]|-|z+ 1| = 1 beschreibt die Menge L derjenigen z € C,
flir die das Produkt der Abstidnde von den beiden Punkten 1 und —1 gleich
1 ist. L und der Bereich B sind in der Fig. 2.5 dargestellt; siche auch das
Beispiel 3.1.(5).

Fig. 2.5

5 Die beiden Vektoren z; = (x;,y;) spannen ein Parallelogramm P auf,
dessen Flacheninhalt nach den Regeln der Vektorrechnung gegeben ist durch

1(P) = |z1 X 23| = |z1y2 — yox1| = |Im(2172)] .

Wegen u(A) = 5u(P) folgt die Behauptung.

1
2
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Abschnitt 2.7
1 Es gelten offensichtlich die Identitaten
—— 2.\ 2 _
ZeW =WeZ, |z|* = Zk—l‘zk’ =7z,
ze(WH+W)=zew+zew | (z+2z)ew=zew+2z ow,

(Az)ew = Az oW), Ze(AW) = \(zew) .

Zum Beweis der Schwarzschen Ungleichung betrachtet man wie im reellen
Fall den Hilfsvektor z := |x|?y — (x +y)x und berechnet

j2” = [x[* (Ix]*|y]* = (x+¥)(y +x)) -
Hieraus folgt |x «y| < |x]| |y| wie im reellen Fall.
2 Vier Punkte im Raum bilden genau dann ein Parallelogramm, wenn die

Mittelpunkte der Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Punkte zusam-
menfallen. Sieht man A und B als gegeniiberliegend an, so muss also

levpy=Ltarn

2 2
gelten, wobei wir die Punkte mit ihren Ortsvektoren identifiziert haben. Dies
liefert D = A+ B —C = (4,4,—1). Sieht man B und C' als gegeniiberliegend
an, so erhdlt man analog D = B+ C — A = (—6,4,1); als dritte Variante
ergibt sich D=C+ A — B = (2,-2,-3).

3 Es sei ABCD die zyklische Reihenfolge der vier Ecken, und es seien M4,
Mpc, Mcp,Mp 4 die vier Seitenmitten. Dann gilt

1 1 1
§(MAB+MCD) = Z(A—FB—FC—FD) = i(MBC‘i‘MDA) )

Die vier Seitenmitten bilden daher ein Parallelogramm (vgl. 2); insbesondere
liegen sie in einer Ebene.

4 Die Additionsfigur ist ein gleichseitiges Dreieck. Die drei Vektoren liegen
daher in einer Ebene und schliessen unter sich Winkel von 120° ein.
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Losungen zu Kapitel 3

Abschnitt 3.1

1 Die Funktion f ist im Punkt (—1,0) nicht definiert und nimmt nur Werte
C =: p?, p>0, an. Die Gleichung

R NV CRa s 1)

beschreibt die Menge K der Punkte (z,y), die vom Punkt (1,0) p-mal so weit
entfernt sind wie vom Punkt (—1,0). Diese Punktmenge ist ein Kreis, der
sogenannte Apolloniuskreis zu den gegebenen Daten. Aus (1) folgt ndmlich

(0* = 1)(@® +y*) +2(0* + Dz +p* —1=0,

und dies ist eine Kreisgleichung, ausgenommen im Fall p = 1, wo K die
Mittelsenkrechte {(z,y)|z = 0} der beiden Punkte (+1,0) ist. In der Fig. 3.1
ist der Apolloniuskreis zu p := 3 dargestellt. Dieser Kreis schneidet die z-

Achse in den Punkten x = —2 und z = —%.

YA

y
8

|
[\
|
—
|
o[
—_

Fig. 3.1

2 Es sei P := (z,y) gegeben (Fig. 3.2). Ist x < 0 und y > 0, so ist (0,1)
der néachstgelegene Punkt vom ~. Ist aber & > 0, so ist der Schnittpunkt des
Strahls OP mit v der nachstgelegene Punkt von . Damit wird

22+ (Jyl =1)? (z<0),

f(w,y)Z{‘\/m_ly (x> 0) .

Abschnitt 3.2

1 Es gibt eine Umgebung U des Punktes xo mit |f(z) — f(zo)| < 1 fiir alle
x € U. Dann gilt
[f(2)] < M = [f (o] +1

fir alle z € U.
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y
8

Fig. 3.2

2 Essei C' > 0 eine gemeinsame Lipschitzkonstante fiir f und g. Dann gilt

|[(f(2) +g(2)) = (f () + 9)] < |f(2) = FW)] +g(z) — 9(y)| < 2Clz —y] .

Weiter sei M := max{|f(a)|, |g(a)|} + C(b— a). Dann gilt

[f @) <[f(a)] +[f(x) = fla)] < [f(a)| + Clz —a] < M

fiir alle x € [a,b] und analog |g(x)| < M fiir alle x € [a,b]. Hieraus folgt

|f(x)g(z) = F()gW)| = | f(2)(g(z) — 9(v)) + 9(u)(f (y) — f(2))]
<|f(@)lg(z) — gw)| + 19| f (y) — f ()]
<2MClzx —vy| .

Um zu beweisen, dass 1/g(x) lipstetig ist, bendtigen wir den erst spéter
behandelten Satz (4.15): Ist g(z) # 0 auf dem abgeschlossenen Intervall
[a,b], so gibt es eine positive untere Schranke § > 0 mit |g(x)| > 0 fiir alle
x € [a,b]. Mit Hilfe dieses ¢ konnen wir folgendermassen argumentieren:

'L_ 1 ’_Ig(y)—g(w)|!

C
@ 9| T le@ew)] Sz eyl ey elab]

Ist der betrachtete Definitionsbereich D nicht kompakt (s.u.), so braucht
1/g(z) nicht lipstetig zu sein: Die Funktion x — z ist auf ]0,1] ungleich 0
und lipstetig; der Graph von x — 1/z (0 < x < 1) besitzt aber beliebig steile
Sekanten.

Sind f und g lipstetig auf dem unbeschrankten Intervall I, so braucht f - g
auf I nicht lipstetig zu sein. Betrachte hierzu das Beispiel f(z) = g(z) := z
auf R>g.
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3a Aus
o <zl -z, Y<y+|y -yl (2)

folgt
max{z’,y'} < max{x,y} + max{\m' — x|,y — y\} ,

und hieraus ergibt sich aus Symmetriegriinden

|max{a:', y'} —max{x, y}! < max{|x’—x|, |y'—y\} < \/(JJ’ —xz)2 4+ (y —y)?.
Die Funktion V ist somit lipstetig. Aus (2) folgt aber auch
min{x,y} > min{z’,y'} — max{|ac’ —z|, |y — y[}

und somit wie vorher

|min{w’, y'} —min{x,y}‘ < max{]w' —z|, [y —y|} < \/(x’ —z)2 4+ (y —y)?.

b Die Funktion A lasst sich als Zusammensetzung der stetigen Abbildungen
z — (f(x),g(x)) und V auffassen. Das sup von unendlich vielen stetigen
Funktionen braucht aber nicht stetig zu sein: Betrachte die stetigen Funk-

tionen

Thr Supremum
(1 (0<az<1)
igpofn(w) = {0 (x=1)

ist an der Stelle 1 unstetig.

4a Ist z <0, so ist 22 > 0. Es geniigt daher, zu zeigen, dass f auf Rx
konstant ist. Gilt f(z) = « fiir alle z > 0, so muss auch f(0) = « sein, wenn
f an der Stelle 0 stetig sein soll. Es geniigt also, zu zeigen, dass f auf Ryq
konstant ist. Es sei f(1) =: «, und es sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da f an
der Stelle 1 stetig ist, gibt es ein p < 1 und ein ¢ > 1 mit

|f(z) —al <e (p<zx<o).
Aufgrund der (wiederholt angewandten) Funktionalgleichung gilt dann
fl@)—al<e (P <z <o) (3)

fir alle n € N. Nun streben aber die p?" mit n — oo gegen 0 und die
02" gegen oco. Es sei nun ein beliebiges 2 > 0 vorgegeben. Dann liegt z fiir
hinreichend grosses n im Giiltigkeitsbereich von (3), somit gilt | f(z) — | < e.
Dies trifft fiir jedes ¢ > 0 zu; folglich ist in Wirklichkeit f(z) = «. Da hier

x > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung.



26

b Wihle eine beliebige nichtkonstante stetige Funktion fo: [2,4] — R mit

f(2) = f(4), zum Beispiel fo(x) := (z — 3)?, und definiere die Funktionen
fn: [22n,22n+1] —R (n>1)

rekursiv durch die Vorschrift

fn(z) = fn—l(\/E) (n>1).
Da sich die Definitionsintervalle der f,, nahtlos aneinanderreihen und an
den Nahtstellen keine Wertzweideutigkeiten entstehen, erhilt man durch
“Zusammenlegen” aller f,, (n > 0) eine nichtkonstante stetige Funktion
f: [2,00[— R, die jener Funktionalgleichung geniigt.

5 Wenn der Sprung an einer Stelle ¢ ¢ Q, zum Beispiel bei ¢ := 1/v/2
stattfindet, so macht es nichts. Wir definieren also

0 zeQ A <),
fl@) = 1 2eQ AN z>¢).

Auch wenn x noch so nahe bei & liegt, gibt es immer eine Umgebung von =z,
auf der f konstant ist. Somit ist f an jeder Stelle x € Q stetig.

6 a Es gibt ein €9 > 0 und zu noch so kleinem 6 > 0 ein x €]1 — §,1 + ]
mit | f(z) = f(1)] = eo.

b Es gibt ein ¢p > 0 und zu noch so kleinem § > 0 ein x €1 — §,1 + J[,
x # 1, mit |f(xz) —2| > &o.

7 Die Einschréinkungen der angegebenen Funktionsterme auf irgendwelche
Teilintervalle von R sind stetig. Nach Satz (3.8) miissen wir daher nur dafiir
sorgen, dass an den Stellen x = —1 und = 1 keine Spriinge entstehen. Dies
liefert fiir & und G die beiden Gleichungen

l+a+8=—(a+p0), at+f=1+a-p

mit der Losung o = —1, 3 = 5. Damit wird f(—1) = 3, f(1) = —34. Die
Fig. 3.3 zeigt den Graphen von f.

YA
257

0.5

0.5

Fig. 3.3
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Abschnitt 3.3

1 Die Fig. 3.4 zeigt die Funktionen

l—nzx 0<z<1/n
gn (@) ::{n:p—l El/ng:z:g/li

sowie f(z) := inf,>0 gn(z). Der Schnittpunkt von g¢,, und g¢,+1 hat die Ko-
1

2n+1"2n+1
und somit stetig. Der Figur entnimmt man ausserdem 0 < f(z) < /2, und

dies beweist lim,_,o4 f(z) = 0.

ordinaten ( ) Die Funktion f ist auf |0, 1] stiickweise linear

YA
[ |
1 90
91
93
92
—~ g B f
- 11 1 ) o
T3 2 1
Fig. 3.4
2a Der an der Stelle x = —3 verschwindende Faktor ldsst sich herauskiirzen:
(x+43)(a? =3z +9) I 22 -3 +9 27 3

= S0 s 3@ 9 (<618 4

Pl 41 P

—D(xP ... 1
b%:lim(x ) (@ et )— im

a—1 (z—1)(x¢ 1 +... 42x4+1) 2129714 . 4+2+1 ¢
¢ Der Limes existiert nicht.

d Man hat
2z — 1 2 -1

1 T
A Ve e (R
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und folglich lim, . g(x) = 0. Da sin an der Stelle 0 stetig ist, folgt % =
lim, o0 sin(g(x)) = sin(0) =0.

e . 22— 14z + 24 . z—12 5
= lim = 1m —F— = —4.
T (= 2)+ (a2 —4) e—2+ 1+ (2 42)

2 _14x+ 24 —12
£ %= lim — i — i L —9.

o (2 —2) — (22 —4)  eoot —1— (z+2)
g Durch Erweitern mit \/x(z + a) + « erhélt man

axr

a
tx+a)+z JI+a/z+1

r(r+a)—xz=

Damit ergibt sich % = a/2 .

3 Wird der angegebene Ausdruck F(z) mit N(z) := /... + (ax?® + Bz +7)
erweitert, so erhélt man F(x) = Z(z)/N(z) mit

Z(z) =2 =222 + Tx + 1 — (aa?® + B + 7)?
= (1-a?)z* —2aB2% — (2 + B2 + 2a7)2® + (T — 267)z — * .

Der Nenner N(z) ist (ausser im Fall & = —1) fiir + — oo von der Grossen-
ordnung z2. Um lim, . F(z) = 0 zu erzwingen, miissen wir daher die
Parameter «, (3, v so wihlen, dass das Zahlerpolynom Z(x) einen Grad <1
hat. Dies lésst sich durch a =1, § =0, v = —1 bewerkstelligen.

4 Ist B = «, so besitzt f(z) = 2z* fiir # — oo genau dann eine Asymptote,
wenn o = 1 oder a = 0 oder a < 0 ist. In den ersten beiden Fallen stimmt
der Graph von f mit der Asymptote tiberein, und fir o < 0 ist y = 0 die
Asymptote.

Im weiteren setzen wir a > 3 voraus. Aus f(z)— (mz+c) — 0 (z — o) folgt
m = lim,_,~ f(z)/z. Fir die Existenz einer Asymptote ist daher notwendig,
dass der Limes

x
lim —f( ) = lim z*7 (1 —i—xﬁ_a) =:m
r—oo I T—00
existiert. Damit ist @ > 1 schon ausgeschlossen. Im Fall @« = 1 ergibt
sich m = 1. Damit die Asymptote existiert, muss nun auch der Limes

limg oo (f(2) — ma) = limy . 27 =: ¢ existieren, und das ist nur fiir 8 <0
der Fall.

Im Fall o < 1 ergibt sich m = 0. Damit die Asymptote existiert, muss nun
auch lim, .o (f(z) — mz) = limy—.ec (1 + 2°7) =: ¢ existieren, und dies
ist nur fir o < 0 der Fall.



Losungen zu Kapitel 3 29

As
1 o
/
/
/
/ 1
? >
/
/
/
/
Fig. 3.5

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie o <» 3 erhalten wir damit als Menge
der Paare (v, (3), fiir die eine Asymptote existiert, die folgende Vereinigung
(Fig. 3.5):

(A, Dyu{,p) | B<o}u{(a,1) | a<0}U{(a,8) | <0, <0} .

Abschnitt 3.4

1 Die ganzzahlige Folge x. konvergiere gegen den Punkt £ € R. Es gibt
héchstens eine ganze Zahl j € Uy /2(§). Nach Annahme iiber die Folge z. gibt
es ein ng mit

$k€U1/2(€)ﬁZ (kzno) .

Somit gilt xp = j flr alle k > ng; tiberdies ist & = limy_.oo 1 = J.
2 Wir miissen ausdriicken, dass kein £ € R als Limes in Frage kommt. Also:

Zu jedem £ € R gibt es ein gy > 0 und beliebig grosse k mit |z — &| > &p.

Mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums (4.2) geht es wesentlich einfacher: Es gibt
ein €g > 0 und beliebig grosse m, n mit |z, — x,| > £o.

. (3—=4/n)1+1/n% 3-1 3
2 A= lim 7(2+10000/n2) 7.2 14
b % = lim L lim L ! 0
0 — —_— Y = _— e =
n—coy/n+1+4+/n nocyn J14+1/n+1
¢ %= lim — " @

"—>001—|—\/1—a/n:2

d Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung (2,2) ergibt sich

1 1\"
l-n-—5<|1-—=) <1 (n>1).

n? n
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Hier strebt die linke Seite mit n — oo gegen 1; somit ist % = 1.

1 1

n? 14+1/n+1/n3
garantieren, reicht es daher, dafiir zu sorgen, dass 1/n? < ¢ wird. Dies wird
durch

1
43 Firallen>1ist 0 < z,, = <—2.Um]xn\<5zu
n

1
n>ng(e) = —

NG
sichergestellt.
2
b Fir alle n > 1 gilt |z,] < —. Um |z,| < € zu garantieren, reicht es

NG

daher, dafiir zu sorgen, dass 2/y/n < ¢ wird. Dies wird durch

n>ng(e) = =

22
sichergestellt.
1 1 2
c Firallen > 1ist0 < z,, = /\/?/:— < 573" Um |z, | < € zu garantieren,
n n

reicht es daher, 2/n3/2 < ¢ zu erfiillen. Dies wird durch

n > no(e) == (5)2/3

sichergestellt.
5a Fir n > 8 gilt [4n + 8i| < 4n + 8 < bn. Weiter ist

8 4 /30
:: — —' = — 1
g ‘9+94 9 <

Damit ergibt sich die Abschitzung |2,| < 571n%¢"™ (n > 8), und nach Rechen-
regel (3.17)(f) sowie Beispiel 3.4.(3) folgt lim,, .o 2, = 0.

b Um ein derartiges ng zu finden, miissen wir die Hilfsfunktion
fn) = 5°n"¢"  (n>0)
untersuchen. Zeichnet man den Graphen von f auf, so stellt man fest, dass

f an der Stelle n = 1449 den Maximalwert 6.786. . .- 103 erreicht, von da an
monoton abnimmt und fiir ng = 17610 zum ersten Mal < 0.001 wird.

6a Fiurallen >2gilt 1 < V/n* —n?2+2< (W)4; folglich ist

lim VVnt—n24+2=1.

n—oo
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Weiter ist

. n+2 1
lim = —.
n—oo 2n + 1 2

Die Funktion n +— sin(7n/2) ist periodisch mit der Periode 4 und nimmt
fir 0 < n < 4 die Werte 0, 1, 0 und —1 an; analog ist n — sin(27n/3)
periodisch mit der Periode 3 und nimmt fiir 0 < n < 3 die Werte 0, v/3/2 und
—v/3/2 an. Da die beiden Perioden teilerfremd sind, treten alle 9 moglichen
Wertkombinationen periodisch mit der Periode 12 auf. Damit resultieren die
folgenden 9 Haufungspunkte:

1, 1+ Y% 1-Y% 1, 1 Y =YY
07 4 4 ) ) + 4 Z’ 4 Z? ) + 4 /L7 4 ?
b Ist 0 < |a|] < 1, so gilt lim,, o, a®® = 0 und folglich

] ] a2n -1
lim z, = lim ——— = -1
n— oo n—oo a2n + 1

Ist |a| > 1, so gilt lim,,_,o a~2" = 0 und folglich

. . 1l—a
lm z, = llm ——— =
n—00 n—oo 1 + q—2n
Im Fall @ = £1 ist a®® — 1 = 0 und a®” + 1 = 2 fiir alle n. Folglich ist dann

x, = 0 fir alle n, und es ergibt sich lim,_, ., x, = 0.
7a Mit («a,8) := (2,5) resultiert die Folge (2,5,3, %, %,2,57 e ,), und mit
(o, B) := (—4,1) resultiert (—4, 1, —%, %, -3,-4,1,... ,). In beiden Fillen
wird die entstehende Folge periodisch mit Periode 5. Dieser Sachverhalt gilt
allgemein, wie sich durch Nachrechnen mit variablen Anfangswerten «, (8
ergibt:

1406 14+a+8 1+«

(a, B, o oF B , Q, [3,...). (4)

b In (4) erscheinen zwar nur die Nenner v und f3; bei der Berechnung wurde
aber stillschweigend 14 a # 0 und 1 + 8 # 0 vorausgesetzt. Folglich miissen
0 und —1 sowohl fiir « wie fiir § ausgeschlossen werden. Die Menge der aus-
geschlossenen Anfangsdaten besteht demnach aus zwei Paaren von achsen-
parallelen Geraden in der (¢, 3)-Ebene.

8a Esseilimyg_ o xor =: &0, liMg—oo Togr1 =: & und limy_, oo x5, =: &5. Die
Folge ($10k) ist eine Teilfolge sowohl von (.chk) wie von ($5k), konvergiert
also gegen & = &5. Analog ist die Folge (m10k+5) eine Teilfolge sowohl von
(xng) wie von (Z‘5k), konvergiert also gegen & = &5. Somit ist & = &y =: €.
Es sei ein € > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein kg mit |xop — &| < &
fiir alle k > ko und ein ky mit |xox 1 — &| < € fiir alle k > ky. Hieraus folgt
die Giiltigkeit von |z, — &| < € fir alle n > 2max{ko, k1 }.
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b Betrachte die Folge

|1 (n eine Primzahl),
=0 (sonst)

Dann ist limy_, zpr = O fiir jede Primzahl p; aber die Folge . ist divergent,
da es unendlich viele Primzahlen gibt.

9 Es sei ein M > 0 vorgegeben. Die Menge

AZ:{TIEGQ ‘ 1§7‘§2,1§q§M}
q

ist endlich und enthilt die Zahl v/2 nicht. Es gibt daher ein ¢ > 0 mit
U.(v/2)DCA. Da die r,, := p,/qn gegen v/2 konvergieren, gibt es ein ng mit
Ty € UE(\/§) fir alle n > ng. Diese r,, liegen alle nicht in A, somit sind ihre
Nenner ¢, > M. Damit ist gezeigt: Zu jedem noch so grossen M gibt es ein
ng mit ¢, > M fir alle n > ng, wie fir lim,,_., g, = oo erforderlich.

10 Losungsvorschlag: Wir produzieren Zahlen der Form

1
l+m (keN, leN).

1
Wegen 0 < 2 < 1 (k € N) stimmen keine zwei dieser Zahlen {iberein.

Zur Produktion der Paare (k,[) verwenden wir die in Fig. 2.5.1 dargestellte
und in Aufgabe 2 des Abschnitts 2.5 beschriebene Abzdhlung von N x N. In
dieser Weise entsteht die Folge

<0+1 FNEL NEE SR FIESY I SRS L )
2’ 2’ 3’ 2’ 3’ 4’ 2’ 3’7 4’ 577
11a Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein s € S mit |s — & < /2. Da s ein
Haufungspunkt der Folge . ist, gibt es weiter unendlich viele k mit |z —s| <
£/2. Alle diese zj, liegen in U.(§), und da € > 0 beliebig war, folgt die Be-
hauptung.
b Es sei (xn ‘ n > O) die in Aufgabe 10 konstruierte Folge. Die “einge-
bauten” Haufungspunkte hdufen sich ihrerseits in dem uneigentlichen Hau-

fungspunkt co. Definieren wir jetzt die Folge y. durch vy, := , SO ist

1+,
die Menge S ihrer Haufungspunkte gegeben durch

Sz{%‘rEl}Um}.
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Losungen zu Kapitel 4

Abschnitt 4.1

1 Erstens gilt a,, < 2 fiir alle n > 0: Dies trifft zu fiir n = 0 und sei richtig
fiir n. Dann folgt a1 = 2a, < v2-2 = 2. Zweitens ist die Folge a.
monoton wachsend; denn es gilt

%:\/Q/an>1 (n>0).
an

Die Folge a. ist damit als konvergent erwiesen. Es sei a der Grenzwert. Dann
ist jedenfalls o > 1, und aus der Rekursionsformel ergibt sich mit n — oo die
Gleichung a = v/2a. Damit verbleibt nur o = 2.

Andere Losung: Die Rekursionsformel legt die Substitution a,, := 2°* nahe.
Man hat dann by = 0 und vor allem 20+t = 21/2.20n/2 Ly

bn

bn_l,_l: —|—?

DO | =

Mit Hilfe des Ansatzes b,, := A+ B -2~" findet man durch Koeffizientenver-

gleich

1

Hieraus folgt lim,, .o b, = 1 und damit lim, . a,, = 2.

2 Falls die Folge gegen ein £ € R konvergiert, geniigt £ der Gleichung & =
&+ coté&, also coté = 0. Im Hinblick auf den Startwert 2 vermutet man
daher £ = 7. Die vorgeschlagene Substitution x,, := § + (—1)"y, liefert die
Rekursion .

5 ’

Dem Graphenbild von tan entnimmt man die Ungleichung

Yo=2-35< Ynt1 = tany, — yn .

4 s
y<tany<;y (O<y<z),

und hieraus folgt

(O<y<z).

O<tany—y<(%—1)y< 1

wl

Damit gilt
Yn

2 (=0,

0 <ynt1 <
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und es folgt 0 < y,, < % 37" fiir alle n, woraus wir den Schluss lim,, oo yp = 0
ziehen diirfen. Es gilt also in der Tat lim,, ., x, = 5

Anmerkung: In Wirklichkeit ist die Konvergenz noch wesentlich rasanter;
denn fiir y — 0 gilt tany —y ~ y3/3. Das bedeutet numerisch: Mit jedem
Rekursionsschritt wird die Anzahl der korrekten Dezimalstellen von Z im

2
wesentlichen verdreifacht.

3 Die Menge A enthélt diejenigen n, fiir die z, von keinem spéteren xj
iibertroffen wird. Ist A endlich, so gibt es fiir jedes n > max A (bzw. fiir jedes
n >0, falls A = 0) ein k > n mit x > z,,. Damit lisst sich eine monoton
wachsende Teilfolge von z. herstellen. Ist aber die Menge A unendlich, so gibt
es zu jedem n € A ein n’ > n, das ebenfalls in A liegt, und nach Definition
von A ist x,» < x,. Damit lasst sich eine monoton fallende Teilfolge von x.
herstellen.

1—c/2? Tn c 1 1
4a zp (1 "SI Iy C) _ 2 ).
ax( 2 ) 2<+%’%> 2($n+f€n>
1 1 " — 2 2
<xn_2\/5+_>:_wzy_n_
Tn,

¢ Ist ¢ > 1, so ist 29 = ¢ > /c. Fiir ein beliebiges n > 0 treffe x,, = \\/c
mit A > 1 zu. Dann ist v, = (A — 1)y/c und folglich

DN | =

b Yn4+1 = Tp41 — \/E:

A1
Yn+1 = 2\ Yn -

Das lasst sich so interpretieren: In der Anfangsphase wird der Fehler y,, mit
jedem Rekursionsschritt ungefahr halbiert.

Wegen x,, — +/c wird nach einigen Schritten 0 < y,, < 1 und z,, = /¢
sein; folglich gilt dann approximativ y,y1 ~ 2/ (2\/5) . Da sich jetzt der
Fehler y,, mit jedem Schritt im wesentlichen quadriert, verdoppelt sich mit
jedem Schritt die Anzahl der korrekten Dezimalstellen in der Approximation

T = 4/c. Man spricht hier von quadratischer Konvergenz; siche dazu auch
Abschnitt 7.7.

5 Die Funktion f: A — R geniige fiir v — £ dem Cauchy-Kriterium (C). Die
angegebene Datenmenge S enthalt beliebig genaue Daten: Es sei ein € > 0
vorgegeben. Dann gibt es eine Umgebung U von £ mit |f(z) — f(y| < /2
fiir alle z, y € U. Da ¢ ein Haufungspunkt der Menge A ist, gibt es einen
Punkt yo € AN U; ferner gibt es eine Bindrzahl s mit |f(yo) — s| < /2.
Dann gilt |f(z) — s| < e fiir alle z € U; folglich ist (s,e) € S. Weiter:
Sind (s,d) und (s, ") zwei beliebige Zahlendaten in S und U, U’ zugehorige
Umgebungen von &, so ist auch V := U N U’ eine Umgebung von £. Somit
gibt es einen Punkt zp € ANV, und der Wert f(z) gehort sowohl dem
Intervall [s — d,s + §] wie dem Intervall [s" — ', s’ + ¢'] an. Das ist nur
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moglich, wenn (s,0) und (s’,40") kompatibel sind. Damit ist .S als Zahlbasis
erwiesen und definiert eine reelle Zahl S =: 7.

Um nun lim,_.¢ f(x) = n zu beweisen, denken wir uns ein € > 0 vorgegeben.
Es gibt ein (s,0) € S mit § < £/2 und dazu eine Umgebung U von £ mit
5s—0 < f(x) < s+d firalle z € U. Nach (4.4) gilt aber auch s—§ < < s+0;
folglich hat man |f(z) — | < 26 < ¢ fiir alle z € U, was zu beweisen war.

Abschnitt 4.2

la Setze xj, := (—1)"(1+ ) (k> 1). Dann ist infy xy = —2, sup, z, = 3,
liminfy_,o xx = —1 und limsup,,_,  zr = 1.

b Setze zy := (—1)%, yp := (—1)**!. Dann ist limsup,_, .. (zx + yx) = 0,

aber limsup_, . xr + limsupy,_, . yx = 2.

2 Wir argumentieren nur tiber den limsup. Ist limsup,,_, . (ant1/an) = 00,
so ist nichts zu beweisen. Es sei also limsup,,_, . (an+1/an) =: ¢ < oo, und
es sei ein € > 0 vorgegeben. Es gibt dann ein ng mit a,41/a, < g+ ¢ fiir alle
n > ng. Hieraus folgt

an < (g+¢e)" "an, =Clg+e)"  (n=no)

mit einem von n unabhéangigen C'. Durch Ziehen der n-ten Wurzel ergibt sich

weilter
Va, < (q+¢e)VC

und damit limsup,, . /an < (¢ + €)lim, .o ¥VC = ¢+ ¢. Da hier € > 0
beliebig war, muss in Wirklichkeit lim sup,, ., an < ¢ gelten.

3 Ist og € R, so heisst das: Die Ausgangsfolge x. ist nach oben beschréankt.
Die o, bilden eine monoton fallende Folge, da mit wachsendem n weniger
xrp “angeschaut” werden. Folglich existiert der lim, ., 0, =: ¢ > —o0.
Betrachte ein beliebiges p > ¢. Dann gibt es ein n mit o, < p; folglich ist
dann zp < 0, < p fiir alle £ > n, und hieraus ergibt sich limsup;_,  z <

p. Da dies fiir alle p > o zutrifft, muss limsup,_, .z < o sein. (Diese
Schlusskette ist auch im Fall 0 = —oo zuléssig.)

Beim Beweis der Ungleichung limsup,,_, ., x > o diirfen wir ¢ > —oo an-
nehmen. Betrachte ein beliebiges p < ¢. Dann ist p < o, fiir alle n; folg-
lich gibt es zu jedem n ein k > n mit x; > p. Hieraus schliesst man auf
limsupy,_, ., x > p. Da dies fiir alle p < o zutrifft, muss limsup,_,., xx > o
sein.

Ist 0g = 00, so ist die Ausgangsfolge . nach oben unbeschriankt. Dann sind
auch alle Endstiicke nach oben unbeschriankt: Gébe es ndmlich ein M und
ein n mit xp < M fir alle k& > n, so hitte man o9 < max{zo,...x,, M}.
Damit sind alle 0, = oo, und man hat lim,,_. ., 0, = 00 = limsup,,_, ., Tn.
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4 Es gilt limsup,_,, f(x) = n (Foo zugelassen), wenn der folgende Sachver-
halt zutrifft: Zu jedem p > 7 gibt es eine Umgebung U von £ mit f(z) < p
fiir alle © € U; aber zu jedem p < n und jeder Umgebung U von & gibt es
ein z € U mit f(z) > p. (Ist n # oo, so kann man natiirlich mit n + e
argumentieren statt mit einem p.)

Man kann es auch so ausdriicken: Es gilt limsup, ¢ f(x) = 1, wenn es auf
A\ {¢} eine Punktfolge z,, — & gibt mit lim,,,~ f(z,) = 7, aber keine
Punktfolge z,, — & mit lim,, , f(x,) > 7.

Insbesondere ist lim sup,_, o, (1— %) sint = 1 und liminf; . (1— %) sint = —1.

5a Es sei x. eine Cauchy-Folge in dem metrischen Raum M und es sei a ein
beliebig gewéhlter “Ursprung” von M. Es gibt ein ng mit d(z,, z,,) < 1 fir
alle m, n > ng. Dann gilt

d(a,z,) < R:=max{d(a,z;) | 0<k <no}+1 (n>0).

b Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein ng = ng(e) mit d(xy,, x,) < /2 fir
alle m, n > ng sowie ein my > ng mit d(x,,,,§) < €/2. Hieraus folgt

d(xn,é) < d(xnaxrm) + d(xmué) <e (n > nO) .
Dies beweist limy,, o0 n =€ .

6 Wendet man die Funktion f(z) := 3.9 2(1 —z) wiederholt auf die Anfangs-
daten {0.2000,0.2001,0.2010,0.2100} an, so erhélt man nach 5, 10, 20 und
40 Schritten die folgenden Werte:

n=5: {0.565661,0.562819,0.537156,0.291944}
n=10: {0.097966,0.095065,0.242723,0.749382}
n=20: {0.292551,0.901979,0.967403, 0.335279}
n=40: {0.89124250.230323,0.961875,0.757535}

Bei der Ersetzung 0.2000 ~» 0.2001 ist die Abweichung nach 10 Schritten
“wie erwartet”; nach 20 Schritten ist aber von der engen Nachbarschaft der
Ausgangswerte nichts mehr sichtbar. Die Ersetzung 0.2000 ~» 0.2100 fiihrt
schon nach 5 Schritten zu einer total anderen Position.

Abschnitt 4.3

l1a Zu jedem Punkt a € A gibt es eine Umgebung U(a) und eine Zahl M (a)
mit

f@) < M@) (e Ua).
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Das System U := (U (a))a c4 ist ein Umgebungsfeld auf A. Es gibt daher
endlich viele Punkte a; € A (1 < ¢ < N) mit A C J;<;«n U(ai). Setze
M := maxj<;<ny M(a;). Betrachte ein beliebiges z € A. Dieses z liegt in
einem U(a;), somit gilt |f(z)| < M(a;) < M. Da z € A beliebig war, folgt
die Behauptung.

b Ist f auf A unbeschrankt, so gibt es zu jedem n € N einen Punkt z,, € A
mit |f(zy)| > n. Nach dem Satz (4.12) besitzt die Folge z. einen Haufungs-
punkt & € A; weiter gibt es eine Umgebung U(£) und eine Zahl M mit
|f(x)] < M fir alle x € U(§). Da sich die z,, im Punkt £ hdufen, gibt es
beliebig grosse n mit x,, € U(§). Fiir alle diese n hétte mann < |f(z,)| < M,
was natiirlich nicht geht.

2 Die Menge A C R? sei kompakt, und es sei V := (V(m))xeA ein Umge-
bungsfeld auf A. Es gibt einen achsenparallelen Wiirfel Wy der Seitenlédnge
s> 0mit A C Wy. Ist AN Wy = A schlecht, so konstruieren wir rekursiv
eine Folge (W})r>1 von achsenparallelen Wiirfeln, so dass fiir jedes £ > 1 das
Folgende zutrifft:

(1) Wi C Wi_1,

(2) W besitzt die Seitenlinge s - 27,

(3) AN Wj ist schlecht, insbesondere # {).

Die Bedingungen (2) und (3) treffen fiir Wy zu. Ist Wy festgelegt, so dass
(2) und (3) erfiillt sind, so erhalt man Wi, wie folgt: Man teilt W), auf
naheliegende Weise in 2¢ Teilwiirfel Wy ; (1 <i < 2%) der Seitenlinge 27%~1.
Wenigstens einer der Durchschnitte A N W, ; ist schlecht. Wir wéhlen einen
derartigen “schlechten Teilwiirfel” W, ; als W41 und lassen alle andern Wy, ;
ausser Acht. Dann treffen (1)—(3) fir £+ 1 zu.

Essei W;, = szl [ai, b{c] (obere Indizes, nicht Exponenten!). Dann sind dig
Folgen k +— aj, fiir jedes j € [d] monoton wachsend und die Folgen k — b},
fiir jedes j € [d] monoton fallend. Es ist leicht zu sehen, dass es einen Punkt

€= (& ..., &%) gibt mit

lim ai:klijgobizfj (1<j<d).

k—o00

Wegen 4 ' ‘
aj, <& <y, (k>0,1<j<d)

liegt € in allen Wjy. Es sei U eine beliebige Umgebung von £. Da die
Durchmesser der Wi, mit k& — oo gegen 0 gehen, gibt es ein k mit

(Z)#Aka cCW, CcU.

Hiernach schneidet jede Umgebung U von £ die Menge A, und da A abge-
schlossen ist, folgt £ € A. Dann ist aber fiir £ eine Umgebung V' (€) festgelegt,
die fir die Uberdeckung verwendet werden kann. Es gibt ein k£ mit ANWj, C
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V(£), und dieses A N W, ist angeblich schlecht; dabei ldsst es sich mit dem
einen V(&) tiberdecken — ein Widerspruch.

Abschnitt 4.4

I1a Ist f(x) nicht =0, so gibt es zum Beispiel einen Punkt z¢ mit f(zq) =:
p > 0. Weiter gibt es ein a > 0 mit f(z) < p fiir alle z mit |z| > a. Ins-
besondere gilt —a < zg < a. Die Funktion f nimmt auf dem abgeschlossenen
Intervall [ —a, a] ein globales Maximum f(§) an; dabei ist f(§) > f(xzo) = p.
Folglich gilt dann f(£) > f(z) fur alle z € R.

b Nein. Beispiel: Die Funktion f(t) :=

Minimum an.

1 . .
e nimmt auf R kein globales
2 Esist f(0,0,0) =1, f(%,0,0) = —1/(1+n?/4) < —2, und fiir Punkte
(2,9,2) mit 22 + y? + 22 > 6 gilt |f(z,y,2)] < % Die Funktion f nimmt
auf der kompakten Menge B := {(z,y,2) | 2%+ y* + 2% < 6; ein globales
Maximum f(§;) > 1 und ein globales Minimum f(&) < —% an. Da |f]
ausserhalb B nur Werte < % annimmt, gilt (&) < f(z,y,2) < f(&) fir alle
(z,y,2) € R3.

3a Es gibt ein g9 > 0 und in jeder punktierten Umgebung U (1) zwei Punkte
z, y mit | f(z) = f(y)| = eo.

b Es gibt ein £y > 0 und zu jedem (noch so kleinen) 6 > 0 zwei Punkte x, y
mit |z —y| < 0, fir die | f(z) — f(y)| > o ausfillt.

¢ Es gibt drei Punkte x, y, z mit x < y < zund (f(y) — f(z)(f(2)— f(y) <O0.

4 Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle x, y € I mit
|lx —y| < gilt: |f(x) — f(y)| < e. Insbesondere gilt dann |f(z) — f(y)| < e
fir alle z, y in der punktierten Umgebung ]0,[ von 0+. Die Funktion f
geniigt daher der Cauchy-Bedingung fiir den anvisierten Grenziibergang, und
der lim, o4 f(z) existiert.

5 Betrachte die Hilfsfunktion ¢(z) := f(x) — . Nach Annahme tber f ist
¢(a) > 0 und ¢(b) < 0. Gilt ¢(a) = 0 oder ¢(b) = 0, so ist a oder b Fixpunkt
von f. Gilt gleichzeitig ¢(a) > 0 und ¢(b) < 0, so liefert der Zwischenwertsatz
einen Punkt £ €a,b] mit ¢(&) =0, d.h. f(§) = &. Siehe die Fig. 4.1, links.

6 Fir jedes k € Z gilt lim, _,prq cotz = 0o und lim; xr— cotx = —oo.
Es seien A € R und k& € Z vorgegeben. Wir betrachten die Hilfsfunktion
¢(x) := cotx — Az auf dem Intervall I := |km, (k + 1)7[. Wegen

I - I —_—
m—}g'lr-‘r ¢(x) > $—>(kl-|r-ri)7r— ¢(§E) >
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b Y

a b L0 0 ¢ \:1 "
Fig. 4.1

gibt es ein a € I mit ¢(a) > 1 und ein b € I, b > a, mit ¢(b) < —1. Wenden
wir den Zwischenwertsatz auf das Intervall [a,b] C I an, so erhalten wir ein

¢ € I mit ¢(&) = 0.

ai

7 Die Funktion ¢ (z) := 3 fallt im Intervall I :=]A;, A2| streng mono-
r—A1
ton von 0o nach ———, und die Funktion ¢y(z) := 2 Eillt auf I
2 — é1 T — A2
streng monoton von y 2 y nach —oo. Die Funktion ¢(z) := ¢1(x) + ¢(x)
1— A2

fallt ebenfalls streng monoton, und es gilt

lim ¢(x) = o0, lim ¢(x) = —o0.

3’,‘—>A1+ :U—>)\2—

Mit Hilfe des bereits in Aufgabe 6 verwendeten Arguments folgt hieraus die
Existenz einer Nullstelle von ¢, und wegen der Monotonie kann es nicht mehr
als eine Nullstelle geben.

8 Betrachte die stetige Funktion g(¢) := f(cos ¢,sin¢) — f(— cos ¢, —sin ¢)
auf dem Intervall [0, 7]. Es gilt

9(0) = f(1,0) = f(=1,0) = —g(n) .

Ist g(0) = 0, so nimmt f in den beiden Diametralpunkten £(1,0) denselben
Wert an. Ist aber g(0) # 0, so folgt g(0)g(m) < 0. Nach dem Zwischenwert-
satz gibt es daher ein £ €]0, 7] mit g(§) = 0, und das bedeutet, dass f in
den beiden Diametralpunkten +(cos ¢, sin&) denselben Wert annimmt.

9 Der Flacheninhalt des in Fig. 4.2 schraffierten Bereichs betragt

1 1
A:5-204—1—5-QCosa-sina:a+cosasina.
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Fig. 4.2

Wir setzen o := %m und suchen die Nullstelle der Funktion

f(z) T 1 cos ™ i ™ T
)= — —sin — — —
2 2 2 4

im Intervall 0 < 2 < 1. Esist f(0) = =% und f(1) = 7. Fiir die binére

Suche setzen wir daher x; = % und definieren rekursiv

Tp1+27" (f('xn) < 0)
Ty = _ n>2).
{$n—1 -2 (f(xn) > 0) ( )
Dieses Programm liefert z.B. 14 = % = 0.264755; fiir den gesuchten

Winkel ergibt sich damit o = 0.264755 - 90° = 23.8°.

10a Eine Voriiberlegung: Es seien p, m, ¢ drei beliebige Punkte in I mit
p < m < q. Dann gibt es nur die drei folgenden Moglichkeiten:

(L) f(p) = f(m) > f(q). In diesem Fall muss a < ¢ < m sein.
(M) f(p) < f(m) und f(m) > f(q). In diesem Fall muss p < ¢ < ¢ sein.
(R) f(p) < f(m) < f(q). In diesem Fall muss m < ¢ < b sein.

Wir setzen ag := a, by := b, mo := (a+b)/2 und definieren rekursiv wie folgt:
Sind ag, bg, my mit my = (ax + by)/2 bestimmt, so werden zunéchst p; und
qx. definiert durch py := (ax +mx)/2, qr := (my +bx)/2. Dann gilt jedenfalls
ar < pr < my < qi < by . Anschliessend setzen wir

(ak,pr, i) im Fall (L),

(@41, Mpt1,b641) == < (Pr, Mk, q)  im Fall (M),
(mk, qk, bk) im Fall (R),

nach dem Motto: “Suche das Déchlein!” Damit ist £ € [ag, b ] fir alle
k > 0 sichergestellt. Die so konstruierte Intervallschachtelung konvergiert
offensichtlich gegen einen Punkt & € [a,b], und da der gesuchte Punkt &
nach Konstruktion allen Intervallen [ag, by | angehort, muss &' = ¢ sein.

b Der Graph von f ist in der Fig. 4.1, rechts, dargestellt. Wird der obige
Algorithmus in Mathematica implementiert, so resultiert £ = 0.175867.
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Losungen zu Kapitel 5

Abschnitt 5.1

1 Sind a und b linear abhéingig, so ist b x a = 0, und man hat trivialer
Weise Y 72 ja, = a.

Sind a und b linear unabhingig, so steht a; senkrecht auf b, as steht
senkrecht auf b und a;, und alle weiteren a; liegen in der von a; und as
aufgespannten Ebene, siehe die Fig. 5.1. Wir benétigen die folgende Formel
aus der Vektoralgebra:

b x (bxx)=(bsx)b— |b*x;

insbesondere ist b x (b x x) = —|b|?x, falls x auf b senkrecht steht. Hieraus
folgt ax,2 = —|b|?ay fiir alle k > 1 und somit

D ae =D (B (2 +a2)

k>1 m=0

Die gesuchte Summe s berechnet sich damit zu

bxa+ (bea)b—|b?a a+bxa+(bea)b
1+ b B 1+ [bl|?

Fig. 5.1

2 Die Zahlen k zwischen 10™ (inklusive) und 10"*! (exklusive) haben n + 1
Dezimalstellen. Fiir die erste Stelle kommen 8 verschiedene Werte # 9 in
Frage, fiir die iibrigen Stellen deren 9. Es gibt also in dem angegebenen
Bereich genau 8 - 9" Zahlen, deren Dezimaldarstellung keine 9 enthélt, und
alle diese Zahlen sind > 10™. Damit folgt
S iR
k 107

10n<k<10n+1
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und hieraus ergibt sich weiter

SoNg (Y28 g
1<kZ<10"k_j:0 (10) 1-2

Die Partialsummen der betrachteten Reihe sind somit beschriankt, und die
Reihe ist konvergent.

3 Essel Y pogar = A, > peobr =t B.

a Gilt ar > 0, b, > 0 fiir alle k, so ist 0 < ¢ < ag + b. Die Partialsummen
der Reihe ), ¢, sind daher beschréinkt durch A+ B; somit ist ), ¢, konver-
gent. Konnen die a; und die by beiderlei Vorzeichen annehmen, so ist dieser
Schluss nicht mehr zuldssig: Es sei a := (=1)*/k und by := —ay. Dann
ist ¢, = 1/k (k > 1). Die Reihen ), a; und ), by sind konvergent nach
(5.13); aber die Reihe ), ¢, ist divergent.

b Gilt ar, > 0, by > 0 fiir alle k, so schliesst man folgendermassen: Es gibt
ein ng mit |agx| < 1 fiir alle & > ng. Es sei M := max{1,ao,...,an,}. Dann
gilt >0 o < MY 7 by < MB fiir alle n > 0. Die Partialsummen der
Reihe ), ¢ sind somit beschréankt; die Reihe ), ¢ ist daher konvergent.

Konnen die a; und die by, beiderlei Vorzeichen annehmen, so ist dieser Schluss
nicht mehr zulissig: Es sei ay, = by, := (—1)¥/v/k. Dannist ¢, = 1/k (k > 1).
Die Reihen ), ap und ), by sind konvergent nach (5.13); aber die Reihe
>k Ck ist divergent.

Abschnitt 5.2

1 Die angegebenen Reihenglieder werden jeweils mit aj bezeichnet.

1 1-1/Vk

a Wir schreiben ay in der Form ap = — ———————. Hier konvergiert der

k (1+1/Vk)?
zweite Faktor mit k — oo gegen 1. Es gibt daher ein kg mit az > % fir alle

k > ko; somit ist die betrachtete Reihe divergent.

1 2
b Es gilt die Abschiitzung |ax| < o7 1—(2/3)F

Faktor mit & — oo gegen 2, somit gibt es ein kg mit |ax| < 3-37% fiir alle
k > ko, und die Reihe ist konvergent.

a 1 1\2
Lan 3 (1 + E) . Hier konvergiert der zweite Faktor mit k — oo
ay

gegen 1. Der betrachtete Quotient ist daher von einem kg an kleiner als %,

und die Reihe ist konvergent.

. Hier konvergiert der zweite

c Esist

1
d Es ist k! < k* und folglich Vk! < k fiir alle £ > 1. Somit ist aj > o und

die angegebene Reihe ist divergent.



Losungen zu Kapitel 5 43

2 Die angegebenen Reihenglieder werden jeweils mit aj bezeichnet.

a Ist z = 0, so ist die Reihe trivialer Weise konvergent. Ist x > 0 (fest!),

T o
so gibt es ein kg mit 0 < z < g fir alle £ > k. Nun ist aber sina > —
T

2z 1
(0 <a< E). Folglich gilt a; > r % fiir alle k > kg, und die Reihe erweist
T

sich als divergent. Analog schliesst man im Fall x < 0.
2
b Fiir beliebige o gilt 0 < 1 — cosa = 25sin? % < %. Fiir jedes feste x gilt
2

1
daher a; < % 7z Die Reihe ist daher fiir alle z € R konvergent.

¢ Fiir grosse k ist tan T~ Wi streben daher einen Konvergenzbeweis

da
an. Fur 0 < a < % gilt 0 < tana < —. Ist > 0, so gibt es ein ky mit
T

4z 1
0< % < T fiir alle k > ko. Folglich gilt 0 < ay < — o fiir alle k > ko, und
T

die Reihe erweist sich als konvergent. Analog schliesst man im Fall x < 0.

o (2k+2 2K\  (2k+1)2k+2) k+3 .
dESgﬂt(k:—f—l)/(k:)_ it 1) —4k+1,undhlerausfolgt
k41
W) 42| ] (ko). &

Dies erlaubt den folgenden Schluss: Ist |z| < i, so gibt es ein ¢ < 1 und
ein kg mit |agt+1/ak| < ¢ fiir alle & > ko, und die Reihe ist in diesem Fall
konvergent. Ist aber |z| > 1, so gibt es ein ko mit |agy1/ag| > 1 fiir alle
k > ko. In diesem Fall gehen die ax nicht einmal mehr gegen 0, und die

Reihe ist divergent.
Fir =z = i% bendtigen wir eine genauere Abschidtzung von aj. Die Stir-
lingsche Formel liefert folgende Grossenordnung:

4k$k

Vrk

ay ~ (k — o0).

Die Reihe ist daher fiir x = i divergent. Ist x = —%, so ist die Reihe
alternierend: Die |aj| gehen gegen 0, und auf Grund von (1) hat man
1
k41 k+ 5
Rk - <1 E>1).
ag k+1 ( - )

Die Reihe ist daher fiir # = —1 konvergent nach (5.13).

. . 2
3 Es ist ap41 > apto > ... > a2y > donp41 und somit Zkznﬂ ar > Nasn,

sowie Zii—;}kl ar > (n+1)agpi1 > (n + %)a2n+1 . Damit erhalten wir

0 <2nag, <2R, bzw. 0<(2n+1)azu+1 < 2R, ,
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wobei R, die n-te Restsumme der Ausgangsreihe bezeichnet. Hieraus folgt
mit (5.6)(b) die Behauptung.

4 Wir unterscheiden die Félle |5| <1, 5= -1, =1 und |8| > 1.
Ist || < 1, so hat man

_ B <1 (k= oo)

(1+%)

Es gibt daher ein ¢ < 1 und ein kg, so dass der betrachtete Quotient fir alle
k > kg kleiner als ¢ ist. Die Reihe ist daher fiir diese 8 absolut konvergent,
unabhéngig vom Wert von «.

Ak41
ag

Ist B = —1, so ist die Reihe divergent fiir alle a < 0, da dann die aj nicht
gegen 0 gehen, und als alternierende Reihe konvergent fiir o > 0, da dann
die |a| monoton fallend gegen 0 gehen.

Ist B =1, so ist die Reihe divergent fiir < 1 und konvergent fiir a > 1.

Im Fall |8] > 1 hat man |axy1/ak| — |5] > 1, unabhéngig von «. Es gibt
dann ein kg mit |agi1/ax| > 1 fir alle & > ko. Die ai gehen daher nicht
einmal gegen 0, und die Reihe ist divergent.

Die Menge K ist in der Fig. 5.2 dargestellt.

/8 A
1+

Fig. 5.2

5 Die Partialsummen s,, := ZZ:O ¢ bilden eine monoton wachsende Folge
mit lim,,_, » s, = 00. Wir setzen c¢g > 0 voraus und definieren

A= (k>0).

NG

d
Dann gilt jedenfalls klim —£ = 0. Fiir die Partialsummen s;, der Reihe ), dj,

—00 Ck
erhalt man

n
/_E —
Sy = dk—

k=0

1

Sn

>

Sn = /Sn (n>0).

n

5
ﬂ

k=0
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Hieraus folgt lim,, o s,, = 00 und damit die Divergenz der Reihe >k dis.

6 Es sei B die Menge der betrachteten Binérfolgen (.. Die durch (x) fest-
gelegte Abbildung ¢: B — Ry ist wohldefiniert; denn wegen |B;| < 1 ist
die angeschriebene Reihe fir alle 8. € B konvergent.

Sind 3. und J'. zwei verschiedene Binarfolgen, so gibt es ein n € Z mit
Be=0 (k<n), B.=0, B,=1.

Die Zahla := 3}, B2~k +27" liegt in D~ (. Wir unterscheiden zwei Félle:

(1) Br=1 Vk>n, =0 Vk>n.

In diesem Fall ist ¢(5.) = ¢(F.) = a. (0.9999... = 1!) Die Binérzahl a
besitzt demnach zwei Darstellungen.

(I) Es gibt ein £ > n mit f; = 0 oder §, = 1. Im ersten Fall gilt
#(B.) < a < ¢(F.) und im zweiten ¢(8.) < a < ¢(F.). Jedenfalls hat man
o(B.) # ¢(5").

Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢ surjektiv ist, denken wir uns ein be-
liebiges x € Ry gegeben. Wir miissen eine Folge 8. € B konstruieren mit
¢(B.) = z. Die Konstruktion erfolgt rekursiv. Sind alle 3 mit k& < n fest-
gelegt, bezeichnen wir die Zahl >, . Br27% € D mit a,. Am Anfang der
Rekursion unterscheiden wir zwei Falle:

(a) Ist & > 1, so gibt es ein r > 0 mit 2" < x < 27T, Wir setzen f_, = 1
und G =0 fir alle k < —r. Dann gilt 0 <z —a_, < 2".

(b) Ist z < 1, so ist 1/ > 1, und es gibt ein s > 1 mit 257! < 1/2 < 2% d.h.
279 < x <275+ 27° Wir setzen 8, = 1 und G, = 0 fiir alle £k < s. Dann
git 0 <x—as <27°.

Nun der Rekursionsschritt: Es seien alle G mit k£ < n festgelegt, so dass
0<x—a, <2 ™ garantiert ist. Gilt sogar z — a,, < 2=t 50 setzen wir
Bni1 := 0; gilt aber z — a,, > 2~ (n+1) g0 setzen wir Bna1 := 1. Damit trifft
auch 0 < & — apyy < 27D zu.

Es ist offensichtlich, dass die Partialsummen a,, der Reihe )", Br27% gegen
x konvergieren, und das heisst ¢(5.) = x. Ist speziell x € D, so folgt aus
0<x—a, <277 die Gleichung x = a,., und alle Gy mit k > r sind 0. Dieses
x besitzt noch eine zweite Darstellung (), die mit 1111... endet, von der
Rekursion aber nicht produziert wird.

Abschnitt 5.3

1 Fiir beliebiges n > 1 gilt

Loy Lo L Sont. L
2n+1  2n43 T 2n 4 (2n — 1) 2ntl g4
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Die umgestellte Reihe besteht aus der 1 am Anfang; anschliessend folgen fiir
jedes n > 1 nacheinander Pakete mit den Summanden

L, Lo L
on 2041 2043 T ang(2n—1)°

1 1 1
Das n-te Paket hat einen Wert > — — — und dieser Wert ist > —, sobald

n
n > 4 ist. Die Partialsummen der umgestellten Reihe sind daher nach oben
unbeschrankt, und diese Reihe divergiert.

2 Um die Summe oo zu erreichen, miissen wir das Ziel o immer weiter
hinausschieben. Mit s, bezeichnen wir wiederum die Partialsummen der
umgestellten Reihe, s_; := 0. Zuséatzlich setzen wir 0_; := 1 und definieren
fiir n > 0 rekursiv wie folgt:

(a) sp—1<op—1 = Gn):=min{k | ar>0 A k#¢(j) (0<j<n)},

Onp ‘= 0n—1;
(b) Sp-1=0p-1 = ¢(n):=min{k | ax <0 A k#¢(j) (0<j<n)},

Op = 0p—1+1.

In Worten: Liegt s,,_1 links vom momentanen Ziel, so wahlt man als b,, das
erste noch unverbrauchte a; > 0; gilt aber s,,_1 > 0,1, so wahlt man als b,
das erste noch unverbrauchte a;x < 0 und erhoht gleichzeitig die Zielvorgabe
um 1. Durch (%) ist sichergestellt, dass die sich &ndernden Zielvorgaben
jeweils in endlich vielen Schritten erreicht werden konnen, so dass auch die
ar, < 0 nach und nach aufgebraucht werden.

Da es also unendlich viele “Zyklen” gibt, gilt jedenfalls lim,,_,~, 0, = co. Um
Z;}io b; = oo zu beweisen, bemerken wir zunachst, dass es ein ko gibt mit
lak| < 1 fiir alle k > kg und weiter ein ng mit ¢(n) > ko fir alle n > ng, denn
nach einer hinreichenden Anzahl Schritten sind ag, a1, ..., ag, bestimmt
aufgebraucht. Es gibt ein ny > ng mit s,, > o,,. Wir behaupten: Fiir alle

n >ny ist s, > o, — 2.

[ Dies trifft jedenfalls zu fiir ny und sei richtig fiir n. Ist s, < o, so erfolgt
ein Schritt (a), und man hat s,41 > s, > 0, —2 =041 — 2. Ist s, > 0y, 80
erfolgt ein Schritt (b), und man hat s,41 > s, — 1> 0, — 1 =0p41 — 2. ]

Damit ist auch lim,, ., S, = 00 erwiesen.

Abschnitt 5.4

1 Aus 1<, <n (n>0)folgt lim, ., /B, = 1. Folglich ist p = 1.
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2 Sei max{ay, ag,...,ap} =t a > 0. Wegen klggo (/o/f—f—a’;jk..—l—a’; =«

besitzt die Reihe Zkzo(o‘lf + a5 + ...+ af) z¥ den Konvergenzradius 1/c.

Die angeschriebene Reihe konvergiert daher fiir |¢| < 1/y/a und divergiert fiir
|t| > 1/y/a; ihr Konvergenzradius betragt somit 1/4/c.

3 Es bezeichne by die Anzahl Arten, 3k Leute im Verhéltmis 1 : 2 in zwei
Gruppen einzuteilen. Dann gilt

= (D CE) = e B~ <

Bk + )3k +2)(3k+3) 27

Die Hilfsreihe ), bit® besitzt daher den Konvergenzradius p’:= 2%. Nun ist

o o
g anz" = g b2k
n=0 k=0

und hier ist die rechte Seite fiir |z| < /p” konvergent, fiir |z| > /p” divergent.
Die Reihe 3" a,2" besitzt daher den Konvergenzradius p = /p/ = V/4/3.

/1 k 1
4 Nach Beispiel 3.5.(6) gilt kli)rglo ¢ 11;’“ = 2:;{(}1:;; Hieraus schliesst

man auf
Bla (a>1,5>1)
_ ) B (<1, B>1)
Py (a>1,8<1)"
1 (a<1,8<1)

5a Es gilt ax < 2k Dies trifft zu fiir & < 1 und sei richtig fiir alle k < n — 1.
Dann folgt a, < 277! 42772 < 2", Somit ist limsup,_ ., &/ar < 2 und
folglich p > %

b Man hat

o0 o0 oo
(1—2z—-22f(2) = Zakzk - Zak2k+1 - Zakzk+2
k=0 k=0 k=0

[oe) [o@) [o@)
= E akzk — E ak_lzk — E ak_gzk
k=0 k=1 k=2

o
=ap+a1z—ag+ Z(ak: — Q-1 — ak—Q)Zk =2z,
k=2
denn die letzte Summe ist = 0.
¢ Wir mussen
A+ B — (Au+ BNz z

(1T=22)(1—pz) — 1—2z—22
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erreichen. Die Bedingung (1 — \2)(1 — p2) = 1 — 2 — 22 liefert A+ p =1,
A = —1; somit sind A und p die beiden Losungen der quadratischen Glei-
chung 22 —2 —1 =0, also A = (14 v/5)/2, p = (1 —+/5)/2. Da nun die
Nenner in (2) iibereinstimmen, muss A + B = 0, also B = —A, und weiter
A(X — p) = 1 sein. Folglich ist A = 1/+/5, und wir erhalten

1 1
f(z)_%<1—)\z 1—,uz> \/_Z —,u
Hieran liest man folgende explizite Darstellung von a; ab:

1 1+v5)F—(1-V5)k
VA '

d Wegen A > |u| berechnet sich der Konvergenzradius der Reihe (x) folgen-
dermassen: Aus

ap —

Yay = = %A) - (k- )

folgt p=1/\ = (/5 —1)/2 = 0.618.

6 Schreiben wir f in der Form

B i 14+ (—1)k 2F
B 2 Kl
k=0
o : . L+ (-DF
so erhalten wir die “offizielle” Koeflizientenfolge ay, := —om Die Koef-

fizienten ¢, (r > 0) der Funktion (f (z))2 berechnen sich daher wie folgt:

o= apa = 4|Zm' -DF) (14 (-1)h

k+l=r k+l=r

41'((1+1) +2(1—1)"+(—1—1)T) -

47!

(1+(-=1)") + %57«0 .

Der Zusatzterm ergibt sich wegen (1 — 1)° = 1. Damit haben wir

2

(f(2)" =5 f(22) + 5

| —

wie behauptet.
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Losungen zu Kapitel 6

Abschnitt 6.1

k
r
1 Es kommt nur auf |z| =: r an. Setzt man aj, := T SO wird
Qg T
= = — E>1).
wo=—=5 k=D

Essein <r<n+1 Dannist ¢ > 1firl <k <nund ¢ < 1 fir
k > n+ 1. Die a; wachsen also streng monoton bis zum Maximalwert a,,
und nehmen dann wieder streng monoton ab. Ist » = n, so ist ¢, = 1, und
man hat a,, = a,,—1; entsprechend ist natirlich a,, = a,4+1 im Fall r =n 4 1.

2 Vorschlag: f(t) :== eVt. Die Substitution ¢ := y? liefert

eVt .eY
lim — = lim — =
t—oo " y—oo Y

fiir jedes feste n > 0, und anderseits ist

lim eV M = lim €% =0
t—o0 Tr— —00

fur jedes feste A > 0.

3 Bei jedem Schritt wird der Bruchteil A des vorhandenen Whiskys durch
Wasser ersetzt, und der grossere Bruchteil 1 — A bleibt erhalten. In anderen
Worten: Die verbleibende Whiskymenge multipliziert sich bei jedem Schritt
mit dem Verdiinnungsfaktor 1 — X\ =: e™¢; dabei ist 0 < oo < 1. Die Stoppbe-
dingung lautet

1
e~ << 6—(n—1)cx ) (1)
2
Dies ist aquivalent mit
log 2
n—1< 8% <n; (2)
o

die Anzahl n der Schritte berechnet sich daher zu n = [log2/«].

Es sei Y = 1 — e " die Menge des dabei getrunkenen Whiskys. Aus (1)
folgt 1 —Y < 1 <e*(1—Y) und somit

1—e@
2

1
<Y < -
= <2+

| =

Mithin ist lim,_,o Y = %, wie erwartet.
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Waéhrend des ganzen Prozesses werden n Liter Fliissigkeit getrunken, davon
Y in Form von Whisky. Folglich hat Fritz insgesamt H = nA — Y Liter
Wasser getrunken, und mit (2) ergibt sich fiir H die folgende Abschétzung:

— PTeY

1
—Y <H<log2

1—
log 2 +(1—e)-Y.
e* —
Wegen lim
z—0 z
iiberraschend kleine Menge!

= 1 folgt hieraus lim,_.o H = log2 — % = 0.193, eine

Abschnitt 6.2

xloga_l Z—
1 % =loga lim R —— =loga lim c =loga.
z—0 xloga y—0
9\ m+4 2\ m 2\ 4
2a %= lim <1+—> = lim (1+—) . lim (1+—) =21,
Lo\ UV
b % = lim <<1+—>> = lim e/V* =1.
n—oo n n—oo

1
¢ % = lim exp( ogm) =limeY =1.
T

T—00 y—0

d Man vermutet natiirlich % = e®. Wir behandeln zunéchst den einfachen,
aber fundamentalen Grenzwert

1
lim 2080 +H9)
y—0 Yy
[ Setze log(1+y) =: f(y). Dann ist lim, o f(y) = 0 und folglich
g o8y L fly)
y—0 Y y~>0 ef(y) —1 xHO er — ]_ ’

]

Betrachte nun die Funktion g(x) := log ((1 + > ) = xlog( ) Dann
it log(1 log(1
lim g(z) = o lim 20T/ oy Tos+Y) +y>
r—00 T— 00 04/1' yHO
Hieraus folgt % = lim,_,o €9(*) = 2
. L _at/m—1 a1
e Mit a ergibt sich % = lim ———— = lim
n— oo 1/n z—0

3 Der naheliegende Ansatz f(t) := t* liefert

=loga.

D) = (%) = 1 = 172

was mit o = 1/4/2 befriedigt werden kann.
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4 Man hat
3/2 vt
log f(t) = (logt)*/=, logg(t) =logt-loglogt, logh(t)= Togi

Fiir grosse t ist loglogt < (logt)'/? und somit log g(t) < log f(t). Fiir grosse
t ist zweitens logt < ¢'/° und somit (logt)®/? < /2. Hieraus folgt log f(t) <
log h(t). Da log streng monoton wichst, stehen die drei Ausgangsfunktionen
in derselben Relation:

g(t) < f(t) <h(t)  (t—o00).

5a % ist nach Annahme absolut konvergent und somit konvergent.

b Die Reihe % braucht nicht zu konvergieren. Ist zum Beispiel aj, = e™*, so

1 1
= ——, und Z z ist bekanntlich divergent.

log ax k =1
xr

e’ —1

erhalt man

¢ Es gibt ein § > 0 mit

< 2 fiir alle  €]0,d] und weiter ein ko mit
T
ap < ¢ fiir alle k > ko. Somit gilt dann

eak —

0<e™™ —1=

ap < 2 ap (k>k‘o),
ag
und % erweist sich als konvergent.

d Ein einfacher Konvergenzbeweis ist nicht in Sicht; die Reihe konnte also
divergieren. Wenn die a; monoton fallend nach 0 gehen, gilt limy_, o, kax = 0
(siehe die Aufgabe 3 in Abschnitt 5.2) und folglich |k a3| < ay, fiir alle k > k.
Divergenz von % wére also nur bei “stark schwankenden” a; moglich. Wir
versuchen es folgendermassen:

1/Vk  (k=4" fiir ein n € N),
ag = Lk
2 (sonst) .

Dann ist Y, g ax < Y0227 4307 127" = 4 fiir alle m; die Reihe )7, -, ax
ist also konvergent. Die Reihe >, . kaj enthilt jedoch unendlich viele
Glieder vom Wert 1 und ist damit divergent.

Abschnitt 6.3

folgt p = limy_,~ {/cosh(ka) = e*; denn

l1a Aus cosh(ka) = e
1

der angeschriebene Bruch nimmt nur Werte zwischen 5 und 1 an.

o0

« —az eka + e—ka k = k 2
b f(e®z)+ f(e ):Zicosh(ka) z :ZZ,Z =13
k=0 k=0
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2k

W, und hieraus
e—

2a Wie man leicht nachrechnet, gilt 1 —tanh k = e~
folgt limy_,oo ¥/1 — tanh k = e~2. Hiernach ist p = 2.

k
b Fiir k — oo gilt ¥ar = Vk - (1 + %) — &%, folglich ist p= e~3 .

Abschnitt 6.5

I1a Gesucht sind die z € C mit « ! +',Z = 2km fir ein k € Z. Es folgt
12

i+ 2z = 2k(1+iz) und damit weiter z(1 — 2ki) = 2k — i. Dies liefert folgende

Parameterdarstellung der Losungsmenge:

2k — 1 4k 4k% — 1

SR W Ty ST

(keZ).

b Wir schreiben die gegebene Gleichung in der Form

A= 16(—% +z§) = 16 ¢2mi/3 .

V3

Offenbar wird die Zahl e?™/12 = ¢is30° = -5+ % benétigt. Mit ihrer Hilfe
ergeben sich die vier Wurzeln ¢, = i*(v/3414) (0 < k < 3), also

o=V3+i, G=-1+iV3, G=-V3-i, G=1-iV3.
1+iv2 _ 2V2+i

2a Esist = und folglich % = eV87/3 . ¢™i/3_ Damit ergibt
V2 +i 3 S g
sich
% 1 V8m/3 + @6\/577/3 i
2 2
b Esist — g + % = cis %T und somit
1991 - )
%:Cisw :cis(829~27r+ %T) :cis%r :—g—% )
24 — 74 — 43
c Esist z:= 72_ = 3 ! . Man berechnet nacheinander
20 + 157 5
-7 — 243 —52 )
2 7 1 4 _ —927+ 3360 e

52 ) z 54 Y )
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17 —161741108157 + 427445116761

und erhalt zum Schluss 2 = 7 . Wer sich
mit Taschenrechner-Genauigkeit zufrieden gibt, kommt schneller zum Ziel:
Es ist [2| = 1 und arg z = — arctan 3. Hieraus folgt

27 = cis (—17arctan(4/3)) = —0.99843 + 0.056026 4 .

3 Man hat f(t) = 2™ . ¢ Hiernach ist arg f(t) = [t] und |f(t)| =
2/(2™)  Die Bildpunkte liegen demnach auf der logarithmischen Spirale mit
der Polardarstellung » = 2#/(?*7) und man kann f als Parameterdarstellung
dieser Spirale auffassen. Mit jedem Umlauf verdoppelt der laufende Punkt
z = f(t) seinen Abstand vom Ursprung. Die Fig. 6.1 zeigt das Bild des
t-Intervalls [ —27, 27 |.

YA
1,,
\ B
0.5 1 2
Fig. 6.1

4 Dem Hinweis folgend beginnen wir mit

o = e~ 2Tt o = i €122t 2, = e T202mit
Hieraus ergibt sich
arg z,m —argzp, = | —12- 2wt + 2wt], argzs, —argz, = [—720- 2wt 4 2wt ] .

Die gemessenen Grossen 7, und 75 sind daher wie folgt mit ¢ verkniipft:

Tm = —111

(modulo 1) .
Te = —7191
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Um hieraus ¢ zu bestimmen, 16sen wir die Gleichung (—11)j + (=719)k =1
in (moglichst kleinen) ganzen Zahlen j und k. Durch Probieren findet man
7 =196, £ = —3 und erhalt damit

1967, — 37, = (196 - (—11) + (=3) - (=719))t =¢  (modulo 1) .

Abschnitt 6.6

1 Wir l6sen beide Aufgaben in einem Zug. Ist t € 277, so hat man trivialer
Weise %a=n + 1 und %b = 0. Im Weiteren sei also e # 1. Dann gilt

elnt1)t _ 1 ei(n—l—%)t _ —it/2

° e
Zelkt - it _1 27 sin ¢
eit — isin &

k=0 2

Durch Trennung von Real- und Imaginérteil ergibt sich

sin((n—i—%)t) —|—sin% cos% —cos((n—i—%)t)
%a: T s ob = 1 .
251115 2s1n§

(Diese Ausdriicke lassen sich natiirlich auch anders schreiben.)
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Losungen zu Kapitel 7

Abschnitt 7.1

1 Die Funktion ¢ +— ¢ ist im Intervall I’ :=]0,1] fiir & < 0 unbeschrankt,
flir « = 0 konstant =1, und fir o > 0 gilt lim;_ oy t* = 0. Die Funktion
t — sin(1/t) ist auf dem angegebenen Intervall stetig und beschrénkt, aber
der lim;_,o4 sin(1/t) existiert nicht.

a Die Funktion f, ist fiir @ < 0 unbeschrankt und fiir @ > 0 beschrénkt.

b Die Funktion f, ist fiir @ < 0 im Punkt 0 unstetig, fiir o > 0 aber auf
ganz I :=[0,1] stetig; denn dann ist lim;_,4 t* sin(1/t) = 0.

¢ Die Funktion f, ist auf I’ differenzierbar nach den tiblichen Rechenregeln.
Fiir die Differenzierbarkeit an der Stelle 0 muss der

lim falt) = fa(0) = lim t* 'sin(1/t)
t—0+ t t—0+

existieren, und das ist nur fiir &« > 1 der Fall. Fiir diese « ist f/ (0) = 0.

d Die Rechenregeln liefern

fr(t) = at® Lsin(1/t) — t* % cos(1/t) (tel), (1)

«

und hier steht rechter Hand eine stetige Funktion. Um die Stetigkeit von f/,
an der Stelle 0 zu garantieren, muss lim; o f.(¢) = f.(0) = 0 sein, und das
ist nur fiir a > 2 der Fall.

e Inspektion der Formel (1) zeigt folgendes: f/ ist fiir & < 2 auf I’ unbe-
schrankt, fiir & > 2 auf I beschrankt.

2a Es sei zum Beispiel f(c¢) > g(c¢). Da f und g an der Stelle ¢ stetig sind,
gibt es dann eine ganze Umgebung U des Punktes ¢ mit

ht) = f(t) >g(t)  (teU).

Hieraus folgt h'(c) = f'(c). Es sei jetzt f(c) = g(¢) =: a. Im Sinn von Satz
(7.2) gilt dann

fO)=a+met)(t—c), g(t)=a+myt)(t—-c) (tel).
Hieraus folgt
h(t) = a + max{my(t),my(t)} (t — ¢) (t>c).

Fir ¢t > c ist daher my(t) = max{my(t),my(t)}, und daraus ergibt sich
wegen der Stetigkeit von max der rechtsseitige Grenzwert lim; . mp,(t) =
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max{ f’(c), ¢'(c)}. Analog erhélt man lim;_,._ my,(t) = min{f’(¢c),¢'(c)}. Die
beiden Grenzwerte stimmen genau dann iiberein (und machen h an der Stelle
c differenzierbar), wenn f’(c) = ¢'(c) ist.

b Die Funktion ¢ — |f(t)] = max{f(¢t),—f(t)} ist an allen Stellen ¢ mit
f(e) # 0 differenzierbar, an Stellen ¢ mit f(c) = 0 nur dann, wenn f’(¢) =0
ist.

3 Ist o # yo, so gibt es eine Umgebung U des Punktes (xg,yp) mit x # y
fiir alle (z,y) € U. Innerhalb U ist durchwegs die obere Alternative der De-
finition von ¢ anwendbar, und die ist offensichtlich stetig in U, insbesondere
an der Stelle (xg,yo).

Betrachte jetzt einen Punkt (xg,xp). Es sei ein € > 0 vorgegeben. Da f’
stetig ist, gibt es eine Umgebung V von xg mit |f/'(z) — f'(xo)| < € fiir alle
x € V. Dann ist U := V x V eine Umgebung des Punktes (z¢, o). Es sei
(z,y) ein beliebiger Punkt in U. Ist z =y € V, so gilt |¢(z, ) — ¢(z0, z0)| =
|f'(x) — f'(z0)| < e. Ist aber z < y, so appellieren wir an den Mittelwertsatz
(7.16): Es gibt ein £ € |z,y[ C V mit ¢(z,y) = f'(£). Somit ist auch in
diesem Fall [¢(z, y) — d(xo, z0)| = [f'(§) — f'(z0)| <e.

4 Betrachte an Stelle von f die Funktion g(t) := f(t) — ot. Aus my(a) =
g'(a) < 0 folgt die Relation

g(t) —g(a) =mgy(t)(t —a) <0 (a<t<t+h)

flir ein geeignetes h > 0. Die Funktion g ist daher an der Stelle a nicht
lokal minimal. Analog zeigt man, dass g auch am rechten Ende b nicht lokal
minimal ist. Die stetige Funktion g nimmt daher ihr globales Minimum auf
[a,b] in einem inneren Punkt & € Ja,b [ an, und nach Satz (7.13) ist dann

g'(¢€) = 0, mithin f'(§) = 0.
5 Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit
If't)—al <e (a<t<a+d).

Betrachte ein beliebiges h mit 0 < h < §. Nach dem Mittelwertsatz (7.16),
angewandt auf das Intervall [a,a + h], gibt es ein 7 € Ja,a + h[ mit

fla+h) - f(a)
h

= f'(7),

somit gilt dann
fla+h) — f(a)
h

fiir dieses h. Da h €0, d] beliebig war, folgt die Behauptung.

—a|<eg
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Abschnitt 7.2

¢ —tNVi-2-1-vi-2 1
1+ V12 t2 tV1I—2]
D=]0,1], D' =]0,1].

Ia %'(t) =

b %)= g(a + 807V (- pt) 2

= af(a+ )"V (a - pt) 32 .

g

5 (ot 1) 2 (a — )=/

1—t2 2t +t2 t—1t2
c %/(t) _ ( 2 - ( ;_ ) 5 >t_2/3(1 _t)—l/S(l +t)_1/2
2 —t—9t?
= 5 ) 23— Va2

D=1[0,1], D' =]0,1].

d Aus %(t) = exp(t logt) folgt %’'(t) = %(t) - (logt + 1) = t' (logt + 1) ;
dabei ist D = D" =R<g.

1
tant cos2t cost sint

1
3cost sint

d
e Esist 7 logtant = . Hieraus ergibt sich

%' (t) = (log tant) 473

Die Funktion % ist nur dort definiert, wo tant > 1 ist, und dort ist sie auch
differenzierbar. Man hat also D = D' =, ., |5 + k7, 5 + kr|.

2 Es sei u(t) := sin(2t) und v(¢) := t2. Nach der Leibnizschen Formel ist

F(100) _ (180> w100 4 (1(1)()) w99y & <120> u98)y"

alle weiteren Terme verschwinden. Weiter ist
w09 (t) = 2'%sin(2t),  u)(t) = —2%cos(2t), u®®)(t) = —2%sin(2t) .
Damit erhalten wir

FAO () = 1. 290gin(2t) - t2 — 100 - 2%° cos(2t) - 2t — 4950 - 2%8 sin(2t) - 2
= 298((4¢* — 9900) sin(2t) — 400t cos(2t)) .
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Abschnitt 7.3

I Wie man der Fig. 7.1 entnimmt, besitzt ein der Einheitskugel umschrie-
bener Kegel vom halben Offnungswinkel o das Volumen

v=z(1+

3
- > tan® o .
sin «

Wir setzen sin o« =: ¢ und haben dann die Funktion

1+ (1412
f(#) = t(1—12)  t(1—1)

0<t<1)

zu diskutieren. Esist limy oy f(¢) = lim;—,1_ f(¢) = oo; die Funktion f muss
daher in ]0, 1] ein globales Minimum annehmen. Die Ableitung f’(t) besitzt
das Zahlerpolynom

Z(t)=2+2t)(t —t*) — (1 + 2t +13)(1 —2t) = —(1+t)(1 — 3t) ;

im Intervall ]0,1] gibt es daher nur einen kritischen Punkt: ¢ = 5. Der

optimale halbe Offnungswinkel ist somit gegeben durch o = arcsin %

Fig. 7.1

1
2 Betrachte die Funktion g(t) := v/t — t. Thre Ableitung ¢'(t) = N 1
1

verschwindet an der Stelle 7 := 1 €]0,1[, und man berechnet g(7) = 1.
Hiernach ist

min_ g(t) = min{g(0), g(1), g(r)} = min{O, 0, %} =0

0<t<1

und analog
1 1
gpizg ) = max{0.0, 3} =

Unter den Funktionen g(¢) — ¢ nimmt daher g(¢) — § das kleinste Betrags-

maximum, namlich %, an. Die Antwort auf die urspriingliche Frage lautet
also I(t) =t + 3.
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3 Wir miissen die Funktion

x? 3 _@ 2

i ==+ (1-5) = 3o ) 1

auf dem z-Intervall I := [0, 2] untersuchen. Der Graph von f ist eine nach
oben gedffnete Parabel. Liegt deren Scheitelpunkt & := 4¢/3 in I, so wird
das Minimum von f im Punkt £ angenommen. Dies ist fiir ¢ < % der Fall.
Ist ¢ > %, so fallt & > 2 aus, und f ist auf I streng monoton fallend. Das
Minimum von f wird dann an der Stelle x = 2 angenommen. In diesem Fall
ist also der rechte Scheitelpunkt der (¢,0) am néchsten gelegene Punkt der

Ellipse. Die Fig. 7.2 zeigt die beiden Félle ¢ = % und ¢ = %.

Fig. 7.2

4 Die Ableitung der Funktion ¢(t) := (a/t)! = exp(—tlog(t/a)) betrigt

#(t) = ~o(t) (1 +10g -) .

Hiernach ist ¢ streng monoton wachsend fiir ¢ < a/e und streng monoton
fallend fiir ¢ > a/e. Da es im allgemeinen unméglich ist, genau a/e Teile
der Grosse e herzustellen, ist die optimale Anzahl n der Teile eine der bei-
den Zahlen |a/e| und [a/e]. Welche der beiden, ist durch Wertvergleich at
runtime zu ermitteln.

5 Die Funktion ¢ — cost nimmt beliebige Werte = im Intervall I := [—1,1]
an. Die Funktion

g(z) :==2r* +azx — 1 (—-1<x<1)
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besitzt daher die gleichen Extremalwerte wie f. Sie besitzt den kritischen
Punkt £ = —a/4, der allerdings nur fiir || < 4 im Innern von I liegt. Der
kritische Wert (falls iiberhaupt zu beriicksichtigen) ist g(§) = —1 — a?/8.
Damit erhalten wir

max f(t) = max g(z) = max{g(-1),9(1), 9(€)}

=max{l —a,1 +a,—-1—-a?/8} > 1
und dasselbe mit min anstelle von max:

Itniﬂgf(t) =min{l —a,1+a,—-1—-a*/8} < —1.
€

Die angegebenen Schranken +1 sind nur mit a = 0 realisierbar.

6 Ist n > 5,s0ist 3(n—3) > n; es lohnt sich also nicht, Teile > 4 herzustellen.
Wegen 4 = 2 - 2 brauchen wir also nur Teile der Grosse 2 und 3 ins Auge zu
fassen, und wegen 23 < 32 sollte es hochstens zwei Teile der Grosse 2 geben.
Ausserdem ist 2 - 2 besser als 3 - 1.

Damit ergibt sich die folgende Strategie: Ist die vorgegebene Summe von der
Form N = 3k, so ist das maximale Produkt P = 3*. Ist N = 3k + 1, so wird
P =2.2.3*"1 und im Fall N = 3k +2 wird P = 2-3*. Fiir das vorgegebene
N := 2003 erhilt man so P = 2 - 357 eine 319-stellige Zahl.

7a Besitzt ein dem Kreis einbeschriebenes Dreieck zwei ungleich lange Seiten
a und b, so kann man auf der Grundlinie c ein einbeschriebenes gleichschenk-
liges Dreieck errichten, das grosseren Fldcheninhalt besitzt. Das flaichen-
grosste einbeschriebene Dreieck muss daher lauter gleiche Seiten haben.

A/

Fig. 7.3
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b Das ist tiberraschend schwierig! Hier ein Vorschlag:

Es sei A = ABC ein beliebiges dem Einheitskreis einbeschriebenes Dreieck.
Ist A nicht gleichseitig, so ist sein kleinster Winkel o < 7/3. Auf der
Gegenseite BC' dieses Winkels lésst sich ein einbeschriebenes gleichschenk-
liges Dreieck A’ errichten, das an der Spitze A’ gleichfalls den Winkel «
aufweist und eher grosseren Flacheninhalt hat als A. Damit sind wir in
der Situation der Fig. 7.3, in der zusétzlich das gleichseitige Dreieck A’B'C’
eingezeichnet ist.

Der Punkt B’ liegt zwischen B und dem Scheitelpunkt S zur Seite A’C' des
Dreiecks A’. Folglich hat das Dreieck A” := A’C'B’ grosseren Flacheninhalt
als A’, und weiter hat das gleichschenklige Dreieck A’B’C’ iiber A’B’ gros-
seren Flacheninhalt als A”.

8 Esist f{(t) = e’ —\. Hieraus ergibt sich der eine kritische Punkt 7 = log A,
der aber nur fiir 1 < A < e im Innern des t-Intervalls I := [0,1] liegt. In der
Fig. 7.4 sind die Graphen der drei Kandidatenfunktionen

b1 = H0)=1 (AeR),
da(N) = fa(l)=e—A (A eR),
650 = () = A1 —logh) (1<A<e)

eingezeichnet. Man entnimmt ihr ohne weiteres

1 (A<1) e—A (A<e—1)
mA) = 4 AL =log ) Ei;z)«i) ’ M(A):{l (Aze-1)
&

Fig. 7.4

9a Wir setzen noch zur Abkiirzung (1—¢)/(14¢) =: p €]0, 1[. Damit ergibt
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sich nacheinander

gtant —tant  2(¢—1)costsint
1+ qtan®t  2cos?t + 2gsin’t
(¢ — 1)sin(2t)
1+ cos(2t) + q(1 — cos(2t))
psin(2t)

= —W =:g(t),

tan ¢(t) =

und zwar trifft das zundchst zu fir -5 < ¢t < . Wegen ¢(0) = 0 =

arctan g(0) folgt hieraus ¢(t) = arctan g(¢) und somit

f(t) =t+ ¢(t) =t + arctan g(¢) (—g <t<g) .

Nun ist aber g(t) eine auf ganz R definierte m-periodische Funktion, und wir
konnen sie fiir die Fortsetzung von f heranziehen. Damit erhalten wir

N psin(2t)
t) =t — arctan —————— .

7o) aretan Ty pcos(2t)

b Es geht zundchst um die Extrema der periodischen Funktion g¢(t), und

hierfiir miissen wir nur deren kritischen Werte bestimmen. Es ergibt sich

¢'(t) = Z(£)/N(¢) mit

Z(t) = —2pcos(2t) (1+pcos(2t)) +psin(2t) (—2psin(2t)) = —2p(cos(2t)+p) -

In den kritischen Punkten von g gilt also cos(2t) = —p und folglich sin(2t) =
+4/1 — p?. Die kritischen Werte von g sind daher die beiden Zahlen

pv1—p* P
1—p2 — 2
p 1—p

Hieraus folgt

1—
max | f~(t) — t| = arctan S arcsin p = arcsin ¢
teR 1—p2 1+4¢

Abschnitt 7.4

1 a, ¢ Nur die Differenzierbarkeit an der Stelle ¢ = 0 ist fragwiirdig. Hierzu
berechnen wir

f&) - f0) _t+ 2t% sin(1/t)
t—0 t

1
:1+2tsinz—>1 (t—0);
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somit ist f/(0) = 1.
b Firt #0ist f/(t) =1+ 4tsin(1/t) — 2cos(1/t), und dies ist offensichtlich
fiir 0 < |t| < 1 beschrankt. Die Behauptung ergibt sich daher im Verein mit
a.
1
d Betrachte die Folge t; := o (k > 1). Diese Folge konvergiert gegen 0,
0

und es gilt f'(t) = —1 fiir alle k. Wahle ein ¢, € ]0,h[. Im Sinn von Satz
(7.2) ist dann

f@) = f(te) = mp()(t —t) >0

fiir alle hinreichend nahe bei t;, gelegenen ¢ < tj.

2 Im folgenden bedeutet lim stets “Grenzwert des angegebenen Ausdrucks,
falls dieser Grenzwert existiert”.

cos(VI+t—1)-1/(2v/1+1) 1 1

a%z}g% . :cos0'§:§.
1 -1
b - 1D
-1
1 t 1
c % =lim ogaa _ 0gd

t—0 logb bt logh

_/2si’(t/2) 2 [sin(t/2)]
d % - hm _— = — hm Ll __ -

t—0 t 2 t—0 /2
istieren die einseitigen Grenzwerte

existiert nicht; hingegen ex-

V2 . [sin(t/2)] V2
— hm —_— = Zl: —_— .
R F D) 2
% — 1 at*~t — gth-1 a—=p
€ o= T/ —Ip/at ~ /5 —1/a

f Wir setzen (1 + 2sint)®'" =: f(¢). Dann ergibt sich mit Hilfe der Substi-
tution 2sint =: x der Grenzwert

af .

log(1 + 2sint t log(1
lim log f(t) = lim og(1 + ‘sm ) cos =2 lim log(1 + 2) lim cost = 2
t—0 t—0 sint z—0 T t—0

(sieche Aufgabe 1d, Abschnitt 6.2), und hieraus folgt weiter % = €.

Abschnitt 7.5

1a Das betrachtete n-Eck sei dem Einheitskreis einbeschrieben, und es seien
ar €]0,7[ (1 <k < n) die Zentriwinkel {iber dessen Seiten. Die Funktion
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sin ist auf dem Intervall ]0,7[ streng konkav. Damit lasst sich fiir den
Flécheninhalt A dieses n-Ecks die folgende Rechnung aufmachen:

n

1 - 2
A:gzgsinakggsin<;ak/n) :gsin%,

k=1

2T
und zwar gilt hier das Gleichheitszeichen nur, wenn alle o = — sind.
n

b Es seien a, b, c mit a+b+c = 2s die drei Seiten des Dreiecks. Nach (7.30)
(bzw. dessen Spezialfall p, = 1/3 (1 < k < 3)) gilt

(s —a)(s — b)(s — o) < (%) -(3)"

Auf Grund der Heronschen Formel berechnet sich damit der Flacheninhalt
des betrachteten Dreiecks wie folgt:

st 52
A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c) < 2_7:%’

und zwar gilt hier das Gleichheitszeichen nur, wenn a = b = c ist.

2 Die Funktion f(z) := —zlogz ist fir > 0 konkav: Man berechnet
nacheinander f'(z) = —logx — 1, f”(z) = —1/x < 0. Hieraus folgt

"1 = 1. 1
H=n) —f(p) m-f(Zpk/n) =—n —log~ =logn,
k=1

k=1

1
und zwar gilt hier das Gleichheitszeichen nur, wenn alle p;, den Wert — haben.
n

3a Die Funktion z ~— 22 ist fiir z > 0 konvex; die behauptete Ungleichung
folgt daher unmittelbar aus der Jensenschen Ungleichung (7.28).

b Wir lassen beliebige Exponenten « (anstelle von 3) und n Summanden
(anstelle von 3) zu, bleiben aber bei Gewichten py = 1/n. Die Funktion
x — xz% (z > 0) ist streng konvex fir « < 0 und o > 1 und ist streng
konkav fiir 0 < o < 1. Damit lasst sich folgendes sagen: Fiir beliebige x; > 0
(1<k<n) gilt

(RSN R
- < - = <0 od >1
(n;:%) < nl;)xk (a oder > 1),

bzw. dasselbe mit >, wenn 0 < a < 1. Das Gleichheitszeichen gilt jeweils
nur, wenn alle x; iibereinstimmen.
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Abschnitt 7.6

1 Man erhalt nacheinander

tan = tan, tan(0) =0,

tan’ = 1 +tan®, tan’(0) =1,

tan” = 2tan(1 + tan?), tan”(0) =0,
tan”’ = (2 + 6tan?)(1 + tan?) .

Da tan ungerade ist und auf [O, %] monoton wachst, gilt

6 1 16 T
t 124 < t 124 E — 2 _) (1 _) _ < < _) .
| tan”’(7)| < tan 5 ( +3 —|—3 3 |7'|_6

Damit erhalten wir j2 tan(t) = ¢ und vor allem die Fehlerabschétzung

1

t3 tan”’ (1) 6 . 3 ™
1 (TEE
e <pp (n<l

3!

tant — jg tan(t)| =

2 Man hat

1 1
t ( tan — t —):
an| arctan 5 4+ arc an3

folglich trifft die angeschriebene Formel zu. Wir schreiben arctan =: f; dann
ist
1 1
"(t) = =R
P =157 = Regqs

und mit vollstandiger Induktion beweist man

(=i)=t (r — 1)
(1+it)

F(t) = Re (r>1). (2)

Hieraus folgt

Vm@) (teR, r>1).

1

< =

il -

Eine Uberschlagsrechnung zeigt, dass die Genauigkeit von JeOf fiir unsere
Zwecke geniigt. In der Tat: Die Abschétzung

#(3) —aen () = |

und die analoge Abschitzung mit % anstelle von % garantieren einen Fehler

< (10)™* bei der Anwendung jener Formel fiir Z.

()= rmm




66

Die Werte f)(0) lassen sich an (2) ablesen. Es ergibt sich die folgende
Tabelle:

k: 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f®@: 0 1 0 -2 0 4 0 —6 0 8 0°

Damit wird 5 . - o
t t t t
10
)=t——+—— =+ —
und man erhalt den Naherungswert

T = 10 (1) /10 (1) — 0.7854353
1 Jo 5 +Jo f 3 . .

Der Vergleich mit dem Tabellenwert 7 = 0.7853982 zeigt eine Abweichung
von 0.0000371.

3 Fir alle £ > 0 und alle 7 €]0,1] gilt
0 < sinh® (7) < max{cosh, sinh 7} < cosh7 +sinh7T =¢” < e.
Hieraus folgt die Abschétzung

sinh ™+ (7) e

|sinh 1 — j§ sinh(1)| = OS] <(n+1)'.

Um zu garantieren, dass hier die rechte Seite < 5-107'% wird, muss (n+1)! >
2e 10190 sein. Wegen 70! = 1.2-10'% ist dies zum ersten Mal fiir n = 70 der
Fall. Da sinh ungerade ist, besitzt jJ°sinh nur 35 “tatsichlich vorhandene”
Glieder.

4 Nach Konstruktion ist ¢(*)(0) = 0 fiir 0 < k < 14, ferner ist (1) (0) =
sin0 = 0. Die erste an der Stelle 0 nicht verschwindende Ableitung von g ist
g1 () = cost, und zwar ist g9 (0) > 0. Die Funktion g besitzt daher an
der Stelle 0 ein lokales Minimum.

5 Gibt es ein k > 1 mit a; # 0, so sei n := min{k |k > 1, ar # 0}. Ist n
ungerade, so besitzt f an der Stelle 0 kein lokales Extremum. Ist n gerade,
so besitzt f ander Stelle 0 ein lokales Minimum, falls a,, > 0, und ein lokales
Maximum, falls a,, < 0.

Gilt aber a; = 0 fiir alle k£ > 1, so lasst sich kein derartiger Entscheid treffen.
Es sei f die in Beispiel 7.6.@ konstruierte Funktion. Die Funktion

g(t) :=ao £ f(t) £ f(—1)
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besitzt dann, je nach Wahl der beiden Vorzeichen, an der Stelle 0 ein lokales
Maximum, ein lokales Minimum oder einen Wendepunkt.

6 FEin Losungsvorschlag, siehe die Fig. 7.5: Es sei f die in Beispiel 7.6.@
konstruierte Funktion. Die Funktion g: ¢ — f(2 —t) + f(¢t — 1) ist iiberal
positiv und stimmt fiir 0 < ¢ < 1 mit ¢ — f(2 — t) tberein; ferner ist
t+— f(2—1) fiir ¢ > 2 identisch 0. Folglich leistet

F(2-1t)
t) :=
AR R E (T
das Verlangte.
1
¢
g
| : -t
0 1 2 3
Fig. 7.5

Abschnitt 7.7

1 Wir vertrauen auf die Kraft des Kalkiils und nehmen ohne Beweis an,
dass auch Nullstellen im Komplexen mit Hilfe des Newtonschen Verfahrens
approximiert werden konnen. Demgemass lautet die Iterationsvorschrift in
diesem Beispiel wie folgt:

zg—3zn+27:zg—27
22, — 3 2z, —3

Zn+l = Zn —

Damit erhalt man

(14502 -27  (=51410i)(-1—-10i) 151 500

A= 101 ~ 101 101
und weiter
1500026 4
Ly — 1000026 4975000, 00004200 & 4.974995025 .

~ 1000001 * 1000001
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Die wahre Losung lautet 2(1 4 /11i) = 1.500000 + 4.974937.

2 Die Iterationsvorschrift lautet hier

x =Xy, — —xi _—
n+1l -— 4n 2xn - 9
Hieraus folgt natiirlich x, = 27". Der Abstand von der wahren Losung

& = 0 halbiert sich also mit jedem Schritt; die Konvergenz ist linear. Das
steht nicht in Widerspruch zu den Ausfithrungen in Abschnitt 7.7, denn eine
entscheidende Voraussetzung ist nicht erfiillt: Im vorliegenden Beispiel ist

f'(€) =0.

3 Die Rekursionsvorschrift lautet hier

Fiir die Konvergenzdiskussion betrachten wir die Hilfsgréssen y,, := 1 — cxy,.
Sie geniigen der Rekursion

Yni1 =1 —cxpi1 =1 —cx,(2 — cxyn) = 92 (n>0).
Hieraus folgt |y,| = |yo|?" = |1 — ¢[*", und dies konvergiert wegen |1 —¢| < 1
“quadratisch” gegen 0. Wegen

1

1
=~ |yn
C C

ist die Konvergenz der z,, gegen — von derselben Rasanz.
c



Losungen zu Kapitel 8 69

Losungen zu Kapitel 8

Abschnitt 8.1

1 Die Bewegung erfolgt langs der z-Achse mit Nullpunkt im Erdmittelpunkt.

a Ist |z — R| < R, so hat man die Differentialgleichung 2 = —g mit den
Losungen z(t) = zp + vot — th.

b Die Gravitationskraft und damit die Beschleunigung eines Probekérpers
nimmt fiir z > R mit dem Quadrat des Abstands vom Erdmittelpunkt ab.
Ist z = R, so betragt diese Beschleunigung —g. Damit erhalten wir die

folgende Differentialgleichung:

¢ Befindet sich der Probekorper im Erdinnern, so wirkt nur die weiter innen
gelegene Erdmasse, und zwar so, als ob sie im Erdmittelpunkt konzentri-
ert wire. Die gegen den Erdmittelpunkt gerichtete Beschleunigung eines
Probekérpers ist dann proportional zu %13 /r?, also proportional zu r = |z.
Damit erhalten wir eine Differentialgleichung der Form 2 = —cz fiir ein
gewisses ¢ > 0, und Eichung an der Erdoberfliche liefert definitiv

z (z<R).

Fig. 8.1
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2 Wir beziehen uns auf die Fig. 8.1. Die erhaltenen Gleichungen gelten in
den Punkten x = +y “sinngemass”.

a Betrachte einen Punkt (z,y) im Innern des ersten Quadranten. Die Stei-
gung des Kreises v € I durch den Punkt (z,y) ist gegeben durch

2tanae 2y/w

"= tan¢ = tan(2a) = = :
Y ne n(2) 1—tan’a 1—y?/a?

Die Differentialgleichung der Schar I' lautet daher

/ 2zy
y =

72 —y2

b Die Steigung der Orthogonaltrajektorie zu I' im Punkt (z, y) ist das negativ
Reziproke zur Steigung der Scharkurve im Punkt (z,y). Die Differentialglei-
chung der Orthogonaltrajektorien lautet demnach:

2 2
) Yy =T

2xy

Y

¢ Vermutung: I'* ist die Schar I der Kreise, die die y-Achse im Ursprung
beriihren. Beweis:

[ Es sei (x,y) ein beliebiger Punkt im Innern des ersten Quadranten. Es
gibt genau einen Kreis vy € I" durch (z,y) und genau einen Kreis 4" € I durch
(z,y). Diese beiden Kreise schneiden sich im Ursprung in einem rechten
Winkel, also auch im Punkt (x,y). Die Schar I' hat daher die von I'*
verlangten Eigenschaften. N

d Die Schar I wird beschrieben durch die Gleichung
(o - +y = 1)

bzw.
22(x —¢) = 2% — ¢* (2)

Ist v/ : y = y(x) ein Mitglied dieser Schar, so folgt durch Ableitung von (1)
nach z die Beziehung

2(z — ) + 2y(a)y' () =0,

und mit (2) ergibt sich

Die Kurven 7/ der Schar I'' = I' geniigen daher tatsichlich der in b ermit-
telten Differentialgleichung.
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3a (Fig. 8.2, links) Durch jeden Punkt (z,y) mit 0 < y < s gehen zwei
Scharkurven. Ist 0 < ¢ < 7, so gilt

Y

Aus Symmetriegriinden erhélt man daher folgende Differentialgleichung der
beiden Scharen:

Yy =tang¢ =

O<y<s).

Fig. 8.2

b (Fig. 8.3) Kurven der beschriebenen Art sind erstens die “angestellten
Leitern” der Lénge s; sie erfiillen die Tangentenbedingung trivialer Weise.
Zusétzlich gibt es aber noch die sogenannte Enveloppe ¢ dieser Geradenschar,
eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte eine Schargerade beriihrt und damit
die Tangentenbedingung ebenfalls erfiillt.

Liegt der Punkt (z,y) auf der Schargeraden mit Anstellwinkel ¢, so gilt

x Yy 7r
=5, 0<op<—.
cos ¢ + sin ¢ s ¢ 2
Driicken wir hier cos ¢ und sin ¢ durch tan ¢ = —y’ aus, so ergibt sich, dass

x, y und 3y’ wie folgt miteinander verkniipft sind:

/ 2
x\/1+y'2—971+y, =3

/

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung; sie wird von den Schargeraden,
aber auch von der Enveloppe ¢ erfiillt. Leider ldsst sie sich nicht in einfacher
Weise nach y’ auflésen. Man schreibt sie dann gern in der folgenden Form:

sy

/
=Y T .
y=y o7
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Fig. 8.3

¢ (Fig. 8.2, rechts) Durch jeden Punkt (z,y) mit y > 0 gehen zwei Scharkur-
ven. Ist 0 < ¢ < 7, so lautet die angegebene geometrische Bedingung:

1

§y2 cot p = s .
Hier ist cot ¢ = 1/y. Aus Symmetriegriinden erhélt man daher die folgende
Differentialgleichung der beiden Scharen:

/ y2

.
y 252

4 Die Formeln und Ergebnisse von Beispiel @ konnen direkt iibernommen
werden. Nach (7) hat man die charakteristische Gleichung

2AZ + 60\ +300 =0

mit den Wurzeln A\; = —5(3 — v/3) und Ay = —5(3 + /3). Die Losung mit
den Anfangsbedingungen y(0) = 0, §(0) = v ist geméss der letzten Formel
jenes Beispiels gegeben durch

At
y(t) = N g(t), g(t) = (vo — Aayo + (M1yo — vo) 6(/\2_/\1)t) .

Die Funktion g hat den Anfangswert g(0) = (A1 —A2)yo > 0 und den Endwert
limy_, g(t) = vo — A2yo. Ein Nulldurchgang von g und damit von y(-) findet
genau dann statt, wenn dieser Endwert negativ ist. Um vy — A2yg > 0 mit
negativem vy sicherzustellen, muss

5(3+/3)

\Uof = —v9 < —Aoyo = BT =11.830...
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sein. Die nach unten gerichtete Anfangsgeschwindigkeit darf also hochstens
11.830 m/s betragen, wenn kein Nulldurchgang eintreten soll.

5 Aus (y? —y)(y? +y) = 0 folgt

=y (y>0)
Yy =10 (y=0)
/=y (y<0)

Fiir einen Anfangspunkt (to,yo) mit yo > 0 erfiillt die Differentialgleichung
y" = \/y die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes und be-
sitzt damit genau eine Losung durch diesen Punkt. In der Folge gehen durch
jeden Punkt (¢g, yo) mit yo # 0 genau zwei Losungen der urspriinglichen Diffe-
rentialgleichung. In den Punkten (¢g,0) sind jene Voraussetzungen allerdings
nicht erfiillt, wie sich gleich herausstellen wird.

Die Losungen der Differentialgleichung y’? = 4y lassen sich namlich mit Hilfe
des naheliegenden Ansatzes y(t) = A(t — ¢)? explizit bestimmen. Man erhélt
die Bedingung

A2B32(t — )PP = £ At — )P,

die durch A = 0 sowie durch =2, A = j:i und beliebiges ¢ befriedigt wird.
Alles in allem ergibt sich: Die samtlichen Losungen der Differentialgleichung
(y')* — y? = 0 sind die Parabeln y(t) = +1(t — ¢)?, ¢ € R, sowie die Gerade
y=0.

Durch einen Anfangspunkt (¢g,0) gehen demnach zwei dieser Parabeln sowie
die spezielle Losung y = 0. Hieraus lassen sich insgesamt 9 verschiedene
Losungen des betreffenden Anfangswertproblems fabrizieren; denn man kann
flir t < tg und fiir t > tg unabhéngig voneinander die obere oder die untere
Parabel oder aber die spezielle Losung wahlen.

6a Siehe die Fig. 8.4. Oberhalb der Linie y = 1 hat das Richtungsfeld die
konstante Steigung 1.

b Die Losung durch den Anfangspunkt P; ist
y(t) = —€ (—oo <t < 0),

und die Losung durch den Anfangspunkt P» ist (siehe die Fig. 8.4)
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Fig. 8.4

Abschnitt 8.2

1 Das charakteristische Polynom qj, besitzt die beiden Nullstellen —2 41, je
mit Vielfachheit 2. Das einfachste Polynom mit dieser Eigenschaft ist

ar(A) = (A +2—-)?(A+2+10)? = (A2 +4) +5)?
= A 4803 +26M7 440\ + 25

und die hierzu gehorige Differentialgleichung lautet:

y//// _|_8y/// + 26y// _|_40y/ +25y — 0 .

2a y'—y=0.
b Diese Funktion ist nicht Losung einer derartigen Differentialgleichung.

¢ Die Funktion ¢3 ist eine Linearkombination von cos und sin, mithin eine
Losung der Differentialgleichung 3" +y = 0.

d Das charakteristische Polynom hat die doppelte Nullstelle 0 sowie die bei-
den Nullstellen +i. Das Polynom niedrigsten Grades mit dieser Eigenschaft
ist ¢(A) = A2(A\? + 1); die zugehérige Differentialgleichung lautet

yl/// + y// _ O .

e Man hat ¢5(t) = exp(logt/logt) = e; folglich ist ¢5 Losung der Differen-
tialgleichung 3’ = 0.

3a Die charakteristische Gleichung A\?> — 4 = 0 besitzt die beiden Losungen
2 und —2. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet dem-
nach yhom(t) = c1e?® + cae 2. Da —1 nicht Eigenwert ist, konnen wir fiir
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eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung den folgenden Ansatz
machen:

Yp(t) = (A+ Bt)e " .

Man berechnet g,(t) = (B — A — Bt)e ", ij,(t) = (—2B + A+ Bt)e " und
muss nun
iip(t) — dy,(t) = (—2B —3A — 3Bt)e ' =te™!

Nell\V]

sicherstellen. Koeffizientenvergleich liefert nacheinander B = —%, A=
Die allgemeine Losung von % lautet demnach

2
y(t) = cre® + cae ™ + (§ - g)@ft .

b Das charakteristische Polynom ¢(A\) = A3 + w?X besitzt die Nullstellen 0
und +iw. Die allgemeine reelle Losung der homogenen Gleichung 4 4+w?y = 0
lautet demnach ynom (t) = €1 + ¢2 cos(wt) + c3 sin(wt). Auf der rechten Seite
von % sind ebenfalls die Frequenzen 0 und +iw angeregt. Auf Grund von
Satz (8.8) (mit m = 1) gibt es daher eine partikuldre Losung von % der
folgenden Form:

yp(t) = At + Aogt® + Ast?
+ (Byt + Bat? + Bst®) cos(wt) + (C1t + Cat?® + Cst?) sin(wt) .

Das charakteristische Polynom von % ist ungerade. Der zugehorige Dif-
ferentialoperator L verwandelt daher gerade Funktionen in ungerade, und
umgekehrt. Da nun die rechte Seite vom % eine gerade Funktion ist, muss y,
von vorneherein ungerade sein. Der obige Ansatz vereinfacht sich damit zu

yp(t) = Art + Ast® + (Byt + Bst?) cos(wt) + Cyt? sin(wt) .
p

Nach ldngerer Rechnung ergibt sich

Up(t) + w29, (t) = 6A3 + Ajw? + 343032
— (2B1w? — 6Cow — 6B3 + 6Bsw*t?) cos(wt)
— (4C5w* 4 18 Bw)t sin(wt) ,

und dies soll = t? + 2 cos(wt) sein. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man
nacheinander die Gleichungen

1 2 1 3
Az = 5— Alz—w—' B3:—@7 CQZEa

1
Bl = —(60200 + 633) =

T
Qw2 4wt
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Damit erhalten wir als allgemeine Losung von % die Funktionenschar

( ) t 2
t (& +C2COSt+03 Sln - 71’;—’— —t
¥ ! w 3w
+ (—t - —21 ) COS((AJT’I) + T3 t sm(wt) .

Merke: Ein Ansatz ist eine “Kandidatenliste”. Die nachfolgende Rechnung
bringt heraus, welche Kandidaten samtliche Bedingungen erfiillen. Wenn
kein Kandidat passt, war der Ansatz fiir die Katz.

4 Als nichttriviale 27-periodische Losungen kommen nur Funktionen der
Form t — e** k € Z\ {0}, und Linearkombinationen davon in Frage.
Hieraus zieht man den folgenden Schluss: Damit die Differentialgleichung
Yy +ay = 0 derartige Losungen besitzt, muss die charakteristische Gleichung
A3 + a = 0 eine Losung der Form ik mit k£ # 0 haben. Dies ist genau dann
der Fall, wenn o = ik? ist fiir ein k € Z \ {0}.

5 Alle drei Funktionen geniigen der Differentialgleichung 4" — y = 0 mit
dem charakteristischen Polynom A3 — 1 = 0. Deren allgemeine reelle Losung

ist
3t t
y(t) = cret + e t/? (02 cos \/_T + c3 sin \/_T)

Wir probieren es mit

V3t

yo(t) == e’ +e /% cos -

Man berechnet

n(®) 1= pht) = 2 (Leos P B VB,

1 3t 3 3t
ya(t) == yi(t) = €' — e_t/2<§ cos % - % sin %) .
Dann gilt von selbst auch y, = yo. Wir behaupten: Die drei angegebenen
Funktionen yg, y1, y2 sind linear unabhangig.

[ Damit eine Linearkombination Aoyo + A1y1 + Asyo identisch verschwin-
det, muss wegen der e!-Terme Ag + A; + Az = 0 sein. Die Punktprobe bei
t = 0 liefert die weitere Bedingung 2Ag + (A1 + Ay) = 0. Damit gilt schon
Ap=0und A; + A> =0, d.h. A, = —A;. Es folgt

t
Aoyo(t) + A1 (t) + Aoy (t) = —Are 23 sin L

und dies ist nur dann = 0, wenn A; = 0 (und damit auch A, =0) ist. |
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6a Vorweg ist cos a+sina = v/2sin (oz—l—%) . Wir setzen daher zur Abkiirzung
a+ 5 =: 3. Die charakteristische Gleichung der angegebenen Differential-
gleichung lautet dann wie folgt:

M4+ (24+V2sinB)A+3=0,

und ihre Losungen sind die beiden Zahlen

%(—2—\/§sinﬁ:t\/4\/§sinﬂ+251n2ﬁ—8> .

Nun ist 4v/2sin 3+2sin? 3 < 4v/2+2 < 8; folglich sind die beiden Eigenwerte

in jedem Fall komplex. Es kommt also zu (geddmpften oder anschwellenden)
Schwingungen. Der Realteil der beiden Eigenwerte ist wegen

—2-2sinB<-2+v2<0

flir alle 8 negativ; die resultierenden Schwingungen sind daher in der Tat
gedampft.

b Der Realteil der beiden Eigenwerte ist am kleinsten, ndmlich = —1 — %,

wenn sin = 1 ist, und dies ist fiir o = 7 der Fall.

7 Die drei Nullstellen der charakteristischen Gleichung A% + i = 0 sind
Ao=1, A =-—

Die Funktionen ¢ — e sind ungedimpfte harmonische Schwingungen, und
die Funktionen ¢ — eV3t/2 . ¢=i/2 sind anschwellende Schwingungen. Die fiir
t — oo exponentiell gedampften Losungen dieser Differentialgleichung sind

somit genau die zu A; gehérenden Funktionen y(t) = C e~ V3/2 . o=it/2,

8 Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung 4 + w?y = 0
ist Ynom(t) = A cos(wt)+ Bsin(wt). Um eine partikuldre Losung der inhomo-
genen Gleichung zu erhalten, machen wir den Ansatz y,(t) = Ce™%. Es folgt
Yy, (t) = 52Ce~% so dass wir nun durch geeignete Wahl von C' die Identitét

52Ce 0 4+ w2 Ce 0t = ¢

sicherstellen miissen. Dies wird durch C = 1/(6% + w?) erreicht. Die all-
gemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung lautet also folgender-
massen:

6—6t

y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) + Foel
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Wir bendétigen noch

56—615

y'(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt) — 52 + w2

und haben nun mit Hilfe der Anfangsbedingungen die Konstanten A und B
zu bestimmen. Es ergeben sich die Gleichungen

1 0
A _— = B _—_— =
Tere e
mit den Losungen
___1 _ O
2 +w?’ 24w

Die Amplitude der verbleibenden stationdren harmonischen Schwingung be-
rechnet sich somit zu

1
VA2 + B2 = ——— .
WO+ w2

Abschnitt 8.3
1 Das Indexpolynom lésst sich wie folgt zerlegen:
gnd(@) =a(a—1) —da+6=0a®-5a+6= (a—2)(a—3) .

Hiernach ist die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung gegeben durch ypom(r) = c17? + cor®. Der in % rechter Hand
auftretende Exponent 5 legt nahe, fiir eine partikuldre Losung von % den
Ansatz y,(r) = Ar” zu machen. Durch Einsetzen in % ergibt sich die Bedin-
gung

42A7° — 28Ar® 4+ 6Ar° =15 ;

sie liefert A = % . Die allgemeine Losung von % lautet demnach

1
2 3, L o7
y(r) =c1r® + cor® + 2OT .
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Losungen zu Kapitel 9

Abschnitt 9.1

1 Wir schreiben zur Abkiirzung sup(f|B) := sup{f(z) |xr € B} und analog
infp f := inf{f(z) |z € B}. Fir eine beliebige Teilung T" des Intervalls [a,b]
sind dann die Riemannsche Obersumme und die Riemannsche Untersumme
von f definiert durch

Rr(f) = sup(f|Qx) w(Qx),  Rp(f):=) inf(f|Qk) n(Qx) -
k=1

k=1
a Dies folgt unmittelbar aus der fiir beliebige M C R giiltigen Beziehung
diam(M) = sup M — inf M, deren Beweis wir hier nachholen:
[ Esseiinf M =: a, supM =: § und diam(M) =: d. Es gilt —y < —a fiir
alle y € M und folglich
d := sup{|z — y| } z,y € M} =sup{z —y ‘ z,ye M} <f—-a.

Umgekehrt gilt x —y < d, bzw. ¢ < d + y, fiir alle z, y € M. Folglich gilt
dann auch noch 8 < d+y, bzw. y > 3 — d fiir jedes feste y € M. Hiernach
ist 8 — d eine untere Schranke fiir M, und hieraus folgt a@ > 8 — d oder eben

d>p—a. |
b Ist Qy eine disjunkte Vereinigung von Teilintervallen Q' (r < j < s), so
gilt

sup(f|Q)) <sup(flQx) (r<j<s),  wQ) =Y uQ;).
j=r
Hieraus folgt
ZSUP(fIQ}) @) < sup(f1Qr) 1(Q) = sup(f1Qx) p(Qr) ,

j=r

und durch Summation tiber alle k ergibt sich die Behauptung.

¢ Esseien T" eine beliebige Teilung, die feiner ist als T', und 7. ein zugehoriger
Satz von Messpunkten. Dann gilt nach b die Ungleichung

Ry (f) < Ry (f) < Re(f) -

Es sei ein € > 0 vorgegeben. Ist T’ hinreichend fein, so trifft auch die Un-
gleichung

Ry (f) > fdu—e
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zu. Folglich ist f[a nfdpn < Rr(f) + &, und da ¢ > 0 beliebig war, gilt
in Wirklichkeit sogar [, , fdu < Rr(f). Analog schliesst man beziiglich
Ry (f)-

2 Da die Funktion f(z) := e~ /2 auf dem Intervall [0,2] monoton fllt,
lasst sich folgendes sagen: Wahlt man als Messpunkt in jedem @), den Punkt
Tk = tr—_1, o erhalt man einen zu grossen Naherungswert

1<,k
Sy = Tokg)f<ﬁ> —1.2393. .. ;

setzt man stattdessen 7y := tj, so erhalt man einen zu kleinen Naherungswert

1Nk
Ss ::m];f(m>:1.1528....

Der Tabellenwert ist f02 e=*"/2 dp = 1.19629. . . .

3 Die Funktion f geniigt auf [0,1] der Abschétzung 0 < f(¢) < 1, und die
Menge N := {+ | n > 1} der Unstetigkeitsstellen von f ist eine Nullmenge.
Auf Grund von Satz (9.15) ist somit f iiber [0,1] integrierbar.

Ist

1
<t< —
n+1 n

fiir ein n > 1, so folgt n < 1/t < n+ 1 und somit |1/¢] = n. Die Funktion f
lasst sich daher folgendermassen schreiben:
1 1 1
L (e,
n+1 n
0 (t=0).

Damit ergibt sich fiir beliebiges N > 2 die Beziehung

1 f(lt)du(t)Z/1 — dpu(t) /11/n n du(t)

ynt = J1/(n+1)

N—
—log1—1 ( )
o1 —log Z: e

N—-1 1 1
—logN— S —1oeN-S"Z 41
og ;n+1 og Zn+ ,

n=1

und hieraus folgt wegen 0 < f(¢) < 1 leicht das Endresultat

1 1 N
/0 F@O)du(ty = Jim [ f(t)dp(t) =1~ Jim_ (Z%—mw) .

1/N n=1
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Der rechter Hand erschienene Grenzwert

. 1 1 1
yi= ngnoo(1+§+§+...+ﬁ —logN) — 0.5772157. ..
ist die beriihmte Eulersche Konstante, die in vielen Formeln der hcheren
Analysis auftritt.

4a Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit @ = f(a) = 0 und
b= f(b) = 1 annehmen. Wir teilen das Intervall [0, 1] wie vorgeschlagen in
N2 gleiche Teile Q. Dann gilt wegen der Monotonie |A f|g, = f(tx)—f(tk—1)
und folglich

D 1Al = f(1) = f0)=1. (1)
k=1

1
Ein k bzw. Qy, ist schlecht, falls |Af|g, > N ist. Alle andern k bzw. Qg

sind gut. Wegen (1) kann es héchstens N schlechte k geben, und fiir jedes
von ihnen ist |Af|g, < 1. Die Menge der schlechten k bezeichnen wir mit S,
diejenige der guten k mit G. Wir kénnen dann folgende Rechnung aufmachen:

1 1 1 , 1 1 2

DT(f):Z|Af|Qk m*‘Z‘Aﬂka SN'l'm+N 'N'mzﬁy
kesS kedG

und hier kann die rechte Seite durch geeignete Wahl von N beliebig klein

gemacht werden.

b Vorschlag:

ft) =

3
/N
3
+ |~
—

A\
~
IN
S|+
3
vV
—_
N—

¢ Essei k+—rp (k> 1) eine Aufzdhlung der rationalen Zahlen im Intervall
10,1[. Wir definieren die Sprungfunktionen hg: [0,1] — R durch

hi(t) = {g—k Ei ; ::g _

Dann ist die Funktion f(¢) := > r-; hi(t) wohldefiniert, monoton wachsend
und in allen rationalen Punkten r; €]0, 1[unstetig. Das Letztere lésst sich
wie folgt einsehen:

[ Betrachte den Punkt r;. Die Funktion g(t) := > kz; Ik(t) ist ebenfalls
monoton und besitzt an der Stelle r; einseitige Grenzwerte g(r;—) < g(r;+).
Wegen f(t) = g(t) + h;(t) folgt dann

flri=) =g(rj=) <g(rj+)+277 = f(rj+),

somit besitzt f bei r; eine Sprungstelle. N
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5 Nach dem Additionstheorem fiir tan gilt

t — tr— k k-1
14 tptp 1 n n

Hieraus folgt zunéchst einmal

th—th1 = (L+tatp_1)tan © < (1+¢2)tan © = (1+2) tan > (1< k < n)
n n n
und damit lim,, . ||T,]| = 0.

Wir wahlen nun Messpunkte 7y := \/Tgtr—1 € [tk—1,tx]. Dann wird

n

et 1+Tk k:11+tktk_1 n’

und hieraus ergibt sich

1 t
/ ——du(t) = lim Ry (f) = lim « tan(a/n) =a =arctanz .
[0,2]

1+ $2 n— 00 n— oo a/n

Abschnitt 9.2

1 Die Funktion F(z) := fo t)dt ist eine Stammfunktion von f. Wenn
diese Funktion 27- per1odlsch seln soll, muss jedenfalls F'(27) = F(0), das

heisst
2T

f(t)dt =0 (2)

0
sein. Die Bedingung (2) ist aber auch hinreichend.

[ Betrachte die Hilfsfunktion h(z) := F(x + 27) — F(z). Es ist h/(z) =
F'(x +2m) — F'(z) = f(x + 27) — f(x) = 0 und somit

h(z) = h(0) = F(2r) — F(0) =0 .
_

2a Die Operation ¢, ist auf X nicht wohldefiniert.

b,c Wird F durch F + ¢, ¢ # 0, ersetzt, so dndert sich > 7 \gF(¢;) um
den Wert ¢->"7_; \g, und dies verschwindet genau dann, wenn Y ,_; A, =0
ist. Im Fall b ist also das ¢ nicht wohldefiniert, im Fall ¢ schon, und dann ist
es auch linear:

o((F) Z)\k (ts) + nG(tr)) = ¢((F)) + no((G)) -
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y

Fig. 9.1

d Die Operation 7 ist auf X wohldefiniert; denn alle Reprasentanten von
(F) haben dieselbe Ableitung. Die Linearitéit von 1 folgt aus der Linearitét
der Operation ’.

e Ist a # b, so ist die Operation x nicht wohldefiniert: Wird F durch F' + ¢,
¢ # 0, ersetzt, so dndert sich der Wert des Integrals um c- (b —a) # 0.

3 Aus Symmetriegriinden geniigt es, positive  zu betrachten. Inspektion
der Fig. 9.1 bringt einen auf die Vermutung

M:f(w):/ smi gy
0 t
Die Folge

n—1 .
. B ™ (—1)ksint
. ._f(mr)_;)/o S wzo)

verhalt sich wie die Folge der Partialsummen einer alternierenden Reihe: Die

T gint
cp 1= / tsj_l A dt bilden eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen,
0

und es ist
Sok4+1 = Sk + Cok S9k4+2 = S2k4+1 — Cok+1 = Sok + (CQk: - C2k+1) .

Die s9j, bilden daher eine monoton wachsende und die so;4+1 eine monoton
fallende Folge. Im Intervall Iy := [2k7, (2k + 1)7] ist f/(z) = sinz/xz > 0,
somit ist f in diesem Intervall monoton wachsend, und man hat

0 =150 < sk < f(2z) < sopt1 < 51 (x € Iy) .

Im Intervall Ioki1 = [(2k + 1)m, (2k + 2)7] ist f'(x) < 0, somit ist f in
diesem Intervall monoton fallend, und man hat

51 > Sopy1 > f(x) > Sopq2 > 50 =0 (x € Iogt1) -
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Hiernach liegen alle Funktionswerte f(z), x > 0, im Intervall [0, s; |. Wegen
s1 = f(m) ist damit die obige Vermutung bewiesen.

t t t
Fir 0 <t < mist sin 3 < 37 und durch Multiplikation mit 2 cos 3 > 0 folgt

t sint t
sint<tc0s§ bzw. — <cosg O0<t<m),

wobei sich die Differenz der beiden Seiten auch im Integral auswirkt. Es
ergibt sich daher

™ : t ™ t
f(ﬂ):/ &dt</ cos—dt =2.
o t 0 2

Abschnitt 9.3

1 Man hat

uv 1 u 1 uv 1
L = — = — — .
(uv) /1 . dt /1 " dt +/u " dt

Im letzten Integral substituieren wir

t:=ut' (1<t <wv), dt ;= udt’
und erhalten
v vl
L(uww) = n dt + v dt' = L(u) + L(v) .
1 1

1
2 Wiéhle z.B. € := e Wegen |sinz/z| <1 (x #0) gilt

1/ sin(nt)
dt
/0 nt

Mit Hilfe der Substitution ¢ := 7/n erhilt man zweitens

/2 sin(nt) 1 nm/2 sin T 1
[, T [ = Lt — )

<

S|

n

wobei f die in Aufgabe 9.2.3 betrachtete Funktion darstellt. Damit erhalten

wir insgesamt
/2 ot
sin(nt)
dt
/0 nt

1
< =(1+2M),
mn
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und es folgt % = 0.

3 Wir argumentieren iiber die komplexen Grossen
/2 )
en ::/ t" et dt = ¢, +is,, .
0

Vorweg ist
/2

1 .
uw =14i, dh c¢=s0=1.

€p = — €
4

0
Partielle Integration ergibt

71'/2 ) 1 .
en:/ " et dt = =" et
i
0 17

/2 n

die e, geniigen daher der Rekursionsformel

™" n
en:<§> _Zen—l (n>1),
und durch Trennung von Real- und Imaginarteil ergibt sich definitiv
e n
Cn = (§> —NSp_1, Spn=MNCp_1 (n>1).

Hiermit ergibt sich nacheinander

2

01:g—1, s1=1; 02:%—27 Sg =T —2;
3 2 4 3
3
032%—37r+6, 53:%—6; C4=71T—6—3772+247 54:%_127T+24'
log 2

4 Man berechnet Cy = log2, C7 = sinht
n > 2. Dann gilt

.= (2—1)/2 = 3. Es sei jetzt

log 2
C, = / cosht cosh® 1 ¢ dt
0 i !

log 2 log2
= sinh t cosh™ ™* t) —(n—1) / sinh? t cosh" ™2 t dt
0 0

_2-5 (2+%
2 2
73.5n—1
= e

n—1 log 2
) —(n—1) / (cosh®t — 1) cosh" 2 t dt
0

—(n = 1)(Cp = Cps) .
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Lost man dies nach C,, auf, so ergibt sich

L En—1 -1
S AL et YO R
n 4" n

Hiernach ist z.B. Cy = 25 4+ 11og2, C3 = 2L

—D!(g = 1)
5 Wir setzen zur Abkiirzung w =: B'(p,q) und beweisen
(p+q—1)!
B(p,q)=B'(p,q) (»>1,¢2>1) (3)

durch vollstéandige Induktion nach ¢. Zunéachst ist

1
1 ! 1 —1)!
Bop)= [ ot 2L o@D po gy sy
|
0 p o p b:

Weiter gilt

1 g/(;ltp(l—t)q_ldt. (4)

1
1
B(p,q+1) =/ P~ (1 —1)7 dt = — tP(1—t)1
0 0 p

1 | p

Hier verschwindet (1 — ¢)? an den Grenzen 0 und 1; somit hat man die
Rekursionsformel

q
B(p,q+1):§B(p+1,q) (p>1,¢>1).

Die Behauptung (3) sei richtig fiir ¢ und alle p > 1. Dann ergibt sich mit
Hilfe der Rekursionsformel (4) die Gleichung

q g p(lg—=1! _ (p-1)¢!
pB(qu) p (p+q!  (p+9)! =Bratl),

somit gilt (3) dann auch fir ¢ + 1 und alle p > 1.

B(p,q+1) =

6a Um die zweimalige partielle Integration und anschliessende Auflosung
nach % zu vermeiden, rechnen wir komplex. Wegen

1 1 ,
sin?t = 5(1 — cos(2t)) = 5(1 — Ree?™)

ergibt sich
o(—142i)t

1 1
_ [t (- 1+21)t) 2ot e
% 5 ( — Ree dt = 2< + Re 5
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b Die vorgeschlagene Substitution besagt

2 1 —u? 1 1+ u?
= ———+, cost= , =
14 u? 14+ u? 14 cost 2

t=2arctanu, dt

Damit ergibt sich

14+u?2 2
= d
% / 2 1+u? Y

t
<u>u::tan(t/2) = <tan §> :

w:=tan(t/2) -

C

o1+t e(1+i)t>

1 . ) 1
_ (! (i)t _ (—14i)t) 30 _ /2
%—/2Re(e e )dt—<2Re<1+i+ T3

= (7Re((1 = D)™ 4 (1 4d)el1H91))
1
e'(cost + sint) + e *(cost — sint)) = §<coshtcost + sinhtsint) .

d Die vorgeschlagene Substitution besagt

Adt =du, t*=u—1, V2+1=ul/?.

Damit ergibt sich

u—1

e Die vorgeschlagene Substitution besagt

1
(P -2)VE2+1).

1
= <§u3/2 - u1/2>u:=t2+1 = <3(

w:=t241

dt = 2sinucosudu , 1—t=cosu, +t=sinu.

Damit ergibt sich nacheinander

2si 2
%_/Lcoszudu_/2(1+Sinu)du—2<u—cosu>

sinu — sin“ u w:=arcsin vV
= 2<arcsinﬂ — \/ﬁ> .
f Substituiere die Wurzel! Das heisst:
Ve 2
1+€tI:'LL, t:lOg('U?—l), dt = 2u1du
u2 —

Damit ergibt sich

2 1 1 u—1
% /uz—ldu /(u—l u+1) “ <Ogu—|—1>“3: Ltet

_ (1o m—1>
ARV e




88

7a % = (3(logz)?) .
b Die Substitution u := 2logx vermittelt folgende Beziehung:

u 2
/e—du:/ a: gdac:/ a; dz
U 2logx x log

Hieraus folgt: Wiére % elementar, so besésse auch e“/u eine elementare
Stammfunktion.

¢ % = (log(log z)) .
d Die Substitution

Ti=eu/2

2?2 :=sinhwu, 2zdr=coshudu, +/1+ z*= coshu

liefert

cosh? u cosh(2u) + 1 sinh(2u) = w
%= / 2 du = / 4 du = < 8 + Z>u::arsinh(az2)
22V/1+ 24 arsinh(z?)
=(— )

e Substituiere die Wurzel! Das heisst:

> 1 9 U
1+€4tZ:U, t:Zlog(u —1), dt:mdu

Damit ergibt sich (vgl. Aufgabe 6f)

u? 1 2 1 u—1
% /2(u2_1)du 4/<+u2_1 du 4<u+ogu+1>u:\/1+e,

V1i4ett —1
VIitett 417

1 1
:<5 1+e4t+110g

Abschnitt 9.4
1 1 t+2

la =412
2=t T amEay)
1 1 |
b % = .
(T YAy ST
2 2
c %=1+

R2+1)2 241°
d Wir setzen

V3,

» 1
= 27‘-1/6 = — .
w:=¢e 5 + 7
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Die Nullstellen des Polynoms ¢4 — 1 sind die Zahlen w* (0 < k < 5). Damit
besitzt die Funktion

1 1
-1 (-1 +tr+...+1)

ft) =

eine Partialbruchzerlegung der Form

5
C
f(t)zzt_lzjk ’
k=0

Nun ist f(t) = f(wt); folglich gilt auch

Ck > C'k/w > C’;H_l/w
f(t)zzwt—wk :Zt—wk_l :Z t—whk

k=0 k=0 k=0

Da die Partialbruchzerlegung von f eindeutig bestimmt ist, muss hiernach
Ciy1 = wC}, sein fiir alle k und damit weiter Cp, = w*Cy (1 < k < 5). An
(5) lasst sich noch Cy = % ablesen; somit haben wir definitiv

5
1 1 wk
tﬁ—lzézt—wk (6)
k=0
Hier ist w® = 1, w? = —1 und w?* = w2, w® = w!. Man erhilt daher eine

reelle Zerlegung von f, indem man in (6) je die Terme {2,4} und {1,5}
zusammenfasst.

th
P —
? = EG TG E I E L0
A12 All A22 A21 A32 A31
=14 =224 =
Tt T (t—1)2+t—1+(t+1)2+t+1
Bot+Cy  Bit+Cy
(2 +4)2 t2+4
t?2 —16)*
b — ( )

(t — 2)2(t + 2)2(t2 + 4)2
Aqp A Az Az Bot+Cy  Bit+Cy

=1
+(t—2)2+t—2+(t+2)2+t+2 (t2+4)2 124+ 4

3a Die reelle Faktorisierung t3 + 1 = (¢ +1)(t? — t + 1) fiihrt auf den Ansatz

1 A N Bt+C
tB3+1 t+1 t2—t+1"°
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Die Rechnung liefert

1 11 1 t-2 11 1 t—3 1 1
B+1 3t+1 32—t+1 3t+1 3 (t—1)2

Auf Grund der im Text angegebenen Formeln ergibt sich damit

1
-1

%=(3

1 1 2t—1
oglt+1|— glog(t2 —t+ 1)+ —= arctan

7 vk

b Nach einmaliger partieller Integration verbleiben wir mit dem Integral
einer rationalen Funktion:

1 1 t4
%:/tT3 arctiant dt:<Zt4arct3unt>—1/m t

Ausfiihrung der Division ergibt

t* 1
— —2 -
t2+1 +t2+1’

so dass wir insgesamt das Folgende erhalten:

% r + iy - tant )
= (——— — arctan .
0 12 4 4

YA

8,,

4,,

} } =

—4 -1 1

Fig. 9.2
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4 Die Losungsmenge der Gleichung y? = x*(4 + ) ist in der Fig. 9.2 darge-
stellt. Man entnimmt ihr, dass sich der Flacheninhalt A besagter Blase fol-
gendermassen berechnet:

0
A:2/ 2*VA+ xdr .
—4
Mit Hilfe der Substitution
Vitz:=u, rz=u*—4 (0<u<?2), dx=2udu

wird daraus

2 2

A—4/ (u? —4)2u2du—4/ (u® — 8u* + 16u?) du
0 0

(- S (1) - 4

Abschnitt 9.5

b

zu interpretieren.
a

oo

ist stets als limy_, ...
a

Die Schreibweise ...

1a Mit Hilfe der Substitution
t=u’ (1<u<?), dt = 6u® du

ergibt sich

u+1
u7 UG U5 ’LL4 U3 2
o )
e Ty gtz g tu og(u+1)
B (127763+31715 T3 3)_5009%10
“\7 "6 "5 43 2 2) = 70 &3

b Mit Hilfe der Substitution
t=u?(0<u<l), dt = 12u*! du

ergibt sich

1 11 1 .3 1
12 1
%:/ %du:m/ Y du:12/ (uQ—u—i—l— )du
0 u® +u 0 u+1 0 ’LL—‘F].

11
— 12(3— §+1—log2> —10—12log?2 .
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¢ Der Wurzelausdruck legt die Substitution
t:=2sinhu (=e“—e "), dt=2coshudu, +/t?+4=2coshu

nahe, wobei in einem zweiten Schritt e := x zu substituieren wére. Wir
substituieren daher von Anfang an

1 1 1
ti=x—— (1<x<¢), dt:(1+—2>daj, P+4d=x+—.
x x x

1
Die z-Obergrenze £ bestimmt sich aus der Gleichung x — — = 5i man findet
x

& = 2. Damit erhalten wir

r+1/x+1 1 B (@4 z+1)(22+1)
%= /:c—i—l/ —1(1+m2)d$_/1 2?(x? —x+1) d

(/<1+1-+2+ 2 )d
= — ——— ) dzx
1 22z 22—-x+1 ’

wobei wir die Partialbruchzerlegung gleich hingeschrieben haben. Hier ist

2 1 1 2 3
<1+—+ )dx—(:r———i—ﬂogac)‘ = - +log4;
1 x 12

ferner hat man

2

/2 2y 2/2 1 iz — 4 arctan E22

——— A = ——— QA = arctan

p 22—zt 1 (z-1) 43 V3 V3/
2

ﬁ>_ﬁ‘

arctan v/3 — arctan

4
|

3
Zusammen genommen erhalten wir daher % = 3 + log4 + T

3V3

d Man hat t* — 3t +2 = (¢t — %)2 — 1 =13((2t —3)* —1). Wir sollten daher

so substituieren, dass 2t — 3 = coshu wird. Dann ist

3 h 1 1
t:w (1<u<a), dtzESinhudu, \/t2—3t+2:§sinhu.

Die u-Obergrenze a bestimmt sich aus der Gleichung 2-3 —3 = cosh a. Somit
ist & = arcosh 3 = log (3 +2v2 ) ferner ist sinh &« = /8. Damit vereinfacht
sich alles zu

*5 h ) 1 5
%:/ Wdu:§a+§sinha:510g(3+2\/§)—|—\/§.
0
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e Mit Hilfe der Substitution
Vi—l:=u, t=uv*+1 (0<u<1), dt=2udu

ergibt sich

1,2 1
2
%:/ l +1 2udu:/ <2u2—2u+6— 0 )du
0 0

u+ u—+1
2 17

f Der vorliegende Radikand legt die Substitution

a—zi—b_l_b;aT (c1<r<1), dt:b_a

t:=

nahe. Man berechnet

(b—t)(t—a):\/b_a(l—r)b_a(l—i—r):b_a\/1—7'2.

2 2

Damit ergibt sich

1
= arcsinT‘ =T.
-1

(y_/l dr
i

Der Wert des Integrals % ist also unabhéngig von a und b.

g Y /°<> dt 2 t—31  or
o = — = — arctan = —.
e (t-3) +d VB VA2l VB
h Wir substituieren
. du

e=u, t=logu (O<u<oo), dt=—.
u

Damit ergibt sich

o 2dt 2 du > du 00
%: ﬁ: — =2 ) = 2arctanu
_o €t te o u+1l/u u 0 u?+1 0

i Die Partialbruchzerlegung liefert

1 1 1 1 1 1 1

-1 4t—1 4t+1 2¢2+1°
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Damit folgt

/ﬁ dt <11 t—1 1 . tﬂb
= — 10g —— — — arctan
, -1 \4 ®ri1 2 2’

und im Limes b — oo ergibt sich

1 1 1 1 1 1
% = Z(O —log §) — 5(% — arctanQ) = Zlog3 -3 arctan§ .
J Die naheliegende Substitution
d
el :=u, t=logu (0<u<oc0), dt = ¢
U

liefert

%:/ u?’e_“d—u:/ we tdu=T(3)=21=2.
0 0

2a Auf dem Intervall ]0,n[ gilt [ cottdt = (log(sint)). Damit wird

7T/2 1
/ p— dt = log(sint)
/4

/2

1 1
=logl —log— = =log2 .
/i g g\/ﬁ 5 g

t3
b Fiir alle t > 0 gilt sint =t — g osT fir ein 7 € [0,¢]. Damit ergibt sich

1 1_1( 6 1)_ tcosT <t (O<t<1)
sint t t \6—t2cosT  6—1t2cosT — b - =

Der Integrand ist daher in Wirklichkeit stetig nach 0 fortsetzbar, und das
Integral ist konvergent.

¢ Die Substitution

SN

1
t:= (co>u>m), dt:—?du

i * sinu . i
liefert % = / 5— du. Dieses Integral ist sogar absolut konvergent.
u
™

d Die Substitution

1 1
t::a (m>u>0), dt:—ﬁdu

™ : 2
liefert % = / sm2u du . Auf dem Intervall [0, g} gilt sinu > —wu, somit
0 U T

haben wir

sinu 21 T
>Z 2 @<u§—%
u2 T U 2
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was das Integral % als divergent erweist.
elstt>2,s0gilt Vi+1—+Vt—1=

folglich hat man

2 1 1
< < ;
VEFTHVE=T V=1~ \/t/2

ER TV G

womit % als konvergent erwiesen ist.
f Die Substitution
1
t:=vu (0<u<o0), dt=-—=du

2Vu

liefert

wobei das Integral an der unteren Grenze nur scheinbar uneigentlich ist, da
der Integrand stetig nach 0 fortgesetzt werden kann. Es sei b = nw + (3,
0 < B < 7. Dann gilt

/ sinu Z/ \/H%u ﬁ%du. (7)

s

Die Zahlen ¢ := L—I—Uk du bilden eine monoton abnehmende Null-
U T

0
folge; die Summe rechter Hand in (7) besitzt somit fiir b — oo, d.h. n — oo,

1
einen endlichen Grenzwert. Das letzte Integral besitzt einen Betrag < m——
N

und strebt daher mit b — oo gegen 0.

Wir kénnen daher den folgenden Schluss ziehen: Das Integral % ist zwar
nicht absolut konvergent, aber immerhin bedingt konvergent.

3 Da f monoton ist, existiert der Grenzwert lim; ., f(t) =: 3; dabei muss
natiirlich § = 0 sein, wenn anders das Integral fooo f(t) dt existieren soll. Es
gibt daher ein @ > 0 mit 0 < f(¢) < 1 fir alle ¢ > a, und hieraus folgt

0< (f(t))2 < 1. f(¢t) fur alle t > a. Nach dem Majorantenkriterium ist
folglich das Integral [~ (f (t))2 dt konvergent.

4a Fiir z > 1ist (logz)'°8® = exp(loglog  log z) = 2!°8!°¢* und dies wichst
offensichtlich monoton mit x. Ferner gibt es ein a > 2 mit loglogx > 2 fiir
alle x > a, und damit folgt

1 1

—_— < — > .
(log x)les® = g2 (@=a)
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o 1
Hieraus schliesst man auf die Konvergenz des Integrals / ———dx
3 (logx)loer

und damit auf die Konvergenz von %.
b Es gibt ein a > 0 mit logu < \/u fiir alle u > a. Hieraus folgt

loglogz < +/log x (x>b:=¢€")

und somit
(log z)leloe® — exp((loglog z)?) < s — g (x >0) .
Dies zieht
L > 1 (x >b)
_— > - x
(log l,)loglogw B —
e 1
nach sich und damit die Divergenz des Integrals / oo dx, womit
3 (logax)lgloss

auch % als divergent erwiesen ist.
¢ Es gibt ein a > 1 mit logx < /x und loglog z > 3 fiir alle z > a. Hieraus
folgt

(logz)? = 1
0< Teogz S 3=z (#20).
(log 2)’

; dx und damit die
xlog log x

Dies beweist die Konvergenz des Integrals /
3

Konvergenz der Reihe %.

d Es gibt ein ky mit 1 < loglogk < logk fiir alle k > kg. Die Glieder der
Reihe % sind somit fiir alle &k > kq grosser als die Glieder der in b betrachteten
und dort als divergent erwiesenen Reihe. Folglich ist % divergent.

5 Die Operation pv ist offensichtlich linear. Somit gilt

/2 4 9 1/2 4 /2 o
%zpv/ (—)dt:pv/ dt—pv/ ——dt .
,1/2 t t+1 71/2t ,1/2t+1
Hier ist der erste Hauptwert rechter Hand = 0 aus Symmetriegriinden, und
der zweite ist

/2 4 | 1/2 |
=2 [ =2log(t+1)| ~ =log9;
/_1/2 t+1 o ) L B

denn der Integrand ist durchwegs reguldr. Damit ergibt sich % = —log9 .
6a Auf Grund der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir jedes n > 1 die Ab-

schatzung
n 1 n 1 1/2 n X 1/2
> ol = (Y g) (i)
k=1

k=1
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Hier ist die rechte Seite fiir n — oo beschrankt, also auch die linke Seite. Die

o0
Reihe Z 9 st daher absolut konvergent.
k=1 ke

1
k > 2). Dann ist

b Setzeak I:m ( =

[ee)

1
2 _
W = kz k(log k)?

=2

M8

i

2

konvergent, siehe das Beispiel @; die Reihe

=1 =1
;2 kak_kz:;krlogk

B

ist aber divergent.
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Losungen zu Kapitel 10

Abschnitt 10.1

1 Die Scharkurve v: = — y(x) durch den Punkt (z¢,yo) hat die Gleichung
y?(x) — x = y2 — 20, und hieraus folgt 2y(x)y’(x) — 1 = 0, insbesondere also
2yo y'(zo) = 1. Die Scharkurve durch den Punkt (xg, o) hat also in diesem
Punkt die Steigung ET wobei wir stillschweigend yo # 0 voraussetzen. Da

Yo
(z0,Yyo) im iibrigen beliebig war, ziehen wir hieraus den folgenden Schluss:

Die Schar I' wird charakterisiert durch die Differentialgleichung

y’=i (y #0).

2y
Die Orthogonaltrajektorie zur Scharkurve + hat im Punkt (zg,yo) die Stei-
1
gung — W = —2yp, und hieraus folgt: Die Differentialgleichung der Schar
Yo

't lautet
Yy =-2y.
Ihre Losungen sind die Exponentialkurven y = Ce=2%, C € R.

Yi

(z,9)

,C\ \ -

Fig. 10.1

2a Trennung der Variablen liefert nacheinander

d 1 ¢ 1
= _iar, / —zdz:/z'dt, =
y4 1 y4 0 z

1

Wir miissen nun die letzte Gleichung 1 — — = it nach z auflésen und erhalten
z

definitiv

=1it.
1

1
) =14

als Losung des Anfangswertproblems %.

(—o0o <t < 0) (1)
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b Wird (1) in Real- und Imaginérteil zerlegt, so ergibt sich folgende reelle

Parameterdarstellung von - :

t) 1 1, 11- t2
€T = = — —
2 2
v ot 1+ 2 21+¢ (—o0 < t < 00) .
ot 1 2
YW= ive T aiqe
Die Parametertransformation ¢ := tan% (—m < 7 < ) macht hieraus
1 1
x(t) = 3 + 5 COST
vioote 1 (—m <71 <)
y(t) = 3 sinT

und erweist v als Kreis vom Radius % mit Zentrum % € C, aus dem ein
2.

Punkt, ndmlich 0, entfernt wurde. Siehe dazu die Fig. 10

Y

0 1/2 1

Fig. 10.2

3 Dem Hinweis folgend beginnen wir mit

cos(x + y) +sin(z — y) = coswcosy — sinx siny + sinx cosy — cos rsiny

= (cosx + sinx)(cosy — siny)

= 2con(r = ) eos(y+ )
=2cos{@ — 7 Jcos(y+ 7).

Die Differentialgleichung % léasst sich daher in der Tat separieren:

dy

s
m —2COS(Z’— Z) dil?,

und die Lésung durch den Anfangspunkt (0,0) ist gegeben durch

y T
/ Lﬁ:/ 2cos(x—i)d$::t.
0 cos(y—l—z) 0 4
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Hier haben wir auf der rechten Seite noch die ldngs der Kurve veranderliche
Grosse t (“Zeit”) eingefithrt. Mit ihrer Hilfe werden wir nun eine Parameter-
darstellung ¢ — (2(t), y(t)) der Losungskurve herleiten.

Vorweg eine Hilfsrechnung: Mit Hilfe der in Abschnitt 9.4 vorgeschlagenen
Substitution tang := 7 ergibt sich

/du _/1+7—2 2dTt _/( 1 B 1 >d7'—<10 1—1—7‘>
cosu J 1—721+472 1—-7 1471 o gl—’]’

= <logtan<g + Z>> .

Damit erhalten wir aus (2) den folgenden Zusammenhang zwischen y und ¢:

Y 2 log(t <y4—3ﬂ) tan o7
= 10, an| — —_— an — .
o 0% 2] 8

Dies miissen wir nun nach y auflésen:

y+43
t = logtan(“—* + 7)
og tan 5 —{—4

3 3
y(t) = 2arctan(tan g et> — Iﬂ = 2arctan((1 + \/5) €t) -— . (3

Aus (2) ergibt sich ferner

T

t:2'( ——)
S| x 1 0

oder aufgelGst nach x:

:2sin(x—%> +\/§,

t—+2
x(t) = % + arcsin V2 .

Die Fig. 10.3 zeigt die durch (3)A(4) beschriebene Losungskurve.

Y

0.5

-0.5

Fig. 10.3
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4 Auf dem Einheitskreis stimmt die Bogenlédnge mit dem Polarwinkel tiber-
ein. Die Differentialgleichung der betrachteten Bewegung lautet daher, siehe
die Fig. 10.4:

¢=2—coso,
bzw. umgekehrt:

a1 1
dp ¢ 2—cos¢
YA

¢ -
0 1 2

Fig. 10.4

Damit erhalten wir als Umlaufsdauer

T dg < 9 4 o op
=2 ——=2 ——— dr = — arct 3 =2
/0 2 —cos¢ /0 132" \/garc an(v/ar) V&

Hier wurde wiederum die Substitution

2
tan%::T, ¢ =2arctanT (0<7 < 00), dq§:1+7_2

benutzt.

5 Der Anfangspunkt des Seils befinde sich im Nullpunkt der z-Achse. Das
Seil besitzt zur Zeit t die Lange L(t) = 1 + t. Die Gesamtgeschwindigkeit
% des Kafers setzt sich additiv zusammen aus seiner Relativgeschwindigkeit
0.01 beziiglich dem Seilstiick, wo er sich gerade befindet, und der “Gratis-
bewegung” infolge der Ausdehnung des Seils. Insgesamt hat man daher die
Differentialgleichung

X

t(t) =0.01 + =—= -1 d.h. = 0.01
x(t) + , x +1+t

()

ist

Die Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung & =

ZThom(t) = C(1 +t), und die Methode der Variation der Konstanten liefert
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0.01

fiir C(t) die Differentialgleichung C' = T+¢ Damit haben wir als allgemeine
Losung von (5) die Funktionen
z(t) = (0.01log(1+¢) + C)(1+1), CeR.

Die Anfangsbedingung x(0) = 0 liefert somit den folgenden Fahrplan unseres
Marienkafers:

x(t) = 0.01log(1 +t) (1 + 1) (t>0).

Der Kifer hat das Ende des Seils erreicht, wenn x(t) = L(t) ist. Dies bedeutet
0.01log(1+t) =1 oder t = €!% — 1. Das sind 8.5 103 Jahre.

6a Vorweg lasst sich folgendes sagen: Die rechte Seite von % verschwindet
fir y = +1. Somit sind y(¢) = —1 und y;(¢) = 1 Losungen. Im Streifen
ly| < 1 sind die Losungskurven monoton wachsend, und fiir |y| > 1 sind
sie monoton fallend. Da % t-frei ist, ist die Gesamtheit der Losungskurven
invariant gegeniiber Translation in ¢-Richtung.

dy
.

Separation von % liefert dt = Die Losung durch den Anfangspunkt

(0,0) ergibt sich daher folgendermassen:

0 o 1—9y%2 2 )y \1—-y 14y 2 Cl-y’

Wird dies nach y aufgelost, so erhédlt man yo(t) = tanht. Fir den An-
fangspunkt (0,2) erhélt man analog

Vo dy 1 (v, 1 1 1. 14y
f— _ - C__+___yi:—m
/21—y2 2/2 -y 1+y/ YT 2%y

1+ylY 1 1+y
— = 7<10g7—10g3> .
y—1|, 2 y—1

Y

2

1
— 21
9 %8

Auflésung nach y liefert schliesslich yo(t) = coth(t + log \/§) .
b Siehe die Fig. 10.5.

7 In Analogie zu Beispiel (6) lautet die Differentialgleichung im vorliegenden
Fall wie folgt:

g =y +dy*.
Die konstanten Funktionen y(¢t) = 0 und y(t) = % =: y, sind spezielle
d
Losungen. Fiir die allgemeine Losung miissen wir separieren: dt = 527‘@
Yyt =Yy

Hieraus folgt

t 1 (v, 1 1 1 — ] ]Y
t:/dt:—/( 7__)dy:_1ogw . (6)
0 Yy NY— 35 Yy Y Yy Yo
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)

Iy

L?
. ———

O»

’/

ﬁ

—

Y
~

e

Fig. 10.5

Ist 0 < yo < ¥, so bleibt y(t) wiahrend des ganzen Prozesses in diesem
Bereich, und (6) liest sich dann folgendermassen:

1 Y« —Y | Y« — Yo
t = —log .
Y Yy Yo

Y — Yo
Yo

Fiir die Auflésung nach y setzen wir =: A > 0 und erhalten dann

1

y(t):y*m (t —o0) .

Die Population stirbt also mit der Zeit aus.

Ist aber yg > y., so lautet (6) wie folgt:

t=—log .
v Yy Yo

Fiir die Auflésung nach y setzen wir P~V _.p > (0. Damit ergibt sich
Yo
t) = L t—T
y()_y*l——M — 0 t—T).

Der Zeitpunkt T der Katastrophe ergibt sich aus der Gleichung Be = 1.
Man findet

1
T = —log .
Y Yo — Y«

Im Gegensatz zur Losung y(t) = /3 in Beispiel (6) ist die Losung y(t) = y.«
der vorliegenden Aufgabe unstabil: Eine noch so geringfiigige Anderung der
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y v
<0 ¥
3 ™~
>0 /
- - .y
m ~
<0 \
2 \ P
>0

Fig. 10.6

Ausgangslage fithrt dazu, dass der Prozess t — y(t) einen radikal anderen
Verlauf nimmt.

8 Die Differentialgleichung % hat die Form y = m(y) mit

m(y) =—y(y* —y—6)=—yly+2)(y—3) .

In der Fig. 10.6 ist links der Graph der Funktion y — m(y) ldngs der ver-
tikalen y-Achse aufgetragen. Auf der y-Achse der Hauptfigur sind die sich
ergebenden Tangentenrichtungen eingezeichnet: fallend fiir —2 < y < 0 und
fir y > 3, steigend fiir y < —2 und fiir 0 < y < 3. In jedem dieser vier
y-Streifen gehen die Losungskurven durch Parallelverschiebung auseinander
hervor, weshalb wir fiir jeden Streifen nur eine Losungskurve skizziert haben.
Der Figur entnimmt man

3 (>0
g(n):= lim y(tn) =40 (n=0)
-2 (n<0)

Abschnitt 10.3

1 Die im Text vorgeschlagene Substitution

7 b
t:=btand (O§0§§>, dt = —
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liefert ohne weiteres

/°° dt i /”/2 1 bdb
o (a2 +2)(2 +12) o /(a2 +b2tan?0) b2(1 + tan? §) cos®0

7T/2 1
= / dl ;
0 \/a2 cos2 0 + b2sin? 0
denn es gilt (1 + tan?#)cos?f = 1.
2 Auf Grund von (10.6) ist

/”/2 df _/”/2 d9 o
0 /14 3sin?6 0 \/c0829+4sin29 2M(1,2)

Beginnend mit ag = 1, by = 2 berechnet man nun die AGM-Folge (ay,, by,)n>0
mit Hilfe des Taschenrechners. Nach vier Schritten ist man bei

aq =by =1.456791031

angelangt, weshalb man diesen Wert als M(1,2) akzeptiert. Damit ergibt
sich der gewiinschte Naherungswert zu % = 1.078257824 .



