Integralrechnung

9.1 Begriff des Riemannschen Integrals

Die “Integralrechnung” besteht eigentlich aus zwei Teilen: einem begrifflichen
Teil und einem Kalkiil.

Im ersten Teil geht es darum, gewisse analytische, geometrische oder physi-
kalische Grossen W als “Integral” einer Funktion f: X ~ X’ iiber einen
Bereich B C dom (f) aufzufassen:

W= /B fdp = /B f() dp(a) - (1)

Die Funktion f ist als eine rdumlich oder zeitlich (‘¢’ anstelle von ‘z7)
veranderliche “Intensitat” zu interpretieren, und das Integral W ist die von
f auf B erzielte “Gesamtwirkung”. Wir geben einige Beispiele fiir derartige
Grossen W:

— die Flache zwischen der ¢-Achse und einer Kurve y = f(t) (a <t <b),

— die Lénge einer Kurve v : t — x(t) (a < t < b) in der Ebene oder
im Raum (“Léngenintensitit” ist die Absolutgeschwindigkeit v(t) :=

[%()]),
— das “Mass” (Volumen) u(B) eines m-dimensionalen Bereiches B C R™
(“Volumenintensitit” ist die Funktion = 1).

— die Gesamtmasse eines Kérpers B C R3 von variabler Dichte p, analog:
die auf B sitzende Gesamtladung einer kontinuierlichen Ladungsvertei-
lung,

— das Trigheitsmoment eines Kérpers B C R? beziiglich einer korperfesten
Achse a,

— die Arbeit eines Vektorfeldes ldngs einer Kurve,

— der Fluss eines Vektorfeldes durch eine Flache.
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Im zweiten Teil geht es darum, derartige Integrale in endlich vielen Schrit-
ten zu berechnen, wenn die Funktion f als Ausdruck und der Bereich B
etwa durch Ungleichungen gegeben sind. Dies ist die “Technik des Integri-
erens”. Oft hilft sie allerdings nichts, und man ist auf numerische Methoden
angewiesen.

Grundeigenschaften des Integrals

Vom Ansatz her sollte das Integral (1) die folgenden Eigenschaften besitzen:
(a) Linearitat beziiglich f:

[ man= [ naws [ pan. [ @nde=a [ rau.

(b) Additivitdt bezliglich B:

w(BiNB) =0 = fdu=| fdu+ [ fdu,
BluBz Bl BQ

(c) Positivitat:
f@ 20 — [ f@)du() = 0.
B

(d) Normierung:
[ rdn=uB).
B

In diesen Formeln erscheint wiederholt das “Mass” u(B) von Mengen B C
R™. Schon dieser Begriff ist nicht unproblematisch: Betrachte etwa die
Menge der rationalen Zahlen im Intervall [0,1] C R. Wir werden es aber
so einrichten, dass die Volumenmessung durch die Integrationstheorie gerade
mitgeliefert wird.

Wir wollen Volumina fiir den Moment akzeptieren und kénnen dann weiter
folgendermassen argumentieren: Ist f eine anstidndige Funktion, so ist f in-
nerhalb von sehr kleinen Teilbereichen By C B praktisch konstant, und das
Integral von f iiber einen derartigen Teilbereich hat dann wegen (a) und
(d) ungefédhr den Wert f(&x)u(By), wobei & einen in By, beliebig gewéahlten
“Messpunkt” bezeichnet. Zerlegen wir daher den gegebenen Integrations-
bereich B in N derartige Teilbereiche By, die sich nur beriihren, aber nicht
iiberlappen diirfen, so ergibt sich auf Grund der Additivitat (b):

N N
[ fan=>" [ sau=" s
B k=1" Bk k=1
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Je feiner die Zerlegung B = | J;/_, By, desto besser approximiert die Riemann-
sche Summe rechter Hand das angepeilte Integral. So wird man dazu gefiihrt,
das Integral als Grenzwert von Riemannschen Summen zu definieren:

N
) /Bf () dp(z) :=lim Y f(&)n(Br) 7.

k=1

Nach diesen heuristischen Betrachtungen kénnen wir im Ernst beginnen. Vor-
weg ein handliches Messinstrument: Ist M C X eine beliebige nichtleere
Menge, so heisst

diam (M) := Sup{|y—y/| ‘ Y,y € M}

(Fig. 9.1.1) der Durchmesser von M. Der Durchmesser eines Kreises ist sein
Durchmesser. Fiir eine beschrankte Menge M von reellen Zahlen gilt

diam (M) =sup M — inf M ,

wie man sich leicht iiberlegt.

Fig. 9.1.1

Es sei f: X n X’ eine beliebige Funktion und B eine beliebige Teilmenge
von dom (f). Der Durchmesser der Bildmenge f(B) heisst Schwankung von
f auf B. Die Schwankung

Af]5 = diam (£(B)) = sup{| f(x) — f(2')| | 2, o' € B}

gibt an, wie weit zwei in B angenommene Funktionswerte schlimmstenfalls
auseinanderliegen konnen.
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Teilungen und Riemannsche Summen

Von nun an betrachten wir nur noch X-wertige Funktionen einer reellen Vari-
ablen t. Die vorgesehenen Integrationsbereiche sind Intervalle (eindimen-
sionale Quader) @ = [a,b], a < b. Intervalle haben einen unproblematischen
Inhalt:

p(la,b]) =b—a;
ferner gilt
a<b<c = n(la,c]) = p(la,b]) + pn([b,c]) .
Eine Teilung des Intervalls [a,b] ist eine endliche Teilmenge
T = {to,t1,...,tn} C [a,b], a=tg<t1 <...<ty=b
(Fig. 9.1.2). Die N + 1 > 2 Teilungspunkte t; bestimmen N Teilintervalle
Qr = [tk—1,tx] (1<k<N).

Ein zu T gehoriger Satz von Messpunkten ist ein N-Tupel 7= (71,...,7n)
mit
T € Qk (1§]€§N)

Qr
— 1 1 Ot o> ¢
Fig. 9.1.2

Es sei nun f:[a,b] — X eine beschrankte Funktion:
aM >0 : lfO)| <M Vte]la,b],

und es sei eine Teilung 7" des Intervalls [a,b]| samt einem zugehorigen Satz T
von Messpunkten gegeben. Dann ist

Re(f) == f(mi)u(Qx)

\
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(Fig 9.1.3) eine zu f und T gehorige Riemannsche Summe (die Abhéngigkeit
von 7 wird in der Bezeichnung nicht ausgewiesen). Rp(f) ist ein Né&he-
rungswert fir das angepeilte Integral fQ fdu. Wie gut sich die Teilung
T fur diesen Zweck eignet, lasst sich mit Hilfe der zu f und T gehorigen
Schwankungssumme

N
Dr(f) ==Y [Aflo, 1(Qr)

k=1

kontrollieren: Es wird alles darauf ankommen, diese Grosse durch geeignete
Wahl von T' “kleiner als £” zu machen. Im Fall einer skalaren Funktion f ist
Dr(f) die Summe der grauen Rechtecksflachen in Fig. 9.1.4.

1A,

/

v
o~

a Q. b
Fig. 9.1.4

Entsteht die Teilung 7" des Intervalls [a,b] aus T durch Hinzufiigung wei-
terer Teilungspunkte (und Umnummerierung), so heisst 7" feiner als 7. Wir
beweisen dariiber:

(9.1) Ist T’ feiner als T und sind R(f), R'(f) zu T bzw. zu T’ gehorige
Riemannsche Summen, so gilt

(a) [R(f) = R'(f)| < Dr(f)
(b) Dr:(f) < Dr(f) -

[ Esseien Qr (1 <k < N) die Teilintervalle von T’ und Q; (1<j<N)
diejenigen von T”. Die zwischen den Q) und den Q; vorhandenen Inzidenzen
werden festgehalten in der Matrix [e;4]:

_ 1 (Q) C Q)
ELE {O (sojnst) .k
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Dann gilt >, ;i = 1 fiir jedes feste j und Zj ei(Qf) = p(Qy) fiir jedes
feste k. Damit ergibt sich

R(f) = R(f) = flr)u@r) = > Fr)u@))
k J
= e () = F(7)) (@)
I,k
und folglich

IR(f) = RN <D einlAflg, m(@) =D [Aflg, m(@r) = Dr(f) .

7.k k

In dhnlicher Weise erhalt man

J

Dri(f) =Y |Aflgy m(Q5) = > enlAfle m(@))
7,k
< eiklAflg, m@Q)) = Dr(f) . N
7,k

(9.2) Sind Ty und Ty beliebige Teilungen des Intervalls Q@ und sind Ry (f),
Ry (f) zugehérige Riemannsche Summen, so gilt

|R1(f) — Ra(f)| < D1, (f) + D1 (f) -

[ T/ :=T, UT, ist feiner als T} und als T5. Es sei R’ (f) eine beliebige zu
T" gehorige Riemannsche Summe. Dann gilt nach (9.1)(a):

[R1(f) = Ra(f)| < |Ba(f) = RU(OI+IR(f) = R2(f)| < D1y (f) + D1 (f) - |

Die “metrische Feinheit” einer Teilung T' wird angegeben durch ihr Korn

T := max diam (Qy) -

Diese Definition ist auch im mehrdimensionalen Fall sinnvoll; im vorliegen-
den eindimensionalen Fall gilt natiirlich ||T']] = maxy u(Qr). Der folgende
Hilfssatz ist ein metrisches Pendant zu (9.1)(b):

(9.3) Ist T eine Teilung des Intervalls ) in Teilintervalle )y, und geniigt die
weitere Teilung T" C @ der Bedingung

1T < mljn diam (Qg) ,
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so gilt
Dr/(f) <3Dr(f) .

[ Wir fithren wieder eine “Inzidenzmatrix” [¢;;] ein:

.. __{1 (@ Q)
70 (sonst)

Dann gilt erstens fiir jedes feste j:
Afle, <Y enlAflan
k
und zweitens fiir jedes feste k:
> erm(@)) < p(Qr) +2 mfxu(QQ) < p(Qr) +2min p(Qrr) < 3p(Qr)
J
(Fig. 9.1.5). Damit ergibt sich

Dro(f) =Y |Aflgr (@) < einlAflo, m(Q))
J

I
<3 |Aflq, 1(Qk) = 3Dr(f) - _
K
Qj
| — | ? |
| Qs | Qry1
Fig. 9.1.5

Existenz des Integrals

Nach diesen Vereinbarungen und vorbereitenden Hilfssétzen definieren wir:
Eine Funktion f: R ~ X heisst (Riemann-)integrierbar iiber [a,b], wenn
sie den folgenden Test besteht:

(RI)  Zu jedem e > 0 gibt es eine Teilung 7" von [a,b] mit Dp(f) < e.

Stetigkeit ist hierfir hinreichend (aber nicht notwendig, s.u.):
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(9.4) Ist f:[a,b] — X stetig, so ist f iiber |a,b] integrierbar.

[ Nach Satz (4.20) ist f auf dem kompakten Intervall [a,b] =: Q gleich-
maéssig stetig. Zu gegebenem & > 0 gibt es daher ein § > 0, so dass fiir
beliebige ¢, t' € Q gilt:

€
b—a

t-tl<s = |f(t)-f)l<

Besitzt nun die Teilung 7" ein Korn ||T|| < §, so hat man fiir jedes Teilintervall
Q. die Abschitzung

€
[Aflo. < b—
Insgesamt ergibt sich damit
N N
Dr(f) =Y 1A flo. m(@ }: COEES |
k=1 @ =

Die obige Definition erhélt ihre Rechtfertigung durch den folgenden funda-
mentalen Satz:

(9.5) Ist f: R ~ X iiber [a,b] integrierbar, so gibt es ein wohlbestimmtes
Element S € X mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede Teilung T' von [a,b]
und jede zu T gehorige Riemannsche Summe Rr(f) gilt

[Br(f) = S| < Dr(f) - (2)

Dieses S heisst (Riemannsches) Integral von f iiber [a,b]. Bis auf weiteres
verwenden wir dafiir die folgenden Bezeichnungen:

fdu, J@)du(t) .

[a,b] [a,b]

Satz (9.5) sichert nicht nur die Existenz des Integrals unter der einfachen
Bedingung (RI), sondern er liefert auch eine Fehlerabschitzung fiir die Rie-
mannschen Summen.

[ (I) Eindeutigkeit: Besitzen sowohl S wie S’ die Eigenschaft (2), so gilt
fiir alle T":

1S — '] <18 — Rr(f)| +|Rr(f) — S'| < 2Dr(f)

und hieraus folgt S = S’, da die rechte Seite beliebig klein gemacht werden
kann.
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(IT) Existenz: Es gibt eine Folge (7},),>1 von Teilungen des Intervalls [a,b]
mit 1
D <=
r.(f) <

Wird zu jedem T, ein Satz von Messpunkten gewahlt und die zugehorige
Riemannsche Summe R, (f) berechnet, so gilt nach Lemma (9.2):

1 1 2
[Rn(f) = Bm(f)] < =+ — <e VYm, n>—,
n m 5

und das heisst: Die R, (f) bilden eine Cauchy-Folge in X. Nach Satz (4.5)
gibt es daher ein S € X mit

lim R,(f)=S5".

n—oo

Es sei jetzt T eine ganz beliebige Teilung des Intervalls [a,b] und Rr(f) eine
zugehorige Riemannsche Summe. Fiithrt man in der Formel

|Rr(f) — Ru(f)] < Dr(f) + D1, (f)

(Lemma (9.2)) bei festem T den Grenziibergang n — oo durch, so folgt die
Behauptung (2). N

Lemma (9.3) ermdglicht, das Integral (wie angekiindigt) als Limes von Rie-
mannschen Summen darzustellen:

(9.6) Ist f: R ~ X iiber [a,b] integrierbar, so gilt

lim R = du ;
i ) [a,b}f :

gemeint ist: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit

Rr(f) - fdp
[ab]

<e€

fiir alle Teilungen T' mit ||T'|| < 4.

[ Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es eine Teilung Ty mit Dy, (f) < /3. Es
sei > 0 die Lénge des kiirzesten Teilintervalles von Tg. Ist T' eine beliebige
Teilung mit einem Korn ||T']| < 4, so gilt auf Grund von (3) und Lemma
(9.3):

< Dr(f) <3Dr,(f) <e. |

RT(f)—/[ b]fdu
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(9.7) Essei f: R ~ X iiber [a,b] integrierbar. Ist (T),),>0 eine beliebige
Folge von Teilungen mit lim,,_, ||T5,|| = 0 und sind R, (f) zugehdrige Rie-
mannsche Summen, so gilt

lim R,(f) = fdp .

n— 00 [(Lb}

(1) Wir berechnen das Integral
/ eMdu(t), AeCr.
[a;b]

Hierzu verwenden wir Teilungen 7, von [a,b] in n > 1 gleiche Teile der
Lénge h := (b — a)/n. Damit ergeben sich die Teilungspunkte t; := a + kh
(0 < k < n), und wir wahlen als Messpunkt jeweils den linken Endpunkt
des betreffenden Teilintervalls: 7, := tx—1 (1 < k < n). Die zugehédrigen
Riemannschen Summen haben den Wert

n—-1 A(b—a) _q A _gra R
Ry =Y oty = s h=
k=0

er —1 A e — 17

(b—a)

Wegen ||T,|| = h = 5~ — 0 (n — oo) diirfen wir Satz (9.7) anwenden
und erhalten mit Hilfe von (5.21):

1
/ eMdu(t) = lim R, = —(e>‘b — eA“) :
[ab] A

n—oo

Setzen wir hier zum Beispiel A := 4, so ergibt sich unter Vorwegnahme einer
plausiblen Rechenregel:

/ costdu(t) = Re B (e — e"a)} =TIm(e” — ) =sinb —sina,
[a,b]

und analog
: 1 ib ia ib ia
sintdu(t) =Im | = (e’ — )| = —Re(e"” — €'*) = —cosb+ cosa,
[a.b] !

was die wenigsten iiberraschen wird. O
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() Es soll das Integral
1
/ —du(t), 0<a<b,
[ab])

berechnet werden. Hierzu teilen wir das Intervall [a,b] auf einer logarithmi-
schen Skala in n gleiche Teile: Wir setzen {/b/a =: p > 1 und weiter

tri=a-p~ (0<k<n), T i=tk1 (1<k<mn).
F=1(p—1) und

1Tl = 1(Qn) = ap"H(p = 1) < b(¥/bfa—1) .

so dass lim,, . ||T%|| = O sichergestellt ist. Die zugehorigen Riemannschen
Summen haben den Wert

Damit ergibt sich pu(Qg) = tx — tx—1 = ap

n n

1 1 _ n
Ry =3 = @) =Y ——ap" " (p—1) =n ({/bja—1) .
Tk ap
k=1 k=1
Wir kénnen jetzt Satz (9.7) anwenden und erhalten
1 1/n _ 1 T _ 1
/ —dp(t) = lim R, = lim (b/a) " =1 = lim (b/a) = logé ,
[a,b] t n— 00 n—00 1/TL x—0
wie erwartet. O

Rechenregeln

Das Integral geniigt natiirlich verschiedenen Rechenregeln:

(9.8) Fiir eine vektorwertige Funktion f = (f1,..., fm) gilt
/ fdu=s <+ fidp=s; (1<i<m);
[a,b] [a,b]

insbesondere ist

Refdque(/ fd,u),
[a,b] [a,b]

und analog fiir den Imaginarteil.

[ Fiir beliebige Teilintervalle J C [a,b] gilt

|Afils < |Af]; < Z A fils s
i=1
folglich geniigen die Schwankungssummen analogen Ungleichungen. Hieraus
ergibt sich weiter, dass f genau dann integrierbar ist, wenn das fiir die Ko-
ordinatenfunktionen f; zutrifft. Der Rest folgt aus Regel (3.14)(a). N
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(9.9) Sind f und g integrierbar iiber [a,b] und ist o € X eine beliebige
Konstante, so sind auch die Funktionen

f+ga Oéf, ’f’v fg

tiber [a,b] integrierbar, und zwar gilt

dy = d d
(a) /{avb](erg) 1 /[a’b]f u+/[a’b]g e
(b) | @hdui=a [ rau.

[a,b]

[a,b]
(c) fH =0 Vielad] — fdu>0,

[a,b]
/ fdy s/ Fldu,
[a,b [a,b]

(e) / ldu=b—a.
[a.b]

[ Um die Integrierbarkeit von |f| = abs o f zu beweisen, iiberlegen wir
folgendermassen: Wegen

[l = |yl| <z —y| Vaz,yeX

ist abs lipstetig mit Lipzahl 1. Hieraus folgt fiir beliebige Teilintervalle
J C [a,b] die Ungleichung
{A(absof)‘J <|Afls,
und hieraus ergibt sich weiter, dass |f| eher kleinere Schwankungssummen
besitzt als f.
Nun zu f - g: Es gibt ein M > 0 mit
fOI <M, |gt)| <M  Vielab].
Fiir beliebige t, t' € [a,b] gilt daher
[f()g(@) — fE)gE) < [£B) 19(t) — g ) + [g@E)|1f(t) — f(E)]
< M(|f(t) = FWE)] + lg(t) — g(t)]) -

Hieraus folgt

|A(f-9)|, <M (JAf]s+ |Agls)
fiir beliebige Teilintervalle J C [a,b] und weiter

Dr(f - g) < M(Dr(f) + Dr(g))

fiir die Schwankungssummen. Sind daher D7 (f) und Dr(g) je < e/(2M), so
ist Dp(f-g) <e. — Anmerkung: Fiir das Produkt gibt es keine Regel vom
Typ (a)!

Die Regeln (a)—(d) ergeben sich mit Hilfe von Satz (9.7) und allgemeinen
Regeln iiber Grenzwerte aus den entsprechenden Formeln fiir die Riemann-
schen Summen. Schliesslich noch (e): Ist f(t) = 1, so haben alle Rie-
mannschen Summen den Wert b — a. N

Mit Hilfe dieser Regeln verifiziert man sofort die folgende pauschale Form des
Mittelwertsatzes:
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(9.10) Geniigt f: [a,b] — X der Abschétzung
fO <M Vte[ab],
so gilt

fdu
[a,b]

<M ((b—a).

Der eigentliche Mittelwertsatz der Integralrechnung handelt von stetigen
reellwertigen Funktionen (Fig. 9.1.6):

(9.11) Essei f:[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt eseinT € [a,b]
mit

| tau=rn o).
[a,b]
[ Es seien 7, und n* bezichungsweise das Minimum und das Maximum
von f auf [a,b]. Dann gilt
vt € [a,b]: ne < f(t) <n*

und somit
n*(b—a)Z/ N dp < fdué/ n dp=n"(b-a).
[[L,b] [a7b] [ll,b]

Dies ist aquivalent mit

1
b—a [a,b]

fdp=:n¢€[n,n"].

Nach dem Zwischenwertsatz (4.21) gibt es jetzt einen Punkt 7 € [a,b] mit
f(7) =n. Dieses T gentigt. N

Fig. 9.1.6
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Von den Grundeigenschaften des Integrals fehlt noch die Additivitat beziig-
lich der Vereinigung von (aneinanderstossenden) Integrationsbereichen. Also:

(9.12) Esseia < b < c. Ist die Funktion f: R ~ X integrierbar iiber [a,b]
und iiber [b,c], so auch iiber |a,c], und umgekehrt. Es gilt dann

fdp= fdp+ fdp .
[a,c] [a,b] [b,c]

[ Sind 77 und T"” Teilungen von [a,b] und [b,c], so ist T := T" UT" eine
Teilung von [a,c], und es gilt

Dr(f) = Dz (f) + Dz (f) . (3)

Ist umgekehrt 7% eine Teilung von [ a, ¢|, so induziert 7' := T*U{b} Teilungen
T" und T" von [a,b] und [b,c]; dabei gilt nach Lemma (9.1)(b):

Dy (f) + Dro(f) = Dr(f) < Dr-(f) - (4)

Aus (3) und (4) ergeben sich unmittelbar die Behauptungen betreffend die
Integrierbarkeit.

Sind weiter R" und R” zu T’ und T" gehorige Riemannsche Summen, so ist
R := R’ + R" eine zu T gehorige Riemannsche Summe. Es seien S, S’ und
S” die angeschriebenen Integrale. Dann gilt

S—(+8")=(S—R)+(R -S5)+(R"-5")
und somit wegen (9.5):

‘S— (S, —|—S/)‘ < |R— S‘ + ’R, — S,‘ + |RH — S”’ < Dy + Dyi 4+ Dpu

= Q(DT/ + DT//) .
Da hier die rechte Seite beliebig klein gemacht werden kann, muss die linke
Seite gleich 0 sein. N
Nullmengen

Es wurde bereits angedeutet, dass eine Funktion nicht im Ganzen stetig zu
sein braucht und doch integrierbar sein kann. Wir wollen das noch genauer
anschauen.

Eine Menge A C R heisst eine (Jordan-)Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0
endlich viele offene Intervalle J; (1 <1 <r) gibt mit

AclJan,  Down)<e. (5)
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Bsp: eine endliche Menge, die Menge { % ‘ k e N* } .

Interessante “natiirliche” Nullmengen gibt es erst im mehrdimensionalen Fall:
Eine Kurve v in der Ebene hat zwar positive Lange, ist aber als Teilmenge
~ C R? eine Nullmenge. Ohne weiteres verifiziert man:

— Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
— Sind A und B Nullmengen, so ist auch A U B eine Nullmenge.

Im Hinblick aufs Integral miissen wir die vielleicht improvisierte Uberdek-
kung (5) der Nullmenge A in den Rahmen einer “sauberen” Teilung stellen
konnen. Dies leistet das folgende Lemma:

(9.13) Es seien [a,b] ein Intervall und A C R eine beliebige Nullmenge .
Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Teilung T von [a,b]| mit

> Q) <e.

QrTA

[ Es sei (6) eine Uberdeckung von A durch offene Intervalle J; =] a;, b; |
(1 <1< r)der Gesamtlange < e. Dann stellt die Menge

T:= {a,b, al,bl,...,ar,br} N[a,b]

eine Teilung des Intervalls [a,b] dar. Zu jedem Teilintervall Q, das die
Menge A schneidet, gibt es mindestens ein [ mit Q2 J;, und die Qg, die
ein vorgegebenes J; schneiden, haben eine Gesamtlédnge < p(J;) (Fig. 9.1.7).
Wir kénnen daher schreiben:

S Q)< D w@) | < ul) << N
l

QrTA l QruJ;
Jl
Ty
/ al Qk bl al/ b]l
A
Fig. 9.1.7

Im Zusammenhang mit “Ausnahmepunkten” hat sich die folgende Redeweise
eingeblirgert: Eine Aussage liber Punkte x gilt fast iiberall, wenn sie fiir alle
betrachteten x, mit Ausnahme einer gewissen Nullmenge, zutrifft.

Bsp: Die Funktion abs ist fast iberall differenzierbar.
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(9.14) Ist f:[a,b] — X beschrankt und fast iiberall = 0, so ist

fdu=0.
[a,b]

[ Essei|f(t)] <M, M >0, und A:= {¢t | f(t) # 0}. Zu vorgegebenem
e > 0 gibt es nach (9.13) eine Teilung 7" des Intervalls [a,b] mit

> @) < ﬁ

QrTA
Fiir diese Teilung ist
€
Dr(f)= Y |Afloum(@k) < D7 2M p(Qr) <2M - 5oz =
QrTA QrTA

somit ist f iiber [a,b] integrierbar. In analoger Weise erhélt man
€ €
M. — ==
(D} <M 337 =3
so dass mit (9.5) folgt:

£ < |Re(£)| + Dr(f) < 5

[a,b]

Da ¢ > 0 beliebig war, hat das Integral den Wert 0. N

Aus (9.14) ziehen wir noch den folgenden Schluss: Wird eine integrierbare
Funktion auf einer Nullmenge abgeandert, so bleibt sie integrierbar, und der
Wert des Integrals dndert sich nicht. — Nun zur Hauptsache (Fig. 9.1.8):

(9.15) Ist die Funktion f: [a,b] — X beschrinkt und fast iiberall stetig, so
ist f iiber [a,b] integrierbar.

Fig. 9.1.8
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[ Essei [f(t)] < M, M > 0, und es sei A die Menge der Unstetigkeit-
spunkte von f. Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es nach (9.13) eine Teilung T
von [a,b] mit

Z w(Qr) < ﬁ

QrTA

Es sei G := {k } Qx DCA} die Menge der “guten” k. Ist k € G, so ist f
nach Satz (9.4) tber Q) integrierbar. Es gibt daher fiir jedes solche k eine
Teilung T}, von () mit

1Qr) €
b—a 2°

Setzt man jetzt T := To U J,c T, S0 ist

DTk(f) <

Dr(f)=>_Dr(f)+ Y Dn(f)

keG QrTA
£/2 e €
< 2M —4+—=c.
<o) @+ DL 2Mp(Q) < g+ g =¢ N
keG QrLTA

Aufgaben

1. Zur Begriindung des Riemannschen Integrals von reellwertigen Funktio-
nen f: [a,b] — R werden héufig auch die sogenannten (Riemannschen)
Obersummen Rr(f) bzw. Untersummen R, (f) herangezogen. Definiere
diese Grossen sinngemass und zeige, was folgt:

(a) Fiir beliebige Teilungen T von [a,b] gilt: R (f) — Ry (f) = Dr(f) .
(b) Ist T" feiner als T, so gilt: Ry (f) < Rr(f).
(c) Ist f integrierbar, so gilt fiir beliebige 7":

ET(f)S : b]fdMSET(f)'

2. Berechne einen Naherungswert flir das Integral

2 2
/ e /2 gt
0

mit Hilfe einer Zerlegung des Intervalls [0,2] in 20 gleiche Teile. Schétze
den Fehler ab und vergleiche mit dem Tabellenwert.

3. Zeige, dass die Funktion

ft) =
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iber [0, 1] integrierbar ist, und berechne den Wert des Integrals.

4. (a) Zeige: eine monotone Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar. Hin-
weis:  Teile [a,b] in N? gleiche Teile [t,_1,t;]|. Bei hochstens N

davon ist ,
(1)~ Flto) > TS

(b) Konstruiere eine monoton wachsende Funktion f: [0,1] — R mit
unendlich vielen Unstetigkeitsstellen.

(c) Konstruiere eine monoton wachsende Funktion f: [0,1] — R mit
einer in [0, 1] dichten Menge von Unstetigkeitsstellen.

5. Beweise ohne Riickgriff auf den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung die
Gleichung

Todr
Tre = arctan x (x >0) .

Hinweis: Setze arctanx =: a und betrachte Teilungen
T, : t := tan(ka/n) (0<k<n).

Bei geeigneter Wahl der Messpunkte lassen sich die Zahlen
"ty —thy
R, = —_—
kz_l 1+ trtr—1

als Riemannsche Summen zu dem angeschriebenen Integral auffassen.



9.2 Der Hauptsatz der Integralrechnung

Aufintegrieren

Wir bendtigen eine allgemeine Methode zur Berechnung von Integralen. Die
Beispiele 9.1.@—@ sind namlich nicht typisch: Nur in ganz speziellen Féllen
ist es moglich, ein Integral mit Hilfe von Riemannschen Summen exakt zu
berechnen. Es braucht noch eine neue Idee, und die lautet bekanntlich, das
Integral “als Funktion der oberen Grenze” zu betrachten.

Im folgenden ist I C R ein beliebiges (endliches, unendliches, offenes, halb-
offenes, ...) Intervall. Eine Funktion f: I — X heisst lokal integrierbar,
wenn sie liber beliebige kompakte Teilintervalle [z,y] C I integrierbar ist.
Dies sei fiir f der Fall, und es sei a € I ein fest gewahlter Punkt. Wir bilden

die Funktion
f[ayx]fd'u (x> a)
Fa(w) = O (:[} = a)
—f[x’a]fd,u (x <a)

(Fig. 9.2.1) und sagen, die Funktion f sei von a aus aufintegriert worden.

AY
-« Fy(z)
y= f(t)
<_/
/]
Ll A
B a X \
Fig. 9.2.1

Bsp:  Wird die im Innern einer fliegenden Rakete messbare Beschleuni-
gung vom Start weg zweimal aufintegriert, so erhédlt man die zur Zeit ¢
zuriickgelegte Distanz, was zur Ortsbestimmung verwendet werden kann.

Man iiberzeugt sich anhand der Fig. 9.2.1 bzw. mit Hilfe von (9.12) und

einigen Fallunterscheidungen, dass diese Funktion F' := F, : I — X die
folgende charakteristische Eigenschaft besitzt:
(016)  F(y) - F(a) =/[ Sdn o myel a<y).

I,y

Damit kommen wir schon zu einer ersten Version des Hauptsatzes der Infinite-
simalrechnung (“Hauptsatz A”):
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(9.17) Es sei I ein beliebiges Intervall, f: I — X eine stetige Funktion und
F die von a € I aus auf integrierte Funktion f. Dann ist F' = f; insbesondere
gilt

d

d
| fdu=ie) @ze, o

dw [a,a:]

[z,a]
In Worten: Die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze ist gleich
dem Wert des Integranden an der betreffenden Stelle.

In Wirklichkeit braucht f nicht durchwegs stetig zu sein. Es ist einfach so,
dass in den Stetigkeitspunkten von f die Formel F'(z) = f(z) gilt. Wir
beweisen némlich (und damit ist dann auch (9.17) bewiesen):

(9.18) Ist f: I — X lokal integrierbar und bezeichnet F die von a € I aus
aufintegrierte Funktion f, so gilt:

(a) F: 1 — X ist stetig.

(b) Existiert an einer Stelle xy € I der rechtsseitige Grenzwert f(xo+), so

ist F' dort rechtsseitig differenzierbar, und es gilt F'(xo+) = f(zo+).

[ (a) Ist zo nicht der rechte Endpunkt von I, so gibt es ein 3y > o mit
Iy := [zo,y0] C I, und f ist iiber Iy integrierbar. Es gibt daher ein M mit
|f(t)| < M fiir alle t € Iy, und wir erhalten mit (9.10):

/ fdu
[.’,C(),IE]

Dies beweist die rechtsseitige Stetigkeit von F' an der Stelle x.

|F(x) — F(xo)| = < M (z — x0) (o <z <o) .

(b) Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es nach Voraussetzung ein 6 > 0 mit
’f(t) - f(l‘o—i—)‘ <e€ (370 <t<zo+ 5) .
Nach (9.16) und allgemeinen Rechenregeln gilt fir zo < y < z¢ +¢:

F(y) - Flxo) — f(@ot)(y — z0) = / (F(&) — f(zo+)) dult)

[zo0,y]
somit haben wir
‘F(y) — F(z0) — f(zo+)(y — 360)‘ <e(y—zo) (o <y <x0+9) .
Division mit y — z¢ > 0 liefert

F(y) — F(xo)

—f((Eo‘F)’ <e ($0<y<$0+5),
Yy — o

was zu beweisen war. N
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Y A
1 y=F(z)
6 i
1 (Steigung = |z|) —
3+ — y= [t
2 i
1 1
| } } } > ta X
0 1 2 3 x 4

Fig. 9.2.2

(1) Fig. 9.2.2 zeigt den Graphen der Funktion
ft):=t] =max{k€Z|k <t}

und ihrer von 0 aus Aufintegrierten, F'. Letztere ist stetig und in allen Punk-
ten = ¢ Z differenzierbar. In den ganzzahligen Punkten besitzt der Graph von
F' einen Knick, entsprechend den verschiedenen einseitigen Grenzwerten von
f. — Rechnerisch bestimmt sich F'(z) wie folgt, wobei wir der Einfachheit
halber x > 0 voraussetzen:

L=

Py = [ =3 [ 1t duto) /[H L e

Lx]
—S k-1 Lo — o)) = SO )

— 2
= |a] (x—%) .

Stammfunktionen

Stehen zwei Funktionen F, f: I — X in der Relation F' = f, so ist f die
Ableitung von F', und F' heisst eine Stammfunktion von f auf I. Satz (9.17)
besitzt das folgende Korollar:
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(9.19) Zu jeder stetigen Funktion f: I — X gibt es eine Stammfunktion
F: I -X

Die Menge aller Stammfunktionen von f: I — X heisst unbestimmtes Inte-
gral von f und wird mit
/ (1) dt

bezeichnet. Wie wir gleich zeigen werden, stimmen die einzelnen Mitglieder
dieser Funktionenschar bis auf eine additive Konstante iiberein. In diesem
Zusammenhang erweist sich folgende Schreibweise als zweckmassig: Fiir eine
beliebige Funktion Fy: I — X bzw. einen Funktionsausdruck Fy(t) in der
Variablen t bezeichnet

<F()> bZW. <F0(t)>

die Menge aller Funktionen bzw. Ausdriicke, die sich von Fy um eine kon-
stante Funktion unterscheiden. — Das folgende einfache Prinzip verwandelt
jede Differentiationsregel in eine “Integrationsregel”:

(9.20) Ist f = F}, so ist die Menge aller Stammfunktionen von f die “Par-
allelschar” ( Fy); in Formeln:

f=F = /f(t)dt=<Fo>-

[ Wir miissen die Gleichheit von zwei Funktionenmengen beweisen. — Ist
F eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt (F—Fy)' = F'—F) = f—f =0,
und hieraus folgt mit Satz (7.16), dass F' — Fy konstant ist, d.h. F' € (Fp).
Umgekehrt: Ist f = F{, so ist auch jede Funktion F(t) := Fy(t) + ¢, c fest,
eine Stammfunktion von f. N

d 1 1
® Earctant: e = /mdt:(arctant%

sinh’ = cosh = / coshtdt = (sinht) .

O

Wir kehren nunmehr zuriick zum Problem der Berechnung von Riemannschen
Integralen

fdp
[a,b]

und bringen den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung auf folgende anwen-
dungsorientierte Form (“Hauptsatz B”):
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(9.21) Es seien f: [a,b] — X eine stetige Funktion und F eine beliebige
Stammfunktion von f. Dann gilt:

F(E) dult) = F(b) - F(a) .

[a,b]
[ Dasich verschiedene Stammfunktionen von f nur um eine additive Kon-
stante unterscheiden, hat hier die Differenz rechter Hand fiir alle Stamm-
funktionen denselben Wert, und wir diirfen annehmen, F' sei die in (9.17)
als Stammfunktion erwiesene Funktion

F.(z) := / fdu (x >a).
[a,2]
Fiir diese gilt aber wegen Fj,(a) = 0 tatséchlich

: b}fdﬂ:Fa(b):Fa(b)_Fa(a)' ]

Satz (9.21) stellt ein Riemannsches Integral, das heisst: einen Grenzwert
von Riemannschen Summen, als Differenz von Funktionswerten einer Stamm-
funktion dar und macht damit die Berechnung derartiger Integrale einem all-
gemeinen und letzten Endes algebraischen Kalkiil zugénglich. Das Problem
ist damit auf eine andere Ebene geschoben worden: Wir miissen nicht mehr
mit irgendwelchen Tricks einen Grenzwert ausrechnen; dafiir entsteht neu die
Aufgabe, zu einem gegebenen Funktionsterm f(¢) eine Stammfunktion F'(t)
zu finden.

Fiir die bei der Integralberechnung auftretenden Differenzen F'(b) — F'(a) hat
sich die bequeme Schreibweise

(0.4.)

eingebiirgert. Soll eine solche Differenz fiir eine (unter Umsténden noch nicht
bekannte) Stammfunktion F' von f berechnet werden, so bezeichnet man sie

mit /ab o

und nennt diesen Ausdruck das bestimmte Integral der Funktion f von a bis
b.
Wir wiederholen: Das unbestimmte Integral

/ F£(t) dt

ist die Menge aller Stammfunktionen von f; das bestimmte Integral

/ab () dt
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ist die fiir irgendeine Stammfunktion F' von f berechnete Differenz F'(b) —
F(a), und zwar ist das auch fiir b < a definiert.

Aufgrund dieser Vereinbarungen erhélt Satz (9.21) die (nur scheinbar tau-
tologische) Form

b
(9.21") /[b]fd,u,: / FO)dt (a<b).

Angesichts dieser Formel benutzen wir fiir Riemannsche Integrale iiber ein
Intervall [a, b] die Schreibweise

Jdp
[a,b]

(bis auf weiteres) nicht mehr, sondern wir schreiben dafiir ebenfalls (wie
allgemein {iblich)

b
/ f(t)dt . (1)

Durch (1) wird iibrigens das Wesen der bezeichneten Grosse typographisch
suggestiv zum Ausdruck gebracht, denn es gilt ja

b N
[ 0= rm) =)
a k

=1

Das Mitfithren des “Differentials” dt im Ausdruck fiir das bestimmte Integral
wird sich weiter bewdhren im Zusammenhang mit den Substitutionsregeln
(Abschnitt 9.3). In diesem Sinn soll man das d¢ nicht als ein mathematisches
Objekt, sondern nur als eine “Rechenmarke” betrachten, die angibt, nach
welcher Variablen integriert wird.

Uber die Technik des Integrierens

Damit stehen wir vor der Aufgabe, eine als Ausdruck gegebene Funktion,

zum Beispiel
f@t)=vt2+1,

unbestimmt zu integrieren, das heisst: einen Funktionsterm F'(t) anzugeben,
dessen Ableitung F”’(t), gerechnet nach den Regeln von Abschnitt 7.1, mit
f(t) tbereinstimmt. Diese Aufgabe ist nicht immer lésbar; so besitzt zum
Beispiel die Funktion t +— exp(—t%/2) keine elementare Stammfunktion.
(Hierfiir gibt es leider keinen einfachen Beweis.) Unser jetziges Problem hat
jedoch mit der Existenz von Stammfunktionen nichts zu tun: Nach Satz
(9.17) besitzt jede auf einem Intervall I stetige Funktion dort Stammfunk-
tionen, ob man sie nun “formelmassig” angeben kann oder nicht.
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Wir stellen im folgenden einige Regeln zusammen, mit denen man in den
meisten Féllen, wo es geht, durchkommt. Es gibt aber auch umfangreiche
Integraltafeln, zum Beispiel

LS. Gradshteyn + I.M. Ryzhik: Table of Integrals, Series und Products. 4*®
ed., 1965 (Academic Press).

Noch bequemer sind natiirlich Computerprogramme, die einen Funktions-
ausdruck f(t) als Input akzeptieren und die zugehodrigen Stammfunktionen
F(t) als Ausdruck ausgeben, zum Beispiel die Systeme “Mathematica” oder
“Maple”.

(3) Hier ein Beispiel (von Davenport) fiir die Leistungsfihigkeit derartiger
Systeme: Als Losung der Aufgabe

/2t6+4t5+7t4—3t3—t2—8t—8dt
(262 — 1)2V/t4 + 483 + 2t2 + 1

produziert der Computer den Ausdruck

— 2log(t? + 4t 4 2) — log(V/2 + 2t)
+ log <\/§t+2f—2\/t4+4t3 + 2¢2 +1)

~ 5log(2t2 — 1) — 5log (2\/§t FAV2 2 4t - 6)

+5log ((4V2+19)VET + 465 + 20 41

—16v/2t% — 82t + 6v/2 — 20t — 38t + 5)

+2log (102 + 17) VT + 463+ 202 41

FAV2E2 4+ 16V2t — 2V2 — 1142 — 44t — 39)

1
+ 5 log ((731\/§t + 714922 — 70030t — 141522)V/t4 + 4¢3 + 22 + 1
— 40597V/2t% — 174520V/2¢% — 122871v/2¢ + 50648V/2

+90874t3 + 403722t 4 272622t — 61070)

N (2t + D)V + 483 + 262 + 1

482 — 2 O

Der Geltungsbereich der nachstehenden Formeln und Integrationsregeln wird
nicht jedesmal ausdriicklich angegeben. Wo nichts anderes gesagt ist, gilt die
betreffende Regel fiir jedes Intervall, auf dem alle daran beteiligten Inte-
granden stetig sind.
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Die Integrale der elementaren Grundfunktionen

Die nachstehenden Formeln lassen sich ohne weiteres mit Hilfe von Satz
(9.20), das heisst: durch Ableiten der rechten Seite, verifizieren.

1
a — a+1 R 1) :
> /t d=(—=1"")  (a€R af-1);
At 1 At *
> /e dtz(xe ) (AeCr);
> /Coshtdt: (sinht) , /Sinhtdt: (cosht) ;
> /costdt: (sint), /sintdt: (—cost);
1
> H—tht:<arctant>,
1 1 141¢
> / ! dt = (arcsint )
V112 ’
1
> ————dt = (arsinht) = (log(t + Vt2 + 1)),
[ it = (assinh) = (log(t+ V1))

> /\/tjjdt:<arcosht>:<10g(t—|—\/t2—1)> (t>1).

Wir kommen nun zu allgemeinen Regeln, die gestatten, kompliziertere Aus-
driicke auf einfachere zuriickzufiihren.
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Linearitat

Wir beginnen mit der folgenden Bemerkung: Eine bestimmte Parallelschar
iiber dem Intervall I lasst sich durch jedes ihrer Mitglieder reprasentieren.
Die Parallelscharen sind namlich nichts anderes als die Aquivalenzklassen
beziiglich der Aquivalenzrelation

Fy ~ Fy < Fy — F5 = const. .
Ist jetzt (Fy) = (Fy) und (G1) = (Ga), so folgt ohne weiteres
(F1+G1)=(F+Ge),

ferner (AFy) = (AFy) fur beliebiges A € R (bzw. € C). Da hiernach die
Schar (F' 4+ G') nur von den Scharen ( F') und (G) abhéngt — und analog
die Schar (AF') nur von A und ( F') —, wird durch die Festsetzung

(F)+(G):=(F+GQG), MFE) :=(\F)

in der Menge der Parallelscharen {iber einem Intervall I auf natiirliche Weise
eine Addition und eine Multiplikation mit Skalaren definiert. In anderen
Worten: Die Menge dieser Scharen bildet einen Vektorraum X = X(I) im
Sinne der linearen Algebra.

Damit wird die folgende Proposition sinnvoll:

(9.22) Esseien I C R ein Intervall, C(I) der Raum der stetigen Funktionen
f: I — R (bzw. — C) und X(I) der Raum der Parallelscharen auf I. Die
folgenden Operationen sind linear:

(a) die unbestimmte Integration
[+ co-xwm. 1o [rwa,

(b) fiir beliebige zwei Punkte a, b € I die Evaluation

b

X(I)—>R (bzw. —C), (F)w F(b) - F(a) .

a

[ (a)Ist f = F' und g = G', so gilt f+g = (F+G) und A\f = (A\F)".
Mit zweimaliger Verwendung von (9.20) folgt daher

/(f(t)+g(t))dt:(F+G>:(F>+<G):/f(t)dt+/g(t)dt

//\f(t)dt—)\/f(t)dt.

und analog
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(b) Dass - |Z auf X (I) wohldefiniert ist, wurde schon frither bemerkt. Die
Linearitat ist eigentlich evident. N

Nimmt man hier (a) und (b) zusammen, so erhélt man als Korollar noch die
weiteren Rechenregeln

b b b b b
/(f(t)+g(t))dt:/ f(t)dt+/ g(t)dt, /)\f(t)dt:)\/ f(t)dt

(4 Fiir ein Polynom ergibt sich
/(ant” tanit" 4t art+ag)dt = (a—”t”“ RS 7 + apt) .
n+1 2

Insbesondere merke man sich den Wert
1
thrl
/ tdt =
0 n 4+ 1

Integral von “logarithmischen Ableitungen”

1

(neN) .

O_TL—I—I O

(9.23) Ist die reellwertige Funktion ¢ stetig differenzierbar und # 0 auf dem
Intervall I, so gilt dort:

¢/

= (log[o(t)[) -

[ Nach Voraussetzung iiber ¢ gibt es ein festes o € {—1,1} mit |¢(t)| =
o¢(t). Die Funktion

F(t) = log|¢(t)| = log(ad(t))
besitzt nach der Kettenregel die Ableitung

F(0) = 108! (06(1) - 0/ (1) = 0 /(1) = 2¢)

was zu beweisen war. N

/ldt— (logt) (t>0)
t | (log(=t)) (t<0).
Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall | 0, 7 [ positiv; folglich gilt dort

/cot tdt = / C—St dt = (log(sint)) .

®) Es gilt
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Analog: Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall |-, 7 [ positiv; folglich

gilt dort
/tantdt = —/ Ly (—log(cost)) .

cost O

® Auf]1,00][ ist logt > 0, auf ]0,1[ ist logt < 0 und somit |logt| =
—logt =log(1/t). Wenden wir daher (9.23) mit f := log an, so ergibt sich

dt  [log'(t) ., [ (loglogt) (t>1)
/t logt _/ log(t) dt = { (10§10§(1/t)) (0<t<1).

O

Aufgaben

1. Essei f: R — R eine stetige 2m-periodische Funktion. Unter welcher Be-
dingung besitzt f eine ebenfalls 27w-periodische Stammfunktion F'?7 Man
zeige, dass die gefundene Bedingung notwendig und hinreichend ist.

2. Es sei X der Vektorraum der Parallelscharen ( F') von differenzierbaren
Funktionen F': I — R. Welche der folgenden Operationen definieren ein
lineares Funktional X — R? (Die Werte a,b, t;, € I, A\; € R sind fest.)
() 8u: (F)—F(@), (b) é: (F)e Spo MF(t),

(c) wie (b), aber > ,_; A, = 0 vorausgesetzt,

b
@ v (F)-FP@, @ x: (F)e [ Fod.
3. Zeige: Die Funktion

@) ::/Owﬁ%tdt (z €R)

nimmt auf R ein globales Maximum M und ein globales Minimum —M
an. Finde einen Ausdruck fiir M und beweise M < 2. Hinweis: Beweise
und verwende die Ungleichung sint < tcos(t/2) (0 <t <m).

4. (Nicht ganz ernst gemeint) Verifiziere das in Beispiel 9.2.(3) wiederge-
gebene Resultat (a) mit Papier und Bleistift oder (b) mit Hilfe eines
Computerprogramms, das Funktionsausdriicke differenzieren kann.



9.3 Partielle Integration und Substitution

Partielle Integration

Aus der Formel fiir die Ableitung eines Produkts ergibt sich der Satz {iber
die partielle Integration:

(9.24)(a) / Wt (#) dt = (u(t)o(t)) — / < (Bo(t) dt,

[ Bsist (ww) = u'v+ wv’, somit folgt mit (9.20):

/(u'(t)v(t) +u(t)v'(t)) dt = (u(t)v(t)) .

Hier darf man nach (9.22) die linke Seite aufspalten und den einen Sum-
manden nach rechts bringen. N

Die folgenden Beispiele zeigen die praktische Anwendung der partiellen In-
tegration. Das Ziel ist immer, rechter Hand ein Integral zu erhalten, das
einfacher ist, als das Ausgangsintegral war. Dabei erweist es sich als zweck-
maéssig, im Ausgangsintegral den Faktor, der im Lauf der Rechnung differen-
ziert wird, mit einem nach unten weisenden Pfeil (‘| ’) und den Faktor, der
integriert wird, mit einem nach oben weisenden Pfeil (‘7’) zu bezeichnen.

(D Bei Integralen vom Typus

/t”e’\tdt (AeCr), /t”costdt, /t”sintdt (n €N)

lasst sich der auftretende Exponent durch partielle Integration um eins ernie-
drigen und somit rekursiv auf 0 bringen:

1 1
/t" M dt = (t"—e) —/nt”l—e)‘t dt
|1 ) A

1
:<the)\t>_§/tn—le)\tdt .

Ahnliches gilt fiir die beiden anderen Typen. O
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@ Um das Integral [log¢dt zu berechnen, fithren wir formal einen Faktor
1 ein und integrieren partiell:

/logtdt:/1logtdt:(tlogt)—/t%dt:<tlogt>—<t>
Tl

= (t(logt—1)) .

Dies ist ein Spezialfall der fiir beliebiges A # —1 giiltigen Berechnung

t}\—|—1 t)\-i-l 1
l/tAkgtdt:<A%_lbgﬂ——/m —dt

. A1t
t)\+1 t)\+1
p— t R
(Npglost) <u+1ﬁ>
t)\Jrl

(3) Um das unbestimmte Integral

J = /eo“t sin(ft) dt

zu berechnen, werden wir zweimal hintereinander partiell integrieren; wir
diirfen dabei a0 # 0 voraussetzen:

1 1
J= [ e sin(Bt) dt = (—e*sin(Bt)) — [ — e Bcos(Bt) dt
/ - “ / 1

1

= (aeat sin(ft) ) — ( %eo‘t cos(ft)) + / %eo‘tﬂ(— sin(3t)) dt
1 2

= $< e (asin(Bt) — Beos(Bt)) ) — %J .

Der Misserfolg ist nur scheinbar: Wir kénnen nach J auflésen und erhalten

eat

J = m(a sin(f5t) — Bcos(ﬁt)) ). (1)
Das Ganze nocheinmal von vorn, aber einfacher: Aus
/e(aJri,B)t df = 1 latipye _ O~ B (a+igyt
a+ i3 a? + (32
folgt durch Trennung von Real- und Imaginérteil sofort (1) sowie zusétzlich

at

/eo‘t sin(ft) dt = (asin(Bt) — Beos(Bt)) .

a2 + B2 O
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Anwendung: Das Wallissche Produkt

(@ Wir wollen die Zahlen

w/2
Cn = / cos™t dt (n e N)
0
berechnen. Zunéchst ist

/2 T /2 /2
coz/ 1dt = —, 01:/ costdt =sint =1.
0 2 0 0

Um eine Rekursionsformel fiir die ¢, zu erhalten, schreiben wir

w/2
Cn :/ cos" 1t cost dt
0 ! T

/2

= cos" !t sint
0

/2
— / (n — 1) cos™ %t (—sint)sint dt
0
w/2
=0+ (n—1) / cos" 2t (1 — cos?t) dt
0
= (n - 1)(07172 - C’n,) .

Hieraus folgt nc, = (n — 1)¢,,—2, das heisst:

-1
Cpn = n Cn—2 (n>2). (2)
n

Ist n gerade: n = 2m, so endet der iterative Abstieg bei 0, und wir erhalten

2m—-—1 2m —3 3 1
C = . C L. e — e — . C
am om  2m —2 492
oder andersherum:
T~ 1 3 5 2m —1
_2.2.2.2. >1
mT 95746 om (m =1)

Mit Hilfe der ¢, konnen wir noch eine “klassische” Darstellung der Zahl =
herleiten. Aus den Ungleichungen

T
cos®™t > cos?™ 1t > cos?™ 2t 0<t< 5)
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YA
n=>0 y = cos™ 1
n=1
n>1 n=2
>t
0 /2
Fig. 9.4.1

(Fig. 9.4.1) und (2) folgt

S S _2m+1
Com =Z Com+1 = Com+2 = om n 202m .
Wir dividieren mit co,,, und erhalten
1>02m+1>2m+1: B 1 :
= Ccom  2m—+2 2m + 2
somit gilt
lim 2m+l — (3)
m—oo  Com
Nun ist aber
Com+1 2 2 2 4 4 2m 2m
com 7w 1 3 35 2m —1 2m+1"

(9.25)

Dies ist das sogenannte Wallissche Produkt. O
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Substitution, erste Art

Die Kettenregel ermoglicht die Integration durch Substitution, und zwar auf
zwei Arten. Beim Arbeiten mit den Substitutionsregeln bewéahrt sich die
folgende Schreibweise fiir den Ausdruck einer zusammengesetzten Funktion
ho ¢:

B(6() = hw)],_yp -
Die erste Substitutionsregel ist anwendbar auf Integranden, die schon von
vorneherein als Opfer der Kettenregel erkennbar sind.

Bsp: Die Funktion
g(t) = (sin’t +e™") cost

ist offensichtlich die Ableitung der Funktion
1 .
G(t) = 1 sin't 4 S0

(9.26) Die Funktion ¢: I — R, t+— ¢(t) sei stetig differenzierbar, und die
Funktion f sei stetig. Dann gilt auf I:

Y

u:=¢(t)

() / F(6(0) (1) dt = / £(u) du

und fiir beliebige a,b € I:
o (b)

b

(b) | tew)sw = [ .
a é(a)

Hier liefert (a) die in der Variablen ¢t ausgedriickten Stammfunktionen des In-
tegranden, wihrend (b) von bestimmten Integralen handelt. Bei bestimmten
Integralen entféllt die Riicktransformation auf die Ausgangsvariable, dafiir
sind die Integrationsgrenzen mitzutransformieren. — Um Ausdriicke der
Form f(¢(t)) ¢'(t) zu integrieren, hat man nach (9.26) folgendermassen vor-
zugehen:

Unbestimmtes Integral

Substituiere formal ¢(t) :=u, ¢'(t)dt := du.
Integriere unbestimmt nach w.

Ersetze u wieder durch ¢(t).

—~
54
~—

Bestimmtes Integral
Substituiere formal ¢(t) :=w, ¢'(t)dt := du.
Ersetze die t-Grenzen a, b durch die u-Grenzen ¢(a), ¢(b).

Integriere.

W NN = w N =
. . . U‘ . . .
~
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[ Essei F(u) eine Stammfunktion von f(u). Dann ist F(¢(t)) eine Stamm-
funktion von f(¢(t)) ¢'(t). Somit sind beide Seiten von (a) gleich

(F(o(1))

und beide Seiten von (b) gleich
F(¢(b)) — F(é(a)) - N

(D Der in (9.23) betrachtete Sachverhalt lisst sich auch als Anwendungsfall
der Substitutionsregel (9.26) (mit f(u) := 1/u) interpretieren:
= (log [u| )u=g(r) = (log|o(t)]) -

/% @' (t)dt = / % du o

In dhnlicher Weise hat man fiir beliebiges o« #% —1 die Regel

/ (6(6)° 0 (1) dt = (—— (6(6)° ") .

a+1
Betrachte hierzu das folgende Beispiel:

t—p —1
dt = ( —F——m=
/ (12 — 2pt + 1)3/2 < \/m> O
(2 Das Integral
J = /(cost + cost) dt

hat auf den ersten Blick nicht die hier benotigte Form. Nun ist aber
J = /(1 + cos?t) cost dt = /(2 — sin’t) cost dt ,

und wir sehen, dass die Substitution

sint :=u, cost dt := du

zum Ziel fiihrt. Es ergibt sich
3 1
= Jui=sint = (2sint — 3 sin®t) .

J:/(z—u2)du d

Wenden wir dieselbe Substitution auf das bestimmte Integral

= (2u—

w:=sint

Jo = / (cost + cos®t) dt

/6
an, so ergeben sich die neuen Grenzen sin g = % und sint = 0, und wir
erhalten

0 3 |0
U 1 23
JO:/ (2 —u?)du= (2u— — =—(1l-=)=—.
1/2 ( 3 ) 1/2 24 24 O
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®) Ist f = F" und a # 0, so gilt allgemein

/ﬂm+mﬁ:i/ﬂm+Maﬁ:i/ﬂmm

:<$F@¢+ﬁ».

u:=at+3

Damit ergibt sich zum Beispiel

/ dt 1 / dt 1< ¢ t> <1 ¢ t>
———=— [ ———— = —{aarctan—) = ( — arctan — ) .
t2+a?>  a® | (t/a)?+1 a? a a a

O

Substitution, zweite Art

Die zweite Substitutionsregel ist wesentlich flexibler als die erste. Sie bezieht
sich auf ganz beliebige Integrale
/ f(z)dx

und verwandelt sie mit Hilfe einer willkiirlich gewahlten Substitutionsfunk-
tion x := ¢(t) in
[ rew) s

Dieser Ausdruck sieht nur komplizierter aus als der vorangehende, wenn man
ihn mit allgemeinen Funktionen f und ¢ hinschreibt. In Wirklichkeit ist es
gerade das Ziel der ganzen Operation, durch geschickte Wahl der Substitu-
tionsfunktion ¢ dafiir zu sorgen, dass das neue Integral einfacher wird. Dabei
gibt es noch eine Nebenbedingung: Die Substitutionsfunktion muss in dem
erforderlichen t-Intervall invertierbar sein, so dass man die Substitutionsglei-

chung z := ¢(t) nach t auflésen, das heisst: ¢ durch x ausdriicken kann. —
Die Regel lautet:

(9.27) Ist die Funktion t — x := ¢(t) stetig differenzierbar und existiert
p~t: I —R, T ¢z,

so gilt fiir jede auf I stetige Funktion f die Formel

(@ [ frde = [ oo iy

und fiir beliebige a, b € I:

b ¢~ (b)
(b) f(a)de = / F(6(0)) &'(1) dt .
¢
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Hier bezieht sich wieder (a) auf unbestimmte und (b) auf bestimmte Integrale.
Wie in (9.26) entfillt bei bestimmten Integralen die Riicktransformation
auf die Ausgangsvariable, dafiir sind die Integrationsgrenzen mitzutransfor-
mieren. Nach vollzogener Substitution kann man sowohl das Ausgangsin-
tegral wie die Substitutionsfunktion vergessen und braucht nur noch das
erhaltene Integral iiber das t-Intervall mit Endpunkten ¢—'(a), ¢~1(b) zu
betrachten. — Um einen Ausdruck f(z) nach (9.27) zu integrieren, hat
man folgendermassen vorzugehen:

—~

a) Unbestimmtes Integral

Waéhle eine geeignete invertierbare Substitutionsfunktion ¢.
Substituiere formal z := ¢(t), dx = ¢'(t)dt

Integriere unbestimmt nach ¢.

W o=

Driicke ¢t wieder durch x aus.

—~
-
N—

Bestimmtes Integral

Waéhle eine geeignete invertierbare Substitutionsfunktion ¢.
Substituiere formal = := ¢(t), dx := ¢'(t)dt

Ersetze die z-Grenzen a, b durch die t-Grenzen ¢~ '(a), ¢~ (b).

Integriere.

- w o=

[ Essei F(x) eine Stammfunktion von f(x). Dann ist F(¢(t)) eine Stamm-
funktion von f(¢(t)) ¢'(t). Die linke Seite von (a) ist folglich gleich ( F(z)),
die rechte gleich

(F(6(t) himp1(x) = (F(d(¢7 (2)))) -

Somit stellen beide Seiten von (a) die gleichen Funktionenscharen tiber I dar.
Weiter hat die linke Seite von (b) den Wert F'(b) — F'(a), die rechte Seite den
Wert F(¢p(¢1(b))) — F(¢(¢~*(a))), was natiirlich dasselbe ist. N

(@) Als erstes berechnen wir das unbestimmte Integral

B / dx
) Viter
Es liegt nahe, zunéchst die Exponentialfunktion wegzuschaffen mit Hilfe des

Ansatzes:
e’ =t, (4)

der aber, wohlgemerkt, die Riicksubstitution ¢ = ¢~!(x) ausdriickt. Wir
bendtigen natiirlich auch explizit die eigentliche Substitutionsfunktion x =
¢(t); es ergibt sich

1
x =logt, dxzzdt,
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und wir erhalten

1 1
Jpy = | ——= < dt
/ V1+t t t:=e”®

Damit stehen wir vor der Aufgabe, das “metamorphe” Integral
1 1
Ji = / L
! VIittt
weiter zu behandeln. Hierzu “substituieren wir die Wurzel”, das heisst: Wir

setzen
Vi+t = u, (5)

wobei dies wiederum die Riicksubstitution u = ¢ ~1(¢) ausdriickt. Die (nicht
zu umgehende) Auflésung nach ¢ liefert

t=u?—-1, dt = 2udu ,
und es ergibt sich
1 1
Jy = / — 2u du )
u U2 -1 wu:=+/1+t

Wir verbleiben mit dem Integral

2 1 1
u: _— fry — — 1 — —
J /u2_1du /<u—1 u+1> du = (log|u — 1| — log |u + 1|)

u—1 >
u+1
und haben nun die Riicksubstitutionen vorzunehmen. Es ergibt sich nach-

einander
1+t—-1
Jt = (Ju)y.— = (log | —————|) ,
= Udumrs = (0| Vo))
lo viter -1 )
Clrer 11
Wiére von Anfang an nur nach dem Wert des bestimmten Integrals
log 3 dr

0 Vv14e*
gefragt worden, so hétten dieselben Substitutionen zu dem folgenden Rechen-
ablauf gefiihrt:

= (log

Jp = (Jt)t::em = <

o Vi+er Ji VI+tl vz u?—1

: u—1[ 27l V2ol
=lo =lo — log ——
¥ty oyl Ay
1 2+1 2+1
zlog——i—log\[—i_ +1 V2+

0}
3 V-1 V4
2
=log(1 + gﬂ) = 0.6641 ;
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dabei haben wir die t-Grenzen mit (4) erhalten:
eV =1, €83 =3 |
und die u-Grenzen mit (5):

VIitl=v2, Vi+3=2.

Aufgaben

1. Betrachte die Funktion

L(x) ::/jldt (x> 1)

t

und zeige, dass L der Funktionalgleichung L(uv) =

L(u) + L(v) geniigt.

Dabei diirfen nur allgemeine Eigenschaften des Integrals (Zerlegungsad-
ditivitat, Substitutionsregeln usw.), aber keine Vorkenntnisse iiber die

Logarithmusfunktion verwendet werden.
2. Berechne den Grenzwert

™/2 sin(nt)

lim dt .

n—oo Jq nt

Hinweis: Wahle ein € > 0 und zerlege den Integrationsbereich in die

Teilintervalle [0,e] und [e, %] .

3. Leite ein gekoppeltes Paar von Rekursionsgleichungen her fiir die Gréssen

/2 /2
Cn, ::/ t" costdt, Sn ::/ t"sint dt
0 0

und berechne ¢, s, fir 0 <n < 4.

4. Es sei

log 2
Cp = / cosh” t dt (n>0).
0

Bestimme Cy, C; sowie eine Rekursionsformel fiir die C,. Hinweis:

‘cosh’, nicht ‘cos’!

5. Leite eine Rekursionsformel her fiir die Integrale

1
B(p,q) :=/ M 1=t dt (p, g e NY)
0
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und beweise mit vollstandiger Induktion:

(- 1Dig—1)!

Ble.g) = (p+q—1)

6. Berechne die folgenden unbestimmten Integrale:

(a) /sin2 te tdt, (b) / _dt (tan(t/2) :=u),

1+ cost

: t° 2 1.
(c) /smht costdt, (d) / st dt (t“+1:=u),
() / \fvi :f Qi (t=sin?u), () / \/% .

u
7. Die Funktionen v — % und z — /1 + 2% besitzen keine elementaren
Stammfunktionen. Berechne die folgenden Integrale, so weit sie elemen-

tar sind:

@ [ m) [
() / L . @ /x\/1+—:c4d:c,

zlogx

(e) /mdt.




9.4 Integration der rationalen Funktionen

Idee der Partialbruchzerlegung

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass jede rationale Funktion einer reellen
Variablen ¢,

p und q reelle (oder komplexe) Polynome, elementar integriert werden kann.
Hierzu wird die gegebene Funktion R(t) als Summe von besonders “ein-
fachen” rationalen Funktionen dargestellt, die sich leicht einzeln integrieren
lassen. Die Existenz dieser sogenannten Partialbruchzerlegung ist ein Satz
der Algebra und stiitzt sich auf die beiden folgenden Grundtatsachen:

(a) Polynomdivision

Es seien p und ¢ Polynome, ¢ nicht das Nullpolynom. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Darstellung

P=poq+r

mit gewissen Polynomen pg, 7 und degr < deggq.

Hier ist pg das bei der Polynomdivision p : ¢ rechter Hand aufgebaute Poly-
nom, im folgenden als ungebrochener Teil von p/q bezeichnet, und r ist der
beim Abbruch der Rechnung verbleibende Rest.

(b) Fundamentalsatz der Algebra
FEin Polynom
q(t) =t" + an1t" "+ ...+ ast + ag (1)

vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten besitzt wenigstens eine Null-
stelle (p € C.

Bekanntlich besitzt das Polynom (1) in Wirklichkeit genau n komplexe Null-
stellen (mehrfache mehrfach gezéhlt). Hiermit ist folgendes gemeint: Es gibt

(nicht notwendigerweise verschiedene) komplexe Zahlen (y, ..., ¢, mit

qt) =t —=GC) ... (t=G) - (2)
Bezeichnen wir die verschiedenen (i mit ag, ..., a;, so kénnen wir (2) in der
Form

T

q(t) = [Tt —az)™ 3)

j=1

schreiben. Die a; und ihre Vielfachheiten m; sind durch ¢ bzw. (1) bis auf
die Nummerierung eindeutig bestimmt.
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Ist ¢ ein Polynom mit reellen Koeffizienten, so ist mit jeder Nullstelle o €
C auch die konjugiert komplexe Zahl & eine Nullstelle von ¢ der gleichen
Vielfachheit.

[ Fiir ein beliebiges komplexes Polynom a bezeichne @ das durch Konju-
gation der Koeffizienten von a erhaltene Polynom. Es sei also ¢ = ¢ und «
eine m-fache Nullstelle von ¢. Dann ist

q(t) = (t =)™ qi(t)

flir ein gewisses Polynom ¢, und aus den Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
folgt hieraus

t—a)"q(t) = q(t) = q(t) -

Hiernach ist @& eine Nullstelle von ¢ der Vielfachheit m’ > m, und aus Sym-
metriegriinden folgt m’ = m. ]

Das folgende Lemma bildet die Grundlage der Partialbruchzerlegung:
(9.28) Es sei

p(t

RUERTTOR

m>1, §(a)#0

fiir gewisse Polynome p und ¢. Dann gibt es ein Polynom p mit

p() o)
T R S e ) R Py

[ Fiir beliebiges A € C gilt

A p) - A
RO =G—am - aymat)

Hat A den angegebenen Wert, so ist p(a) — A¢(a) = 0. Folglich ist dann das
Polynom p;(t) := p(t) — A¢(t) durch ¢t — « teilbar, das heisst: Es gibt ein
Polynom p mit

p(t) — Aq(t) = (t — o) p(t) . _

Damit kommen wir schon zum Hauptsatz iiber die Partialbruchzerlegung
einer rationalen Funktion:
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(9.29) Essei R(t) := p(t)/q(t) eine rationale Funktion, und es sei (3) die Zer-
legung des Nennerpolynoms in Potenzen von verschiedenen Linearfaktoren.
Dann gibt es wohlbestimmte Koeffizienten

AjkE(C (1§j§7°,1§/€§m])

R(t) = Zl (ZJ ﬁ) +po(t) ; (4)

dabei ist py der ungebrochene Teil von R = p/q.

[ Mit Hilfe von (9.28) lisst sich p/q rekursiv abbauen, wobei eine Darstel-
lung der Form (4) mit einem gewissen Schlusspolynom pq resultiert.

Wird (4) mit dem Generalnenner ¢(¢) multipliziert, so lassen sich die Sum-
manden A;;q(t)/(t — a;)* zu einem Polynom 7*(t) zusammenfassen, und es
ergibt sich

p(t) = q(t)R(t) = po(t)q(t) +r*(t) -
Nun ist aber degr* < degq; aus der Eindeutigkeit der Polynomdivision folgt
daher die Behauptung iiber py.

Um zu beweisen, dass die Zerlegung (4) eindeutig bestimmt ist, werden wir
zeigen, dass die spezielle rationale Funktion Ry(t) := 0 keine nichttriviale
Zerlegung besitzt. Betrachte ein festes j. Wir diirfen schon annehmen, dass
flir ein kg > 1 gilt:

Ajk =0 (k > IC()) . (5)
Multiplizieren wir die Zerlegung (4) von Ry mit (t — a;)*, so konnen wir
schreiben:

0= (t—a;)*Ro(t) = Aji, +9(1),

und zwar ist lim;_.,; g(t) = 0, da alle in g(¢) auftretenden Summanden min-
destens einen Faktor ¢ — «; im Zahler haben. Hiernach ist A;,, =0, und (5)
gilt mit ko — 1 anstelle von k.

Alles in allem ergibt sich, dass samtliche Aj;, verschwinden. Damit verbleiben

wir mit Ry(t) = po(t), folglich ist py das Nullpolynom. ]
Rechenablauf
Die von der Nullstelle a; =: o der Vielfachheit m; =: m herrithrenden Glieder
Am + Am—l + + Al
t—a)™ (t—a)™ ! 7 t—a«

der Partialbruchzerlegung bilden den zu « gehorenden Hauptteil von R =
p/q. (Sinngemdss ist dann pg der zu oo gehérende Hauptteil.) Bei einfachen
Nullstellen des Nenners liefert Lemma (9.28) auch gleich den Wert des einzi-
gen vorhandenen Koeffizienten A; =: A:
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(9.30) Ist

p(t) .
R(t)= ————+, q(a) #0,
(t) 0= o)) (a) #
so besitzt der zu o gehérende Hauptteil 7 ‘_40[ den Koeffizienten
A= pA_(a)
q(c)

In Worten: Um den Koeffizienten iiber t — a zu erhalten, blende man den
Faktor t — a aus dem Nenner von R(t) aus und evaluiere das iibrige an der
Stelle a.

[ Esist erlaubt, den Abbau des Nennerpolynoms mit dem Faktor ¢t — o zu
beginnen. Nach einmaliger Anwendung von (9.28) steht der hier angegebene
Partialbruch da, und der Faktor ¢ — « tritt im Nenner des unerledigten Rests
nicht mehr auf. N

Besitzt das Nennerpolynom mehrfache Nullstellen, so gibt es mehr zu rech-
nen. Allgemein hat sich das folgende Vorgehen bewahrt:

1.

Zuerst wird durch Polynomdivision p : ¢ der ungebrochene Teil py von
R bestimmt und abgespalten. Es bleibt eine echt gebrochene rationale
Funktion iibrig, das heisst: eine Funktion r(t)/q(t) mit degr < deggq.
Was folgt, bezieht sich auf diesen echt gebrochenen Teil.

Hierauf wird die Zerlegung (3) des Nennerpolynoms ¢ hergestellt. Treten
nur einfache Nullstellen auf, so findet man die zugehorigen Hauptteile
nach der Regel (9.30).

Treten mehrfache Nullstellen auf, so schreibe man alle gemaéss den auftre-
tenden Vielfachheiten erforderlichen Hauptteile bzw. Partialbriiche mit
unbestimmten Koeffizienten an und bringe die Summe aller dieser Briiche
auf den Generalnenner ¢(¢). Man erhélt einen “grossen Bruch” 7(t)/q(t),
und zwar erscheinen die eingefiihrten Koeffizienten A, in den Koeffizien-
ten des Zéhlerpolynoms 7(t).

Nun sollte ja

Il
S~—

q(t)  q(t)

sein, und dies ist nur moglich, wenn die Zahlerpolynome identisch in ¢
iibereinstimmen. Der hierfiir angestrengte Koeffizientenvergleich liefert
die zur Festlegung der A;; notwendigen Gleichungen. Wenn man alles
richtig gemacht hat, besitzt dieses (lineare) Gleichungssystem genau eine
Losung, denn die Partialbruchzerlegung ist eindeutig bestimmt.

t)y 7t
(t

In den meisten Anwendungsfillen besitzen die Ausgangspolynome p und ¢
reelle Koeffizienten. Mit jeder echt komplexen Nullstelle « = 8 + iy, v # 0,
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des Nennerpolynoms ¢ ist dann & eine Nullstelle derselben Vielfachheit, und
in der Folge treten auch die zugehorigen Partialbriiche in Paaren auf:
Ay Ay,
(t—a)*’ (t—a)r

[ Der erste hier angeschriebene Bruch gehére zur Partialbruchzerlegung
von R = p/q. Werden in dieser Partialbruchzerlegung alle auftretenden
Konstanten konjugiert, so entsteht offenbar eine (also: die) Partialbruchzer-
legung der Funktion R := p/q, die nach Voraussetzung iiber p und ¢ mit R
iibereinstimmt. Diese “neue” Partialbruchzerlegung von R enthélt jedenfalls
den zweiten der beiden angeschriebenen Briiche. N

Die zu einfachen Nullstellen 8 + iy von ¢ gehorigen Hauptteile kann man
dabei wie folgt zusammenfassen:

A A (A+A)(t—B)+ (A= A)iy

— + -
t—(B+iv) t—(B—1iv) (t —B)%+~2
Die Zahlen B := A+ A und C := (A—A)i’y sind reell. Anstelle der komplexen
Einzelbriiche darf man daher von vorneherein den reellen Ausdruck

B(t—-p)+C

(t—5)%+~°
in die Partialbruchzerlegung von R einstellen. B und C lassen sich allerdings
nicht mit Hilfe von (9.30) ermitteln.

Bevor wir zu Beispielen kommen, listen wir noch die Integrale der Par-
tialbriiche auf:

1
> /tkdt:<—t’“+1>,

E+1
dt —1 1
> /(t—a)k_<k—1'(t—a)k1> (@eC, k>2),
> /tf—ta:<1ogrt—a|> (a€R),

t—p
> /@—ﬁ)wdt:<10g\/(tﬁ)2+72> (v#0),

! = 1 T n B

Die beiden letzten Formeln lassen sich zusammenfassen zu

" /Jit):<10g\/@—ﬂ)—2+72+iarctant;6>.

B+ 1y
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Beispiele

(1) Es soll das unbestimmte Integral

2 +1

berechnet werden. Der Integrand ist schon echt gebrochen, und
3—1= (t—l)(t2+t+1) = (t—l)((t+%)2+%)

ist die reelle Zerlegung des Nenners. Wir haben daher anzusetzen:

2+1 A +B@+9+C
-1 t—1 (t+3)243"°

Bringen wir hier die rechte Seite auf den Generalnenner ¢3 — 1, so erhalten
wir fiir die Zahlerpolynome folgende Relation:

ﬁ+1é,uﬂ+t+n+43@+§yuﬂa—1y

und durch Koeffizientenvergleich ergibt sich fiir die Konstanten A, B, C' das
Gleichungssystem

1 = A + B
0 = A - IB + C
1 A - B - C

mit der Losung A = 2/3, B =1/3, C = —1/2. Die gesuchte Partialbruchz-
erlegung lautet daher:

1

t?+1 2 1 t 1
2(t+3)°+1

1
ﬁ—1_§t—1+§@+§)

+
R N[—=
w

_l’_

[

Wir kénnen nunmehr die Formeln » anwenden und erhalten wegen vy = v/3/2:

1 1 2t+1
J:<§10g((t—1)2vt2+t+1)—ﬁarctan \}g ).

O
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(2) Wir betrachten weiter das unbestimmte Integral

45
J = [ ———dt .
/t4—2t2+1

Da der Integrand (=: R(f)) nicht echt gebrochen ist, fiihren wir erst die
Polynomdivision

(4t® ) s (P =22 +1) = 4t

8t3 — 4t

aus und erhalten s
8t> — 4t
t)y =4t + ———— .

R() + t4—2t2 41

Weiter gilt
th =22 1=t - 1) = (t - 1)*(t+1)?; (6)

somit lautet der Ansatz zur Partialbruchzerlegung des echt gebrochenen Teils
von R(t):

83 —4t A ., B, ¢ D
2241 (t—12 t—1 (t+1)2 t+1°

Wir bringen wiederum die rechte Seite auf den Generalnenner (6) und setzen
das resultierende Zahlerpolynom gleich dem Zahlerpolynom links:

8% — 4t ; At+1)72?+ Bt —D(t+1)*+C{t — 1)+ D(t+ 1)(t — 1)* .

Nach Aufbereitung der rechten Seite liefert der Koeffizientenvergleich das
Gleichungssystem

+
+ C -
- 920 —
+ C +

o
I

A +
-4 = 24 -
0o = A -
mit der Losung A =1, B=4, C = —1, D = 4. Damit wird
4 1 4

2+t—1_(t+1)2+t+1’

SvvvRlevIivy
SEvBwAw)

R(t) = 4t + D)

und wir erhalten
1 1
J= [ R@t)dt = (2> — —— + 4log|t — 1|+ —— + 4log|t + 1
[ Ry = (26 — 2 dlogle = 1]+ 1 +dloge 1)

= (2t% — +4log [t* —1]) .

2
t2 -1 O
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(® Fiir die Funktion

2 -2 Ay Ao Ay

GrDi—1) i+l ¢ i1

R(t) =

erhalten wir auf Grund der Regel (9.30):

2_9 1
A—1: t :——’
tt—1) e, 2
2 —2
Ay = —— =2,
t+1D)t—-1)],_
2_9 1
A = t S ——
(t+1)t t:=1

Damit wird

4 1
Jrow=5 G-

5((410g]t| —log|t + 1| —log|t — 1))

= (log(¥*/V/|t2 —1])) . O

Weitere Ausdriicke, die sich elementar integrieren lassen

Wir behandeln zum Schluss einige Klassen unbestimmter Integrale, die sich
durch geeignete Substitutionen auf Integrale von rationalen Funktionen zu-
riickfithren lassen. Im folgenden bezeichnen R(u), Ri(u), ... rationale Funk-
tionen der Variablen u, R(u,v) eine rationale Funktion von zwei Variablen u
und v. Darunter verstehen wir hier einen formalen Quotienten

g dark
22k kWY
ik )
Zij bjrulv
wobei nur endlich viele der a;x, bjr von 0 verschieden sind, darunter wenig-

stens ein bj;. Sind Ry (t), Ra(t), R(u,v) rationale Funktionen, so ist auch die
Funktion

ajk,bjk eR (bZW. < (C) ,

R(t) :== R(R:1(t), Ra(1))

rational; es sei denn, der sich ergebende Generalnennner verschwinde iden-
tisch.

(I) Zur Berechnung eines Integrals

/ R(e!) dt
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substituiert man

(IT) Ein Integral der Form
/R(cosht, sinht) dt

lasst sich ebenfalls mit der Substitution (7) behandeln. Es ergibt sich

/R(cosht,sinht)dt:/R(%(zH_%)’ %(U_ %)> d_;
=/m@mu

(ITT) Bei Integralen vom Typ

u:=et

u:=et

/ R(cost,sint)

wiirde an sich die Substitution e’ := z (vgl. (7)) naheliegen. Um Schwierig-
keiten mit dem “Logarithmus im Komplexen” zu vermeiden, wahlt man aber
lieber die reelle Substitution

tan% =T (:> tzZarctanT) .

Damit wird

y 1— 72 - 2T dt 2dT
cost = ——, sint = , =—,
1+ 72 1+ 72 1+ 72

und man erhalt

' 1—72 27 2dr
/R(cost,smt)dtZ/R(l_i_Ty 1+7_2> 1+ 72

:/m@mf

T:=tan(t/2)

T:=tan(t/2) '
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In vielen Fillen kommt man allerdings auf einfachere Weise zum Ziel. Ein
Beispiel: Ist R(u,v) eine ungerade Funktion von u, so ldsst sich aus dem Aus-
druck R(cost,sint) ein Faktor cost herauszichen, und es bleibt eine rationale
Funktion von cos? ¢t und sint iibrig. Ersetzt man darin cos? t durch 1 —sin?¢,
so ergibt sich zusammen

R(cost,sint) = R(sint) cost ,

und man erhalt

/R(cost,sint) dt = /fm’(sint) costdt = /R(u) du

w:=sint

Sehr oft geht es um bestimmte Integrale
27
/ R(cost,sint) dt .
0

Hierfiir stellt die komplexe Analysis eine besonders elegante Methode zur
Verfligung (Stichwort: Residuensatz), und zwar bildet gerade die oben ver-

worfene Substitution e := z dazu den Schliissel.

(IV) Wir betrachten weiter Integrale der Form

/R(J), Voax? + 26z +v) d .

Hier héngt der Integrand rational von z und der Quadratwurzel aus einem
Polynom
q(z) :== ax® + 20z +

zweiten Grades ab. Dabei setzen wir a # 0 und D := 3% — ary # 0 voraus;
ferner diirfen wir die Méglichkeit “g(z) < 0 fir alle x € R” ausschliessen.
Die quadratische Erganzung

N

legt die Substitution

x+§::y (8)

nahe. Damit geht ¢(z) tiber in die neue quadratische Funktion
q(y) = lal(xy* £ a*) (9)

wobei wir noch zur Abkiirzung |D|/a? =: a?® gesetzt haben und im weiteren
a > 0 annehmen wollen. Welche Vorzeichen jeweils in (9) erscheinen, héngt
von den Vorzeichen von a und von D ab (zwei Minuszeichen kénnen jedenfalls
nicht auftreten).
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Aus diesen Uberlegungen folgt, dass sich jedes Integral (IV) durch die Sub-
stitution (8) und Herausziehen des Faktors /|a| aus 1/§(y) auf eine der drei
folgenden Formen bringen lasst:

(a)  [R(y. V2 +a?)dy, (b) [R(y,\y?—a?)dy,
() [R(y,a®—y?)dy

(mit einer anderen Funktion R(u,v)).

(IV)(a) Die Substitution

:= asinht, Vy? +a? :=acosht, dy := acoshtdt (10)

liefert ein Integral vom Typ (II):

/R(u, Vu? +a?)du = /Rl(cosht,sinht) dt‘

Der néchste Schritt (gemeint ist: e’ := u) lasst sich mit (10) zu einer einzigen
Substitution zusammenfassen:

y::g(u—%), \/y2+a2¢:g(u+%)= dy =

2

Damit ergibt sich in einem Zug:

/R(y, VY2 + a2) dy = /Rg(u) du
(IV)(b) Im Intervall y > a verwandelt
y := acosht, VY2 —a? :=asinht, dy := asinhtdt

das gegebene Integral in eines vom Typ (II):

/R(y, V2 —a?)dy = /Rl(cosht,sinht) dt

Wie bei (IV)(a) lasst sich die vollstdndige “Rationalisierung” in einem einzi-
gen Schritt erzielen. Wir tiberlassen die Details (und auch den Fall y < —a)
dem Leser.

(IV)(c) Mit Hilfe der Substitution

y:=asint, Va2 —y?:=acost, dy := acostdt

erhilt man
/R(y, Va2 — y2) dt = /Rl(cost, sint) dt

und das Integral rechter Hand lasst sich nach (III) weiterbehandeln.

t:=arsinh(y/a) .

u::(y—i— y2+a2) /a

t:=arcosh(y/a) '

’
t:=arcsin(y/a)
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(V) Integrale der Form
[RGe VarTH e, azo,

werden durch “Substitution der Wurzel” rationalisiert: Mit

— 1
Vaz+b:i=t (j z==(t"~1), dx:ﬁt”—ldt)
a

a

ergibt sich

/R(a:, Yaz +b) da;:/RG(t"—b),t) gt"_ldt

a

t:= Vaz+b

Sapienti sat. — Wir weisen zum Schluss darauf hin, dass Ausdriicke mit
Quadratwurzeln aus Polynomen dritten oder vierten Grades im allgemeinen
nicht elementar integrierbar sind. Man spricht in diesem Zusammenhang von
elliptischen Integralen; denn die Aufgabe, den Umfang U einer Ellipse mit
Halbachsen a und b zu berechnen, fiihrt auf ein Integral von diesem Typ.

Aufgaben
1. Zerlege die folgenden Ausdriicke in (reelle oder komplexe) Partialbriiche:
t+42 t
@ perm O FrEoT
tt+1 1
(t2:1)2’ WoET

2. Wie lautet der Ansatz zur Partialbruchzerlegung der folgenden weiteren
Ausdriicke?

10 NG 16)" |
(5 + 363 — 4t)° (t —16)”

3. Berechne die folgenden unbestimmten Integrale:

(a) / dt (b) / t3 arctant dt .

B34+17

4. Berechne den Flicheninhalt der von der Kurve y? = 2%(4 + ) gebildeten
Blase.
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Unendlich lange Zwickel

Das Riemannsche Integral gibt es nur fiir beschrankte Funktionen f auf einem
endlichen Intervall @): Sind f oder ) unbeschrinkt, so machen schon die

Riemannschen Summen
N

> F(m)n(Qr)

k=1

Miihe, und ihr Grenzwert fiir | 7| — 0 ist erst recht nicht definiert. Wenn
wir trotzdem zum Beispiel dem unendlich langen Zwickel, der durch die
Kurve y = e~ und die beiden Achsen begrenzt wird (Fig. 9.7.1, links), einen
Flacheninhalt zuweisen wollen, so ist das nur iiber einen zweiten Grenziiber-
gang moglich. Fiir jedes endliche x > 0 gilt

/ e_t dt = —E_t =1- e—m )
0 0

und hier strebt die rechte Seite mit x — oo gegen 1. Es liegt daher nahe, den
Flacheninhalt dieses unendlichen Zwickels mit 1 zu veranschlagen.

1
> t
0 ¢
Fig. 9.7.1

In dhnlicher Weise wird durch die Kurve y = 1/v/, die t-Achse und die
beiden Ordinaten t = 0 bzw. ¢ = 1 ein unendlich langer vertikaler Zwickel
begrenzt (Fig. 9.7.1, rechts). Fiir beliebiges € €]0,1] gilt

Damit erhalt auch dieser vertikale Zwickel einen sinnvollen endlichen Flachen-
inhalt, ndmlich lim. o4 2(1 — /&) = 2.

::2(1_@.
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Allgemein: Es sei a < b < 0o, und die Funktion f: [a,b[— X sei iiber jedes
Intervall [a,x], x < b, Riemann-integrierbar. Der Grenzwert

o [ s

ist das uneigentliche Integral der Funktion f von a bis b und wird kurzer

Hand mit X
/ f(t)dt

bezeichnet. Das uneigentliche Integral konvergiert oder existiert, wenn dieser
Grenzwert existiert und endlich ist. Analog wird beziiglich der unteren

Grenze definiert. Ein beidseitig uneigentliches Integral f; f(t)de (zum Bei-
spiel ffooo f(t) dt) konvergiert, wenn fiir ein ¢ €]a,b| die beiden Integrale

L%@ﬁ, Z%@ﬁ

je fiir sich konvergent sind.

Konvergenzkriterien

Fiir uneigentliche Integrale gibt es wie fiir unendliche Reihen Konvergenz-
kriterien. Zunéchst zwei Standardbeispiele:

(9.31) Das uneigentliche Integral

(a) [m%ﬁ

ist fiir o < 1 divergent und fiir « > 1 konvergent; das uneigentliche Integral

(b) !K%ﬁ

hingegen ist fiir # > 1 divergent und fiir § < 1 konvergent.

[ Ist a#1,so gilt

v 1
/ o dt = —— '
1 l—«

Hier ist die rechte Seite mit x — oo divergent, falls & < 1 und konvergiert
gegen 1/(a — 1), falls & > 1. Ferner hat man

x 1 11—«
= —-1).
1 l—a(x )

T dt e
/1 7:logt1:10g:p—>oo (r — ) .

Soviel zu (a); in gleicher Weise wird bei (b) verfahren. N
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Diese Beispiele dienen als Vergleichsmaterial bei der Anwendung des folgen-
den allgemeinen Kriteriums:

(9.32) Gilt |f(t)| < g(t) fiir alle t € [a,b[ und ist das uneigentliche Integral

f: g(t) dt konvergent, so ist auch das uneigentliche Integral f: f(t) konver-
gent.

Umgekehrt: Gilt f(t) > g(t) > 0 fiir alle t und ist f; g(t) dt divergent, so ist
auch f; f(t)dt divergent.

[ Es geniigt, den ersten Teil zu beweisen. — Setzt man

/m £t dt = F(z), /mg(t) dt = G(x) |

so gilt fiir beliebige x, y mit a < x <y < b:

[F(y) — F(x)] =

[ rwal< [rofas [ s0a-co-ce.
und hieraus folgt allgemein
[F(y) — F(2)| <|G(y) = G@)| (2, y€[a,b]) . (1)

Geméss Voraussetzung existiert der lim,_,,— G(z). Somit geniigt G' nach
(4.5) fir + — b— der Cauchy-Bedingung, wegen (1) also auch F. Nach
demselben Satz (4.5) existiert daher der lim,_,,— F(x), das heisst, das un-

eigentliche Integral f; f(t) ist konvergent. N

% \

y=C/tY a>1

Fig. 9.7.2

Aufgrund dieser beiden Sétze lisst sich fiir eine Funktion f: [a, 0o [— X zum
Beispiel folgendes sagen (Fig. 9.7.2):
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(9.33) Gilt fiir ein o > 1 und ein C die Abschédtzung

ol S @),

so ist das uneigentliche Integral faoo f(t) dt konvergent.

Die Gammafunktion

(D Die Fakultiitfunktion ist fiir natiirliche Zahlen n definiert durch

ol:=1, nl:=n-(n-1"! (n>1).

Es liegt nahe, nach einer “natiirlichen” Fortsetzung dieser Funktion auf nicht-
ganze Werte der unabhangigen Variablen zu fragen. Lineare Interpolation ist

nicht sehr inspiriert. Jedenfalls wird man auf der Funktionalgleichung

xl=x-(x—1)! (x> 0)

bestehen. Diese Bedingung reicht aber zur Festlegung der gesuchten Funk-
tion nicht aus: Im Intervall |—1, 0 [ kdnnen wir noch beliebige “Anfangswerte”
wéhlen. Die “richtige” Fortsetzung der Fakultatfunktion ist vor allen noch
moglichen durch eine gewisse Konvexitétseigenschaft ausgezeichnet (ihr Log-
arithmus ist konvex). In erster Linie besitzt sie aber eine einfache Integral-

darstellung, der wir nun kurz nachgehen.

#
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Die Gammafunktion (Fig. 9.7.3) ist fiir reelle @ > 0 definiert durch

I'(«) ::/ totemtdt .
0

Die Gammafunktion ist eine nichtelementare Funktion, denn das angeschrie-
bene Integral (Integrationsvariable ist ¢!) lédsst sich fiir unbestimmtes o
nicht elementar auswerten. Wir miissen uns zunichst davon iiberzeugen,
dass dieses uneigentliche Integral existiert.

[ Wegen o — 1 > —1 und (9.31) ist jedenfalls das Integral f01 te= b dt
konvergent. Wegen

0< ¥ et <ot 0<t<1)

konvergiert damit auch das Integral fol te—le
Beziiglich der oberen Grenze schliessen wir folgendermassen: Zu vorgegebe-

nem « > 0 gibt es ein tg mit
el >ttt (t> 1) .

Hieraus folgt
—1 — 1
t 1et<t—2 (t > to),

und dies beweist die Konvergenz des Integrals [ t*~te~" dt. ]
(9.34) (a) Die Gammafunktion geniigt der Funktionalgleichung

MNa+1)=al(a) (a>0).

(b) Fiir natiirliche Zahlen n gilt
F(n+1)=n!.
Bis auf den listigen Shift n ~» n 4+ 1 ist demnach die Gammafunktion eine

“natiirliche” Losung des angezogenen Fortsetzungsproblems.

[ (a) In der nachfolgenden Rechnung miissten strenggenommen Integrale
von € bis x betrachtet werden; anschliessend wire der Grenziibergang ¢ — 0,
x — oo durchzufiihren. — Es gilt

oo o0
Ila+1)= / t* et dt = %t +/ at*tetdt
0 l T 0
= al'(a) ;
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denn der ausintegrierte Teil liefert wegen

lim t“e =0, lim et =0
t—0+ t—o0

keinen Beitrag.
(b) Es beginnt mit

Trifft (b) zu wie angeschrieben, so folgt mit (a):
'n+2)=Mn+1)T'n+1)=n+1nl=n+1)!,
und dies ist (b) mit n + 1 anstelle von n.

_
Wie wir noch zeigen werden, ist I'(3) = /7. O

Vergleich von Reihen mit uneigentlichen Integralen

Wir schliessen diesen Abschnitt mit dem folgenden Integralkriterium fiir Rei-
hen. Es erlaubt, eine vorgelegte Reihe durch Vergleich mit einem uneigentli-
chen Integral auf Konvergenz zu priifen.

(9.35) Ist die Funktion f: [0,00[— R positiv und monoton fallend, so
k(;gvergiert die Rei}‘ue > v f (k) genau dann, wenn das uneigentliche Integral
Jo f(t)dt konvergiert.

[ Die Folge der Partialsummen s,, := >_y_, f(k) und die Funktion F(z) :=
Jo f(t) dt sind beide monoton wachsend. Nach allgemeinen Prinzipien geniigt
es daher zu zeigen, dass die Folgen (s,)n>0 und (F(n)),>0 beide beschrankt
oder beide unbeschrénkt sind. — Da f monoton fallt, gilt fir alle £ € N:

f(k+1) < f(t) < f(k) (k<t<k+1)
und somit
k+1
flevn)< [ foyde< pm)
k

Wird dies tiber k£ von 0 bis n — 1 summiert, so ergibt sich

n n n—1

INCEN RIS SFCE

k=1 0 k=0

das heisst:
Sn— f(0) < F(n) < sp_1 (n>1).

Hieraus folgt, was zu zeigen war. ]
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() Ist e >0, so ist die Funktion f(t) := 1/t'*¢ auf [1, oo [ monoton fallend,
und das Integral [~ f(t)dt existiert. Somit sind die Reihen Y 77, 1/k'**
konvergent. (Dies haben wir in Abschnitt 5.2 auf wesentlich umsténdlichere
Art bewiesen.)

Die Reihe

=1
> (2)
Pt klogk

liegt zwischen der divergenten Reihe >~ , 1/k und den konvergenten Reihen
> peo1/kMe. Nun ist die Funktion f(t) := 1/(tlogt) auf [2, 00 [ monoton
fallend, ferner gilt

Y1 o dt z
——:loglogt‘ =loglogx — loglog2 — oo (x — 00) .
5 logt t 2

Somit ist die Reihe (2) divergent. Betrachten wir jedoch anstelle von (2) die
Reihen

- 1
—_— e>0, (3)
kZZQ k(log k)+e

so haben wir das folgende Vergleichsintegral:

x

v 1 dt 1
— — = _—Z(logt)"®
/Z< s,

o 1 - (o2~ g )

Da dies fiir # — oo konvergiert, konvergieren auch die Reihen (3). Zwischen
der divergenten Reihe (2) und den konvergenten Reihen (3) liegt die Reihe

i 1
— klogk loglogk

Sie ist ebenfalls divergent (die Summe der ersten 10'® Glieder betriigt aller-
dings weniger als 6); die Reihen

= 1
>0
; klog k(loglog k)1+e ’ c ’

hingegen sind bereits wieder konvergent. So fortfahrend erhalt man zwei Fol-
gen von divergenten bzw. konvergenten Reihen, die den Satz (5.12) iiber
die Nichtexistenz einer “letzten” konvergenten Reihe nocheinmal konkret
illustrieren. O
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Aufgaben

1.

Berechne die folgenden bestimmten (und zum Teil uneigentlichen) Inte-
grale:

(a) 1udt, 0 [

Vt—1 t2/3 4 ¢3/47
32 21441 3 14t
(c) Ldt, (d) édt,
0 ViZ+4 -1 50 V12 —3t+2
2 t41 b dt
e ——dt, f a<b),
() 1 VEi—1+1 (£) /a Vb —=1)(t —a) ( )

> dt < dt
T a— h
(&) /OotQ—zH—l’ (B) /roosht7

(i) /:0 téld—fl , () /OO exp(3t — e') dt .

— 00

. Untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz:

w/2 1 1 1
@ [ w [ (gai)
x/4 tant o \sint ¢

(c) /0 sm;dt, (d) /1/7rsm¥dt,
() /OOVH Vil /oosin(tg)dt.
1 0

t

Es sei f:[0,00[— R eine positive, monoton abnehmende Funktion. Be-
weise oder widerlege: Konvergiert das Integral fooo f(t) dt, so konvergiert

auch das Integral [ (f(t))2 dt.

Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

= 1 = 1
(a) Z logk ’ (b) loglogk °
P (log k)loe — (log k)loslos
>, (logk)? > 1
d .
(C) kzzg klog logk ’ ( ) kZ:g (log IOg k)log log k

Besitzt f in dem inneren Punkt ¢ des Intervalls [a,b] eine so schlimme
Singularitédt, dass man nicht dariiber hinweg integrieren kann (Beispiel:
1/t bei 0), so steht als Ersatz gelegentlich der Hauptwert

b t—c b
pe[ 1(0)dt o= tim (/ £t dt + f(t)dt)

§+e

zur Verfiigung. — Berechne

/1/2 1—+¢
pv dt .
_1p t(1+ 1)
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Hinweis: Singularitdtenfreie Anteile des Integranden miissen nicht der
pv-Spezialbehandlung zugefiihrt werden!

6. (a) Konvergiert die Reihe Y77 | |ax|* und ist a > 1, so konvergiert auch
die Reihe
> o
ke
k=1
1

. . . . . o 1
(b) Zeige durch ein Gegenbeispiel, dass (a) mit o = 5 anstelle von a > 5
nicht mehr richtig ist.



