Vektoranalysis

14.1 Vektorfelder, Linienintegrale

In diesem Kapitel geht es um Wechselbeziehungen zwischen geometrischen
Objekten und Operationen einerseits, und analytischen Objekten und Opera-
tionen anderseits. Die geometrischen Objekte sind Kurven oder Fléchen
im R™, allgemeiner: sogenannte Ketten (s.u.); die wesentliche geometrische
Operation ist die Randbildung, die zum Beispiel der Kreisscheibe By die
im Gegenuhrzeigersinn durchlaufene Kreislinie S! als Randzyklus zuweist.
Die analytischen Objekte sind sogenannte Felder. Ein Feld ist eine skalar-
oder vektorwertige Funktion im R", die aber nicht als Abbildung irgend-
wohin, geschweige denn als Graph interpretiert wird. Vielmehr stellt man
sich vor, dass der Funktionswert f(x) oder K(x) direkt am jeweiligen Punkt
x angeschrieben oder angeheftet ist. Die wesentliche analytische Operation
ist die (rdumliche) Ableitung; je nach Art des betrachteten Feldes kann sie
verschiedene Gestalten (Gradient, Rotation, Divergenz) annehmen.

Zum Teil bleiben wir in der Ebene oder im R®. Diese Beschrinkung kommt
der Anschauung entgegen und ermdglicht einige Konstruktionen, die vor
allem im Hinblick auf physikalische Anwendungen erdacht worden sind. Vom
mathematischen Standpunkt aus hat aber die hier vorgestellte Theorie nur
vorlaufigen Charakter. Die zentralen Ergebnisse dieses Kapitels sind die klas-
sischen Integralsitze von Green, Gauss und Stokes. Diese Sétze lassen sich in
Wirklichkeit auf einen einzigen und fiir Ketten beliebiger Dimension giiltigen
Satz, die sogenannte allgemeine Formel von Stokes

o[

zuriickfihren. Hier bezeichnet A eine Kette und 0A ihren Rand. Das Feld
erscheint als Differentialform w (s.u.) und seine Ableitung als dw. Diese
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Formel bringt eine tiefliegende Dualitat zwischen Randbildung und Ableitung
zum Ausdruck. Der Prototyp von (1) ist die vertraute Formel

b
/ f(tydt = £(b) ~ f(a) -

Hier steht links das Integral von f’ iiber die 1-Kette o := [a,b], rechts das
“Integral” von f iiber do. Der “Rand” von ¢ ist hiernach die aus dem positiv
gezahlten Endpunkt b und dem negativ gezahlten Anfangspunkt a bestehende
nulldimensionale Kette.

Vereinbarungen und Definitionen

Um die Buchstaben ey, ..., e, fiir einen allgemeineren Zweck freizubekom-
men, bezeichnen wir die Standardbasis des R™ fiir einen Augenblick mit
(e5t,..., e, die Standardkoordinaten mit (zf,...,25"). Dies vorausge-

schickt nennen wir eine beliebige Basis (eq,...,e,) und die zugehorigen Ko-
ordinaten (z1,...,x,) zuldssig, wenn die e; orthonormiert sind:

ei-ekzéik Vi,k,

und zusétzlich gilt: £(eq,...,e,) = +1. Es gibt dann eine orthogonale Ma-
trix [S] = [si] mit det[S] = 1 derart, dass die Basis (ey,...,e,) mit der
Standardbasis verkniipft ist durch

n n

(a) ex=)» sine] (1<k<n), (b) e'=> sper (1<i<n).
i=1 k=1

Als Merkregel diene: In den Kolonnen von [S] stehen die “neuen” Basisvek-
toren ey, ausgedriickt mit Hilfe der “alten” Basisvektoren ef*. Fiir die Um-
rechnung der Koordinaten gelten dann folgende Formeln:

(a) xﬁt:ZSikark (1<i<n), (b) xk=Zsika:§t (1<k<n).
k=1 i=1

Das Symbol x (analog: y, p usw.) bezeichnet in diesem Kapitel nicht nur
das n-Tupel (z5%,...,25") € R™, sondern in erster Linie den Vektor x als
“geometrisches Objekt”, das beziiglich jeder zuléssigen Basis bestimmte Ko-
ordinaten (z1,...,2,) annimmt. Dabei gelten die folgenden Rechenregeln,
deren Verifikation wir dem Leser tiberlassen:

(a) Xey =) TRk
k=1
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(b) Tp =€peX (1<k<n);

ai; aiz2 -+ Qin
(c) e(ai,...,a,) =det a?1

an1l e Ann

(d) Fiir die partiellen Ableitungen einer Funktion f: R™ ~ R™ gilt
fix(p) =e;ef =e;«(df(p).ey) .

Hiernach sind alle zulassigen Koordinatensysteme formal gleichwertig. Von
nun an bezeichnen daher (eq,...,e,) eine beliebige zulédssige Basis des R"”
und (z1 ..., z,) die zugehorigen Koordinaten der Vektoren x. Im Fall n = 2
werden wir auch (z,y) schreiben anstelle von (x1,x2), analog im dreidimen-
sionalen Fall (z,y, z) anstelle von (x1,x2,z3). Der Buchstabe u bezeichnet
ein Paar (u1,us) bzw. (u,v) und dient als Parameter fiir die Darstellung von
(zweidimensionalen) Fléchen.

In der Differentialgeometrie bezeichnet man die Familie TM := (Tx |lx e M )
der Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit M als Tangentialbiindel von M.
Fiir uns gentigt hier die folgende Definition: Das Tangentialbiindel einer of-
fenen Menge 2 C R" ist die Menge

TQ := {(X,X)}XGQ, X e Ty} .

In diesem einfachen Fall ist also das Tangentialbiindel “kanonisch isomorph”
zum kartesischen Produkt 2 x R™.

Begriff des Vektorfelds

Eine Funktion K(-), genau:
(id,K): Q—>TQ, x — (x,K(x)),

die in jedem Punkt x € € einen Vektor K(x) “anheftet”, heisst ein Vektorfeld
auf . Typische Beispiele fiir Vektorfelder sind die Felder der Elektrostatik
und -dynamik, das Gravitationsfeld eines Himmelskorpers, das Geschwindig-
keitsfeld einer stromenden Fliissigkeit, die Massenstromdichte eines Gases
(Bewegungen der Atmosphire!), das Gradientenfeld eines Skalarfelds (s.u.).
Fiir Vektorfelder verwenden wir im allgemeinen grosse halbfette lateinische
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Buchstaben, zum Beispiel K, wenn wir eher an ein Kraftfeld denken, und
kleine halbfette Buchstaben, zum Beispiel v, wenn wir eher an ein Strémungs-
feld denken. In Wirklichkeit besteht zwischen diesen beiden Arten von Fel-
dern ein subtiler mathematischer Unterschied: Kraftfelder werden langs Kur-
ven integriert; das Resultat stellt geleistete Arbeit, eventuell eine Potential-
differenz dar. Stromungsfelder werden iiber orientierte Hyperflachen inte-
griert; der Wert des Integrals ist die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit
durch die betreffende Fléiche stromt.

Diese Dinge kommen noch besser heraus, wenn man die Vektoranalysis von
vorneherein in der Sprache der Differentialformen ausdriickt. Ein Kraftfeld
K = (P,Q, R) im R? erscheint dann als 1-Form

w = Pdx + Qdy + Rdz

und wird iiber 1-Ketten integriert. Zu einem Stromungsfeld v im R3 gehéort
eine 2-Form, die iiber 2-Ketten integriert wird. Solange man sich strikt an
zulassige Koordinaten hélt, sind beide Formulierungen der Theorie gleichwer-
tig. Es lasst sich aber nicht leugnen, dass Differentialformen einen logischeren
und einheitlicheren Aufbau der Theorie ermoglichen.

Ein Vektorfeld K: 2 — T im R” ist stetig differenzierbar, wenn die Funk-
tion
x — K(x) = (Kl(xl, ey Ty, K (21, .- ,.C[,‘n))

stetig differenzierbar ist, und dies trifft genau dann zu, wenn die einzelnen
Komponentenfunktionen K;(-) stetig differenzierbar sind. Ein C"-Vektorfeld

' o
% 4

Fig. 14.1.1

Ist K(x) = const., so heisst das Feld K homogen (Fig. 14.1.1). — Ist K von
der Form

Kx)=K(r)—, r:=x#0,

X
r
mit einer reellwertigen Funktion K(-), so spricht man von einem Zentralfeld
(Fig. 14.1.2): In jedem Punkt x zeigt der Feldvektor K(x) gegen den Ur-
sprung oder in die dazu entgegengesetzte Richtung — je nachdem, ob K (r) <
0 oder K(r) > 0 ist; ferner hingt die Feldstirke |K(x)| = K(r) nur von
r = |x| ab.
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Fig. 14.1.2

(D Das im punktierten Raum R?\ {0} definierte Feld

X
Ko = 5% (x#0),
C eine positive oder negative Konstante, heisst Coulombfeld. Die von Punkt-
ladungen im Ursprung erzeugten elektrischen Felder sowie das Gravitations-
feld einer Punktmasse sind von diesem Typ. O

Fig. 14.1.3

(@) Es sei e € ToR? ein Einheitsvektor. Rotiert der “Weltdther” mit
Winkelgeschwindigkeit w um die Achse e, so entsteht ein Stromungsfeld v
(siehe die Fig. 14.1.3), und zwar ist v(x) nach den Regeln der Vektorrech-
nung gegeben durch

v(X) =wexx=4J X x,
wobei & := we den sogenannten Winkelgeschwindigkeitsvektor bezeichnet.
In Koordinaten ausgeschrieben sieht das folgendermassen aus:

V($173€2,333) = (w2963 — W3T2, W3Tl1 — W1T3, W12 — w2$1) . O
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Zu jeder differenzierbaren Funktion f: 2 — R, in dem vorliegenden Zusam-
menhang als Skalarfeld bezeichnet, gehort ihr Gradientenfeld

Vf: xm (x, Vf(x))

mit der Komponentendarstellung Vf = (f1,..., f). Die Feldvektoren ste-
hen {iiberall senkrecht auf den Niveauflichen von f. Viele Vektorfelder K
lassen sich als Gradientenfeld eines geeigneten f auffassen, aber nicht alle.

(D (Forts.) Das Coulombfeld kann als Gradientenfeld der Funktion

aufgefasst werden . (Wie man darauf kommt, werden wir spater sehen.) Zum
Beweis setzen wir —C'/r =: ¢(r); ferner benutzen wir die bequemen Formeln

0 0 2
4 I S T Tk

Oz Oxp V! 222+ ... +a2 T

Damit ergibt sich nach der Kettenregel

af () or _C

dxy, dxy, v

und folglich

of of of C x
= _— = — = = K
Vi) (83}1’ 0xy’ 8x3) rer ().
wie behauptet. — Man nennt f ein Potential des Feldes K. O

Die Nullstellen eines Vektorfeldes v heissen singulare Punkte von v; sie liegen
im allgemeinen isoliert. Alle iibrigen Punkte heissen regulér.

(® In den Bereichen, wo v(x) # 0 ist, liegen die Feldvektoren und damit
auch die Feldlinien (s.u.) brav nebeneinander. Die geometrisch interessanten
Dinge passieren in den singuldren Punkten eines Feldes (Fig. 14.1.4).

Auf einer offenen Menge 2 C R™ lasst sich leicht ein singularitdtenfreies
Feld konstruieren: Man nehme ein homogenes Feld # 0. Dem gegeniiber
steht der folgende tiefliegende und schwer zu beweisende Satz: Jedes stetige
Tangentialfeld auf der 2-Sphére S? besitzt wenigstens eine Nullstelle. “Ein
Igel lasst sich nicht biirsten, ohne dass es Probleme gibt.” O
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Fig. 14.1.4

Feldlinien

Es sei v ein Vektorfeld in einem Gebiet 2 C R”. FEine Kurve ~ in €,
deren Tangente in jedem Punkt zum dort angehefteten Feldvektor parallel ist
(Fig. 14.1.5), heisst eine Feldlinie von v. Wie wir gleich sehen werden, geht
durch jeden regulédren Punkt a von v genau eine Feldlinie. In den Beispielen
(D und (2) sowie bei einem homogenen Feld ist unmittelbar evident, welches
die Feldlinien sind. Die Feldlinien eines Gradientenfeldes Vf sind die Ortho-
gonaltrajektorien der Niveaulinien (Niveauflachen) von f.

Die Feldlinien v eines Vektorfeldes v besitzen eine natiirliche Parameter-
darstellung

v t—x(t) . (2)
Wir verlangen dabei, dass der Geschwindigkeitsvektor x(t) jederzeit gleich
dem (und nicht nur parallel zum) Feldvektor an der Stelle x(¢) ist, in Formeln:

x(t) = v(x(t)) .
[
\

™.

v

//Ov\-

Fig. 14.1.5
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Diese Identitét lasst sich folgendermassen interpretieren: Die Funktion (2)
ist Losung der (t-freien) Differentialgleichung

x = v(x) . (3)
In Koordinaten ausgeschrieben wird daraus ein System

i‘l = ’Ul(Il,.. .,I‘n)

Ty = Up(T1,. .., Tp)

von n Differentialgleichungen fiir die n unbekannten Funktionen ¢ — x;(t).
Der Satz (11.26) iiber die Existenz von Losungen eines derartigen Systems
garantiert, dass zu einer vorgegebenen Anfangsbedingung

x(0) = a (4)
genau eine Losung x(-) von (3) existiert, und zwar ist ¢ — x(¢) tatséchlich

eine Kurve, falls a ein reguldrer Punkt von v ist. Ist v(a) = 0, so lautet die
Losung des Anfangswertproblems (3)A(4) einfach x(t) = a.

Y

(Steigung = Q/P)

Fig. 14.1.6

Die Feldlinien eines Vektorfeldes K = (P, Q) in der (x,y)-Ebene lassen sich
schon mit Hilfe einer einzigen Differentialgleichung bestimmen, wobei aller-
dings der “natiirliche” Parameter ¢ gar nicht ins Spiel kommt. Wie man der
Figur 14.1.6 entnimmt, ist ndmlich die Steigung 3" der durch den Punkt (x, y)
gehenden Feldlinie gegeben durch

, Qz,y)

P(z,y)

Das ist auch schon die angesagte Differentialgleichung.
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Fig. 14.1.7

(@) Die Feldlinien des Vektorfeldes

v(z,y) = <¢i2_+yy2’ ¢22++yy2> ((2,) # (0,0))

(Fig. 14.1.7) vom konstanten Betrag |v(z,y)| = v/2 geniigen der homogenen

Differentialgleichung
;T +Y
Yy = )
T—Y

jedenfalls abseits der Geraden x = y. Wie wir in Beispiel 10.1.(8) gesehen
haben, sind die Losungskurven dieser Differentialgleichung die logarithmi-
schen Spiralen

r(¢) = Ce? (—00 < ¢ < 0)

(Polarkoordinaten). Die “natiirliche” Parameterdarstellung wiirde diese Spi-
ralen mit konstanter Absolutgeschwindigkeit v/2 abfahren. O

Linienintegrale

Wie bereits angedeutet, handelt die Vektoranalysis von den Moglichkeiten
und Wirkungen des Differenzierens und Integrierens im Zusammenhang mit
Skalar- und Vektorfeldern. Ein Beispiel dafiir haben wir schon kennenge-
lernt: Der “Operator” V liefert zu jedem Skalarfeld f ein Vektorfeld Vf, das
mit f in einem bestimmten geometrisch oder physikalisch interpretierbaren
Zusammenhang steht. Weitere derartige Differentialoperatoren (div, rot,
A), werden wir in den folgenden Abschnitten einfithren und beschreiben.
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Fig. 14.1.8

An dieser Stelle behandeln wir eine Weise zu integrieren, die in gewissem
Sinn die Gradientenbildung riickgéingig macht. Es geht um den Begriff des
Linienintegrals.

Schiebt ein homogenes Kraftfeld K ein Wégelchen auf gerader Bahn von p
nach q (Fig. 14.1.8), so leistet es dabei bekanntlich die Arbeit

W=Ke+(q—p) . (5)

Diese Arbeit verwandelt sich — je nach Versuchsanordnung — zum Beispiel
in Warme oder in potentielle Energie des Gefahrts. Ist das Kraftfeld K
variabel und anstelle der geraden Bahn eine stetig differenzierbare Kurve

v tex()  (a<t<b) (6)
gegeben, so liegt es nahe, eine hinreichend feine Teilung
T: a=ty<t1 <...<tny=b

des Intervalls [a,b] zu betrachten. Setzt man x(t;) =: x; (0 < k < N), so
lasst sich die ldngs ~y geleistete Arbeit W nach (5) wie folgt approximieren
(siehe die Fig. 14.1.9):

N-1 N-1
W= K(xe) s (X1 —xx) = Y K(xp) o X () (trr — ) -
k=0 k=0

Wir werden offenbar dazu gefithrt, die Arbeit in dem betrachteten Fall mit

W:/ K (x(t)) «x'(t) dt

zu veranschlagen; das angeschriebene Integral wird daher auch als Arbeits-
integral bezeichnet.

Diese physikalischen Uberlegungen motivieren die folgende Definition: Es
seien K = (K7, ..., K,) ein stetiges Vektorfeld auf der offenen Menge {2 C R"”
und (6) eine stetig differenzierbare Kurve in €. Dann heisst

[yK-dx:: /abK(x(t))-x’(t)dt

b @
_ / (K1 ()4 (0) + -+ Ko (1) (1))
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Fig. 14.1.9

das Linienintegral von K langs +. Das formale Objekt
dx :=x'(t)dt

wird als vektorielles Linienelement bezeichnet; in &hnlicher Weise schreibt
man
dry =2, (t)dt, dx:=2'(t)dt, dy:=vy'(t)dt usw.

Die suggestiven Schreibweisen

/Kuk,gﬂPM+Q@)
Y Y

— die zweite bezieht sich auf den Fall n =2, K = (P, Q) — vermitteln alle
zur Festlegung eines bestimmten Linienintegrals notige Information, denn
der Wert der rechten Seite von (7) ist gegeniiber Parametertransformationen
invariant.

[ Ist eine weitere Parameterdarstellung
vi o tex(t)  (@<t<b)

mit (6) verkniipft durch die Parametertransformation ¢ = (¢ ), so gilt
x(t) =x(v(t) (@a<t<b)

und folglich

= / K (x(t)) « x/(t) dt ;

dabei wurde zuerst die Kettenregel, dann die Substitutionsregel (9.26)(b)
benutzt. N



234 14 Vektoranalysis

0.5

7

Vo 1

Fig. 14.1.10

(%) Wir betrachten im (z,y, z)-Raum das Feld
K(z,y,2) = (y* x2,1),

ferner die zwei Kurven

7 - tH(tatat) (0§t§1)7
Yo it (G (0<t <),

die beide den Punkt p := (0,0,0) mit dem Punkt q := (1,1,1) verbinden
(siche die Fig. 14.1.10). Fiir das Linienintegral von K ldngs v; (i = 1, 2)
erhalten wir aufgrund von (7):

/ K dx = /0 (2 (0 (1) + 2(t)=(E)y/ () + 1 - 2/(8)) dt

dabei sind rechter Hand die Parameterdarstellungen der ~; einzusetzen. Es
ergibt sich

+1+1—5
3 37

W

1
K-dx:/ (14 1+1-1)dt =
71 0

2432
o=

1

1 2

Kedx= [ (t* 1+t*-2t4+1-3t})dt = - + = :
L /0 (51480 A+ 130) dt = £+ 15

Wir sehen: Der Wert eines Linienintegrals hangt nicht nur von den beiden

Endpunkten der betrachteten Kurve ab, sondern von dem genauen Weg, der

dabei zuriickgelegt wurde. O
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Der Betrag eines Linienintegrals gentigt der folgenden einfachen Abschatzung:

(14.1) Die Kurve v besitze die Linge L(vy), und fiir alle Punkte x auf der
Kurve gelte |K(x)| < M. Dann ist

‘/K-dx‘gM-L(fy).

[ Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich nacheinander

/abK(x(t)) X (1) dt’ < /ab

b
SM/ X' (1)) dt = M - L(y) . N

b
K(x(t)) -x’(t)) dt < / K (x(t))] - [x'(t)| dt

Umkehrung des Richtungssinns

Betrachte wieder die Kurve (6) mit dem Parameterintervall [a, b]. Die Funk-
tion

t'—x(t') =x(-t") (—b<t' < —a)
reprasentiert die zu y inverse Kurve. Anschaulich gesprochen ist das “die in
umgekehrter Richtung durchlaufene Kurve 7”7 (siehe die Fig. 14.1.11); wir
bezeichnen sie mit —y. Man verifiziert leicht, dass die Beziehung v — —v

parameterunabhéngig ist. Vor allem gilt natiirlich die von der physikalischen
Interpretation her naheliegende Formel

(14.2) / K-dx:—/K-dx.

[ Man hat

/_a K (x(t')) «X/(t') dt' = /_a K(x(—t") ox/'(=t') - (1) dt’

—b —b
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Fig. 14.1.11

Ketten

Das Linienintegral ist additiv beziiglich einer Zerlegung von ~ in Teilkurven:
Werden im Anschluss an (6) fiir ein ¢ € [a,b] die beiden Kurven

y: t—x(t) (a<t<e), Y2 t—x(t) (c<t<b)

/K-dxz/K-dx—i—/ Ke.dx. (8)
g m 72

Dies folgt unmittelbar aus der Definition (7).

eingefiihrt, so gilt

Wir kommen damit zu einer wesentlichen Verallgemeinerung des Kurvenbe-
griffs, die sich aus der physikalischen Interpretation, der Zerlegungsadditivitat
(8) und der Regel (14.2) ergibt. Hierzu betrachten wir formale Summen

> v (9)
j=1

von endlich vielen stetig differenzierbaren Kurven «y;. Zwei derartige Aus-
driicke werden als dquivalent angesehen, wenn sie die gleichen Kurven gleich
oft enthalten; gemeint ist: wenn sie sich durch endlich viele Operationen der
folgenden Art ineinander iiberfiithren lassen:

(a) Permutation der ~;,

(b) Zerlegen eines 7; in Teilkurven bzw. die umgekehrte Operation,
(c) Entfernen bzw. Hinzufligen zweier Summanden v, —v,

(d) Entfernen bzw. Hinzufligen einer konstanten Kurve.

Aquivalenzklassen derartiger Summen nennen wir 1-Ketten oder einfach Ket-
ten.
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Fig. 14.1.12

Bsp: Der Kreisring K der Fig. 14.1.12 besitzt den Randzyklus (s.u.)
0K =% — 7, -

Der Einfachheit halber werden wir gelegentlich auch die reprasentierenden
Summen (9) als Ketten bezeichnen und fiir Ketten ebenfalls kleine griechische
Buchstaben verwenden. Die Spur einer Kette lasst sich am besten negativ
definieren: Ein Punkt x € R™ gehort nicht zur Spur von 7, wenn ~y eine
Darstellung (9) besitzt, bei der alle v; an x vorbeigehen. — Aufgrund dieser
Definition bilden die in einer offenen Menge 2 C R" gelegenen Ketten eine
additive Gruppe.

Mit Riicksicht auf (8) und (14.2) ist nun das Linienintegral eines Vektor-
feldes K lings einer Kette v durch folgende Vorschrift wohldefiniert: Man
wéhlt eine beliebige Darstellung (9) von v und setzt

/K-dx:—i Kedx.
.

j=1Y7

Zwischen den stetig differenzierbaren Kurven (6) und den allgemeinsten Ket-
ten (9) stehen die stiickweise stetig differenzierbaren Kurven. Eine stetige
Kurve

vt x(t) (a <t<b)

heisst stiickweise stetig differenzierbar, wenn es endlich viele Teilungspunkte
t; gibt mit
a=th<t1 <...<tg=b,

derart, dass die Teilkurven
oo texE) (Ga<t<t)  (1<j<s)

stetig differenzierbar sind (siehe die Fig. 14.1.13). Die Teilkurven ; bilden
zusammen die Kette Z;zl 7v;; es liegt nahe, diese Kette ebenfalls mit vy zu
bezeichnen.
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Fig. 14.1.13

Unter einer Kurve verstehen wir im folgenden, wenn nichts anderes gesagt
ist, immer eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve. FEine Summe von
geschlossenen Kurven heisst ein Zyklus. Man kann leicht folgendes zeigen:
Eine Kette (9) ist genau dann ein Zyklus, wenn jeder Punkt x € R"™ gleich
oft als Anfangspunkt wie als Endpunkt eines v; auftritt.

Aufgaben

1. Produziere ein Vektorfeld v(z,y) := (P(z,y), Q(x,y)) mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) Die Kreise, die die y-Achse im Ursprung beriihren, sind Feldlinien.
(2) Das Feld ist in der ganzen Ebene definiert und stetig differenzierbar.

2. Produziere ein im ganzen Raum definiertes Vektorfeld v, das die Schrau-
benlinien

Yrn: t (rcost,rsint,t —h) (r>0, heR)

als Feldlinien besitzt.

3. Essei 0D : t — ¢ (0 <t < 2m) der in positivem Sinn durchlaufene
Einheitskreis in der z-Ebene, z = x + iy. Berechne, mit sinngemasser
Interpretation der darin auftretenden Symbole, das Linienintegral

1
/ —dz
8D ?

bzw. allgemein die Integrale

/ 2 dz (keZ).
oD
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4. Produziere eine geschlossene, glatte (das heisst: regulire C!-) Kurve

oot (2(t),y)  (a<t<b),

die, als Kette aufgefasst, gleich 0 ist.
5. Berechne das Linienintegral f7 K« dx fir

(a) K(z,y) := (2% +y,2zy) ,
~ := Einheitskreis, positiver Umlaufssinn;
7 := Bogen der kubischen Parabel y = 2 von (—2, —8) bis (1, 1);

(C) K(.T, Y, Z) = (_y> x, Z) )
v := Schnittkurve des Paraboloids z = 7 — 22 — 3? mit der Ebene
2x — 4y + z = 3, positiver Umlaufssinn um die z-Achse.
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Wir haben in Beispiel 14.1.@ gesehen, dass das Linienintegral eines Vek-
torfeldes ldngs verschiedenen Kurven von p nach q verschiedene Werte an-
nehmen kann. Ein stetiges Vektorfeld K auf der offenen Menge 2 C R heisst
konservativ oder exakt (genau: exakt modulo (2), wenn dieses Phénomen
nicht auftritt, in anderen Worten, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

(a) Fir je zwei Kurven 71, v2 in © mit denselben Anfangs- und Endpunkten
gilt
Ke.dx = Ke.dx .
7 72
Der Name “konservativ” steht mit der physikalischen Interpretation in Zu-
sammenhang: Fir konservative Vektorfelder gilt der Satz von der Erhaltung
der Energie. — Die Bedingung (a) ist dquivalent mit

(b) Fir alle in Q gelegenen Zyklen ~ ist

/K-dx:().
v

Fig. 14.2.1

[ (Siehe die Fig. 14.2.1.) Gilt (b) und sind 71, 2 zwei Kurven von p nach
q, S0 ist v := 1 — 72 ein Zyklus, und aus (b) folgt aufgrund der Rechenregeln

Kedx— [ Kedx=0,
Y1 Y2

was zu beweisen war. — Umgekehrt: Gilt (a) und ist v eine beliebige geschlos-
sene Kurve in 2, so ldsst sich v als Differenz v, —, von zwei Verbindungskur-
ven geeignet gewahlter Punkte p und q auffassen, und mit (a) folgt

/K-dx: Kedx — Kedx=0.
Y Y1

Y2

Hiernach verschwindet das Integral auch langs beliebigen Zyklen in €2; somit

gilt (b). B
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Ein erster Integralsatz

Unser erster Integralsatz hat leider keinen Namen:

(14.3) Es sei f: Q — R ein C'-Skalarfeld auf der offenen Menge Q C R,
und es sei v eine beliebige Kurve in ) mit Anfangspunkt p und Endpunkt
q. Dann gilt

/Vf.dx:f(q)—f(p) ,

In Worten: Das Linienintegral eines Gradientenfeldes lings einer beliebi-
gen Kurve « ist gleich der zugehdrigen “Potentialdifferenz” zwischen An-
fangspunkt und Endpunkt der Kurve.

[ Es sei zunichst
Y1 ¢ ti—)X(t) (to Stﬁtl)

eine stetig differenzierbare Kurve von pg nach p;. Der fiir das Linienintegral
fm Vf « dx herzustellende Ausdruck Vf(x(t)) «x/(t) lisst sich auffassen als

Ableitung der Hilfsfunktion ¢(t) := f(x(¢)). Man erhélt daher

/ Vfedx = / F(x(1) +x/(t) dt = /t ) dt = () - olto)

to

= f(p1) — f(Po) ,

und durch Summation folgt fiir beliebige Kurven v = Z§:1 v; mit Anfangs-
punkt p =: pp und Endpunkt q =: ps die behauptete Formel:

/ Vfedx =3 (f(py) = F(Ps-1)) = F(pe) = F(po) = (@) — F(B) . |

7j=1
Hieraus ergibt sich unmittelbar das folgende Korollar:

(14.4) Gradientenfelder von C'-Funktionen sind konservativ.

Als Beispiel und Anwendung beweisen wir (Fig. 14.1.2):

(14.5) Es sei
K(x) i= K(@% (r = |x| £ 0)

ein stetiges Zentralfeld im R™. Dann ist K konservativ.

[ Essei V(r) eine Stammfunktion von K (r). Wir behaupten: Die Funktion

fx) =V (|x])
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ist ein Potential von K, das heisst: Es gilt K = Vf. Man hat namlich

Of _ i 9" _ porm %k
Oxy, =Vir Oxy, = K(r) T
und somit X
VF(x) = K(n)* = K(x) N

Von Satz (14.4) gilt nun auch die Umkehrung:

(14.6) Ist K ein stetiges konservatives Vektorfeld auf der offenen Menge
Q C R", so besitzt K ein Potential, das heisst: FEs gibt eine C'-Funktion
f:Q — R mit K= Vf.

Wir werden namlich folgendes beweisen:

(14.7) (a) Es sei K ein stetiges konservatives Vektorfeld auf der zusammen-
hangenden offenen Menge ) C R"™, und es sei py ein beliebiger, aber fester
Punkt von ). Dann ist

f@%=/®Kw& (peQ) 1)

0

ein Potential von K; dabei bezeichnet f;; das Integral langs irgendeiner in
Q gelegenen Kurve von pg nach p.

(b) Die sdmtlichen Potentiale von K auf ) sind die Funktionen f + const.

Fig. 14.2.2

[ Die Funktion f ist durch (1) wohldefiniert: Es gibt immer eine in
liegende Kurve (sogar einen Streckenzug) von py nach p, und verschiedene
solche Kurven liefern nach Voraussetzung iiber K dasselbe Integral.



14.2 Konservative Felder 243

Wir betrachten jetzt einen festen Punkt p € €. Es gibt ein § > 0 derart,
dass fur alle X mit |X| < ¢ die Verbindungsstrecke

ox: t—p+tX  (0<t<1)

der Punkte p und p+ X ganz in Q liegt (Fig. 14.2.2). Fiir solche X gilt nach
Definition von f die Beziehung

f(p"‘X):/pKodx—i—/ng.dx;

Po

wir haben daher
fo+X) = 1)+ [ Kedx (X <0). @)

Die Behauptung (a) ergibt sich nun aus dem folgenden Lemma, und (b) ist
eine unmittelbare Konsequenz von (12.18). N

(14.8) (Lemma) Gilt (2), so ist f an der Stelle p differenzierbar, und es ist
Vi(p) = K(p) -
[ Wir schreiben

/ K. dx =K(p) X+ R(X)

und haben nun die Restgrosse

R(X) ;:/O (K(p + tX) — K(p)) X dt

zu betrachten. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein
(von X abhéngiges) 7 € [0, 1] mit

R(X) = (K(p+7X) - K(p))+X,

und hieraus folgt nach der Schwarzschen Ungleichung

'ﬁg” <|K(p+7X)-K(p)| (X£0).

Wegen der Stetigkeit von K beweist dies

R(X)=o(X]) (X—=0);
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wir haben daher

/ K.dx=K(p)-X +o(X|) (X —0).

Tragen wir dies in (2) ein, so ergibt sich
fp+X) - f(p) =K(p)X+o(X]) (X—0)
und damit nach Definition des Gradienten die Behauptung des Lemmas. N

Fiir (14.6) miissen wir uns noch von der Voraussetzung befreien, dass €2
zusammenhéngend ist. Es sei also 2 C R™ eine beliebige offene Menge.
Durch die Festsetzung

N N { Es gibt einen Streckenzug in 2 mit

p~q ) Anfangspunkt p und Endpunkt q

wird auf Q eine Aquivalenzrelation erklirt, die € in paarweise disjunkte Zu-
sammenhangskomponenten zerlegt. Die Zusammenhangskomponenten sind
zusammenhéangende offene Mengen (ist p mit q verbindbar, so ist jeder Punkt
einer ganzen Umgebung von p via p mit q verbindbar), und zwar gibt es
hochstens abzahlbar viele davon, da jede offene Menge Punkte mit rationalen
Koordinaten enthalt.

Zu jeder Zusammenhangskomponente 2, von €2 gibt es jetzt nach (14.7) ein
fr: Qe — R mit Vf, = KIQ. Durch “Zusammenlegen” der f;, erhilt man
eine Funktion f:  — R mit Vf = K. Damit ist (14.6) vollstindig bewiesen.

Besteht 2 aus mehreren Komponenten, so gilt die Eindeutigkeitsaussage (b)
von Satz (14.7) nicht mehr. Folgendes trifft hingegen zu und ist der An-
fang einer langen Geschichte: Die Losungen der homogenen (“partiellen”)
Differentialgleichung

Vf=0

bilden einen Vektorraum £ von (lokal konstanten) Funktionen f: 2 — R.
Die Dimension von L ist gleich der Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von €.



14.3 Rotation

Zirkulation

Es sei K: Q — TQ ein C!'-Vektorfeld auf der offenen Menge 2 C R™. Ist ~y
eine geschlossene Kurve in (), so nennt man das Linienintegral

/K-dx
v

auch Zirkulation von K lings ~. Die Zirkulation ist besonders gross, wenn
K langs v durchwegs fast dieselbe Richtung wie x'(t) hat, so dass sich die
von den einzelnen “Kurvenelementen” dx herriihrenden Beitrége laufend ku-
mulieren (Fig. 14.3.1, links). Dies ist zum Beispiel der Fall bei dem Feld

Y T
A(wy) = Varg(e,9) = (= o550 o)

in der (z,y)-Ebene und einem Kreis um (0,0) herum (siche Beispiel (2)). Ist
K konservativ, so hat natiirlich die Zirkulation fiir beliebige Zyklen ~ den
Wert 0.

Zirkulation = 0

Fig. 14.3.1

Betrachte fiir einen Moment den Fall n = 2. Es sei B C 2 ein Rechtecks-
gebaude,

N
BZUQQ:
j=1

die @; fast disjunkt. Der Fig. 14.3.2 entnimmt man

N N
Z(B):= | Kedx=)_ K. dx ::ZZ(Q]-); (1)

oB =i Jeq;
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B
0B
<«
R
Fig. 14.3.2

denn die Beitrage der im Innern von B gelegenen Kanten der ); heben sich
heraus. Die Beziehung (1) besagt offenbar, dass sich die Gesamtzirkulation
um B herum additiv auf die Teilflichen @); verteilen lasst. Der Beitrag Z(Q);)
hangt nur vom Verhalten von K auf @); ab. Ist K zum Beispiel homogen
(das heisst: konstant) auf Q;, so ist trivialerweise Z(Q;) = 0. Hieraus folgt:
Z(Q;) héngt mit der Inhomogenitdt von K auf @; zusammen, und diese
wiederum kommt in den “Ableitungen” von K zum Vorschein. Alles in allem
erwarten wir eine Formel der folgenden Art:

K.dx = / “Wirbeldichte von K” dy . (2)
OB B

Infinitesimale Zirkulation

Wir wenden uns zunéchst der “Wirbeldichte” zu. Im folgenden ist wieder
n > 2 beliebig.

Betrachte einen festen Punkt p € 2 und ein kleines, von den Vektoren X und
Y aufgespanntes Parallelogramm P C T, mit Mittelpunkt p (Fig. 14.3.3).
Um Vorstellungen zu fixieren, denken wir uns ein € > 0 vorgegeben und
wahlen P so klein, dass fiir alle Punkte x € P die Abschatzung

[dK() ~ Ll <¢,  L:=dK(p),
zutrifft. Nach dem Mittelwertsatz (12.19) gilt dann
Kix+X)-K(x)=LX+¢X]|O,

sobald die beiden Punkte x und x+ X in P liegen; dabei berufen wir uns fir
den Rest der laufenden Uberlegung auf die ©-Vereinbarung: © bezeichnet
immer ein Objekt vom Betrag < 1, allerdings nicht immer dasselbe.
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Fig. 14.3.3

Das Parallelogramm P besitzt den Randzyklus
OP :=ox + 0% — oy — oy . (3)

Die Zirkulation von K langs 0P berechnet sich nun folgendermassen:

Kodx:/ K-dx—/ K-dx—/ K-dx+/ Ke.dx
oP 0'/\, oy Jg( ox

= / (K(x+X) - K(x)) » dx — / (K(x+Y)-K(x))«dx

:/ (L.X+6\X|@)-dx/ (LY +£|Y|O)« dx

ox

= (LX).Y — (LY)-X +2X||Y|O . (4)

Die beiden Seitenldngen |X| und |Y| sind hochstens gleich dem Durchmesser
|P| des betrachteten Parallelogramms. Da e > 0 beliebig war, kénnen wir
daher aus (4) den folgenden Schluss ziehen:

Kedx=(LX)Y —(LY)+X+o(|P*) (|P|—0). (5
oP

Hiernach ist die Zirkulation von K um ein “kleines” Parallelogramm P mit
Mittelpunkt p “in erster Naherung” eine schiefe bilineare Funktion der beiden
Vektoren X und Y, die das Parallelogramm aufspannen. Diese bilineare
Funktion wird im folgenden noch eine wichtige Rolle spielen. Wir nennen
sie die infinitesimale Zirkulation oder die Rotation von K im Punkt p und
bezeichnen sie mit Rot K(p) oder einfach mit R, wenn K und p vereinbart
sind:

To x T, — R,

Rot K(p) : { (X,Y) = (dK(p).X)-Y — (dK(p).Y) X .

Mit dieser neuen Bezeichnung haben wir anstelle von (5) die suggestive
Formel

(14.9) - K. dx =RotK(p).(X,Y)+o(|P*)  (JP|—0).
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Die Bilinearform R besitzt eine Matrix [R;x], die folgendermassen erhalten
wird:

R := R(e;,er) = (dK.e;) e, — (dK.eg)ee; =K ;eep, — K i e
= Kii — Kip . (6)
Ist Rot K(p) = 0 fiir alle p € Q — gemeint ist: Gilt
Rot K(p).(X,Y) =0 Vp € dom (K), VX, VY,
so heisst das Feld K wirbelfrei oder geschlossen.
(14.10) Ist K ein konservatives C'-Feld auf (), so ist
RotK(p) =0

auf Q. In anderen Worten: Konservative Felder (= Gradientenfelder) sind
wirbelfrei.

[ Ist K konservativ, so gibt es nach Satz (14.6) ein f: Q — R mit K = Vf,
das heisst

_9f
a al‘k

Dieses f ist nach Voraussetzung iiber K von selbst zweimal stetig differen-
zierbar; somit gilt nach (12.20)

Ky — K= 82’1 (aa—;;) B %(gi)

0,

was zu beweisen war.

Wir geben nun noch einen koordinatenfreien Beweis, der sich auf (4) stiitzt.
Betrachte einen festen Punkt p € €2 sowie zwei beliebige, aber feste Vektoren
X, Y € T,. Fir beliebiges A > 0 sei Py das von den Vektoren AX und
MY aufgespannte Parallelogramm mit Mittelpunkt p. Da K konservativ ist,
ergibt sich aus (4), dass fiir alle hinreichend kleinen A das folgende zutrifft:

0= [ Kedx=RMX,\Y)+¢eAX||AY[© = \2(R(X,Y) +2¢X||Y[O) .
OPy

Dies ist nur moglich, wenn |R(X,Y)| < 2¢|X|[Y] ist; und da € > 0 beliebig
war, muss R(X,Y) = 0 sein. N

Die Umkehrung dieses Satzes wird in Abschnitt 14.8 behandelt.
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Der Fall n =2

In den beiden Féllen n = 2 und n = 3 gelingt es, die infinitesimale Zirkulation
in besonders einfacher und “konkreter” Weise darzustellen. Hierzu benotigen
wir allerdings weitere Hilfsmittel aus der linearen Algebra.

Ist der Grundraum X zweidimensional, so ist jede schiefe bilineare Funk-
tion auf X, also insbesondere die Rotation Rot K(p) =: R, nach einem
bekannten Satz iiber die Determinante ein konstantes Vielfaches der De-
terminantenfunktion e(+,-). Der konstante Faktor, der sich bei R einstellt,
heisst Wirbeldichte oder ebenfalls Rotation von K im Punkt p und wird mit
rot K(p) bezeichnet. Es gilt also identisch in X und Y:

R(X,Y)=rotK(p)e(X,Y), (7)

und (14.9) geht iiber in die die Formel

6PK-dx:rotK(p)s(X,Y)+o(|P|2) (1P| —0) . (8)

Nun ist [e(X,Y)| nach (13.31) gleich der Fliche des von X und Y aufge-
spannten Parallelogramms P. Die Formel (8) ldsst sich daher folgender-
massen interpretieren: Fiir “kleine” Parallelogrammwege 0P ist die Zirkula-
tion
K. dx
oP
in erster Naherung proportional zur umfahrenen Flache; der Proportionali-

tatsfaktor ist im wesentlichen (das heisst: bis aufs Vorzeichen) die Wirbel-
dichte rot K.

An dieser Stelle kehren wir fiir einen Moment zu den heuristischen Betrach-
tungen am Anfang dieses Abschnitts, speziell zu der Formel (1), zuriick.
FEin achsenparalleles Rechteck @) wird aufgespannt von den beiden Vektoren
X =ae; und Y = bey. Damit liefert (3) den gewiinschten Umlaufssinn von
0@ (Fig. 14.3.4); gleichzeitig ist ¢(X,Y) = a-b = p(Q). Sind die in (1)
betrachteten Rechtecke @; hinreichend klein, so kénnen wir (8) anwenden
und erhalten die Naherung

2Qi) = | Kedx=rotK(E,) u(@y),

wobei §; einen Messpunkt in ); darstellt. Hieraus folgt

N
K-dx—ZZ Q;) :ZrotK n(@Qj) = /roth,u,
= B

OB =
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a

-
Y b
—_—
€9
X
€1
Fig. 14.3.4

so dass wir definitiv die folgende Formel vermuten:
Ke.dx = / rot Kdu
OB B

(vgl. (2)) Daraus miisste man nun einen richtiggehenden Satz machen. Dies
wird im néchsten Abschnitt geschehen.

Fiir das praktische Rechnen miissen wir die Rotation durch die partiellen
Ableitungen der Komponenten von K ausdriicken. Wir beweisen:

(14.11) Sind (z1,22) bzw. (z,y) zuldssige Koordinaten in der Ebene, so ist
die Rotation eines C'-Vektorfeldes

K(X) - (Kl(xlaxQ)aKQ(mth)) bzw. K(may) - (P($7y)7Q($7y))
gegeben durch
0K, 0K, 0Q oP

rot K(x) = 37:1?1 — ng bzw. rot K(z,y) = e 67y .

[ Fiir jede zulissige Basis gilt e(e;,es) = 1. Mit Hilfe von (7) und (6)
erhalt man daher nacheinander

rot K(p) = rot K(p) e(e1, e2) = R(er,e2) = Ko1 — Ki2 . N
(1) Wir betrachten eine mit Winkelgeschwindigkeit w > 0 um den Ursprung
rotierende zweidimensionale “Fliissigkeit”. Die Absolutgeschwindigkeit eines

Fliissigkeitsteilchens im Abstand » vom Ursprung betrégt wr, das Geschwin-
digkeitsfeld v dieser Stromung ist daher gegeben durch

—wr(-Y f) — w(—
v(z,y) w( o) =wly.e)
Hieraus folgt mit (14.11):
rotv(z,y) = 2w .

Die Wirbeldichte dieses Feldes ist also in allen Punkten (x,y) gleich gross
(und ist nicht etwa im Ursprung konzentriert!). O
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Als Korollar der Sétze (14.10) und (14.4) notieren wir noch

(14.12) (a) Ist K ein konservatives C'-Feld auf einer offenen Menge Q) C R?,
so gilt

(b) Fiir jede C?-Funktion f : Q — R gilt
rot Vf(x) =0 .

Die Aussage (b) driickt natiirlich nur auf verklausulierte Weise die Ver-
tauschbarkeit der gemischten Ableitungen aus.

/
L ®
\/
8

Fig. 14.3.5
@ Man kann die Rotation des Feldes

— Yy x
Awy) =~y mmys) (@0 #00)
nach (14.11) ausrechnen und erhdlt = 0. Nun ist dieses Feld (Fig. 14.3.5)
nichts anderes als Varg (siehe Beispiel 12.2.@) und damit in jeder offenen
Halbebene

U :={(z,y) | zox + yoy > 0} , (z0,y0) # (0,0) ,

das Gradientenfeld einer richtiggehenden C?-Funktion ¢: U — R. Dann ist
aber von vorneherein klar, dass rot A = 0 ist. O
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Der Fall n =3

Bei Vektorfeldern im dreidimensionalen Raum gibt (14.9) zu éhnlichen Kon-
struktionen Anlass. Zunéchst bendtigen wir einen der Formel (7) entsprech-
enden Satz fiir den R3. Die “universelle Eigenschaft” der Funktion (-, )
kommt hier dem Vektorprodukt zu:

(14.13) Zu jeder schiefen bilinearen Funktion
R: R*xR*>R, (xy)— R(xy)
gibt es einen wohlbestimmten Vektor r € R? mit
R(x,y)=re(x xYy) Vx, Yy, (9)

und zwar ist
r = Z R(e,-+1, GH_Q) e; .
7

(In diesem Zusammenhang gilt als vereinbart, den Index “modulo 3” zu neh-
men. Es ist also e4 := e usf., und die Summe erstreckt sich iiber die Index-
menge Zs.)

[ Es gibt hochstens einen Vektor r, fiir den die Identitéit (9) zutrifft. Es sei
also r der angegebene Vektor. Aus Linearitatsgriinden gentiigt es, zu zeigen,
dass fir alle k, [ € Zg gilt:

R(e,e)) =re(e; x €) .

Ist k = [, so haben beide Seiten dieser Gleichung den Wert 0. Ferner hat man
nach den Regeln der Vektorrechnung fiir beliebiges j € Z3 die Beziehung

R(ejt1,€j42) =Teej =Te (€11 X €j12) .
Aus Symmetriegriinden sind damit alle Fille erledigt. ]

Wir kehren nun wieder zu der Formel (14.9) zuriick, die die Zirkulation des
Feldes K liangs eines kleinen Parallelogrammweges P angibt. Der wohlbe-
stimmte, von p abhiingige Vektor r € R?, der die Funktion Rot K(p) in der
Form (8) darzustellen gestattet, heisst ebenfalls Rotation von K im Punkt p
und wird mit rot K(p) bezeichnet. Es gilt also identisch in X und Y:

Rot K(p).(X,Y) =rot K(p)+«(X xY), (10)

und (14.9) geht iiber in

| Kedx=rotK(p) (X x Y) + oflP) (P —0). (11)
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Sind X und Y linear unabhéngig, so stellt

XxY
n=—_——
X x Y|

den Normaleneinheitsvektor der von X und Y aufgespannten Ebene dar, und
zwar bildet n mit dem vereinbarten Umlaufssinn von JP eine Rechtsschraube
(Fig. 14.3.6). Es folgt

XxY=XxY|n=w(P)n,

wobei w(P) den Flacheninhalt des Parallelogramms P bezeichnet. Tragen
wir dies in (11) ein, so ergibt sich

K« dx = rot K(p) snw(P) + o(|P|?) (IP| —0);
oP
in Worten: Fiir einen kleinen Parallelogrammweg 0P ist die Zirkulation in
erster Naherung proportional zur umfahrenen Flache, und der Proportiona-
litatsfaktor ist gleich der Komponente von rot K(p) in Richtung der Fléachen-
normalen.

Fig. 14.3.6

(3) Wir betrachten wieder das Geschwindigkeitsfeld einer um die Achse e
durch den Ursprung rotierenden Fliissigkeit (Beispiel 14.1.@). Aus

v(x) =d x x
folgt mit (12.11)(c): Fiir alle p € R3 gilt
dv(p) X =0 x X,

und damit ergibt sich
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R(X,Y)=(dv.X)eY — (dv.Y) X
=(@xX)eY — (I xY)eX=2¢(,X,Y)
=20«(XxY).
Hieraus zieht man den folgenden Schluss:
rotv(p) = 24 Vp € R?

(vgl. Beispiel @) . Q

Wie im Fall n = 2 die skalare Rotation wollen wir nun den Vektor rot K
durch die partiellen Ableitungen der Komponenten von K ausdriicken:

(14.14) Sind (21, x2,x3) bzw. (x,y, z) zuldssige Koordinaten im dreidimen-
sionalen Raum, so ist die Rotation eines C'-Vektorfeldes

K(x) = (Ki(z1,22,23), Ka(21, 22, 23), K3(x1, 2, 23))

bzw.
K(z,y,2) = (P(2,y,2),Q(z,y, 2), R(,y, 2))
gegeben durch

I‘OtK(X) o (8K3 _ BKQ 8K1 _ 8K3 8K2 _ 8K1>
- 8:172 81?37 8%3 8.%17 83:1 812

bzw.
OR 0Q 0P OR 0@ 0P

I'OtK(.’L',y,Z) = (8_y — g, & — %’ % — a—y) .

[ Aufgrund von (14.13) und (6) erhiilt man fiir die i-te Koordinate von
rot K(p) den Wert
OKiy2  OKipa

(rotK(p))Z, = R(ei—l—laei—i-Q) = Ot Oxito )

wie behauptet. N

Bis jetzt war p € Q fest. Léasst man auch p variieren, so wird rot K ein (von
K “abgeleitetes”) Vektorfeld. Wie wir noch sehen werden, misst das Feld
rot K in gewisser Weise die “Nichtkonservativitiat” von K. Jedenfalls hat
man das folgende dreidimensionale Analogon zu (14.12):

(14.15) (a) Ist K ein konservatives C*-Feld auf einer offenen Menge Q C R?,
so gilt rot K(x)=0.

(b) Fiir jede C*-Funktion f: Q) — R gilt
rot Vf(x) =0 .
Anders ausgedriickt: Es ist rot o V = 0.
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(@) Wir berechnen die Rotation eines Zentralfeldes
x
Kx)=K(r)-  (r:=[x]#0)

mit stetig differenzierbarer Feldstérke K (7). — Setzt man

K(r)

=o(r)  (r#0),

so besitzt K die Komponenten K;(x) = ¢(r)x; (i € Z3). Hieraus ergibt sich

8KZ‘+2 8K,'+1 . 0 0
Oxiy1 Oz Omip (0(r) 2i12) OTiyo (00) zi41)
ZT; ZT;
= gb/(T‘) :1 Ti42 — ¢/(T) +2 Tit1 =0
und folglich wegen (14.14): rot K = 0. Dies war aufgrund von (14.5) und
(14.15) zu erwarten. O
Aufgaben

1. Finde und beweise dabei koordinatenfreie Identitdten der Form
(a) rot(fVg)=...,
(b) rot(fK)=...,
(c) rot(f Vf)=...
fiir C?-Skalarfunktionen f, ¢ und C'-Vektorfelder K im R3.

2. Bestimme alle C'-Vektorfelder K in der punktierten Ebene R2, die fol-
gende Figenschaften besitzen:

(1) K(z) L = Vz,
(2) |K(z)| hdngt nur von |z| ab,
(3) rotK(z) =0 .

3. Ein zwischen den beiden unendlich ausgedehnten “Platten” z = +h defi-
niertes Vektorfeld K (: K(z,y, z)) besitzt eine Taylor-Entwicklung be-
ziiglich z der Form

K(z,y,2) = Ko(x,y) + 2 Ki(z,y) + hohere Terme ;
dabei ist
Ko(l',y) = ($2 - yQa 2563/’ IEQ + y2) ) K1(1:7y) = (_y’ x,xr + y) .

Berechne Ry(x,y) := rotK(z,y,0).
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Die Formeln 14.3.(7) und (10) verkniipfen die Zirkulation eines Feldes K um
ein “infinitesimales” Parallelogramm mit dem Wert von rot K bzw. rot K im
Innern dieses Parallelogramms. Diesen Zusammenhang wollen wir nun auch
in “integraler” Form darstellen, und zwar fiir moglichst allgemeine zweidi-
mensionale Bereiche B mit Randzyklus 0B. Um derartige Bereiche, die ja
ziemlich verwickelt aussehen koénnen (Fig. 14.4.1), beweistechnisch in den
Griff zu bekommen, bedienen wir uns eines von Dieudonné ersonnenen Tricks.
Er bewirkt, dass wir fiir die Integration jeweils nur den Inhalt eines kleinen
“Fensters” ins Auge fassen miissen und uns um die globale Gestalt von B
und 0B gar nicht zu kiimmern brauchen.

0B

Fig. 14.4.1

Zerlegung der Einheit

(14.16) Essei B C R™ eine kompakte Menge und (V (x)|x € B) ein Umge-
bungsfeld auf B. Dann gibt es eine endliche Teilfamilie (Vk 1 <k<N )
dieser Umgebungen und zu jedem V}, eine C'°°-Funktion ¢y : R® — R, so
dass folgendes zutrifft:

(a) 0<p(x)<1 (x € Vi),
(b) ¢r(x)=0  (x¢ Vi)
(c) Es gibt eine Umgebung € von B mit Zivzl Yr(x) =1 auf .

[ Zujedem x € B gibt es ein € > 0 (£ hingt von x ab) mit Us.(x) C V(x)
(Fig. 14.4.2). Das Umgebungsfeld (U.(x)|x € B) enthélt nach Satz (4.13)
eine endliche Uberdeckung von B: Es gibt endlich viele Punkte x1, ..., Xy €

B mit
N

Bc |J U, (xx)
k=1
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Fig. 14.4.2

(das zu xj, gehorige € haben wir mit €, bezeichnet). Setze
Vi ==V (xx) (1<kE<N).

Wir verwenden die in Beispiel 7.6.(3) betrachtete C*°-Funktion

 fet (t>0)
ro={ ez

um zunachst eine C'°°-Funktion g zu konstruieren, die zwischen ¢ = 1 und
t =2 von 1 auf 0 abfillt und im tibrigen konstant ist (Fig. 14.4.3):

f2-1)
fQ=t)+ft-1)"

Mit Hilfe von g bilden wir anschliessend die in derselben Figur dargestellten
“Buckelfunktionen”

g(t) ==

pe: R"—[0,1], pe(X):zg(g)-

Die C°°-Funktionen
Dk(X) 1= pe, (X — Xk)

nehmen somit nur Werte im Intervall [0,1] an, und zwar ist ¢(x) = 1 auf
Ue, (xi) und ¢x(x) = 0 ausserhalb Us,, (xx), erst recht ausserhalb Vj, .

Wir benétigen noch die weitere Hilfsfunktion

N

du(x) = [ (1= 6r(x)) ;

k=1

sie besitzt die folgenden Eigenschaften:
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Ya

Fig. 14.4.3

—  Fir alle x € R™ gilt 0 < ¢, (x) < 1.
— Auf der offenen Menge 2 := U,ivzl Ue, (x5) D B gilt ¢.(x) =0.
— In den Punkten x € R™, wo alle ¢ (x) verschwinden, gilt ¢.(x) = 1.

Man tiberzeugt sich nun leicht davon, dass die Funktionen

or (%)
P = 1<k<N
19 $.(%) + 1L, du(x) | )
die gestellten Anforderungen (a)—(c) erfiillen.

Das in diesem Satz konstruierte Funktionensystem (¢k |11 <k < n) heisst
eine zur Uberdeckung (V(x)|x € B) gehorige Zerlegung der Einheit.

Glatt berandete Bereiche

Eine kompakte Menge B C R? heisst ein glatt berandeter Bereich, wenn es
eine Kette v = Z‘;Zl 7; gibt, so dass folgendes zutrifft (siehe die Fig. 14.4.4):

(I) Die Spuren der 7; haben hchstens Anfangs- bzw. Endpunkte gemeinsam
und bilden zusammen die Randmenge 0B.

(IT) Zu jedem Randpunkt p von B gibt es zulédssige Koordinaten (z,y) mit
Ursprung in p, ein rechteckiges Fenster W := [—a, a] x [-b,b] und eine
Cl-Funktion ¢: [—a,a] — [—b,b] derart, dass

(a) der in W liegende Teil von B gegeben ist durch

BﬂW:{(x,y)‘—anSa, ¢(x)§y<b}

und
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Fig. 14.4.4

(b) der in W liegende Teil von v durch
iz (v¢@)  (ca<wz<a).
Die Bedingung (b) ist eine anschauliche Umschreibung des eigentlich inten-

dierten Sachverhalts

(b") Fiur Vektorfelder K auf B, die ausserhalb W identisch verschwinden, gilt

/K-dz: K. dz . (1)
g w

Ist p Endpunkt von «;, so muss p gleichzeitig Anfangspunkt genau eines v,/
sein, wenn anders (I) gelten soll. Hieraus schliesst man, dass v ein Zyklus ist.
Man nennt « den Randzyklus von B und bezeichnet ihn ebenfalls mit 0B.
Der Randzyklus geht, anschaulich gesprochen, einmal in positivem Sinn um
B herum (siehe Satz (14.19)); das Innere von B liegt zur Linken von 9B.

Wir kommen nun zu der Greenschen Formel, zunéachst fiir glatt berandete
Bereiche:

(14.17) Essei K = (P, Q) ein C!-Vektorfeld auf der offenen Menge Q C R?,
und es sei B C () ein glatt berandeter Bereich mit Randzyklus 0B. Dann
gilt

K-dz—/ rot Kdu ,
B B

oder, in Koordinaten ausgedriickt:

/83(Pda:+Qdy) =/B(Qr —Py)dp .
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[ Das Innere einer Menge A C R” bezeichnen wir im folgenden mit A°. —
Jeder innere Punkt von B ist Mittelpunkt eines rechteckigen Fensters, das
noch ganz in B° liegt, und jeder Randpunkt von B ist Mittelpunkt eines
Fensters gemadss (II), das noch ganz in Q liegt. Wir denken uns fiir jeden
Punkt z € B ein Fenster W, des einen oder andern Typs festgelegt. Die
Familie (W} |z € B) ist ein Umgebungsfeld auf B. Nach Satz (14.16) gibt
es daher endlich viele Fenster Wy, := W,, (1 <k < N) mit

N
Bc|Jwp
k=1

und eine zugehorige Zerlegung der Einheit (wk 1<k < N). Setzen wir

so gilt in einer Umgebung von B die Identitét

N
K(z) = ZKk(z) .
k=1

Es geniigt daher, die behauptete Formel fiir jedes einzelne K zu beweisen.
Da K, ausserhalb des Fensters W, identisch verschwindet, gilt

K+ dz (W} ein Randfenster)
Kk . dZ = YWy,

OB o
0 (W) ein inneres Fenster)

(vgl. (b')) und

/ rothd,u:/ rot K du .
B BNW;,

Wir kénnen den Index k& im weiteren unterdriicken und haben demnach fol-
gendes zu beweisen:

[, Kedz (W ein Randfenster)
/ rot Kdpy =< "™ ;o (2)
BNW 0 (W ein inneres Fenster)

dabei ist noch anzumerken, dass K auf OW identisch verschwindet. Ist W
ein inneres Fenster, so setzen wir ¢(x) := —b. Dann gilt in jedem Fall

BNW ={(z,y) | —a<z<a, ¢(x) <y<b}.

Wegen rot K = @, — P, haben wir daher

a b a b
/ rothu:/ Q. dydac—/ / P, dydx . (3)
BNwW —a J¢(x) —a J¢(x)
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Die beiden Summanden rechts miissen getrennt behandelt werden. Einerseits
ist )

= [ Pody = —Pleb) + P(r0(@) = P(r.6(a).
da P auf OW verschwindet. Damit wird

_/a ' Pydydx:/a P(z,¢(z)) dz .

—a J¢(x) —a
Anderseits liefert die Leibnizsche Regel “mit Extras” (12.15):

b d b
Qqu(z,y)dy = d—( Q(z,y) dy) + Q(z,¢(x)) ¢ () .
¢(x) LN p()

Integrieren wir dies nach x von —a bis a, so ergibt sich

a b b b
/ Qe dydx = Qla,y)dy — / Q(—a,y)dy
—a J¢(x) ¢(a) #(—a)

a
+ [ Qeo(e)d @) do
Da K auf OW verschwindet, sind hier die beiden ersten Summanden rechter
Hand gleich 0. — Setzen wir die erhaltenen Teilergebnisse in (3) ein, so ergibt
sich insgesamt:

/Bmw rot Kdp = /_C; (P(w, d(x)) -1+ Q(z, qﬁ(a;))¢’($)) dx
= Ke.dz.

w

Fiir ein Randfenster ist das schon (2). Ist W ein inneres Fenster, so ist K
langs yw : « +— (z,—b) identisch 0, und die rechte Seite ist trivialerweise
gleich 0. N

Zulassige Bereiche

Mit (14.17) ist die Greensche Formel zum Beispiel fiir eine Ellipse mit zwei
kreisformigen Lochern oder den Bereich der Fig. 14.4.1 bewiesen, nicht aber
flir einen so einfachen Bereich wie ein Rechteck. Fiir die Giiltigkeit der Green-
schen Formel ist es nun in Wirklichkeit nicht notwendig, dass B glatt berandet
ist: Es geniigt, wenn sich B durch glatt berandete Bereiche approximieren
lasst.

Eine kompakte Menge B C R? heisst ein zulissiger Bereich, und der Zyklus
22:1 7 =: OB heisst Randzyklus von B, wenn der folgende Sachverhalt
zutrifft (siehe die Fig. 14.4.5):
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Fig. 14.4.5

(I) Die Spuren der «; bilden zusammen die Randmenge von B.

(IT) Zu jedem € > 0 gibt es einen glatt berandeten Bereich B(®) C B mit
Randzyklus 0B(®) derart, dass das Mass der Differenz B\ B(®) und die
totale Linge der in die Differenz 0B — 0B(®) eingehenden Kurven je < ¢
sind.

Hiernach sind zum Beispiel beliebige polygonale Bereiche zuldssig und be-
sitzen einen Randzyklus, da sich die Ecken eines derartigen Bereiches durch
die approximierenden B(®) abrunden lassen.

(D Der von den beiden logarithmischen Spiralen v , v_ und dem Kreisbogen
~ begrenzte Bereich der Fig. 14.4.11 besitzt den Randzyklus 0B = y—~y+7v_.

O

Die endgiiltige Fassung des Greenschen Satzes fiir ebene Bereiche lautet nun-
mehr:

(14.18) Essei K = (P, Q) ein C'-Vektorfeld auf der offenen Menge Q C R?,
und es sei B C () ein zulassiger Bereich mit Randzyklus 0B. Dann gilt

K-dz:/ rot Kdu ,
B B

oder, in Koordinaten ausgeschrieben:

| (pass@in = [ (@ -p)au.

B

In Worten: Die Zirkulation von K ldngs OB ist gleich dem Integral der
Wirbeldichte von K iiber B.

[ Es gibt eine Konstante M > 0 mit

K(z)| <M, rotK(z)|<M (zeB).
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Ist jetzt ein ¢ > 0 vorgegeben und B(®) ein glatt berandeter Bereich, der
B wie verlangt approximiert, so gelten nach (14.1) und (13.18) die beiden
Abschéatzungen

‘ K-dz—/ K.dz| <M L(OB—0B®) < Me
oB 0B(e)

und
‘/roth,u—/ rothu) < Mp(B\B®) < M= .
B B(e)

Da die beiden auf B(®) beziiglichen Integrale nach (14.17) iibereinstimmen,
folgt hieraus

’ K-dz—/rothu‘<2M€;
OB B
und da € > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung. N
(2 Es soll die Zirkulation des Feldes
K(z,y) == (—2y +2°,2y” — 3°)
um das Dreieck
A={(z,y) |2>20,y>0, z+y <2}
herum berechnet werden. — Man berechnet
rot K =Q, — P, =y 4+ 22,

mit (14.18) und unter Ausnutzung der Symmetrie folgt daher

2 22—z
K-dz:/(x2+y2)du:2/m2du:2/ / 2? dy dx
oA A A o Jo

2
:2/ (22% — 2%) dx =
0

W] co

Umlaufszahl
Wir betrachten das Gradientenfeld der Argumentfunktion:

Ay = () (@9#£0.0).
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Ist U := {(m,y) ‘ Tox + Yoy > O} eine beliebige offene Halbebene, ¢(-) : U —
R ein stetiges Argument auf U und
vit—azt)  (a<t<b)

eine beliebige Kurve in U mit Anfangspunkt p und Endpunkt q, so folgt aus
Satz (14.3):

/A-dz=¢<q>—¢<p>;

in Worten: Das Integral

/A- iz (4)

misst die Zunahme des Arguments langs ~.

Es sei nun v = Z‘;:l 7, eine beliebige Kurve oder gar Kette, die nicht durch
den Ursprung geht. Wir diirfen annehmen, dass jedes

Vit tezi(t) o (e <E<by)
in einer Halbebene Uj liegt. Dann gilt

S

JESCE S [ Avdi=Y(6a0) - osz@)) . )

j=177% j=1
wobei ¢; : U; — R ein stetiges Argument auf U; darstellt. Wir sehen, dass

sich das Integral (4) auch in diesem allgemeineren Fall als totale Zunahme
des Arguments langs v auffassen lasst.

Ist v speziell ein Zyklus, so gibt es eine Permutation
o: [l..s]—[1..s], jr g =0(j)
mit z;(b;) = z;/(aj). Fir die zugehérigen Posten in der Summe (5) gilt
daher
¢ (2(b;)) — by (2(ay)) € 2mL;
und folglich ist dann auch die Summe (5) ein ganzzahliges Vielfaches von
27. Diese Feststellung legt folgende Definition nahe: Es sei v ein beliebiger

Zyklus in der Ebene, der nicht durch den Ursprung geht. Dann heisst die
ganze Zahl

1
N(v,0) :—%/A-dz
g

die Umlaufszahl von v um 0. Die Umlaufszahl um einen beliebigen Punkt
¢ = (a,b), der nicht auf v liegt, ist sinngeméss erklart: Man definiert das

Feld b
P J— y_ x_a
Ac(w,y) --( (z—a)’+(y— b2’ (x—a>2+<y—b>2>

und setzt L
N = — [ Acedz . 6
('Ya C) 5 A Z ( )
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Wir beweisen daruber:

(14.19) Der Randzyklus OB eines zulissigen Bereiches B C R? hat um jeden

inneren Punkt von B die Umlaufszahl 1, um jeden Punkt ausserhalb B die
Umlaufszahl 0.

-
N

Fig. 14.4.6

[ Es sei zunichst ¢ ein Punkt im Ausseren von B; wir konnen ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit annehmen: ¢ := 0. Dann ist das Feld A in
einer ganzen Umgebung von B stetig differenzierbar und tiberdies wirbelfrei,
siehe Beispiel 14.3.(2). Damit ergibt sich ohne weiteres

N(@B,c):i A-dz:i/rotAd,u:O.
T Jom 2 Jp

Es sei jetzt ¢ := 0 ein innerer Punkt von B. Dann gibt es ein r» > 0, so dass

die abgeschlossene Kreisscheibe B, um 0 noch ganz in B° liegt (Fig. 14.4.6).

Die Differenzmenge B’ := B\ By ist ein zuléssiger Bereich mit Randzyklus

OB’ = B — 8B, , und der Nullpunkt liegt im Ausseren von B’. Nach dem

schon Bewiesenen ist daher

1 1
N(9B,0) = — Awh:——( A-dz+ A.m):o+1:1
27 Jop ™ \Jop OB,
wobei N(0B,,0) = 1 wohl unbestritten ist. N

Die Umlaufszahl ist ein iiberaus wichtiges Instrument in der komplexen Ana-
lysis. Sie erscheint dort in der Form

Mm—ilw

omi |, z—c

Zu zeigen, dass dies mit (6) dquivalent ist, iiberlassen wir dem Leser als
Aufgabe 7 dieses Abschnitts.
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Flachenberechnung mit Hilfe von Randintegralen

Als néchstes behandeln wir die sogenannten Flachenformeln, die den Fla-
cheninhalt eines zuldssigen Bereiches B als Umlaufsintegral darstellen. Diese
Formeln sind vor allem dann hilfreich, wenn B durch eine Parameterdarstel-
lung von 0B festgelegt ist.

(14.20) Ist B ein zuldssiger Bereich in der (x,y)-Ebene, so gilt

)
/ zdy,
OB

w(B) = —:/ ydr,
0B
1
5/ (rdy —ydx) .
oB

\

[ Betrachte fiir ein festes o € R das Feld

(P(:B,y),Q(x,y)) = (—ay, (1 - O‘):‘U)

mit der konstanten Rotation rot (P, Q) = Q, — P, = 1. Die Greensche Formel
(14.18) liefert in diesem Fall

u(B) = [ vt (P.Qdp= | (Pdz+Qay)

oB

:—a/ ydr + (1—a)/ xdy .
OB OB

Setzt man rechter Hand nacheinander « := 0, 1, % , so entstehen gerade die

drei behaupteten Formeln. N

@ Die in der Fig. 14.4.7 dargestellte Kurve heisst Descartessches Blatt;
ihre Punkte geniigen der Gleichung z® + 3® = 3azy. Die Kurve lisst sich
produzieren mit Hilfe der Parameterdarstellung

) 3at
z(t) i= ——
tB3+1
3at2 (_OOStSOO)v
t) i = 57—
)= m

wobei natiirlich z(+o00) = y(£o0) := 0 gesetzt wird. Um den Flacheninhalt
der zum Parameterintervall [0, c0] gehorigen Schleife B zu bestimmen, be-
rechnen wir zunachst

/ CL2 2
w0/ () — () = 20 (U) = S
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y (=)
(t = o0)
x
—¢ (t=0)
—a
Fig. 14.4.7
Mit Hilfe der dritten Formel (14.20) erhalten wir dann
1 [ 3a® [ 3t
B) = = Oy (t) — ' (t)y(t)) dt = — e dt
u(B) =5 [ (o0 =o' Ou) ae =25 [*
3a? [ 1 3a?
=2 g =2
2 ), 2T

(Wenn wir hier ein unendliches Parameterintervall verwendet haben, so dien-
te das nur zur Vereinfachung der Rechnung. Die Parametertransformation
t:=(141)/(1 —¢) macht die Schleife zum Bild des ¢-Intervalles [—1,1].)

O

Ein Umweg fiir ein Integral

Unsere vorlaufig letzte Anwendung der Greenschen Formel gehort eigentlich
zur Theorie der komplex differenzierbaren Funktionen in der z-Ebene, z =
x + 4y, und ist durch Trennung von Real- und Imaginarteil kiinstlich in die
Vektoranalysis hiniibergezogen worden. Es geht um den Wert von gewis-
sen uneigentlichen Integralen, die in der Fourier-Analysis eine wichtige Rolle
spielen.

In Beispiel 13.2.@ haben wir das Integral ffooo e~ dz berechnet zu N
Hieraus folgt ohne weiteres

/ e 2 dx = /2, (7)
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und dies ist der Fall A = 0 der viel allgemeineren Formel

(14.21) / e /2 cos(Azx) dx = v/ 2me /2 (A€eR),

— 00

die nun bewiesen werden soll.

YA
A -
(o o,
> > T
—a 0 o a
Fig. 14.4.8

[ Wir betrachten das Feld

(P,Q) := W' =a%)/2 (cos(zy), sin(zy))

in der (z,y)-Ebene. Wie man leicht verifiziert, ist
Qs = Py = (—asin(zy) + ycos(a:y))e(y2_x2)/2

und somit rot (P,Q) = 0. Weiter fassen wir den Bereich B der Fig. 14.4.8
mit dem Randzyklus

aB:’YO'f_O'a_’Y)\_O-—a

ins Auge, wobei wir stillschweigend ¢ > 0 und A > 0 angenommen haben.
Nach der Greenschen Formel ist

/ (de—i—Qdy):/rot(P,Q)du:O
OB B

und folglich

/%Pd:r—/%Pd;v:/%Qdy—/aany; (8)

dabei haben wir Terme, die ohnehin keinen Beitrag liefern, unterdriickt:
Langs
mwi we(r)) (-a<z<a) (9)
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ist dy = 0, und langs den beiden Strecken
Otaq: Y= (:l:(L’y) (O <y< >‘) (10)

ist der = 0. Im weiteren bendtigen wir von (8) nur die Abschétzung

‘/ Pdm—/Pda:( < /Qdy‘+
oy Yo Oq

Die Darstellung (9) von v, liefert

/aa Qdy’ . (11)

/ qu::/ eX* =712 cog(Ax) d:c:eAQ/Q/ e 1% cos(Ax) da
X —a

(gilt auch fiir A = 0). In ahnlicher Weise ergibt sich mit Hilfe von (10):
A 2 2
/ Qdy = / e =)/ 2 sin(+ay) dy
O+tq 0

und folglich

/ Qdy( < AeV-ad/2
O+ta

Damit erhalten wir anstelle von (11) die Abschétzung

‘eV/z/ e /2 cos(Azx) dx—/ e*xQ/de‘ <o /2ema?/2

bzw.

‘/_a e~ /2 cos(Ax) dx — e~ N /2 /_a e /2 dac’ <2\ e=/2
Wegen (7) folgt hieraus mit a — oo die Behauptung. N
Aufgaben

1. Berechne die folgenden Integrale zuerst als Linienintegrale, dann mit Hilfe
der Greenschen Formel:

(a) AB(xydx+x2dy), B:={(z,y)|0<2<1, 0<y<a?3},

(b)/ (ydz +sinx dy), B::{(x,y)’—ggwgg, —1§y§cos:ﬂ}.
oB
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2. In der (z,y)-Ebene wird das Vektorfeld
K(z,y) := (322 — 4oy + 4%, —22% + Sxy + 12¢%)
betrachtet. Man berechne auf irgendeine Weise das Integral f7 K. dx fiir
den in der Figur 14.4.9 eingezeichneten Weg ~.
3. Skizziere die verlingerte Zykloide
x(t) =1t — gsint
vt o (—o0 <t < 00)
y(t) :=1— = cost
2
(Vgl. Beispiel 13.5.@) und berechne den Flacheninhalt einer Schlinge.

4. Rollt ein Kreis auf einem anderen Kreis ab (die beiden Radien diirfen
verschieden sein), so beschreibt ein fester Punkt auf der Peripherie des
rollenden Kreises eine Epizykloide. Man bestimme eine Parameterdarstel-
lung der in der Fig. 14.4.10 dargestellten Epizykloide v und berechne den
von - eingeschlossenen Flacheninhalt.

YA

—1\ 1 D)

Fig. 14.4.10
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5. Die n Punkte (x,yr), die Variable £ modulo n genommen, bilden die
linksherum aufeinanderfolgenden Ecken eines ebenen n-Ecks P. Dann ist

1 n
u(P) = B} Zl‘k(ykﬂ — Yk-1) -
k=1

6. Der Bereich B in der Fig. 14.4.11 wird begrenzt durch den Kreis vom
Radius a mit Zentrum im Ursprung und durch die beiden logarithmischen
Spiralen

— t s
it z(t) :=ae®cos(t+ %
y(t) :=aetsin(t+ 3

~—

(o0 <t<0); ¢>0.

)

Berechne das Integral [,y du(z,y).

Y

Fig. 14.4.11

7. Verifiziere, dass die sinngemass interpretierte Formel

N(,¢) = =0 / d

21 zZ—cC

tatsdchlich die Umlaufszahl 14.4.(6) des Zyklus v um den Punkt ¢ herum
liefert.
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Stromungsfelder in der Ebene

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit einem homogenen Stromungsfeld
v = (P,Q) in der Ebene. Die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit die
Verbindungsstrecke ¢ der beiden Punkte a und b := a + Z in der einen
oder in der anderen Richtung iiberstromt, fiillt gerade das von v und Z =
(X,Y) aufgespannte Parallelogramm (Fig. 14.5.1) und besitzt demnach das
(zweidimensionale) Volumen |e(v, Z)|. In der Folge nennt man die Grosse

O = e(v,Z) = det [ ] = PY — QX (1)

P X
QY
den Fluss von v iiber o. Der Fluss ist positiv, wenn v die gerichtete Strecke o

von links nach rechts tiberquert, andernfalls negativ. Wir fiihren nun formal
(das heisst: ohne physikalische Interpretation) den Vektor

xv = (—Q,P)

ein, der gegeniiber v um 90° im Gegenuhrzeigersinn gedreht ist. Wir kénnen
damit den Fluss (1) auch wie folgt darstellen:

O=xveZ. (2)

A
\
|

\
\
\
sy )
‘\ (®>0)
|

Fig. 14.5.1

Das Stromungsfeld v = (P, Q) sei jetzt variabel. Werden samtliche Feldvek-
toren um 90° im Gegenuhrzeigersinn gedreht, so erhélt man das adjungierte
Feld v := (—Q, P) mit demselben Definitionsbereich. Weiter sei eine C'-
Kurve

i teat) = (2(t),y(t)) (a<t<b) (3)
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in dom (v) gegeben. Um eine Formel fiir den Fluss ¢ von v {iber die Kurve
~ zu erhalten, betrachten wir eine hinreichend feine Teilung

T: a=th<ti<...<ty=bd

des Intervalls [a, b] und setzen z(tx) =: zx (0 < k < N). Dann lésst sich der
fragliche Fluss nach (2) wie folgt approximieren (vgl. die Fig. 14.1.9):

N-1 N-1
o = Z «v(z) o (Zkt1 — 2k) = wv(z(t)) * 2" (k) (ter — tr) -
k=0 k=0

Wir werden offenbar dazu gefiihrt, diesen Fluss mit

@:::jib*v(za)).zxt)dtzzjc*v».dz

zu veranschlagen.

Diese Uberlegungen motivieren die folgende Definition: Es sei v = (P, Q)
ein stetiges Vektorfeld auf der offenen Menge 0 C R? und ~ eine beliebige
1-Kette in . Dann heisst die (parameterunabhéngige) Grosse

@:waﬁ:Lth+P@)

der Fluss von v iiber die Kette 7. Der Fluss hat ein Vorzeichen und ist
an den Richtungssinn von v gekniipft: Fliissigkeitsmengen, die v von links
nach rechts iiberqueren, werden positiv gezahlt. Die konkrete Berechnung
des Flusses ® von v = (P, Q) iiber die Kurve (3) gestaltet sich wie folgt:

v / (~Q(), y®)a' () + P, y®)y' (1)) dt .

Ist v der Randzyklus eines zulassigen Bereiches B C 2, so stellt ® aufgrund
der getroffenen Vorzeichenvereinbarungen den totalen aus B heraustretenden
Fluss dar. Hieran schliessen sich die folgenden weiteren Uberlegungen: Es
sei B C Q ein Rechtecksgebaude,

N
BZ: UQ]‘,
j=1

die @; fast disjunkt. Der Fig. 14.5.2 entnimmt man

N N
@:z/{aB*v-dz:;/an*V'dZZZ;(I)(Qj)> (4)
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Fig. 14.5.2

denn die Beitrage der im Innern von B gelegenen Kanten der (); heben sich
heraus. Die Beziehung (4) besagt, dass sich der gesamte aus B heraustretende
Fluss additiv auf die einzelnen (); verteilen lasst. Physikalisch lasst sich
das so interpretieren, dass in jedem @; pro Zeiteinheit eine gewisse Menge
Fliissigkeit “produziert” oder “vernichtet” wird. Der von ); herrithrende
Beitrag ®(Q;) an den Gesamtfluss hingt nur vom Verhalten von v auf Q; ab.
Ist v zum Beispiel homogen (das heisst: konstant) auf @, so ist trivialerweise
®(Q;) = 0. Hieraus folgt: ®(Q;) hingt mit der Inhomogenitdt von v auf
@; zusammen, und diese wiederum kommt in den “Ableitungen” von v zum
Vorschein. Alles in allem erwarten wir eine Formel der folgenden Art:

o= / *xV e dz = / “Quellstarke von v” du
oB B

(vgl. 14.3.(2)). Nun gibt es aber schon eine derartige Formel, und zwar
gilt sie fiir beliebige zuléssige Bereiche B! Wir haben ja den Fluss ® des
Stromungsfeldes v als Zirkulation des adjungierten Feldes xv dargestellt, und
das erlaubt, die Greensche Formel (14.18) ins Spiel zu bringen:

@:z/aB*v-dz:/Brot(*v)du. (5)

Nach Definition von #v und (14.11) ist aber
rot (xv) = (P)g — (_Q)y =P, +Qy,

so dass wir fiir die angekiindigte Quellstarke oder Divergenz des Feldes v die
folgende Formel erhalten:

0 0
divy = P, + Q, (:8_+8_)
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Die Divergenz divv ist ein Skalarfeld auf Q. Der Wert divv(z,y) stellt
die lokale Produktionsintensitét des Feldes v an der Stelle (z,y) dar. Das
ist, anschaulich ausgedriickt, die in der unmittelbaren Umgebung von (z,y)
pro Zeiteinheit und Flécheneinheit produzierte bzw. vernichtete Fliissigkeits-
menge. — Alles in allem haben wir mit (5) den Satz von Gauss fiir Vektor-
felder in der Ebene bewiesen. Er lautet:

(14.22) Es sei v ein C'-Vektorfeld auf der offenen Menge Q C R?, und es
sei B C §Q ein zuldssiger Bereich mit Randzyklus 0B. Dann gilt

/ *v-dz:/divvd,u.
oB B

In Worten: Der aus B heraustretende Gesamtfluss ist gleich dem Integral der
Quellstarke von v iiber B.

Rein formal bringt der Satz von Gauss fiir die Ebene gegeniiber der Green-
schen Formel nichts Neues; nur die physikalische Interpretation ist anders.

Orientierung

Soviel zum zweidimensionalen Fall. Im Hinblick auf physikalische Anwendun-
gen ist natiirlich in erster Linie der dreidimensionale Fall von Interesse. Das
weitere Programm ist nach dem Bisherigen vorgezeichnet: Wir benotigen

(a) eine Formel fiir den Fluss eines Vektorfeldes durch eine (orientierte)
Fliche im R3,

(b) den Divergenzbegriff sowie eine Formel fiir divv im R3.

Damit werden wir dann (im néchsten Abschnitt) den zugehorigen Integral-
satz, eben den eigentlichen Satz von Gauss, beweisen.

Es sei zunichst v ein homogenes Stromungsfeld im R3. Weiter betrachten
wir ein von den beiden Vektoren X und Y aufgespanntes Parallelogramm
P (siehe die Fig. 14.5.3). Die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit in der
einen oder in der anderen Richtung durch das Parallelogramm strémt, fillt
gerade das von den drei Vektoren X, Y und v aufgespannte Parallelepiped
und besitzt demnach das Volumen |¢(X,Y,v)|. Wir zéhlen die betrachtete
Fliissigkeitsmenge positiv, wenn die beiden Vektoren X und Y (in dieser
Reihenfolge) mit v eine Rechtsschraube bilden, in anderen Worten: wenn v in
denselben Halbraum beziiglich der Ebene von P zeigt wie der Normalenvektor

noe XxY
X xY|’
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X

Fig. 14.5.3

und negativ im andern Fall. Dieser Vorzeichenregelung entspricht folgende
endgiiltige Formel fiir den Fluss ® des Feldes v durch das (orientierte, s.u.)
Parallelogramm P:

O :=¢(v,X,)Y)=ve(XxY)=venw(P), (6)

wobei w(P) den Flacheninhalt von P bezeichnet.

Das Stromungsfeld v sei jetzt variabel, und anstelle des Parallelogramms
P sei eine kompakte 2-Flache S C dom (v) gegeben. In jedem reguldren
Flichenpunkt x gibt es eine wohlbestimmte Flichennormale T,.S+ und damit
genau zwei (entgegengesetzt gleiche) Normaleneinheitsvektoren n’, n” € Tx.
Ist in allen reguldren Punkten x € S ein Vektor n := n(x) € {n’,n"} so
ausgewdhlt, dass n stetig von x abhéngt (und nicht plétzlich umschlégt), so
heisst S orientiert. Man kann sich dann auf Parameterdarstellungen

f: B—S, (u1,uz) — x = f(uy, ug) (7)
(bzw. “Koordinatenpflaster”) beschranken, fiir die gilt:

. o f1xfo

Es gibt auch nichtorientierbare Flichen; am bekanntesten ist das sogenann-
te Mobiusband (Fig. 14.5.4). Wird ein Normalenvektor n, ausgehend von
der Lage n(xg) =: ng, als Vektor n(x) ldngs einer Kurve stetig dem Band
entlang bewegt, so ist die Endlage nach einem vollen Umlauf gleich —ny.
Nichtorientierbare Flachen miissen von den folgenden Betrachtungen aus-
geschlossen werden.
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Fig. 14.5.4

Fluss durch eine orientierte Flache

Wir nehmen also an, die Fliache S (Fig. 14.5.5) sei gegeben durch (7) und
orientiert durch (8). Einem kleinen, von den beiden Vektoren pe;, p e; aufge-
spannten Quadrat () C B entspricht auf S ein kleines, schwach gekriimmtes
“Parallelogramm” mit Zentrum f(p), das von den beiden Vektoren

X :=df(p).(pe1) = pfi(p), Y :=df(p).(pez)=pf2(p)

aufgespannt wird. Aufgrund von (6) betrdgt der Fluss von v durch dieses
“Parallelogramm” ungefahr

e(v, pfa, pfa) =e(v, £1, f2) n(Q),
und damit erhalten wir fiir den Fluss von v durch die ganze Fliache S den
Naherungswert
N
> e(v(E(p))), £1(ps), £2(py)) m(Q;) ;
Jj=1
dabei ist U;VZI @; ein Quadratgebédude, das den Parameterbereich B in ge-

eigneter Weise approximiert.

Das Resultat unserer Uberlegungen rechtfertigt die folgende Definition: Es
seien v ein stetiges Vektorfeld auf der offenen Menge Q@ C R?® und S eine
kompakte orientierte Fliche in Q. Ist S dargestellt durch (7) und orientiert
durch (8), so heisst das Integral

¢ = / e(v(f(u)), £1(u), £2(u)) du(u)
B
= /Bv(f(u)) o(f1 x f2)udpu(u)
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der Fluss von v durch die orientierte Flache S. Fir den so definierten Fluss
verwenden wir die suggestiven Schreibweisen

/v-ndw, /v-dw,
s s

(vgl. (6)), die nicht auf eine bestimmte Parameterdarstellung von S Bezug
nehmen. Dabei bezeichnet

dw := |f1(u) x f2(u)|du(u)
das schon in Abschnitt 13.5 eingefiihrte skalare Oberflichenelement und neu
dw :=ndw = (f1(u) x f2(u)) du(u)

das sogenannte vektorielle Oberflichenelement. Wie erwartet, ist namlich
das Flussintegral gegeniiber zuldssigen Parametertransformationen 13.5.(1)
invariant, wobei in dem vorliegenden Zusammenhang nur Parametertrans-
formationen

P: A— B, u— u:=1(a)
mit nichtnegativer Funktionaldeterminante zugelassen sind.

[ Ist die weitere Darstellung f: A — S mit f verkniipft durch
F(a) = £(p(@) (e A,
so folgt mit der Kettenregel (12.13):

f1="F1011+Ffathor, fo="~F1112+fathas

und hieraus nach den Rechenregeln fiir das Vektorprodukt:

£1x£o= (Y1122 — Yo1v12) (£1 X £2) = J¢ (f1 xfa). (10)
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Bezeichnet also ® den mit f berechneten Fluss, so erhilt man mit Satz
(13.36) und nach Voraussetzung iiber das Vorzeichen von J¢:

B — /Av(f(u)).(f_1 % F2)u dp(@)
_ /A V(E((10))) (1 % £2)qp ) Top(0) dps()
_ /Bv(f(u)) “(Fy % £2)udp(u) = . N

Die Voraussetzung iiber das Vorzeichen von J¢ ist wesentlich. Der Gleichung

(10) entnimmt man, dass fixfsdiezuf 1 X f 5 entgegengesetzte Orientierung
induziert, falls le negativ ist. Der mit f berechnete Fluss erhélt dann das

falsche Vorzeichen.

Wir beweisen noch die folgende Abschétzung:

(14.23) Besitzt die kompakte Fliche S C R3 den Flicheninhalt w(S) und
ist |v(x)| < M fiir allex € S, so gilt

’/Sv-dw‘gM-w(S).

[ Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich nacheinander

’/V-dw‘</|v o(f1 xf5) ‘du
/|V f1><f2 |d,u

<M /B|f_1(u) x fo(u)|dp(u) = M - w(S) . ]

@ Die konkrete Berechnung eines Flussintegrals (9) ist im allgemeinen
ziemlich aufwéndig: Man muss die Parameterdarstellung f von S in das
gegebene Vektorfeld v einsetzen, weiter das Vektorprodukt f;(u) x fa(u)
bilden und schliesslich ein zweifaches Integral ausrechnen. In vielen Fallen
liegt aber eine geometrische Situation vor, die eine wesentliche Vereinfachung
der Rechnung erlaubt — so in dem folgenden Beispiel:

Es soll der Fluss des Feldes

v(z,y,z) = (y2 —2xz, 2% +yz,x® +y? — z2)



280 14 Vektoranalysis

durch den von unten nach oben orientierten Einheitskreis der (x,y)-Ebene
berechnet werden. Diese Fliche besitzt die “naturliche” Parameterdarstel-
lung

f: B2,1 —R3 ) (%y) = (9573/; 0)

mit dem anschaulich evidenten Oberflachenelement
dw=ndw = (0,0,1) du(z,y) .

Weiter ist v(f(a:,y)) = (y%, 22,22 + y?), so dass sich insgesamt der folgende
Rechenablauf ergibt:

1
/ vedw= / (0+0+(2*+y?)) du(z, y) = / r?dp = 271'/ r3dr =
S Bz,l B2,1 0

O N‘|=\

Divergenz

Wir wenden uns nunmehr der Divergenz zu. Es sei also v ein C!-Vektorfeld
auf der offenen Menge 2 C R3. Betrachte einen festen Punkt p €  und ein
kleines, von den Vektoren X, X, X3 aufgespanntes Parallelepiped P C T
mit Mittelpunkt p (Fig. 14.5.6); dabei wollen wir

8(X1,X2,X3) = M(P) >0 (11)

annehmen. Um Vorstellungen zu fixieren, denken wir uns ein € > 0 vorgege-
ben und wéahlen P so klein, dass fiir alle Punkte x € P die Abschétzung

ldv(x) - Ll <e,  L:=dv(p),
zutrifft. Nach dem Mittelwertsatz (12.19) gilt dann
vix+X)—-v(x)=LX + ¢X|O,

sobald die beiden Punkte x und x 4+ X in P liegen; dabei berufen wir uns
auf die ©-Vereinbarung: © bezeichnet immer ein Objekt vom Betrag < 1,
allerdings nicht immer dasselbe. — Die auftretenden Indexvariablen sind
modulo 3 zu verstehen und durchlaufen die Menge Zs.

Es soll nun der gesamte durch die Oberfliche P aus P heraustretende Fluss
von v berechnet werden. Hierzu bezeichne Sy die von X411 und X9 auf-
gespannte “Bodenfliche” und S}, die zugehorige “Deckfliche”. Auf S, ist die
Orientierung von 0P gegeben durch

I Xi+1 X Xpq2
EFE oo
1Xkt1 X Xgyol
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auf Si durch —ny (siehe die Figur). Wir kénnen dann folgende Rechnung
aufmachen:

od = / o d — / . d
/an w Xk: ;Cvnkw %:Skvnkw
= Z/ (v(x 4+ Xp) — v(x)) o0y dw
k Sk
:Z/ (L.X + £[X1|©) o0y, dw
koS
= 3 (S(L X X1, Xes2) + X | ()0
k

= e(LXg, Xpi1, Xpp2) + 32X [Xo|[X5|0 . (12)
k

Fig. 14.5.6

Die drei Kantenldngen |X| sind hochstens gleich dem Durchmesser |P| des
betrachteten Parallelepipeds. Da € > 0 beliebig war, konnen wir daher aus
(12) den folgenden Schluss ziehen:

/an-dw:Ze(L.Xk,Xk+1,Xk+2) L o(PP) (1P| —0). (13)
k

Hier ist der “Hauptteil” eine gewisse schiefe trilineare Funktion der drei Vek-
torvariablen X, X5, X3 und somit ein konstantes Vielfaches der Determinan-
tenfunktion (-, -, -). Die betreffende Konstante wird mit divv(p) bezeichnet
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und heisst Divergenz oder Quellstarke von v an der Stelle p. Es gilt also
identisch in X, X5, X3 die Gleichung

25(dV(P)-Xk,Xk+1,Xk+2) = divv(p) e(X1, X2, X3) . (14)
k

Wegen (11) verwandelt sich damit (13) in die suggestive Formel
(14.24) / vedw = divv(p) u(P) + o(|P]?) (|P|—0).
oP

In Worten: Fiir kleine Parallelepipede P mit Mittelpunkt p ist der Fluss
von v aus P heraus in erster Ndherung proportional zum Volumen von
P. Der Proportionalitatsfaktor (die lokale “Produktionsintensitit”) ist die
Quellstarke div v(p).

Fiir das praktische Rechnen miissen wir die Divergenz durch die partiellen
Ableitungen der Komponenten von v ausdriicken. Wir beweisen:

(14.25) Sind (z1,z2,23) bzw. (x,y,z) beliebige zuldssige Koordinaten im
R3, so ist die Divergenz eines C'-Vektorfeldes

v(x) = (vi(21,22,23),v2(x1, Ta, 23),v3(21, T2, 73))
bzw. v(x,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(x,y, z)) gegeben durch

_ 81)1 8’02 8’03 . o 8_P 8_@ 8_R
= o + B + D25 bzw. divv = o + By + 5

div v(x)

[ Wegen (14) erhilt man nacheinander

divv =divv-e(er, ez, e3) = Za(dv.ek, €k11, €k+2)

e
= E Ve (€pt1 X €pq2) = E Vieep = E Uik -
2

% % _

Wie wir in (14.10) bzw. (14.15)(b) gesehen haben, sind Gradientenfelder
wirbelfrei. Man kann das auch mit den Operatoren ausdriicken: rotoV = 0.
“Dual” dazu ist die folgende Aussage:

(14.26) Ist K ein C?-Vektorfeld auf der offenen Menge 2 C R3, so gilt
divrot K(x) =0 .

Anders ausgedriickt: Es ist div orot = 0.
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[ Man hat oK BK
(rotK);, = 2 il
a90z‘+1 3$z‘+2

und folglich

. 0 PKiys  PKin
divrot K = ; Ox; (rot K); = Z(@xiaxiﬂ B 8$i+28xi) -0

_
Aufgaben

1. Finde und beweise dabei koordinatenfreie Identitdten der Form
(a) div(fv)=...,
(b) div(KxL)=...,
(¢) div(frotK) =...
fiir O''-Skalarfunktionen und C?2-Vektorfelder im R3.

2. Bestimme die quellenfreien Zentralfelder in der Ebene und im Raum. Es
soll also gelten

v(x) :I{(T‘)§ (r:=x| #0), divv=0.

3. Es sei v ein (kugelsymmetrisches) Zentralfeld im R3 mit Zentrum im
Punkt (0,0, —1), dessen Feldstirke mit der dritten Potenz des Abstandes
vom Zentrum abnimmt, und es sei v(0,0,0) := (0,0,1). Berechne den
Fluss von v von unten nach oben durch die (x,y)-Ebene.

4. Berechne den Fluss des Vektorfeldes
V(.%',y, Z) = (2112 - 22, z? — y2 + 222, 14+ x222)

in Richtung der positiven y-Achse durch das Quadrat mit den Eckpunkten
(£1,0,+1).



14.6 Der Satz von Gauss

Die Formel (14.24) verkniipft den Fluss eines Feldes v aus einem “infinite-
simalen” Parallelepiped heraus mit dem Wert von divv im Innern dieses
Parallelepipeds. Diesen Zusammenhang wollen wir nun auch in “integraler”
Form darstellen, und zwar fiir moglichst allgemeine dreidimensionale Be-
reiche. Als Leitfaden benutzen wir die Herleitung der Greenschen Formel
(14.18). Insbesondere verwenden wir wieder eine Zerlegung der Einheit, um
die globale Gestalt der betrachteten Bereiche nicht im einzelnen beschreiben
und rechnerisch erfassen zu miissen.

Glatt berandete Bereiche

Wir definieren zunichst: Eine kompakte Menge B C R? heisst ein glatt
berandeter Bereich, wenn es eine orientierte Fliache S gibt, so dass folgendes
zutrifft (siehe die Fig. 14.6.1):

(I) Als Punktmenge stimmt S tiberein mit der Randmenge von B.

(IT) Zu jedem Randpunkt p von B gibt es zuldssige Koordinaten (z,y, 2)
mit Ursprung in p, einen Quader W := [—a,a] x [=b,b] X [—c¢,c] mit
Grundfliche W’ := [—a,a] x [~b,b] und eine C'-Funktion ¢: W' —
[—c, c] derart, dass

(a) der in W liegende Teil von B gegeben ist durch
BNW = {(z,y,2) | (z,y) e W', —c <z <¢(x,9)}

und

(b) der in W liegende Teil von S {ibereinstimmt mit dem nach oben orien-
tierten Graphen von ¢.

Die Bedingung (b) ist eine anschauliche Umschreibung des eigentlich inten-
dierten Sachverhalts

(b") Fiir Vektorfelder v auf B, die ausserhalb W identisch verschwinden, gilt

/v-dw:/ vedw,
S Sw

wobel sich Sy in der Form

f: W-w, (z,9)— (z,y,6(z,y)) (1)
darstellen lasst und durch
fx X fy - (1707¢x) X (O) 17¢y) = (_¢$a _¢y7 ]-) (2)

nach oben orientiert ist.
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Fig. 14.6.1

Wir nennen S die Oberflache des Bereiches B und schreiben dafiir 0B. Die
Oberfliche ist definitionsgemaéss nach aussen orientiert.

(D Die Vollkugel
Bsr = {(z,y,2) €eR® | 2® +y* + 2* < R*}

ist ein glatt berandeter Bereich. Thre Oberflache ist die nach aussen orien-
tierte 2-Sphére S% (vgl. Beispiel 12.7.@).

Ist a > b > 0, so stellt

B:= {(x,y,z)él@‘ <\/:U2+y2—a)2+22§62} (3)

einen Volltorus dar (Fig. 13.5.8 rechts). Dieser Volltorus ist glatt beran-
det, und zwar ist 13.5.(16) eine regulire Parameterdarstellung der Oberfliche
OB = T. Aus 13.5.(17) ergibt sich, dass f, x fg nach aussen zeigt; somit
induziert die gewahlte Reihenfolge der Variablen ¢ und 6 gerade die hier
verlangte Orientierung. O

Wir kommen damit zum Satz von Gauss, zunachst fiir glatt berandete Be-
reiche:

(14.27) Es sei v ein C*-Vektorfeld auf der offenen Menge Q) C R3, und es sei
B C Q ein glatt berandeter Bereich mit nach aussen orientierter Oberfliche

0B. Dann gilt
/ V-dw:/divvdu.
OB B
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[ Jeder innere Punkt von B ist Mittelpunkt eines Quaders, der noch ganz
in B° liegt, und jeder Randpunkt von B ist Mittelpunkt eines Quaders geméss
(IT), der noch ganz in 2 liegt. Wir denken uns fiir jeden Punkt x € B einen
Quader Wy des einen oder andern Typs festgelegt. Die Familie (Wy |x € B)
ist ein Umgebungsfeld auf B. Nach Satz (14.16) gibt es daher endlich viele
Quader W := Wy, (1 <7< N) mit

N
Bc | Jwy
j=1
und eine zugehorige Zerlegung der Einheit (wj [1<j<N ) . Setzen wir

so gilt in einer Umgebung von B die Identitét

N
v(x) = Zvj(x).

Es geniigt daher, die behauptete Formel fiir jedes einzelne v; zu beweisen.
Da v; ausserhalb des Quaders W; identisch verschwindet, gilt

/ v e dw (W; ein Randquader)
/ Ve dw = Sw
oB

J

0 (W; ein innerer Quader)

(vgl. (b')) und

/ divv; du:/ divv;du .
B BNW;

Wir kénnen den Index j im weiteren unterdriicken und haben demnach fol-
gendes zu beweisen:

/ divvdy =
BNW

dabei ist noch anzumerken, dass v auf W identisch verschwindet. Ist W ein
innerer Quader, so setzen wir ¢(z,y) := ¢. Dann gilt in jedem Fall

/ Ve dw (W ein Randquader)
Sw ;o (4)

0 (W ein innerer Quader)

BNW ={(z,y,2) | (w,y) eW', —c <z < ¢(z,9)} .
Wir schreiben v = (P, @, R); dann ist divv = P, + @, + R, und folglich

o(z,y)
/ divvdu = / / (Pp+ Qy+ R.)dzdu(z,y) . (5)
BNW g
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Die drei Summanden rechts miissen einzeln behandelt werden. Einerseits ist

é(z,y)
/ Rz dz = R(:Ev Y, QS(:L‘? y)) - R(LE, Y, —C) = R(‘/Ev Y, ¢(x7 y)) )

—C

da R auf OW verschwindet. Wegen (1) ergibt sich daher

/ / /‘35(1’9) R dzdp(z,y) = /W/ R(z,y,¢(z,y)) du(z,y)

_ / R(£(z,y)) du(e,y) -

Anderseits liefert die Leibnizsche Regel “mit Extras” (12.15):

o(=,y) d o(z.y)
/ Pz(l',y,Z)dZ:%</ P(%‘,y,Z)dZ) 7P(x7ya¢(x7y))¢z

—C —C

Integrieren wir dies nach x von —a bis a und beriicksichtigen wir, dass P auf
OW verschwindet, so ergibt sich

a ¢(x,y) (z)(avy) (Z&(*[l,y)
/ / P.(z,y,z)dzdx = / P(a,y,z)dz — / P(—a,y,z)dz

- /a P(Z’,y,¢($,y)) ¢x dx

—a

-/ " Py, dla.y)) - (—6s)da

—a

Dies integrieren wir zum Schluss nach y von —b bis b und erhalten
é(z,y)
| Pewaaaey = [ Pleyow) - (o) dut.y)
B /W/ P(f(xvy)) (—bz) du(z,y) -

Eine ganz analoge Formel ergibt sich fiir den Beitrag von @,. — Tragen wir
die erhaltenen Teilergebnisse in (5) ein, so ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (2):

/ divvdy
BNW
= [ (P(t@0) - (-6.) + QUEG.0)) - (0) + R(E(w.0)) - 1))

—/ /v(f(x,y))-(fm X £y) (2, du(2, y)

—/ vedw.
Sw
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Fiir einen Randquader ist das schon (4). Ist W ein innerer Quader, so ist v
auf Sy : (x,y) — (z,y, c) identisch 0, und die rechte Seite hat trivialerweise
den Wert 0. N

Der Satz von Gauss fiir zuliassige Bereiche

Mit (14.27) ist der Satz von Gauss fiir eine Kugel oder einen Volltorus
(siehe Beispiel @) bewiesen, nicht aber fiir einen so einfachen Bereich wie
einen Quader. (Fiir Quader gibt es natiirlich einen besonders einfachen di-
rekten Beweis.) In Wirklichkeit ist es wie bei der Greenschen Formel nicht
notwendig, dass B glatt berandet ist: Es geniigt, wenn sich B durch glatt
berandete Bereiche approximieren lasst.

Eine kompakte Menge B C R? heisst ein zulissiger Bereich, und die orien-
tierte kompakte Fliche 0B heisst Oberfliche von B, wenn 0B als Punkt-
menge mit der Randmenge von B iibereinstimmt und wenn es zu jedem
€ > 0 einen glatt berandeten Bereich B(¥) C B mit nach aussen orientierter
Oberfliche 0B(®) gibt, so dass der folgende Sachverhalt zutrifft:

(I) Das Mass der Differenz B\ B®) ist < ¢.

(IT) Die Flichen 0B und dB() unterscheiden sich um eine Fliche S*) vom
Inhalt w(S®)) < ¢ und sind im iibrigen gleich orientiert.

Hiernach sind zum Beispiel beliebige Polyeder zulédssige Bereiche, da sich
ihre Kanten und Ecken durch die approximierenden B(¢) abrunden lassen.
Die Oberflache eines zulédssigen Bereiches besitzt in “fast allen” Punkten
eine wohlbestimmte Tangentialebene und eine nach aussen weisende Normale,
siehe die Fig. 14.6.2.

Fig. 14.6.2

Die endgiiltige Fassung des Satzes von Gauss fiir raumliche Bereiche lautet
nunmehr:
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(14.28) Es sei v ein C'-Vektorfeld auf der offenen Menge Q C R3, und es
sei B C () ein zuldssiger Bereich mit nach aussen orientierter Oberfliche 0B.

Dann gilt
/ Vodw:/divvd,u.
OB B

In Worten: Der insgesamt durch die Oberfliche OB heraustretende Fluss ist
gleich dem Integral der Quellstarke tiber B.

[ Es gibt eine Konstante M > 0 mit
lv(ix)| <M, |divv(x)| <M (xeB).

Ist jetzt ein e > 0 vorgegeben und B(¥) C B ein glatt berandeter Bereich, der
B wie verlangt approximiert, so gelten nach (14.23) und (13.18) die beiden
Abschéatzungen

‘/ Vodw—/ V‘dw‘SMW(S(E))<ME
OB 8B

und
’/ divvd,u—/ divvd,u)SM,u(B\B(g))<M6.
B B®

Da die beiden auf B(®) beziiglichen Integrale nach (14.27) iibereinstimmen,

folgt hieraus
‘/ v-dw—/divvdu)<2M6;
OB B

und da € > 0 beliebig war, ergibt sich die Behauptung. N

Anwendungen des Satzes von Gauss

(2 Es gibt eine zu (14.20) analoge Formel fiir das Volumen eines dreidi-
mensionalen Bereiches:

1
M(B):—/ Xedw .
3 Jon

Zum Beweis geniigt es, den Satz von Gauss auf das spezielle Feld v(x) := x
anzuwenden. Fiir dieses Feld ist divv(x) = 3.

Um das Volumen des in Beispiel (I) betrachteten Volltorus (3) zu berechnen,
wenden wir den Satz von Gauss auf das Feld v(z,y, z) := (0,0, 2) an. Es ist
divv = 1; somit ergibt sich

M(B):/divvdu:/ Ve dw .
B oB
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Zur Berechnung des Flussintegrals verwenden wir die Darstellung 13.5.(15)
der Torusfldche und erhalten wegen 13.5.(16):

ue) = [ (0.0.2(6.6)) + (£ x £9) du(6.6)
[0,27] x [0,27]

27 27
:/ / bsin® - (a + bcosf) bsin 6 db do
0 0
=272 ab? . O

(3 Die Abliufe in einem strémenden Medium (Fliissigkeit oder Gas) lassen
sich mit Hilfe von zwei Funktionen p und v beschreiben: p(x,t) bezeichnet die
Dichte des Mediums an der Stelle x = (x1,x2,x3) zur Zeit ¢ und v(x,t) die
Geschwindigkeit der Masseteilchen an der Stelle x zur Zeit ¢t. Die raumlichen
und zeitlichen Anderungsraten dieser Funktionen sind aneinander gekoppelt
durch eine gewisse partielle Differentialgleichung, die wir nun herleiten wollen.

Wir gehen davon aus, dass in dem strémenden Medium weder Masse pro-
duziert noch Masse vernichtet wird. Wenn also insgesamt Masse aus einem
Raumbereich herausstromt, so muss dabei die Dichte p im Inneren dieses Be-
reiches entsprechend abnehmen. Es geht nun darum, diesen Sachverhalt auch
quantitativ richtig zu erfassen und in einer pragnanten Formel zum Ausdruck
zu bringen.

Das stromende Medium erfiillt ein Gebiet @ C R3. Es sei B C  ein
“Probebereich”, der fiir den Moment festgehalten wird und sich nicht mit
der Stromung mitbewegt. Die gesamte zur Zeit ¢ in B enthaltene Masse
M (t) ist gegeben durch

Aﬂn=Lwawwy

Die Leibnizsche Regel (11.14) gilt natiirlich auch fiir mehrfache Integrale.
Die zeitliche Anderungsrate dieser Masse berechnet sich daher folgender-
massen:

szém@www. (6)

Die Verdnderung der in B enthaltenen Masse ergibt sich aus dem Zu- und
Wegstromen von Masseteilchen durch die Oberfliche 0B. Quantitativ aus-
gedriickt: Die Anderungsrate von M(-) ist gleich dem “Massenfluss” durch
0B:

_M(#) :/E)B(pv).dw;

dabei haben wir beriicksichtigt, dass nach aussen fliessende Masse eine Ab-
nahme von M zur Folge hat. Wenden wir auf das letzte Integral den Satz
von Gauss an, so ergibt sich

—M'(t) = /B div(pv) du
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zusammen mit (6) also:

/B(pt +div(pv))dp = 0. (7)

Diese Beziehung gilt fiir jeden Probebereich B C 2. Stellen wir uns B als
transportables kleines Kiigelchen vor, so kommen wir auf die Vermutung,
dass der Integrand notwendigerweise identisch verschwindet. Dies ist in der
Tat der Fall; es gilt namlich das folgende Lemma:

(14.29) Ist f: Q2 — R eine stetige Funktion auf der offenen Menge 2 C R"

und ist das Integral [ f dy fiir jede Vollkugel B C € gleich 0, so ist f(x) =0
auf €.

[ Betrachte einen festen Punkt p € Q. Zu vorgegebenem £ > 0 gibt es

eine Kugel B C ) mit Mittelpunkt p und positivem Radius, so dass fiir alle
x € B gilt: |f(x) — f(p)| <e. Nach Voraussetzung iiber f ist

fP)u(B) = /B (F(D) — F(x)) du(x) ;
wir haben daher
£(0)| u(B) < / 1£(p) — F()] du(x) < e u(B) .
B

Hieraus folgt |f(p)| < &; und da sowohl ¢ > 0 wie p € § beliebig waren,
ergibt sich die Behauptung. ]

Wir kénnen daher aus (7) den folgenden Schluss ziehen:
Vx, Vit pt +div(pv) = 0. (8)

Dies ist das erste Grundgesetz der Hydrodynamik, die sogenannte Kontinui-
tatsgleichung. Ist das Medium inkompressibel, was bei Fliissigkeiten im all-
gemeinen angenommen werden darf, so ist p rdumlich und zeitlich konstant.
Die Gleichung (8) lautet dann einfach

Vx,Vt: divv = 0.
In Worten: Das Stromungsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit ist diver-

genzfrei. (Hinweis: Die Operatoren V, div, rot und A (s.u.) wirken nur auf
die Raumvariablen.) O
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Der Laplace-Operator

Nach Satz (14.15)(b) ist rot Vf = 0 fiir jede C?-Funktion f, und nach Satz
(14.26) ist divrot K = 0 fiir jedes C2-Vektorfeld K. Die Zusammensetzung

divoV =: A (9)

hingegen ist nicht trivial, im Gegenteil: Der Laplace-Operator A ist eigentlich
der wichtigste von allen und fiir die ganze Analysis fundamental. Allgemein
ist Af fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f: R™ ~ R definiert

durch ) ) ,
_ofr oS o°f
Af = 922 +8x§ —i—...—i—al% .

Dies stimmt fiir n = 3 iiberein mit (9); in der (z,y)-Ebene ist natiirlich
Af = fox + fyy -
Ist Af =0, so heisst die betrachtete Funktion f harmonisch.
(@) Die nur von r := |x| abhiingige Funktion
—logr (n=2)

g(x) == 1
rn—2

(n>2)

ist (kugelsymmetrisch und) harmonisch im punktierten Raum R™.

[ Wir betrachten nur den Fall n > 2. Mit Hilfe der Ableitungsregel

0
a—a:c = % (1<k<n)
ergibt sich nacheinander
g —(n—2) x B
oz, i r ~(n=2aer,
d%g “n 1Tk n—2, 2
8—1‘7%:_(”_2)(r + zp(—n)r 7) :—m(r —nay) .

Dies ist nun iber k zu summieren. Dabeli liefert die letzte Klammer den Wert

nr?—nY ;_, x7 =0, wie behauptet. ]

O
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Welche Information iiber die gegebene Funktion f wird durch Af ausge-
driickt? In anderen Worten: Welches ist die intuitive (geometrische, physi-
kalische, ...) Interpretation von Af? Um dieser Frage nachzugehen, be-
zeichnen wir mit B, die n-dimensionale Vollkugel vom Radius r und mit S,
deren (n — 1)-dimensionale Oberflache. Es ist u(B,) = k, r™, wobei &k, das
in Beispiel 13.2.@ berechnete Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel
darstellt. Wir bezeichnen den Flécheninhalt von S, mit w(S,) und haben
dann aufgrund geometrischer Anschauung die fiir kleine positive h giiltige
Néherung

(Bryn) — u(Br) = p(Bryn \ Br) =w(S;) - h .
Hieraus ergibt sich (vgl. auch die Aufgaben 13.5.9 und 10):

d 1

w(Sy) = o w(By) = nk,r™” (10)

Wir beweisen nunmehr:

(14.30) Die Funktion f: R™ ~ R sei in der Umgebung des Punktes p
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

M) = Jim % - [ (10 X) =~ 1(0) dw(X)

In Worten: Af(p) ist bis auf einen Skalierungsfaktor gleich dem mittleren
Mehrwert von f in den Punkten rund um p gegeniiber dem Wert von f an
der Stelle p.

[ Nach Satz (12.23) gilt fiir X — 0 die Approximation
1 2
fp+X)—f(p) ZZf.iXi+§Zk:f.ikXiXk + o(|X[7);  (11)

dabei bezeichnen f; und f ;. partielle Ableitungen an der Stelle p, sind also
Konstante. Wird (11) iiber die Sphére S, C T, integriert, so ergibt sich
unter Beriicksichtigung von (10) die Formel

1 2 24+(n—1
/Sr(f(p—i-X) — f(p)) dw(X) = §zi:f.n‘/sr X7 dw(X) + o(r +( (TEO).

denn alle anderen Terme in (11) sind beziiglich mindestens einer Variablen
ungerade und liefern daher aus Symmetriegriinden keinen Beitrag ans Inte-
gral. Die Integrale [ X? dw(X) haben alle denselben Wert

9 1 - 9 r2 .
/&Xidw(X):E/S S XPde(X)=Cw(s)  (1<i<n).

T k=1
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Damit erhalten wir
[ (%) = 1(0)) dulX) = S-0(5) Af@) + o) (r—0).

Wird dies nach Af(p) aufgeldst, so ergibt sich wegen r2w(S,.) = nk,r" ! die
behauptete Formel

Af(p):i—g.w(gr)/s (Fp+X) — f(p) dw(X) + o(1)  (r—0). |

Die Warmeleitungsgleichung

(®) Im folgenden geht es um die Wirmeleitung in einem homogenen ruhen-
den Medium. Das Medium erfiille ein gewisses Gebiet 2 C R3, wobei wir an-
nehmen, dass sich im Innern von 2 keine warmeerzeugenden oder warmever-
nichtenden Vorgange abspielen. Hingegen wird durch Warmeleitung Warme
innerhalb €2 verschoben, was mit der Zeit zu einem Ausgleich der Tempera-
tur fithrt, wenn nicht durch thermische Einwirkung von aussen (das heisst:
durch die Oberfliche von ) ein Temperaturgradient aufrechterhalten wird.
Da aber nichts Sichtbares mit wohldefinierter Geschwindigkeit strémt, liegt
a priori kein Stromungsfeld v vor, und wir miissen neuartige Uberlegungen
anstellen, um den “Warmestrom” in den Griff zu bekommen.

Das Temperaturgeschehen in dem betrachteten Medium lasst sich mit einer
einzigen Funktion u erfassen: Der Funktionswert u(x,t) stellt die Temperatur
an der Stelle x = (z1, 22, x3) zur Zeit t dar. Oft beschrénkt man sich auf
den stationiren Fall, bei dem die Temperatur nur von x abhangt. Die unter
dem Regime der Warmeleitung sich einstellenden raumlichen und zeitlichen
Anderungsraten der Funktion u sind aneinander gekoppelt durch eine gewisse
partielle Differentialgleichung, die wir nun herleiten wollen.

T3 Wiérmestrom
Vu Vu

U

Lo
Lq

Fig. 14.6.3
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Wir betrachten zunéchst eine besonders einfache Modellsituation, siehe die
Fig. 14.6.3: Die Temperatur hiange nur von zs ab und nehme linear mit x3
Zu:

u(x,t) = ug + nzs .

Die Konstante n > 0 stellt die Temperaturzunahme pro Langeneinheit dar
und ist gleich dem Betrag des Temperaturgradienten Vu = (0,0,7). Es sei
P C R? eine zunichst horizontale Parallelogrammfliche, die wir uns nach
oben orientiert denken. Es liegt nahe, den Warmefluss ®(P) — gemeint
ist die Warmemenge, die pro Zeiteinheit das Parallelogramm in Richtung
n = (0,0,1) durchstromt — wie folgt zu veranschlagen:

d(P) = —knuw(P) .

Dabei ist k eine Materialkonstante, die Warmeleitzahl des betreffenden Medi-
ums. Ein grosser k-Wert bedeutet grosse Warmeleitfahigkeit. Das Minus-
zeichen driickt aus, dass die Warme von oben nach unten strémt, wenn die
Temperatur von unten nach oben zunimmt.

Wird nun das Parallelogramm P gekippt, so verédndert sich auch der Fluss

®(P), und in dem Grenzfall, wo P parallel zur x3-Achse ist, wird ®(P) = 0.
Die Intuition sagt uns, dass die Formel

O(P) = —k (Vuen) w(P)

den fraglichen Fluss fiir beliebiges P richtig wiedergibt.

Es sei jetzt u eine beliebige Temperaturverteilung in dem Gebiet 2 und
P C () ein kleines orientiertes Parallelogramm mit Mittelpunkt p. Fiir die
Wiérmemenge, die in einem sehr kurzen Zeitintervall [ty — h,ty + h] durch
dieses Parallelogramm fliesst, kommt es nur auf die Verhéltnisse in der un-
mittelbaren Nahe des “Weltpunktes” (p, tp) an. Mit Mikroskop und Zeitlupe
betrachtet sind aber diese Verhéltnisse von der Art, wie wir sie eben disku-
tiert haben: homogen und stationédr. Hieraus folgt: Der Warmefluss durch
das betrachtete Parallelogramm hat zur Zeit ¢ty den Wert

®(P) = —k (Vu(p, to) +n) w(P),

und der Warmefluss durch eine makroskopische orientierte Flache S C ) hat
folglich zu jeder Zeit t den (von ¢ abhéngigen) Wert

@(S):/k‘Vu-ndw. (12)
s
Wie in Beispiel (3) fiihren wir jetzt einen Probebereich B C 2 ein, den wir fiir

den Moment festhalten. Die gesamte zur Zeit ¢ in dem Bereich B gespeicherte
Wérmemenge W (t) ist gegeben durch

W(t) = /Bcpu(x,t) dp(x) . (13)
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Dabei sind ¢ und p Materialkonstanten: c ist die sogenannte Warmekapazitét
des betreffenden Mediums und p dessen Dichte. Aus (13) ergibt sich wie in
Beispiel (3) die folgende zeitliche Anderungsrate von W (-):

W'(t) = /Bcput(x,t) dp(x) . (14)

Die momentane Anderungsrate W’ (t) ist anderseits gleich dem zur Zeit ¢ vor-
handenen Wéarmefluss durch dB; dabei ist zu beriicksichtigen, dass abflies-
sende Wérme eine Abnahme von W zur Folge hat. Aufgrund von (12) und
nach dem Satz von Gauss gilt daher

W'(t) = —®(dB) :/

k'Vu-ndw:/
oB

kdiv(Vu) dp = / kEAudp .
B B

Zusammen mit (14) ergibt sich somit

/(cput—kAu) dpu =20,
B

und zwar gilt das fiir alle ¢ und jeden Probebereich B C 2. Mit Hilfe von
Lemma (14.29) konnen wir daher den folgenden Schluss ziehen:

Vx, Vt: cpur —kAu=0.
Mit der Abkiirzung
k 2
— =:a
cp
erhalten wir definitiv fiir u die partielle Differentialgleichung
% = a®Au. (15)

Dies ist die sogenannte Warmeleitungsgleichung. Der Stofftransport durch
Diffusion in einem ruhenden Tragermedium erfolgt iibrigens nach demselben
Gesetz; dabei stellt u(x,t) die Konzentration des diffundierenden Stoffes an
der Stelle x zu Zeit ¢ dar.

Im Licht von (14.30) lésst sich die Gleichung (15) wie folgt interpretieren:
Wenn es in den Punkten rund um p zur Zeit ¢ im Schnitt warmer ist als
an der Stelle p, so wird die Temperatur an der Stelle p in der néchsten
Sekunde zunehmen, und zwar mit einer Geschwindigkeit, die im wesentlichen
proportional ist zu der mittleren von p aus gemessenen Temperaturzunahme.
Im stationéren Fall (Au = 0) ist die Temperatur an jeder Stelle x “innerlich
ausgewogen”, und u(x) wird von den Temperaturwerten rund um x per saldo
weder nach oben noch nach unten gezogen. Q
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Aufgaben

1. (a) Berechne den Fluss des Feldes v(z, vy, z) := (0,0, 1—2) von unten nach
oben durch die obere Halfte der Einheitssphére.

(b) Berechne denselben Fluss durch Anwendung des Satzes von Gauss auf
die obere Halbkugel. Hinweis: Die auftretenden Integrale lassen sich
“im Kopf” evaluieren.

2. (a) Es sei f eine C'-Skalarfunktion auf dem zulédssigen Bereich B C R3.
Dann gilt

fdw = /BVfdu.

oB

Hinweis: Betrachte die drei Felder v(x) := f(x)e; .

(b) Auf die Oberflache eines in eine Fliissigkeit eingetauchten Korpers
wirkt ein Normaldruck, der linear mit der Tiefe zunimmt. Berechne
die resultierende Gesamtkraft (Auftrieb).

3. (a) Berechne den Fluss des Coulomb-Feldes

vx) = —— X = x[£0)

d7r? 7

durch die Oberfliche OB eines zulissigen Bereiches B C R?, der den
Ursprung in seinem Innern enthalt. Hinweis: Das Feld ist quellenfrei.
Wende den Satz von Gauss auf den Bereich B’ := B\ U.(0) an.

(b) In den acht Eckpunkten eines Wiirfels befindet sich je eine Punkt-
ladung, die ein Feld der unter (a) beschriebenen Art erzeugt, so dass
additiv ein Gesamtfeld E resultiert. Bestimme den Fluss von E durch
eine Seitenfliche des Wiirfels. Hinweis: Keine langen Rechnungen.
Dies ist mehr eine Denkaufgabe.

4. Es sei B der im ersten Oktanten gelegene Teil der Einheitskugel im R3.
Berechne den aus B heraustretenden Fluss des Vektorfeldes

V(x7y7 Z) = (0433751%73)
einmal als Flussintegral und ein zweites Mal mit Hilfe des Satzes von
Gauss.

5. Berechne den Fluss des Feldes v(z,y) := (2zy — y% 2% + y?) aus dem
Quadrat @ := [0,1]? heraus einmal als Flussintegral und ein zweites Mal
mit Hilfe des Satzes von Gauss fiir die Ebene.

6. Es seien a, b € R3 zwei gegebene Vektoren und

f(x):=(aex)(bex) .



298 14 Vektoranalysis

Berechne den Fluss von Vf durch die nach aussen orientierte Oberflache
des Oktaeders

B:={x € R® | |z] + |za| + |z3| <1} .

7. Es sei S eine orientierte Hyperfliche im Definitionsbereich der Funktion
f:R® ~ R. Dann bezeichnet man die in den Punkten von S definierte
Grosse

of

% = Vf'n

als Normalenableitung von f.

(a) Beweise die beiden folgenden Greenschen Identitdten, die in der Po-
tentialtheorie und der Elektrodynamik gebraucht werden: Fiir einen
beliebigen zulissigen Bereich B C R? und beliebige C2-Funktionen f
und g gilt

_ 99
0 [ agevrSidp= [ 5

(Hinweis: Betrachte das Feld v := f Vg) und

m [ rag—gande= [ ( AT

(b) Ist f eine harmonische Funktion auf B und f(x) = 0 auf 0B, so ist
f(x) =0 auf B. Hinweis: Beniitze (I) mit g := f.
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Die Greensche Formel (14.18) bezieht sich auf Vektorfelder K und Bereiche
B mit Randzyklus 9B in der Ebene. In diesem Abschnitt geht es darum, eine
analoge Formel fiir Vektorfelder K und orientierte Fléachen S mit Randzyklus
0S5 im Raum, speziell im R3, herzuleiten.

Zulassige Flachen

Es seien A eine offene Menge im R? und 2 eine offene Menge im R". Eine
C'-Abbildung f : A — Q erzeugt von jeder in A liegenden C'-Kurve

v te—ou(t) (a <t<b) (1)
eine ebenfalls stetig differenzierbare Bildkurve
£f(y): t— f(u(t)) (a<t<b) (2)

in . In der Folge besitzt jede in A liegende Kette v := 22:1 7y; eine wohl-
bestimmte Bildkette

F(7) = > f(%)

in Q2. Sind némlich zwei formale Summen } . ~; und >,y dquivalent, so
sind auch . f(v;) und >, £(v)) dquivalent.

U A

Fig. 14.7.1

Dies vorausgeschickt, nennen wir eine orientierte kompakte Fliche S C R3
zuliissig, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind (siehe die Fig. 14.7.1): Es
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gibt einen zuldssigen Bereich B C R? mit Randzyklus 0B und eine C?-
Parameterdarstellung

f: B—R3, u— x:=f(u) (3)

der Flache S, die bis auf eine Nullmenge reguldr und injektiv ist und via
f1 x fo die auf S gegebene Orientierung erzeugt.

Der Zyklus 0S5 := f(0B) heisst Randzyklus von S. Wenn f gewisse Teile von
0B einzeln oder in Paaren annihiliert (siehe die Fig. 14.7.1 sowie die folgenden
Beispiele), so besteht 0S5 aus weniger Kurven als 0B. Ist 95 = 0, so heisst
S geschlossen. Der Randzyklus einer zulissigen orientierten Fléche S ist
“fir alle praktischen Zwecke” wohlbestimmt und nicht von der gewahlten
Darstellung (3) abhéngig. Anschaulich gesprochen lauft 0S5, von der Spitze
von n her gesehen, einmal im Gegenuhrzeigersinn um S herum; siehe dazu
das nachfolgende Beispiel @

(D Die nach aussen orientierte Sphére S? (siche das Beispiel 12.7.(4) und
Fig. 14.7.2) ist eine geschlossene zulassige Flache, denn die Parameterdarstel-
lung 12.7.(4) annihiliert die horizontalen Kanten des Parameterbereichs je fiir
sich und die vertikalen Kanten als Paar.

G A
73
/2 -
A2
Y4 \ 2w >
—m/2 >
M
Fig. 14.7.2

Die Darstellung 13.5.(15) der Torusfliche T' “verheftet” erstens die linke
mit der rechten Kante des Parameterbereichs [0,27] x [0, 27 ] und zweitens
auch die Ober- mit der Unterkante, und zwar erfolgen beide Verheftungen
“gegenlaufig”. Folglich ist auch T eine geschlossene zulassige Flache.

Ist P C R? ein konvexes Polyeder, zum Beispiel ein Quader oder ein Do-
dekaeder, so ist die nach aussen orientierte Oberflache S := OP eine zulissige
Fldache. Auch diese Flache ist geschlossen: S besteht aus Polygonen .S;
(1 < i < N), deren Kanten durch die Parameterdarstellung f = (f;)1<i<n
von S gegenlaufig verheftet werden. Somit ist 0.5 = 0.
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Die in diesem Beispiel betrachteten Flichen S2?, T und S haben eines gemein-
sam: Sie lassen sich als Rand bzw. Oberfliche eines Bereiches B C R3 auf-
fassen. Es gehort zu den “Urprinzipien” der Geometrie und ist ein tiefliegen-
der Sachverhalt, dass der Rand eines Randes verschwindet: Fiir beliebige
zuléssige B C R™ ist 9(0B) = 0. Dies steht in einem geheimnisvollen Zusam-
menhang mit den Formeln rot o V = 0 bzw. div o rot = 0. O

(2 Es sei B ein zulissiger Bereich mit Randzyklus B in der (z,y)-Ebene
und

¢: B—Ryg, (z,y) — z := ¢(x,y)

eine C2-Funktion. Dann ist der nach oben orientierte Graph von ¢ eine zu-
lassige Fliache S iiber der (z,y)-Ebene bzw. iiber B, und zwar vermoge der
reguldren Darstellung

fr (z,y) 0 (2,9 ¢(z,) - (4)

Wegen f, x f;, = (—¢5, —¢y, 1) induziert f die angegebene Orientierung, denn
die z-Komponente von f, x f, ist positiv.

Der Randzyklus von S ist nach Definition und (4) der “nach oben verpflanzte”
Randzyklus von B (siehe z.B. die Fig. 14.7.4). Werden S und 0S von der
Spitze von n her, also von (weit) oben, betrachtet, so geht 95 in der Tat
einmal im Gegenuhrzeigersinn um S herum. O

Pullback

Als Vehikel zum Beweis des angestrebten Satzes dient uns natiirlich eine
Parameterdarstellung f der betrachteten Flache S und ihres Randzyklus 0.
Wir beginnen also mit einigen allgemeinen Bemerkungen und Hilfssatzen
iiber das Verhalten von Feldern gegeniiber differenzierbaren Abbildungen f.

Eine r-mal, r > 1, stetig differenzierbare Abbildung (Parameterdarstellung)
f: A—-Q, u— x:=f(u)

und ihre Ableitung df transportieren “individuelle Objekte” wie Punkte,
Kurven, Tangenten u.a. von A bzw. TA nach Q bzw. TQ) (Fig. 14.7.3). Es gibt
aber auch eine Bewegung in der Gegenrichtung: Auf ) definierte “Felder”
lassen sich mit Hilfe von f nach A zurilickverpflanzen. Diese Operation heisst
Pullback und wird mit f* bezeichnet. Entsprechend den verschiedenen Arten
von “Feldern” gibt es verschiedene Formen des Pullbacks.

Es sei erstens
p: Q—R, X — ¢(x)

ein Skalarfeld auf Q’ zum Beispiel eine Temperaturverteilung. Dann ist der
Pullback f*(¢) =: ¢ gegeben durch



302 14 Vektoranalysis

Fig. 14.7.3

und stellt fiir jeden Parameterpunkt u € A die Temperatur im zugehorigen
Raumpunkt x := f(u) dar. Damit wird ¢ ein Skalarfeld auf A.

Mit Vektorfeldern
K: Q- TQ, x — K(x)

ist es bereits etwas abstrakter. Um den Pullback f*(K) =: K zu erklaren,
betrachten wir zunichst einen festen Punkt u € A. Die Formel

6(U) = K(£(w) + (df(u).0)
definiert ein lineares Funktional ¢: T, — R. Der Funktionswert ¢(U) ist eine
erste Naherung fiir die Arbeit, die das Feld K leistet, wenn es ein Wagelchen
vom Punkt x := f(u) nach dem nahegelegenen Punkt x’ := f(u + U) ver-
schiebt, denn der Verschiebungsvektor x’ — x ist ungefdhr gleich df(u).U .
Nach (12.3) gibt es einen wohlbestimmten Vektor a € T, mit

p(U) =a-U VU € Ty .

Dieser Vektor a =: ﬁ(u) ist der gesuchte Pullback von K an der Stelle u. In
anderen Worten: K(u) ist “implizit” definiert durch die Identitét

K(u) - U = K(f(u)) + (df(w).U) VYUET,. (5)
Dau € A beliebig war, haben wir damit “auf natiirliche Weise” ein Vektorfeld
K: A TA , u— ﬁ(u)

erhalten. Die eigentliche Rechtfertigung dieser abstrakten Konstruktion er-
gibt sich aus den folgenden Hilfssétzen.
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(14.31) Esseien f: A — Q eine C*-Abbildung und K ein stetiges Vektorfeld
auf ), wie beschrieben. Weiter seien 7 eine beliebige Kette in A und f(v)
deren Bildkette in 2. Dann gilt

K-dx:/f{-du.
f(v) vy

[ Es geniigt, eine C'-Kurve (1) und ihre Bildkurve (2) zu betrachten. Nach
der Kettenregel ist

x'(t) = df (u(t)).u'(¢) (a<t<b).
Aufgrund von (5) besteht daher die Identitét
K(x(t)) « X'(t) = K(£(u(t))) « (df(u(t)w'(t)) = K(u(t)) « u'(1),
und hieraus folgt die Behauptung. ]

Der Pullback verhélt sich auch verniinftig beziiglich der Ableitung:

(14.32) Es seien f: R? ~ R" eine C?-Abbildung und K ein C*-Vektorfeld
im R"™, wie beschrieben. Dann gilt

rot K(u) = Rot K (f(u)). (£1,f5) (6)
und im Fall n = 3 speziell

rot IN{(u) =rot K(f(u)) o (f1 xf2)y.

[ Nach (14.11) ist rot K= IN(Q.l — IN(LQ. Wir berechnen zunéchst mit Hilfe
von (5) die Komponenten K; von K

K; = Kee; = K(f(u)) « (df(u).e;) = K(f(u)) +f, .

Bei der Bildung von IN(Zk ist das Skalarprodukt rechter Hand nach der Pro-
duktregel zu differenzieren. Es ergibt sich

K= %(K(f(u))) of; + K(F(u))ofa .
Nun ist
)

i (K(f(w)) = dK(f(w)). £
und der f;p-Term wird sich gleich herausheben. Wir erhalten insgesamt
[N(Q.l — [}1‘2 = (dKfl) ‘f.z — (dKfQ) ‘f.l = ROtK(f(ll)) (f‘l, f2) s

die letzte Gleichung nach Definition von Rot. Damit ist (6) bewiesen, und
die zweite behauptete Formel ergibt sich hieraus unmittelbar mit 14.3.(9).

|

Der letzte Hilfssatz lasst sich als Pendant zu (14.31) auffassen; er handelt
vom Fluss eines Rotationsfeldes im R? durch eine Fliche:
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(14.33) Es seien K ein C*-Vektorfeld auf der offenen Menge 2 C R3, weiter
S eine kompakte orientierte Flache in €2 und

f: B—Q, u+— x:=f(u)

eine C?-Parameterdarstellung von S, die via £, x £, die gegebene Orientie-
rung erzeugt. Dann gilt

/SrotK- dw = /lgrotﬁ(u) dp(u) .

[ Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Flusses
und (14.32):

/SrotK- dw = /Brot K(f(u))«(f1xf2)udp(u) = /Brot K(u) du(u) . N

Der Satz von Stokes

Der dritte klassische Integralsatz der Vektoranalysis ist, wie gesagt, eine
rdumliche Version der Greenschen Formel. Dieser Satz von Stokes lautet
folgendermassen:

(14.34) Es seien K ein C*-Vektorfeld auf der offenen Menge Q C R3 und
S C Q eine zuldssige orientierte Flache mit Randzyklus 0S. Dann gilt:

K.dx = /rotK-dw.
oS s

In Worten: Die Zirkulation von K langs 05 ist gleich dem Fluss von rot K
durch S.

[ Ist (3) eine Darstellung von S der verlangten Art, so gilt einerseits nach
Definition von 05 und Hilfssatz (14.31):

Kedx= | K-du,
oS OB

wobel I~{ den Pullback von K bezeichnet. Anderseits ist

/rotK-dw:/rotﬁdu
S B

nach (14.33). Die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen stimmen
aber nach der Greenschen Formel (14.18) iiberein. N

(3) Der Fluss eines Rotationsfeldes rot K durch eine geschlossene Fliche

ist 0. O
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Fig. 14.7.4

Der Satz von Stokes besitzt zahlreiche Anwendungen in der Kontinuumsme-
chanik und in der Elektrodynamik (Stichwort: Maxwellsche Gleichungen),
auf die wir hier nicht eingehen kénnen. Wir beschranken uns auf das folgende
Rechenbeispiel:

(@) Betrachte fiir ein a > 0 die Kreisscheibe
B :={(z,y) ‘ 22+ < a2}
mit dem Randzyklus
OB: tr~ (acost,asint) (0<t<2m)

und vor allem das iiber B liegende Stiick .S der nach oben orientierten Sat-
telfliche z = 22 — y? (Fig. 14.7.4). Verwenden wir fiir dieses Flichenstiick
die Darstellung

f: (m,y)'—>($,y,x2—y2) ((.’E,y)EB),

So ist einerseits
f, x £, = (—22,2y,1);

anderseits ergibt sich fiir den Randzyklus 0S5 = f(0B) die Parameterdarstel-
lung

9S: t—x(t) = (acost,asint,a® cos(2t)) (0<t<2m).
Wir fiihren jetzt zusétzlich das Vektorfeld

K(z,y,2) = (z,7,y)
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ein. Da K linear von z, y, z abhéngt, ist rot K konstant; die Rechnung liefert
rotK=(1,1,1).

Die Zirkulation von K liangs 95 hat den Wert

[ Kedx- /O K (x(t)) +'(¢) dt

2m
= / (a®cos(2t) - (—asint) +acost - acost + asint - (—2a”sin(2t))) dt
0

:7Ta2

(nur der mittlere Summand liefert einen Beitrag). Unabhéngig davon berech-
nen wir nun den Fluss von rot K durch S. Es ergibt sich derselbe Wert:

/ rotKe dw = / rot K(f(x,y)) o (fy x £y) du(z,y)
s B

:/B(l-(—2:5)—{—1-2y+1-1)d,u(x,y) = 7 a?

(nur der letzte Summand liefert einen Beitrag). O

Aufgaben

1. Man berechne das Linienintegral f7 K« dx fiir das Vektorfeld

K(z,y,2)=(x—y+zy—z+z,2—2+7y)
und den Zyklus v der Fig. 14.7.5 auf drei Arten:
(a) direkt,
(b) mit Hilfe des Satzes von Stokes und einer geeigneten Parameter-
darstellung der Dreiecksflache,
(c) mit Hilfe des Satzes von Stokes und geometrischer Einsicht, die er-
laubt, das Flachenintegral “im Kopf” auszuwerten.

Hinweis: Die Gesamtsituation ist symmetrisch beziiglich zyklischer Ver-
tauschung x ~~» y ~» z ~ x.

Fig. 14.7.5



14.7 Der Satz von Stokes 307

2. Gegeben sind das Vektorfeld
K(z,y,z) := (siny,sin z, sin x)

und der in Fig 14.7.6 dargestellte Streckenzug . Berechne das Linieninte-
gral [ K+ dx einmal direkt und ein zweites Mal mit Hilfe des Satzes von
Stokes. Hinweis: Der Streckenzug berandet einen Teil der Wiirfelober-
fliche. Die Gesamtsituation ist symmetrisch beziiglich zyklischer Vertau-
schung x ~» y ~» z ~ x.)

Fig. 14.7.6

3. (a) Beweise den folgenden Satz: Es seien K ein C'-Vektorfeld im R?
und S C dom (K) eine C%-Fliche, die in allen ihren Punkten auf K
senkrecht steht:

Kip) L 7,5 Vpes.

Dann ist notwendigerweise
K(p)srotK(p) =0 Vpes.

Hinweis: Betrachte einen festen Punkt p € S und wende den Satz
von Stokes auf ein kleines Scheibchen S’ C S mit “Zentrum” p an.
Die Annahme K(p) srot K(p) > 0 fiihrt auf einen Widerspruch.

(b) Insbesondere gibt es keine Fléche, die in allen ihren Punkten auf dem
Feld K(z,y, z) := (—y, z, 1) senkrecht steht. Figur!

4. Es seien e ein in 0 € R? angehefteter Einheitsvektor und v das Geschwin-
digkeitsfeld einer mit Winkelgeschwindigkeit w um e rotierenden Fliissig-
keit. Weiter seien zwei Vektoren a und b gegeben. Berechne die Zirkula-
tion von v langs der Ellipse

v: t—x(t):=costa+sintb (0 <t<2m)

einmal als Linienintegral und ein zweites Mal mit Hilfe des Satzes von
Stokes. Hinweis: Das Flachenintegral ldsst sich mit Hilfe von geometri-
schen Uberlegungen “im Kopf” ausrechnen.
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Wir haben in Abschnitt 14.3 gesehen, dass die Rotation eines konservativen
Feldes K identisch verschwindet (Satz (14.10)). Jetzt wollen wir uns mit
der Umkehrung dieses Sachverhaltes beschéftigen, das heisst, mit der Frage:
Folgt aus dem Verschwinden der Rotation, dass das betrachtete Feld K kon-
servativ ist?

Wir beginnen mit einigen heuristischen Uberlegungen und betrachten ein
wirbelfreies Feld K auf einer offenen Menge 2 C R3. Es sei also rot K(x) =
0 auf Q2. Wir hoffen, dass dann die Zirkulation von K lings beliebigen
geschlossenen Kurven v (C ) verschwindet. Ein derartiges v lasst sich
als Drahtschleife realisieren. Wird diese Schleife kurz in eine Seifenlésung
getaucht und sorgfaltig wieder herausgezogen, so bildet sich eine in v ein-
gespannte Seifenhaut S. Bei geeigneter Wahl der Orientierung diirfen wir
daher von vorneherein v = 05 annehmen, und wir erhalten nach dem Satz

von Stokes:
/K-dx:/rotK-dw:O.
¥ S

Da dies fiir jedes geschlossene ~ zutrifft, ware K hiermit als konservativ
erwiesen.

Wir haben hier stillschweigend angenommen, dass jede geschlossene Kurve
v C  als Randzyklus 0S einer in Q liegenden Flidche S darstellbar ist.
Diese Annahme trifft fiir gewisse Gebiete 2 zu, fiir andere nicht. Ist etwa
Q2 :=R3\ {z—Achse} und ~ der Einheitskreis in der (z,y)-Ebene, so ist nicht
recht vorstellbar, wie v eine ganz in () gelegene Seifenhaut beranden kann.
Dem folgenden Beispiel liegt die analoge Situation in der Ebene zugrunde; es
zeigt definitiv, dass ein wirbelfreies Feld nicht konservativ zu sein braucht:

(D Das in Beispiel 14.3.(3) und in Abschnitt 14.4 betrachtete Feld

— y r
Alr,y) = <_x2 +y? a2 +y2)

auf R? ist wirbelfrei, aber es ist nicht konservativ, denn fiir den Zyklus
v: trz(t) := (cost,sint) (0 <t<2m

gilt
/A-dz:QWN(%O):%T;éO.
gl
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Fig. 14.8.1

Einfach zusammenhangende Gebiete

Um die angedeutete Eigenschaft gewisser Gebiete €2 C R™ in den Griff zu
bekommen, betrachten wir anstelle von beliebigen geschlossenen Kurven zu-
néchst nur geschlossene Streckenziige in {2 und zerlegen das “Einspannen
einer Flache” in einen derartigen Streckenzug in zahlreiche Einzelschritte,
bei denen jedesmal nur ein kleines Dreieck ein- bzw. ausgespannt wird.

Den Streckenzug

Pt +P i)+ |t
v tHMQM‘f'(t_HQH)(PM—thJ) (0<t<N),
der in pg beginnt, sukzessive py_1 mit p; verbindet und in py endet, be-
zeichnen wir im folgenden mit [po, p1,...,pn]. Wird der Streckenzug

Y= [p07"'7pk—17 Pk, pk+17"'7pN]

ersetzt durch
'7/ = [po,...,pk—17 pk:—|—17"'7pN]

oder 7/ durch ~ (siehe die Fig. 14.8.1), so sprechen wir von einer Operation.
Die Operation ist zuldssig (beziiglich (2), sofern das abgeschlossene Dreieck
A mit den Eckpunkten py_1, px, Px+1 ganz in 2 liegt. Betrachten wir v und
~" als Ketten, so gilt

v=7" £ 0A, (1)

je nach Orientierung von A. Ein geschlossener Streckenzug
[p07p17"'7pN—17p0] (2)

heisst nullhomotop (beziiglich 2), wenn er sich mit Hilfe von endlich vielen
zuléssigen Operationen in den leeren Streckenzug [ po, po | iiberfithren lasst.
Durch wiederholte Anwendung von (1) folgt:



310 14 Vektoranalysis

(14.35) Ist der geschlossene Streckenzug v nullhomotop beziiglich €2, so gibt
es endlich viele Dreiecke A; C Q (1 < j <s) mit

j=1

-

Fig. 14.8.2

(2) Proposition (14.35) lisst sich nicht umkehren: Der in Fig. 14.8.2 dar-
gestellte Streckenzug v in dem Gebiet 2 := R?\ {(—1,0), (1,0)} ist als Kette
gleich 0A; — 0As. Trotzdem gelingt es nicht, diesen Streckenzug durch zu-
lassige Operationen in den leeren Streckenzug iiberzufiihren (ohne Beweis).
Anschaulich ausgedriickt: Der Faden ~ lasst sich nicht von den Négeln (41, 0)
herunterziehen. Folglich ist v nicht nullhomotop beziiglich €. O

Wir definieren nunmehr: Eine offene Menge 2 C R™ heisst einfach zusam-
menhingend, wenn jeder geschlossene Streckenzug in {2 nullhomotop ist.
Aus technischen Griinden haben wir hier einen im Grunde genommen kon-
tinuierlichen Sachverhalt diskretisiert und einen stetigen Prozess durch eine
Folge von zuléssigen Operationen ersetzt. Anschaulich gesprochen ist eine
offene Menge 2 C R" genau dann einfach zusammenhéngend, wenn sich jede
geschlossene Kurve in ) stetig in einen Punkt zusammenziehen lasst.

(3) Eine Menge Q2 C R™ heisst sternformig beziiglich 0, wenn mit jedem
Punkt p € Q die ganze Strecke [0, p] in 2 liegt. Wir zeigen: Ein sternférmi-
ges Gebiet ) C R” ist einfach zusammenhangend.

[ Ist Q sternformig beziiglich 0, so enthilt Q mit jeder Strecke [p,q] das
ganze Dreieck A mit den Eckpunkten 0, p, q. Es sei jetzt (2) ein beliebiger
geschlossener Streckenzug in €. Dann lasst sich v durch N zuldssige Opera-
tionen in den Streckenzug

[p0707p1707p2707' . '707pN—1707p0]
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und durch weitere 2N — 1 Operationen via [ pg, 0, ...,0,po | in [po, po] liber-
flihren. N

Insbesondere ist eine Vollkugel U, (p) einfach zusammenhéngend. Die punk-
tierte Ebene R? (vgl. Beispiel @) ist jedoch nicht einfach zusammenhéngend:

[ Betrachte den in der Fig. 14.8.3 dargestellten Dreiecksweg

Y0 := [Po; P1, P2, Po]
sowie eine Folge von (beztiglich R2) zuléssigen Operationen, die vy nacheinan-
der in die Streckenziige 1, Y2, - - ., Ym Uberfiihrt. Ein in 0 beginnender Halb-
strahl o, der durch keinen Eckpunkt eines 7; geht, muss jede auftretende
Strecke entweder meiden oder in einem inneren Punkt schneiden. Folglich
schneidet o jedes 7; in einer wohlbestimmten Anzahl von Punkten. Diese
Anzahl betrigt am Anfang 1 und &ndert sich bei jeder zuldssigen Operation
um 0 oder 2 (siehe die Figur). Somit schneidet o den Streckenzug ,, in einer

ungeraden Anzahl von Punkten, und es ist auf keinen Fall ~,, = [po,Ppo |-
Die Ausgangskurve g ist daher nicht nullhomotop. N
P2

Fig. 14.8.3

In dhnlicher Weise zeigt man, dass die Menge R\ {2-Achse} und der Volltorus
nicht einfach zusammenhéngend sind. — Die Menge ) := R? hingegen ist
einfach zusammenhéangend:

[ Es sei (2) ein beliebiger geschlossener Streckenzug in . Wihle einen
Punkt p* € ), der keiner der N Ebenen bzw. Geraden angehort, die durch
die Punktetripel

0,pr-1,Pr (1<Kk<N), PN = Po,
aufgespannt werden. Dann liegen die N Dreiecke mit den Eckpunkten p*,

Pr—1 und pg in €, und wir kénnen die fir sternférmige Gebiete verwendete
Konstruktion mit p* anstelle von 0 durchfiihren. N

O
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Die Integrabilitatsbedingung

Wir kehren zuriick zu den wirbelfreien Vektorfeldern und beweisen zunachst:

(14.36) Ist K ein wirbelfreies C1-Vektorfeld auf der offenen Menge Q) C R™,
so gilt fiir jedes abgeschlossene ebene Dreieck A in €):

/ Kedx=0.
OA

[ Es sci R
f: A-A, u+— x:=f(u)

eine (zum Beispiel lineare) Parameterdarstellung von A und K der Pullback
von K auf A. Dann gilt nach (14.31) und der Greenschen Formel (14.18):

Ke.dx = K. du = / rot IN{(u) du(u) .

OA 8A A

Nach Hilfssatz (14.32) und nach Voraussetzung iiber K ist aber

rot K(u) = Rot K(f(u)).(f1(u),f2(u)) =0. N

Damit kommen wir zu dem folgenden Hauptsatz:

(14.37) Ein C'-Vektorfeld K auf einer einfach zusammenhéngenden offenen
Menge 2 C R"™ ist genau dann konservativ, wenn die infinitesimale Zirkula-
tion Rot K (in den Féllen n = 2, 3 die Rotation rot K bzw. rot K) identisch
verschwindet.

[ Dass ein konservatives Feld wirbelfrei ist, wissen wir schon (Satz (14.10)).

Zum Beweis der Umkehrung gentiigt es, eine Zusammenhangskomponente von
Q) zu betrachten. Im weiteren nehmen wir daher an, € sei zusammenhéngend,
und wahlen einen festen Punkt pg € Q. Jeder Punkt p € Q ist Endpunkt
eines in po beginnenden Streckenzuges, der ganz in ) liegt. Sind ~; und -
zwei derartige Streckenziige von pg nach p, so ist 41 — 2 ein geschlossener
Streckenzug in 2 und damit nach Voraussetzung iiber 2 nullhomotop. Nach
Proposition (14.35) gibt es daher endlich viele Dreiecke A; C Q (1 <j <)
mit

1= Ve :ZiaAja
j=1

und nach dem eben bewiesenen Hilfssatz (14.36) gilt

/ Kedx=0 d.h. K-dx:/K-dx.
Y172 71 Y2
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Hieraus folgt: Das Integral

/[po K. dx = [(p)

7-“’p]

hat fiir alle in Q liegenden Streckenziige von pg nach p denselben, nur von p
abhéngigen Wert. Die angeschriebene Funktion f: 2 — R ist somit wohlde-
finiert, und sie besitzt dann auch die Eigenschaft

f(p—i—X)z/ K-dx+/ K-dx:f(p)+/ Ke.dx.
[Po,..,p] [p,p+X] [P, p+X]

Hieraus folgt mit Lemma (14.8), dass f tatséchlich ein Potential von K ist;
das heisst, es gilt Vf = K. Dies impliziert nach (14.4), dass K konservativ

1st. N

Beispiel @ zeigt, dass auf die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs
nicht verzichtet werden kann. Fiir beliebige offene Mengen haben wir immer-
hin die folgende schwéchere Aussage:

(14.38) Ein wirbelfreies C'-Vektorfeld K auf einer offenen Menge Q) C R™
besitzt lokal ein Potential, das heisst: Zu jedem Punkt p € Q) gibt es eine
Umgebung U dieses Punktes und eine Funktion f: U — R mit Vf = KI[U.

[ Jeder Punkt p €  besitzt eine einfach zusammenhingende Umgebung
U :=U.(p) C Q. Wende nun den Satz (14.37) auf KIU an. N

(D) (Forts.) Das Feld A besitzt kein Potential, aber jeder Punkt (xg, o) # 0
besitzt eine Umgebung U := {(,y) ‘ 2oz + yoy > 0}, in der ein stetiges
Argument (z,y) — ¢(x,y) erklart werden kann. Fiir dieses ¢ gilt Vo = A.

O

Die Bedingung
RotK =0 (bzw. rot K =0, rot K = 0) (3)

ist also lokal fiir die Existenz eines Potentials notwendig und hinreichend. Sie
erlaubt, durch Differenzieren nachzupriifen, ob das Feld K ein “unbestimmtes
Integral” besitzt, und heisst daher Integrabilititsbedingung. Wir wollen zum
Schluss noch einmal darauf hinweisen, was (3) fiir die partiellen Ableitungen
der Komponenten K;(z1,...,2,) (1 < i < n) von K bedeutet (vgl. den
Beweis von (14.10)): Die Bedingung (3) ist genau dann erfiillt, wenn fiir
alle x und fir alle ¢ und k gilt

0Ky, 0K;
Rot K(x).(ei,e) = 8$% ~ P
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Aus Symmetriegriinden gentigt es, die Indexvariablen den Bereich 1 < i <

k < n durchlaufen zu lassen. Die so erhaltenen (Z) Gleichungen

0K, O0K;

axi B ox k
driicken nichts anderes aus, als dass zusammengehorige Paare von gemischten
zweiten Ableitungen eines allfdlligen Potentials f iibereinstimmen miissen.

=0 (1<i<k<n)

(4 Das im ganzen (z,y, z)-Raum definierte Feld
K = (P,Q, R) := (42 + 4zy® + 3y2?, 422y + 3222, 6xyz2)
geniigt der Integrabilitétsbedingung: Es ist (vgl. (14.14))
R, —Q,=6xz—6x2=0
und in dhnlicher Weise
P,—R,=0, Q. —P,=0.

Folglich ist K konservativ, R? ist ja einfach zusammenhingend. Ein Potential
f von K erhalten wir nach (14.7) wie folgt: Wir wahlen 0 als Nullpunkt des
Potentials und setzen

1
f(x) = Ke.dx = / K(tx)exdt ; (4)
[0,x] 0

dabei haben wir fiir die Verbindungsstrecke [0, x] die Parameterdarstellung
t— tx (0 <t < 1) zugrundegelegt; der Punkt x = (z,y, z) ist im Augenblick
fest. Man berechnet

K(tx) ex = (42° + 4wy® + 3y2*)t> - o + (day + 322)t3 -y + 6ayzt® - 2
= (42 + 82%y* + 122y2?) 1,
ferner fol t3dt = %. Tragen wir dies in (4) ein, so ergibt sich f zu
f(z,y,2) = 2* 4+ 222y 4 32y2?;

das allgemeinste Potential von K unterscheidet sich hiervon um eine Kon-
stante.

Anstelle der Strecke [0,x] kann man auch einen aus drei achsenparallelen
Strecken bestehenden Integrationsweg verwenden (Fig. 14.8.4). Die Rech-
nung gestaltet sich dann folgendermassen:

T Yy z
g, 2) = / P(«/,0,0) da’ + / Qla,y/,0)dy + / R(z,y, ) d
0 0 0

T y z
:/ 4z'3 dx’ +/ dx%y’ dy' +/ 6xyz’ dz’
0 0 0

= 2% + 22%y° 4 32y2?
wie vorher. O
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Fig. 14.8.4

Aufgaben

1.

(a) Eine nichtverschwindende C!-Funktion f heisst ein integrierender
Faktor fiir das C'-Vektorfeld K, wenn das Feld fK wirbelfrei (und
damit lokal “integrabel”) ist. Zeige: Besitzt K einen integrierenden
Faktor, so gilt notwendigerweise K «rot K = 0. Hinweis: Bentitze die
in Aufgabe 14.3.1(b) gefundene Identitét.

(b) Verifiziere: Das Feld K(z,y, z) := (zyz +yz, zz, xy) erfillt die Bedin-
gung Kerot K = 0. Dieses Feld besitzt in der Tat einen integrieren-

den Faktor f, der gliicklicherweise nur von x abhéngt. Bestimme f
sowie ein Potential des Feldes fK.

. Lege die Parameter «, (3, v so fest, dass das Feld

K(z,y,2) = (z + 2y + az,fr — 3y — z,4x + vy + 22)

wirbelfrei wird. Das so erhaltene Feld besitzt ein Potential f. Bestimme
f durch Integration von 0 aus.

Betrachte in der punktierten (z,y)-Ebene das Feld

2% — g2 2xy
K(z,y) = ((xz T 22 (221 y2)2>

(a) Verifiziere: rot K = 0.

(b) Berechne das Umlaufsintegral f», K« dz fiir einen Kreis v vom Radius
7> 0um 0.

(c) Zeige: K ist konservativ. Hinweis: Ein Potential lasst sich explizit
angeben.
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4. Beweise den folgenden Satz: Es sei K ein wirbelfreies C!-Vektorfeld auf
dem Kreisring Q := {z € R? | a < |z| < b} in der Ebene, und die

Bedingung
/ Kedz=0
%l

sei fiir wenigstens einen umlaufenden Kreis ~ erfiillt. Dann besitzt K
ein Potential auf 2. Hinweis: Das Feld K besitzt in einfach zusam-
menhéngenden Teilgebieten 2 C Q “lokale Potentiale”. Man zeige mit
moglichst wenig Aufwand, dass sich daraus ein auf ganz 2 definiertes
Potential zusammensetzen lasst.



