A. Cannas und F. Da Lio Mathematik | & Il Winter 2023

1. Wir betrachten die Funktion

flz)=e*" —20  firzeR.

a) Bestimmen Sie die Linearisierung von f(z) in zo = 1.

3 Punkte
b) Was ist der Wertebereich von f(x)? 2 Punkte
c) Sei F(x) die Losung des Anfangswertproblems
F'(x) = f(x)
F(0)=2.
Ist F'(1) grosser oder kleiner als 27 Sie brauchen F'(z) nicht zu bestimmen.
Vergessen Sie nicht, lhre Antwort zu begriinden. 3 Punkte

Losung. a) Die Linearisierung ist gegeben durch:

SO+ 1) (z=1)

Auswerten zeigt f(1) = 2 — 20 (1 Punkt) sowie f/(z) = 2ze'*t** mit
f'(1) = 2¢* (1 Punkt). Daher:

f(1)+f,(1)(x_1)262_20+2€2'$—262:262-33—@2—20'
(1 Punkt fir das Resultat)

b) Man bemerke, dass das Bild von 1 + x? das ganze Intervall [1, +oo ist.
Dadurch nimmt e'**” alle Werte im Intervall:
[e?, 0],
an. Somit ist die Wertemenge von f genau:
[e? — 20, +ool.
Je 1 Punkt fir die beiden Intervallgrenzen.
c) Beachte, dass:
F'(z) = f(z) = % —20.
Wir wollen die Monotonie-Eigenschaften von F' und damit die Vorzeichen
der Werte von f bestimmen: [ ist (streng) monoton fallend auf Intervallen

mit F'(x) = f(z) < 0 bzw. F'(z) = f(z) < 0. (1 Punkt fir die Idee,
f(z) <> 0 zu untersuchen.) Dies ist der Fall, wenn:

20
e 20 < 0= 1427 <In(20) = 22 < In(20) — 1 = In <)
e
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Man bemerke, dass 1? < In(20/e). Da dasselbe fiir alle % mit = € [0, 1]
gilt, wissen wir: (1 Punkt)

F ist streng monoton fallend auf [0, 1].
Dadurch gilt aber auch:
F(1) < F(0) =2,

also ist F'(1) strikt kleiner als 2. (1 Punkt fiir die Schlussfolgerung)
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2. a) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

y' — 2y + 5y =8e"".
4 Punkte

b) Losen Sie das Anfangswertproblem

20y = > +3, y(0)=2.
4 Punkte

Losung. a) Die DGL ist hier linear und inhomogen. Entsprechend hat die
allgemeine Losung die folgende Form:

y(iL’) = ypart(x) + yhom(m)a

wobei ypq,+(2) eine beliebige Losung der DGL ist und ypo.,, () die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen DGL:

y" — 2y + 5y =0.

Betrachten wir zuerst die homogene DGL. Hierbei machen wir wie in der
Vorlesung den Ansatz y(z) = e** und setzen dies ein:

' (x) — 2y (z) + By(x) = e ()\2 -2\ + 5) = 0.
Lésen wir nun die Gleichung A\*> — 2\ + 5 = 0, so finden wir:

2+,/(—2)2—-4-5
A= ( 2) =1xv—-4=1%£2

Gemass der Vorlesung hat also die allgemeine reelle Losung die Form:
Ynom(x) = Cy - €” cos(2x) + Cy - €” sin(2x),

mit C7, Cy € R beliebige Parameter. Das Finden der allgemeinen homogenen
Losung gibt 1 Punkt, auch wenn man direkt das charakteristisches Polynom
schreibt (d.h. ohne Ansatz). Um die inhomogene DGL zu l6sen, brauchen
wir noch eine partikulare Lésung und dazu machen wir den Ansatz (1 Punkt
fir den Ansatz):

T

ypart<x) =A-e )
mit A € R. Einsetzen zeigt:

Voort ()20 (2) + 5 (2) = A (1) = 2(~1) +5) = 8Ae ™™ =8¢
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Hieraus ergibt sich die Gleichung 8 A = 8 und somit:

ypart(x) =e 7.
Das Auffinden der speziellen Losung gibt abermals 1 Punkt. Einsetzen zeigt
nun also:
y(x) = e™® + Che” cos(2z) + Coe® sin(2z),

fir Parameter ', Cy € R. Das gibt nochmals 1 Punkt, da dies das Ver-
standnis der Struktur der allgemeinen Lésung beweist (Punkt wird auch
erteilt, wenn an friiherer Stelle die Formel y(z) = Ynom () + Ypart(x) ange-
geben wird).

Die DGL ist separierbar und lasst sich wie folgt umschreiben:

2yy'(z)
y? +3

Integrieren auf beiden Seiten ergibt nun:

2y .
/y2+3dy:/1dx+k mit £ € R

also
In(y* +3) =z + k.

Setzen wir den Anfangswert y(0) = 2 ein, so finden wir k& = In(7). Umformen
zeigt nun:
P 4+3=e0 e 2 =7e" - 3.

Da y(0) = 2 positiv ist, wahlen wir die positive Wurzel:

y(x) =/Te* — 3 definiert fiir z > 2.

Hierbei gibt der Ansatz zur Separation 1 Punkt, eine korrekte Integration
auf beiden Seiten ebenfalls 1 Punkt, das Einsetzen des Anfangswertes
erneut 1 Punkt und der letzte Punkt wird fiir das Auflésen und Finden
von y(z) (auch wenn der Definitionsbereich nicht angegeben wird).

[]
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3. Wir betrachten die Matrix

1 2 21
A=(2 6 6 6
001 2

a) Ist das folgende System losbar?

1
A= |0
0

Falls ja, bestimmen Sie eine partikulare Losung.
Falls nein, erklaren Sie warum keine Losung existiert.

b) Bestimmen Sie eine Basis der Lésungsmenge des Systems Az = 0.

c) Was ist die Dimension des Raums aller Vektoren v, fiir die das System
AZ = U |6sbar ist?

Losung. a) Durch elementare Zeilenumformungen sehen wir:

1221 :1 1221 : 1 1221 : 1
26 66 :0l—(0224:-=2—(0100: -1
0012:0 0012 : 0 0012: 0

Diese ZSF (oder eine aquivalente Vereinfachung) gibt 1 Punkt. Hieraus
erkennt man dank der Zeilenstufenform, dass das System A7 = b fiir
alle b € R3 lésbar ist, wie in der Vorlesung gesehen (1 Punkt). Eine
spezielle Lésung ¥ = (z1, T9, 3, 14)" kann man bestimmen, indem man alle
Variablen, welche nicht zu Diagonalelementen der Zeilenstufenform gehoren
(in diesem Fall z4) gleich Null setzt:

ZE1—|—2I‘2+2Z‘3:1, .ng—l, a:3:0, $4:0.

Die letzte Gleichung folgt, da wir diesen Eintrag ignoriert haben. Daraus
folgt also auch:

T =1-2my—203=1-2-(=1)—2.0=3.

Eine partikulare Losung ist also:

3 Punkte

3 Punkte

2 Punkte
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Eine partikulare Losung gibt 1 Punkt. Falls nur ene partikulare Losung
angegeben ist, ohne vorab die Existenz zu begriinden, werden trotzdem alle
Punkte gegeben.

Hierzu betrachten wir abermals die Zeilenstufenform wie vorhin. Jede Spalte,
welche nicht zu einem Diagonalenelement in der Zeilenstufenform gehort,
gibt uns einen Freiheitsgrad. Also miissen wir das System A% = 0, mit &
wie zuvor, welches wir auch schreiben konnen als:

1 2 21 0 1 2 21 0
26 6 6 :0[—~(0100:0]
0 001 2 0

nach xq, z5 und x3 in Abhangigkeit von x4 16sen. Das ergibt die Gleichungen
(1 Punkt fir maximal vereinfachte Gleichungen)

r1+ 2w+ 203 +24=0, x2=0, w3+204=0

Folglich also x5 = 0 und x3 = —2x4. Setzt man dies in die erste Gleichung
ein, so finden wir:

ry = =229 —2w3 — x4 =—2-0—2-(—2x4) — x4 = 324.

Die allgemeine Losung des Systems ist also (1 Punkt)

3$4 3

0 B 0
oxy | T 22

Ty 1

Also ist eine Basis des Losungsraumes (1 Punkt) A7 = 0 gegeben durch:

Die gesuchte Dimension ist die Dimension des Spaltenraums von A, dim S(A).
Gemass des Rangsatzes gilt

4 = dimker(A) + dim S(A).

Es gibt 1 Punkt fiir den Rangsatz. Gemass Teil (b) ist dimker(A4) = 1.
Somit ist dim S(A) = 3. 1 Punkt fiir das korrekte Resultat.
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Alternativ: Gemass der Zeilenstufenform wie in der ersten Teilaufgabe
finden wir, fiir ein beliebiges b = (b, by, bs)T € R3:

by 1221 by
2666 F by| =010 0 ! by—2b —2bs
b 001 2: by

Aus der Vorlesung wissen wir, dass aufgrund dieser Zeilenstufenform auto-
matisch der Raum aller ¥ mit dieser Eigenschaft R? sein muss, also ist die
von der Matrix A induzierte lineare Abbildung surjektiv.

]
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4. Wir betrachten die Funktion

flz,y) =2 +2y° = 3> + 1 fir (z,y) € R?.

a) Bestimmen Sie und klassifizieren Sie die kritischen Punkte von f (als lokales
Maximum, lokales Minimum oder Sattelpunkt). 4 Punkte

b) Wir betrachten die Verkettung f(x(t),y(t)) von f(x,y) mit der folgenden
Parametrisierung vom Einheitskreis:

t) = t
#(t) = cos fiir ¢ € [0, 27].
y(t) = sint
Bestimmen Sie die Ableitung dieser Verkettung fir ¢t = . 3 Punkte

c) Sei F = grad(f). Bestimmen Sie das Kurvenintegral vom Vektorfeld F
langs dem Viertelkreis mit der Parametrisierung

t) = t
#(t) = cos fiir t € [0, 7).
y(t) = sint

3 Punkte

Lésung. a) Ein Punkt (z,y) € R? ist genau dann kritisch, wenn:

Vi) = 00) = P =0=Fw)

Man kann sehen, dass:

0

g =2

of 2

— = 6y° — 6y =6y(y — 1

dy (z,y) = 6y” — 6y = 6y(y — 1)

Dadurch ist klar, dass die einzigen kritischen Punkte genau (0, 0), (0, 1) sind.
1 Punkt fiir beide kritischen Punkte zusammen. Um diese zu klassifizieren,

brauchen wir die Hesse-Matrix von f:

Hess(x,y) = o (.y) 8a;gy(x’y) = (2 : )

Die Hesse-Matrix gibt 1 Punkt. Durch Einsetzen sehen wir:

Hess((0,0) = <(2) —06>
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Dadurch hat die Hesse-Matrix bei (0, 0) jedoch eine negative Determinante,
also ist (0,0) ein Sattelpunkt. Die Schlussfolgerung fiir den Sattelpunkt gibt
1 Punkt. Zudem finden wir bei (0,1):

Hess;(0,1) = (g 2)

Man erkennt leicht, dass 2 > 0 und die Determinante 2 -6 > 0. Also
ist die Hesse-Matrix positiv definit und (0,1) ein lokales Minimum. Die
Schlussfolgerung fiir das Minimum gibt 1 Punkt.

Falls falsche kritische Punkte berechnet wurden, aber die Bestimmung des
Typs folgerichtig ist, gibt es 1 Punkt fiir ein Max bzw Min, und 1 Punkt
fir einen Sattelpunkt, allerdings nicht 2 Punkte, falls beide ein Minimum

sind.
= ( >
t=m 1 .

Man beachte, dass (1 Punkt):

GO = (o)

Gemass der Kettenregel gilt (1 Punkt):

(0, 5()

t=m

Aus der vorherigen Teilaufgabe wissen wir:

Vi = (g g,) = VICL0= ().

Somit also (1 Punkt fiir das Endresultat):

s (4)-(3)-(4) o

Man bemerke, dass dann f ein Potential zum Vektorfeld F ist. Dadurch
gilt also (C' ist hierbei der durch (z(t),y(t)) parametrisierte Viertelkreis)(1
Punkt):

| Fas=f(2(5).5(3) ~ f @(0),5(0).

Daher reicht es also, f an diesen zwei Stellen auszuwerten. Man sieht:

(¢ (2)0(5)) = s =0
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Ferner:
f(2(0),9(0)) = f(1,0) = 2.
Daher gilt also:
/ Fods=0-2=-2.
c

Es gibt 2 Punkte fir das Resultat inklusive ersichtlicher Berechnung. 1
Punkt Abzug fiir Rechnungsfehler.

]

10
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5. Die Ebene mit der Gleichung y = 2z schneidet den massiven geraden Kreiszylinder
{(x,y,2z) € R® | 2% + 3> < 4} in einer Flache S.

a) Parametrisieren Sie S mit Zylinderkoordinaten. 2 Punkte
b) Bestimmen Sie den Flacheninhalt von S. 4 Punkte

c) Mithilfe des Satzes von Stokes bestimmen Sie die Arbeit §,, F - dF, die das
Vektorfeld

Yz
F(z,y,z) = (sz) fir (z,y,2) € R?

T

leistet bei einem Umlauf langs der Randkurve C' von S im positiven Sinn,
wenn von ganz oben beobachtet. 4 Punkte

Losung. a) In Zylinderkoordinaten haben wir:

x = rcos(0)
y = rsin(6)
z=h

mit 7 > 0,0 € [0,27[, h € R. Nun sehen wir also, dass die (Un-)Gleichungen
uns zu folgenden (Un-)Gleichungen in Zylinderkoordinaten fiihren:

y=rsin(f) =2h =2z, 2*+yf=r’<4=0<r<2, rsin(d) =2h
Dadurch parametrisieren wir die Flache .S in Abhangigkeit von r, 8 wie folgt:
rcos(6)
® :)0,2[x]0,27[— R*,  &(r,0) := (rsin(@) )
rsin(6)
1 Punkt fiir 0 < r <2 und 1 Punkt fiir z = Lrsin(6).

2
b) Man bemerke, dass:

cos(f ) (r sin(@))
D, (r,0) x Py(r,0) = | sin(f) | x | rcos(d)

5 sin(6) 1 cos(6)
sin(0) - 37 cos(d) — 3 sin(0) - r cos(d)
= | $sin(d) - (—r)sin(f) — cos(f) - $r cos(6)
cos(f) - rcos(f) — sin(@) - (—r) sin(f)
0

11
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Also:

5
@, x Byl = \é_r

(2 Punkte, davon 1 Punkt fir das Kreuzprodukt, 1 Punkt fiir den Betrag)
Der Flacheninhalt ist also:

2 2w
Jraa=["["1-Frasar
S 0 Jo

—\/gﬂ/;’rd’r—\ggﬂ- (22—02) = 2v/57.

1 Punkt fiir das korrekte Resultat, 1 Punkt fiir die korrekte allgemeine
Form des Integrals inklusive korrekte Grenzen und Integrand.

c) Gemass Satz von Stokes gilt (1 Punkt):

fﬁ-dﬁ:// rot 7 - it dA
C S

Wir berechnen die Rotation von F (1 Punkt):

0— 2z —2x
rot F(z,y,z):=|y—1|=|y—1
22 — 2 z

Daher, mithilfe der Parametrisierung ®(r, 0) aus der letzten Teilaufgabe:

o 2’/“COS (0) 0
//rotF dA = // (rsm 1) (;T)dedr

1rsin(6 r
2 . 1 1 2 .
:/ / —77" 2sin(6) 4+ =r + —r?sin(0) d dr
o Jo 2 2

2
2 27
:// %rd@dr
o Jo

= 2.

1 Punkt fiir das korrekte Resultat, inklusive Rechnung, bis auf Vorzeichen;
1 Punkt fir das korrekte Vorzeichen.

]

12
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6. Betrachten Sie das folgende Vektorfeld

= y—%
F(a,y) = (IerIy),

x2 +y2

welches fiir (z,y) € R?\ {(0,0)} definiert ist.

a) Ist F ein Gradientenfeld auf dem ersten Quadranten 3 Punkte

Q= {(x,y) ER2‘x,y>O}?

Ja: Nein:

Begriindung:

Losung. Ja (1 Punkt): Wir berechnen zuerst die Vorticity des Vektorfeldes:

0 x 0 Y
a(++y> —ay(y—w)
_ <1+($2+92)—I'2x> _ (1_ ($2+y2)—y-2y>
(22 +y?)? (22 +y?)?
P 222 + 22
:x2+y2 - (22 + y2)2 -

(1 Punkt fiir die Rechnung.) Daher ist das Vektorfeld F auf einfach
zusammenhangenden Gebieten jeweils ein Gradientenfeld. Da () einfach
zusammenhangend ist, ist F auf Q) ein Gradientenfeld. (1 Punkt fir die
Schlussfolgerung.) O

b) Ist F ein Gradientenfeld auf R2\ {(0,0)}? 3 Punkte
Ja: Nein:

Begriindung:

Losung. Nein (1 Punkt): Da R?\ {(0,0)} nicht einfach zusammenhangend
ist, berechnen wir das Integral entlang des Kreises C' mit Radius 1 um (0, 0).
Diesen parametrisieren wir wie Ublich mittels:

7:[0,27] — R? 7(t) = (cos(t),sin(t))

13
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Es gilt:

— sin(t)

[ = " Flcos(t), sin(t)) - ( o >dt

2T
:/ 1dt = 27 # 0,
0

(1 Punkt fir die Rechnung.) Dies beweist, dass das Vektorfeld F kein
Gradientenfeld auf R?\ {(0,0)} ist. (1 Punkt fiir die Schlussfolgerung.) [

14
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Fiir Aufgaben 7-31: Es gibt pro Frage zwei Punkte. Falsche oder mehrere Antworten
werden mit null Punkten bewertet. Nur Antworten auf dem Abgabeblatt werden
gezahlt.

7. Wir betrachten die zweimal stetig differenzierbare Funktion f mit folgendem
Graph. Wahlen Sie die richtige Aussage:

/—/

f' besitzt mindestens 5 Nullstellen.

f' besitzt mindestens 2 Sattelpunkte.

Es gilt: f"(d) > f"(b).

Losung. Man bemerke, dass in a ein Sattelpunkt ist, in d ein lokales Maximum
und zwischen e und f ein lokales Maximum und ein lokales Minimum existieren.
Soweit ersichtlich gibt es keine anderen kritischen Punkte, also hat f’ nur 4
Nullstellen mit Sicherheit. Ebenso wird aus obiger Beschreibung klar, dass nur
ein garantierter Sattelpunkt existiert. In d haben wir ein lokales Maximum, also:

f"(d) <0.
Andererseits ist f nahe b (strikt) konvex, also:
f"(b) > 0.

Somit ist auch f”(d) < f”(b). Man bemerke aber, dass wir in e fallend sind,
also f’(e) < 0 und die Funktion dort in einer Umgebung auch konvex ist, also
f"(e) > 0. Daraus folgt:

f'(e)- ["(e) < 0.

15
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8. Was ist der Grenzwert

lim z= 7

z—0t
(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) +o0
Losung. Wir sehen:

4 An(g)

Tr = €=

Da t — €' stetig ist, reicht es also, den Grenzwert:
lim —In(z
=0+ @& ( >7

zu bestimmen und das Resultat in die Exponentialfunktion einzusetzen, um den
gesuchten Grenzwert zu bestimmen. Man bemerke, dass:

lim — =400, lim In(z) = —o0,
z—0t T z—07t
und somit:
lim —In(z) = —o0.
=0t T
Daher folgt auch:
lim z» =
z—0t+
O
9. Sei g(y) die Umkehrfunktion der Funktion
y= f(w) =2+ e,

Wias ist der Wert der Ableitung von g an der Stelle y = f(0) = 17
(a) g'(1) = =5 (c) g'(1) = —3
(b) ¢'(1) =3 (d) g'(1) =5

Losung. Da g die Umkehrfunktion zu f ist, wissen wir:

1 1
/
]_ p— Pt
denn:
F(x) = 32> + 5(x + 1)@ = £(0) = 5.
O

10. Wie viele Nullstellen besitzt die Funktion f(x) = 2¢* — x — 2 fiir x € R?

16
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(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3
Losung. Man betrachte die Ableitung von f:
f(x) =2e" — 1.
Dadurch ist klar, dass:
= Wenn z > In (%) dann ist f streng monoton wachsend.
= Wenn z < In (%) dann ist f streng monoton fallend.

Also ist f auf | — 0o, —In(2)] streng monoton fallend und auf [—1n(2), +o00|
streng monoton wachsend. Zudem gilt

lim f(z)= lim f(z) = +o0.

T——00 T—r—+00

Folglich nimmt die Funktion in x = —In(2) ihr globales Minimum an und jeden
Wert, der grosser als dieses Minimum ist, genau zweimal an. Nun ist:

F(—In(2)) = 2- ; C(—In(2)—2=1+4In(2) —2=In(2) =1 < 0.

Somit liegt 0 im Bild tGber dem globalen Minimum und dieser Wert wird zweimal
angenommen von f.

Alternativ: Man kann die Schnittpunkte zwischen fi(z) = e¢” und fo(z) = Lz+1
analysieren und feststellen, dass genau zwei solche existieren. O

11. Was ist der Wert der Ableitung der Funktion

2x
f(x) z/ In(t* + e*) dt
0
im Ursprung?
(a) f(0)=0 (c) f'(0) =4
(b) f(0) =2 (d) f(0)=8
Losung. Mit der Kettenregel und dem Hauptsatz der Analysis finden wir
f'(x) = 2In((22)* + ).

Im Ursprung dann gilt f/(0) = 2In(e?) = 8.

17
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Alternativ: Man beachte, dass gemass Hauptsatz der Analysis, wenn F' die
Stammfunktion zu In(z* + e*) mit F(0) = 0 ist, die Funktion f gerade F'(2x)
ist. Daher gilt:

f'(z) = 2F"(2x) = 2In((22)* + ') = f/(0) = 2In(e?) = 8.

12. Welche der folgenden Aussagen (iber die Funktion
f(z) =a* 4+ 2°
auf dem Intervall [—1, 0] ist richtig?
(a) f nimmt auf [—1,0] ihr globales Minimum im Punkt z = —3 an.
(b) f nimmt auf [—1,0] ihr globales Minimum im Punkt z = —2 an.
(c) f nimmt auf [—1,0] ihr globales Maximum im Punkt z = —2 an.
(d) f nimmt auf [—1,0] ihr globales Maximum im Punkt = —% an.

Losung. Wir sehen, dass die kritischen Punkte in | — 1, 0] gerade die Nullstellen
von f'(x) = 423 + 3x? = 2*(4x + 3) sind. Daher sind diese:

3
x2(4x—|—3):0:>x:00derx:—z

Dadurch sind die Kandidaten fiir das globale Minimum und Maximum (welche in
[—1,0] geméss Extremwertsatz angenommen werden) genau —1, —32 und 0. Nun
wissen wir aber:

FE)=1-1=0, f(-3)=2-Z=-2Z f[0)=0.

(Nur das Vorzeichen von f(—3) ist hier relevant, so dass man weiss, dass f(—2) <
f(=1) = f(0).) Dadurch wird das globale Minimum in z = —3 angenommen. [J

13. Die Nullstellen des Polynoms p()\) = A* + 81 sind:
(a) —3.3, 3,3 (c) —9,9, 93,9
(b) 3¢i%, 3¢l 3¢iT, 3¢' T (d) 9¢i,9¢iT, 9¢iT | 9t T
Losung. Wir wollen die Gleichung:

M= —81 = 3%,

18
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fir A = re* l6sen. Nun folgt also:

)\4 — 7,,4613450 — 34€iﬂ.
Somit r = 3 und:

4o = m, 37, b, TIm, ...

Das bedeutet:
37 bw Iw

oo
T
Die Loésungen sind somit:

. .3 .5 .7
3e'T, 3¢’ T, 3¢’ T, 3¢

14. Die Determinante der Matrix

DN =N
[NCRTEN V]
w = O
_— o O

1300

Losung. Mit Laplace’schen Entwicklungen zuerst nach der 4. Spalte und danach
nach der 3. Spalte, finden wir:

det 1 3

[GVRN NS V)
O = O O

2 20
=—det|1 4 1 :det<2 2)26—2:4.
1 30

— N =N
S W= O

Alternativ: Da die Determinante alternierend ist, gilt:

2 2 00 2200
1 410 1 300 2 2 10
det 9 9 3 1 = det 1410 —det<1 3>‘det<3 1>_4-1_4.
1 3 00 2 2 3 1
O]
(a) —4. (b) —1. (c) 1. (d) 4.

15. Welche Gleichung stellt die Ebene in R? durch den Punkt (1,0, —1) und senkrecht
zum Vektor (6,5,4) dar?
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16.

17.

(a) z+2y+32=0 (c) 6z +5y+42=10

(b) z+2y+3z= -2 (d) 62+ 5y+4z=2

Lésung. Da (6,5,4) der Normalvektor zur Ebene ist, gilt:
6z + oy + 4z = c.

Hierbei ist c ein reeller Parameter, der durch Einsetzen von (1,0, —1) bestimmt

werden kann:
c=6-145-0+4-(-1)=6—-4=2.

Dabher ist die gesuchte Gleichung 6x + 5y + 4z = 2. O]

Fur welchen Wert vom Parameter ¢ € R hat die Matrix

c 1 0
A=|[-1 0 0
T 2 3

mindestens einen Eigenwert, der nicht reell ist?
(a) c=1 (b) ¢ =2 (c) c=3 (d) c=4

Losung. Um die Eigenwerte zu bestimmen, benutzen wir das charakteristische
Polynom:

c—A 1 0 co 1
det| =1 =X 0 = (3—)\)det< 1 _)\>
s 2 3—-A

=(B-N (N —er+1)

Damit ein nicht-reeller Eigenwert existiert, muss also nun gelten, dass A\ — c\ + 1
keine reellen Nullstellen hat. Dazu muss gelten:

(—0) —4<0=>cF <d=|c <2

Also fiir c = 1. O

Wir betrachten das Anfangswertproblem:
IR ~ o 1
0 = a0, 70 = (}).

wobei die Koeffizientmatrix A reell ist und 3¢ — 4 ein Eigenwert von A ist. Welche
der folgenden Aussagen lber die Losung /(t) dieses AWPs ist korrekt?
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t)| bleibt fiir hinreichend grosse ¢ immer grésser als 10.

) |
) |
)
)

a

y(t)
b) |¢(t)| bleibt fiir hinreichend grosse ¢ immer kleiner als 1.
y(t)

c) |7(t)| bleibt stets konstant gleich /2.

(
(
(
(d) |7(t)| oszilliert zwischen Werten grésser als 10 und kleiner als 1.

Losung. Man beachte, dass in diesem Fall genau —4 + 3¢ und —4 — 3¢ die
Eigenwerte der Matrix A sind, denn A ist reell. Daraus folgt aber auch, dass:

y(t) = kie ™ (cos(3t)ud — sin(3t)5) + koe ¥ (sin(3t)d + cos(3t)5),

wobei u + 15 Eigenvektor zum Eigenwert —4 + 3¢ ist und kq, ko € R. Daraus
ist aber sofort ersichtlich, wegen des exponentiellen Zerfalls von e, dass der
Wert von |y(t)| fiir grosse t beliebig klein und somit insbesondere kleiner als 1/10
wird. ]

18. Welchen Wert besitzt die Losung des folgenden Anfangswertproblems zur Zeit

t=17
= (" 1) o= (5).

@ - (") © = ()

—et—2

® = (") @ = (75 7)
LGosung. Integration zeigt:

#(t) = L+ fo —4(e™™ +s)ds| _ (e * =2t
5+ Jy 652 — 1ds 213 —t+5

Daher folgt:

19. Welches Integral berechnet die Bogenlange der Spirale mit Polargleichung
r=0*, 0<6<3?
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(a) /03 V6% 1 4 df (<) /09 6079 — 6 df
(b) /03 02\/0% + 4 df (d) /09 6v/9 — 8 df

Losung. Man parametrisiert die Kurve mittels:

7(6) = (62 cos(6), #*sin(h))

Dann gilt fiir die Bogenlange:
3 3 (20 cos(0) — 6% sin(0)
/0 [7(9)]do = /0 <29 sin(0) + 62 cos(6) ‘d@

3

= [ VA oias
0
3

_ / 0v/4 + 62d0
0

Alternativ: Man benutzt direkt die Formel fiir die Bogenlénge in Polarkoordinaten:

/03 VIO + [#(6)) do = /03 VT T 462 df.
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20. Welcher Graph passt zur Funktion

flay)=e 27

Losung. Man beachte, dass f(z,y) = C genau dann, wenn:

—z —y=1In(C)
Also sind die Niveaulinien Geraden in der Ebene mit Steigung —1 (wenn man
diese als Funktion in = betrachtet). Dies schliesst (a) und (b) bereits aus. Zumal
die Funktion wachst, wenn entweder x oder y kleiner werden, folgt, dass (d) die
korrekte Antwort ist. O

21. Fir welchen Wert vom Parameter b stellt die Gleichung
20 + by + 32 =11

die Tangentialebene vom Graphen der Funktion

floy) =4 —\/1+2%+y?

an der Stelle (z9,v0) = (2, —2) dar?
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(a) b=—4 (c) b=3
(b) b= -2 (d) b=5
Losung. Die Tangentialebene hat die Formel:
of of _
2=+ G 22y +2) — 2 =~ 2 -2)

Ausrechnen zeigt:

of B
%(27 _2) -

2 2
_ __Z g@?_z): _ <
Ji+22+ (=22 3 9y
Zudem f(2,—2) =4 —3 = 1. Also:
2 2
—g(x—2)+§($+2)—z:—1:>2x—2y—|—3z:11
Also b = —2. O

22. Das folgende Bild stellt Niveaulinien einer Funktion f : R? — R dar.
Y

]
L]
8

Welche der folgenden Funktionen hat Niveaulinien wie im Bild?

(a) f(z,y) = |z|+ ly| () flz,y) =le+yl+ ]z —y|
(b) flz,y) = || = [y] (d) flz,y) =lz+yl—lz -y
Losung. Bei |z| — |y| wire x = y und z = —y zwei Niveaulinien. Analog waren

bei |z + y| — |z — y| die Geraden y = 0 und x = 0, also die Koordinatenachsen,
Niveaulinien. Bei |z| + |y| wiirde (z,y) = (t,1 —t) fur t € [0, 1] ein Teil einer
Niveaulinie sein. Zuletzt kann man sehen, dass wenn = > y > 0, dann:

lt+yl+|r—yl=0+y+z—y=2x.

Analog kann man sehen, dass |z + y| + | — y| = max{2|z[,2|y|} und die
Niveaulinien dieser Funktion sind genau wie in der Skizze. [
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23. Die Lemniskate y*(1 — y?) = z? l3sst sich...
a) in der Nahe des Punktes (1,0) als Graph einer Funktion von z darstellen.
b) in der Nahe des Punktes (1,0

)
1,0) als Graph einer Funktion von y darstellen.
)

c) in der Nahe des Punktes (0, 1) als Graph einer Funktion von x darstellen.

( (
( (
( (0
(d) in der Nahe des Punktes (0
Losung. Man beachte, dass (1,0) nicht auf der Lemniskate liegt. Daher bleibt

es, den Punkt (0,1) zu betrachten. Wenn f(x,y) = y*(1 — y*) — 22, dann:

, 1) als Graph einer Funktion von y darstellen.

of L of _ oy o3
Man sieht also, dass:
of of

“L0,1)=0, Z£(0,1)=-2
8:6(07 ) 0’ ay(()? )

Daraus folgt, mit dem Satz tber implizite Funktionen, dass (c) korrekt ist. [

24. Was ist der Koeffizient ¢ im quadratischen Taylor Polynom
72 2

Y
1 _ adi
+r—y+cry+ 5 + 9
der Funktion f(z,y) = e ¥ um den Entwicklungspunkt (0,0)?
(a) c=—-1 (b)c:—% (c)c:i (d) c=2

Losung. Man kann die Taylorentwicklung mithilfe partieller Ableitungen bestim-
men und sehen, dass:

1 0% f

c=—-2

2 0x0y

(0,0) = =" 0 = —1.

Alternativ: Mit der ganzen Taylorreihe der Exponentialfunktion findet man

> (x —y)* 1 1 1

e’ Y = ( |y) = 1+ (z—y)+=(z—y)*+. .. = IHo—y+-a*—zy+-y*+. ..
g 2 2 2

Also ist c = —1. [l

25. Von welcher Differentialgleichung ist die Funktion
f(t, ) = cos(z — 3t) + "+

eine Losung?
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(@) fu—3f:=0 () fi —9fee =0
(b) fu+3fz=0 (d) fi+9fee =0

Losung. Wir berechnen direkt:

fi(t,x) = 3sin(x — 3t) + 3+
fo(t,z) = —sin(x — 3t) + "3
fu(t,z) = —9cos(z — 3t) + 9e™ 3
fea(t,z) = — cos(z — 3t) + ™13
Vergleichen zeigt nun, dass f;; — 9f.. = 0. O

26. Welcher Ausdruck berechnet das Integral einer beliebigen integrierbaren Funktion
f(z,y) Uber das dargestellte Gebiet B?

Losung. Das Gebiet ist beschrieben durch die folgenden Ungleichungen:

O0<y<l1l y<z<l+4y

[ sy

Also:

27. Welches Integral ist im Allgemeinen gleich

/Oﬂ/omf(a:,y)dyda:?

T ool
(a)/ / rf(r cos 8, sin 8) dr df.
0 0

26



A. Cannas und F. Da Lio Mathematik | & Il Winter 2023

T 9
(b)LA t/;%TjXTCOSQ,rshlﬁ)drdQ.

(c)/ /bm rf(rcos@,rsinf)drdf.
= Jo
4

T2
(d)/ﬂ /ﬂ rf(rcos@,rsind)drdo.

4 cos 6

Losung. In dem Integrationsgebiet gilt:
0<2<v2, 0<y<uz
Ubersetzt man dies in Polarkoordinaten = = r cos(6),y = rsin(f), so sieht man:

Ogy:rsin(ﬁ)grcos(ﬁ)gxgﬂ:tan(@)ﬁl:OS@S%

Fiir ein gegebenes ¢ € [0, 7] haben wir nun:

Das Integral ist also:

5 ro%
/ / 1 F(r cos(8), r sin(8) ) drdd
0 0
]

28. Welche der folgenden Gleichungen erfiillt die Flache mit der Parametrisierung

1+ wucost
m(u,t) = [ =14 wusint |, firu>0,0<t <277

In(u? + 1)
() (x+1)+(y—1)2 =1 (c) J(z—12+(y+12=¢—1.
(b) (x =1+ (y+1)°=¢"—1 (d) \/(1;4_ 124 (y— 1)2 = L.

Losung. Man sieht direkt:
(x— 1)+ (y+1)* =u?cos(t)® + u?sin(t)? = u?

Ebenso:
=uttl=ef—1=u"= (-1 +(y+1)°
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29. Das raumliche Gebiet V' wird in kartesischen Koordinaten durch die folgenden
Ungleichungen beschrieben:

2< 2’ +yt+2° <4, <+

Welche der folgenden Ungleichungen beschreibt V' in Kugelkoordinaten?

(@) 2<p<4, T<p<i, 0<d<om
(b) 2 < p <4, Zgwg?’z, 0<0<2r
() V2<p<2, %gwgg, 0<0<2r
(d) V2<p<2, ZS@ST, 0<6<om

Losung. In Kugelkoordinaten gilt 2% + 2 + 22 = p?, also:
V2<p<2

Ferner:
2% = p? cos(p)? < pPsin(p)? = 2° + ¢/

Daraus folgt:

; 2
| < sin(ep)

= Cos(e)? = tan(yp) > 1 oder tan(p) < —1
cos(yp

Dies gilt genau, wenn ¢ € [Z, 27]. O

30. Welche Abbildung passt zur Vektorfeld

F(z,y) = (_xy> ?

JIIII T :ltiié””?ﬁf

N N o

Ny SN LI

— NN S i

A A A BN At

@ 777777777 (b) Bisteietstpii bbb
A A A piatetetet Al bbbt
mnn NS
- NEN

A A A A AR R EINININN
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Losung. Man bemerke, dass das Vektorfeld entlang die Koordinatenachsen
parallel zu diesen zeigt: Entlang der y-Achse gegen den Ursprung und entlang
der x-Achse auswarts. Das entspricht dem Bild (c).

]

31. Gegeben seien das Quadrat S mit Randkurve C' wie in der folgenden Figur
dargestellt,

oS =C

—1

sowie das vom Parameter a € R abhangendes Vektorfeld

=  [x—4dxy -2y

Fa(x7y> - < 2@(3[)3 _ y) > .
Fiir welches a ist die Arbeit von F, entlang der Kurve C'im Gegenuhrzeigersinn
gleich 47 Das heisst, fiir welche a gilt §. F,, - di = 47

(a) a=-} () a=
(b) a=-1 (d) a

D=

[

Losung. Gemass des Satzes von Green wissen wir:

S 0 0
éFa-dr—//gax(2a(3x—y))—8y(m—4xy—2y) dy dz

://6a+4x+2dydx:(6a+2)-4:24a—|—8:4
s
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Daher also:

2da+8=4 = 2da=-4 = a=-—

=
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