Musterlosungen Basisprufung Winter 2021

1. Wir betrachten die Funktion

(a)

e3ac
f(x) = — fiir z positiv.
T

Bestimmen und klassifizieren Sie die lokalen Extremstellen von f(x).

(b) Was ist der Wertebereich von f(x)?
(c) Sei F(z), x > 0 eine Funktion mit

F'(x) = f(x)
F(1)=0

und sei G(z) die Umkehrfunktion von F(z). Dann gilt G(0) = 1. Bestim-
men Sie G'(0). Sie brauchen nicht F'(z) zu bestimmen.

Losung:

(a) Wir haben

e3*(3z — 1)

3 .

f'(x) =

Es gilt f/(x) = 0 genau dann wenn €3%(3z—1) = 0 ist, also wenn 3z—1 = 0
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn x = % ist. Das Vorzeichen der ersten
Ableitung ist

T

1
‘x>3‘

z |0<z< z
0 + |

|
HOI

Somit nimmt die Funktion f(z) bei z = 3 ein Minimum an.

1
3

Aus Teilaufgabe a) folgt, dass f(z) bei z = % ihr globales Minimum an-
nimmt, weil sie im Intervall ]O, % [ abnimmt und im Intervall } %, 400 | steigt.
Daher ist die untere Grenze des Wertebereichs gegeben durch f (% = 3e.
Ausserdem erhalten wir mit Bernoulli-de |'Hopital

3z

lim — = lim 3e* = +o0.
rx——+o00 I r——+00

Da die Funktion f(x) mit x > 0 stetig ist, ist der Wertebereich W gegeben
durch

W = [3e, +o0|



(c) Mit der Umkehrformel erhalten wir

, 1 11
COEEm T e

2. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichun-

gen:

(a) ¥ +2V2y' +2=0
(b) ¥ —2zy —x =0 fir x > 0.

Losung:

(a) Wir I6sen zunichst die zugehdrige homogene DGL: " + 2v/2y’ = 0. Die

charakteristische Gleichung ist gegeben durch
P2+ 2V 2r = r(r+ 2\/5) =0.
Die Nullstellen sind 7; = 0 und 75 = —2+/2. Somit erhalten wir
Yhom(2) = Oy + Cae 22",

Die spezielle Losung konnen wir mit dem Ansatz der Form yg,..(x) = Ax
finden. Um die Konstante A zu bestimmen, setzen wir diesen Ansatz in die
DGL ein und erhalten

1
W2A+2=0=2/2A= 2= A= ——.
V2
Also ist Yspes(z) = —\/%. Die allgemeine Losung ist also
x
yallg(x) - ypart(x) + yspez(x) - Cl + 6’26_2\/im - E

Losungsweg 1: Dies ist eine lineare DGL erster Ordnung. Wir |0sen sie mit
Hilfe der Methode des integrierenden Faktors. Es gilt

o) = | [ aw)er da | e

wobei p(z) = —2z, ¢(x) = x und P(z) eine beliebige Stammfunktion von
p(z) ist. Wir wahlen P(z) = —z?. Es gilt also

g2 2 1 g2 22 1 22
y(zr) = xe ¥ dr| e’ = —5¢ +Cle :—§+C'e

2



mit C' € R.
Losungsweg 2: Dies ist auch eine separierbare DGL. Es gilt fur y # —%:

dy
2y +1

dy dy
— —2zy—x =0 — =x(2 1
o T2y~ <:>dy 2y +1)

1
dy = d
<:>/2y+1y/xx

= 2y +1] =2+ k < 2y+1=+e"*

= xdx

1
— y:—§—|—06m2

mit C = +e* € R\ {0}. Day = —1 auch eine konstante Lésung der
gegebenen DGL ist, erhalten wir die allgemeine Losung

1
Yy = —5 + C€x2
mit C € R.
3. Wir betrachten die Matrix
1 0 0
A=11 1 1
0 4 1
(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

(b) Ist A diagonalisierbar?

(c) Fir welche Vektoren & ist

eine Losung von

Losung:
(a) Um die Eigenwerte zu bestimmen, miissen wir die Nullstellen des charak-

teristischen Polynoms bestimmen:

I-Xx 0 0
det(A—AX)=det[ 1 1—-X 1 |=(1-X>-4(1-)
0 4 1-A

=1 =M1 =X*=4)=1-N1T+N(\-3).

Die Eigenwerte sind somit gegeben durch \; =1, A\ = —1 und \3 = 3.
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(b) Ja, die Matrix ist diagonalisierbar, da die Matrix drei paarweise verschiedene
Eigenwerte besitzt.

(c) Wir setzten Z(t) = e'xg in das DGLs ein und erhalten

etfo = €tAfo — fo = Af()

Somit ist Z(¢) genau dann eine Losung des DGLs, wenn 7 ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1 ist. Es gilt

0 00 1
ker(A—I)=ker[1 0 1] =span| 0
0 40 —1
1
Alsoist o=k | 0 | mit k € R.
—1

4. Wir betrachten die Funktion
f(z,y) = In(z — y?) fiir z > y*.
und seinen Gradienten F = grad(f).

(a) Bestimmen Sie das Vektorfeld F'.
(b) In welche Richtung wachst f am schnellsten im Punkt (z,y) = (2,0)?

(c) Definiert die Gleichung
fx,y) =0

in der Nahe des Punktes (x,y) = (1,0) eine differenzierbare Funktion von
der Form = = z(y) oder von der Form y = y(x)?

(d) Bestimmen Sie das Kurvenintegral von F langs der Strecke C' vom Punkt
(1,0) zum Punkt (3,1).

Losung:

(a) Es gilt

grad f = (

) ()

Q>|Q>Q7|Q>
Q=R



(b) Am schnellsten wachst die Funktion in Richtung des Gradienten. Der Gra-
1

dient von f im Punkt (2,0) ist gegeben durch (§> Also erhalten wir die

0
. 1
Richtung (O)

(c) Offenbar gelten

of of
1,0) =0, =—(1,0) =1 # 0 und ==(1,0) = 0.
F0,0) =0, ZH(1.0) =1 # 0 und T(1,0)
Gemass dem Satz der impliziten Funktion definiert also die Gleichung f(z,y) =
0 eine differenzierbare Funktion = z(y) in der Nahe vom Punkt (z,y) =
(1,0). Sie definiert aber keine differenzierbare Funktion y = y(z) in der

Nahe von (z,y) = (1,0), weil 2—5(1,0) verschwindet.

(d) Da F ein Gradientenfeld ist, ist F' konservativ. Das heisst, das Kurvenin-
tegral hangt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab. Wir haben also:

/ F-dr=f(3,1) = f(1,0) = In(2) — 0 = In(2).
C

5. Wir betrachten das Vektorfeld

) —y
F(z,y,2)=| =

2’2

und die Kugeloberflache
A:x? +y? + 22 =5.
(a) Bestimmen Sie div(F).
(b) Bestimmen Sie den Fluss von F' durch A nach aussen.

(c) Parametrisieren Sie die Schnittkurve von A mit der Ebene z =1 (in irgen-
deiner Richtung).

(d) Bestimmen Sie die Zirkulation von F lings der Kurve von Teil c) in der
positiven Richtung bei Blick von oben.

Losung:
(a) Esgilt
oF O0F OF

4+ — =040+ 2z

le(F):%—i_a_y 5,
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(b)

Losungsweg 1: Mit dem Satz von Gauss.
Mit dem Satz von Gauss erhalten wir

//Aﬁ.ﬁdA:///Vdiv(ﬁ)dV:///szdvzo,

da das letzte Integral symmetrisch ist bzgl. z

Losungsweg 2: Direkte Rechnung.
Wir benutzen Kugelkoordinaten. Der Fluss von F' durch A nach aussen ist
gegeben durch:

V5 sin(g) sin(6) 5sin?(y) cos((@)

/ / F.iidA = / / V5 sin(p) cos(6) | - 5sin2(<p)§in 0) | dfdy

5 cos®(¢p) 5 cos(ip) sin(p)
™ 2m ™
= / / 25 cos® () sin(y) df dp = 5()77/ cos® () sin(y) dp = 0,
0o Jo 0
denn fiir alle x € R gilt cos®(x) sin(x) = —sin(m — z) cos®(7 — ).
Die Schnittkurve erfiillt die Gleichung
PP rl=5 = 2 +9° =4

Wir konnen sie wie folgt parametrisieren:

2 cos(t)
7(t) = | 2sin(t) |, ¢ €[0,2n].
1

Losungsweg 1: Direkte Rechnung:
Sei B die Kreisscheibe mit Radius 2 auf der Hohe z = 1. Dann gilt
o or [ —2sin(t) —2sin(t)
Zirk. = f F-dr= / 2cos(t) | - | 2cos(t) | dt
oB 0 1 0

27 27
= / 4 (sin®(t) + cos®(t)) dt = / 4dt = 8.
0 o 0

(.
~

=1

Losungsweg 2: Mit dem Satz von Stokes:
Sei B die Kreisscheibe mit Radius 2 auf der Hohe z = 1. Dann gilt

0 0
Zirk.:j{ ﬁ-d?://rot(ﬁ)ﬁdA:// 0]-[o0] dA
oB B B \92 1
:2// dA =2Vol(B) = 8.
B



6. Wir betrachten Probleme der Form

uz(—O, t)m: u.(1,8) =0
u(z,0) = f()

fir eine unbekannte Funktion u(z,y) und 0 < x <1, ¢ > 0.
(a) Bestimmen Sie die Losung u(x,y) des Problems mit
f(z) =33 —2cos(5mx).

Sie durfen hier Basislosungen ohne erneute Herleitung benutzen.

(b) Mit dem Separationsansatz u(x,y) = X(z)7T'(t) zerfillt diese PDE ins
System von ODEs

X"—kX =0und T" — kT = 0.

Welche Randbedingungen muss die Funktion X (z) erfiillen? Bestimmen
Sie alle Funktionen X (), die die Randbedingungen erfiillen.

Losung:

(a) Die Basislosungen des Systems sind gegeben durch

1,e M cos (n_z:v) , mtL=1c=1)\, = nTﬂc = nm.

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe
u(z,t) = Z Ane™™ ™ cos(nmx)
n=0

die Losung des ganzen Problems, wenn die Koeffizienten A, so gewahlt
werden, dass

u(z,0) = i A, cos(nmz) = f(x) = 33 — 2 cos(bmx)
n=0

gilt. Mit einem Koeffizientenvergleich erhalten wir Ay = 33, A5 = —2 und
A, =0 fir alle n ¢ {0,5}. Also ist die Lésung

u(z,t) = 33 — 2e727" cos(5mz).
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(b) Setzen wir den Ansatz u(z,t) = X(x)T(t) in die Randbedingungen ein,

erhalten wir
X"~ kX =0
X'(0) = X'(1) = 0.
Dieses Problem hat nur dann nicht konstante Losungen, wenn k = —n?7?

ist. In diesem Fall sind diese von der Form

X(x) = Acos(nrx), n=0,1,2,...,A € R.

Bei den MC-Aufgaben gab es in der Prifung 3 verschiedene Versionen. Die Version
finden Sie auf der zweiten Seite |hrer Priifung oben rechts. Beispielsweise bedeutet
Winter 2020 B, dass Sie die Version B der Priifung hatten. Die richtigen Losungen sind:

Aufgabe || 7 18[9 [10[11]12]13 |14 1516 |
Version Al c|b|b| c|a|d|b]|c|b]|c
Version B || x | x | x| x | x
Version C || x | x| x| x | x| x| x| x| x| X

Aufgabe || 17 | 18 |19 |20 21 [22[23 |24 |25 26 |
VersionA|| d|a|d|d|d|c|cl|]al|]c]|b
VersionB || x | x | x | X | x| x | x | x
Version C || x | x | x | x| x| x| x| x| x| X




7. Sei

A:

O = =
o= =N
W = W

0

Was sind der Rang von A und die Dimension des Nullraums von A?
(a) Rang(A) =2 und dim(ker(A)) = 0.
(b) Rang(A) =2 und dim(ker(A)) = 1.

v/ (c) Rang(A) =3 und dim(ker(A)) = 0.

(d) Rang(A) =3 und dim(ker(A)) = 1.

Losung: Bestimmen wir zunachst den Rang von A mit dem Gauss-Algorithmus:

123 1 2 3 12 3 1) 2 3
1 1 1] m 0 -1 -2 o 01 2 IV 0 @ 2
01 3w |0 1 3| msn OO0 1 0 0 @
01 2 0 0 -1 0 0 —1 0 0 0

Wir sehen, dass Rang A = 3 ist, denn die Anzahl der fiihrenden Einsen in der
Stufenform-Matrix ist 3. Nach dem Rangsatz gilt:

dim(ker A) =n — Rang A ,

wobei n die Anzahl von Spalten ist. In unserem Fall also dim(ker A) =3 —Rang A =
3—-3=0.

8. Es seien
1 0 0 2 5 0
A=13 2 0 und B=10 3 —4
-4 5 -1 0 -1 2
Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
(a) det(2B71A71) = —1. (c) det(2AB71) = —4.
v (b) det(—=B71A%) =1. (d) det(—2A71) = 4.



Losung: Berechnen wir zunachst die Determinanten von A und B. Die Matrix A ist
eine Dreiecksmatrix, daher ist ihre Determinante gleich dem Produkt der Hauptdiago-

nalelemente:

1 0 0

det(A)=det| 3 2 0 |=1-2-(-1)=-2
-4 5 —1

Wir berechnen die Determinante von B mit einer Laplace-Entwicklung nach der ersten

Spalte:
2 5 0

det(B) =det [0 3 —4| = (—1)"*' . 2det ( 3 _4) _2.0—4,
-1 2
0 —1 2
Also erhalten wir
1 1
det(2B71A71) =23. . = —1:
et( ) det(B)  det(A) ’
—B7'A%) = (-1)%- : A))? = —1;
det( )= (=1) det(B) (det(A)) ;
1
det(2AB™1) = 23 det(A = —4:
et( ) et( )det(B) ;
1
et( ) =(-2) dot(A)

10



9. Welches ist das Phasenportrait des Systems

e _ (2 1)\ .
i \-10)" "

. _ s 3 A A AAA
e N 'S ;f////
[ _EEFEwrr> =~ | VYN L A AT
2 v r i K 2 \\\\\\ NS
VI - - s KKK \\\\\\5};;,,,*-,
U 2 2 Vs U N L I
B 22 P e MXX X X Vs aaw
> 0f wrros - By s S 0 RXN N c vy AN
(a) P Lo O E By 4 (C) RN NS - VNN Y
AL A A s - e v ssaah ] 1t A A EEEBRRRRY
HA A b - saah N AR R
AAA A s B o2 4 —aw s *\\\\\
20 A A A s v snadd =2 hwx A
AA AN~ ~ s aad B FEFF Y
B 2 2 RIS -3L KAFFYY
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
3 A N N S e = >~ ~ ~ W 3r ;***{¥\\'///
A S R R o~~~ N f{{%#*\vf///
PIEE N S e  a  a ol %ffit\"////
A\ SN - = asasako {//Hw»/////
WYY N b - AR 111NN
LS X\ N N N 1t //;/;,..,,////
KK X~ ~ = WA //////u',//////
> 0F S RRw -~ ~SOWSARN > 0 //////' fi/////
(b) ARSI NN (d) FFFFro -t fld4
IR AN S S S NOaOa 1t /////1-~4f/{%//
AL S SO S NN AAERREEREE YY)
A S S KK T N RN ///»”-"*ffff
2 T~ ~ < A OWON -2r ////r\\fffff
T~ ~ s A NN ///;—\nfffff
3 - < 4 A NN 3L Fweosnn b4 4AA
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Losung: Wir bestimmen zunachst die Eigenwerte von A = (_21 (1)> Es gilt

2\ 1
1 -

=(A—1)>

det(A—)\]):det( ): (2=XN(=\) = (=1) =X =2\ +1

Die Nullstellen dieses Polynoms sind die Eigenwerte von A. Wir erhalten also den
(doppelten) Eigenwert A = 1 . Bestimmen wir den zugehdrigen Eigenvektor:

1 1 11 —1
ker(A — A\I) = ker (_1 _1> = ker (0 O) = span ( 1 ) :

11



v

Das Phasenportrait des Systems kann daher nur b) sein.

10. Ein Zusammenhang zwischen zwei Messdaten x und y habe in doppelt logarith-
mischer Darstellung (d.h. statt = und y sind a = log;,(x) und b = log,,(y) auf den
Achsen aufgetragen) die Form der Geraden b = 3a — 1. Welche Funktion y = f(x)
stellt diesen Zusammenhang dar?

(@) y=10 Vo (© y=5t

(b) y=10%"1 (d) y=10z%

Losung: Wir ersetzen a durch log,,(z) und b durch log,,(y) und erhalten:

(
> logy(y) = 10g10($3) — log;(10)

3 z3
> logyo(y) = logyg (1_()) = Y=1y

11. Welche der folgenden Grenzwerte existieren?

(1) lim, o &=2"L

(1) lim, 4o 2

a) Beide Grenzwerte existieren.

(a)
(b) Der Grenzwert bei () existiert, aber der bei (Il) existiert nicht.
(c)
(d)

c) Der Grenzwert bei (I) existiert nicht, aber der bei () existiert.

Keiner der Grenzwerte existiert.

d

Losung: Um den Grenzwert (1) zu bestimmen, benutzen wir zwei Mal Bernoulli-de
I'Hopital:
e —2e” +1 26— 2¢” 4e* —2e® 4 —2

z—0 €T z—0 2x z—0 2 2

Weiter haben wir
1
0= lim D i G P P
z—+oo In(x) ~ 2—+oo In(x) ~ a—+oo In(z)

Also ist der zweite Grenzwert gleich 0 und existiert ebenfalls.

12. Der Ausdruck % lasst sich umformen zu:

12



(a) —2—6i. (c) 2—6i.

(b) —2+6i. J () 2+6i.

Losung: Wir rechnen:

(2—4i)2 (2—4)? i+3 (—12-16)(i+3) —60i—20

— = = = 2+ 61.
i—3 i—3 i+3 Z2_9 ~10 o
13. Sei z = % — ‘/752 Was ist der Realteil von 297
(a) —3 () 0
(b) -1 (d) 3
Lésung: Wir haben z = re® mit
3T et 2 3T et 1 3T 5
= — farctan | = | = — 4 arctan [ —= | = — —
L BT J3) 2 3

und

bei x = 07

13



Losung: Gemass dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechung gilt
f'(x) = e * cos(e ).

Also ist f'(0) = cos(1).

15. Welches ist die Gleichung in Polarkoordinaten des Parabelastes

y=2% x>0 7

(@) r=Zem T<O<F () r=cos2(6) —sin(B), T<h<T
(b) r=25% 0<0<3. (d) r=cos*(f) —sin(d), 0 <O <T.

Losung: Die Polarkoordinaten sind gegeben durch
x\  [rcos(f)
y) \rsin(d) /)’
5 sin(6)

y =1 < rsin(f) =r’cos’() <= r = co2(0)°

Es gilt also

Weiter gilt r = % >0 <= sin(f) > 0. Das heisst, # muss in ]0, 7| liegen. Da

x>0 <= rcos(f) >0 < 0<cos(f) < Qe]o,g[u}%ﬂ,%{

ist also

sin(0) T
d 0 < —.
cos?(6) und 0 < 0 < 2

r =

16. Die Bahn eines bewegten Partikels erfiille das folgende Anfangswertproblem:
dr' [ —2sin(t)
dt — \ cos(t)

-

Welcher Punkt liegt nicht auf der Bahnkurve von diesem Partikel?

14



@ (7) v @ ()

o (3 o ()

Lésung: Wir integrieren die rechte Seite der Gleichung nach ¢ und erhalten
0= ()

mit Konstanten ¢, cs € R. Setzen wir die Anfangsbedingung ein, erhalten wir

- (- (27)

Also sind ¢; = 0 und co = 1. Damit ist die Losung des Anfangswertproblems

m(t) = (s?ni?)sg—)l) '

Diese Bahnkurve bildet die Ellipse mit kartesischer Gleichung

22 +4(y — 1) =4.
Somit liegt der Punkt <(1)> nicht auf der Kurve. In der Tat gilt

124+4(0—1)*>=5#4.

17. Der Definitionsbereich D der Funktion

flay) = VP73

ist
(a) offen und beschrankt. (c) abgeschlossen und beschrankt.
(b) offen und unbeschrankt. v/ (d) abgeschlossen und unbeschrankt.

15



Losung: Die Funktion ist genau dann nicht definiert, wenn 22 + y? — 3 < 0 ist, also
wenn (z,7) im Inneren des Kreises um den Ursprung mit Radius v/3 liegt. Somit ist
der Definitionsbereich gegeben durch

D=\ {(z,9)’ | 2* +y* <3} = {(x.y) € R | 2® +* > 3}.

Der Rand von D ist der Kreis 22 + y* = 3 und dieser ist vollstandig in D enthalten.
Diese Menge ist daher abgeschlossen und unbeschrankt.
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18. Welches Bild stellt Niveaulinien der Funktion
fla,y) = ertv

dar?

y y

y

N W

Lésung: Die Funktion f(z,y) = e**¥** ist konstant genau dann, wenn der Exponent
x + 1y + 4 konstant ist. Und = + y + 4 ist konstant genau dann, wenn = + y = const.
ist. Die Niveaulinien haben also die Form

Yy = —I + const.
Dies ist in Bild a) der Fall.
19. Wir betrachten die Verkettung der Funktion
fla,y) =2y

mit differenzierbaren Funktionen z(u) und y(u). Was ist die Ableitung

L fatw),yw) 7

17



(@) 2x(uw)a'(u)y'(u). (c) 2(x(u)* 2 (w)y(u)y (u).

(b) 2z(u)z’(u) + ¥/ (u). Vo) 2z(u)r’(wy(u) + (2(uw)"y' ().

Losung: Es gilt

L), ) = - () ylo) = @)y () + (@)?) yw)

20. Welcher Punkt ist ein Sattelpunkt von

f(z,y) = 32* = 3y* + 2y° + 62y ?

(a) (_272)' (b) (_17_1)' (C) (07—1)' \/ (d) (O’O)
Losung: Wir haben

W= (1) = (Lo o) = (§) = @100, -22)

also sind die kritischen Punkte von f(x,y) gegeben durch (0,0) und (—2,2). Die
Hessematrix von f ist gleich

fow  fo ) (6 6 )
Hess = v = :
(fyx fuy 6 —6+ 12y
Ein kritischer Punkt ist ein Sattelpunkt, wenn die Determinante der Hessematrix kleiner
als Null ist. Wir haben

det(Hess) = 6(—6 + 12y) — 36 = 72(y — 1),

und diese Determinante ist nur im kritischen Punkt (0,0) kleiner als Null. Also ist
(0,0) ein Sattelpunkt.
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21. Wir betrachten ein Integral der Form

1 1-z 1-y—=z
/ / / f(z,y,2)dedydz.
0o Jo 0

Welches ist das entsprechende Integrationsgebiet?

Losung: Der Punkt (1,0,0) liegt im Integrationsgebiet aber der Punkt (1,0, 1) liegt
nicht im Integrationsgebiet. Das einzige Bild, in dem das der Fall ist, ist d).

22. Welche der folgenden Ungleichungen stellt das raumliche Gebiet V' C R3 gegeben

durch
2z < /3(x? 4 y?)

in Kugelkoordinaten dar?

19
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=
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AN
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A
3

Losung: Die Kugelkoordinaten sind gegeben durch

x psin(p) cos(6)
y | = | psin(p)sin(0)
: pcos(p)

Wir haben also

2z < /32?4 y?) < pcos(p) < \/3,02 sin?(p)(cos?(0) + sin®(0)) = V/3psin(p)
> cos(p) < V3sin(y)

1 < sin(ep) tan(es) = T
= — = tan — )
V3 = cos(p) AT
Also erhalten wir -
— <<

6
Das Gebiet in der Aufgabe ist das Komplement des folgenden Gebiets:

20



23. Das Volumen des beschankten Korpers definiert durch
Va2 + 22 <y<2—2%—2°

ist

(@) & (b) Zr. v (@ i (d)

[N
3

Losung: Wir benutzen folgende Zylinderkoordinaten:

x r cos(6)
y| = Yy
z 7 sin(0)
Damit erhalten wir

Vil +22<y<2—-22—2% <= r<y<2-—12

Also insbesondere auch
r<2—-r’=0<r<1.

Das Volumen des gegebenen Korpers ist somit

2 1 p2-r2 Ly
Volz/ / / rdydrd8:27r/ ry
0 0 Jr 0 y=r
1

1 1
_27T/ 2r—r3—r2dr—27r<r2——7"4——7“3
0

=272

dr

=1 5w
r=0 6

4 3
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24. Was ist der Fluss des Vektorfeldes

. 2 2
F:<x x—f?:?)xy)
20—y’ —y

durch die Randkurve des Rechtecks

nach aussen?

a) -2 (b) —1. (€ 1. (d) 2.

Losung: Sei A das gegebene Rechteck. Mit dem Satz von Green erhalten wir

F F:
f ﬁs—//(al a2)davdy—//1—296—1—3y 3y° — ldx dy
0A ~1
1 y=1
:/ / —Qxdxdy—/ —a?
-1Jo -1

r=1 1
dy = / —1ldy =—y
=0 -1 =
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25. Sei C eine geschlossene Kurve im Raum und sei ﬁ(m,y,z) ein Vektorfeld, dessen
Arbeit entlang C sei 2. Welche der Eigenschaften kann F' nicht besitzen?

(a) F ist quellenfrei. V. () Fist ein Gradientenfeld.

(b) F ist wirbelfrei. (d) F ist ein Wirbelfeld.

Losung: Ein Vektorfeld ist ein Gradientenfeld genau dann wenn die Zirkulation von F
immer gleich Null ist. Das heisst, die richtige Antwort ist c). Als Gegenbeispiel fiir die

anderen Aussagen betrachten wir

. :r:2+y2
F=\=p
0
Sei C' der Einheitskreis in der zy-Ebene. Als Parametrisierung wahlen wir
cos(p)
() = | sin(p)
0
und erhalten damit
Lo 2r [ —sin(yp) —sin(¢p) 2
% F.dr= / cos(p) | - | cos(p) | dp = / sin®(y) + cos®(y) dyp
C 0 0 0 0

2
= / do = 2.
0

Das Vektorfeld F ist quellenfrei, denn
R oF, 0F, O0F3 —2zy 2xy
div(F) = = 0=0.
AL e i Y U P B A eI il

Das Vektorfeld ist auch wirbelfrei, denn

. (F3)y — (F2)s 0-0 0
rot(F)= | (F1), — (F3). | = . 20 -0 . =10
(F2>1‘ - (Fl)y (52_;;2)2 - (52_;;;2)2 0
Ausserdem ist F auch ein Wirbelfeld, denn
. 0
F =rot 0

—% In(z? + y?)
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26. Welche der folgenden Flachen im R? ist nicht einfach zusammenhangend?

(a) Das Ellipsoid 2% + 2y* + 32% = 1.

v/ (b) Der Zylinderteil 22 +¢y* =1, —1<z<1.

(c) Die Halbsphare z° + y> + 22 =1, 2 <0.

(d) Der Kegelteil 22 =22 +3?, —1<2z<1.

Losung: Nicht einfach zusammenhangend ist der Zylinderteil, da sich nicht jeder
geschlossene Weg auf einen Punkt zusammenziehen lasst. Auf den anderen Flachen
lasst sich jeder geschlossene Weg auf einen Punkt zusammenziehen.

(c) Halbsphére

1 1

(d) Kegelteil
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Musterlésungen zu den MC-Aufgaben der Priifung Mathematik |

11. Welches ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

20" +2y =20 +17

) kyicos(x) + kgsin(x) + 22+ 1

) kicos(z) + kysin(z) +x + 1

c) kycos(2x) + kysin(2z) + x + %
) (

ki cos(2z) 4 ko sin(2x) + 2z + 1

Losung: Wir betrachten zuerst die dazugehorige homogene DGL
2¢" + 2y = 0.
Die charakteristische Gleichung davon ist
2r? +2=2(r*+1) =0.

Die Nullstellen sind 7; = ¢ und r, = —i. Also erhalten wir folgende Losung des
homogenen Problems:

Ynom (7) = k1 cos(x) + ko sin(z)
mit Konstanten ki, ko € R. Eine partikulare Losung ist gegeben durch
Ypart(T) = ks + kg
mit reellen Konstanten k3 und k4. Wir erhalten als allgemeine Losung
Yaitg(T) = Ynom (T) + Ypare(x) = k1 cos(x) + kg sin(x) + ks + kyz.

Nun konnen wir die Konstanten k3 und k4 bestimmen, indem wir y,,(x) in die DGL
einsetzen. Wir haben

Yoty (1) = —kysin(x) + ky cos(z) + ky

Yauig(x) = —ky cos(x) — kysin(z).
Also erhalten wir

20114 (T) + 2Yaug(2) = 22 + 1
<= —2kj cos(x) — 2ky sin(z) + 2k; cos(x) + 2kq sin(z) + 2k3 + 2kyx = 22 + 1

1
> 2k3 4+ 2kyx =22+ 1 = l<;3:5 and ky = 1.
Also 1
Yaitg(x) = ky cos(z) + ko sin(x) + 3 + .
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12. Welcher der folgenden Werte ist

Losungsweg 1: Sei f(x) := x cos?(z). Die Funktion f ist ungerade, denn es gilt
f(z) = xcos*(x) = —x cos?(—z) = — f(—x).

Also erhalten wir:

s 0 ™ 0 ™
dr = d dr = — —x)d d
| s~ | s@ars [ faae=- [ feaaes [ @
= — d dr =0
| twa+ [ swar=o.
wobei wir die Substitution y = —x verwendet haben.

Losungsweg 2: Mit partieller Integration erhalten wir:

=T 1 T
— 5/ x + sin(x) cos(x) dx

—Tr

T ) B 1 .
/ xcos®(x)dr = 935(93 + sin(x) cos(x))

—Tr

N e
=0- ZxQ o ~ 5 /7r sin(x) cos(x) dz
T [" . 1 ("
= ——/ sin(x) cos(x) dx = ——/ cos(2x) dx
2 ) ——— 4) x
:%sin(Zx)
Leos(2a)| =0
= —cos(2x = 0.
8 T=—T7

13. Welchen Wert muss & annehmen, damit die Funktion
ek’ fir x > 0,

flx) =19 )
sin(8x) + 1 fir z <0,

auf ganz R differenzierbar ist?
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(a) -2 (c) Es gibt keinen solchen Wert fiir k.

(b) beliebig voo(d) 2

Losung: Wir haben

lim f(z)= lim ** =1and lim f(z) = lim f(z)=1.

z—0t z—0t z—0— z—0—

Die Funktion ist somit fir alle z € R stetig. Es gilt

f/([E) . {k?,ek%c furx >0

8cos(8x) firxz < 0.

Fir x # 0 ist f immer differenzierbar. Damit f an der Stelle O differenzierbar ist,
miussen die beiden Grenzwerte

li ! — i k3 K3z — kS
i ) = g e

und
lim f'(z) = lim 8cos(8z) =8

z—0~ z—0~

ubereinstimmen. Das heisst, f ist genau dann uberall differenzierbar wenn k& = 2 ist.

27



