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1. Wir betrachten die Funktion

a)

b)

f:R—R, f(z) =2%".

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f, d.h., bestimmen Sie ihre
kritischen Punkte und die Intervalle, in welchen f streng monoton wachsend,
bzw. fallend, ist.

Losung: Wir bestimmen die kritischen Punkte von f. Mit der Produktregel
gilt
f'(z) = 2ze™" — z%e~“(1 Punkt).

Weil e~* nie verschwindet, gilt
fliz)=0 <= 22 -2"=0 < 2(2—-12)=0

Daher sind z = 0 und x = 2 die kritischen Punkte von f — jeweils 1 Punkt
pro kritischer Punkt.

» Firxz <0ist f'(x) = 2(2 — z) < 0, was bedeutet, dass f" auf (—o0,0)
strikt monoton fallend ist.

= Fir z € (0,2) ist f'(x) = (2 — x) > 0 und somit strikt monoton
wachsend auf (0, 2).

» Firz > 2ist f'(z) = 2(2 — x) < 0 und somit strikt monoton fallend
auf (2, +00).

Fir jedes Intervall mit korrekter Monotonie von f gibt es 1 Punkt bis zu
einem Maximum von 2 Punkten (e.g. alle drei Intervalle mit dem richtigen
Monotonieverhalten bestimmen gibt 2 Punkte, nur zwei von drei auch).

Bestimmen Sie die Grenzwerte El;n f(z) sowie ll}Ill f(z).

Losung: Da beide 22 und e~* fiir x — —o0 gegen +oo streben, erhalten
wir

lim f(z) =400 (1 Punkt).

T—r—00
Fiir den Grenzwert gegen 400 beobachten wir, dass 22 gegen +oo strebt,
und e~ gegen 0. Deshalb konnen wir die Regel von Bernoulli-L'Hépital
(zweifach) anwenden:
x? 2x 2

lim 2= lim — = lim —~ = lim — = 0.(1 Punkt).
T—+400 r—+o00 et r—+4o00 et r—+o00 T

5 Punkte

2 Punkte
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c) Was ist der Wertebereich von f(x)? 3 Punkte

Losung: Die Funktionswerte sind nie negativ und f(z) =0 < x =0.
(Alternativ konnen wir das Monotonieverhalten von f betrachten, um zu
schliessen, dass f bei z = 0 ein lokales Minimum hat.) Da f stetig ist und
fir r — —o0 gegen 400 strebt, ist der Zwischenwertsatz anwendbar und
wir schliessen, dass alle Werte zwischen f(0) = 0 und +o00 angenommen
werden, i.e. der Wertebereich ist

[0, +00) .

Hierbei gibt es 1 Punkt fiir die untere Grenze und 1 Punkt fir die obere
Grenze des Wertebereichs. Falls (0, +00) bestimmt wird, wird insgesamt
ein Punkt gegeben. 1 Punkt fiir richtigen Begriindung.
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2. a) Wir betrachten die Differentialgleichung

y' 44y = €.

2 Punkte
Welche der folgenden Aussagen sind richtig? '

Kreuzen Sie lhre Antwort direkt auf diesem Aufgabenblatt an.
Es gibt ein Punkt pro Aussage und keine Begriindung wird erfordert.
Falsche oder mehrere Antworten werden mit null Punkten bewertet.

richtig | falsch

@ Q Jede Losung der zugehodrigen homogenen Differential-

gleichung ist eine beschrankte Funktion.

Es gibt eine partikulare Losung der gegebenen inho-
Q @ mogenen Differentialgleichung von der Form Ae=2*

mit A € R.

Losung: Jedes richtige Kreuzchen in der Tabelle gibt 1 Punkt.

Die homogene Differentialgleichung lautet
y' +4y =0

und ihre charakteristische Gleichung, 2 +4 = 0, hat die Losungen r = £2i.
Somit ist die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung

Acos(2x) + Bsin(2z), mit A, B € R.

Jede von diesen Funktionen ist beschrankt. Somit ist die erste Aussage
richtig.

Fiir g(x) := Ae 2 gilt
d(x) = —24e** und g (x) = 447"
Daher kann die Kombination

§'(2) + 4g(x) = (44 + 4A)e >
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b)

fir keine Wahl von A stets gleich e sein. Somit liefern die gegebenen Funk-
tionen keine partikulare Losung der DGL und die zweite Aussage ist falsch.
Alternativ kdnnen wir diesen Ansatz mit dem (korrekten) Lésungsansatz
aus der Tabelle vergleichen, namlich Ae”.

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem fir x > 0

2 COSs T
y,+ 7y = 2 )
T T

y(m)=1.

Losung: Diese Differentialgleichung ist linear:

) 2 cos T
y +plx)y = g(z) mitp(z) = ~ und g(r) = PO

Nach der Methode des integrierenden Faktors, ist ihre allgemeine Lésung

y(x) = [/g(m) eP(’”)d:z:} e P@ (1 Punkt)

wobei P(z) in den Exponenten eine beliebige gewéhlte Stammfunktion vom
Koeffizient p(x) ist, z.B.,

P(x) = In(z?), (1 Punkt)
und [ g(z) e”@dx ein unbestimmtes Integral bezeichnet, z.B.

/ g(x) @ dg = / w220y (1 Punkt)
=sinz + C mit C € R. (1 Punkt)

Daher ist die allgemeine Losung

sinx + C
x2 '

y(x) (1 Punkt)

Mit der Bedingung y(7) = 1 lasst sich C' bestimmen:
_0+C

2

1 — (O =12

(e

und somit ist die Losung gegeben durch

sin(x) + 72
ST (1 Punkt).

y(z) =

6 Punkte



A. Cannas

Mathematik | & Il Sommer 2023

Letzterer Punkt wird auch gegeben, wenn die allgemeine Losung mit C'
steht, und dann C' = 72 bestimmt wird.

Alternative Losung mit Variation der Konstanten: Zuerst bestimmen wir
mithilfe Separation der Variablen eine Lésung des homogenen Problems
/ 2y _ 1.

Ldy 1

2y dx x
1 1
- —/—dy = /—dx
2y T
1
— — 3 In(y) = In(z) + Konst.

— n(xr D
— yn(z) = De 21”2;

fur eine Konstante D (1 Punkt). Einen Ansatz fiir eine Lésung des inho-
mogenen Systems liefert die Methode der Variation der Konstanten:

y () = Dx(f). (1 Punkt)
Ableiten D oD

und Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
D'(x) = cos(z).

Somit ist D(x) = —sin(x) + C fiir eine beliebige Konstante C' (1 Punkt).
Die allgemeine Lésung ist somit
D(x) —sin(z)+C

y(z) = —5~ = 3 (1 Punkt)

C' lasst sich nun wie oben bestimmen.
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3. a) Fur welche Werte vom Parameter ¢ € R ist das folgende System lésbar?
Warum?

1 0 0 3 1
2 2 ¢ 6|1Z=10
1 41 3 0

4 Punkte
Losung: Mit dem Gauss-Verfahren finden wir
1 00 3|1 1 00 3|1
2 2 ¢ 6(0]—10 2 ¢ 0|-2 (1 Punkt)
1 41 3|0 041 0]-1
10 0 311
— |0 2 c 0]-2 (1 Punkt).
00 1—=2¢c 0] 3
Deshalb ist das System fiir alle ¢ #  6sbar (2 Punkte) — 1 Punkt wird
gegeben wenn als Losung eine Bedingung der Form ¢ # ... gegeben wird
mit einer Konstante ungleich %
b) Wir betrachten nun die obige Koeffizientenmatrix mit ¢ = —1, also
10 0 3
A=[2 2 -1 6
14 1 3
3 Punkte

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Kreuzen Sie Ihre Antwort direkt auf diesem Aufgabenblatt an.
Es gibt ein Punkt pro Aussage und keine Begriindung wird erfordert.
Falsche oder mehrere Antworten werden mit null Punkten bewertet.
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richtig | falsch

OO rangtay =3
Q @ Das System AZ = 0 besitzt genau eine Losung.
@ Q Das System AZ = b ist fiir alle b € R? I8sbar.

Losung: Jedes richtige Kreuzchen in der Tabelle gibt 1 Punkt.

Wie im ersten Teil berechnet, nach zwei Zeilenoperationen lasst sich die
Matrix A in folgende Form {berfiihren

10 0 3
02 -120
04 1 O

und nach einer weiteren Zeilenoperation erhalten wir

0 3
-1
3

O O =
o NN O
o O

Dies zeigt, dass A vollen Rang, also Rang 3 besitzt, und somit ist die erste
Aussage richtig.

Die zweite Aussage ist falsch, weil der Kern von A gemass Rangsatzes
1-dimensional ist. Die dritte Aussage ist richtig, da A Rang 3 hat und die
Dimension des Zielraumes R? genau 3 ist.
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4. Wir betrachten die Funktion
flz,y) =2 —y* — 3wy + 1 fiir (z,y) € R?.

a) Welche der folgenden Aussagen sind richtig? 4 Punkte

Kreuzen Sie Ihre Antwort direkt auf diesem Aufgabenblatt an.
Es gibt ein Punkt pro Aussage und keine Begriindung wird erfordert.
Falsche oder mehrere Antworten werden mit null Punkten bewertet.

richtig | falsch

2 —
@ O Der Gradient von fist Vf(z,y) = (ng _329y>

Im Punkt (—1,1) fallt die Funktion f am schnellsten
© 0
Nk

in Richtung

@ Die Funktion f besitzt drei kritische Punkte.

OO0 O

@ Die Funktion f hat bei (—2,2) ein lokales Minimum.

Losung: Jedes richtige Kreuzchen in der Tabelle gibt 1 Punkt.
Fir den Gradienten V f haben wir

(O f(zyy)\ (322 =3y\ [ 32*—3y
Viw.y) = <8yf(:1:, y)) \—2y—3x) \-3z-—2y)’
somit ist die erste Aussage richtig.

Die Richtung des schnellsten Abstieges am Punkt (—1, 1) ist gegeben durch

~Vf(=1,1) = — (2 : g) = (_01> ,
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b)

also ist die zweite Aussage falsch.

Die kritischen Punkte von f werden bestimmt durch Vf(x,y) = 0, in
anderen Worten, sind das Punkte, die die zwei Gleichungen

322 —3y=0und —32z—2y=0
erfullen. Eine Parabel und eine Gerade kénnen sich aber in hochstens zwei
Punkte schneiden, deshalb ist die dritte Aussage ist falsch.

Wir iiberpriifen V f (—%, %) = 0. Die Hess'sche Matrix ist gegeben durch

‘ 2f(x,y)  0.0,f(x,y)\ (6xz =3
Hesse(/)(=.9) (ayaxf(xfjw %1 (r. 1) ) - (—3 —2> |

Die Hess'sche Matrix am Punkt (—%, %) ist

Hesse(/) (~2,9) = (ig j)

Da die Determinante dieser Matrix 9, also positiv, ist und das erste Element

—9 negativ ist, gemass dem Kriterium ist der kritische Punkt (—5 9) ein

2014
lokales Maximum. Somit ist die vierte Aussage falsch.

Bestimmen Sie die Steigung der Niveaulinie von f im Punkt (—1,0).

Hinweis: Verwenden Sie die Tangente an diese Niveaulinie.

Losung: Der Gradient V f(z,y) ist immer orthogonal zu Niveaulinien,
deshalb ist die Steigung der Niveaulinie von f in (—1,0) bestimmt durch
die Gerade, die orthogonal ist zu

V(—1,0) = @

1 Punkt fiir die Berechnung vom Gradient, 1 Punkt fiir die ldee, dass der
Gradient orthogonal zu den Niveaulinien ist. Die Gerade, die orthogonal zu

(g) im Punkt (—1,0) verlauft erfillt die Gleichung

3z+1)4+3y=0 <— y=-ao-—1

1 Punkt fiir die Gleichung der Tangente. Somit ist die Steigung —1. 1
Punkt fiir das korrekte, folgerichtige Resultat.

4 Punkte
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5. a) Wir betrachten die Flache S gegeben durch
z::c2+y2, 0<2z<1.

Benutzen Sie den Satz von Stokes, um den Fluss der Rotation vom Vektorfeld

y+1
?(x,y,z) =|z—x
x—2

durch S nach unten zu bestimmen. Das heisst, berechnen Sie
// rot(?) -7 dA
s

wobei 77 in negative z-Richtung zeigt. 7 Punkte

Losung: Mit dem Satz von Stokes geniigt es, das Kurvenintegral

§ Far

c

mit der passenden Richtung zu berechnen, wobei C' der Rand der Oberflache
S ist:

C:{(x,y,z)€R3‘x2—|—y2:1,z:1} (1 Punkt).

Der Punkt wird auch gegeben, wenn implizit erkannt wird, was der Rand
von S ist (e.g. aufgrund der Wahl der korrekten Parametrisierung).

10
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Wir parametrisieren C' mit

cos(t)
r(t) = | —sin(t) |, t € [0, 27]. (1 Punkt)
1

Wenn die Richtung der Parametrisierung so gewahlt worden ist, dass der
Fluss in negativer z-Richtung berechnet gibt 1 Punkt. Dieser Punkt wird
auch gegeben, wenn hier die Gegenrichtung gewahlt wird, aber am Ende
das Vorzeichen vom Fluss korrekt angepasst wird. Wir berechnen also

[[ ot (F

:7{ F-dr Stokes: 1 Punkt
—sin(t) + 1 — sin(t)
—/ 1-— cos(t - | —cos(t) | dt 1 Punkt
cos(t 0

2
:/ sin(t)? — sin(t) — cos(t) + cos(t)? dt 1 Punkt
0
=27.
Das korrekte Ergebnis 27 (resp. —27 bei falschlicher Parametrisierung von

C) gibt 1 Punkt.

b) Sei 8 ein quellenfreies Vektorfeld im ganzen R3.

Punk
Welche der folgenden Aussagen sind im Allgemeinen richtig? ’ e

Kreuzen Sie Ihre Antwort direkt auf diesem Aufgabenblatt an.
Es gibt ein Punkt pro Aussage und keine Begriindung wird erfordert.
Falsche oder mehrere Antworten werden mit null Punkten bewertet.

11
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richtig | falsch

@ Q Fir die drei Komponenten von 8 gilt tberall
g0

_>
Q @ Das Kurvenintegral j{ 8 - dr entlang einer
c

geschlossenen Kurve C' ist immer gleich 0.

@ O Der Fluss // 3 .7 dA durch eine

A
geschlossene Oberfliche A hinaus ist immer gleich 0.

Losung: Jedes richtige Kreuzchen in der Tabelle gibt 1 Punkt.

Die erste Aussage ist dquivalent zu div(G) = 0, was per Annahme (quellen-
frei) stimmt, weshalb die erste Aussage richtig ist.

Die zweite Aussage ist falsch - ein Gegenbeispiel ist gegeben durch das
Vektorfeld
. -y
F(z,y)=| =«
0

Die Divergenz ist 0 aber das Kurvenintegral ber den Kreis C' parametrisiert
durch 7(t) = (cost,sint, 0), t € [0, 27], verschwindet nicht:

. 9r [—SInt —sint o
% Fedr = / cost cost | dt = / (sint)? + (cost)® dt = 2.

Die dritte Aussage ist richtig — dies folgt aus dem Divergenzsatz und der

—

Annahme an die Divergenz div(G) = 0.

12
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6. Losen Sie das folgende Problem fiir die Wellengleichung:

U = Uz,
u(0,t) = 0,
uz(17 t) = 0,
uw(x,0) = 2cos?(3mx) — cos(Tmx)
u(z,0) = cos(4mx).

Sie diirfen hier die folgenden Basisldsungen ohne erneute Herleitung verwenden:

1, cos(nmt) - cos(nmx), sin(nnt)-cos(nwz), n=1,2,....

cos(26)

Hinweis: cos?f = % + = 7 Punkte

Losung: Die Losung ist von der Form

u(z,t) = Ag + JFZO:O (A, cos(nmt) + B, sin(nnt)) - cos(nmx) (1 Punkt).

n=1

Mit der gegebenen trigonometrischen ldentitat wird die Anfangsbedingung
u(z,0) = 2cos®(3mx) — cos(Tmr) = 1 + cos(6mz) — cos(7nz) (1 Punkt).
Da

u(z,0) = Ao+ > (An cos(nm0) + B, sin(er)) - cos(nmx)

=1
n =1 =0

erhalten wir Ag =1, Ag = 1, A; = —1 und A,, = 0 fir die restlichen n — korrekte
Wahl aller A,, gibt 2 Punkte; Losungen mit geringen Teilfehler werden ein Punkt
gegeben. Da

—— ——
=0 =1

u(z,0) = i_o:l (An(mr sin(nn0)) + B,nm COS(TMTO)) - cos(nmz),

die Bedingung wu(x,0) = cos(4wz) impliziert By = ;= und B, = 0 fir die
restlichen n — korrekte Wahl der B,, gibt 2 Punkte; Lésungen mit geringen
Teilfehler werden ein Punkt gegeben. Wir finden also als Losung

u(x,t) = 1+ cos(6mt) cos(6ma) — cos(Tmt) cos(Tmx) + 4= sin(4nt) cos(4mz).

Die ganz korrekte Losung gibt 1 Punkt.

13
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Fiir Aufgaben 7-31: Es gibt pro Frage zwei Punkte. Falsche oder mehrere Antworten
werden mit null Punkten bewertet. Nur Antworten auf dem Abgabeblatt werden

gezahlt.

7. In welchem Punkt z ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f(z) = 2z

gleich 17

Lésung: Die Ableitung f/(x) = 823 ist gleich 1 fir z = \3/% =1

2
8. Welche der folgenden Aussagen (iber die Funktion f(z) = Sx ] ist falsch?
2 —
(a) lim f(x) = +oo. (6) lim_f(z)=3.
(b) tim_f(2) =3, (@) lim () =0.

Losung: Mit der Regel von Bernoulli-L'Hopital lasst sich ermitteln:

Der Grenzwert fir x — —oo ist gleich. lim, o f(z) = 0 stimmt auch, weil der
Nenner gegen —1 konvergiert und der Zahler gegen 0. lim, 1 f(x) = 400 ist
falsch, da der Limes lim,_,; nicht existiert:

lim f(z) =400 # lir{{ flz) = —oc0

z—1t

9. Welche der folgenden Aussagen iiber die Extremwerte der Funktion
flz)=xzlnz

im Intervall [1,2] ist korrekt?

14
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a) Das Minimum ist 0 und das Maximum ist In 4.

b) Das Minimum ist 0 und das Maximum ist In(2e).

c) Das Minimum ist 1 und das Maximum ist In 4.

(a)
(b)
(c)
(d) Das Minimum ist 1 und das Maximum ist In(2e).

Losung: Es gilt
f'(x) =1+ In(z),

was fir z € [1, 2] strikt positiv ist. Insbesondere ist f(z) strikt monoton steigend
und somit ist f(1) = 1In(1) = 0 das Minimum und f(2) = 21n(2) = In(4) das
Maximum.

10. Wir betrachten einen Punkt (z,%) auf der Parabel 3y = 22 — 2 liegt. Sei ¢
der Abstand des Punktes (z,y) zum Ursprung (0,0). Schreiben Sie ¢ als eine
Funktion von z.

(a) l(z) = 3Vat + 52> + 4 (c) l(z) =zt —222+6
(b) £(z) = |z] (d) £(z) = gla* - 2|

x2—2

Losung: Die Punkte der Parabel haben der Form (z, "5

Abstand ist dann
U(z) = [a2 + (252

= %\/9$2+a:4—4x2+4
= %\/x4+5x2+4.

). Der gefragte

11. Die Differentialgleichung
y =€y’ +y)
geht durch Trennung der Variablen und Partialbruchzerlegung tiber in

1 1
(a)/(—) dy=e"+c wobei ¢ € R.

y y+1

15
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1 1
(b)/(—) dy=e"+c wobei ¢ € R.
)

2 1
(C)/<_y> dy=e"+c wobei ¢ € R.

2 1
(d)/(—) dy=e"+c wobei ¢ € R.

Losung: Es gilt

und fur ? + % = m <= A(y+ 1)+ By = 1 erhalten wir nach Einsetzen

vony =0und y = —1
A=1und B =—1,

1 1
L Ndy=c*+0C
/(y y—l—l) y=e+

was zu

fuhrt.

12. Welche Aussage iiber die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte der Gleichung

y =y 4y’
ist richtig?
(a) y =0 und y = 4 sind beide instabile Gleichgewichtspunkte.
(b) y =0 und y = 4 sind beide stabile Gleichgewichtspunkte.
(c) y = 0 ist ein stabiler Gleichgewichtspunkt und y = 4 ist instabil.
(d) y = 0 ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt und y = 4 ist stabil.

Losung: Diese Differentialgleichung ist autonom: y' = g(y), wobei

g(y) =y —4y® = > (y — 4).

16
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Die Gleichgewichtspunkte sind die Werte y, fiir die g(y) = 0, d.h.
y=0, und y = 4.

Falls y > 4, ist g(y) > 0, d.h. ¥ nimmt zu und deshalb ist y = 4 instabil.

Falls y < 0 (oder 0 <y < 4), ist g(y) <0, d.h. y = 0 ist instabil. Die folgende
Grafik verdeutlich nochmal die Instabilitat

—4 ® 1 —4— ® —p—
0 4
13. Welches der folgenden Integrale divergiert?
(a) /013321_1@5 (<) /;\}de
(b) Almgildx (d) :11_xdx

Losung: Mit PBZ finden wir ﬁ = % (# — x%rl) daher

z—1
[ e =30l =1~ Infe 1)+ C =TT 40, far0 <o <1

mit C' € R. Diese Stammfunktionen streben gegen —oo fiir x — 17. Insbesondere

divergiert [, = du.

Mithilfe von entsprechenden Stammfunktionen bestatigen wir, dass die anderen
drei Integrale konvergieren.

14. Sei z € C\{0}. Stets rein imaginar ist

(a) i (b) eilmz (c) il (d)

ilz]

NI‘N

17
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Losung: Fir z € C\{0} gilt

Andererseits konnen die anderen Ausdriicke nicht rein imaginare Werte annehmen,
z.B. wenn z = 7 gilt e/™* = 1, ¢l*l = —1 und =1

15. Welche der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen fiir reelle invertierbare n x n -
Matrizen A und B falsch?

(a) det(A+ B) =det A+ det B (c) det(AB) = det(BA)
(b) det(—A) =(—1)"det A (d) det(A™) = (det A)~*
Losung: Fir A = (é (1)> und B = —A gilt det(A + B) = det(0) = 0, aber

det(A) + det(B) = det(A) + (—=1)*det(A) = 2det(A) = 2 # 0. Also ist im
Allgemeinen det(A) + det(B) # det(A + B).

Die anderen Eigenschaften folgen aus der Haupteigenschaft der Determinante:

det(AB) = det A - det B.

16. Die Matrix
4 0 -2 3
-7 1 4 8
4 0 -2 6
0 0 0 5
hat die Eigenwerte 0, 1, 5 und ...
(a) 2. (b) —2. (c) 3. (d) —3.

18
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Losung: Die Summe der Eigenwerte (unter Berticksichtigung der Vielfachheiten)
ist gleich der Spur der Matrix. Somit erfillt der fehlende Eigenwert A

O+1+5+A=4+1-2+5 - A=2.

17. Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form
y/,+by,+C:0,

deren Nullstellen der charakteristischen Gleichung ein Paar von komplex konju-
gierten Zahlen, o + (34, sind. Dabei gilt o, 5,b,¢c € R und 8 # 0. Genau wann
bleiben alle Lésungen der Differentialgleichung fiir alle ¢ > 0 beschrankt?

(a) Wenn a < 0 und S beliebig. (c) Wenn o >0 und g < 0.
(b) Wenn av < 1 und 5 < 0. (d) Wenn o > 1 und S beliebig.

Losung: Die allgemeine reelle Lésung der homogenen DGL ist von der Form
y(t) = e (Acos(ft) + Bsin(Bt)).

= Wenn a = 0, sind alle Lésungen periodisch, daher beschrankt.

» Wenn a < 0, ist lim;_, ., e = 0, somit streben alle Lésungen gegen den
Ursprung und bleiben daher beschrankt.

» Wenn a > 0, wachsts e* gegen 400, somit bewegen sich alle nicht-trivialen
Losungen weit weg vom Ursprung und bleiben nicht beschrankt.

18. Welche ist eine Parametrisierung der folgenden Ellipse, jeweils mit ¢ € [0, 27]?

19
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Yy
0,5)
(=2,1) (2,1)
(0,-3)
@ () -(2me) @ (o) - ()
o () () @ () - ().

Losung: Die Ellipse hat Mittelpunkt (0, 1) und die - und y-Achsen als Haupt-
achsen mit Langen 2 und 4. Deshalb ist die korrekte Parametrisierung

xz(t)) (0 . 2sint) [ 2sint
y(t)) \1 4cost) \1l+4cost)’
Alternativ kdnnen wir die anderen Lésungen auch ausschliessen: In der z-Komponente
kann nicht w stehen, da das nie grosser als 1 werden kann. Somit kann zum
2sint : o
cos(t) — 1) nicht richtig
sein, da damit nur Werte mit y € [—2, 0] erreicht werden konnen.

Beispiel (2,1) nicht erreicht werden. Ausserdem kann (

19. Eine der folgenden Gleichungen stellt den skizzierten Kreis in Polarkoordinaten
dar. Welche ist es?
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20.

(
(

Y
a) r = —cos(f) (c) r =sin(26)
b) r = 0> (d) r = —tan(h)

Losung: Wir sehen, dass 6 €)%, 27| git. Somit hat sin(26) Werte in ] — 1, 1]

wiahrend r nur nicht-negative Werte annimmt. Also ist r = sin(26) falsch. Weiter
nimmt auch tan(f) alle Werte in R an. Also ist r = — tan(f) ebenfalls falsch.
Der Zusammenhang r = 62 passt auch nicht, da r fiir # > 7 kleiner wird als
Funktion von 6. Also muss r = cos(¢) sein.

Alternativ konnen wir spezielle Punkte einsetzen: r = 0,0 = 7 liegt im Kreis,
erfillt aber die Gleichungen r = 6% und r = — tan(6) nicht. Ebenso liegt der
Punkt § = 7 mit » > 0 auf dem Kreis, erfiillt aber die Gleichung r = sin(20)
nicht.

Alternativ benutzen wir die kartesischen Koordinaten, in welcher der Kreis gegeben

ist durch die Gleichung
Rt
T+ 5 v=1\3) -

Setzen wir x = r cos(f) und y = rsin(#) ein, so finden wir die Gleichung

% + 1 cos(f) + <;>2 = (;)2 :

Dies ist aquivalent zu r = — cos(0).

Die Schnittkurven von Ebenen der Form y = Konst. mit dem Graphen der
Funktion f(x,y) = 22y — 3y* + y sind
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21.

22.

(a) Geraden. (c) Parabeln.
(b) Ellipsen. (d) Hyperbeln.

Losung: Die Funktion f(z,y) hangt linear von = ab. Deshalb sind die Schnitt-
kurven Geraden.

Sei )
T(x,y) =1—2x 4 —(2* +¢°)
e

das quadratische Taylorpolynom im Punkt (z,y) = (0,0) einer Funktion der
Form
f(z,y) = In(z* + y* +e) + 2ka.

Dann gilt
(a) k=-1 (c) k=1
(b) k= -2 (d) k=2

Losung: Wir berechnen die erste Ableitung von f beziiglich x:

2

(2,y) = 55— + 2k
Loy = mme ™t

Am Punkt (0,0) ist sie
£.(0,0) = 2k.

Bis Grad 1 ist das Taylorpolynom gleich

T<Iay) = f(OvO) + fm(070)x + fy(0,0)y +...

Vergleichen wir den Summanden mit = mit der gegebenen Formel fiir 7" sehen
wir, dass 2k = —2 sein muss. Also ist £k = —1.

Welcher Punkt P = (x,y) auf dem Hyperbelast 2> — 3> = 4, x > 0, hat den
kleinsten Abstand vom Punkt (0,2)7
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Losung: Wir minimieren die Funktion
f(z,y) = 2° + (y — 2)* = (Abstand zwischen (z,y) und (0,2))?
auf dem Hyperbelast mit der Parametrisierung = = /4 + 3°.

Wir setzen die Parametrisierung ein und erhalten eine Funktion, die nur von y

abhangig ist:
fy)=r <\/4+y2,y) =44y +(y—2)°
=2y —4y+8
Um das Minimum zu finden, leiten wir ab:
fly) =4y — 4.

Also ist y = 1 der eindeutige kritische Punkt. Es ist ein Minimum (f”(1) = 4 > 0).
Der zugehérige Punkt auf der Hyperbel ist (v/4 + 12,1) = (v/5,1).

23. Fiir welches b ist das Doppelintegral

b pmw
/ / ysinx dx dy
o Jo

gleich 27
(a) b=+2. (c) b=2V2.
(b) b="%. (d) b=3

Also muss b = 2 sein, also ist b = /2.
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24. Wir betrachten ein Integral der Form

1 2 22
/ / / f(z,y,2)dzdx dy.
0o Jo Jo

Welches ist das entsprechende Integrationsgebiet?

z z
A X+z=2

Losung: Es gilt y € [0, 1], somit fallen zwei Moglichkeiten bereits weg. Weiter
gilt z € [0,2 — 2y], das heisst, 0 < z < 2 — 2y. Die Gleichung z = 2 — 2y ist
genau 2y + z = 2, somit muss (a) die richtige Losung sein.

25. Das Integral
// V4 — a2 —y?dxdy
B

tber das Gebiet
B={(zy)|2,y<01<a2?+y* <4}
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betragt

0 %5

Losung: In Polarkoordinaten (7, 0) ist B gegeben durch r = /a2 + 42 € [1, 2]
und 0 € [, 27]. Koordinatentransformation ergibt

2 %
// \/4—x2—y2dxdy:// V4 —r2rdrdf
B 1 Jr
2
:g/ V4 —r2rdr
1

Sollten wir die Stammfunktion von v/4 — r2r nicht gleich erraten, so kdnnen wir
die Substitution u = 4 — r? verwenden, um das Integral zu berechnen.

26. Welches Vektorfeld passt zu dieser Zeichnung?

Yy

S AT
I AT
\XL‘Z\/KKK</’/
NNV e T
\\\J&V N
v D S "
NI N
\N>\A,«N’YT7\//'
N\)A\(KF\R/KT/\/\
ﬁA(\&"\‘“\\\XT{
PR SN \\/\
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Losung: Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass fiir x = y das Vektorfeld Null
2,2
ist. Das ist nur fir ? = (xx _z ) erfillt. Zum Beispiel kénnen wir den Punkt

G) einsetzen, um zu sehen, dass die anderen Vektorfelder dort nicht Null sind.

27. Welches der folgenden Vektorfelder ? besitzt ein Potential auf R??

@ P = (177 © Fan= (")

z—y 21y
® Pl = (27 1) @ Pl = (477

_ 2
Losung: Die Vorticity von ?(x,y) = <i+3y/> ?(m,y) = (iQ _fy) und

2
F(I,y) = <$2xyy> ist jeweils # 0. Deshalb besitzen diese Vektorfelder kein

Potential. Die Funktion g(z,y) = 2y — 3=

Vo(z,y) = <y B x) ~

r—y

2 — 2y? erfiillt

28. In welchem der folgenden Gebiete ist das Vektorfeld

Glr,y) = T Jlr TR (;y_+23>

ein Gradientenfeld?
Hinweis: Die Vorticity von & ist Null fir alle (z,y) # (2,3).
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a) In der Halbebene y < 0.

b) Im ersten Quadrant ohne den Punkt (2, 3).

c) Im Kreisring 1 < (z —2)?+ (y — 3)? < 2.

(a)
(b)
()
(d)

d) In der Ebene R? ohne die Strecke vom Ursprung zum Punkt (2,3).

Losung: Vektorfelder mit Vorticity Null sind auf einfach zusammenhéangenden
Gebieten immer Gradientenfelder. Die Halbebene y < 0 ist einfach zusammen-
hangend und 8 hat auf diesem Gebiet lberall Vorticity Null. Also ist 8 auf der
Halbebene y < 0 ein Gradientenfeld.

Bemerkung: Die anderen Gebiete sind nicht einfach zusammenhangend (“sie
haben Locher”) und deshalb ist es moglich, dass 8 dort kein Gradientenfeld ist.
Tatsachlich ist das der Fall: das Kurvenintegral entlang eines Weges um (2, 3) ist
nicht Null.

29. Welche der folgenden Parametrisierungen (mit (u, v) varierend auf einem Quadrat)
konnte die skizzierte Flache darstellen?
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Losung: Das Bild zeigt den Graphen einer Funktion f(z,y). Fur |z, |y| — oo
geht der Funktionswert f(x,y) gegen Null. Die einzige Funktion der Auswahl,
die das erfiillt, ist f(z,y) = e~*~v* . Also muss

u
(u,v) = v
e u v

30. Wie viel betragt der Fluss vom Vektorfeld

?@’ 4) = <2x — xcos(xy))

x + y cos(zy)

richtig sein.

durch den Kreis 22 + 3> = 1 nach aussen?

(a) 2w (b) = (c) —27 (d) —m

Losung: Der Kreis C' = {z% + y?> = 1} umschliesst die Einheitskreisscheibe
D = {2? + y* < 1}. Mit dem Satz von Green berechnen wir

%? ds-// dF1+dF2 da:dy

= // 2 — cos(zy) + zysin(xy) + cos(zy) — zysin(xy) dx dy
D

:2// dx dy
D

= 2.

31. Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
Ugy = Upr — SU.
Mit dem Separationsansatz
u(z,t) = X(x)T(t)

zerféllt diese PDE in ein System von ODE's fir X (x) und T'(t) in Abhangigkeit
von einem Parameter k& € R. Welches System?

28



A. Cannas Mathematik | & Il Sommer 2023

a) X" —kX =0 und T"—(k+3)T =0.

X'"—kX =0 und T"—kT =0.

(a)
(b) X" —kX =0 und T"+ (k—3)T =0.
()
(d)

d) X" —kX =0 und 7"+ kT =0.

Losung: Wir berechnen die partiellen Ableitungen des Ansatzes:
Uzz (2, 1) = Xpo(2)T'(2)

und

u(x,t) = X (2)Tyu(t).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
Xow ()T (t) = X ()T (t) — 3X (2)T(t) = X (x)(Tyu(t) — 3T(t)).
Teilen durch X (x) und T'(t) ergibt, dass

X// T// _ 3T
X T

gleich einer Konstante k& (unabhéngig von = und t) ist. Somit bekommen wir
zwei ODE's:

X"=kX und T" — 3T = kT.
Das ist aquivalent zu

X'"—kX=0 und T"—(k+3)T=0.
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