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Vorwort

Etwa zwanzig Jahre sind vergangen seit dem Erscheinen derjenigen Lehr-
biicher der Graphentheorie, die bis heute fiir die meisten Grundvorlesun-
gen den inhaltlichen Rahmen setzen. Der hierin geschaffene Kanon hat
die Graphentheorie geprigt, und er wird sie weiter prigen.

Gerade in der Graphentheorie jedoch hat sich in den letzten Jah-
ren einiges getan. Die Vernetzung von Methoden und Resultaten hat
zugenommen, es sind tiefe neue Sétze bewiesen worden, ja ganze Zwei-
ge sind neu entstanden: man denke etwa an den Briickenschlag zwi-
schen ehemals so unversohnlichen Invarianten wie chromatischer Zahl
und Durchschnittsgrad durch den Begriff der Listenfirbungen, an den
Einzug probabilistischer Methoden und des Regularititslemmas in die
extremale Graphentheorie oder die Ramseytheorie, oder an die Theorie
der Baumzerlegungen und Minoren mit ihren Verbindungen zur topolo-
gischen Graphentheorie — um nur einige Entwicklungen anzusprechen.

Die Zeit scheint daher reif fiir eine Neubesinnung: was sind heute
die Grundpfeiler der Graphentheorie, die einer einfiihrenden und doch
in die Tiefe zielenden Vorlesung das Fundament geben kénnen?

Dieses Buch mochte Material fiir eine solche Vorlesung anbieten.
Ich habe dabei den Spagat versucht, die zur Orientierung notwendige
Schlankheit und Konzentration auf Wesentliches mit so ausfiihrlicher
Darstellung im Detail zu verbinden, dass sowohl die wichtigsten iiber-
greifenden Ideen als auch jeder einzelne Beweis dem Selbststudium und
einer unabhéngigen Vor- oder Nachbereitung zugénglich werden.

Mein Hauptanliegen war es also, die mir als besonders grundlegend
erscheinenden Resultate und Methoden moglichst genau darzustellen
und zu illustrieren. Fast jedes Kapitel enthilt dementsprechend neben
den Grundtatsachen seines Gebietes mindestens einen anspruchsvolleren
Satz, dessen Beweis jedoch genauso im Detail dargestellt ist wie die
kiirzeren Beweise. Nicht ohne Unbehagen bemerkte ich dann bald, dass
diese etwas anspruchsvolleren Beweise im Druck zuweilen in der Tat recht
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lang aussehen! Ich hoffe jedoch, dass gerade die relative Ausfiihrlichkeit
ihrer Darstellung letztlich die Lesezeit minimiert. . .

Entsprechend dem genannten Doppelziel bin ich bei der Auswahl
des dargestellten Materials recht restriktiv gewesen: im Zweifelsfall ha-
be ich lieber fiir einen zentralen Satz zwei oder drei verschiedenartige
Beweise dargestellt als zwei oder drei dhnliche Sédtze mit dhnlichen Be-
weisen aneinanderzureihen. Besonders in dieser Hinsicht ist der Text also
bewusst als einfithrendes Lehrbuch geschrieben, nicht als Monographie
mit dem Anspruch einer umfassenden Darstellung und Einordnung des
vorhandenen Materials.

Der Text ist einerseits unmittelbar verwendbar als Skriptum einer
Vorlesung, lasst durch seine Konzentration in der Stoffwahl jedoch an-
dererseits dem Vorlesenden bewusst Raum zur weiteren Ausgestaltung.
Eine denkbare Alternative zu kapitelweisem Vorgehen ist es, in einer
ersten Vorlesung nach Kapitel 0 die jeweils einfacheren Abschnitte der
Folgekapitel durchzunehmen, ergénzt je nach Horerkreis vielleicht durch
Algorithmen, und die mathematisch tieferen Sétze einer weiterfiithrenden
Vorlesung vorzubehalten.

Die zum Versténdnis des Textes notigen Vorkenntnisse beschranken
sich auf einige Grundbegriffe aus der linearen Algebra fiir Kapitel 0.9, aus
der Topologie (wie man sie im Analysis-Grundstudium kennenlernt) fiir
Kapitel 3, und aus der Wahrscheinlichkeitstheorie fiir Kapitel 9. (Genau
genommen wird dort sogar nur der Begriff des Wahrscheinlichkeitsrau-
mes selbst vorausgesetzt; alle anderen Begriffe und Hilfsmittel werden
noch einmal knapp aber explizit eingefiihrt.)

Die Bezifferung der Sétze, Propositionen, Lemmas und Korollare
erfolgt einheitlich im ganzen Buch durch drei Ziffern: Korollar 1.2.3
etwa findet sich in Kapitel 1, Abschnitt 2, und es folgt auf Satz 1.2.2.
Mit dem Prédikat ,,Satz“ bin ich sicher etwas sparsamer umgegangen, als
es iiblich ist — in der Absicht, zur besseren Orientierung die besonders
zentralen Resultate entsprechend hervorzuheben. In den Notizen am
Ende eines jeden Kapitels finden sich Hinweise auf weitere Literatur,
darunter auf die Originalquellen aller Sitze, deren Quellenangabe nicht
in einer der zitierten Monographien oder Ubersichtsartikel zu finden ist.
Das Symbol O bezeichnet meist das Ende eines Beweises. Steht es direkt
im Anschluss an die hervorgehobene Aussage selbst, so soll es andeuten,
dass der Beweis dieser Aussage nach dem zuvor Gesagten klar sei — und
ist eine Aufforderung, dies zu iiberpriifen! Tiefere Sitze, die ohne Beweis
zitiert werden, sind entsprechend durch das Fehlen des [J-Symbols als
solche zu erkennen.

Um die praktische Vorbereitung einer Vorlesung, die auf diesem
Buch oder Teilen daraus aufbaut, zu erleichtern, sind zu Beginn eines
jeden Beweises in der Randspalte die Nummern derjenigen Resultate
aufgefiihrt, die in den Beweis eingehen und daher vorher behandelt oder
zumindest erwdhnt sein sollten. Diese Nummern sind in runde Klam-
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mern gesetzt: der Verweis (3.1.2) im Rand neben dem Beweis von Satz
3.3.2 etwa besagt, dass das Lemma 3.1.2 in diesem Beweis verwendet
wird. Entsprechend findet sich bereits in der Randspalte neben Lemma
3.1.2 in eckigen Klammern der Hinweis [3.3.2] darauf, dass dieses Lemma
einmal im Beweis von Satz 3.3.2 Verwendung finden wird. Diese Ver-
weise in den Randspalten beriicksichtigen nur Abhéngigkeiten zwischen
Resultaten aus verschiedenen Abschnitten (sowohl desselben Kapitels als
auch verschiedener Kapitel). Verweise innerhalb eines Abschnitts gibt
es nicht; jeder Abschnitt bildet von der Darstellung her eine Einheit und
sollte entsprechend von vorne gelesen werden. Wem all dies zu aufwendig
ist, der kann sich einfach an die natiirliche Reihenfolge der Kapitel und
ihrer Abschnitte halten: mit zwei — deutlich im Text gekennzeichneten —
Ausnahmen greifen Beweise stets nur auf frither behandelte Resultate
zuriick.

Wer ein Lehrbuch schreibt, muss sich fiir eine Terminologie ent-
scheiden — und setzt damit die Freundschaft all jener aufs Spiel, deren
Herz an einer anderen héngt. Ich habe lange tiberlegt, ob ich iiberhaupt
eine deutsche Fassung dieses Buches schreiben sollte. Dies zu tun, dann
aber die wohletablierte deutsche Terminologie weitgehend durch Ang-
lizismen zu ersetzen (wie es im lockeren deutschen Sprachgebrauch ja
durchaus verbreitet ist), erschien mir jedoch als absurd — und das Studi-
um eines Anfingers auch nicht gerade erleichternd. Der Text folgt daher
im wesentlichen der auf Konig und Wagner zuriickgehenden deutschen
Begriffsbildung;! Andersdenkende bitte ich um Nachsicht! Um dennoch
ein wenig beim Briickenschlag zur englischen Terminologie zu helfen, gibt
das Hauptregister am Ende des Buches zu jedem deutschen Fachwort in
Klammern das in der englischen Fassung dieses Buches verwendete Wort,
und der englisch-deutsche Index gibt fiir die gebréuchlichsten englischen
Ausdriicke neben der Textstelle ihrer Definition auch ihre deutsche Ent-
sprechung an.

Fast jedes Buch enthélt Fehler, und dieses Buch wird kaum eine
Ausnahme sein. Alle, denen verbliebene Fehler oder Verbesserungsmog-
lichkeiten auffallen, bitte ich herzlich, sie mir mitzuteilen: entweder di-
rekt, oder iiber

http://www.springer.de/catalog/html-files/deutsch/math/3540609180.html

Dies ist die zu diesem Buch gehorige Web-Seite bei Springer: dort wird
es neben der Verlagsinformation einen link geben zu einer von mir un-
terhaltenen Seite, die unter anderem notwendig gewordene Korrekturen
in moglichst lesbarer Form bereitstellen soll.

An einem Lehrbuch ist fast nichts wirklich neu; selbst Stil und Mate-
rialauswahl sind unumgénglich durch Vorbilder gepréigt. Das Lehrbuch,

I mehr dazu in den Notizen zu Kapitel 0
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welches mich gepriagt hat wie kein anderes, ist jenes am Anfang dieses
Vorworts bereits mit angedeutete Springer-Buch von B. Bollobds: in der
Vorlesung seines Autors, die jenes Buch nachzeichnet, habe ich meine er-
ste Graphentheorie gelernt. Alle, die jenes Buch kennen, werden seinen
Einfluss hier spiiren — bei allen Unterschieden in Stoff und Darbietung.

Weiter geht mein Dank an alle, die mir durch Rat bei der Stoff-
auswahl, durch Literaturhinweise, oder bei der Fehlersuche geholfen ha-
ben. Besonders profitiert habe ich von der Hilfe von N. Alon, Th. An-
dreae, W.A. Deuber, R. Halin, M. Hintz, A. Huck, R. Klimmek, D. Kiihn,
L. Lovész, W. Mader, J. Negetiil, P. Niemeyer, H.J. Promel, A. Schrijver,
A.D.Scott, D.Seese, P.D.Seymour, A.Steger, M. Stiebitz, Th. Sziics
(fiir die Abbildungen), R.Thomas, C.Thomassen, B.Toft, W. Vogler,
K. Waas und G.M. Ziegler. Ganz besonders danken aber méchte ich mei-
nem Mitarbeiter und Kollegen Tommy R. Jensen: er hat die Entstehung
dieses Buches kritisch begleitet von der Konzeption der am schwierigsten
darzustellenden Beweise bis hin zu all den fehlenden Kommas, er hat
mich viel iiber Farbungen gelehrt und alles, was ich iiber k-Fliisse weif3,
und er hat bei all diesem nie seinen Gleichmut verloren, wenn ich mich
einmal mehr entschied, einen von ihm gefundenen Fehler lieber groziigig
zu ignorieren als durch seine Korrektur den vermeintlichen Textfluss zu
hemmen. ..

So wiinsche ich allen Lesern viel Freude an der hier dargestellten
Mathematik, und ich selbst freue mich auf alle kritischen Kommentare.

RD, im Juni 1996

Zur zweiten Auflage:

Die vorliegende zweite Auflage enthélt neben Korrekturen, Glattungen
im Text und einer Reihe von Vereinfachungen in den Beweisen einige
Zusétze.

So bietet das Zusammenhangskapitel jetzt zwei wunderschéne und
ganz kurze neue Beweise des Menger-Satzes von Goring (bzw. Bohme,
Géring und Harant). Im ersten Kapitel gibt es eine formale Einfithrung
normaler Spannbdume — den Informatikern als Tiefensuchbiume be-
kannt — sowie der durch Spannbdume induzierten Baumordnung auf
der Eckenmenge eines Graphen. Das Paarungskapitel enthélt zuséitzlich
einen direkten Beweis des Satzes von Tutte iiber 1-Faktoren, das Kapitel
iiber Teilstrukturen einen Beweis von Lemma 6.4.3, der die Anwendung
des Regularitdtslemmas besonders schon illustriert, und das Minoren-
kapitel eine noch ausfiihrlichere Behandlung von Baumzerlegungen und
Baumweite.

Am deutlichsten veréindert hat sich in der Tat das Minorenkapitel:
unter anderem bietet es jetzt einen kurzen Beweis des Dualitétssatzes
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zur Baumweite — einen Beweis, der nur in diesem Buch zu finden ist
(und in der englischen Parallelausgabe).

Neu ist schlieflich der Anhang mit Losungshinweisen zu den Ubungs-
aufgaben. Diese sind im wesentlichen von Tommy Jensen erarbeitet
worden, dem ich dafiir herzlich danke. Wer sich gleich nach dem Le-
sen einer Aufgabe den entsprechenden Hinweis anschaut, wird diesen
vielleicht nicht immer besonders erhellend finden. Das ist durchaus so
gemeint: Sinn der Hinweise ist natiirlich nicht, die eigene Beschéftigung
mit den Aufgaben zu ersetzen, sondern demjenigen auf die richtige Spur
zu helfen, der die Fragestellung bereits verstanden und sich eine zeitlang
mit der Aufgabe beschiiftigt hat, aber vielleicht einem falschen Ansatz
gefolgt ist. Insbesondere sind die Aufgaben auch mit den Hinweisen fiir
die Ubungsgruppenarbeit parallel zur Vorlesung geeignet.

Erginzend sei noch auf die englische Ausgabe des Buchs verwiesen
(Springer GTM 173). Dort finden sich unter anderem ein neuer Beweis
(von Gasparian) des Satzes iiber perfekte Graphen von Lovdsz, ein Be-
weis des Regularitédtslemmas, sowie in der zweiten Auflage ein kurzer
Beweis (8 Seiten) des fundamentalen Satzes 10.4.3 von Robertson &
Seymour, dass hohe Baumweite jeden plattbaren Graphen als Minor
erzwingt.

Die Web-Seiten dieses Buchs sind mir nach Hamburg gefolgt und
jetzt in

http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel /books/graphentheorie/

beheimatet. Dort finden sich, wie bisher, auch die aktuellen Korrek-
turen — {ibrigens nicht in ermiidendem Logbuch-Format sondern schén
lesbar als Randbemerkungen im PDF-Bild der Originalseite.

Mein Dank geht an alle, die durch Anregungen und Kritik diese
zweite Auflage haben verbessern helfen. Ich bleibe auch weiterhin an
Verbesserungsvorschlidgen und Korrekturen interessiert!

RD, im Juli 2000

Zur dritten Auflage:

Mit der dritten Auflage ist nun auch die deutsche Ausgabe dieses Buchs
erwachsen geworden*: hinkte sie in den ersten beiden Auflagen dem
englischen Original noch hier und da ein wenig hinterher, so ist sie ihm
jetzt durchweg im Detail angeglichen und damit fast ebenbiirtig. Es
gibt weiterhin drei groflere Teile, die sich nur in der englischen Ausgabe
finden: das auch dort neue Kapitel iiber unendliche Graphen, den Beweis


http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel/books/graphentheorie/
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des Regularititslemmas, und zwei Beweise aus dem Minorenkapitel.?
Der gesamte Rest jedoch ist jetzt eins zu eins tibertragen. Ganz erheblich
geholfen dabei hat mir Melanie Win Myint; ihr gebiihrt dafiir — wie auch
fiir die Erstellung des Besten Registers Aller Zeiten — mein aufrichtiger
Dank.

Was also ist neu? Eine ganze Menge. Zum einen habe ich Themen
neu aufgenommen, die in den letzten Jahren Gegenstand neuerer Ent-
wicklungen waren und daher in einer modernen einfithrenden Darstellung
der Graphentheorie nicht fehlen sollten. Dazu gehoéren durchaus einige
Klassiker — etwa der Satz von Erdds und Pésa, oder stabile Paarungen —
aber auch ganz neue Ergebnisse, wie der Struktursatz von Robertson und
Seymour fiir die Graphen, die einen beliebigen fest vorgegebenen Minor
nicht enthalten. Dieser Satz spielt eine zunehmend zentrale Rolle nicht
nur in der Minorentheorie, ist aber nirgendwo sonst in kompakter Form
nachzulesen. Auch hier braucht die Darstellung allein seiner Aussage,
einschliefllich aller notwendigen Begriffe, eine ganze Seite — doch es lohnt
sich!

Weiter gibt es jetzt noch mehr Hintergrundsanalysen zu wichtigen
Beweisen, die dem Leser ihre Entstehung und wichtigsten Ideen nahe-
bringen sollen. Ein typisches Beispiel etwa ist eine nachtrigliche Analyse,
wie genau das Regularititslemma im Beweis des Satzes von Erdés und
Stone zur Anwendung kommt: wihrend der Beweis selbst mit der nicht
nachvollziehbaren Wahl aller relevanten Parameter fiir das Regularitéits-
lemma beginnt, geht die nachtrigliche Analyse von den leitenden Ideen
aus und endet mit der dadurch nach und nach determinierten Wahl der
Parameter.

Schliellich gibt es eine Unmenge an Verbesserungen im Detail, ein-
schlieBlich einiger eleganter neuer Beweise klassischer Sitze. Bereits gut
eingefithrte Beweise habe ich dabei in der Substanz nicht angetastet,
sondern allenfalls noch ein wenig geglidttet: wer das Buch bereits als
Vorlesungstext benutzt und gemocht hat, kann seine Notizen dazu wei-
terhin verwenden. ..

Einmal mehr geht mein Dank an alle, die durch Hinweise und An-
regungen zur Verbesserung oder Konsolidierung dieser Neuauflage bei-
getragen haben. Dazu gehoren nicht zuletzt die Horer meiner Graphen-
theorie-Vorlesung im Wintersemester 2005/06: bis wenige Tage vor
Drucklegung haben sie das Skript gepriift und Verbesserungen vorge-
schlagen. Etliche werden jetzt ,ihren“ Beitrag im Text wiederfinden. ..
Allen bisherigen und neuen Lesern ein weiteres Mal viel Freude!

RD, im Januar 2006

2 Dies sind der Beweis des Struktursatzes (10.4.3) von Robertson und Seymour
fiir die Graphen ohne einen gegebenen pléattbaren Minor, sowie der darauf aufbauende
Beweis des ,,allgemeinen Kuratowskisatzes*, dass die Einbettbarkeit in eine gegebene
Fliche stets durch das Verbot nur endlich vieler Minoren charakterisierbar ist.
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0 Grundbegriffe

In diesem Kapitel stellen wir in relativ kompakter Form die in der Gra-
phentheorie iiblichen Grundbegriffe zusammen. Gliicklicherweise sind
fast all diese Begriffe und ihre Bezeichnungen anschaulich und ganz leicht
zu merken; schwierigere Begriffsbildungen, die erst vor dem Hintergrund
gewisser Sachverhalte natiirlich werden, fithren wir dann jeweils spéter
ein.

Bereits ab Abschnitt 0.2 werden wir schon laufend kleinere aber
wichtige Tatsachen beweisen, um so die neuen Worthiilsen gleich mit
etwas Leben zu erfiillen. Héaufig wird uns dabei die Frage leiten, wie
verschiedene soeben definierte Grapheninvarianten voneinander abhén-
gen: diese Frage zieht sich wie ein roter Faden durch wesentliche Teile
der Graphentheorie, und es ist gut, von Anfang an ein Gespiir dafiir zu
entwickeln.

Die Menge der natiirlichen Zahlen, einschliellich der Null, bezeich-
nen wir mit N. Mit Z,, bezeichnen wir den Restklassenring Z/nZ der gan-
zen Zahlen modulo n; seine Elemente schreiben wir kurz als ¢ := i 4+ nZ.
Ist « eine reelle Zahl, so bezeichnet |z] die grofite ganze Zahl < z, und
[x] die kleinste ganze Zahl > x. Mit log bezeichnete Logarithmen haben
die Basis 2. Eine Menge A = {A;,..., A;} disjunkter Teilmengen einer
Menge A ist eine Partition von A, wenn |JA := Ule A; = Aist und
A; # 0 fiir jedes i. Mit [A]* bezeichnen wir die Menge aller k-elementigen
Teilmengen von A. Wir verwenden den Ausdruck ,entweder ... oder*
synonym mit ,oder”, also im einschliefenden Sinne; die langere Version
dient lediglich dem Ziel groflerer syntaktischer Klarheit. Die Worte ,,ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit® kiirzen wir als ,o0BdA* ab.

N

L,

2], [«]
log

U4
Partition

[A]*
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2 0. Grundbegriffe

0.1 Graphen

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) disjunkter Mengen mit E C [V]?
die Elemente von E sind also 2-elementige Teilmengen von V. Die Ele-
mente von V nennt man die Ecken (oder Knoten) des Graphen G, die
Elemente von FE seine Kanten. Bildlich kann man G darstellen, indem
man seine Ecken als Punkte zeichnet und zwei dieser Punkte immer
dann durch eine Linie verbindet, wenn die entsprechenden Ecken eine
Kante sind (Abb. 0.1.1). Wie man diese Punkte und Linien zeichnet,
ob gerade oder geschwungen, disjunkt oder iiberkreuz, ist eine Frage der
ZweckmiBigkeit und der Asthetik: die formale Definition eines Graphen
ist jedenfalls von seiner bildlichen Darstellung unabhéingig.

Abb. 0.1.1. Der Graph auf V = {1,...,7} mit der Kantenmenge
E = {{la 2}7 {13 5}7 {23 5}7 {37 4}a {57 7}}

Ein Graph G = (W, F) ist ein Graph auf W; seine Eckenmenge
W bezeichnen wir mit V(G), seine Kantenmenge F mit F(G). Statt
v € V(G) oder e € E(G) schreiben wir gelegentlich auch einfach v € G
oder e € GG. Der Graph G heifit endlich bzw. unendlich je nachdem, ob
V(G) endlich oder unendlich ist. Ist nichts anderes gesagt, so sind unsere
Graphen endlich. Statt |V(G)| schreiben wir auch |G| und nennen |G|
die Ordnung von Gj statt |E(G)| schreiben wir ||G]||.

Den leeren Graphen (0,0) bezeichnen wir kurz mit (). Einen Gra-
phen der Ordnung O oder 1 nennen wir trivial. Manchmal, etwa bei
Induktionsanfingen, kommen triviale Graphen gelegen; anderswo bilden
sie ldstige Ausnahmen. Um die Darstellung der wesentlichen Aussagen
nicht unno6tig zu verkomplizieren, werden wir solche Ausnahmen, ins-
besondere fiir den leeren Graphen (, in der Regel nicht explizit nennen
sondern grofiziigig ignorieren.

Eine Ecke v und eine Kante e inzidieren miteinander und heiflen
inzident, wenn v € e gilt. Die beiden Ecken einer Kante sind ihre End-
ecken, und sie verbindet diese Ecken. Fiir eine Kante {z,y} schreiben
wir kiirzer auch xy (oder yz). Ist z € X C Vundy € Y C V| so
ist xy eine X-Y - Kante. Die Menge aller X—Y - Kanten in einer Menge
E bezeichnen wir mit E(X,Y); fir E({z},Y) und E(X, {y}) schreiben
wir kurz E(x,Y) und E(X,y). Die Menge E(v,V ~ {v}) aller mit v
inzidenten Kanten bezeichnen wir mit E(v).
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Zwei Ecken z,y von G sind (adjazent oder) benachbart in G und
heiflen Nachbarn voneinander, wenn xy € E(G) ist. Zwei Kanten e # f
sind benachbart, falls sie eine gemeinsame Endecke haben. Sind je zwei
Ecken von G benachbart, so heifit G wvollstindig. FEinen vollstdndigen
Graphen auf n Ecken bezeichnen wir mit K"; ein K3 ist ein Dreieck.

Paarweise nicht benachbarte Ecken oder Kanten nennt man wun-
abhdngig. Formaler: eine Teilmenge von V oder von E heifit unabhdngig,
wenn ihre Elemente paarweise nicht benachbart sind. Unabhéngige
Eckenmengen nennt man auch stabil.

Im Folgenden sei G’ = (V’, E’) ein weiterer Graph. G heifit isomorph
zu G', geschrieben G~G’, wenn es eine Bijektion ¢: V — V' gibt mit
zy € E & o(x)p(y) € E' fiir alle z,y € V. Eine solche Abbildung ¢ ist
ein Isomorphismus; ist G = G’, so nennt man ¢ einen Automorphismus
von G. Wir unterscheiden meist nicht zwischen isomorphen Graphen,
schreiben also G = G’ statt G ~ G, sprechen von ,,dem* vollstindigen
Graphen auf 17 Ecken usw. Wollen wir in informellem Sprachgebrauch
ausdriicken, dass es uns bei der Beschreibung eines Graphen nur um
seinen Isomorphietyp geht, so nennen wir den Graphen abstrakt.

Eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse von Graphen nennen
wir eine Figenschaft von Graphen. ,FEin Dreieck zu enthalten® etwa ist
eine Grapheneigenschaft: hat G drei paarweise benachbarte Ecken, so
hat auch jeder zu G isomorphe Graph drei solche Ecken. Eine Funktion,
die Graphen als Argumente hat und isomorphen Graphen gleiche Werte
zuordnet, nennt man eine (Graphen-) Invariante. Eckenzahl und Kan-
tenzahl sind einfache Grapheninvarianten; die grofite Anzahl paarweise
benachbarter Ecken etwa wire eine weitere.

Wir setzen GUG':= (VUV/, EUE ) und GNG':= (VNV',ENE").
Ist GNG' = 0, so heifen G und G’ disjunkt. Gilt V' C V und B’ C E,
so ist G’ ein Teilgraph von G (und G ein Obergraph von G'), geschrieben
G’ C @. Informell sagen wir hiufig einfach, dass G den Graphen G’
enthdlt. Der Teilgraph G’ heifit induziert oder aufgespannt (von V'
in G), wenn er alle Kanten xy € E mit x,y € V' enthilt. Einen solchen
induzierten Teilgraphen nennen wir einen Untergraphen. Wir bezeichnen
G’ dann auch mit G[V']; dies ist also der Graph auf V', dessen Kanten
genau die Kanten von G sind, deren Endecken beide in V’ liegen. Ist G’
ein Teilgraph von G (aber nicht notwendig ein Untergraph), so schreiben

G G’ G"

Abb. 0.1.2. Ein Graph G mit Teilgraphen G’ und G"":
G’ ist Untergraph von G, G” ist es nicht.
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wir statt G[V(G’)] auch kiirzer G[G']. Umgekehrt nennt man G’ C G
einen aufspannenden Teilgraphen von G, wenn V'’ ganz G aufspannt,
d.h. wenn V' =V ist.

3 Je—e5

5
Gud G-@G GnaG

Abb. 0.1.3. Vereinigung, Differenz, Durchschnitt; die Ecken 2,3,4
spannen in G UG’ ein Dreieck auf, nicht aber in G

Ist U eine beliebige Menge (meist eine Teilmenge von V'), so schrei-
ben wir G — U statt G[V \ U]; mit anderen Worten, G — U entsteht aus G
durch Loschen aller Ecken in U NV und aller mit diesen Ecken inzidenten
Kanten. Ist U = {v} einelementig, so schreiben wir G — v statt G — {v}.
Ist H ein weiterer Graph, so schreiben wir statt G —V(H) kurz G — H.
Ist F irgendeine Teilmenge von [V]?, so setzen wir G — F := (V, EXF)
und G+ F := (V, EUF); statt G — {e} und G + {e} schreiben wir
G —e und G +e. Wir nennen G kantenmazimal mit einer gegebenen
Grapheneigenschaft, wenn G selbst die Eigenschaft hat, aber kein G + xy
fiir nicht benachbarte Ecken z,y € G sie hat.

Sagen wir allgemeiner, ein gegebener Graph sei minimal oder maxi-
mal mit irgendeiner Eigenschaft, so meinen wir (wenn nichts anderes
gesagt ist) die Minimalitédt oder Maximalitédt hinsichtlich der Teilgra-
phenbeziehung. Haufig werden wir auch von minimalen oder maximalen
Ecken- oder Kantenmengen sprechen; hier ist die zugrundeliegende Re-
lation natiirlich einfach die Teilmengenbeziehung.

Sind G und G’ disjunkt, so bezeichnet G * G’ den Graphen auf
VUV’ mit der Kantenmenge FUE ' U{vv' | v € V und v’ € V' }. Das
Komplement G von G ist der Graph auf V, in dem zwei Ecken genau
dann benachbart sind, wenn sie es in G nicht sind. Der Kantengraph
L(G) von G ist der Graph auf E, in dem z,y € E genau dann als Ecken
benachbart sind, wenn sie es als Kanten in G sind.
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G G

Abb. 0.1.4. Ein Graph, der zu seinem Komplement isomorph ist

0.2 Der Grad einer Ecke

Es sei G = (V, E) ein (nicht leerer) Graph. Die Menge der Nachbarn einer
Ecke v bezeichnen wir mit Ng(v), oder kurz mit N(v).! Allgemeiner
bezeichnet N(U) fir U C V die Menge aller Nachbarn in V \ U von
Ecken aus U.

Der Grad (oder die Valenz) dg(v) = d(v) einer Ecke v ist die An-
zahl |E(v)| der mit v inzidenten Kanten; nach unserer Definition eines
Graphen? ist dies gerade die Anzahl der Nachbarn von v. Eine Ecke vom
Grad 0 ist isoliert. Die Zahl §(G) := min{d(v) | v € V } heifit Minimal-
grad von G, und A(G) := max{d(v) | v € V } ist sein Mazimalgrad. Hat
jede Ecke von G den gleichen Grad k, so heif3t G reguldr, oder k-requldr.
Einen 3-reguléren Graphen nennt man auch kubisch.

Die Zahl

4G) = Y dw)/|V!

veV

nennt man den Durchschnittsgrad von G. Offenbar gilt

Der Durchschnittsgrad misst global, was lokal durch die einzelnen Ecken-
grade ausgedriickt wird: die ungefihre Anzahl der Kanten von G pro
Ecke. Manchmal ist es natiirlich, dieses Verhiltnis direkt auszudriicken;
wir schreiben dazu £(G) := |E|/|V].

Natiirlich sind die Gréflen d und e lediglich zwei Seiten derselben
Medaille. Zahlen wir ndmlich alle Eckengrade in G zusammen, so zéhlen
wir dabei jede Kante vw genau zweimal: einmal von v und einmal von
w aus. Es gilt also

Bl =3 dw) = 5d(G)-|V],

veV

I Auch bei anderen Bezeichnungen, die den Bezugsgraphen als Index angeben,
lassen wir diesen Index hiufig fort, wenn der Bezug klar ist.

2 nicht jedoch bei Multigraphen; vgl. Abschnitt 0.10

N(v)

Grad d(v)

isoliert
6(G), A(G)
regulér
kubisch

A(G)

Durch-
schnittsgrad
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und somit

Proposition 0.2.1. Die Anzahl der Ecken ungeraden Grades in G ist
stets gerade.

Beweis. Wegen |E| = £ 3, d(v) ist 3 d(v) eine gerade Zahl. O

Hat ein Graph einen hohen Minimalgrad, lokal betrachtet also tiber-
all viele Kanten, so hat er auch global gesehen viele Kanten (gemessen
an seiner Eckenzahl): e(G) = £d(G) > $6(G). Umgekehrt erzwingt ein
hoher Durchschnittsgrad natiirlich keinen hohen Minimalgrad: auch glo-
bal gesehen ,,dichte Graphen koénnen etwa isolierte Ecken haben. Jeder
Graph enthilt jedoch einen Teilgraphen, dessen Durchschnittsgrad nicht
kleiner ist und dessen Minimalgrad mehr als die Hélfte seines Durch-
schnittsgrades betrigt:

Proposition 0.2.2. Jeder Graph G mit mindestens einer Kante hat
einen Teilgraphen H mit 6(H) > ¢(H) > (G).

Beweis. Um H aus G zu konstruieren, wollen wir sukzessive Ecken
geringen Grades 16schen, bis nur noch Ecken hohen Grades iibrig sind.
Bis zu welchem Grad d(v) kénnen wir eine Ecke v 16schen, ohne dass ¢
sinkt? Offenbar bis hochstens d(v) = ¢: dann 16schen wir genau eine
Ecke und mit ihr hochstens € Kanten, d.h. das Verhéltnis ¢ der Kanten-
zur Eckenzahl wird nicht sinken.

Formal konstruieren wir, ausgehend von G =: Gy, eine Folge Gy D
G1 O ... von Untergraphen von G wie folgt. Hat G; eine Ecke v; vom
Grad d(v;) < e(G;), so setzen wir G411 := G; — v;; hat G; keine solche
Ecke, so beenden wir die Folge mit diesem G; und setzen G; =: H. Nach
Wahl von v; gilt e(Giy1) = e(G;) fiir alle 4, und damit insbesondere
e(H) > e(G).

Mit welchem G; = H kann unsere Folge von Untergraphen enden?
Wegen ¢(K1) = 0 < ¢(G) tritt K! nicht unter den G; auf; insbesondere
ist H also nicht leer. Dass H dennoch keine zur Definition eines weiteren
Untergraphen G;41 geeignete Ecke v; enthélt, impliziert somit 6(H) >
e(H), wie behauptet. O
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0.3 Wege und Kreise
Ein Weyg ist ein nicht leerer Graph P = (V, E) der Form

V ={zo,21,..., 21} E = {xox1, 1122, ..., Tp_12k},

wobei die x; paarweise verschieden sind. Die Ecken zg und xj sind die
Endecken von P; sie sind durch P verbunden. Die Ecken xq,...,x5_1
sind die inneren Ecken von P. Die Anzahl der Kanten eines Weges ist

seine Lénge; den Weg der Linge k bezeichnen wir mit P*.

P

Abb. 0.3.1. Ein Weg P = P% in G

Oft bezeichnen wir einen Weg durch die natiirliche Folge seiner
Ecken,® schreiben also etwa P = zoxi...x,. Wir nennen dann P
einen Weg von xy nach xy, oder auch zwischen diesen Ecken, mit erster
Ecke xg und letzter Ecke xy, usw.

Fiir 0 < ¢ < j < k schreiben wir

Px;, =x¢...7;
o, P :=x;...x1
QCZ'PCCJ' =TTy

und

o

P:=ux...
P.’%Z

I‘ZP = Ti41 .- T

Xo...-Tij—1

xiPa:j = Ti41 .- Tj—-1

fiir die entsprechenden Teilwege von P. Ahnliche offensichtliche Schreib-
weisen, wie etwa PxQyR statt PxUxQyUyR, verwenden wir fiir Wege,
die aus anderen Wegen durch Aneinanderhéingen gewonnen worden sind.

Fiir Eckenmengen A, B nennen wir P einen A-B-Weg, wenn
V(P)NA = {zo} ist und V(P)N B = {z}. Einen {a}-B-Weg be-
zeichnen wir kiirzer als a—B-Weg, usw. Zwei oder mehr Wege heiflen

3 Genauer, durch eine der beiden natiirlichen Folgen: auch zy ...xo bezeichnet
den Weg P. Dennoch ist es oft niitzlich, sich informell auf eine dieser beiden linea-
ren Ordnungen von V(P) beziehen zu konnen, und zu deren Festlegung dient die
informelle Schreibweise P = xg ... Tk.

Weg

Lénge
Pk

A-B -Weg
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®7Z
* 0 z rPyQz

Abb. 0.3.2. Wege P, Q und zPyQz

kreuzungsfrei, wenn keiner eine innere Ecke eines anderen enthélt. Zwei
a—b-Wege etwa sind genau dann kreuzungsfrei, wenn sie bis auf a und b
disjunkt sind.

Ist H ein Graph, so nennen wir P einen H -Weg, wenn P nicht
trivial ist und den Graphen H genau in seinen Endecken zg,xj trifft.
Ein Weg der Lénge 1 mit Endecken in H gilt genau dann als H -Weg,
wenn seine Kante nicht Kante von H ist.

Ist P = zg...xx_1 ein Weg und k£ > 3, so ist der Graph C' :=
P + zp_120 ein Kreis. Auch einen Kreis bezeichnen wir hiufig kurz
durch seine (zyklische) Eckenfolge, im obigen Beispiel also etwa C' =
Zg...Tp_1Z9. Die Linge eines Kreises ist wieder die Anzahl seiner Kan-
ten, und den Kreis der Linge k bezeichnen wir mit C*.

Die Liinge eines kiirzesten Kreises in (C) einem Graphen G ist die
Taillenweite g(G) von G, die Linge eines lingsten Kreises der Umfang.
(Enthélt G keinen Kreis, so habe G Taillenweite co und Umfang null.)
Eine Kante von G, die zwei Ecken eines Kreises in GG verbindet aber nicht
selbst Kante des Kreises ist, ist eine Sehne dieses Kreises; ein Kreis in G
ist also genau dann sehnenlos, wenn er als Teilgraph in G induziert ist.

Abb. 0.3.8. Ein C® mit Sehne zy, und induzierte C°, C*

Hat G hohen Minimalgrad, so enthdlt G lange Wege und Kreise
(vgl. Ubung 7):

Proposition 0.3.1. Jeder Graph G enthilt einen Weg der Lénge 6(G)
und einen Kreis der Léinge mindestens 6(G) + 1 (fiir §(G) > 2).

Beweis. Es sei xg ...z ein lingster Weg in G. Alle Nachbarn von xj in
G liegen dann auf diesem Weg (Abb. 0.3.4). Es folgt k > d(zx) > 6(G).
Ist i < k minimal mit z;x € E(G), so ist x; ... xx; ein Kreis der Linge
mindestens §(G) + 1. O
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.

xo Zq Tk

Abb. 0.3.4. Ein ldangster Weg xo . .. xx, und die Nachbarn von xy,

Minimalgrad und Taillenweite hiingen (bei variabler Eckenzahl) hin-
gegen nicht zusammen; wie wir in Kapitel 9 sehen werden, gibt es Gra-
phen, die gleichzeitig beliebig hohen Minimalgrad und beliebig hohe Tail-
lenweite haben.

Der Abstand zweier Eckenmengen XY in G ist die geringste Lange
eines X—Y -Weges in G existiert kein solcher Weg, so sei ihr Abstand
unendlich. Den Abstand zweier einzelner Ecken x und y bezeichnen wir
mit dg(z,y). Der grofite Abstand zweier Ecken in G ist der Durchmesser
diam G von G.

Durchmesser und Taillenweite eines Graphen héngen natiirlich zu-
sammen:

Proposition 0.3.2. Fiir jeden Graphen G, der einen Kreis enthélt, gilt
9(G) < 2diam G + 1.

Beweis. Es sei C ein kiirzester Kreis in G. Ist g(G) > 2diam G + 2, so
enthélt C zwei Ecken, die in C einen Abstand von mindestens diam G + 1
haben. In G haben diese Ecken geringeren Abstand; ein kiirzester Weg P
zwischen ihnen liegt somit nicht in C. Folglich enthélt P einen C'-Weg
xPy. Zusammen mit dem kiirzeren der beiden z—y-Wege in C ergibt
x Py einen kiirzeren Kreis als C, mit Widerspruch. (]

Eine Ecke heifit zentral in G, wenn ihr grofiter Abstand von anderen
Ecken moglichst klein ist. Dieser Abstand ist der Radius von G, geschrie-
ben rad G; formal ist also rad G = min, ey (g) maxyev(q) da(z,y). Wie
man leicht sieht (Ubung), gilt

radG < diamG < 2rad G.

Durchmesser und Radius sind nicht mit Minimal-, Durchschnitts-
oder Maximalgrad korreliert, solange wir nichts iiber die Ordnung des
Graphen sagen. Graphen mit hohem Durchmesser und Minimalgrad
haben jedoch viele Ecken (mehr als ihr Durchmesser oder Minimalgrad
alleine es erzwingen; sieche Ubung 8), und Graphen mit geringem Durch-
messer und Maximalgrad haben wenige Ecken:

Proposition 0.3.3. Ein Graph G mit Radius < k und Maximalgrad
héchstens d > 3 hat weniger als d;fz(d —1)* Ecken.

Abstand

dG ($7 y)

Durchmes-
ser diam G

zentral

Radius
rad G

[7.4.1]
[7.4.2]
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Beweis. Es sei z eine zentrale Ecke in G. Bezeichnet D; die Menge der
Ecken von G mit Abstand ¢ von z, so ist V(G) = Uf:o D;, und es gilt
|Do| =1 und |Dy| < d. Fiiri > 1 gilt |D;41] < (d—1)|D;|, da jede Ecke
aus D;11 Nachbar einer Ecke in D; ist, und jede Ecke in D; hochstens
d — 1 Nachbarn in D;y; hat (da sie einen weiteren Nachbarn in D;_;
hat). Induktiv gilt damit |D; 1| < d(d— 1) fiir alle i < k, und somit

k—1
i d k d k
< —_ ’L: — _ —_— —_— p— .
\G\\1+d;(d 1) 1+d_2((d 1) 1)<d_2(d 1)
= O

Ganz #hnlich kann man zeigen, dass Graphen mit hohem Minimal-
grad und hoher Taillenweite viele Ecken haben miissen. Zu gegebenen
d € Rund g € N sei

r—1
1 +d2(d— 1)* wenn g =: 2r + 1 ungerade ist;
=0
no(da g) =

r—1

QZ(df 1) wenn g =: 2r gerade ist.
=0

Durch Betrachten von Distanzklassen wie im Beweis von Proposition
0.3.3 folgt leicht, dass ein Graph mit Minimalgrad ¢ und Taillenweite g
mindestens ng(d,g) Ecken hat (Ubung 6). Wesentlich tiefer liegt der
folgende Satz, nach dem man die gleiche Schranke bereits fiir hohen
Durchschnittsgrad erhélt:

Satz 0.3.4. (Alon, Hoory & Linial 2002)
Fiir jeden Graphen G mit d(G) > d > 2 und g(G) > g € N gilt |G| >
nO(d7 g)

Ein Aspekt von Satz 0.3.4 ist, dass er die Existenz kurzer Kreise
garantiert. Die folgende ganz allgemeine Abschitzung der Taillenweite
folgt bereits aus der einfachen Minimalgradversion des Satzes (Ubung 6):

Korollar 0.3.5. Aus §(G) > 3 folgt g(G) < 2log|G|.
Beweis. Ist g := g(G) gerade, so gilt

29/2 1
2-1

no(3,9) = 2 =29/ 4 (29/2 —2) > 29/2;

ist g ungerade, so ist

20g-1)/2 _1 3
n0(37g) = 1+3T = E2g/2—2 > 29/2.

Wegen |G| = ng(3, g) folgt die Behauptung. O
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Ein Kantenzug (der Linge k) in einem Graphen G ist eine nicht leere
Folge vgegvies ... ex_1v; von abwechselnd Ecken und Kanten aus G mit
e; = {vi,vi41} fiir alle ¢ < k. Ist vg = v, so heifit der Kantenzug
geschlossen. Ein Kantenzug definiert auf natiirliche Weise einen Weg
in G, wenn seine Ecken v; paarweise verschieden sind. Allgemein enthzlt*
jeder Kantenzug zwischen zwei Ecken einen Weg zwischen diesen Ecken
(Beweis?).

0.4 Zusammenhang

Ein nicht leerer Graph heifit zusammenhdingend, wenn er fiir je zwei
seiner Ecken z,y einen x—y-Weg enthilt. Ist U C V(G) und G[U] zu-
sammenhéngend, so nennen wir U zusammenhdngend in G.

Proposition 0.4.1. Die Eckenmenge eines zusammenhéingenden Gra-
phen G besitzt stets eine Aufzdhlung (vy,...,v,) mit der Eigenschaft,
dass G; := Gluvy,...,v;] fiir jedes i zusammenhéngend ist.

Beweis. Wihle vy beliebig. Es seien nun vy, ..., v; bereits gewéhlt und
i < |G|. Wéhle eine Ecke v € G — G| beliebig. Da G zusammenhéngend
ist, enthélt G einen v—vy -Weg P. Wahle als v; 1 die letzte Ecke von P
in G — G;; dann hat v;41 einen Nachbarn in G;. Dass jedes G; zusam-
menhéngend ist, folgt hieraus mit Induktion nach . (|

Es sei G = (V, E) ein Graph. Ein maximaler zusammenhéngender
Teilgraph von G ist eine Komponente von G. Beachte, dass Kompo-
nenten als zusammenhéngende Graphen nicht leer sind; der leere Graph
(aber nur dieser) hat somit keine Komponenten. Ein minimaler aufspan-
nender Teilgraph von G, dessen Durchschnitt mit jeder Komponente von
G zusammenhéngend ist, heifit Gerist von G.

Abb. 0.4.1. Ein Graph mit drei Komponenten und Geriist
(K'+KHuK'upP*

Sind A,B C V und X C VUE, und enthélt jeder A-B-Weg in G
eine Ecke oder Kante aus X, so trennt X die Mengen A und B in G und

4 Fir Graphen definierte Bezeichnungen verwenden wir informell gelegentlich
auch fiir Kantenziige, wenn ihre Bedeutung offensichtlich ist.
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ist ein A—B-Trenner; insbesondere gilt dann AN B C X. Allgemeiner
trennt X den Graphen G, wenn X in G zwei Ecken aus G — X trennt.
Eine Ecke, die zwei andere Ecken der gleichen Komponente trennt, heifit
Artikulation. Eine Kante heif3t Briicke, wenn sie ihre Endecken trennt;
dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn sie auf keinem Kreis liegt.

Abb. 0.4.2. Ein Graph mit Artikulationen v, w, z,y und
Briicke e = zy

Das ungeordnete Paar {4, B} heifit Teilung von G, wenn AUB =V
ist und G keine Kante zwischen A\ B und B ~\ A hat. Letzteres ist
offensichtlich dquivalent zu der Aussage, dass A von B durch AN B
getrennt wird. Wenn weder A ~\. B noch B\ A leer ist, heifit die Teilung
echt. Die Zahl |AN B| ist die Ordnung der Teilung {A, B}.

G heift k-zusammenhdngend (fir k € N), wenn |G| > k gilt und
G — X fiir jede Eckenmenge X C V der Machtigkeit < k zusammenhén-
gend ist, also keine zwei Ecken von G durch weniger als k andere Ecken
getrennt werden.

Jeder nicht leere Graph ist somit 0-zusammenhéngend, und die 1-
zusammenhéngenden Graphen sind gerade die nicht trivialen zusammen-
héngenden Graphen. Die grofite natiirliche Zahl k, fiir die G k-zusam-
menhéngend ist, ist der Zusammenhang (G) von G. Insbesondere ist
#(G) = 0 genau dann, wenn G nicht zusammenhiingend oder ein K1 ist,
und es gilt K(K") =n—1 fir allen > 1.

Ist |G| > 1, so heit G {-kantenzusammenhingend, wenn G — F
fiir jede Kantenmenge F' C E der Méchtigkeit < ¢ zusammenhéngend
ist. Das grofite £ € N, fiir das G /-kantenzusammenhéngend ist, ist der
Kantenzusammenhang A\(G) von G; insbesondere ist A(G) = 0, wenn G
unzusammenhéngend ist.

G

T

Abb. 0.4.3. Das Oktaeder G (links) mit k(G) = AM(G) = 4, und
ein Graph H mit x(H) = 2 und A\(H)
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Proposition 0.4.2. Ist |G| > 2, so gilt k(G) < AMG) < §(G).

Beweis. Die zweite Ungleichung folgt sofort aus der Tatsache, dass die
mit einer festen Ecke inzidenten Kanten stets G' trennen. Zum Beweis
der ersten sei F' eine Menge von A(G) Kanten, fiir die G — F' unzusam-
menhéngend ist; F' existiert nach Definition von A und ist ein minimaler
Kantentrenner in G. Wir zeigen x(G) < |F|.

Nehmen wir zuerst an, G habe eine Ecke v, die mit keiner Kante
aus F' inzidiert. Es sei C' die v enthaltende Komponente von G — F'. Die
mit Kanten aus F' inzidenten Ecken von C trennen dann v von G — C.
Da F wegen seiner Minimalitdt keine Kante mit mehr als einer Endecke
in C enthilt, gibt es hochstens |F| solche Ecken; damit ist k(G) < |F|
wie gewiinscht.

Betrachten wir nun den Fall, dass jede Ecke von G mit einer Kante
aus F' inzidiert. Es sei v eine beliebige Ecke, und C' die v enthaltende
Komponente von G — F. Die Nachbarn w von v mit vw ¢ F liegen
dann ebenfalls in C'. Da sie alle nach Annahme mit (paarweise verschie-
denen) Kanten aus F' inzidieren, folgt dg(v) < |F|. Nun trennt aber
Ng(v) die Ecke v von allen anderen Ecken in G, was £(G) < d(v) < |F)|
impliziert — es sei denn, es gibt keine solchen anderen Ecken, d.h. es
ist {v} UN(v) = V. Da v beliebig gewihlt war, diirfen wir dann aber
annehmen, dass G vollstédndig ist. Doch dann gilt x(G) = A(G) = |G| -1
nach Definition. O

Hoher Zusammenhang setzt also hohen Minimalgrad voraus. Umge-
kehrt sichert hoher Minimalgrad keinen hohen Zusammenhang, ja nicht
einmal hohen Kantenzusammenhang. (Beispiele?)

Bereits aus hohem Durchschnittsgrad folgt aber die Existenz eines
Teilgraphen hohen Zusammenhangs. Um einen k-zusammenhingenden
Teilgraphen zu erzwingen, reicht ein Durchschnittsgrad von 4k:

Satz 0.4.3. (Mader 1972)
Jeder Graph G mit d(G) > 4k, wobei 0 # k € N sei, hat einen (k+ 1)-
zusammenhéngenden Teilgraphen H mit e(H) > ¢(G) — k.

Beweis. Es seiy :=e(G) (= 2k). Wir betrachten die Teilgraphen G’ C G
mit
|G’ =2k und |G| >y (|G| —F). (%)

Solche Graphen G’ existieren, da G selbst einer ist; wir wihlen ein solches
G’ minimaler Ordnung und nennen es H.

Kein Graph G’, fiir den (%) gilt, kann die Ordnung genau 2k haben,
denn dies wiirde bedeuten, dass ||G'|| > vk > 2k* > (‘G;‘) gilt. Die
Minimalitét von H impliziert daher §(H) > 7: andernfalls kénnten wir
eine Ecke des Grades hochstens v 16schen und erhielten einen Graphen
G’ C H, der immer noch (x) erfiillte. Insbesondere ist |[H| > . Teilen

[6.2.1]
[9.2.3]

0.2.2)

—~
o
w
=

N3
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wir die Ungleichung || H|| > «|H| — vk aus (x) durch |H|, so erhalten wir
wie gewiinscht e(H) > v — k.

Es bleibt k(H) > k + 1 zu zeigen. Anderenfalls hat H eine echte
Teilung {Uy, Uz} der Ordnung hochstens k; wir setzen H[U;] =: H;. Da
jede Ecke v € Uy \ Uz all ihre d(v) > 6(H) > « Nachbarn aus H in H;
hat, erhalten wir |Hy| > v > 2k. Analog zeigt man |Hs| > 2k. Da
aufgrund der Minimalitédt von H weder H; noch Hs die Bedingung (x)
erfiillt, ist tiberdies

IH:| < v (1H:| - k)
fiir = 1,2. Aber dann gilt

IH|| < [[Hi + [|1H2]
<~ (Hl+ | - 20)
< v (H|-Fk) (da |Hy N Ha| < kK ist),

was der Bedingung (x) fiir H widerspricht. g

0.5 Baume und Walder

Ein Graph, der keinen Kreis enthilt, ist ein Wald. FEin zusammen-
hingender Wald ist ein Baum. (Ein Wald ist somit ein Graph, dessen
Komponenten Biume sind.) Die Ecken vom Grad 1 eines Baumes sind
seine Bldtter.® Jeder nicht triviale Baum hat ein Blatt; betrachte etwa
die Endecken eines langsten Weges. Dies kann bei Induktionsbeweisen
fiir Badume niitzlich sein: entfernt man von einem Baum ein Blatt, so ist
der Rest immer noch ein Baum.

Abb. 0.5.1. Ein Baum

5 Ausnahme: haben wir eine Ecke des Baumes als Wurzel gewihlt (s.u.), so gilt
sie auch dann nicht als Blatt, wenn sie den Grad 1 hat.
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Satz 0.5.1. Die folgenden Aussagen sind &dquivalent fiir einen Gra-
phen T':

(i) T ist ein Baum;
(ii) Zwischen je zwei Ecken enthélt T genau einen Weg;

(iii) T ist minimal zusammenhéngend, d.h. T ist zusammenhéngend
aber fiir jede Kante e von T ist T — e nicht zusammenhéngend;

(iv) T ist maximal kreislos, d.h. T ist kreislos aber fiir je zwei nicht
benachbarte Ecken x,y enthélt T + xy einen Kreis. (I

Der Beweis von Satz 0.5.1 ist ganz einfach und eine gute Ubung zum
Umgang mit den in ihm auftretenden Begriffen. Fiir zwei Ecken z,y € T
bezeichnen wir (die Notation aus Abschnitt 0.3 erweiternd) mit 27y den
nach Satz 0.5.1 (ii) bestimmten z—y-Weg in T'.

Korollar 0.5.2. Die Eckenmenge eines Baumes hat stets eine Aufzéh-
lung (v1, ..., v,) mit der Eigenschaft, dass v; fiir jedes i > 2 genau einen
Nachbarn in {vy,...,v;_1} hat.

Beweis. Verwende die Eckenaufzihlung aus Proposition 0.4.1. [

Korollar 0.5.3. Ein zusammenhéngender Graph mit n Ecken ist genau
dann ein Baum, wenn er n — 1 Kanten hat.

Beweis. Dass jeder Baum mit n Ecken n — 1 Kanten hat, folgt induktiv
aus Korollar 0.5.2. Ist umgekehrt G ein beliebiger zusammenhéngender
Graph mit n Ecken und n — 1 Kanten, so betrachten wir ein Geriist G’
von G. Nach Satz 0.5.1 ist G’ ein Baum und hat damit bereits selbst
n —1 Kanten. Es folgt G = G’, d.h. auch G ist ein Baum. O

Korollar 0.5.4. Ist T ein Baum und G ein Graph mit §(G) > |T| -1,
so gilt T C G, d.h. G hat einen zu T isomorphen Teilgraphen.

Beweis. Finde eine Kopie von T in G induktiv entlang einer Ecken-
aufzdhlung von T' aus Korollar 0.5.2. (]

FEin Baum T C G heifit Spannbaum von G, wenn er ganz G auf-
spannt, d.h. wenn V(T') = V(G) ist. Ein Spannbaum ist nach Satz 0.5.1
also nichts anderes als ein Gertist eines zusammenhéngenden Graphen;
insbesondere besitzt jeder zusammenhéngende Graph einen Spannbaum.

Gelegentlich ist es hilfreich, eine spezielle Ecke eines Baumes beson-
ders auszuzeichnen, indem man sie seine Wurzel nennt. Einen Baum
mit fest gewdhlter Wurzel nennt man einen Wurzelbaum. Die Wahl
einer Wurzel r aus der Eckenmenge eines Baumes T definiert eine
Ordnungsrelation auf V(7T): wir schreiben z < y, wenn = € rTy gilt.

Ty

[7.2.1)
[7.2.3]

Spann-

baum
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Baum-
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Wir denken uns diese zu T und r gehoérige Baumordnung vertikal: ist
x < y, so sagen wir, dass z unter y in T liegt, wir nennen

[yl ={zfz<y} wd |z]:={y|y=>2z}

den Abschluss von y nach unten bzw. von x nach oben, und so weiter. Die
Whurzel r des Baumes T ist dann seine kleinste Ecke, die Bléitter sind die
maximalen Ecken, die Endecken einer Kante sind stets vergleichbar, und
jede Eckenmenge der Form {x | < y} (wobei y irgendeine feste Ecke
ist) ist eine Kette, d.h. eine Menge paarweise vergleichbarer Elemente.
(Beweise?) Die Ecken mit Abstand k von r haben die Héhe k und bilden
die kte Schicht von T.

Ein Wurzelbaum T in einem Graphen G heifit normal in G, wenn
die Endecken eines jeden T-Weges in G in der Baumordnung von T
vergleichbar sind. Ist T ein Spannbaum von G, so heiffit dies nichts
weiter, als dass zwei Ecken von T stets vergleichbar sein miissen, wenn
sie in G benachbart sind (Abb. 0.5.2).

r

Abb. 0.5.2. Ein normaler Spannbaum mit Wurzel r

Ein normaler Baum 7" in G kann ein méchtiges Hilfsmittel sein, um
die Trennungseigenschaften von G zu beschreiben:

Lemma 0.5.5. Sei T ein normaler Baum in G.

(i) Je zwei Ecken x,y € T werden in G durch die Menge [z] N [y]
getrennt.

(ii) Ist S C V(T) = V(G) nach unten abgeschlossen, so werden die
Komponenten von G — S von den Mengen |z| aufgespannt, fiir
die z in T — S minimal ist.

Beweis. (i) Es sei P ein beliebiger z—y-Weg in G; wir zeigen, dass
P die Menge [z] N [y] trifft. Dazu betrachten wir eine minimale Folge
t1,...,tn in V(PNT) mit der Eigenschaft, dass t; = z und ¢,, = y ist und
t; und t;11 in der Baumordnung von T fiir alle ¢ vergleichbar sind. (Solch
eine Folge existiert: die Folge aller Ecken von P in V(T') etwa erfiillt
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diese Bedingungen, da T normal ist und jedes Segment t; Pt;, 1 entweder
eine Kante von T oder ein T'-Weg ist.) In unserer minimalen Folge kann
es nun nicht passieren, dass t;_1 < t; > t;41 gilt fiir irgendein i: dann
wéren t;_; und ¢,4; vergleichbar, und durch Loschen von ¢; erhielten wir
eine kleinere solche Folge. Es gibt also ein k € {1,...,n} mit

T=t>...>t <..<th=y.

Da ty in [z] N [y] NV (P) liegt, folgt die Behauptung.

(ii) Betrachten wir eine Komponente C' von G — S, und in V(C)
ein minimales Element . Dann gibt es in V(C) kein weiteres minimales
Element z’: da x und 2’ unvergleichbar wiren, enthielte nach (i) jeder
z—1'-Weg in C eine Ecke unter beiden, im Widerspruch zu ihrer Mi-
nimalitédt in V(C). Da jede Ecke von C iiber irgendeinem minimalen
Element von V(C) liegt, liegt sie damit iiber z. Umgekehrt liegt aber
auch jede Ecke y € |z] in C: da S nach unten abgeschlossen ist, liegt
der aufsteigende Weg 2Ty ja ganz in T — S. Somit gilt V(C) = |z].

Wir zeigen nun, dass 2 minimal nicht nur in V(C) sondern in ganz
T — S ist. Die Ecken unterhalb von z bilden eine Kette [t] in T. Da ¢ zu
x benachbart ist, folgt aus der Maximalitdt von C als Komponente von
G — S, dass t in S liegt. Da S nach unten abgeschlossen ist, gilt dann
auch [t] € S. Damit haben wir bewiesen, dass jede Komponente von
G — S die behauptete Form hat.

Ist umgekehrt x irgendein minimales Element von T — S, so ist =
natiirlich auch minimal in der Komponente C' von G — S, die es enthalt.
Wie oben folgt C' = |z]. O

Normale Spannbdume werden in der Informatik meist Tiefensuch-
bdume genannt, weil man sie durch ein bestimmtes Suchverfahren auf
Graphen definieren und konstruieren kann (Ubung 20). Wir beweisen
ihre Existenz wie folgt direkt:

Proposition 0.5.6. Jeder zusammenhingende Graph enthélt einen
normalen Spannbaum, mit beliebig vorgebbarer Ecke als Wurzel.

Beweis. Es sei G ein zusammenhéngender Graph, r € G eine beliebige
Ecke, und T' C G ein maximaler in G normaler Baum mit Wurzel ». Wir
zeigen, dass T alle Ecken von G enthalt.

Wenn nicht, so betrachten wir eine Komponente C' von G —T. Da
T in G normal ist, bildet N(C') eine Kette in T'; deren gréfites Element
heife z. Wir erweitern nun 7 zu einem Baum 7’, indem wir einen
Nachbarn y € C von z hinzufiigen und mit z verbinden. Die von T’
auf V(T') induzierte Baumordnung stimmt dann mit der Baumordnung
von T selbst iiberein. Um einen Widerspruch zur Maximalwahl von T
herzuleiten, zeigen wir jetzt, dass auch 77 in G normal ist.

[5.5.3]
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Sei dazu P ein T -Weg in G. Liegen beide Endecken von P in T, so
sind sie in der Baumordnung von 7' (und somit in der von T") vergleich-
bar; P ist ja dann auch ein T'-Weg, und T ist nach Annahme normal
in G. Liegen nicht beide Endecken von P in T, so ist y eine davon, und
bis auf seine andere Endecke z liegt P ganz in C. Die Ecke z liegt dann
in N(C), und es gilt z < x nach Wahl von z. Fiir unseren Nachweis der
Vergleichbarkeit von y und z reicht es somit zu zeigen, dass x < y ist.
Nach Definition der Baumordnung von 7" ist dies gleichbedeutend mit
x € rT'y, was schon deshalb gilt, weil x der einzige Nachbar von y in T’
ist. g

0.6 Bipartite Graphen

Es sei r > 2 eine natiirliche Zahl. Ein Graph G = (V, E) heifit r-partit,
wenn eine Partition von V' in r Teile existiert, so dass die Endecken einer
jeden Kante von G in verschiedenen Partitionsklassen liegen: Ecken aus
der gleichen Klasse diirfen nicht benachbart sein. Ein 2-partiter Graph
heifit auch bipartit (oder paar).

Abb. 0.6.1. Zwei 3-partite Graphen

Ist G ein r-partiter Graph, in dem je zwei Ecken aus verschiedenen
Klassen benachbart sind, so heifit G vollstindig r-partit (bzw. vollstindig
bipartit), oder allgemeiner wvollstindig multipartit. Sind ng,...,n,
die Méachtigkeiten seiner r Partitionsklassen, so bezeichnen wir diesen
(bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Graphen K™ % ...x K™r
mit Ky, . .n,.. Ist ny = ... = n, = s, so bezeichnen wir den Graphen
auch mit K7; dies ist also der vollstdndig r-partite Graph, in dem jede
Partitionsklasse genau s Ecken enthiilt. (Abb. 0.6.1 zeigt als Beispiel
das Oktaeder Kj; vergleiche diese Darstellung mit der aus Abb. 0.4.3!)
Graphen der Form K , nennt man Sterne; die Ecke der einelementigen
Partitionsklasse dieses K7, ist das Zentrum des Sterns.

Offenbar kann ein bipartiter Graph keinen Kreis ungerader Lénge ent-
halten. Diese Eigenschaft charakterisiert die bipartiten Graphen sogar:

6 Umgekehrt entsteht jeder K aus einem K" durch Aufblahung von dessen Ecken
zu unabhéngigen s-Mengen; diese Beziehung soll in der Notation K anklingen.
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(T _

Abb. 0.6.2. Drei Darstellungen des bipartiten Graphen K33 = K2

Proposition 0.6.1. Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keinen
Kreis ungerader Lénge enthélt.

Beweis. Es sei G = (V, E) ein Graph ohne Kreise ungerader Linge;
wir zeigen, dass G bipartit ist. Da ein Graph bipartit ist, wenn all seine
Komponenten es sind, diirfen wir G als zusammenhéingend voraussetzen.
Es sei T C G ein Spannbaum, r dessen Wurzel, und <7 die entsprechende
Baumordnung auf V. Fiir jedes v € V hat der eindeutig bestimmte Weg
rT'v gerade oder ungerade Lénge; dies definiert eine Partition von V' in
zwei Teile. Wir zeigen, dass diese Partition G als bipartit erweist.

Abb. 0.6.3. Der Kreis Co in T + ¢

Es sei e = xy eine beliebige Kante von G. Ist e € T, etwa mit x <r y,
so gilt rTy = rTxy, und z,y liegen in verschiedenen Partitionsklassen.
Ist andererseits e ¢ T, so ist C. := 2Ty + e ein Kreis (Abb. 0.6.3), und
nach dem bereits behandelten Fall liegen die Ecken des Weges xTy ab-
wechselnd in den beiden Partitionsklassen. Da C, nach Annahme gerade
Lénge hat, liegen wiederum auch z,y in verschiedenen Klassen. O

0.7 Kontraktion und Minoren

In Abschnitt 0.1 haben wir zwei grundlegende Relationen des Enthalten-
seins zwischen Graphen kennengelernt: die Teilgraphen- und die Unter-
graphenbeziehung. In diesem Abschnitt lernen wir zwei weitere kennen:
die Minorenrelation und die Relation des topologischen Minors.

[4.3.1]
[5.4.2]

(0.5.1)
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Ist e = 2y Kante eines Graphen G = (V, E), so bezeichnet G /e den
durch Kontraktion von e aus G entstehenden Graphen: wir kontrahieren
e zu einer neuen Ecke v., und diese erhilt als Nachbarn all die Ecken,
die vorher zu z oder zu y benachbart waren (Abb. 0.7.1). Formal ist G/e
ein Graph (V’/, E’) mit Eckenmenge V' := (V ~ {z,y}) U{v.} (wobei v,
eine ,neue“ Ecke ist, also v, ¢ (V ~ {z,y})UE) und Kantenmenge

E = {vw e E|{v,w}n{z,y} :(D}

U {er|a:weE\{e} oder yweE\{e}}.

Gle

Abb. 0.7.1. Kontraktion der Kante e = xy

Hiufig wollen wir in einem Graphen G = (V, E) mehrere Kanten
gleichzeitig kontrahieren, sagen wir alle Kanten der Menge F' C F.
Um dies in einem Schritt zu tun, betrachten wir die Komponenten des
Teilgraphen (V, F) von G. Jede dieser Komponenten schrumpft dann
auf eine Ecke zusammen, und die Kanten von G zwischen verschiede-
nen Komponenten werden zu Kanten zwischen den neuen kontrahierten
Ecken. (Kanten aus E \ F' mit beiden Endecken in der gleichen Kom-
ponente fallen weg; ebenso behalten wir von mehreren Kanten zwischen
den gleichen zwei Komponenten nur eine.) Ist X der so entstandene
Graph, dann nennen wir unseren Ausgangsgraphen G einen M X; siehe
die rechte Hélfte von Abbildung 0.7.2.

Formal ist also G ein M X, wenn V eine Partition {V,, | z € V(X) }
in zusammenhéingende Teilmengen hat mit der Eigenschaft, dass G fiir
je zwei Ecken x,y € X genau dann eine V-V, - Kante enthilt, wenn xy €
E(X) ist.” Die Mengen V,, heifien Verzweigungsmengen des M X. Eine
dquivalente Formalisierung des Begriffs eines M X, mittels der Abbildung
v — x fiir v € V, ist in Ubung 27 beschrieben.

Ist V, = U C V eine Verzweigungsmenge, und enthélt jede andere
Verzweigungsmenge nur eine Ecke, so schreiben wir statt X auch G/U,
bezeichnen die aus U kontrahierte Ecke x € X als vy, und denken uns
den Rest von X einfach als Untergraphen von G. Die oben definierte

7 Das M steht fiir »Minor“. Formal bezeichnet M X die Klasse aller Graphen,
deren Eckenmenge wie beschrieben partitionierbar ist. Mit ,,einem M X* ist jedoch
»ein beliebiges Element“ dieser Klasse gemeint, nicht die Klasse selbst.
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Abb. 0.7.2. Der Graph G ist ein M X, und G ist Teilgraph von Y.
Damit ist X ein Minor von Y.

Kontraktion einer einzelnen Kante uu’ entspricht dann dem Spezialfall

U= {u,u}.

Proposition 0.7.1. G ist genau dann ein M X, wenn X aus G durch
eine Reihe von Kantenkontraktionen gewonnen werden kann, wenn al-

so Graphen Gy,...,G, und Kanten e; € G; existieren mit Go = G,
G, ~ X, und Gi+1 = Gi/ei fiir alle i < n.
Beweis mit Induktion nach |G| —|X]. O

Enthélt ein Graph Y einen M X als Teilgraphen, so nennt man X
einen Minor von Y und schreibt X < Y. Beachte, dass jeder Teilgraph
eines Graphen auch sein Minor ist; insbesondere ist jeder Graph ein
Minor seiner selbst. Nach Proposition 0.7.1 entsteht jeder Minor eines
Graphen dadurch, dass wir zun#chst Ecken und Kanten 16schen und
dann weitere Kanten kontrahieren. Umgekehrt ist jeder Graph, der aus
einem anderen Graphen durch wiederholtes Loschen und Kontrahieren
entsteht (in beliebiger Reihenfolge; siche Proposition 0.7.3), sein Minor.

Ersetzen wir in X jede Kante xy so durch einen x—y-Weg, dass die
Ersetzungswege keine inneren Ecken mit X oder miteinander gemein-
sam haben, so nennen wir den entstandenen Graphen eine Unterteilung
von X, oder einen T X. Enthélt ein Graph Y einen T X als Teilgraphen,
so heifit X topologischer Minor von'Y (Abb. 0.7.3).

Y

Abb. 0.7.3. Der Graph Y hat einen Teilgraphen, der ein T'X ist.
Damit ist X ein topologischer Minor von Y.

Minor; <

Unterteilung
TX
topologischer
Minor
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Ist G ein TX,® so fassen wir V(X) als Teilmenge von V(G) auf und
nennen diese Ecken die Verzweigungsecken von G; die anderen Ecken von
G sind seine Unterteilungsecken. (Diese haben also den Grad 2, wihrend
die Verzweigungsecken von G den gleichen Grad wie in X haben.)

Proposition 0.7.2.

(i) Jeder TX ist auch ein M X (Abb. 0.7.4); jeder topologische Minor
eines Graphen ist somit auch sein (gewéhnlicher) Minor.

(i) Ist A(X) < 3, so enthélt jeder M X einen TX; jeder Minor mit
Maximalgrad < 3 eines Graphen ist somit auch sein topologischer
Minor. g

Abb. 0.7.4. Eine Unterteilung des K* als M K*

Proposition 0.7.3. Die Relationen ,X ist Minor von Y “ und ,X ist
topologischer Minor von Y “ sind Ordnungsrelationen auf der Klasse der

endlichen Graphen, d.h. sie sind reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
O

Nachdem wir nun die vier wichtigsten Relationen zwischen Graphen
kennengelernt haben, kénnen wir einen davon abhéingigen weiteren Be-
griff einfithren: den der Finbettung eines Graphen G in einen anderen
Graphen H. Grob gesprochen ist dies, wie auch sonst in der Mathema-
tik, eine strukturerhaltende injektive Abbildung ¢: V(G) — V(H). Wann
jedoch die Struktur von G durch sein Bild in H als erhalten gilt, hingt
von der Relation ab, die wir betrachten wollen. So nennen wir ¢ eine
Einbettung von G in H ,als Teilgraphen“, wenn ¢ die Benachbartheit
von Ecken erhélt, d.h. wenn aus uv € E(G) stets ¢(u)p(v) € E(H) folgt
und somit die Ecken in ¢(V(G)) zusammen mit diesen Kanten o (u)p(v)
einen Teilgraphen von H bilden. Enthélt ¢ auch die Nichtbenachbartheit
von Ecken in G, so bettet es G in H ,als Untergraphen® ein.

Analog kénnen wir Einbettungen als Minor oder topologischen Mi-
nor definieren. Damit ¢ eine Einbettung von G in H als Minor definiert,
verlangen wir, dass ¢ die Ecken von G nicht auf einzelne Ecken von H

8 Das T in TX steht fiir »topologisch“ und erinnert daran, dass fiir §(X) > 3 die
TX genau die Graphen sind, die als 1-Komplex homéomorph zu X sind. Fufinote 7
gilt entsprechend auch fiir den Gebrauch der Bezeichnung T°X.
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abbildet sondern auf disjunkte zusammenhéngende Eckenmengen in H,
und dass es in H zwischen zwei Mengen ¢(u) und ¢(v) stets eine Kan-
te gibt, wenn wv Kante von G ist. Eine Einbettung von G in H als
topologischer Minor bildet die Ecken von G auf Ecken von H ab, und
zusétzlich die Kanten von G auf kreuzungsfreie Wege in H zwischen den
ihren Endecken entsprechenden Ecken von H.

Je nach Bedarf kann man weitere Einbettungen definieren, etwa als
aufspannenden Teilgraphen, als induzierten Minor usw.

0.8 Eulersche Graphen

Wer sich als Mathematiker einmal in der ehemals ostpreuflischen Stadt
Konigsberg (und dazu im 18. Jahrhundert) findet, wird sich umgehend —
so jedenfalls gebietet es eine durch den groflen Mathematiker Leonhard
Euler begriindete Tradition — nach einer Moglichkeit erkundigen, die
in Abb. 0.8.1 dargestellten Briicken iiber den Pregel in einem einzigen
Rundgang jeweils genau einmal zu {iberschreiten.

Abb. 0.8.1. Die Konigsberger Briicken (anno 1736)

Hiervon inspiriert? nennen wir einen geschlossenen Kantenzug in
einem Graphen eulersch, wenn er jede Kante des Graphen genau einmal

9 Wer diese Inspiration auch nach Betrachtung von Abb. 0.8.2 als zu sprunghaft
empfindet, mag in dem Multigraphen aus Abb. 0.10.1 seine Zuflucht finden.
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Abb. 0.8.2. Der Graph zum Briickenproblem

enthélt. Ein Graph heifit eulersch, wenn er einen solchen Kantenzug
enthilt.

Satz 0.8.1. (Euler 1736)
Ein zusammenhédngender Graph ist genau dann eulersch, wenn jede sei-
ner Ecken geraden Grad hat.

Beweis. Die Gradbedingung ist offensichtlich notwendig: tritt eine Ecke
k-mal in einem eulerschen Kantenzug auf (bzw. (k + 1)-mal, wenn sie
erste und letzte Ecke des Kantenzugs ist), so ist ihr Grad 2k.

Umgekehrt sei nun G ein zusammenhéngender Graph, in dem alle
Eckengrade gerade sind. Es sei

W = Vo€ ..-€p—_1Vp

ein Kantenzug maximaler Lange in GG, der keine Kante mehrfach enthélt.
Da wir W nicht mehr verlingern konnen, liegen alle mit v, inzidenten
Kanten auf W. Da nach Annahme die Anzahl dieser Kanten gerade ist,
folgt vy = vg (warum?), d.h. der Kantenzug W ist geschlossen.

Ist W nicht eulersch in G, so hat G eine nicht auf W liegende Kan-
te e, die mit einer Ecke von W inzidiert, etwa e = wv;. (Hier geht ein,
dass G zusammenhéingend ist; siehe den Beweis von Proposition 0.4.1.)
Der Kantenzug

UCV;€; ... €p_1Up€y ...EC;_10V;

ist dann langer als W, mit Widerspruch. g

0.9 Algebraisches

Es sei G = (V, E) ein Graph mit n Ecken und m Kanten, etwa V =
{v1,...,vp} und E = {ey,...,en}. Mit V(G) bezeichnen wir den Fo-
Vektorraum aller Funktionen V' — Fy; dabei bezeichnet Iy wie iiblich den
Korper {0,1}. Wir nennen diesen Vektorraum den Eckenraum von G.
Seine Elemente entsprechen in natiirlicher Weise den Teilmengen von V:
einer Eckenmenge U C V entspricht die Indikatorfunktion V' — Fs, die
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den Ecken aus U die Eins aus Fy zuordnet und allen anderen Ecken die
Null. Im Folgenden unterscheiden wir begrifflich nicht mehr zwischen
den Eckenmengen U C V und ihren Indikatorfunktionen, sondern fassen
die Eckenmengen selbst als die Elemente von V(G) auf. Fiir U,U’' C V
ist dann U~+U’ gerade die symmetrische Differenz der Mengen U und U’
(warum?), und es gilt U = —U fiir alle U C V. Das neutrale Element
von V(QG) ist die leere Eckenmenge @, und {{v1},...,{v,}} ist eine Basis
von V(G), seine Standardbasis. Insbesondere ist also dim V(G) = n.

Analog zum Eckenraum bilden die Funktionen F — Fy den Kan-
tenraum E(G) von G: seine Elemente sind die Teilmengen von E, die
Vektoraddition ist die symmetrischen Differenz dieser Teilmengen, und
() C E ist das neutrale Element. Wiederum gilt FF = —F fiir alle F C E,
und {{e1},...,{em}} ist die Standardbasis von E(G); insbesondere ist
dim E(G) = m.

Wir wenden uns zunéchst dem Kantenraum zu. Sind Aq,..., A\,
und Aj,..., A die Koeffizienten zweier Kantenmengen F,F’ € &(QG)
beziiglich der Standardbasis, so schreiben wir wie iiblich

<F,F/> = Al)\ll—i-—f—)\mA;ﬂ EFQ.

Beachte, dass (F, F') = 0 auch fiir F' = F’ # () gelten kann: offenbar gilt
(F, F') = 0 genau dann, wenn F und F” eine gerade Anzahl von Kanten
gemeinsam haben. Fiir einen Unterraum F von £(G) schreiben wir wie
gewohnt

Ft ={D e &(G)| (F,D) =0fiir alle F € F };

dies ist dann ebenfalls ein Unterraum von £(G) (der Losungsraum eines
geeigneten homogenen linearen Gleichungssystems — welches?), und es
gilt1o

dim F 4+ dim F* = m. )

Mit C = C(G) bezeichnen wir den Unterraum von £(G), der von den
Kreisen in G (genauer:!! von ihren Kantenmengen) aufgespannt wird.
Die Elemente von C heiflen Zyklen in G; C selbst ist der Zyklenraum,
seine Dimension die zyklomatische Zahl von G.

Proposition 0.9.1. Die induzierten Kreise in G erzeugen seinen gesam-
ten Zyklenraum.

10 Dies ist bekannter fiir reelle und komplexe Vektorrdume (wo F und F=L eine
direkte Summe bilden), gilt hier aber genauso; Literaturhinweise dazu am Ende des
Kapitels.

'L Der Einfachheit halber unterscheiden wir nicht immer streng zwischen den Kan-
tenmengen F € £(G) und den dazu gehorigen Teilgraphen (V, F') von G. Insbesondere
unterscheiden wir meist nicht zwischen Kreisen und ihren Kantenmengen.

Kanten-
raum E(G)

Standard-
basis

(F, F')

]:L
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Beweis. Nach Definition von C(G) reicht es zu zeigen, dass jeder Kreis
C C @G von induzierten Kreisen erzeugt wird. Dies folgt sofort mit
Induktion nach der Léange von C. Hat ndmlich C eine Sehne e, so gibt
es zwei Kreise C1,Cy C C + e, die e aber sonst keine Kante gemeinsam
haben. Nach Induktionsannahme werden C; und C5 von induzierten
Kreisen erzeugt, und wegen C' = C 4 C5 gilt dies dann auch fiir C. O

Die Elemente von C sind ganz einfach an den Eckengraden der von
ihnen gebildeten Teilgraphen zu erkennen. Bei ihrer Erzeugung aus Krei-
sen brauchen wir zudem statt beliebiger symmetrischer Differenzen nur
disjunkte Vereinigungen:

Proposition 0.9.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir Kan-
tenmengen F' C E:

() F e C(G);
(ii) F ist eine disjunkte Vereinigung von Kreisen in G;
(iii) Alle Eckengrade des Graphen (V, F') sind gerade.

Beweis. Da Kreise gerade Eckengrade haben und dies bei der Bildung
symmetrischer Differenzen erhalten bleibt, folgt (i)—(iii) mit Induktion
nach der Anzahl der zur Erzeugung von F' verwendeten Kreise. Die
Implikation (iii)—(ii) folgt mit Induktion nach |F|: ist F' # 0, so enhélt
(V, F') einen Kreis, und dessen Kanten 16schen wir zum Induktionsschritt.
Die Implikation (ii)—(i) folgt direkt aus der Definition von C(G). O

Ist {V1, Va2 } eine Partition von V', so nennen wir die Menge E(V;, V3)
aller diese Partition kreuzenden Kanten von G einen Schnitt. Firv e V
schreiben wir wie gehabt E(v) statt E({v}, V ~\ {v}).

Proposition 0.9.3. Die Schnitte in G bilden zusammen mit () einen
Unterraum von E(G). Dieser wird erzeugt durch die Schnitte der
Form E(v).

Beweis. Es sei C* die Menge der Schnitte in G, zusammen mit (). Zum
Beweis, dass C* ein Unterraum ist, ist zu zeigen, dass fiir alle D, D’ € C*
auch D+ D' (= D—D’) in C* liegt. Wegen D+ D = @ € C* und
D+ 0 = D e C* diirfen wir annehmen, dass D und D’ voneinander und
von () verschieden sind. Sind solche Schnitte D, D’ € C* gegeben, etwa
zu Partitionen {Vi,Va} und {V{,Vy} von V|, so enthidlt D + D’ gerade
die Kanten, die genau eine der beiden Partitionen kreuzen (Abb. 0.9.1).
Dies aber sind gerade die Kanten zwischen (V4 NVY) U (Vo N V) und
(VinVy)u (VanVy), und diese beiden Mengen bilden (wegen D # D’)
erneut eine Partition von V. Somit ist D + D’ € C*, d.h. C* ist in der
Tat ein Unterraum von £(G).

Dass die Schnitte der Form FE(v) ganz C* erzeugen, liegt daran,
dass jede Kante xy € G in genau zwei solchen Schnitten liegt (in F(x)
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Vi V2
D’ T T A Vl/
o | 4 Vi
D

Abb. 0.9.1. Schnittkanten zu D + D’

und in E(y)); ist {V1,Va} eine beliebige Partition von V, so gilt deshalb
E(V1,Va) =3 v, E(v). O

Den Unterraum C* =: C*(G) von £(G) aus Proposition 0.9.3 nennt
man den Schnittraum von G. Es ist nicht schwer, aus den Schnitten
E(v) eine explizite Basis und damit die Dimension von C* zu bestimmen
(Ubung 30).

Einen Schnitt F' # (), der minimal ist unter den nicht leeren Schnit-
ten von GG, nennen wir einen Minimalschnitt. Minimalschnitte spielen fiir
den Schnittraum die gleiche Rolle wie Kreise fiir den Zyklenraum, die ja
dessen minimale nicht-leere Elemente sind. Ist G zusammenhéngend, so
sind seine Minimalschnitte genau seine minimalen Schnitte, also diejeni-
gen Schnitte, deren Partitionsmengen beide einen zusammenhéngenden
Untergraphen induzieren. Ist G nicht zusammenhéngend, so sind sei-
ne Minimalschnitte gerade die minimalen Schnitte seiner Komponenten.
(Siehe auch Lemma 2.1.2.)

Analog zu Proposition 0.9.2 reichen Minimalschnitte und disjunkte
Vereinigungen zur Erzeugung des Schittraums aus:

Lemma 0.9.4. Jeder Schnitt ist eine disjunkte Vereinigung von Mini-
malschnitten.

Beweis. Fiir eine Voriiberlegung betrachten wir zunéchst einen zusam-
menhéngenden Graphen H = (V, E), einen zusammenhéngenden Teil-
graphen C C H, und eine Komponente D von H — C. Da sowohl D
als auch H — D zusammenhingend sind (Abb. 0.9.2), bilden die Kanten
zwischen D und H — D einen minimalen Schnitt. Nach Wahl von D ist
dies genau die Menge E(C, D) aller C—D - Kanten.

Zum Beweis des Lemmas sei nun G = (V, E) beliebig, und {V;, V,}
eine beliebige Partition von V. Wir betrachten zunéchst eine Kompo-
nente C' von G[V1]; es sei H die C enthaltende Komponente von G. Dann
ist E(C, Vo) = E(C, H — () die disjunkte Vereinigung der Kantenmen-
gen E(C, D) iiber alle Komponenten D von H — C. Diese Kantenmen-
gen sind nach der Voriiberlegung minimale Schnitte in H, und damit

Schnitt-
raum C*(G)

Minimal-
schnitt

3.6.2]
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Abb. 0.9.2. H — D ist zusammenhiingend, und E(C, D) ein
minimaler Schnitt

Minimalschnitte von G. Die disjunkte Vereinigung der Kantenmengen
E(C,Va) iiber alle Komponenten C' von G[V;] ist aber gerade der be-
trachtete Schnitt F(Vy, V). O

Satz 0.9.5. Ist C der Zyklenraum eines Graphen und C* sein Schnitt-
raum, so gilt

C=C" und C*=cC* .

Beweis. (Siehe auch Ubung 34.) Betrachten wir einen Graphen G =
(V, E). Offenbar enthilt jeder Kreis in G aus jedem Schnitt eine gerade
Anzahl von Kanten. Hieraus folgt C C C*+.

Zu jeder Kantenmenge F', die kein Zyklus ist, gibt es andererseits
nach Proposition 0.9.2 eine Ecke v, die mit einer ungeraden Anzahl von
Kanten aus F' inzidiert. Es gilt also (E(v), F) = 1, und wegen E(v) € C*
folgt F ¢ C**. Damit ist C = C** bewiesen.

Zum Beweis von C* = C* reicht wegen C = C** ein Beweis von
C* = (C*1)*. Davon folgt C* C (C*+)* direkt aus der Definition von L.
Mit () gilt jedoch

dimC* 4+ dimC**+ = m = dimC** +dim (C* 1)+,

d.h. C* kann nicht echt kleiner sein als (C*+)+. Somit folgt C* = (C*+)+
wie behauptet. ]

Betrachten wir einmal einen zusammenhéingenden Graphen G =
(V, E) mit einem Spannbaum 7' C G. Jede Kante e € E\ FE(T) liegt dann
auf einem eindeutig bestimmten Kreis C, in T 4 e (Abb. 0.6.3); diese
Kreise C¢ heiflen Fundamentalkreise von G zu T. Zu jeder Kante e € T’
andererseits hat T — e genau zwei Komponenten (Satz 0.5.1 (iii)), und
die Kanten von G zwischen diesen beiden Komponenten (einschliefllich
e selbst) bilden einen Schnitt D, von G (Abb.0.9.3). Diese Schnitte D,
heien Fundamentalschnitte von G zu T'.
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Abb. 0.9.3. Der Fundamentalschnitt D,

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Fundamentalkreise und
-schnitte von G seinen Zyklen- bzw. Schnittraum erzeugen (Ubungen 35—
36). Der Beweis des folgenden umfassenderen Satzes liefert dies jedoch
vermoge Satz 0.9.5 und der Dimensionsformel (1) umsonst mit.

Satz 0.9.6. Ist G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph und T C G
ein Spannbaum, so bilden die zu T gehorigen Fundamentalkreise und
-schnitte Basen von C(G) und C*(G). Hat G genau n Ecken und m
Kanten , so gilt

dimC(G) =m—-n+1 und dimC*(G) =n-—1.

Beweis. Da eine Kante e € T in D, liegt aber in keinem D,/ mit e’ # e,
ist der Schnitt D, nicht durch andere Fundamentalschnitte erzeugbar.
Die n — 1 Fundamentalschnitte (vgl. Kor. 0.5.3) bilden daher eine linear
unabhéngige Teilmenge von C*. Jede der m —n+1 Kanten e € E\ E(T)
liegt auf C, aber auf keinem C,s mit e’ # e; die Fundamentalkreise bilden
daher eine linear unabhéngige Teilmenge von C. Es gilt somit

dimC* >n—-1 und dimC>m-n+1.
Nach Satz 0.9.5 und (1) gilt aber auch
dimC*+dimC =m = (n—1)+(m—n+1).

Die beiden Ungleichungen kénnen somit nur mit Gleichheit gelten. Die
Mengen der Fundamentalkreise und -schnitte sind daher als linear un-
abhéngige Teilmengen von C* und C maximal, bilden also die behaupte-
ten Basen. O

[3.5.1]

(0.5.3)
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Die Inzidenzmatric B = (bij)nxm eines Graphen G = (V, E) mit
V =A{vy,...,v,} und E = {ey,...,en} ist definiert iiber Fy durch

- {1 falls v; € e;
* 0 sonst.

Bt bezeichne wie iiblich die zu B transponierte Matrix. Die Matrizen
B und B! definieren, beziiglich der Standardbasen, Homomorphismen
B:£(G) = V(G) und B:V(G) — E(G).

Proposition 0.9.7.
(i) Der Kern von B ist C(G).
(i) Das Bild von B ist C*(G). O

Die Adjazenzmatriz A = (a;j)nxn von G ist definiert durch

L {1 falls v;v; € B
aij =
0 sonst.
Unsere letzte Proposition zeigt einen einfachen Zusammenhang zwischen
A und B (nunmehr als reelle Matrizen aufgefasst). Mit D bezeichnen
wir die reelle Diagonalmatrix (d;;)nxn mit d;; = d(v;) und d;; = 0 sonst.

Proposition 0.9.8. BB = A+ D. O

0.10 Verwandte Begriffsbildungen

Der Ubersicht halber erwihnen wir in diesem Abschnitt noch einige Be-
griffe, die im Text nicht oder nur am Rande vorkommen.

Ein Hypergraph ist ein Paar (V| E) disjunkter Mengen, bei dem jedes
Element von E eine nicht leere Teilmenge (beliebiger Michtigkeit) von
V ist. Jeder Graph ist also ein spezieller Hypergraph.

Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V, E) disjunkter Mengen (von
Ecken und Kanten) zusammen mit zwei Funktionen init: £ — V' und
ter: B — V', die jeder Kante e eine Anfangsecke init(e) und eine End-
ecke ter(e) zuordnen; die Kante e heifit dann von init(e) nach ter(e)
gerichtet. Man beachte, dass ein gerichteter Graph zwischen zwei Ecken
x,1y durchaus mehrere Kanten haben kann. Solche Kanten nennt man
Mehrfachkanten; haben zwei Mehrfachkanten die gleiche Richtung (etwa
beide von x nach y), so sind sie parallel. Ist init(e) = ter(e), so ist e eine
Schlinge.

Ein gerichteter Graph D ist eine Orientierung eines (ungerichte-
ten) Graphen G, wenn V(D) = V(G) und E(D) = E(G) ist und
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{init(e), ter(e)} = {z,y} gilt fiir jede Kante e = zy. Ein solcher ori-
entierter Graph entsteht also aus einem ungerichteten Graphen einfach
dadurch, dass jede Kante xy nachtréiglich , gerichtet* wird: entweder von
2 nach y oder von y nach z (aber nicht beides). Orientierte Graphen
sind also gerichtete Graphen ohne Mehrfachkanten und Schlingen.

Ein Multigraph ist ein Paar (V, E) disjunkter Mengen (von Ecken
und Kanten) zusammen mit einer Funktion £ — V U[V]?, die jeder Kan-
te ihre — ein oder zwei — Endecken zuordnet. Auch ein Multigraph kann
also Mehrfachkanten und Schlingen haben; wir kénnen ihn auffassen als
einen gerichteten Graphen, bei dem wir die Richtungen seiner Kanten
,vergessen“ haben. Um auszudriicken, dass  und y die Endecken einer
Kante e sind, schreiben wir auch bei Multigraphen e = zy; die Kante e
ist dadurch jedoch im allgemeinen nicht mehr eindeutig bestimmt.

FEin Graph ist im Wesentlichen dasselbe wie ein Multigraph ohne
Mehrfachkanten und Schlingen. Einen Satz iiber Graphen allgemeiner
fiir Multigraphen zu zeigen, vereinfacht jedoch zuweilen den Beweis.
Uberdies gibt es Zusammenhiinge, in denen Multigraphen natiirlich auf-
treten und eine Beschrénkung auf Graphen kiinstlich und technisch kom-
pliziert wére; das vielleicht wichtigste Beispiel hierfiir ist die Dualitét bei
ebenen Graphen (Kapitel 3.6 und 5.5). Wir werden deshalb gelegentlich
Multigraphen betrachten und dabei fiir Graphen definierte Begriffe infor-
mell weiterbenutzen, solange die gemeinte Bedeutung offensichtlich ist.

Es gibt allerdings auch einige Besonderheiten. So gelten in einem
Multigraphen sowohl Schlingen als auch Doppelkanten als Kreise, der
Lénge 1 bzw. 2. Durch eine Schlinge an einer Ecke wird diese ihr eigener
Nachbar, und die Schlinge trigt 2 zum Grad der Ecke bei; die Ecke v,
in Abbildung 0.10.1 hat also den Grad d(v.) = 6.

G Gle

Abb. 0.10.1. Kontraktion einer Kante e in dem zu Abb. 0.8.1
gehorigen Multigraphen

Die Endecken einer Schlinge oder , Parallelkante“ e eines Multigra-
phen G fasst man als Eckentrenner auf, der e vom Rest von G trennt.
Die Ecke v einer Schlinge e ist damit eine Artikulation — es sei denn,
({v}, {e}) ist bereits eine ganze Komponente von G —und ({v}, {e}) ist
ein ,,Block“ im Sinne von Kapitel 2.1. Multigraphen mit Schlingen sind
daher nie 2-zusammenhéngend, und ein 3-zusammenhéngender Multi-
graph ist automatisch ein Graph.

orientierter
Graph

Multigraph
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Eine besondere Vereinfachung ergibt sich bei Kontraktionen. Kon-
trahieren wir eine Kante e = xy eines Multigraphen G = (V, E) zu
einer neuen Ecke v., so verschwindet dabei zwar die Kante e, doch alle
anderen Kanten bleiben erhalten: zu e parallele x—y - Kanten werden zu
Schlingen an v.; Kanten zw und yw werden zu Mehrfachkanten zwischen
ve und w (Abb. 0.10.1). Somit gilt ganz formal E(G/e) = E \ {e}; nur
die Inzidenzfunktion e’ + {init(e’), ter(e’)} wird bei der Ubertragung auf
G/e der verdnderten Eckenmenge angepasst. Entsprechend vereinfacht
sich der Begriff eines Minors.

Unter dem Unterdriicken einer Ecke v vom Grad 2 in G versteht
man ihre Loschung bei gleichzeitigem Verbinden ihrer beiden Nachbarn
durch eine neue Kante.!? (Sind die beiden an v anliegenden Kanten
identisch, d.h. bilden sie eine Schlinge, so fiigen wir keine neue Kante
hinzu und erhalten einfach G —v. Fiihren die beiden Kanten zur glei-
chen Ecke w # v, dann ist die neue Kante eine Schlinge an w. Siehe
Abbildung 0.10.2.) Da alle anderen Eckengrade beim Unterdriicken von
v unverdndert bleiben, ergibt das Unterdriicken mehrerer Ecken vom
Grad 2 in G einen wohldefinierten neuen Multigraphen, der unabhéngig
ist von der Reihenfolge, in der die Ecken unterdriickt werden.

. .

Abb. 0.10.2. Unterdriicken der weiflen Ecken

Der grofieren Klarheit halber sei noch bemerkt, dass in der Literatur
dort, wo regelméflig Multigraphen betrachtet werden, diese meist einfach
, Graphen“ genannt werden; unsere Graphen heiflen dort dann ,schlichte
Graphen*.

Ubungen

1.7 Wieviele Kanten hat ein K7

2. EsseideNund V := {0,1}¢, d.h. V sei die Menge aller 0—1- Folgen
der Lange d. Der Graph auf V, bei dem zwei Ecken genau dann be-
nachbart sind, wenn sie sich in genau einer Koordinate unterscheiden,
heif3t d-dimensionaler Wiirfel. Bestimme Durchschnittsgrad, Kanten-
zahl, Durchmesser, Taillenweite und Umfang dieses Graphen.

(Tip zum Umfang: Induktion nach d.)

12 Das klingt komplizierter als es ist: anschaulich werden die beiden Kanten an v
zu einer Kante verschmolzen, wobei v von einer stolzen Ecke zu einem bescheidenen
inneren Kantenpunkt mutiert.
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7.F

8.1

10.7
11.

12.7

13.7

14.%

15.
16.7
17.

Ein Graph G enthalte einen Kreis C' und einen Weg P der Linge > k
zwischen zwei Ecken von C. Zeige, dass G einen Kreis der Lange > vk
enthalt.

Ist die Abschétzung in Proposition 0.3.2 bestmoglich?

Zeige, dass jeder Graph G die Ungleichung rad G < diam G < 2rad G
erfiillt.

Beweise Satz 0.3.4 fiir Minimal- statt Durchschnittsgrad. Fiir einen
Graphen G wie im Satz leite daraus die schwichere Schranke |G| >
no(d/2,g) ab.

Zeige, dass jeder zusammenhingende Graph G einen Weg der Lange
min {26(G), |G| — 1} enthélt.

Zeige, dass ein zusammenhingender Graph mit Durchmesser k und
Minimalgrad d mindestens etwa kd/3 Ecken hat, aber nicht notwendig
mehr als etwa kd/2.

Zeige, dass die Eckenmengen der Komponenten eines Graphen eine
Partition seiner gesamten Eckenmenge bilden. (Mit anderen Worten:
jede Ecke ist in genau einer Komponente enthalten.)

Zeige, dass jeder 2-zusammenhéngende Graph einen Kreis enthélt.

Bestimme ~ und A fir P, C™, K", Ky, und den n-dimensionalen
Wiirfel (siehe Ubung 2), m,n > 3.

Gibt es eine Funktion f:N — N, so dass Graphen mit Minimalgrad
mindestens f(k) stets k-zusammenhéngend sind?

Es seien «, 8 zwei Grapheninvarianten mit Werten in N. Formalisiere
die folgenden beiden Aussagen und zeige dann, dass sie dquivalent sind:
(i) « ist nach oben durch eine Funktion in 3 beschréinkt;

(ii) wir kénnen beliebig grofie Werte von (3 allein dadurch erzwingen,
dass wir a grofl genug machen.

Zeige, dass die Aussage
(iif) S ist nach unten durch eine Funktion in « beschréinkt
nicht dquivalent zu (i) und (i) ist. Durch welche kleine Anderung wird

(iii) dquivalent zu (i) und (ii)?

Wo liegt der tiefere Grund dafiir, dass im Beweis von Satz 0.4.3 statt
einer unteren Schranke fiir ¢(G) eine Annahme der Form m > cxn — by
zugrundegelegt wird statt einfacher m > cxn?

Beweise Satz 0.5.1.
Zeige, dass ein Baum T mindestens A(7T) Blitter hat.

Finde zwei ganz kurze Beweise, dass ein Baum ohne Ecken vom Grad 2
mehr Blitter als andere Ecken hat: einen mit Induktion, den anderen
ohne.
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18.

19.

20.%

21.

22.

23.7

24.

25.F

26.7

27.7

28.

29.

0. Grundbegriffe

Zeige, dass die mit einem Wurzelbaum T assoziierte ,,Baumordnung*
in der Tat eine partielle Ordnung auf V(T) ist, und beweise ihre im
Text behaupteten Eigenschaften.

Zeige, dass ein Graph genau dann 2-kantenzusammenhéngend ist, wenn
er eine stark zusammenhdngende Orientierung hat: eine Orientierung,
in der jede Ecke von jeder anderen aus auf einem gerichteten Weg er-
reichbar ist.

Es sei G ein zusammenhingender Graph und r € G eine Ecke. Von
r ausgehend, durchlaufe Kanten von G wie folgt: in jedem Schritt ge-
he wenn moglich zu einer noch nicht besuchten Ecke; ansonsten gehe
zuriick entlang der Kante, durch die die gegenwiértige Ecke erstmals er-
reicht wurde. Zeige, dass die insgesamt durchschrittenen Kanten einen
normalen Spannbaum in G mit Wurzel r bilden.

(Dieses Verfahren hat den normalen Spannbdumen die Bezeichnung
Tiefensuchbaum eingetragen.)

Es sei 7 eine Menge von Teilbdumen eines Baumes T'. Je zwei Baume
aus 7 haben einen nicht leeren Durchschnitt. Zeige, dass auch der
Durchschnitt ()7 aller Bdume aus 7 nicht leer ist.

Zeige, dass jeder Automorphismus eines Baumes eine Ecke oder eine
Kante festlésst.

Sind die Partitionsklassen eines reguldren bipartiten Graphen stets
gleich grof3?

Zeige, dass ein Graph genau dann bipartit ist, wenn jeder induzierte
Kreis gerade Lange hat.

Beweise oder widerlege, dass ein zusammenhingender Graph genau
dann bipartit ist, wenn es keine zwei benachbarten Ecken gibt, die
den gleichen Abstand von einer dritten Ecke haben.

Finde eine Funktion f:N — N mit der Eigenschaft, dass fiir alle k € N
jeder Graph mit Durchschnittsgrad > f(k) einen bipartiten Teilgraphen
mit Minimalgrad > k hat.

Es seien G und X zwei Graphen. Zeige, dass G genau dann ein M X
ist, wenn es eine surjektive Abbildung f:V(G) — V(X) gibt, die die
Benachbartheit zwischen Ecken von G erhélt, wenn diese verschiedene
Bilder haben, fiir die zwei Ecken z,y € X nur dann benachbart sind,
wenn es in G benachbarte Ecken u € f~'(z) und v € f~'(y) gibt,
und fiir die jedes Urbild einer Ecke von X eine zusammenhéngende
Eckenmenge in G ist.

Zeige, dass die Minorenrelation < auf jeder Menge paarweise nicht iso-
morpher endlicher Graphen eine Ordnungsrelation definiert. Gilt dies
auch fiir unendliche Graphen?

Beweise oder widerlege, dass in jedem zusammenhingenden Graphen
ein Kantenzug existiert, der jede Kante in jeder ihrer beiden Richtungen
genau einmal durchliuft.
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30. Finde zu einem gegebenem Graphen unter den Schnitten der Form E(v)
eine Basis fiir seinen Schnittraum.

31. Zeige, dass die Minimalschnitte eines Graphen gerade die minimalen
Schnitte seiner Komponenten sind.

32.  Ein Kreis C' C G heifit geoddtisch in G, wenn fiir je zwei Ecken von C
ihr Abstand in G nicht kiirzer ist als ihr Abstand in C. Zeige, dass die
geoditischen Kreise eines Graphen seinen Zyklenraum erzeugen.

33. Zeige, dass die Kreise und Schnitte eines Graphen zusammen seinen
gesamten Kantenraum erzeugen — oder finde ein Gegenbeispiel.

34.7 Die einzige Inklusion im Beweis von 0.9.5, die sich auf die Dimensions-
formel (1) stiitat, ist C+ C C*. Zeige diese Inklusion direkt.

35. Zeige direkt, dass die Fundamentalkreise eines zusammenhéngenden
Graphen seinen Zyklenraum erzeugen.

36. Zeige direkt, dass die Fundamentalschnitte eines zusammenhéngenden
Graphen seinen Schnittraum erzeugen.

37. Essei A = (aij)nxn die Adjazenzmatrix eines Graphen G. Zeige, dass
die Matrix A* = (a};)nxn die Anzahlen a}; der Kantenziige der Linge k
von v; nach v; in G angibt.

38.7 Beweise Gallais Schnitt-Zyklen-Partitionssatz, dass man die Eckenmen-
ge eines Graphen G = (V, E) stets so als disjunkte Vereinigung V =
V' UV" moglicherweise leerer Teilmengen schreiben kann, dass die Kan-
tenmengen von G[V'] und G[V"] beide im Zyklenraum von G liegen.

Notizen

Die in diesem Buch verwendete Terminologie steht in der von Koénig, Wagner
und Halin begriindeten deutschsprachigen Tradition der Graphentheorie. An-
gelsdchsische Riickimporte wie ,,adjazent* statt ,,benachbart* oder ,Matching®
statt ,Paarung® sind bei den Definitionen und im Index zwar mit genannt,
doch verwenden wir meist das deutsche Wort, wenn es schlichter oder leichter
zu merken ist. (Zum Trost fiir Internationalisten: wer englische Wérter mag,
findet in der entsprechenden Ausgabe dieses Buches davon mehr. . .)

Bei den Symbolen andererseits halten wir uns an die mittlerweile interna-
tional {iblichen Fassungen; so bezeichnet etwa E(G) die Kantenmenge (the edge
set) von G, nicht seine Eckenmenge. Auch bei Konventionen verwenden wir
englischen Standard — in der Hoffnung, damit den Zugang zu weiterfithrender
Literatur und Originalarbeiten zu erleichtern. So heiflen Wege typischerwei-
se P (fiir path), Baume T, usw.

In einem kleinen Punkt weicht unsere Notation vom internationalen Stan-
dard ab: statt unserer Bezeichnungen K", P™, C™ etc. ist es in der Litera-
tur iiblich, K,, P,, C, usw. zu schreiben. Abgesehen von einer gewissen
Natiirlichkeit, eine an Dimension erinnernde Gréfie durch einen oberen Index
zu beziffern, hat unser kleiner Sonderweg hier im Wesentlichen einen prak-
tischen Grund: die unteren Indizes bleiben so frei fiir den ad-hoc-Gebrauch,
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d.h. wir kénnen von Wegen P4, ..., Py sprechen, oder von Komponenten C1
und Cb.

Satz 0.3.4 ist von N. Alon, S.Hoory & N. Linial, The Moore bound for
irregular graphs, Graphs Comb. 18 (2002), 53-57. Der Beweis benutzt eine
raffinierte Beweisfiihrung, welche sogenannte ,Irrfahrten® (zufillig erzeugte
Kantenziige) entlang der Kanten des betrachteten Graphen z#hlt.

Die Hauptaussage des Satzes 0.4.3, dass ein Durchschnittsgrad von min-
destens 4k einen k-zusammenhdngenden Teilgraphen erzwingt, sowie unser
Beweis des Satzes, gehen zuriick auf W.Mader, Existenz n-fach zusammen-
héngender Teilgraphen in Graphen geniigend grofier Kantendichte, Abh. Math.
Sem. Univ. Hamburg 37 (1972) 86-97. Unsere stirkere Aussage wurde zuerst
von Ph. Spriissel gefunden (2005, unversffentlicht), mit einem anderen Beweis.
Zur Geschichte des Koénigsberger Briickenproblems (und zu Eulers tatséchli-
chem Anteil an seiner Losung) vergleiche N.L. Biggs, E.K. Lloyd & R.J. Wilson,
Graph Theory 1736-1936, Oxford University Press 1976.

Von dem weiten Gebiet der Algebraischen Graphentheorie vermittelt
Abschnitt 0.9 kaum einen angemessenen Eindruck. Ein Klassiker hierzu ist
N.L. Biggs, Algebraic Graph Theory (2. Auflage), Cambridge University Press
1993. Eine umfassendere Darstellung geben C.D. Godsil & G.F. Royle, Alge-
braic Graph Theory, Springer GTM 207, 2001. Auch das Handbook of Combi-
natorics (R.L. Graham, M. Grétschel & L. Lovész, Hrsg.), North-Holland 1995,
enthélt interessante Artikel iiber algebraische Methoden in der Graphentheo-
rie. Die Dimensionsformel (}) findet man etwa in G.Fischer, Lineare Alge-
bra (10. Auflage), Vieweg 1995 bewiesen (Kap. 6.1, oder Kor. 2.3.1(1) mit
Satz 2.6.6).



1 Paarungen
_ Packungen
Uberdeckungen

Nehmen wir einmal an, wir wollten in einem gegebenen Graphen mog-
lichst viele unabhéngige Kanten finden. Wie kénnten wir das anstellen?
Werden wir alle Ecken mit unabhéngigen Kanten {iberdecken kénnen?
Und falls nicht, kénnen wir uns dann sicher sein, dass dies tatsdchlich
unmoglich ist? Erstaunlicherweise liegt dieses Problem nicht nur zahl-
reichen Anwendungen zugrunde; es fiihrt auch geradewegs zu ausgespro-
chen interessanter Graphentheorie.

Eine Menge M unabhingiger Kanten in einem Graphen G = (V, E)
nennt man ein Matching oder eine Paarung. M ist eine Paarung von
U CV, wenn jede Ecke aus U mit einer Kante aus M inzidiert. Die Ecken
aus U heiflen dann (in M) gepaart; mit keiner Kante aus M inzidente
Ecken sind ungepaart.

Einen k-reguldren aufspannenden Teilgraphen nennt man einen k-
Faktor. Ein Teilgraph H C G ist also genau dann ein 1-Faktor von G,
wenn FE(H) eine Paarung von V ist. Das Problem, welche Graphen
einen 1-Faktor haben, d.h. eine Paarung ihrer gesamten Eckenmenge, ist
Thema der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels.

Eine offensichtlich sinnvolle Verallgemeinerung des Paarungspro-
blems, moglichst viele unabhéngige Kanten in einem Graphen zu finden,
ist das Packungsproblem: fiir eine feste Klasse H von Graphen finde in
einem gegebenen Graphen G moglichst viele disjunkte Teilgraphen, die
jeweils zu einem Element von H isomorph sind. Dieses Problem ist dual
zu dem Uberdeckungsproblem, mit moglichst wenigen Ecken von G all
seine Teilgraphen aus H zu treffen.

Paarung

gepaarte
Ecken

Faktor

Packung

Uber-
deckung
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Gibt es in G bis zu k disjunkte Teilgraphen aus H, so brauchen
wir offenbar mindestens & Ecken, um alle solchen Teilgraphen zu treffen.
Reichen k Ecken dazu nicht aus, so kénnen wir jedoch fragen, ob zumin-
dest f(k) Ecken reichen — wobei f(k) von H und k abhéngen darf, aber
nicht von G. In Abschnitt 1.3 werden wir beweisen, dass fiir die Klasse
‘H aller Kreise eine solche Funktion f existiert.

In Abschnitt 1.4 betrachten wir Packungen und Uberdeckungen in
Bezug auf die Kanten eines Graphen: wir fragen, wie viele kantendis-
junkte Spannbdume wir in einem gegebenen Graphen finden kénnen, und
wie wenige Teilbdume des Graphen ausreichen, um alle seine Kanten zu
iiberdecken. In Abschnitt 1.5 beweisen wir einen graphentheoretischen
Uberdeckungssatz anderer Art, aus dem ganz leicht der bekannte Dua-
litdtssatz von Dilworth iiber Teilordnungen folgt.

1.1 Paarungen in bipartiten Graphen

G = (V,E) Fiir diesen gesamten Abschnitt sei G = (V, E) ein fester bipartiter Graph
A, B mit Eckenpartition { A, B}. Als a, a’ usw. bezeichnete Ecken von G liegen
a,b etc. generell in A, als b usw. bezeichnete in B.

Wie finden wir in G eine Paarung grofitmoglicher Méchtigkeit? Be-
trachten wir zunéchst eine beliebige Paarung M in G. Ein Weg in G, der
in einer ungepaarten Ecke aus A beginnt und dann abwechselnd Kanten

alternierend aus E~. M und aus M enthélt, ist ein alternierender Weg (beziiglich M).
FEinen alternierenden Weg P, der in einer ungepaarten Ecke aus B endet,
nennt man einen Verbesserungsweg (Abb. 1.1.1). Die symmetrische Dif-
ferenz M’ von M mit E(P) ist némlich eine Paarung in G von groferer
Michtigkeit als |M|: jede innere Ecke von P ist in M’ wie in M gepaart,
und zuséitzlich sind in M’ die beiden Endecken von P gepaart.

Verbesse-
rungsweg

— \
[ ] [ ]
M
r—Q r—
A B A B

Abb. 1.1.1. Verbesserung von M zu M’ durch den alternierenden
Weg P

Alternierende Wege spielen bei der praktischen Suche nach mog-
lichst groflen Paarungen eine wesentliche Rolle. Wie man leicht zeigt
(Ubung), gibt es niimlich zu jeder Paarung, die weniger Kanten enthilt



1.1 Paarungen in bipartiten Graphen 39

als moglich, einen Verbesserungsweg; durch sukzessives Verbessern ei-
ner beliebigen Anfangspaarung liasst sich somit eine Paarung maximaler
Machtigkeit gewinnen.

Unser erster Satz charakterisiert die grofite Méchtigkeit einer Paa-
rung in G durch eine Art Dualitétsbedingung. Wir nennen eine Menge
U C V eine Eckeniiberdeckung (oder kurz Uberdeckung) von E, wenn
jede Kante aus F mit einer Ecke aus U inzidiert.

Satz 1.1.1. (Konig 1931)
Die grofite Méchtigkeit einer Paarung in G ist gleich der geringsten
Miéchtigkeit einer Eckeniiberdeckung von E.

Beweis. Es sei M eine Paarung in G von maximaler Méchtigkeit. Wir
wéhlen aus jeder Kante von M eine Ecke aus: ihre Ecke in B, falls
in dieser Ecke ein alternierender Weg endet, und sonst ihre Ecke in A
(Abb. 1.1.2). Wir zeigen, dass die Menge U der |M| so ausgewéhlten
Ecken ganz E iiberdeckt: da jede Uberdeckung alle Kanten von M treffen
muss, kann es keine Uberdeckung durch weniger Ecken geben, und so
folgt hieraus die Behauptung.

UNnB

UNnA

Abb. 1.1.2. Die Eckeniiberdeckung U

Es sei ab € E eine beliebige Kante; wir zeigen, dass a oder b in U
liegt. Ist ab € M, so gilt dies nach Definition von U; es sei also ab ¢ M.
Wegen seiner Maximalitit enthilt M eine Kante a’b’ mit a = o’ oder
b =1¥. Wir diirfen ¢ = o annehmen: ist ndmlich a ungepaart (und
b =1V'), so ist ab ein alternierender Weg, und aus der Kante a'b’ € M
wurde die Ecke b’ = b fiir U gewihlt. Liegt ¢’ = a nicht in U, soist ¥’ € U,
d.h. in b endet ein alternierender Weg P. Dann endet auch in b ein
alternierender Weg P’: entweder P’ := Pb (falls b € P) oder P’ := Pbt’a’b.
Da P’ wegen der Maximalitit von M kein Verbesserungsweg sein kann,
ist b gepaart und wurde aus seiner Paarungskante fiir U gew#hlt. O

Statt allgemein nach einer groftmoglichen Paarung in G zu fragen,
interessiert man sich haufig konkret fiir die Frage, ob G eine Paarung

Eckeniiber-
deckung
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von ganz A enthélt. Offensichtlich notwendig hierfiir ist, dass es fiir jede
Teilmenge von A geniigend Nachbarn in B gibt, dass also gilt:

IN(S)| = |S| fir alle S C A.

Der folgende sogenannte Heiratssatz besagt, dass diese einfache notwen-
dige Bedingung auch hinreichend ist zur Existenz einer Paarung von A:

Satz 1.1.2. (Hall 1935)
G enthilt genau dann eine Paarung von A, wenn |N(S)| > |S| gilt fiir
alle Eckenmengen S C A.

Wir geben drei Beweise, von ,algorithmisch-natiirlich* bis ,glatt und
elegant®. Man kann den Heiratssatz auch leicht aus dem Satz von Konig
herleiten (Ubung 4).

Erster Beweis. Es sei M eine Paarung von G, in der nicht alle Ecken
aus A gepaart sind; wir konstruieren zu M einen Verbesserungsweg. Es
sei ag, by, a1,bs,as, ... eine maximale Folge verschiedener Ecken a; € A
und b; € B mit den folgenden Eigenschaften fiir alle ¢ > 1 (Abb. 1.1.3):

(i) ap ist ungepaart;
(ii) b; ist zu einer Ecke as(;) € {ao,...,a;—1} benachbart;
(iii) a;b; € M.
Aufgrund der Heiratsbedingung kann unsere Folge nicht in einer Ecke
aus A enden: die ¢ Ecken ay,...,a;_1 haben insgesamt mindestens i

Nachbarn in B, also nicht nur die Ecken bq,...,b;_1. Es sei b, € B die
letzte Ecke der Folge. Nach (i)—(iii) ist

P = beagabym r2 b2 agae) - - apr )

mit f7(k) = 0 ein alternierender Weg.

az ba
ao b1
ai b3
as ba
aq bs

Abb. 1.1.3. Beweis des Heiratssatzes mit alternierenden Wegen

Woran kann es liegen, dass unsere Eckenfolge nicht verléngerbar
ist? Gibt es ein a € A mit ab, € M, so kénnten wir sie mit a; := a
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verldngern — es sei denn, es ist bereits a = a; mit 0 < @ < k. Nach
(iii) wére dann jedoch by = b;, mit Widerspruch. Dass wir die Folge
nicht verlangern konnen, kann also nur den Grund haben, dass by nicht
gepaart ist. Dann aber ist P ein Verbesserungsweg zwischen b, und ag.

O

Zweiter Beweis. Wir verwenden Induktion nach |A|. Fiir |[A] = 1 ist
die Behauptung wahr. Es sei nun |A| > 2, und fiir kleinere |A| sei die
Heiratsbedingung hinreichend zur Existenz einer Paarung von A.

Gilt [N(S)| > |S] +1 fiir jedes nicht leere S & A, so wihlen wir
irgendeine Kante ab € G und betrachten G’ := G — {a,b}. Fiir jedes

nicht leere S C A~ {a} gilt dann
|Ne ()] = INa(S)[ =1 =15,

d.h. nach Induktionsannahme enthélt G’ eine Paarung von A\ {a}. Zu-
sammen mit der Kante ab ergibt dies eine Paarung von A in G.

Es gebe also ein nicht leeres A’ G A mit |B'| = |A] fir B' :=
N(A"). Nach Induktionsannahme enthilt G’ := G[A’ U B'] eine Paarung
von A’. Nun erfiillt aber auch G — G’ die Heiratsbedingung: giibe es
ein § € AN A" mit [Ng_¢/ (S)| < |S], so wire [Nag(SUA")| < |[SUA|,
mit Widerspruch. Nach Induktionsannahme enthélt somit auch G — G’
eine Paarung von A~ A’, und wir kénnen die beiden Paarungen zu einer
Paarung von A in G zusammensetzen. (I

Fiir unseren letzten Beweis sei H ein A enthaltender Teilgraph
von G, der die Heiratsbedingung erfiillt und mit dieser Eigenschaft kan-
tenminimal ist. Wegen der Heiratsbedingung fiir S = {a} ist dg(a) > 1
fir alle a € A.

Dritter Beweis. Wir werden zeigen, dass dg(a) = 1 ist fiir alle a € A.
Da H der Heiratsbedingung geniigt, bilden seine Kanten dann eine Paa-
rung von A.

Nehmen wir an, eine Ecke a € A habe verschiedene Nachbarn b1, by
in H. Wegen der Minimalitdt von H verletzen die Graphen H — ab;
und H — aby die Heiratsbedingung (Abb. 1.1.4). Fiir ¢ = 1,2 gibt es

Abb. 1.1.4. Bi enthélt by, aber nicht by

A B
G/
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also jeweils eine Menge A; C A, die a enthélt und |A;| > |B;| erfiillt fiir
B; := Npg_qp,(A;). Wegen by € By und by € By erhalten wir

INi (AN As ~ {a})] < |By N Byl
= |B1|+ |Bz| = |B1U By
= |Bi|+ |B2| — | Nu (A1 U Ay)|
< [Ar| = 1+ |As] — 1 — A1 U Ay
— AN As~ {a}| — 1.

Also verletzt H die Heiratsbedingung, entgegen unserer Annahme. [

Zu diesem letzten Beweis gibt es ein hiibsches ,,Dual®, bei dem man
zunéchst zeigt, dass dy(b) < 1 ist fiir alle b € B. Siehe Ubung 5 und
den Hinweis dazu.

Korollar 1.1.3. Ist G k-reguldr mit k > 1, so hat G einen 1-Faktor.

Beweis. Ist G k-reguldr, so gilt offenbar |A| = |BJ; es reicht also, mit
Satz 1.1.2 zu zeigen, dass G eine Paarung von A enthélt. Nun gehen von
jeder Menge S' C A insgesamt k | S| Kanten nach N(S), und diese Kanten
gehoren zu den k |N(S)| Kanten, die insgesamt mit N(S) inzidieren. Es
gilt also k|S| < k|N(S)|, d.h. G erfiillt in der Tat die Heiratsbedingung.

O

Bei Anwendungen aus dem wirklichen Leben werden Paarungen
nicht immer auf der Basis globaler Kriterien des gesamten Graphen
ausgesucht. Vielmehr entstehen sie hiufig als Ergebnis voneinander un-
abhéngiger Entscheidungen, die lokal von beteiligten Ecken getroffen
werden. Eine typische solche Situation liegt vor, wenn es den Ecken
nicht gleichgiiltig ist, durch welche ihrer inzidenten Kanten sie gepaart
werden, sondern sie einige gegeniiber anderen bevorzugen. Wenn dann
M eine Paarung ist und e = ab eine Kante, die nicht in M liegt, so
dass a und b beide die Kante e gegeniiber ihrer gegenwértigen Paarungs-
kante (wenn eine solche existiert) bevorzugen, dann kénnten a und b
beschlieflen, M lokal zu verdndern, indem sie e hinzunehmen und ihre
vorherigen Paarungskanten verwerfen. Die Paarung M wére also insta-
bil, auch wenn sie vielleicht maximale Grofle hat.

Etwas formaler nennen wir eine Familie (<, ),cy vollstdndiger Ord-
nungen <, auf E(v) ein System von Prdiferenzlisten fiir G. Dann heifit
eine Paarung M in G stabil, wenn fiir jede Kante e € E'~. M eine Kante
f € M existiert, so dass e und f eine gemeinsame Fcke v mit e <, f ha-
ben. Der folgende Satz ist im Englischen als das stable marriage theorem
bekannt:

Satz 1.1.4. (Gale & Shapley 1962)
Fiir jedes System von Préferenzlisten hat G eine stabile Paarung.
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Beweis (vergleiche Ubung 14). Wir nennen eine Paarung M in G besser
als eine Paarung M’ # M, wenn M die Ecken in B gliicklicher macht
als M’, das heifit, wenn jede Ecke b aus einer Kante f’ € M’ auch mit
einer Kante f € M inzidiert, fiir die f’ <, f gilt. Wir werden eine
Folge sukzessive immer besserer Paarungen konstruieren. Da wir diese
an jeder Ecke b € B nur d(b)-mal echt verbessern kénnen, wird diese
Folge nach endlich vielen Schritten zu einem Ende kommen.

Zu gegebener Paarung M nennen wir eine Ecke a € A interessant
fiir b e B, wenn e = ab € E~ M ist und, falls M eine mit b inzidente
Kante f enthélt, f <, e gilt. Wir nennen a € A zufrieden mit M, falls a
ungepaart ist oder fiir seine Paarungskante f € M gilt, dass f >, e ist
fiir alle Kanten e = ab mit der Eigenschaft, dass a fiir b interessant ist.

Mit der leeren Paarung beginnend, konstruieren wir jetzt eine Folge
von Paarungen, die jeweils alle Ecken in A zufrieden stellen. Haben
wir eine solche Paarung M konstruiert, so betrachten wir im néchsten
Schritt eine Ecke a € A, die ungepaart aber interessant fiir ein b € B ist.
(Gibt es kein solches a, so beenden wir die Konstruktion.) Wir fiigen
dann zu M die <,-maximale Kante ab hinzu, fiir die a fiir b interessant
ist, und 18schen aus M die bisherige Kante an b (falls sie existiert).

Offensichtlich ist jede Paarung in unserer Folge besser als die vor-
herige, und induktiv folgt leicht, dass jede von ihnen alle Ecken in a
zufrieden stellt. Unsere Folge endet schliefflich mit einer Paarung M, fiir
die jede ungepaarte Ecke in A fiir all ihre Nachbarn in B uninteressant
ist. Da jede gepaarte Ecke in A mit M zufrieden ist, ist diese Paarung
stabil. |

Zahlreichen Anwendungen des Heiratssatzes geht eine — zuweilen
recht clevere — Aufbereitung des eigentlich zu l6senden Problems voraus,
seine Umwandlung in die immerhin recht spezielle Form eines bipartiten
Paarungsproblems. Als einfaches Beispiel leiten wir aus dem Heiratssatz
einen der dltesten Sdtze der Graphentheorie her, dessen Originalbeweis
gar nicht so einfach (und gewiss nicht kurz) ist:

Korollar 1.1.5. (Petersen 1891)
Jeder regulire Graph geraden Grades > 0 hat einen 2-Faktor.

Beweis. Es sei G ein beliebiger 2k-regulidrer Graph (k > 1), oBdA zu-
sammenhéngend. Nach Satz 0.8.1 enthélt G einen eulerschen Kantenzug
Vo€o - - - €01V, Mit vy = vg. Wir ersetzen jetzt jede Ecke v durch ein
Eckenpaar (v™,v") und jede Kante e; = v;v;41 durch die Kante vjvijrl
(Abb. 1.1.5). Der entstandene bipartite Graph ist k-reguldr und hat
somit nach Korollar 1.1.3 einen 1-Faktor. Identifizieren wir in diesem
1-Faktor jedes Eckenpaar (v~,v™) wieder zur urspriinglichen Ecke v, so
erhalten wir einen 2-Faktor in G. [

(0.8.1)
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Abb. 1.1.5. Die Eckenspaltung im Beweis von Korollar 1.1.5

1.2 Paarungen in allgemeinen Graphen

Fiir einen Graphen G bezeichne Cg die Menge seiner Komponenten und
q(G) die Anzahl seiner ungeraden Komponenten, der Komponenten un-
gerader Ordnung. Hat G einen 1-Faktor, so gilt offenbar

q(G—8) < |5] fir alle S C V(G).

w2

Abb. 1.2.1. Die Tutte-Bedingung ¢(G — S) < |S| fiir ¢ = 3, und
der kontrahierte Graph Gs aus Satz 1.2.3

Dass auch die Umkehrung dieser Implikation gilt, ist ein weiterer
klassischer Satz der Graphentheorie:

Satz 1.2.1. (Tutte 1947)
Ein Graph G hat genau dann einen 1-Faktor, wenn q(G — S) < |S| gilt
fiir alle S C V(G).

Beweis. Es sei G = (V, E) ein Graph ohne 1-Faktor. Wir werden eine
Menge S C V finden, die die Tutte-Bedingung verletzt; solche Mengen
nennen wir schlecht.

Wir diirfen annehmen, dass G kantenmaximal ist ohne 1-Faktor.
Ist ndmlich S C V schlecht in einem Graphen G’ O G, der aus G durch
Hinzufiigung von Kanten entstanden ist, so ist S auch schlecht in G: jede
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ungerade Komponente von G’ — S ist die Vereinigung von Komponenten
von G — S, und von diesen muss dann auch jeweils eine ungerade sein.

Wie sieht G aus? Falls G eine schlechte Menge S enthélt, dann hat G
aufgrund seiner Kantenmaximalitdt und der trivialen Vorwértsrichtung
des Satzes die folgende Struktur:

Alle Komponenten von G — S sind vollstdndig, und jede (+)
Ecke aus S ist zu allen Ecken aufler sich selbst benachbart.

Erfiillt umgekehrt eine Menge S C V die Bedingung (%), so ist S auch
notwendig schlecht (es sei denn, die leere Menge ist schlecht, was uns
ja auch geniigt): wére S nicht schlecht, so kénnten wir die ungeraden
Komponenten von G — S disjunkt mit S verbinden und die restlichen
Ecken zu Paaren benachbarter Ecken zusammenfassen — es sei denn,
|G| ist ungerade, doch dann ist (} schlecht in G.

Es reicht also, eine Menge S zu finden, die (x) erfiillt. Dazu sei
S die Menge derjenigen Ecken, die zu allen Ecken (aufler sich selbst)
benachbart sind. Erfiillt dieses S nicht (x), so gibt es eine Komponente
von G — S mit nicht benachbarten Ecken a,a’. Sind a, b, ¢ die ersten drei
Ecken auf einem kiirzesten a—a’-Weg in dieser Komponente, so haben
wir ab,bc € E und ac ¢ E. Wegen b ¢ S gibt es iiberdies eine Ecke d € V'
mit bd ¢ E. Wegen der Kantenmaximalitit von G gibt es dann eine
Paarung M; von V in G + ac und eine Paarung M5 von V in G + bd.

Abb. 1.2.2. Was passiert, wenn S nicht (*) erfiillt

Es sei P = d...v ein maximaler Weg in G, der in d mit einer
Kante aus M; beginnt und dann abwechselnd Kanten aus M; und M,
enthélt. Liegt die letzte Kante von P in My, so gilt v = b, da wir P sonst
fortsetzen konnten; wir setzen dann C := P+ bd. Liegt die letzte Kante
von P in Ms, so muss wegen der Maximalitdt von P die mit v inzidente
M;i-Kante die Kante ac sein; dann ist v € {a,c}, und wir bezeichnen
den Kreis dPvbd mit C. In beiden Féllen ist C ein Kreis gerader Lange,
bei dem jede zweite Kante in Ms liegt, und dessen Kanten aufler bd alle
in G liegen. Indem wir in M5 die Kanten auf C' durch die Kanten von
C — M, ersetzen, erhalten wir eine in F enthaltene Paarung von V', mit
Widerspruch. O

Korollar 1.2.2. (Petersen 1891)
Jeder briickenlose kubische Graph hat einen 1-Faktor.

a,b,c

My, M2
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Beweis. Wir zeigen, dass jeder briickenlose kubische Graph G der Tutte-
Bedingung geniigt. Sei dazu S C V(G) gegeben und C eine ungerade
Komponente von G —S. Da G kubisch ist, ist die Summe der Eckengrade
(in G) aller Ecken in C' ungerade, aber nur ein gerader Anteil dieser
Summe kommt von Kanten aus C. Somit hat G eine ungerade Anzahl
von S—C'- Kanten. Da G keine Briicke hat, gibt es mindestens drei solche
Kanten. Die Gesamtzahl der Kanten zwischen S und G — S betrégt
somit mindestens 3¢(G — S). Sie betrigt aber auch hochstens 3|S|, da
G kubisch ist. Es gilt daher ¢(G —S) < |S|, wie erwiinscht. O

Um den Satz von Tutte noch von einer anderen Seite zu beleuchten,
geben wir noch einen zweiten Beweis. Wir beweisen sogar einen etwas
stiarkeren Satz, der iiberdies interessante strukturelle Aussagen zur Lage
sdmtlicher grofftmoglicher Paarungen in beliebigen Graphen impliziert —
auch dann, wenn diese keinen 1-Faktor enthalten.

Ein Graph G = (V, E) heifle faktorkritisch, wenn G # ( ist und
G — v fiir jede Ecke v einen 1-Faktor hat. G selbst hat dann natiirlich
keinen 1-Faktor, da es ungerade Ordnung hat. Eine Eckenmenge S C V'
heie paarbar nach G — S, wenn der bipartite! Graph Gg, der aus
G durch Kontraktion der Komponenten C' € Cg_g und Loschen aller
Kanten innerhalb von S entsteht, eine Paarung von S enthélt. (For-
mal ist Gg der Graph mit Eckenmenge S UCg_g und Kantenmenge
{sC | 3c e C: sce E};siehe Abb. 1.2.1.)

Satz 1.2.3. Jeder Graph G = (V, E) enthélt eine Eckenmenge S mit
den folgenden beiden Eigenschaften:

(i) S ist paarbar nach G — S;
(ii) Jede Komponente von G — S ist faktorkritisch.

Fiir jedes solche S enthilt G genau dann einen 1-Faktor, wenn |S| =
|Ca—s] ist.

Fiir jedes gegebene G folgt die Aussage des Satzes von Tutte leicht aus
der Aussage dieses Satzes. Mit (i) und (ii) gilt ndmlich |S| < [Ca_g| =
q(G — S) (da faktorkritische Graphen ungerade Ordnung haben); aus der
Tutte-Bedingung ¢(G — S) < |S] folgt somit |S| = |Cg—g|, und damit
nach der letzten Aussage des Satzes die Existenz eines 1-Faktors.

Beweis von Satz 1.2.3. Zunichst ist klar, dass die letzte Aussage
des Satzes sofort aus den Eigenschaften (i) und (ii) von S folgt: hat G
einen 1-Faktor, so gilt ¢(G —S) < |S| und damit wie oben die Identitét
|S] = |Ca—sl; gilt andererseits |S| = |Ca—sg|, so folgt die Existenz eines
1-Faktors direkt aus (i) und (ii).

1 abgesehen von dem — gestatteten — Fall, dass S oder Cg_g leer ist
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Wir beweisen jetzt die Existenz von S, mit Induktion nach |G|. Fiir
|G| = 0 leistet S = 0 das Gewiinschte. Es sei nun |G| > 0, und die
Behauptung gelte fiir Graphen kleinerer Ordnung.

Unter den Mengen T' C V, die die Tutte-Bedingung ,,am schlechte-
sten erfiillen“, d.h. fiir die

d(T) := da(T) = q(G-T) = |T|

am grofiten ist, sei S eine Menge maximaler Méchtigkeit. Dann ist
d(S) = d(0) = o.

Wir zeigen zunéchst, dass jedes C' € Cg_g =: C ungerade Ordnung
hat. Anderenfalls betrachte eine beliebige Ecke ¢ € C und T := SU{c}.
Dann hat C' — ¢ ungerade Ordnung und somit mindestens eine ungerade
Komponente, und diese ist auch eine Komponente von G —T. Wir haben
dann

qG-=T)>2q(G-8)+1 und [T|=|S]+1

und damit d(T") > d(S), was der Wahl von S widerspricht.

Als n#chstes zeigen wir die Aussage (ii), dass jedes C' € C faktorkri-
tisch ist. Angenommen, es gibt ein C € C und c € C, so dass ¢’ := C —¢
keinen 1-Faktor enthélt. Nach Induktionsannahme und der vorweg ge-
zeigten Tatsache, dass fiir festes G der Satz von Tutte aus unserem Satz
folgt, existiert dann ein S’ C V(C’) mit

o' —8') > |8].

Da |C| ungerade und somit |C’| gerade ist, sind aber ¢(C’ — S’) und |5’|
entweder beide gerade oder beide ungerade, unterscheiden sich also nicht
um genau 1. Somit folgt schérfer

q(C"'=5") > |5 +2,
also de/(S') =2 2. Fir T := SU{c}US’ haben wir dann
d(T) 2 d(S)—1—=1+dc/(S") = d(9),

wobei die erste ,,—1“ vom Verlust der Komponente C' herriihrt und die
zweite von der Aufnahme der Ecke ¢ in die Menge T'. Wie oben wider-
spricht dies aber der Wahl von S.

Es bleibt zu zeigen, dass S nach G — S paarbar ist. Falls nicht,
dann gibt es nach dem Heiratssatz eine Menge S’ C S, von der aus
Kanten in weniger als |S’| der Komponenten in C fithren. Die anderen
Komponenten in C sind aber auch Komponenten von G — (S'\ S’). Fiir
T =5\ S gilt somit d(T) > d(S), wiederum entgegen der Wahl von S.

O
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Betrachten wir noch einmal die Menge S aus Satz 1.2.3, sowie eine
beliebige Paarung M in G. Wir schreiben wieder C := Cg_g. Es sei kg
die Anzahl der Kanten aus M mit mindestens einer Endecke in .S, und
ke die Anzahl der Kanten aus M mit beiden Endecken in G — S. Da
jedes C' € C ungerade Ordnung hat, wird mindestens eine seiner Ecken
von keiner Kante der zweiten Art getroffen. Fiir jedes M gilt somit

ks <|S| und ke < %(m — 18 —|C|>. (1)

Uberdies hat G eine Paarung Mo, fiir die hier in beiden Fillen Gleichheit
gilt: wéhle zuerst |\S| Kanten von S nach | JC gemé$ (i), und sodann nach
(ii) geeignete Mengen von %(|C| — 1) Kanten in jeder Komponente C € C.
Diese Paarung M, hat also genau

(Mol = IS+ 3 (IVI- 151~ [cl) (2)
Kanten.

Aus (1) und (2) zusammen folgt nun, dass fiir jede Paarung M
maximaler Michtigkeit in den beiden Ungleichungen von (1) Gleich-
heit gelten muss: wegen |M| > |Mp| und (2) hat M mindestens
IS|+ 2(IV| = |S] — |C|) Kanten, und mit (1) folgt hieraus, dass keine
der beiden Ungleichungen in (1) echt sein kann. Gleichheit in (1) aber
impliziert ihrerseits, dass M die obige Struktur hat: wegen ks = |9]
enthélt M fiir jedes s € S eine Kante st mit t € G — S, und wegen
ke = (V| —|S| —|C|) enthélt M fiir jedes C' € C genau 3(|C| —1)
Kanten aus C; da letztere nur eine Ecke von C aussparen, liegen die
Endecken t der Kanten st iiberdies in verschiedenen C'.

Hinter Satz 1.2.3 versteckt sich mithin ein Struktursatz fiir alle Paa-
rungen M maximaler Méchtigkeit, in beliebigen Graphen. In noch etwas
allgemeinerer Form ist dieser Struktursatz bekannt als Satz von Gallai
und Edmonds; Naheres dazu in den Notizen.

1.3 Packungen und Uberdeckungen

Viel von der schlichten Schonheit der Sétze von Konig (1.1.1) und Hall
(1.1.2) geht sicher davon aus, dass sie die Existenz der gewiinschten
Paarung bereits garantieren, sobald ein offensichtlicher Hinderungsgrund
dafiir nicht auftritt. Im Satz von Konig etwa kénnen wir stets k un-
abhingige Kanten finden, solange nicht weniger als k Ecken alle Kanten
iiberdecken (was die Existenz von k unabhingigen Kanten natiirlich aus-
schliefit).

Ist allgemeiner G ein beliebiger Graph (nicht notwendig bipartit)
sowie H irgendeine Klasse von Graphen, und ist k& die maximale An-
zahl disjunkter Teilgraphen von G, die jeweils zu einem Graphen in H
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isomorph sind, so kénnen wir fragen, ob die minimale Anzahl s von
Ecken von G, die all seine Teilgraphen aus H treffen, zumindest durch
eine Funktion von k beschrankt ist — wenn schon nicht, wie bei Konig,
durch k selbst. Ist dies der Fall, so sagen wir, dass H die ,,Erdés-Pésa-
Eigenschaft“ habe. Formaler: eine Graphenklasse H hat die Erdds-Pdésa-
Figenschaft, wenn eine Funktion k — f(k) von N nach R existiert, so
dass es fiir jedes k in jedem Graphen G stets entweder k£ disjunkte Teil-
graphen aus H gibt oder eine Menge U von héchstens f(k) Ecken, fir
die G — U keinen Teilgraphen aus H hat.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, den Satz von Erdés und Pdsa
zu beweisen, dass die Klasse aller Kreise diese Eigenschaft hat. Wir
werden also eine Funktion f finden (etwa 4klogk), so dass in einem
Graphen stets entweder k disjunkte Kreise existieren oder all seine Kreise
durch hochstens f(k) Ecken iiberdeckbar sind.

Dazu zeigen wir zunéchst eine stiarkere Aussage fiir kubische Gra-
phen. Fiir k € N setze

Sk 1= {Lllkrk gﬁz Z i ? mit 7y :=logk+loglogk+4.

Lemma 1.3.1. Jeder kubische Multigraph mit mindestens s, FEcken
enthélt k disjunkte Kreise, fiir alle k € N.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach k. Fiir £ < 1 ist die Behauptung
klar. Zum Induktionsschritt sei k > 2, es sei H ein kubischer Multigraph
mit |H| > s, und es sei C ein kiirzester Kreis in H.

Wir zeigen zuniichst, dass H — C' eine Unterteilung eines kubischen
Multigraphen H' mit |H'| > |H|— 2|C| enthilt. Es sei m die Anzahl der
Kanten von H zwischen C' und H — C. Da H kubisch ist und d(C) = 2,
ist m < |C|. Wir betrachten nun Partitionen von V(H) in zwei Men-
gen V7 und Vi, beginnend mit V5 := V(C). Hat H[Vs] eine Ecke vom
Grad hochstens 1, so schieben wir sie von V5 nach V7 und erhalten eine
neue Partition {V}, Vo } mit weniger V;—V5 - Kanten. Nehmen wir an, wir
konnen n solche Eckenbewegungen ausfiihren, aber nicht mehr. Danach
hat H[V3] nur noch héchstens m — n Ecken vom Grad < 3, da jede
solche Ecke mit einer V;—V5 - Kante inzidiert und H nur noch héchstens
m — n solche Kanten hat. Und jede Ecke vom Grad < 3 in H[V5] hat
dort den Grad 2, da wir sie sonst nach V; schieben koénnten. Es sei H'
der aus H[V,] durch Unterdriickung dieser Ecken entstehende kubische
Multigraph. Dessen Ordnung betréigt dann, wie erwiinscht,

|H'| 2 |H|=|C|=n—(m—n) > [H|-2|C].

Zur Vollendung des Induktionsschrittes zeigen wir jetzt |H'| > sg—_1.
Da |C| < 2log|H]| ist nach Korollar 0.3.5 (bzw. wegen |H| > sy, falls

Erdés-
Pésa-
Eigenschaft

Tk Sk

(0.3.5)
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|C| = g(H) < 2), und da |H| > s > 6 ist, haben wir
|H'| > |H|-2|C| > |H| —4log |H| > s), — 4log sy, .

(Bei der letzten Ungleichung benutzen wir, dass fiir © > 6 die Funktion
x — x —4log x monoton wichst.)

Es reicht somit, s —4logsy > sp_1 zu zeigen. Dies ist klar fiir
k = 2, so dass wir k > 3 annehmen diirfen. Dann ist ry, < 4logk (was
fiir £ > 4 klar ist; fur k¥ = 3 muss man rechnen), und es folgt

sp —4log s, = 4(k—1)r +4logk +4loglogk + 16
- (8+4logk+410grk)
Skp—1 +4loglogk+ 8 —4log(4log k)

WV

= Sk—1 - O

Satz 1.3.2. (Erd8s & Pédsa 1965)

Es existiert eine Funktion f:N— R mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
k € N jeder Graph G entweder k disjunkte Kreise enthélt oder eine
Menge von héchstens f (k) Ecken, die alle seine Kreise trifft.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fir f(k) := s+ k — 1. Seien k
und G gegeben. Wir diirfen annehmen, dass G einen Kreis enthélt, und
somit auch einen maximalen Teilgraphen H, in dem jede Ecke den Grad
2 oder 3 hat. Es sei U die Menge der Ecken vom Grad 3 in H.

Weiter sei C die Menge aller Kreise in GG, die U vermeiden und H
in genau einer Ecke treffen, und es sei Z C V(H)\ U die Menge dieser
Ecken. Zu jedem z € Z wahlen wir einen Kreis C, € C, der H in z trifft,
und setzen C' := {C, | z € Z}. Aufgrund der Maximalitit von H sind
die Kreise in C’ disjunkt.

Es sei D die Menge aller 2-reguldren Komponenten von H, die keine
Ecke aus Z enthalten. Dann ist auch C’ UD eine Menge disjunkter Kreise.
Ist |C'UD| > k, so sind wir fertig. Anderenfalls kénnen wir zu Z eine
Ecke aus jedem Kreis in D hinzufiigen und erhalten so eine Menge X
von hochstens & — 1 Ecken, die alle Kreise in C und alle 2-reguléren
Komponenten von H trifft.

Betrachten wir nun einen Kreis in GG, der X vermeidet. Dieser Kreis
trifft H, wegen der Maximalitit von H. Aber er ist keine Komponente
von H, er liegt nicht in C, und er enthélt keinen H -Weg, der zwei Ecken
vom Grad 2 in H verbindet (wiederum wegen der Maximalitidt von H).
Unser Kreis trifft daher U.

Wir haben gezeigt, dass jeder Kreis in G eine Ecke aus X UU
enthélt. Wegen |X| < k — 1 reicht es somit zu zeigen, dass |U| < s
gilt oder k disjunkte Kreise in H existieren. Dies folgt aber aus Lem-
ma 1.3.1, angewandt auf den aus H durch Unterdriickung der Ecken vom
Grad 2 erhaltenen kubischen Graphen. O
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Im Kapitel 10 werden wir noch einmal auf die Erdés-Pésa-Eigen-
schaft treffen. Dort werden wir eine betriichtliche Verallgemeinerung
des Satzes 1.3.2 als ein unerwartetes und ganz einfaches Korollar der
Theorie der Graphenminoren erhalten.

1.4 Kantendiskunkte Spannbdume
und Arborizitét

In diesem Abschnitt betrachten wir Packungen und Uberdeckungen im
Hinblick auf Kanten anstelle von Ecken. Wie viele kantendisjunkte
Spannbdume koénnen wir in einem gegebenen Graphen G finden? Und
wie wenige Teilbdume von G (die nicht unbedingt kantendisjunkt sein
miissen) geniigen, um alle Kanten von G zu iiberdecken?

Zur Motivation des Spannbaum-Packungsproblems nehmen wir ein-
mal an, unser Graph stelle ein Kommunikationsnetz dar. Nennt uns
jemand zwei Ecken, so mochten wir schnell in der Lage sein, k£ kantendis-
junkte Wege zwischen diesen beiden Ecken zu finden. Der Satz 2.3.6 (ii)
von Menger aus dem néchsten Kapitel wird uns sagen, dass solche Wege
existieren, sobald unser Graph k-kantenzusammenhéngend ist. Dies ist
offensichtlich auch notwendig, was den Satz besonders einleuchtend und
attraktiv macht. Doch verréit uns der Satz von Menger nicht, wie man
die Wege finden kann! Ja, selbst wenn wir die gesuchten Wege fiir ein
Eckenpaar gefunden haben, niitzt uns dies nichts dabei, sie auch fiir
ein weiteres Paar zu finden. Hat unser Graph jedoch k kantendisjunkte
Spannbdume, so kénnen wir die gesuchten & Wege jederzeit schnell fin-
den, nachdem wir einmal die Bdume in unserem Computer gespeichert
haben: wir suchen einfach in jedem Baum einen Weg.

Wann hat ein Graph G aber k kantendisjunkte Spannbéume? Wenn
es sie gibt, muss G sicherlich k-kantenzusammenhéngend sein. Die Um-
kehrung jedoch ist falsch, wie man bereits fiir k = 2 sieht. Es ist sogar
nicht einmal klar, ob die Existenz von k kantendisjunkten Spannb&dum-
en iiberhaupt durch eine Annahme hohen Zusammenhangs allein zu
gewihrleisten ist. (Siehe jedoch Korollar 1.4.2 unten.)

Betrachten wir daher zunichst eine andere Bedingung, die auch of-
fensichtlich notwendig ist. Ist P = {V1,...,V,.} eine beliebige Partition
von V', so enthélt jeder Spannbaum von G nach Korollar 0.5.3 minde-
stens r — 1 Kanten zwischen verschiedenen Partitionsmengen (warum?).
Gibt es k kantendisjunkte Spannbdume in G, so hat G fiir jede Ecken-
partition in r Teile mindestens k (r — 1) Kanten zwischen verschiedenen
Partitionsmengen. Solche Kanten nennen wir Partitionskanten.

Diese offensichtlich notwendige Bedingung ist wiederum auch hin-
reichend:

Partitions-
kanten
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Satz 1.4.1. (Tutte 1961; Nash-Williams 1961)

Ein Multigraph enthilt genau dann k kantendisjunkte Spannbdume,
wenn er zu jeder Partition P seiner Eckenmenge mindestens k (|P| — 1)
Partitionskanten enthélt.

Bevor wir Satz 1.4.1 beweisen, wollen wir ihn kurz mit dem Satz von
Menger vergleichen. Interessanterweise bedarf es nur einer Erhéhung des
Kantenzusammenhangs von k auf 2k, um statt irgendwelcher k& kanten-
disjunkter Wege zwischen je zwei Ecken die Existenz k kantendisjunkter
Spannb&dume zu sichern:

Korollar 1.4.2. Jeder 2k-kantenzusammenhédngende Multigraph ent-
hélt k kantendisjunkte Spannbdume.

Beweis. Ist G ein 2k-kantenzusammenhéngender Multigraph und ist
{V1,...,V.} eine Partition von V(G), so fiihren von jeder Partitions-
menge V; mindestens 2k Kanten zu anderen Partitionsmengen. Somit
hat G mindestens %22:1 2k = kr Partitionskanten. Die Behauptung
folgt mithin aus Satz 1.4.1. O

Zum Beweis von Satz 1.4.1 seien ein Multigraph G = (V, E') und ein
k € N gegeben. Essei F die Menge aller k-Tupel F' = (F1, ..., Fi) kanten-
disjunkter aufspannender Wélder in G mit der grofftmoglichen Gesamt-
kantenzahl, also so, dass ||F|| := |E[F]| mit E[F] := E(F1)U...UE(Fy)
maximal ist.

Ist F = (Fy,...,Fx) € Fund e € EX E[F], so enthilt F; + e fiir jedes
i =1,...,k einen Kreis: sonst kénnten wir F; in F' durch F; + e ersetzen
und erhielten einen Widerspruch zur Maximalitét von ||F||. Ist e’ # e
eine Kante dieses Kreises (fiir ein festes 7), und setzen wir F} := F; +e—¢’
sowie I} := Fj fiir alle j # 4, so ist auch I := (Fy,..., F}) € F; wir
sagen, F’ sei aus F' durch Austausch der Kante e gegen die Kante e
entstanden. Beachte, dass die ¢’ enthaltende Komponente von F; bei
ihrer Wandlung zu einer Komponente von F; ihre Eckenmenge nicht
dndert. Zu jedem Weg z ...y C F] ist also 2 F;y ein wohldefinierter Weg
in F;; dies werden wir spéter verwenden.

Wir betrachten nun ein festes k-Tupel FO = (FP,..., F?) € F. Die
Menge aller k-Tupel aus F, die wir durch sukzessiven Kantenaustausch
aus FO herstellen kénnen, sei mit F° bezeichnet. Weiter sei

E°:= ] (E\E[F))
und G° := (V, EY). e

Lemma 1.4.3. Zu jedem €° € E ~ E[FY] gibt es eine Eckenmenge U C
V, die in jedem F? zusammenhéngend ist (i =1, ..., k) und die Endecken
von €° enthilt.
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Beweis. Wegen FO e FO ist e € E; es sei CY die Komponente von G°,
die € enthiilt. Wir zeigen die Behauptung fiir U := V(C?).

Es sei i € {1,...,k} gegeben; wir miissen zeigen, dass U in F)
zusammenhéngend ist. Dazu beweisen wir zunéchst folgendes:

Essei F = (F1,...,F) € F°, und (FY,...,F}) sei aus F
durch Austausch einer Kante von F; entstanden. Sind x,y (1)

die Endecken eines Weges in F/ NC°, dann liegt auch xF;y
in C9.

Es sei e = vw die neue Kante aus E(F]) \ E[F]; dies ist die einzige
Kante von F!, die nicht auch in F; liegt. Wir nehmen e € xF]y an: sonst
wire zF;y = xFy und nichts zu zeigen. Es reicht, vF;w C C° zu zeigen:
dann ist (zF]y — e) UvF;w ein zusammenhéngender Teilmultigraph von
F,NCY% der x,y und daher auch xF;y enthilt. Ist ¢’ eine beliebige
Kante von vF;w, so kénnten wir ¢’ in F € FY gegen e austauschen und
ein Element von F° erhalten, in dem e’ fehlt; es gilt somit ¢/ € E°. Es
folgt vF;w C G, und somit vF;w C C° wegen v, w € xF/y C C°. Damit
ist (1) bewiesen.

Zum Beweis, dass U = V(C?) in F? zusammenhingend ist, zeigen
wir zu jeder Kante zy € C°, dass der Weg 2 Fy existiert und in C° liegt.
Da C° zusammenhiingend ist, ist die Vereinigung all dieser Wege dann
ein zusammenhiingender und aufspannender Teilgraph von F?[U].

Es sei also e = zy € C° gegeben. Wegen e € E? gibt es ein s € N
und k-Tupel F" = (F{,...,F}) firr =1,...,s, so dass jedes F" durch
Kantenaustausch aus F"~! entsteht, und e € E \ E[F?] ist. Setzen wir
F := F*in (1), so kénnen wir e als Weg der Liinge 1 in F} N C? auffassen.
Sukzessive Anwendung von (1) auf F = F*,..., F° ergibt 2’y C C°
wie gewiinscht. O

Beweis von Satz 1.4.1. Nur die Riickrichtung ist zu zeigen. Wir
verwenden Induktion nach |G|. Fiir |G| = 2 ist die Aussage wahr. Zum
Induktionsschritt nehmen wir an, dass G zu jeder Partition P von V
mindestens k (| P| — 1) Partitionskanten enthilt und konstruieren k kan-
tendisjunkte Spannb&dume in G.

Betrachten wir ein beliebiges k-Tupel FO = (F,...,F?) € F. Ist
jedes F? ein Baum, so sind wir fertig. Anderenfalls gilt nach Korollar
0.5.3

k
IE =Y IEP ] < k(G- 1).

i=1

Nach Voraussetzung — betrachte die Partition von V in lauter einzelne
Ecken — gilt andererseits |G| > &k (JG| —1). Es gibt daher eine Kante
eY € E N E[F°. Es sei U die nach Lemma 1.4.3 zu €’ existierende
Eckenmenge, die in jedem F zusammenhiingend ist und die Endecken

CO

(0.5.3)

FO
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von €° enthilt. Insbesondere ist |[U| > 2. Da jede Partition des kontra-
hierten Multigraphen G/U eine Partition von G mit den gleichen Partiti-
onskanten induziert,? enthélt auch G /U zu jeder Partition P mindestens
k (|P| — 1) Partitionskanten. Nach Induktionsannahme gibt es in G/U
daher k kantendisjunkte Spannbaume 77, ...,Tk. Ersetzen wir in jedem
T; die aus U kontrahierte Ecke vy durch den Spannbaum FP N G[U]
von G[U], so erhalten wir k kantendisjunkte Spannbdume von G. g

Bilden die Kantenmengen der Teilgraphen Gi,..., G} eines Gra-
phen G eine Partition von E(G), so sagen wir, dass die G; den Graphen
G zerlegen. Unser Spannbaumproblem kénnen wir nun wie folgt um-
formulieren: in wie viele zusammenhéingende aufspannende Teilgraphen
ldsst sich ein gegebener Graph zerlegen? In dieser Neufassung hat un-
ser Problem jetzt ein offensichtliches Dualproblem (vgl. Satz 0.5.1): in
wie wenige kreislose (aufspannende) Teilgraphen ldsst sich ein gegebe-
ner Graph zerlegen? Oder zu gegebenem k: welche Graphen sind in
hochstens & Wiilder zerlegbar?

Auch hier gibt es eine natiirliche notwendige Bedingung: fiir jede
Eckenmenge U C V(G) enthélt jeder Wald in G hochstens |U| — 1 Kanten
auf diesen Ecken, d.h. G darf auf U insgesamt hochstens k (|U| — 1) Kan-
ten haben. Wiederum ist diese offensichtlich notwendige Bedingung auch
hinreichend, und interessanterweise lisst sich dies mit dem gleichen Lem-
ma 1.4.3 beweisen wie unser Satz iiber kantendisjunkte Spannbéume:

Satz 1.4.4. (Nash-Williams 1964)

Ein Multigraph G = (V, E) ldsst sich genau dann in héchstens k Walder
zerlegen, wenn ||G[U]|| < k (JU| —1) gilt fiir jede nicht leere Eckenmenge
Uucv.

Beweis. Die Vorwirtsrichtung haben wir bereits gesehen. Zur Riickrich-
tung zeigen wir, dass jedes k-Tupel F' = (F1,..., Fi) € F eine Zerlegung
von G definiert, dass also stets E[F] = E gilt. Anderenfalls sei e ¢
E ~\ E[F]. Nach Lemma 1.4.3 gibt es dazu ein U C V, das in jedem
F; zusammenhingend ist und die Endecken von e enthélt. Fiir dieses
U enthélt G[U] aus jedem F; genau |U| — 1 Kanten, und zusétzlich die
Kante e. Es gilt also ||G[U]|| > k (JU| — 1), entgegen unserer Annahme.

O

Die geringste Anzahl von Wildern, in die sich ein Graph zerlegen
ldsst, nennt man seine Arborizitdt. Nach Satz 1.4.4 ist dies ein Maf
fiir die grofite lokale Dichte des Graphen: ein Graph hat genau dann
niedrige Arborizitit, wenn er ,nirgends dicht“ ist, d.h. wenn er keinen
Teilgraphen H mit grofiem (H) hat.

2 siehe Kapitel 0.10 zur Kontraktion in Multigraphen
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1.5 Uberdeckungen durch disjunkte Wege

Betrachten wir noch einmal den Uberdeckungssatz 1.1.1 von Konig fiir
bipartite Graphen G (mit Eckenpartition {4, B}). Richten wir in G
jede Kante von A nach B, so gibt uns der Satz eine Antwort auf die
Frage, wieviele disjunkte gerichtete Wege wir bendtigen, um die ganze
Eckenmenge von G zu iiberdecken: jeder gerichtete Weg hat die Lénge
0 oder 1, und die Anzahl der Wege in einer solchen Uberdeckung ist
offenbar dann am geringsten, wenn sie moglichst viele Wege der Linge 1,
also eine moglichst grofle Paarung enthélt.

In diesem Abschnitt stellen wir diese Frage allgemeiner: wievie-
le Wege in einem gerichteten Graphen reichen aus, um seine gesamte
Eckenmenge disjunkt zu iiberdecken? Dass wir hier ausnahmsweise ge-
richtete Graphen behandeln, hat auler der Analogie zum Satz von Konig
noch einen weiteren Grund: der Satz, den wir beweisen werden, ist im
ungerichteten Fall zwar auch wahr (Ubung), aber wesentlich simpler und
weniger folgenreich.

Ein gerichteter Weg ist ein gerichteter Graph P # () mit Ecken-
menge {zg,...,z;} und Kantenmenge {eg,...,er_1}, wobei die z; alle
verschieden sind und e; jeweils von z; nach x;41 gerichtet ist. In diesem
Abschnitt bedeutet ,,Weg* stets ,gerichteter Weg“. Die obige Ecke xy
ist die letzte Ecke von P, und ist P eine Menge von Wegen, so bezeichne
ter(P) die Menge der letzten Ecken dieser Wege. Eine Menge disjunk-
ter Wege in einem gerichteten Graphen G mit der Eigenschaft, dass jede
Ecke von G auf einem dieser Wege liegt, nennen wir eine Wegiiberdeckung
(der Ecken) von G.

Satz 1.5.1. (Gallai & Milgram 1960)
Jeder gerichtete Graph enthélt eine Wegiiberdeckung P seiner Ecken und
eine unabhéngige Eckenmenge {vp | P € P} mit vp € P fiir alle P € P.

Beweis. Offenbar hat jeder gerichtete Graph G eine Wegiiberdeckung,
etwa durch triviale Wege. Wir zeigen mit Induktion nach |G|, dass jede
Wegiiberdeckung P = {Pi,..., P}, bei der ter(P) minimal ist, ein
unabhéngiges Reprisentantensystem {vp | P € P} besitzt. Fiir jedes ¢
bezeichne v; die letzte Ecke von P;.

Ist ter(P) = {v1,..., v, } unabhingig, so ist nichts weiter zu zeigen.
Nehmen wir also an, dass G eine Kante von vs nach v; enthélt. Dann ist
auch Povovy ein Weg, und so folgt aus der Minimalitét von ter(P), dass
v1 nicht die einzige Ecke von P; ist; es sei v die letzte Ecke von Pyv;. Da-
mit ist P := {Pyv, P, ..., Py} eine Wegiiberdeckung von G/ := G — v,
(Abb. 1.5.1). Da jedes unabhiingige Représentantensystem von P’ in G’
auch eines von P in G ist, bleibt nur noch zu priifen, dass wir auf P’
die Induktionsannahme anwenden diirfen. Dazu miissen wir zeigen, dass
ter(P’) = {v,va,...,v} minimal ist unter den Mengen letzter Ecken
von Wegiiberdeckungen von G'.

Weg

ter(P)

Wegtiber-
deckung

7)/’ G/
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Abb. 1.5.1. Wegiiberdeckungen von G und G’

Nehmen wir also an, G’ habe eine Wegiiberdeckung P” mit
ter(P”) G ter(P’). Endet ein Weg P € P” in v, so ersetzen wir P in P”
durch Pvv; und erhalten so eine Wegiiberdeckung von G, deren Menge
letzter Ecken eine echte Teilmenge von ter(P) ist, im Widerspruch zur
Wahl von P. Endet ein Weg P € P” in ve (aber keiner in v), so ersetzen
wir P in P” durch Pvyv; und erhalten erneut einen Widerspruch zur Mi-
nimalitét von ter(P). Es gilt also ter(P”) C {vs,..., vy }. Damit bildet
aber P” zusammen mit dem trivialen Weg {v;} eine Wegiiberdeckung
von G, die der Minimalitit von ter(P) widerspricht. O

Als Korollar zu Satz 1.5.1 erhalten wir ein klassisches Resultat der
Ordnungstheorie. Eine Teilmenge A einer Halbordnung (P, <) ist eine
Kette in P, wenn je zwei Elemente von A in P vergleichbar sind; A ist
eine Antikette, wenn die Elemente von A paarweise unvergleichbar sind.

Korollar 1.5.2. (Dilworth 1950)

In jeder endlichen Halbordnung (P, <) ist die geringste Anzahl von Ket-
ten, deren Vereinigung ganz P ist, gleich der grofiten Miéchtigkeit einer
Antikette in P.

Beweis. Ist A eine Antikette maximaler Méchtigkeit in P, so ist P
offenbar keine Vereinigung von weniger als |A| Ketten. Dass |A| Ketten
ausreichen, folgt aus Satz 1.5.1, angewendet auf den gerichteten Graphen
mit Eckenmenge P und Kantenmenge { (z,y) | z < y }. O

Ubungen

1. Zeige, dass ein bipartiter Graph zu jeder Paarung mit weniger als der
grofitmoglichen Anzahl von Kanten einen Verbesserungsweg enthélt.
Gilt die entsprechende Aussage auch in nicht bipartiten Graphen? (Ein
Verbesserungsweg dort sei ein beliebiger Weg, der zwei nicht gepaarte
Ecken verbindet und abwechselnd Kanten innerhalb und auflerhalb der
gegebenen Paarung enthilt.)
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6.7

9.7

10.%

11.7

12.7

13.

Finde einen moglichst effizienten Algorithmus, der in bipartiten Gra-
phen eine Paarung grofiter Méchtigkeit findet.

Zeige, dass es zwischen zwei unendlichen Mengen A und B eine Bijek-
tion gibt, wenn injektive Abbildungen A — B und B — A existieren.

Beweise den Heiratssatz mit dem Satz von Konig.

Es seien G und H wie im dritten Beweis des Heiratssatzes definiert.
Zeige, dass dm(b) < 1 gilt fiir alle b € B, und leite den Heiratssatz
daraus her.

Finde ein Gegenbeispiel zur Aussage des Heiratssatzes fiir unendliche
Graphen.

Zeige, dass zwei Partitionen einer endlichen Menge in Teilmengen samt-
lich gleicher M&chtigkeit stets ein gemeinsames Représentantensystem
haben.

Es sei A eine endliche Menge mit Teilmengen Ai,..., A,, und es seien
di,...,dn, € N. Zeige, dass genau dann disjunkte Teilmengen Dy C A
mit |Dy| = dj fiir alle k < n existieren, wenn

‘UAZ‘ >Zdi

il il
gilt fiir jede Teilmenge I C {1,...,n}.

Beweise das folgende Lemma von Sperner: in einer n-elementigen Men-
ge X gibt es hochstens (LnT}Q J) einander paarweise nicht enthaltende
Teilmengen.

(Tip: Offenbar reicht es, eine Uberdeckung des Teilmengenverbandes
von X durch (p:/sz) Ketten zu finden.)

Es sei G ein bipartiter Graph mit Eckenpartition {A, B}. Es gelte
0(G) = 1, sowie d(a) > d(b) fur jede Kante ab mit a € A. Zeige, dass
G eine Paarung von A enthiilt.

Finde einen bipartiten Graphen mit Praferenzlisten, fiir den keine Paa-
rung maximaler Grofie stabil ist und keine stabile Paarung maximale
Grofle hat. Finde einen nicht-bipartiten Graphen mit Préferenzlisten,
fiir den es keine stabile Paarung gibt.

Betrachte den Algorithmus aus dem Beweis von Satz 1.1.4. Wie man
leicht sieht, wird eine einmal gepaarte Ecke aus B bei kiinftigen Ande-
rungen der Paarung immer gliicklicher. Zeige, dass im Gegensatz dazu
jede Ecke aus A immer ungliicklicher wird (bei Nichtbeachtung ihrer
ungepaarten Zwischenzeiten).

Zeige, dass alle stabilen Paarungen eines bipartiten Graphen dieselben
Ecken iiberdecken. (Insbesondere haben sie alle dieselbe Méchtigkeit.)
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Zeige, dass der folgende naheliegende Algorithmus zur Herstellung ei-
ner stabilen Paarung in einem bipartiten Graphen nicht nach endlich
vielen Schritten enden muss. Beginne mit einer beliebigen Paarung.
Ist die aktuelle Paarung nicht maximal, so fiige eine Kante hinzu. Ist
die aktuelle Paarung maximal aber nicht stabil, so fiige eine Kante
hinzu, die die Instabilitit verursacht (unter Loschung jeglicher alter
Paarungskanten an ihren Endecken).

Finde eine Menge S fiir Satz 1.2.3, wenn G ein Wald ist.

Ein Graph G heifit (Ecken-) transitiv, wenn zu je zwei Ecken v, w ein
Automorphismus von G existiert, der v auf w abbildet. Zeige mit Hilfe
der Betrachtungen nach dem Beweis von Satz 1.2.3, dass jeder zusam-
menhéngende transitive Graph gerader Ordnung einen 1-Faktor hat.

Zeige, dass ein Graph G genau dann k£ unabhingige Kanten enthalt,
wenn ¢(G — S) < |S|+ |G| — 2k gilt fiir alle Eckenmengen S C V(G).

Finde einen kubischen Graphen ohne 1-Faktor.
Leite den Heiratssatz aus dem Satz von Tutte her.

Gilt der Satz von Konig (1.1.1) auch fiir nicht paare Graphen? Wenn
nicht, hat dann zumindest H = {K?} die Erdés-Pésa-Eigenschaft?

Fiir kubische Graphen stellt Lemma 1.3.1 eine erhebliche Verscharfung
des Satzes von Erdés und Pésa dar. Existiert allgemeiner eine Funktion
g:N— N, so dass jeder Graph mit Minimalgrad > 3 und mindestens
g(k) Ecken k disjunkte Kreise enthilt (fiir alle k € N)?

Fiir einen Graphen G bezeichne a(G) die groBte Michtigkeit einer un-
abhingigen Eckenmenge in G. Zeige, dass die Ecken von G durch
hochstens a(G) disjunkte Teilgraphen iiberdeckbar sind, die jeweils iso-
morph sind zu einem Kreis, einem K2, oder einem K*.

Finde den Fehler in dem folgenden kurzen ,,Beweis“ von Satz 1.4.1.
Eine Partition heifle nicht-trivial, wenn sie mindestens zwei Klassen
hat und nicht jede Klasse nur ein Element enthélt. Wir zeigen mit
Induktion nach |V|+ |E|, dass ein Graph G = (V, E) stets k kanten-
disjunkte Spannbdume hat, wenn jede nicht-triviale Partition von V'
(in, sagen wir, r Klassen) mindestens k(r — 1) Partitionskanten hat.
Der Induktionsanfang ist trivial mit G = K', wenn wir k Exemplare
von K! als Familie kantendisjunkter Spannbiume von K! zulassen.
Betrachten wir nun den Induktionsschritt. Hat jede nicht-triviale Par-
tition von V in (sagen wir) r Klassen mehr als k(r — 1) Partitions-
kanten, so loschen wir irgendeine Kante von G und wenden die In-
duktionsannahme an. Anderenfalls hat V' eine nicht-triviale Partition
{V1,...,V,.} mit genau k(r — 1) Partitionskanten. Es sei etwa |V1| > 2.
Hat G’ := G[V1] nun k disjunkte Spannb#dume, so kombinieren wir diese
mit den & disjunkten Spannbdumen, die G/V; nach Induktionsannahme
hat. Nehmen wir daher an, G’ habe keine k disjunkten Spannb#iume.
Nach Induktionsannahme hat V(G’) dann eine nicht-triviale Partiti-
on {V{,...,V/} mit weniger als k(s — 1) Partitionskanten. Dann ist
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aber {V{,..., V., Va,...,V,} eine nicht-triviale Eckenpartition von G in
r+s—1 Klassen mit weniger als k(r —1)+k(s—1) = k((r+s—1)—1)
Parititonskanten, ein Widerspruch.

24. Ein Graph G heifit ausgewogen, falls e(H) < £(G) gilt fiir jeden Teilgra-
phen H C G. Charakterisiere — mit Hilfe der ausgewogenen Graphen
oder sonstwie — die Graphen G, fiir die e(H) > ¢(G) gilt fiir jeden
Untergraphen H C G.

25.7 Beweise die ungerichtete Version des Satzes von Gallai und Milgram,
ohne diesen zu benutzen.

26. Leite den Heiratssatz aus dem Satz von Gallai und Milgram ab.

27.7 Zeige, dass jede Halbordnung mit mindestens rs+ 1 Elementen entwe-
der eine Antikette der Michtigkeit s+ 1 oder eine Kette der Michtigkeit
r+ 1 enthélt.

28. Beweise die folgende zum Satz von Dilworth duale Aussage: in jeder
endlichen Halbordnung (P, <) ist die geringste Anzahl von Antiketten
mit Vereinigung P gleich der groiten Méchtigkeit einer Kette in P.

29. Leite den Satz von Konig aus dem Satz von Dilworth her.

30. Finde eine unendliche Halbordnung, in der jede Antikette endlich ist,
die aber keine Vereinigung endlich vieler Ketten ist.

Notizen

Uber Paarungen in endlichen Graphen gibt es eine gut lesbare und ausfiihr-
liche Monographie: L.Lovész & M.D. Plummer, Matching Theory, Annals of
Discrete Math. 29, North Holland 1986. Eine weitere sehr umfassende Quelle
ist A. Schrijver, Combinatorial optimization, Springer 2003. Alle Quellen der
Séatze dieses Kapitels finden sich in diesen beiden Biichern.

Wie wir in Kapitel 2 sehen werden, ist der Satz 1.1.1 von Kénig (1931) ei-
gentlich nur die bipartite Version des allgemeineren Satzes von Menger (1927),
einem der Grundpfeiler der Graphentheorie insgesamt. Schnell bekannt wurde
seinerzeit weder der eine noch der andere dieser Sitze, sondern statt dessen
der leicht aus dem Satz von Konig ableitbare Heiratssatz. Dieser z&hlt heute
zu den am h#ufigsten angewandten Sitzen der Graphentheorie. Unsere ersten
beiden Beweise des Satzes sind Folklore. Der Ansatz des dritten, einen kan-
tenminimalen Teilgraphen zu betrachten, geht auf Rado (1967) zuriick; unsere
Fassung und ihr Dual, Ubung 5, sind von Kriesell.

Zu Hintergrund und Anwendungen von Satz 1.1.4 siehe D. Gusfield &
R.W.Irving, The Stable Marriage Problem: Structure and Algorithms, MIT
Press 1989. Siehe auch A.Tamura, Transformation from arbitrary matchings
to stable matchings, J. Comb. Theory A 62 (1993), 310-323.

Unser Beweis des Satzes von Tutte geht auf Lovasz (1975) zuriick. Unser
Satz 1.2.3, einschliefllich der darauf folgenden informellen Diskussion, ist eine
schlanke Version des Struktursatzes von Gallai (1964) und Edmonds (1965)
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iiber Paarungen — insbesondere Paarungen maximaler Méchtigkeit — in belie-
bigen Graphen. Der gesamte Satz ist ein wenig aufwendig zu formulieren, aber
tiefgreifend und interessant; siehe Lovész & Plummer.

Satz 1.3.2 ist von P. Erdds & L Pésa, On independent circuits contained
in a graph, Canad.J. Math. 17 (1965), 347-352. Unser Beweis stammt im
Wesentlichen von M. Simonovits, A new proof and generalization of a theorem
of Erdés and Pdsa on graphs without k£ + 1 independent circuits, Acta Sci.
Hungar 18 (1967), 191-206. Berechnungen, wie sie in Lemma 1.3.1 vorkom-
men, sind nicht selten in Beweisen, bei denen man versucht, eine numerische
Invariante mit Hilfe einer anderen zu beschrinken. Dieses Buch betont diesen
Aspekt der Graphentheorie nicht, aber er ist nicht untypisch.

Es gibt auch ein Analogon des Erd&s-Pdsa Satzes fiir gerichtete Gra-
phen (mit gerichteten Kreisen), welches lange vermutet worden war aber
erst kiirzlich bewiesen wurde: von B.Reed, N.Robertson, P.D. Seymour und
R. Thomas, Packing directed circuits, Combinatorica 16 (1996), 535-554. Sein
Beweis ist weitaus schwieriger als der des ungerichteten Falls; Kapitel 10.4,
und insbesondere Korollar 10.4.4, gibt einen Eindruck von den verwendeten
Techniken.

Satz 1.4.1 wurde unabhéngig von Nash-Williams und von Tutte bewiesen;
beide Arbeiten finden sich im J. Lond. Math. Soc. 36 (1961). Satz 1.4.4 ist von
C.St.J.A. Nash-Williams, Decompositions of finite graphs into forests, J. Lond.
Math. Soc. 39 (1964), 12. Unsere Beweise folgen einer Ausarbeitung von Ma-
der. Beide Sétze lassen sich elegant in der Sprache der Matroide ausdriicken
und beweisen; siehe dazu § 18 in B. Bollobds, Combinatorics, Cambridge Uni-
versity Press 1986.

Ein interessantes Fcken-Analogon des Korollars 1.4.2 ist die Frage, wel-
cher Zusammenhang die Existenz von k Spannbdumen 71, ..., T} erzwingt, die
alle eine vorgegebene Ecke r zur Wurzel haben, so dass fiir jede Ecke v die k
Wege vT;r kreuzungsfrei sind. Zum Beispiel erhélt man im Falle eines Kreises
durch Loschen der Kante links bzw. rechts von r zwei solche Spannbaume.
A.Ttai und A.Zehavi, Three tree-paths, J. Graph Theory 13 (1989), 175187,
vermuteten, dass kK > k geniigen sollte. Diese Vermutung wurde fiir £ < 4
bewiesen; siehe S.Curran, O.Lee & X.Yu, Chain decompositions and inde-
pendent trees in 4-connected graphs, Proc. 14th Ann. ACM SIAM symposium
on Discrete algorithms (Baltimore 2003), 186-191.

Satz 1.5.1 ist von T.Gallai & A.N.Milgram, Verallgemeinerung eines
graphentheoretischen Satzes von Rédei, Acta Sci. Math. (Szeged) 21 (1960),
181-186.
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Unserer in Kapitel 0.4 gegebenen Definition von k-Zusammenhang man-
gelt es ein wenig an intuitiver Ausstrahlung. Wir wissen danach nicht
besonders genau, in welch vielfiltiger Weise ein k-zusammenhéngender
Graph ,,zusammenhéngt“, sondern lediglich, dass es irgendwie schwer
ist, ihn zu trennen: man muss dazu mindestens k& Ecken entfernen. An-
schaulicher wire die folgende Definition gewesen, die iiberdies die obige
Trennungseigenschaft impliziert: ,ein Graph ist k-zusammenhiingend,
wenn je zwei seiner Ecken durch mindestens k kreuzungsfreie Wege ver-
bunden sind“.

Es ist eines der klassischen frithen Resultate der Graphentheorie,
dass diese beiden Definitionen dquivalent sind, duale Aspekte also der
gleichen Eigenschaft. Diesen Satz von Menger (1927) werden wir in
Abschnitt 2.3 ausfiihrlich studieren.

Zuvor, in den Abschnitten 2.1 und 2.2, untersuchen wir die Struktur
2-zusammenhéngender und 3-zusammenhingender Graphen. Fiir diese
niedrigen Werte von k ist es noch moglich, allgemein zu sagen, wie die
k-zusammenhéngenden Graphen konstruiert sind.

In den verbleibenden Abschnitten werden wir eine Reihe neuerer
Zusammenhangsbegriffe kennenlernen, die sich als kaum weniger bedeut-
sam erwiesen haben als der klassische: die Anzahl der H -Wege in einem
Graphen zu gegebenem Untergraphen H, und disjunkte Wegverbindun-
gen zu gegebenen Eckenpaaren.

2.1 2-zusammenhéingende Graphen
und Untergraphen
Die einfachsten 2-zusammenhéngenden Graphen sind die Kreise. Alle

anderen konnen wir daraus durch Anfiigen von Wegen induktiv konstru-
ieren:
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Proposition 2.1.1. Man erhélt induktiv genau alle 2-zusammenhén-
genden Graphen, indem man von einem Kreis ausgehend jeweils zu einem
bereits konstruierten Graphen H einen H -Weg hinzufiigt (Abb. 2.1.1).

Abb. 2.1.1. Konstruktion 2-zusammenhingender Graphen

Beweis. Alle wie angegeben konstruierten Graphen sind offenbar 2-
zusammenhdngend. Umgekehrt sei G als 2-zusammenhéngend gege-
ben. Dann enthilt G einen Kreis, und somit auch einen maximalen
Teilgraphen H, der wie angegeben konstruierbar ist. Da jede Kante
xy € E(G)\ E(H) mit z,y € H einen H-Weg definierte, ist H ein Un-
tergraph von G. Ist H # G, so hat G aufgrund seines Zusammenhangs
eine Kante vw mit v € G — H und w € H. Da G 2-zusammenhéngend ist,
enthélt G —w einen v—H -Weg P. Dann ist wvP ein H-Weg in G, und
HUwuvP ist ein groferer konstruierbarer Teilgraph als H (Widerspruch).

O

Wie wir einen beliebigen Graphen in seine maximalen zusammen-
hangenden Teilgraphen, seine Komponenten, zerlegen konnen, so kénnen
wir im néchsten Schritt versuchen, die Komponenten in ihre maximalen
2-zusammenhéngenden Teilgraphen zu zerlegen. Diese sind dann natiir-
lich nicht mehr ganz disjunkt, und sie {iberdecken die Komponente auch
nicht immer ganz. Man kann aber den Begriff des ,,maximalen 2-zusam-
menhéngenden Teilgraphen® ein wenig abschwéchen, so dass die Teil-
graphen, die diesem schwécheren Begriff entsprechen, die Komponente
ganz iiberdecken und immer noch beinahe disjunkt sind. Diese ,,Blocke*
fiigen sich schon in baumartiger Weise aneinander. Der Baum beschreibt
dann die Grobstruktur der Komponente, die Blocke ihre Feinstruktur.

Formal ist ein Block ein maximaler zusammenhangender Teilgraph,
der keine Artikulation enthlt.! Jeder Block eines Graphen G ist al-
so entweder ein maximaler 2-zusammenhéngender Teilgraph, oder eine
Briicke, oder eine isolierte Ecke. Umgekehrt ist auch jeder solche Teil-
graph ein Block von G. Wegen ihrer Maximalitéit schneiden sich verschie-
dene Blocke von G in hochstens einer Ecke; diese ist dann notwendig eine

L des Teilgraphen; er kann Artikulationen von G enthalten.
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Artikulation von G. Jede Kante von G liegt damit in genau einem Block,
und G ist die Vereinigung seiner Blocke.

Auch Kreise und Minimalschnitte von G (siche Kapitel 0.9) liegen
jeweils ganz in einem Block:

Lemma 2.1.2. Es sei GG ein beliebiger Graph.
(i) Die Kreise von G sind genau die Kreise seiner Blocke.

(ii) Die Minimalschnitte von G sind genau die minimalen Schnitte
seiner Blocke.

Beweis. (i) Jeder Kreis in G ist ein zusammenhingender Teilgraph ohne
Artikulation und liegt daher in einem maximalen solchen Teilgraphen.
Dieser ist nach Definition ein Block von G.

(ii) Der Beweis ergibt sich leicht durch mehrfache Anwendung des
folgenden Schlusses. Betrachten wir einen beliebigen Schnitt F' in G,
eine Kante zy € F, und den zy enthaltenden Block B. Wegen der
Maximalitéit von B aus der Definition eines Blocks enthélt G keinen B -
Weg. Jeder z—y-Weg in G liegt damit in B, d.h. die in B liegenden
Kanten von F' trennen x von y sogar in G. O

Da jede Kante in einem eindeutig bestimmten Block liegt, ist das
Enthaltensein im gleichen Block eine Aquivalenzrelation auf der Kanten-
menge eines Graphen. Diese Aquivalenz ldsst sich auch noch auf zwei
andere interessante Weisen ausdriicken:

Lemma 2.1.3. Fiir unterschiedliche Kanten e, f eines Graphen G sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Kanten e, f gehdren zu einem gemeinsamen Block von G.
(ii) Die Kanten e, f gehoren zu einem gemeinsamen Kreis von G.

(iii) Die Kanten e, f gehéren zu einem gemeinsamen Minimalschnitt
von G.

Beweis. (i)—(ii) Offenbar geniigt es zu zeigen, dass in einem 2-zusam-
menhéngenden Graphen zwei Mengen von je zwei Ecken stets durch zwei
disjunkte Wege verbunden werden kénnen. Dies folgt leicht induktiv mit
Proposition 2.1.1.2

(ii)—(iii) Loschen wir die Kanten e, f € C' aus C, so erhalten wir eine
Partition von V(C) in zwei zusammenhéngende Mengen. Wir erweitern
diese zu einer Eckenpartition der C enthaltenden Komponente von G in
zwei zusammenhédngende Mengen. Die Kanten zwischen diesen Mengen
bilden einen Minimalschnitt von G, der e und f enthélt.

(iii)—(i) Nach Lemma 2.1.2 (ii) kénnen zwei Kanten nur dann in
einem gemeinsamen Minimalschnitt liegen, wenn sie zu demselben Block
gehoren. (I

2 Giche Ubung 5. Dies ist der Fall k = 2 des Satzes von Menger (2.3.1) ist.

[3.6]

[3.6]



64 2. Zusammenhang

In unserem letzten Lemma iiber Blocke fomalisieren wir jetzt unser
Bild der Baumstruktur, in der die Blocke sich zusammenfiigen. Es sei
A die Menge der Artikulationen von G, und B die Menge seiner Blocke.
Die Enthaltenseinsrelation zwischen den Elementen von A und denen
von B definiert einen bipartiten Graphen auf AUB: zua € Aund B € B
sei aB genau dann eine Kante, wenn a € B ist. Diesen Graphen nennt

Block- man den Block-Graphen von G (Abb. 2.1.2).

Graph

Abb. 2.1.2. Ein Graph und sein Block-Graph

Proposition 2.1.4. Der Block-Graph eines zusammenhéngenden Gra-
phen ist ein Baum. O

2.2 Die Struktur 3-zusammenhéngender Graphen

Im letzten Abschnitt sahen wir, wie jeder zusammenhingende Graph
kanonisch in 2-zusammenhingende Teilgraphen (und Briicken) zerfillt,
und wie diese Teile baumartig zueinander angeordnet sind. Fiir 2-zusam-
menhéngende Graphen gibt es eine analoge, wenn auch kompliziertere,
kanonische Zerlegung in 3-zusammenhéngende Teile (und Kreise), die
sich wiederum in einer Art Baumstruktur zum Gesamtgraphen zusam-
menfiigen. Dieser Zerlegungssatz von Tutte ist am einfachsten mit Hil-
fe sogenannter Baumzerlegungen auszudriicken, die wir in Kapitel 10
kennenlernen werden, und so verschieben wir ihn bis dorthin (siehe
Ubung 20, Kap. 10).

Stattdessen geben wir jetzt eine Methode an, nach der alle 3-zusam-
menhingenden Graphen schrittweise aus einem K* konstruierbar sind.
Weiter werden wir einen Struktursatz iiber den Zyklenraum 3-zusam-
menhéngender Graphen beweisen, der in Kapitel 3.5 noch einmal wichtig
werden wird.
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In Proposition 2.1.1 sahen wir, wie wir alle 2-zusammenhéngenden
Graphen schrittweise aus Kreisen konstruieren kénnen. Da die in den
Zwischenschritten konstruierten Graphen ebenfalls 2-zusammenhéngend
waren, gilt auch die Umkehrung: die geschilderte Konstruktionsmethode
liefert genau alle 2-zusammenh#ngenden Graphen. Die Klasse der Kreise
als Startgraphen kann dabei nicht verkleinert werden, da Kreise keine
2-zusammenhéngenden echten Teilgraphen enthalten.

Wenn wir nun versuchen, auf dhnliche Weise alle 3-zusammenhén-
genden Graphen zu konstruieren, so werden wir bald merken, dass sowohl
die erforderliche Startklasse als auch die erforderlichen Konstruktions-
schritte zu kompliziert werden. Sobald wir allerdings fiir die Konstruk-
tion nicht eine Folge von Teilgraphen suchen sondern von Minoren, so
klappt alles wieder wie am Schniirchen:

Lemma 2.2.1. Ist G 3-zusammenhéngend und |G| > 4, so hat G eine
Kante e mit der Eigenschaft, dass G/e wiederum 3-zusammenhéngend
ist.

Beweis. Angenommen, es gibt keine solche Kante e. Fiir jede Kante zy €
G enthilt dann G/xy eine trennende Menge S von hochstens 2 Ecken.
Wegen «(G) > 3 liegt die kontrahierte Ecke v, (siehe Kapitel 0.7) in S
und es gilt |S| = 2, d.h. G hat eine Ecke z ¢ {x,y}, so dass {vgy, 2} den
Graphen G/zy trennt. Je zwei durch {v,y, 2} in G/zy getrennte Ecken
sind dann in G durch T := {x,y, z} getrennt. Da keine echte Teilmenge
von T den Graphen G trennt, hat jede Ecke aus T" in jeder Komponente
C von G —T einen Nachbarn.

Wir wihlen nun die Kante zy, die Ecke z und die Komponente C
so, dass |C| minimal ist. Es sei v ein Nachbar von z in C' (Abb. 2.2.1).

Abb. 2.2.1. Trennende Ecken im Beweis von Lemma 2.2.1

Da nach Annahme auch G/zv nicht 3-zusammenhingend ist, gibt es
wiederum eine Ecke w mit der Eigenschaft, dass {z,v, w} den Graphen
G trennt, und wie oben hat jede Ecke in {z,v,w} einen Nachbarn in
jeder Komponente von G — {z,v, w}.

Da z und y benachbart sind, hat G — {2, v, w} eine Komponente D
mit DN {z,y} = 0. Jeder Nachbar von v in D ist dann in C' (wegen
v e C), dh. DNC # ) und somit D & C nach Wahl von D. Dies
widerspricht der Wahl von zy, z und C. O

[3.4.3]
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Satz 2.2.2. (Tutte 1961)
Ein Graph G ist genau dann 3-zusammenhingend, wenn eine Folge
Go, . ..,G, von Graphen existiert mit den folgenden zwei Eigenschaften:

(i) Go = K* und G,, = G;

(ii) Fiir jedes i < m enthilt G;41 eine Kante xy mit d(z),d(y) > 3
und G; = Giy1/xy.

Uberdies sind solche Graphen Gy, . . ., G,, stets alle 3-zusammenhéngend.

Beweis. Dass eine Folge Go,...,G, mit (i) und (ii) existiert, wenn G
3-zusammenhéngend ist, folgt direkt aus Lemma 2.2.1.

Umgekehrt sei G; = G;11/xy wie in (ii); wir zeigen, dass mit G;
auch G;y1 3-zusammenhéingend ist. Angenommen nicht; es sei S eine
trennende Eckenmenge von G;y; mit |S| < 2, und es seien Cy, Cy zwei
Komponenten von G;+1 —S. Da z und y benachbart sind, diirfen wir
{z,y}NV(Cy) = @ annehmen (Abb. 2.2.2). Dann enthilt Cy weder beide
Ecken x,y noch eine Ecke v ¢ {z,y}: anderenfalls wire v,y bzw. v in
G; von C durch hochstens 2 Ecken getrennt, mit Widerspruch. Damit
enthélt Cy nur eine einzige Ecke: entweder x oder y. Dies widerspricht
unserer Annahme von d(x),d(y) > 3. O

(ot — S Co

Abb. 2.2.2. Die Lage von zy im Beweis von Satz 2.2.2

Mit Satz 2.2.2 kénnen wir schrittweise alle 3-zusammenhéngenden
Graphen konstruieren, ohne die Klasse der 3-zusammenhéngenden Gra-
phen zu verlassen. Mit K* beginnend spalten wir dazu in jedem Schritt
eine Ecke v in zwei neue benachbarte Ecken v’, v” auf und verbinden diese
beliebig so mit den ehemaligen Nachbarn von v, dass v und v” beide
mindestens den Grad 3 haben und jeder Nachbar von v zu mindestens
einer der beiden neuen Ecken benachbart ist. Dies ist die Kernaussage
des sogenannten Wheel Theorem? von Tutte; mehr dazu in den Notizen.

Satz 2.2.3. (Tutte 1963)
Der Zyklenraum eines 3-zusammenhédngenden Graphen wird von seinen
nicht trennenden induzierten Kreisen erzeugt.

3 Die Graphen der Form C™ s K! nennt man Rider; ein K* ist also das kleinste
Rad.
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Beweis. Wir verwenden Induktion nach der Ordnung des betrachteten
Graphen G. In K* ist jeder Kreis entweder selbst ein Dreieck oder
(kantenméBig) die symmetrische Differenz zweier Dreiecke. Diese sind
sowohl induziert als auch nicht trennend, und somit gilt die Behauptung
fir |G| = 4.

Zum Induktionsschritt sei e = xy eine (nach Lemma 2.2.1 existie-
rende) Kante von G, fiir die G’ := G/e 3-zusammenhéngend ist. Jede
Kante €/ € E(G') \ E(G) hat dann die Form ¢’ = uv,, und mindestens
eine der beiden Kanten ux, uy liegt in G. Wir wihlen von diesen beiden
Kanten eine, die in G liegt, und identifizieren sie (sprachlich) mit e’.
(Wir bezeichnen also mit e’ jetzt sowohl die Kante uv, von G’ als auch
genau eine der beiden Kanten ux,uy.) Mit dieser Konvention kénnen
wir E(G’) als Teilmenge von E(G) auffassen und &£(G’) als Teilraum
von &(G); insbesondere finden alle Additionen von Kantenmengen im
Folgenden in £(G) statt.

Fine besondere Rolle spielen in diesem Beweis die die Kante e ent-
haltenden Dreiecke in G, die wir Grunddreiecke nennen wollen. Die-
se Dreiecke uzy sind offenbar (induziert und) nicht trennend, da sonst
{u,v.} ein Trenner in G’ wire, im Widerspruch zu «(G’) > 3.

Betrachten wir nun einen induzierten (also sehnenlosen) Kreis C
in G, der kein Grunddreieck ist. Gilt e € C, so ist C/e ein Kreis in G'.
Ist e ¢ C, so liegen  und y nicht beide auf C, da e sonst eine Sehne
wire. Ersetzen wir gegebenenfalls x bzw. y durch v,, so bilden die Ecken
von C' in ihrer natiirlichen Reihenfolge auch in G’ einen Kreis, den wir
wiederum mit C'/e bezeichnen. Fiir jeden induzierten Kreis C, der kein
Grunddreieck ist, bezeichnet C'/e damit einen Kreis in G’. Auch im
Falle e ¢ C ist jedoch die Kantenmenge von C/e, als Teilmenge von
E(G) aufgefasst, nicht notwendig gleich E(C). Sie braucht in G sogar
noch nicht einmal einen Kreis zu bilden; siehe Abbildung 2.2.3.

C Cle E(C/e) C B(G)

Abb. 2.2.3. Eine der vier Moglichkeiten fiir E(C/e) im Falle e ¢ C

Die induzierten und nicht trennenden Kreise in G oder G’ nennen
wir im Folgenden kurz gut. Wir wollen also zeigen, dass jeder Zyklus
in G eine Summe guter Kreise ist. Dazu sei C € C(G) gegeben; nach
Proposition 0.9.1 diirfen wir annehmen, dass C' ein induzierter Kreis ist.
Weiter diirfen wir annehmen, dass C' kein Grunddreieck ist, denn diese

(0.9.1)

e =2y

Gl

Grund-
dreiecke

Cle

guter Kreis

C
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sind ja selbst gut. Nach unserer Vorbetrachtung ist C’ := C'/e ein Kreis
in G.

Unser Plan ist es, C’ nach Induktionsannahme durch gute Kreise in
G’ zu erzeugen und diese in gute Kreise von G zu verwandeln, die dort
dann mit etwas Gliick C' erzeugen. Ganz so glatt wird es nicht gehen:
wie wir bereits sahen, koénnen sich die Kantenmengen von C’ und von C
ein wenig unterscheiden, und genauso werden die C’ erzeugenden guten
Kreise aus G’ nicht selbst gute Kreise in G sein. Sie werden jedoch guten
Kreisen von G dhnlich sein. Diese Ahnlichkeit wollen wir jetzt genauer
beschreiben und dann zeigen, dass wir die verbleibenden Unterschiede
ignorieren kénnen.

Dazu nennen wir zwei Kantenmengen F,F € £(Q) dhnlich, wenn
sie sich nur durch Grunddreiecke und moglicherweise in e unterscheiden,
d.h. wenn es eine Summe D von Grunddreiecken gibt mit

F+F+De{{e}}.

Offenbar ist Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation.
Anstatt C selbst durch gute Kreise zu erzeugen wird es ausreichen,
eine zu C' dhnliche Kantenmenge C' € C(G) zu erzeugen:

Ist C édhnlich zu C € C(G) und C eine Summe guter Kreise (1)
in G, dann ist auch C' eine Summe guter Kreise in G.

Denn ist D eine Summe von Grunddreiecken mit C'+C + D € {0, {e}},
dann gilt sogar C +C + D = 0, da ja C 4+ C + D in C(G) liegt aber
{e} nicht. Da D eine Summe guter Kreise ist, gilt dies somit auch fiir
C=C+D.

Entsprechend unserem Plan zeigen wir zunéchst:

C' ist &hnlich zu C. (2)

Ist e € C, oder liegt weder x noch y auf C, so unterscheiden sich C’ und
C als Kantenmengen genau in e bzw. gar nicht. Anderenfalls enthélt C'
genau eine der Ecken z,y. Dann ist v, € C’; es seien u,w die beiden
Nachbarn von v, auf C’, sowie ¢/ = uv, und €’ = v,w die mit v, in
C’ inzidenten Kanten (siche Abb. 2.2.3). Ist €' ¢ C, so bezeichne D,
das Grunddreieck uxy; anderenfalls sei D, := 0. Ist ¢’ ¢ C, so be-
zeichne D,, das Grunddreieck wzy; anderenfalls sei D,, := (). Damit gilt
C+C'"+Dy+ Dy € {0,{e}}, und (2) ist bewiesen.

Nach Induktionsannahme ist C” eine Summe guter Kreise C1, ..., Cy,
in G’. Aus diesen kénnen wir #hnliche gute Kreise in G gewinnen:

Fiir jedes i = 1,...,k gibt es in G einen zu C| dhnlichen
guten Kreis Cj.

(3)
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Zum Beweis von (3) werden wir gute Kreise C; in G mit C;/e = C
finden; diese sind dann, wie in (2), jeweils dhnlich zu C/. Ist v, ¢ CI, so
gilt dies mit C; := C/; es sei daher v, € C]. Es seien u und w die beiden
Nachbarn von v, in C}, und P der u—w-Weg in Cj, der v, vermeidet
(Abb. 2.2.4). Dann gilt P C G.

Abb. 2.2.4. Die Suche nach einem guten Kreis C; mit C;/e = Cj

Wir nehmen zuerst {uz, uy, wz,wy} C E(G) an und betrachten die
Kreise C := vPwzu und Cy := uPwyu in G. Beide Kreise sind induziert
in G, da C/ induziert in G’ ist, und offenbar gilt C,,/e = C| = C\, /e. Wei-
ter trennt keiner der beiden Kreise zwei Ecken von G — (V(P)U{z,y})
in G, da C} nach Annahme diese Ecken in G’ nicht trennt. Ist nun etwa
C, dennoch ein trennender Kreis in G, so besteht eine der Komponenten
von G — C, nur aus der Ecke y; Analoges gilt fiir Cy mit x. Dies kann
jedoch nicht fiir €y, und C,, gleichzeitig eintreten: dann hétten z und y
all ihre Nachbarn in G — {z, y} auf P, und da C] keine Sehne hat, wiren
u und w die einzigen solchen Nachbarn. Doch dann trennte {u,w} die
Menge {z,y} vom Rest von G, im Widerspruch zu x(G) > 3. Damit ist
mindestens einer der beiden Kreise C, Cy gut in G, und diesen wihlen
wir als C;.

Es bleibt oBdA der Fall zu betrachten, dass uz ¢ E(G) ist. Wie
oben folgt dann aus k(G) > 3, dass entweder uPwyu oder uPwxyu ein
guter Kreis in G ist — je nachdem, ob wy € E(G) ist oder nicht. Damit
ist (3) bewiesen.

Wegen (3) ist C := C} +...4 C}, dhnlich zu " = C} +...+C4, und
nach (2) ist C” dhnlich zu C. Die Behauptung folgt damit aus (1). O

2.3 Der Satz von Menger

Der folgende Satz von Menger aus dem Jahre 1927 ist einer der klassi-
schen Séitze der Graphentheorie.

Satz 2.3.1. (Menger 1927)

Es sei G = (V, E) ein Graph und A,B C V. Die kleinste Michtigkeit
einer A von B in G trennenden Eckenmenge ist gleich der grofiten Méch-
tigkeit einer Menge disjunkter A-B -Wege in G.

Cyz,Cy

[2.5.2]
[10.3.8]
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Wir geben drei Beweise. Darin seien jeweils G, A, B wie im Satz
gegeben, und k = k (G, A, B) bezeichne die kleinste Michtigkeit eines
A-B-Trenners in G. Offenbar kann G nicht mehr als k& disjunkte A-B -
Wege enthalten; zu zeigen ist, dass k solche Wege existieren.

Erster Beweis. Wir verwenden Induktion nach ||G||. Hat G keine
Kante, so ist |AN B| = k und wir haben k triviale A-B-Wege. Hat G
eine Kante e = xy aber keine k disjunkten A—B-Wege, so enthélt auch
G /e keine solchen Wege (wobei wir v, als Ecke in A bzw. B auffassen,
wenn z oder y in A bzw. B liegt). Nach Induktionsannahme enthilt
G /e dann einen A-B-Trenner Y von weniger als k Ecken; unter diesen
ist ve, da sonst Y C V ein A-B-Trenner in G wire. Dann ist X :=
(Y ~{v.})U{x,y} ein A-B-Trenner in G aus genau k Ecken.

Wir betrachten nun den Graphen G —e. Wegen z,y € X trennt jeder
A-X-Trenner in G — e auch A von B in G und enthélt somit mindestens
k Ecken. Nach Induktionsannahme enthélt G — e daher k disjunkte A—
X -Wege. Analog enthilt G — e auch k disjunkte X—B-Wege, und da X
ein A-B -Trenner ist, treffen diese die A—X -Wege nur in X. Zusammen
bilden die beiden Wegesysteme die gesuchten A-B-Wege in G. O

Es sei P eine Menge disjunkter A-B-Wege, und Q eine weitere
solche Menge. Wir nennen Q eine Erweiterung von P, wenn die in Wegen
von P enthaltenen Ecken aus A eine echte Teilmenge bilden von der
Menge der in Wegen aus Q enthaltenen Ecken aus A und Entsprechendes
fir B gilt. Natiirlich gilt dann auch |Q| > |P| + 1.

Zweiter Beweis. Wir zeigen die folgende stéirkere Aussage:

Zu jeder Menge P von weniger als k disjunkten A-B -
Wegen gibt es in G eine Erweiterung aus |P|+ 1 Wegen.

Wir beweisen dies fiir feste G und A mit Induktion nach ||JP|. Dazu
betrachten wir einen A-B-Weg R, der die (weniger als k) Ecken aus
B vermeidet, die auf einem Weg aus P liegen. Vermeidet R alle Wege
aus P, so ist P U{R} eine Erweiterung von P. (Dieser Fall tritt fiir
P = () ein, d.h. der Induktionsanfang steht.) Anderenfalls sei = die letzte
Ecke von R, die auf irgendeinem Weg P € P liegt (Abb. 2.3.1). Es sei

Abb. 2.3.1. Wege im zweiten Beweis des Satzes von Menger
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B’ := BUV(zPUzR) und P’ := (P~ {P}) U{Pz}. Dann ist |P'| = |P|
(aber |JP'| < |UP|) und k(G, A, B") > k(G, A, B), und so gibt es nach
Induktionsannahme eine Erweiterung Q' von P’ aus |P’| 4+ 1 Wegen von
A nach B’. In Q' existiert dann ein Weg @), der in = endet, und genau
ein Weg (Q’, dessen letzte Ecke y nicht unter den Endecken der Wege
aus P’ ist. Gilt y ¢ P, so erhalten wir die gewiinschte Erweiterung Q
von P aus @', indem wir @ durch zP verlingern und gegebenenfalls
(wenn y nicht bereits in B liegt) Q" durch yR verlingern. Anderenfalls
ist y € 2P, und wir erhalten Q aus Q’, indem wir @Q um zR und Q' um
yP verlangern. (|

Fiir den Spezialfall bipartiter Graphen ergibt der Satz von Menger
genau den Satz 1.1.1 von Konig. Unseren Beweis jenes Satzes durch
alternierende Wege verallgemeinern wir jetzt zu unserem dritten Beweis
des Mengerschen Satzes. Es seien G, A, B wie im Satz 2.3.1, und es sei P
eine Menge disjunkter A-B-Wege in G. Ein A-B-Trenner X C V heifle
auf P gelegen, wenn X aus jedem Weg in P genau eine Ecke enthilt
und sonst keine Ecken. Existiert ein solcher Trenner, dann gilt offenbar
k < |X| = |P|, und der Satz von Menger ist bewiesen.

Es sei

=|J{v(P) | PeP}
=|J{EP) | PeP}.

Ein Kantenzug W = zgepz1€1 . .. €n—12, in G mit e; # e; fiir 1 # j heifit
alternierend beziiglich P (Abb. 2.3.2), wenn zy in A\ V[P] liegt und
fiir alle ¢ < n gilt (mit e_; := eg in (iii)):

(i) ist e; = e € E[P], so wird e von W riickwérts durchlaufen, d.h. es
ist Ti+1 € P.%Z fiir ein P € P
(ii) ist x; = x; mit ¢ # j, so gilt x; € V[P];
(iil) ist @; € V[P], so gilt {e;—1,e;} N E[P] # 0.

A

Abb. 2.3.2. FEin alternierender Kantenzug von A nach B

auf

W,z e

alternierender
Kantenzug
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Nach (ii) kommt dann jede Ecke auBlerhalb von V[P] héchstens ein-
mal auf W vor. Und da die Kanten von W paarweise verschieden sind,
kommt nach (iii) jede Ecke v € V[P] hochstens zweimal auf W vor. Ist
v # Xy, so kann dies auf genau zwei Weisen geschehen. Ist etwa x; = x;
mit 0 < ¢ < j < n, so gilt

entweder e;,_1,e; € E[P] und e;,e;_1 ¢ E[P]
oder e;,e;_1 € E[P] und ¢;,_1,¢e; ¢ E[P].

Sofern nicht anders angegeben, bezieht sich ,alternierend“ im Fol-
genden stets auf unser festes Wegesystem P.

Lemma 2.3.2. Endet ein solcher Kantenzug W in B\ V[P], so gibt es
in G eine Erweiterung von P.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass W nur seine erste Ecke in A\ V[P]
hat und nur seine letzte Ecke in B\ V[P]. Es sei H der Graph auf
V(G), dessen Kantenmenge die symmetrische Differenz von E[P] mit
{eo,...,en—1} ist. In H haben die Endecken der Wege aus P und von
W den Grad 1 (bzw. 0, wenn der Weg trivial ist), und alle anderen Ecken
haben den Grad 0 oder 2.

Fiir jede Ecke a € (ANV[P])U{xo} ist daher die a enthaltende
Komponente von H ein Weg, etwa P = vg... vk, der in a beginnt und
in A oder in B endet. Unter Benutzung der Bedingungen (i) und (iii)
oben zeigt man leicht mit Induktion nach ¢ = 0,...,k — 1, dass P jede
seiner Kanten e = v;v;41 auch im Sinne von P bzw. von W vorwérts
durchlduft. (Formal: ist e € P’ mit P’ € P, so gilt v; € P'0;41; ist
e=ejeW,soist v; = x; und v;41 = x;41.) Somit ist P ein A-B-Weg.

Analog gibt es zu jedem b € (BNV[P])U {z,} einen A-B-Weg
in H, der in b endet. Die Menge der A—B-Wege in H bilden somit eine
Erweiterung von P. O

Lemma 2.3.3. Endet kein solcher Kantenzug W in B\ V[P], so enthiilt
G einen A-B -Trenner auf P.

Beweis. Sei
A1 = V[P]DA und A2 = A\Al,

sowie

B; :=V[P]NB und By:= B\ Bj.

Fiir jeden Weg P € P sei xzp die letzte Ecke von P, die auf einem
alternierenden Kantenzug liegt; existiert keine solche Ecke, so sei xp die
erste Ecke von P. Wir werden zeigen, dass

X :={ap | PecP}

jeden A-B-Weg in G trifft; dann ist X ein A-B-Trenner auf P.
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Angenommen, es gibt einen A-B-Weg ) in G — X. Offenbar trifft
@ das Wegesystem P, da @ sonst ein alternierender Kantenzug ist, der
in By endet. Der in ) enthaltene A-V[P]-Weg ist nun entweder ein al-
ternierender Kantenzug, oder er besteht aus der ersten Ecke eines Weges
aus P. Damit trifft Q auch die Eckenmenge V[P’] von

Pl IZ{PZ‘pIPEP}.

Es sei y die letzte Ecke von @Q in V[P’], sagen wir y € P € P, und = := zp.
Da @ nach Annahme X und damit x vermeidet, ist y € Pz. Insbesondere
ist x = xp nicht die erste Ecke von P, d.h. es existiert ein alternierender
Kantenzug W von As nach x. Dann ist W Uz Py( ist ein Kantenzug von
Ag nach B (Abb. 2.3.3). Ist dieser Kantenzug alternierend und endet er
in Bs, so haben wir unseren erwiinschten Widerspruch.

Abb. 2.3.3. Alternierende Kantenziige im Beweis von Lemma
2.3.3.

Woran koénnte es scheitern, dass W U x Py(Q ein alternierender Kan-
tenzug ist? Zunichst konnte W bereits Kanten des Weges x Py enthal-
ten. Ist etwa 2’ die erste Ecke von W auf x Py, so ist aber W' := Wa' Py
ein alternierender Kantenzug von As nach y. (Mit Wa’ meinen wir das
Anfangsstiick von W bis zum ersten Auftreten von z’; ab da folgt W’
dann P riickwiérts bis y.) Auch W'yQ braucht noch nicht alternierend
zu sein: es kénnte ja W/ NyQ # ) gelten. Nach Definition von P’ und
W sowie der Wahl von y auf @ gilt jedoch

VW)NV[P] C VIP] wd VEHQ)NVIP]=0.

Somit kénnen sich W’ und y@Q héchstens auflerhalb von P treffen.

Ist in der Tat W/ NyQ # 0, so sei z die erste Ecke von W’ auf yQ
und W := W’'2Q. Anderenfalls sei W” := W/ UyQ. Da yQ die Ecken
aus V[P’] vermeidet, ist W” in beiden Féllen wie W’ ein alternierender
Kantenzug beziiglich P’. (Im zweiten Fall geniigt W der Bedingung
(iii) in y auch dann, wenn y zweimal auf W’ vorkommt: W"” = W/ UyQ
enthiilt ja ganz W', nicht nur sein Anfangsstiick bis zum ersten Auftreten

7)/

y, Px

', W'

Wll
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von y.) Nach Definition von P’ vermeidet W daher die Ecken aus
V[P]~\V[P'], d.h. W" ist auch ein alternierender Kantenzug beziiglich P
und endet in By. Dies jedoch widerspricht unseren Annahmen. O

Dritter Beweis von Satz 2.3.1. Es sei P eine Menge moglichst vieler
disjunkter A-B-Wege in G. Nach Lemma 2.3.2 endet kein alternierender
Kantenzug in B \ V[P]. Nach Lemma 2.3.3 enthédlt G daher einen A-
B-Trenner X auf P, und es folgt k < | X| = |P| wie gewiinscht. O

Eine Menge von a—B-Wegen ist ein a—B - Fdcher, wenn die Wege
paarweise nur die Ecke a gemeinsam haben.

Korollar 2.3.4. Ist BC V unda € V \ B, so ist die kleinste Méchtigkeit
einer a von B in G trennenden Eckenmenge X C V ~ {a} gleich der
grofiten Méchtigkeit eines a—B - Féchers in G.

Beweis. Wende Satz 2.3.1 auf G —a an mit A := Ng(a). O

Korollar 2.3.5. Es seien a,b zwei verschiedene Ecken von G.

(i) Sind a und b nicht benachbart, so ist die kleinste Méchtigkeit einer
a von b in G trennenden Eckenmenge X C V ~ {a, b} gleich der
grofiten Méchtigkeit einer Menge kreuzungsfreier a—b-Wege in G.

(ii) Die kleinste M&chtigkeit einer a von b in G trennenden Kanten-
menge X C F ist gleich der gréfiten Méchtigkeit einer Menge
kantendisjunkter a—b-Wege in G.

Beweis. (i) Wende Satz 2.3.1 auf G — {a,b} an mit A := Ng(a) und
B := Ng(b).

(ii) Wende Satz 2.3.1 auf den Kantengraphen von G an, mit A :=
E(a) und B := E(b). O

Satz 2.3.6. (Globale Version des Satzes von Menger)

(i) G ist genau dann k-zusammenhingend, wenn G zwischen je zwei
Ecken k kreuzungsfreie Wege enthélt.

(ii) G ist genau dann k-kantenzusammenhéngend, wenn G zwischen
je zwei Ecken k kantendisjunkte Wege enthélt.

Beweis. (1) Enthélt G zwischen je zwei Ecken k kreuzungsfreie Wege, so
gilt |G| > k, und G ist nicht durch weniger als k Ecken trennbar; G ist
also k-zusammenhéngend.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass G k-zusammenhingend ist
(und insbesondere mehr als k Ecken hat) aber zwei Ecken a,b enthilt,
die nicht durch k kreuzungsfreie Wege verbunden sind. Nach Korollar
2.3.5(1) sind a und b benachbart; es sei G’ := G —ab. In G’ gibt es
dann héchstens k — 2 kreuzungsfreie a—b-Wege. Nach Korollar 2.3.5 (i)
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sind a und b daher in G’ durch eine Menge X von hochstens k — 2 Ecken
getrennt. Wegen |G| > k hat G noch eine Ecke v ¢ X U{a,b}. Nun trennt
X die Ecke v in G’ auch von a oder von b — sagen wir, von a. Dann
trennt aber X U{b} die Ecken v und a in G, was wegen |[X U{b}| < k—1
dem k-Zusammenhang von G widerspricht.

(ii) folgt direkt aus Korollar 2.3.5 (ii). O

2.4 Der Satz von Mader

Analog zur Fragestellung, die dem Satz von Menger zugrundeliegt,
konnen wir das folgende Problem betrachten: gegeben einen Untergra-
phen H eines Graphen G, wie viele kreuzungsfreie H-Wege kann G
hochstens enthalten?

Dieser kurze Abschnitt soll ohne Beweis einen tiefliegenden Satz von
Mader vorstellen, der dieses Problem ganz analog zum Satz von Menger
16st. Der Satz besagt, dass eine einfache obere Schranke fiir die Anzahl
solcher Wege, die sich dhnlich ergibt wie die durch trennende Ecken-
mengen gegebene Schranke beim Satz von Menger, auch stets durch ein
geeignetes Wegesystem angenommen wird.

Wie konnte eine solche obere Schranke aussehen? Sind X C
V(G—H)und F C E(G— H) so, dass jeder H-Weg in G eine Ecke oder
Kante aus X U F enthilt, dann kann G natiirlich nicht mehr als | X U F)|
kreuzungsfreie H -Wege enthalten; die kleinste Méchtigkeit einer solchen
Menge X U F' ist also eine obere Schranke fiir die Anzahl kreuzungsfreier
H-Wege in G. (Beachte, dass jeder H-Weg G — H trifft, da H in G
induziert ist und die Kanten von H selbst nicht als H -Wege zéhlen.)

Diese triviale obere Schranke fiir die Anzahl kreuzungsfreier H -
Wege ldsst sich noch senken. Zunéchst folgt aus der Minimalitdt von
|X U F|, dass keine Kante aus F' mit einer Ecke aus X inzidiert: die
Kante wire sonst zur Trennung tiberfliissig. Es sei Y := V(G — H) \ X.
Weiter bezeichne Cr die Menge der Komponenten des Graphen (Y, F),
und fiir C' € Cr sei 0C die Menge der Ecken von C' mit einem Nachbarn
in G—X —C. Jeder X vermeidende H -Weg enthilt nun eine Kan-
te aus F', und daher mindestens zwei Ecken aus 0C fiir ein geeignetes
C € Cp (Abb. 2.4.1). Die Anzahl kreuzungsfreier H -Wege in G ist somit
beschrankt durch die Zahl

Mg(H) :=min (1X]+ > [1oc]])

CECF

wobei das Minimum {iber alle X und F' der geschilderten Art genommen
wird: X CV(G—H) und F C E(G— H — X), so dass jeder H-Weg in
G eine Ecke aus X oder eine Kante aus F' enthélt.

Cr
oC

Mg (H)
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Abb. 2.4.1. Ein H-Weg in G — X

Der Satz von Mader besagt nun, dass diese obere Schranke fiir jedes
G und H angenommen wird:

Satz 2.4.1. (Mader 1978)
In einem Graphen G gibt es zu einem Untergraphen H C G stets M (H)
kreuzungsfreie H -Wege.

Um ein direktes Analogon zum Satz von Menger zu erhalten, wenden
wir den Satz von Mader auf die beiden Spezialfille an, dass die trennen-
den Mengen entweder nur Ecken oder nur Kanten enthalten. Fiir einen
Untergraphen H C G bezeichne kg (H) die kleinste Michtigkeit einer
Eckenmenge X C V(G — H), die jeden H-Weg in G trifft. Analog sei
Mg (H) die kleinste Méchtigkeit einer Kantenmenge F' C E(G), die jeden
H -Weg in G trifft.

Korollar 2.4.2. In einem Graphen G gibt es zu einem Untergraphen
H C G stets mindestens $r¢(H) kreuzungsfreie H -Wege und minde-
stens 2\ (H) kantendisjunkte H -Wege.

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage sei k die grofite Michtigkeit
einer Menge kreuzungsfreier H-Wege in G. Nach Satz 2.4.1 gibt es
Mengen X C V(G—H) und F C E(G— H — X) mit

k= X+ Y [§loc]],

CECF

so dass jeder H -Weg in G eine Ecke aus X oder eine Kante aus F enthélt.
Fiir jedes C € Cp mit OC # () sei v € IC eine Ecke und Y¢ := 0C \ {v};
im Falle 9C = () sei Yo := (). Dann gilt |1 [0C|| > 1 [V fiir alle C € Cp.
Mit V := Ugce, Yo trifft offenbar auch X UY jeden H-Weg. Daher
folgt
B> IX+ S LYol = LXUY] > bea(H)
CeCp

wie behauptet.
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Die zweite Aussgge folgt aus der ersten durch Betrachtung des Kan-
tengraphen von G (Ubung 17). O

Es mag vielleicht iiberraschen, dass auch die Schranken aus Korol-
lar 2.4.2 als generelle Schranken bestmoglich sind: es gibt Beispiele fiir
G und H, so dass G nicht mehr als %lﬁlg(H ) kreuzungsfreie H -Wege
enthélt, oder nicht mehr als 1)¢(H) kantendisjunkte H -Wege (siehe
Ubungen 18 und 19).

2.5 Wegverbindungen

Es sei G ein Graph und X C V(G) eine Menge von Ecken. Wir nennen X
in G verbunden, wenn wir fiir jede Wahl verschiedener Ecken s1, ..., sy,
t1,...,te aus X disjunkte Wege Py, ..., Py in G finden kénnen, so dass P;
jeweils s; mit t; verbindet und keine innere Ecke in X hat. Im Gegensatz
zum Satz von Menger fragen wir jetzt also nicht lediglich nach disjunkten
Wegen zwischen zwei Mengen von Ecken, sondern wir verlangen auch,
dass jeder dieser Wege ein vorgegebenes Paar von Endecken verbindet.

Der Graph G heifit k-verbunden, wenn G mindestens 2k Ecken hat
und jede Menge von bis zu 2k Ecken in G verbunden ist. Letzteres ist
dquivalent zu der nur scheinbar schwécheren Forderung, dass fiir jede
Wahl von genau 2k Ecken si,...,sk, t1,...,tx disjunkte Wege P; =
;. ..t; existieren. (Beweis?) In der Praxis ist dies einfacher zu beweisen,
da wir uns nicht um mogliche innere Ecken in X sorgen miissen.

Offensichtlich ist jeder k-verbundene Graph auch k-zusammenhén-
gend. Die Umkehrung hingegen scheint weit von der Wahrheit ent-
fernt zu sein: k-Verbundenheit ist offenbar eine weitaus stéirkere Ki-
genschaft als k-Zusammenhang. Wir werden jedoch beweisen, dass wir
k-Verbundenheit erzwingen kénnen durch die Annahme, unser Graph
sei f(k)-zusammenhingend fiir eine geeignete Funktion f:N — N. Zu-
erst geben wir einen hiibschen und einfachen Beweis dafiir, dass eine
solche Funktion f tiberhaupt existiert. Im Rest des Abschnitts werden
wir dann zeigen, dass wir f sogar linear wéhlen konnen.

Die grundlegende Idee des einfachen Beweises ist folgende. Wenn
wir zeigen konnen, dass G eine Unterteilung K eines grofien vollstéindigen
Graphen enthélt, dann kénnen wir zunéchst mit dem Satz von Menger
die Ecken aus X disjunkt mit Verzweigungsecken von K verbinden. Die-
se konnen wir dann in der gewiinschten Paarung innerhalb von K kurz-
schlieflen — was allerdings voraussetzt, dass unsere ersten Wege nicht zu
viele der unterteilten Kanten von K treffen, bevor sie die Verzweigungs-
ecken erreichen.

Dass solch ein K existiert, ist ein Lemma, welches eigentlich besser
ins Kapitel 6 passt. (Dort werden wir in der Tat eine stéirkere Version be-
weisen, zu der wir aber Satz 2.5.3 brauchen.) Anstatt hohen Zusammen-

verbunden

k-
verbunden
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hang anzunehmen, reicht es, dass G geniigend hohen Durchschnittsgrad
hat (vgl. Satz 0.4.3):

Lemma 2.5.1. Es existiert eine Funktion h: N — N mit der Eigenschaft,
dass jeder Graph mit Durchschnittsgrad mindestens h(r) einen TK" als
Teilgraphen enthélt.

Beweis. Fir r < 2 leistet h(r) = 1 das Gewiinschte; im Folgenden sei
r > 3. Wir zeigen mit Induktion nachm =r, ..., (;), dass jeder Graph G
mit Durchschnittsgrad d(G) > 2™ einen TX mit |X| = r und || X|| =m
enthélt; fiir m = (;) impliziert dies unsere Behauptung mit h(r) = 2 2),

Ist m = r, so enthélt G nach den Propositionen 0.2.2 und 0.3.1
einen Kreis der Linge mindestens ¢(G) +1 > 27141 > r+1. Die
Behauptung gilt dann mit X = C".

Esseinunr <m < (;), und die Behauptung sei wahr fiir kleinere m.
Es sei G mit d(G) > 2™ gegeben, also £(G) > 2™~ 1. Da G eine Kompo-
nente C' mit €(C) > €(G) enthilt, diirfen wir G als zusammenhéngend
annehmen. Wir betrachten eine in G zusammenhingende Eckenmenge
U C V(Q); dieses U sei maximal gew#hlt mit e(G/U) > 2™~ 1. (Solch
eine Menge U existiert, da G selbst die Form G/U hat mit |U| = 1.) Da
G nach Annahme zusammenhéngend ist, gilt N(U) # 0.

Essei H := G[N(U)]. Hiitte H eine Ecke v vom Grad dg (v) < 2™~ 1,
so wire fiir U’ := U U {v} auch ¢(G/U’) > 2™~ (im Widerspruch
zur Maximalitidt von U): beachte, dass bei der Kontraktion der Kante
voy in G/U aufer ihr selbst nur dgy(v) Kanten von H verlorengehen,
insgesamt also hochstens 2! Kanten und genau eine Ecke. Also gilt
d(H) > §(H) > 2™, Nach Induktionsannahme enthilt H einen TY
mit |Y| =r und ||Y|| = m —1. Es seien z,y zwei in Y nicht benachbarte
Verzweigungsecken dieses TY. Wegen z,y € V(H) = N(U) enthilt G
einen x—y-Weg, dessen Inneres ganz in U liegt. Zusammen mit dem 7Y
aus H bildet dieser Weg einen TX mit | X| = |Y| = r und | X|| = m.

Satz 2.5.2. (Jung 1970; Larman & Mani 1970)
Es existiert eine Funktion f:N — N mit der Eigenschaft, dass fiir alle
k € N jeder f(k)-zusammenhéingende Graph k-verbunden ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir f(k) = h(3k) 4 2k, wobei h eine
Funktion sei wie in Lemma 2.5.1. Es sei G ein f(k)-zusammenhéngender
Graph. Dann gilt d(G) > 6(G) > k(G) = h(3k); es sei K ein TK?* in G
gemif Lemma 2.5.1, und U die Menge der Verzweigungsecken von K.
Zum Beweis, dass G k-verbunden ist, seien si,...,Sg, t1,...,0%
paarweise verschiedene Ecken von G. Nach Definition von f(k) ist
k(@) = 2k. Nach dem Satz von Menger (2.3.1) enthélt G daher disjunkte
Wege Py, ..., Py, Q1,...,Qk, wobei P; in s; beginnt, ); in ¢; beginnt,
und alle P; und @; in U enden aber keine inneren Ecken in U haben.
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Die Wege seien so gewihlt, dass die Gesamtzahl ihrer Kanten auflerhalb
von E(K) minimal ist; die Menge all dieser Wege sei mit P bezeichnet.

Es seien uq, ..., u; die Ecken in U, die nicht Endecke eines Weges
aus P sind. Fiir jedes i = 1,...,k sei L; der U-Weg in K (also die
unterteilte Kante des K 3k) von u; zur Endecke von P; in U, und v;
die erste Ecke von L; auf einem Weg P € P. Nach Definition von P
hat P nicht mehr Kanten auerhalb von E(K) als Pv;L;u;, d.h. es gilt
v; P = v;L; und demnach P = P; (Abb. 2.5.1). Bezeichnet entsprechend
M; den U-Weg in K von u; zur Endecke von @Q; in U und w; die erste
Ecke von M; auf einem Weg in P, so ist dieser Weg notwendig @);. Die
Wege s; P;v; Liyu; M;w;Q;t; sind dann disjunkt fiir verschiedene i, und G
ist als k-verbunden erwiesen. O

Abb. 2.5.1. Konstruktion eines s;—t; -Weges iiber u;

Der Beweis des Satzes 2.5.2 liefert uns lediglich eine exponentielle
obere Schranke fiir die Funktion f(k). Da 2¢(G) > §(G) = k(G) ist,
impliziert das folgende Resultat die lineare Schranke f(k) = 16k:

Satz 2.5.3. (Thomas & Wollan 2005)
Es sei G ein Graph und k € N. Wenn G 2k-zusammenhéngend ist und
e(G) > 8k, dann ist G k-verbunden.

Wir beginnen unseren Beweis des Satzes 2.5.3 mit einem Lemma.

Lemma 2.5.4. Wenn §(G) > 8k ist und |G| < 16k, dann hat G einen
k-verbundenen Teilgraphen.

Beweis. Wenn G selbst k-verbunden ist, ist nichts zu zeigen. Also
nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Dann kénnen wir eine Menge X
von 2k Ecken s, ..., sk, t1,...,t; finden, die in G nicht durch disjunkte
Wege P; = s; .. .t; ohne innere Ecken in X verbunden werden kénnen. Es
sei P eine groBtmogliche Menge solcher Wege, die jedoch alle héchstens
die Lénge 7 haben. Gibt es mehrere solcher Mengen P, so wihlen wir
eine, fiir die ||JP| minimal ist. Wir nehmen an, dass P keinen Weg von
s1 nach t; enthélt. Es sei J der Teilgraph von G, der von X und allen
Ecken auf den Wegen aus P induziert wird, und es sei H := G — J.
Jede Ecke v € H hat auf jedem P; € P hochstens drei Nachbarn:
hétte sie mehr, so kénnten wir den Teilweg uwP;w zwischen dem ersten

[6.2.1]

s1, t1
J H



80 2. Zusammenhang

und dem letzten Nachbarn von v auf P; durch den Weg uvw ersetzen und
dadurch | |J P| senken, was unserer Wahl von P widerspriiche. Zusétzlich
gilt aufgrund der Maximalitidt von P, dass v im Falle von s;,t; ¢ (JP
nicht zu beiden Ecken s; und ¢; benachbart sein kann. Fiir |P| =: h
hat v damit hochstens 3h + (2k — 2h)/2 < 3k Nachbarn in J. Da nach
Voraussetzung 6(G) > 8k ist und |G| < 16k, sowie |X| = 2k, folgt

S(H) > 5k und |H| < 14k. (1)

Als néchstes zeigen wir, dass H unzusammenhéngend ist. Da jeder
der Wege aus P hochstens 8 Ecken hat, gilt |J — {s1,t1}| < 8(k—1).
Daher hat sowohl s; als auch ¢; Nachbarn in H. Es sei S C V(H)
die Menge der Ecken mit Abstand hochstens 2 (gemessen in H) von
einem Nachbarn von s; in H, und T' C V(H) die entsprechende Menge
fiir t7. Da G —|JP keinen s;—t1 -Weg der Linge hochstens 7 enthélt,
gilt SNT = ), und es existiert keine S—T - Kante in H. Um zu beweisen,
dass H unzusammenhéngend ist, reicht es also, V(H) = SUT zu zeigen.
Wihle einen Nachbarn s € S von s; und einen Nachbarn ¢ € T von ;.
Dann sind fiir jede Ecke v € H — (SUT) die drei Mengen N (s), Ng(t)
und Np(v) disjunkt und enthalten jeweils mindestens 5k Ecken. Das
widerspricht (1).

H ist also unzusammenhéngend; es sei C' die kleinste Komponente
von H. Aus (1) folgt

25(C) > 26(H) > Tk+3k > L |H|+3k > |C| +3k. (2)

Wir zeigen jetzt, dass C' k-verbunden ist. Da §(C) > 5k ist, gilt
|C| > 2k. Es sei Y eine Menge von hochstens 2k Ecken aus C. Aus (2)
folgt, dass je zwei Ecken aus Y mindestens 3k gemeinsame Nachbarn
haben, von denen mindestens k auflerhalb von Y liegen. Daher kénnen
wir alle gewiinschten ¢ < k Eckenpaare aus Y induktiv durch Wege der
Lénge 2 verbinden, deren innere Ecke auflerhalb von Y liegt. O

Bevor wir nun den Beweis des Satzes 2.5.3 angehen, betrachten wir
zuvor seine grundlegenden Ideen. Um zu zeigen, dass G k-verbunden ist,
miissen wir eine beliebige Menge X von bis zu 2k Ecken betrachten und
zeigen, dass X in G verbunden ist. Idealerweise wiirden wir gerne mit
Lemma 2.5.4 irgendwo in G einen verbundenen Teilgraphen L finden,
sowie mit unserer Annahme von x(G) > 2k und dem Satz von Menger
eine Menge von |X| disjunkten X—L-Wegen. Dann kénnte X entlang
dieser Wege und innerhalb von L verbunden werden, und der Beweis
wiire fertig.

Leider konnen wir nicht damit rechnen, einen Teilgraphen H mit
0(H) > 8k und |H| < 16k zu finden (in welchem L nach Lemma 2.5.4
gefunden werden konnte); vgl. Korollar 9.2.3. Es ist jedoch nicht allzu
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schwierig, einen Minor H < G zu finden, der einen solchen Teilgraphen
H'’ hat (vgl. Ubung 22, Kap. 6) — sogar so, dass die Ecken von X in
unterschiedlichen Verzweigungsmengen von H liegen. Wir kénnen X
dann als Teilmenge von V(H) auffassen, und Lemma 2.5.4 liefert uns
einen verbundenen Teilgraphen L von H' C H. Das Problem dabei ist
nur, dass H nicht mehr 2k-zusammenh#ngend sein muss: unsere Annah-
me von k(G) > 2k stellt nicht sicher, dass wir X auch in H durch |X]|
disjunkte Wege mit L verbinden koénnen.

An dieser Stelle kommt nun der raffinierte Teil des Beweises: die
Annahme von k > 2k wird zu einer schwicheren Annahme gelockert,
welche sich auf H {ibertragt. Diese schwéchere Annahme besagt, dass
falls wir X von einem anderen Teilgraphen durch weniger als | X | Ecken
trennen konnen, dieser andere Teil ,leicht“ sein muss: grob gesprochen
darf sein eigener e-Wert 8k nicht iiberschreiten. Wenn wir dann X nicht
durch |X| disjunkte Wege mit L verbinden kénnen, hat H eine solche
Teilung {A, B}, mit X C A und L C B. Wenn wir diese Teilung von
minimaler Ordnung wihlen, kénnen wir AN B in H[B] nach dem Satz
von Menger mittels |A N B| disjunkter Wege mit L verbinden. Dann
aber koénnen wir unseren Beweis in H[A] fortfithren — dessen e-Wert
mindestens so grofl wie zuvor ist, da der B-Teil von H ,leicht* war.
Wir kénnen sogar durch zusétzliche Kanten A N B zu einem vollsténdi-
gen Teilgraphen von H[A] machen: sollten wir némlich je diese neuen
Kanten fiir Verbindungswege in H[A] benutzen, so kénnten wir sie durch
Wege durch B und L ersetzen. Damit stellen wir sicher, dass wir in H[A]
nicht plotzlich unzuldssige kleine Trenner bekommen — solche, die einen
,schweren“ Teil von X abspalten. Insgesamt gelten dann unsere bei-
den induktiven Annahmen — dass ¢ > 8k ist, und dass kleine Trenner
nur leichte Teile von X abspalten konnen — auch fiir H[A], und unser
Induktionsbeweis ist vollstindig.

Zu k € N, einem Graphen G, und A, B, X C V(G) nennen wir das
geordnete Paar (A, B) eine X-Teilung von G, wenn {A, B} eine echte
Teilung von G der Ordnung hochstens | X| ist und X C A gilt. Eine
X-Teilung (A, B) ist klein, wenn |AN B| < |X]| gilt, und verbunden,
falls AN B in G[B] verbunden ist.

Wir nennen eine Menge U C V(G) leicht in G, wenn ||U||* < 8k |U]
gilt, wobei ||U||* die Anzahl der Kanten von G bezeichnet, die mindestens
eine Endecke in U haben. Eine Eckenmenge heifft schwer, wenn sie nicht
leicht ist.

Beweis von Satz 2.5.3. Fiir festes & € N beweisen wir folgendes:

Es sei G = (V, E) ein Graph und X C V eine Menge von
héchstens 2k Ecken. Wenn V \ X schwer ist und fiir jede (+)
kleine X-Teilung (A, B) die Menge B ~\ A leicht ist, dann

ist X in G verbunden.

X-Teilung
klein

verbunden
It

leicht
schwer
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Zum Beweis unseres Satzes aus (*) nehmen wir an, dass «(G) > 2k ist
und £(G) > 8k. Es sei X eine Menge von genau 2k Ecken. Dann hat G
keine kleine X-Teilung, und V \ X ist schwer, da

2k

x> 161~ (5

2k
) >8k|V|—<2> > 8k |V~ X]|

gilt. Nach (x) ist X in G verbunden, was nach unserer Voriiberlegung
zur Definition der k-Verbundenheit zu zeigen reicht.

Wir beweisen (x) mit Induktion nach |G|, und fiir jeden Wert von |G|
mit Induktion nach ||V ~ X||*. Ist |G| = 1, dann ist X in G verbunden.
Fiir den Induktionsschritt seien nun G und X wie in () gegeben.

Zuerst beweisen wir folgendes:

OBdA hat G keine verbundene X -Teilung. (1)

Zum Beweis von (1) nehmen wir an, dass G eine verbundene X-
Teilung (A, B) hat. Wir wihlen diese so, dass A minimal ist, und setzen
S:=ANB.

Zuerst betrachten wir den Fall |S| = |X|. Gibt es |X]| disjunkte
X—S-Wege in G[A4], so ist X in G verbunden, da (A, B) verbunden ist.
Damit wére der Beweis von (x) fertig. Anderenfalls hat G[A] nach dem
Satz von Menger (2.3.1) eine kleine X-Teilung (A’, B’) mit B’ O S.
Wiéhlen wir diese mit |A’ N B’| minimal, so kénnen wir nach Menger
A'N B’ mit S in G[B’] durch |A’ N B’| disjunkte Wege verbinden. Aber
dann ist (A’, B’ U B) eine verbundene X-Teilung von G, was unserer
Wahl von (A, B) widerspricht.

Es gilt also |S| < | X|. Es sei G’ der Graph, den wir aus G[A] erhal-
ten, wenn wir G'[S] durch Hinzufiigen moglicherweise fehlender Kanten
auf S vollstéindig machen. Da (A, B) nun eine kleine X-Teilung ist, folgt
nach Voraussetzung in (x), dass B~ A in G leicht ist. Somit entsteht G’
aus G durch Léschen von | B\ A| Ecken aulerhalb von X und héchstens
8k |B . A| Kanten, und méglicherweise haben wir sogar noch ein paar
Kanten auf S hinzufiigt. Da V' ~\ X in G schwer ist, folgt:

A~ X ist schwer in G.

Um die Induktionsannahme auf G’ anwenden zu kdnnen, zeigen wir
als niichstes, dass fiir jede kleine X-Teilung (A’, B’) von G’ die Menge
B’ A" in G’ leicht ist. Wir nehmen an, dies sei nicht der Fall und
wihlen ein Gegenbeispiel (A’, B'), bei dem B’ minimal ist. Da G'[S]
vollsténdig ist, ist S C A’ oder S C B'.

Ist S C A sogilt BBNB C S C A’; damit ist (A’ U B, B’) eine
kleine X-Teilung von G. Weiter folgt

B'\(A'UB) =B\ A,



2.5 Wegverbindungen 83

und keine Kante von G/ — E auf S ist mit dieser Menge inzident
(Abb. 2.5.2). Unsere Annahme, dass diese Menge in G’ schwer ist (nach
Wahl von (A4’, B’)), impliziert daher, dass sie auch in G schwer ist. Da
(A’U B, B’) eine kleine X-Teilung von G ist, widerspricht dies unseren
Annahmen in ().

A B’

Ik

Abb. 2.5.2. Tst S C A’, so ist (A’ U B, B’) eine X-Teilung von G.

Somit gilt S C B’. Aufgrund unserer Wahl von (A’, B’), erfiillt
der Graph G” := G'[B’] die Voraussetzungen in (x) fiir X” := A’'NB":
B' X" = B’ A’ ist schwer, und wegen der Minimalitit von B’ ist
fiir jede kleine X”-Teilung (A”, B”) von G” die Menge B"” ~\. A” leicht,
da ja (A’U A" B") eine kleine X-Teilung von G’ ist und B” \ A" =
B" N (A'UA").

Nach Induktionsannahme ist damit X" in G” verbunden. Dann ist
X' aber auch in G[B’ U B] verbunden: da S in G[B] verbunden war,
kénnen wir Kanten, die wir bei der Bildung von G’ auf S hinzugefiigt
hatten, einfach durch disjunkte Wege durch B ersetzen (Abb. 2.5.3).
Damit ist aber (A4’, B’U B) eine verbundene X-Teilung von G, die die
Minimalitéit von A in der Wahl von (A, B) verletzt.

Abb. 2.5.3. Wenn S C B’ gilt, dann ist (A’, B’U B) in G ver-
bunden.

Wir haben also gezeigt, dass G’ die Voraussetzungen von (x) in
Bezug auf X erfiillt. Da {A, B} eine echte Teilung ist, hat G’ weniger
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Ecken als G. Nach Induktionsannahme ist X daher in G’ verbunden.
Indem wir wie zuvor Kanten von G’ — E auf S durch Wege in B ersetzen,
kénnen wir jede Verbindung von X in G’ in eine Verbindung von X in
G umwandeln, womit (%) bewiesen wére. Dies vollendet den Beweis
von (1).

Unser néchstes Ziel ist, zu zeigen, dass wir aufgrund unserer Induk-
tionsannahme annehmen diirfen, dass G nicht nur grofien Durchschnitts-
grad hat, sondern sogar groflen Minimalgrad. Fiir unseren Beweis, dass
X in G verbunden ist, seien si,...,S8¢,t1,...,t; die unterschiedlichen
Ecken aus X, die wir durch disjunkte Wege P; = s;...t; verbinden
wollen. Da diese Wege keine inneren Ecken in X haben diirfen, kénnen
wir auf X alle in G fehlenden Kanten hinzufiigen, aufler Kanten der
Form s;t;; die Existenz solch neuer Kanten beeinflusst ja weder die Vor-
aussetzung noch die Folgerung in ().

Nach dieser kleinen Modifikation von G koénnen wir nun folgendes
beweisen:

OBdA haben benachbarte Ecken u und v, die nicht beide )
in X liegen, stets mindestens 8k — 1 gemeinsame Nachbarn.

Um (2) zu zeigen, sei e = uwv eine solche Kante, und n bezeichne die
Anzahl der gemeinsamen Nachbarn von v und v. Es sei G’ := G/e der
durch Kontraktion von e gewonnene Graph. Da u und v nicht beide in
X liegen, konnen wir X als Teilmenge von V' := V(G’) auffassen: ist
X N{u,v} # 0, so ersetzen wir u bzw. v in X durch die kontrahierte
Ecke v.. Wir m6chten nun folgendes zeigen: ist n < 8k — 1, im Gegensatz
zu (2), so erfiillt G’ die Voraussetzungen von (*). Dann ist nach Induk-
tionsannahme X in G’ verbunden, und die gewiinschten Wege Py, ..., P,
existieren in G’. Falls einer davon die Ecke v, enthilt, kénnen wir diese
durch u oder v oder uv ersetzen und erhalten einen Weg in G. Damit
ist dann () bewiesen.

Nehmen wir also n < 8k — 1 an. Um zu zeigen, dass G’ die Vor-
aussetzungen von (k) beziiglich X erfiillt, beweisen wir zunéchst, dass
V' \ X schwer ist. Da V' \ X schwer ist und [V/' N X| = |V N\ X| -1,
geniigt es zu zeigen, dass durch die Kontraktion von e héchstens 8k mit
einer Ecke auflerhalb von X inzidente Kanten verloren gingen. Liegen u
und v beide aulerhalb von X, so gingen bei der Kontraktion von e nur
n—+ 1 Kanten verloren: eine Kante fiir jeden gemeinsamen Nachbarn von
u und v, sowie e selbst. Liegt jedoch etwa u in X, dann gilt v ¢ X, und
wir haben alle X—v-Kanten zv von G ebenfalls verloren: wihrend zv
zu ||V ~ X||" beigetragen hatte, liegt hingegen fiir 2 # u die Kante zv,
in G’[X] und triigt nicht zu ||V’ ~ X||* bei. Ist = nicht auch zu u benach-
bart, so ist dies ein zusétzlicher Verlust. (Im Falle zu € E hatten wir
diesen Verlust bereits unter ,gemeinsame Nachbarn® verbucht.) Nach
unserer Kantenanreicherung von G[X] ist aber hochstens ein z € X \ {u}
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nicht zu u benachbart. Insgesamt haben wir also héchstens n + 2 Kanten
verloren. Nach unserer Annahme von n < 8k — 1 sind dies hochstens 8k
Kanten, d.h. V'~ X ist in der Tat schwer.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir jede kleine X-Teilung (A4’, B) von
G’ die Menge B’ \ A’ leicht ist. Es sei (A’, B’) ein Gegenbeispiel mit
minimalem B’. Wie im Beweis von (1) erfiillt G'[B’] dann die Vorausset-
zungen von (*) in Bezug auf X’ := A’N B’, und nach Induktionsannahme
ist X’ in G’[B’] verbunden. Es seien A und B die Mengen, die wir aus
A’ und B’ erhalten, wenn wir v, (wo relevant) durch beide Ecken u und
v ersetzen. Wir diirfen w,v € B annehmen, denn sonst ist (A, B) eine
kleine X-Teilung von G, fiir die B \ A schwer ist, was unseren Annah-
men in (*) widerspricht. Wir werden zeigen, dass X” := AN B in G[B]
verbunden ist; dann ist (A, B) eine verbundene X-Teilung von G, was
(1) widerspricht.

Ist ve ¢ X', so gilt u,v € B~ A. Dann ist X" in G[B] verbunden,
weil X’ in G'[B’] verbunden ist: falls v, auf einem der Verbindungswege
fiir X’ liegt, ersetzen wir es einfach wie oben durch u oder v oder uwv.

Nehmen wir nun v, € X’ an. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass G[B]
die Voraussetzungen von () in Bezug auf X" erfiillt: dann ist X" nach
Induktionsannahme in G[B] verbunden. Wir wissen, dass B ~\ X" =
B’'\ A’ in G schwer ist, da es aufgrund der Wahl von (A4’, B') in G’ schwer
ist. Ist (A”, B”) eine kleine X"-Teilung von G[B], so ist (AU A", B")
eine kleine X-Teilung von G. Damit ist B” \ A” = B” ~ (AU A") leicht,
nach der Annahme in (x). Somit ist X” in G[B] verbunden, und der
Beweis von (2) ist vollendet.

Mit Induktion durch Kantenkontraktion haben wir eben gezeigt,
dass die Ecken in V ~\ X oBdA grofien Grad haben. Mit Induktion
durch Loschen einer Kante wollen wir nun zeigen, dass diese Grade aber
nicht alle sehr grof} sein kénnen. Da (x) im Falle V' = X gilt, diirfen wir
V X # () annehmen; es bezeichne d* den kleinsten Grad in G einer
Ecke aus V ~\ X. Wir werden zeigen, dass

8k < d* < 16k—1. (3)

Die untere Schranke in (3) folgt aus (2), wenn wir annehmen, dass
G keine isolierten Ecken auflerhalb von X hat (was wir offensichtlich
mit Induktion annehmen kénnen). Um die obere Schranke herzuleiten,
schauen wir einmal, was passiert, wenn wir eine Kante e 16schen, deren
Endecken u, v nicht beide in X liegen. Falls G — e die Voraussetzung in
(%) beztiglich X erfiillt, dann ist X nach Induktion in G — e verbunden,
und somit auch in G. Falls nicht, dann ist entweder V ~ X leicht in
G — e, oder G — e hat eine kleine X-Teilung (A, B), so dass B\ A schwer
ist. Ist letzteres der Fall, so muss e eine (A \ B)—(B \ A)-Kante sein:
andernfalls wére (A4, B) auch eine kleine X-Teilung von G, und B\ A
wire auch in G schwer, was unseren Annahmen in () widerspriiche. Ist

(A%, B")
b'd

X/I

d*

€ = uv
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aber e eine solche Kante, dann liegen alle gemeinsamen Nachbarn von
und v in AN B, d.h. es gibt weniger als |X| < 2k solche Nachbarn. Dies
widerspricht (2).

Also muss V' \ X leicht in G — e sein. Fiir G folgt dann

IV X" <8k|V~X|+1. (4)

Um zu zeigen, dass dies die gewiinschte obere Schranke fiir d* liefert,
schiitzen wir die Anzahl f(x) von Kanten ab, die eine Ecke z € X nach
V'~ X schickt. Es muss mindestens eine solche Kante xy existieren, da
sonst (X,V ~ {z}) eine kleine X-Teilung von G wire, die den Annah-
men in (x) widerspricht. Nach (2) haben z und y mindestens 8k — 1
gemeinsame Nachbarn, von denen hochstens 2k — 1 in X liegen. Somit
gilt f(x) > 6k. Wegen

2|VXIIT = Y dav)+ ) fla)

veV\X reX

wiirde aus d* > 16k folgen, dass

208KV~ X[+1) = 2|V~ X" > 16|V < X|+6k|X]|
@)

gilt, was zum Widerspruch 2 > 6k |X]| fiihrt. Dies vollendet den Beweis
von (3).

Um unseren Beweis von (x) fertigzustellen, wihlen wir eine Ecke vy €
V' X vom Grad d* und betrachten den in G von vy und seinen Nachbarn
induzierten Untergraphen H. Nach (2) gilt 6(H) > 8k, und nach (3) und
der Wahl von v wissen wir, dass |H| < 16k ist. Nach Lemma 2.5.4 hat H
dann einen k-verbundenen Teilgraphen; dessen Eckenmenge bezeichnen
wir mit L. Nach Definition von ,k-verbunden“ gilt |L| > 2k > |X|.
Falls es | X| disjunkte X—L-Wege in G gibt, so ist X wie gewiinscht in G
verbunden. Falls nicht, so hat G eine kleine X-Teilung (A, B) mit L C B.
Wiéhlen wir (A, B) von minimaler Ordnung, so enthélt G[B] nach dem
Satz 2.3.1 von Menger |AN B| disjunkte (AN B)-L-Wege. Dann aber
ist (A, B) eine verbundene X-Teilung, was (1) widerspricht. O

Ubungen

1.7 Es seien G ein Graph, X C V(G), und a,b € G— X zwei durch X in G
getrennte Ecken. Zeige, dass X genau dann ein minimaler a—b-Trenner
in G ist, wenn jede Ecke aus X sowohl in der Komponente C, von
G — X, die a enthilt, als auch in der Komponente C}, von G — X, die b
enthilt, einen Nachbarn hat.
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10.

(Fortsetzung der vorigen Ubung)

Es sei X' C V(G) \ {a,b} ein weiter a—b-Trenner. Entsprechend seien
C/ und Cj, definiert. Zeige, dass auch

Y, = (XNCHUXNXYU(X'NCL)
und

Y, = (XNC)U(XNX)U(X'NCy)

die Ecken a und b trennen (siehe Abbildung).

\l
’\

(Fortsetzung der vorigen Ubung)

Sind Y, und Y; minimale a—b-Trenner in G, wenn X und X’ es sind?
Sind |Y,| und |Y3| minimal fir a-b-Trenner aus V(G) \ {a, b}, wenn
| X| und |X'| es sind?

Es seien G ein Graph und X, X’ C V(G) zwei minimale G trennende
Eckenmengen. Die Menge X treffe mindestens zwei Komponenten von
G — X'. Zeige, dass X’ alle Komponenten von G — X trifft, und dass
X alle Komponenten von G — X’ trifft.

Leite den Fall k£ = 2 des Satzes 2.3.1 von Menger aus Proposition 2.1.1
her.

Beweise die elementaren Aussagen iiber Blocke am Anfang von Ab-
schnitt 2.1.

Zeige, dass der Block-Graph eines zusammenhéngenden Graphen stets
ein Baum ist.

Zeige, dass fiir jede Kante e eines 2-zusammenhingenden Graphen
G # K* entweder G — e oder G/e wiederum 2-zusammenhingend ist.
Leite hieraus eine konstruktive Charakterisierung der 2-zusammenhén-
genden Graphen analog zu Satz 2.2.2 ab.

Zeige, dass fiir einen 3-zusammenhéngenden Graphen G und eine Kan-
te zy € G genau dann G/zy wieder 3-zusammenhingend ist, wenn
G — {z,y} 2-zusammenhingend ist.

(i)~ Zeige, dass jeder kubische 3-kantenzusammenhingende Graph
auch 3-zusammenhéngend ist.

(ii) Zeige, dass ein Graph genau dann kubisch und 3-zusammenhéngend
ist, wenn man ihn iterativ aus einem K* durch die folgende Operation
konstruieren kann: die Unterteilung zweier Kanten durch je eine Ecke
und Verbinden der beiden neuen Ecken durch eine neue Kante.
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11.7
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.7

19.

20.F

21.7

22.

2. Zusammenhang

Zeige, dass jeder transitive Graph G mit x(G) = 2 ein Kreis ist.

Finde den Fehler im folgenden ,,einfachen Beweis* des Satzes von Men-
ger (2.3.1). Es sei X ein A-B-Trenner aus moglichst wenigen Ecken.
Bezeichne mit G4 den Untergraphen von G, der durch X und all die
Komponenten von G — X induziert wird, die A treffen; entsprechend
sei Gp definiert. Da jeder A—B-Weg X trifft, enthilt G4 keinen A-X -
Trenner aus weniger als | X| Ecken. Mit Induktion nach |G| enthélt G4
daher | X| disjunkte Wege von A nach X, und G enthilt entsprechende
X—-B-Wege. Zusammen bilden diese Wege das gesuchte Wegesystem
zwischen A und B.

Beweise den Satz von Menger wie folgt mit Induktion nach ||G||. Zu
einer Kante e = zy betrachte einen kleinsten A—B -Trenner S in G —e.
Zeige, dass falls die Induktionsannahme nicht unmittelbar eine Losung
fiir G impliziert, SU{z} und SU {y} kleinste A-B-Trenner in G sind.
Zeige dann weiter, dass wenn keiner dieser beiden Trenner als X in der
vorigen Ubung einen korrekten Beweis ergibt, nur noch ein einfacher
Restfall zu betrachten bleibt.

Fiihre den Beweis von Korollar 2.3.5 (ii) genau durch.

Zeige, dass fiir k > 2 jeder k-zusammenhédngende Graph mit mindestens
2k Ecken einen Kreis der Liange mindestens 2k enthélt.

Zeige, dass in einem k-zusammenhingenden Graphen (k > 2) je k Ecken
auf einem gemeinsamen Kreis liegen.

Leite die Kantenversion von Korollar 2.4.2 aus seiner Eckenversion her.

(Tip: Betrachte die H-Wege in dem Graphen, der aus der disjunkten
Vereinigung von H und L(G) durch Einfiigen aller Kanten he entsteht,
fiir die h eine Ecke von H und e eine in G mit h inzidente Kante aus
E(G)\ E(H) ist.)

In der disjunkten Vereinigung eines Graphen H = K?2?™+! mit k Ex-
emplaren des K?™™! verbinde V(H) mit jedem der K?™! bijektiv
durch 2m + 1 Kanten. Zeige, dass der entstandene Graph G hochstens
km = Lkq(H) kreuzungsfreie H -Wege enthélt.

Finde einen bipartiten Graphen G mit Partitionsmengen A und B, der
fir H := G[A] nur 3\¢(H) kantendisjunkte H -Wege enthélt.

Leite den 1-Faktor-Satz von Tutte (1.2.1) aus dem Satz von Mader ab.

(Tip: Fiige zu jeder Ecke v € G eine neue Ecke v’ hinzu und verbinde
sie mit v. Zeige, dass fiir ein geeignetes H die 1-Faktoren in G ge-
nau den hinreichend groflen Mengen kreuzungsfreier H -Wege in dem
erweiterten Graphen entsprechen.)

Zeige, dass k-verbundene Graphen (2k — 1)-zusammenhiingend sind.
Sind sie sogar 2k-zusammenhéngend?

Finde zu jedem k € N ein méglichst grofies ¢ = £(k), so dass nicht jeder
{-zusammenhéngende Graph k-verbunden ist.
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23. In einem k-verbundenen Graphen G seien si,...,Sk,t1,...,tr nicht
notwendigerweise verschiedene Ecken mit s; # t; fiir jedes i. Zeige,
dass G kreuzungsfreie Wege P; = s;...t; enthélt (i = 1,...,k).

24. Zeige mit Satz 2.5.3, dass die Funktion h aus Lemma 2.5.1 als h(r) = cr?
gewahlt werden kann, wobei ¢ € N eine geeignete Konstante ist.

Notizen

Obwohl Zusammenhangsprobleme zu den natiirlichsten und auch anwendungs-
reichsten Fragestellungen der Graphentheorie gehoren, gibt es bislang keine
einschliagige Monographie dariiber. Die umfassendste Quelle bietet vielleicht
A.Schrijver, Combinatorial optimization, Springer 2003, zusammen mit ei-
ner Reihe von Ubersichtsartikeln von A.Frank, die sich auf seiner Homepa-
ge finden. Einige Gebiete werden behandelt in B. Bollobéds, Extremal Graph
Theory, Academic Press 1978, bei R. Halin, Graphentheorie, Wissenschaftliche
Buchgesellschaft 1980, und in A.Franks Kapitel des Handbook of Combina-
torics (R.L. Graham, M. Grétschel & L. Lovdsz, Hrsg.), North-Holland 1995.
Einen Uberblick speziell iiber Resultate und Techniken zu minimal n-zusam-
menhéngenden Graphen gibt W. Mader, On vertices of degree n in minimal-
ly n-connected graphs and digraphs, in (D.Miklos, V.T.Sés und T.Szényi,
Hrsg.) Paul Erdds is 80, Band 2, Proc. Collog. Math. Soc. Jadnos Bolyai, Bu-
dapest 1996.

Unser Beweis des Satzes von Tutte (2.2.3) stammt von C. Thomassen, Pla-
narity and duality of finite and infinite graphs, J. Comb. Theory B 29 (1980),
244-271. In dieser Arbeit finden sich auch Lemma 2.2.1 und sein Beweis.
Das Wheel Theorem von Tutte (1961) unterscheidet sich von unserem Satz
2.2.2 wie folgt. Einerseits ist als Reduktionsschritt alternativ zu (ii) auch die
Loschung einer Kante erlaubt. Von zu kontrahierenden Kanten wird jedoch
zusatzlich gefordert, dass sie in keinem Dreieck liegen diirfen. Als Startmenge
fiir die Konstruktion aller 3-zusammenhéngenden Graphen braucht man daher
alle Réider, nicht nur K*.

Ein im Text nicht angesprochener Ansatz, die Struktur der k-zusammen-
hidngenden Graphen auch fiir £ > 3 besser zu verstehen, ist das Studium
minimal k-zusammenhdangender Graphen: k-zusammenhéngender Graphen,
die bei jeder Loschung einer Kante ihren k-Zusammenhang verlieren. Wie bei
allen k-zusammenhéngenden Graphen betragen auch bei den minimalen alle
Eckengrade mindestens k. Ein klassischer Satz von Halin (1969) besagt, dass
jeder minimal k-zusammenhéngende Graph jedoch tatséchlich eine Ecke des
Grades k enthilt; dies ist besonders wertvoll in Induktionsbeweisen. Halins
Satz bildet den Ausgangspunkt einer Reihe tiefer Untersuchungen von Ma-
der, die in den erwidhnten Biichern von Bollobds und Halin dargestellt sind,
insbesondere jedoch in dem genannten Ubersichtsartikel von Mader.

Unser erster Beweis des Satzes von Menger stammt aus Halins Buch. Der
zweite ist von T. Bohme, F. Géring und J. Harant, Menger‘s theorem, J. Graph
Theory 37 (2001), 35-36. Der dritte Beweis ist von T.Griinwald (spéter
Gallai), Ein neuer Beweis eines Mengerschen Satzes, J. Lond. Math. Soc. 13
(1938), 188-192. Aufgrund seines konstruktiv-algorithmischen Charakters ist
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der dritte Beweis der einzige, der ins Unendliche iibertragbar ist; siche dazu die
englische Ausgabe dieses Buchs (ab der dritten Auflage). Ein vierter Beweis
ist in Ubung 13 skizziert. In Kapitel 5 wird sich noch ein fiinfter Beweis als
Anwendung eines Satzes iiber Netzwerkfliisse ergeben (Ubung 3 dort). Die
globale Version des Satzes von Menger (2.3.6) wurde so zuerst von Whitney
(1932) formuliert und bewiesen.

Der Satz von Mader (2.4.1) ist aus W.Mader, Uber die Maximalzahl
kreuzungsfreier H -Wege, Arch. Math. 31 (1978), 387-402; einen kurzen Be-
weis fand A.Schrijver, A short proof of Mader‘s S-paths theorem, J. Comb.
Theory B 82 (2001), 319-321. Der Satz lisst sich auffassen als gemeinsame
Verallgemeinerung des Satzes von Menger und des 1-Faktor-Satzes 1.2.1 von
Tutte (Ubung 20).

Satz 2.5.3 ist von R. Thomas und P. Wollan, An improved linear bound for
graph linkages, Eur.J. Comb. 26 (2005), 309-324. Mit Hilfe einer stéirkeren
Fassung von Lemma 2.5.4 zeigen die Autoren, dass 2k-zusammenhéngende
Graphen bereits k-verbunden sind, wenn sie € > 5k erfiillen. Fiir Graphen mit
geniigend grofler Taillenweite kann man auf die Bedingung an e vollstédndig
verzichten: wie von W.Mader, Topological subgraphs in graphs of large girth,
Combinatorica 18 (1998), 405-412, gezeigt wurde, sind diese Graphen k-
verbunden, sobald sie 2k-zusammenhéingend sind, was bestmdglich ist. (Mader
nimmt fiir die Taillenweite eine untere Schranke an, die von k abhingt, aber
dies ist unnotig; siehe D. Kithn & D. Osthus, Topological minors in graphs of
large girth, J. Comb. Theory B 86 (2002), 364-380.) Es gibt sogar fiir jedes
s € Nein ks mit der Eigenschaft, dass G bereits k-verbunden ist, falls G 2 K s
gilt und x(G) > 2k > ks; siehe D. Kiithn & D. Osthus, Complete minors in K -
free graphs, Combinatorica 25 (2005) 49-64.



3 Graphen in der
Ebene

Wenn wir einen Graphen auf einem Blatt Papier zeichnen, so versuchen
wir natiirlich, dies so iibersichtlich wie moglich zu tun. Ein naheliegen-
der Ansatz, das von den vielen Linien verursachte Wirrwar zu begrenzen,
besteht darin, Kreuzungen moglichst zu vermeiden. Beispielsweise konn-
ten wir danach fragen, ob wir einen Graphen so zeichnen kénnen, dass
verschiedene Kanten einander iiberhaupt nicht treffen — aufler natiirlich
in gemeinsamen Endecken.

Graphen, die bereits in diesem Sinne kreuzungsfrei gezeichnet sind,
heiflen eben; abstrakte Graphen, die man so zeichnen kann, heiflen pldtt-
bar. In diesem Kapitel untersuchen wir sowohl ebene als auch platt-
bare Graphen, sowie ihre Beziehung zueinander: die Frage danach, wie
man einen plédttbaren Graphen auf grundlegend unterschiedliche Weisen
zeichnen kann.

In Abschnitt 3.1 stellen wir zunédchst ein paar einfache topologi-
sche Grundtatsachen zusammen, die wir nicht beweisen. Diese weni-
gen Tatsachen bilden eine vollstdndige Basis dafiir, die graphentheoreti-
schen Sétze in den Folgeabschnitten prézise aber dann ohne technische
Umsténde zu beweisen. In Abschnitt 3.2 machen wir uns ein erstes Bild
von den strukturellen Eigenschaften ebener Graphen. In Abschnitt 3.3
untersuchen wir, wie sich zwei Zeichnungen desselben Graphen wesent-
lich unterscheiden kénnen. Das zentrale Resultat dort ist der Satz von
Whitney (1932), dass 3-zusammenhéngende plittbare Graphen in einem
natiirlichen topologischen Sinn nur eine Zeichnung haben. Die néchsten
zwei Abschnitte sind den Beweisen der klassischen Planaritétskriterien
gewidmet: Bedingungen, die uns verraten, wann ein abstrakter Graph
pléttbar ist. Wir beenden das Kapitel mit einem Abschnitt iiber Dua-
litdt ebener Graphen, ein Begriff mit Verbindungen zu algebraischen
FEigenschaften von Graphen, aber auch zu Farbungen und Fliissen.
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Traditionell formalisiert man den Begriff der Zeichnung eines Gra-
phen in der Ebene dadurch, dass man seine Ecken auf Punkte der eukli-
dischen Ebene R? abbildet, und seine Kanten auf Kurven, die einander
nur in gemeinsamen Endecken schneiden diirfen. Statt allgemeiner Kur-
ven werden wir zwar als Bilder von Kanten nur stiickweise geradlinige
Kurven zulassen, sogenannte Polygonziige; es ist jedoch nicht schwer zu
zeigen, dass jeder im allgemeinen Sinn in der Ebene darstellbare Graph
auch eine Darstellung in diesem eingeschriankten Sinne hat.

3.1 Topologische Voraussetzungen

In diesem Abschnitt sind die fiir den weiteren Verlauf des Kapitels no-
tigen topologischen Grundlagen zusammengestellt. Da deren Beweise
keine Graphentheorie enthalten, geben wir sie hier nicht wieder; unser
Ziel ist vielmehr, gerade diejenigen topologischen Fakten zusammenzu-
stellen, die wir fiir prizise Beweise immer wieder brauchen werden aber
eben nicht beweisen wollen. Spéter werden dann — der Leser moge dies
kritisch iiberpriifen — alle Beweise ausschliefllich aus den Definitionen
und den hier wiedergegebenen Tatsachen folgen. Natiirlich werden wir
uns dabei von geometrischen Vorstellungen leiten lassen — doch werden
wir uns nicht auf diese stiitzen!

Eine Strecke in der euklidischen Ebene R? ist eine Punktmenge der
Form {p+AX(g—p) | 0 < A < 1}, wobei p und ¢ verschiedene Punk-
te der Ebene seien, die Endpunkte der Strecke. Ein Polygon ist eine
Vereinigung endliche vieler Strecken im R2, die homomorph ist zum
Einheitskreis S, der Menge aller Punkte des R? mit Abstand 1 vom
Ursprung. (Teilmengen eines gegebenen topologischen Raumes seien
grundsiitzlich mit der Unterraumtopologie ausgestattet.) Eine zum Ein-
heitsintervall [0, 1] hom&omorphe Vereinigung P endlich vieler Strecken
ist ein Polygonzug. Die Bilder von 0 und 1 unter einem solchen Ho-
moomorphismus sind die Endpunkte des Polygonzuges P; dieser verlduft
zwischen seinen Endpunkten und verbindet sie. Die anderen Punkte
von P sind seine inneren Punkte; ihre Menge bezeichnen wir mit P. Als
stetige Bilder von [0, 1] sind Polygonziige, sowie endliche Vereinigungen
davon, kompakt und daher abgeschlossen; ihr Komplement in R2 ist
somit offen.

Es sei O C R? offen. Durch einen Polygonzug in O verbunden zu sein
definiert eine Aquivalenzrelation auf O. Die zugehdrigen Aquivalenz-
klassen sind wieder offen; wir nennen sie die Gebiete von O. Eine
abgeschlossene Menge X C R? trennt ein Gebiet O’ von O, wenn O’ \ X
mehr als ein Gebiet hat.

Der Rand einer Menge X C R? ist die Menge Y aller Punkte y € R?,
fir die jede Umgebung von y sowohl X als auch R? ~ X trifft. Ist X
offen, so liegt sein Rand ganz in R? \ X (warum?).
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Zwei Eigenschaften des Randes werden wir wiederholt benutzen.
Die erste ist diese: ist X die Vereinigung endlich vieler Strecken und
Punkte (z.B. ein ebener Graph, s.u.), f ein Gebiet von R% \ X, und liegt
z € X auf dem Rand von f, dann existiert eine Strecke zwischen = und
einem Punkt in f, deren Inneres in f liegt. Das Gebiet f ist also von
den Punkten seines Randes , direkt zugénglich®“. Folglich sind je zwei
Punkte des Randes von f durch einen Polygonzug verbindbar, dessen
Inneres ganz in f liegt.

Die zweite wichtige Eigenschaft des Randes ist die folgende: ist
O C R? offen und ¢: [0, 1] — P C R? ein Homdomorphismus mit ¢(0) € O
und ¢(1) ¢ O, dann trifft P den Rand von O, und zwar mindestens im
Punkt ¢(y) mit y :=sup{z | ¢([0,2]) € O }. Da O offen ist, liegt p(y)
als Randpunkt selbst nicht in O; wir nennen ¢(y) den ersten Punkt von
P in R%2\ 0.

Satz 3.1.1. (Jordanscher Kurvensatz fiir Polygone)
Ist P C R? ein Polygon, so hat R? \. P genau zwei Gebiete. Jedes der
beiden Gebiete hat als Rand ganz P.

Das folgende Lemma erhélt man als Anwendung von Satz 3.1.1.

Lemma 3.1.2. Es secien Py, P», P3 drei Polygonziige, mit den gleichen
Endpunkten aber sonst disjunkt.

(i) R\ (PLUP,U P3) hat genau drei Gebiete, mit Réindern Py U P,
PgUPg UIldP1UP3.

(ii) Ist P ein Polygonzug zwischen einem Punkt in ]51 und einem
Punkt in 1033, dessen Inneres 1'13 de{n Gebiet von R? ~ (P U Ps)
liegt, das Py enthélt, dann ist PN Py # 0.

Ps

Abb. 3.1.1. Die Polygonziige in Lemma 3.1.2 (ii)

Das folgende Lemma besagt im Wesentlichen, dass ein einzelner
Polygonzug die Ebene nicht in zwei oder mehr Gebiete trennt; es bil-
det damit eine Art Gegenstiick zum Jordanschen Kurvensatz. Etwas
allgemeiner betrachten wir einen Polygonzug, der zwei disjunkte ebene
Graphen (siehe Abschnitt 3.2) verbindet:

3.2.2
3.2.5
3.2.6
3.2.7
3.3.1
3.5.1
3.6.1
4.1.2

3.2.6
3.2.7
3.2.8




[3.2.2]
[3.2.4]

STL

Kreise,
Gebiete
auf S?

[3.3.1]

ebener
Graph
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Lemma 3.1.3. Sind zwei disjunkte Mengen X1, X, C R2 jeweils die
Vereinigung endlich vieler Punkte und Polygonziige, und ist P ein Poly-
gonzug zwischen einem Punkt in X3 und einem Punkt in Xs, dessen
Inneres ganz in einem Gebiet O von R? \ (X1 U X») liegt, so ist O . P
ein Gebiet von R\ (X; UP U X3).

0]
X1 X2

Abb. 8.1.2. Lemma 3.1.3: P trennt O nicht

Die nun folgenden Begriffe und Tatsachen brauchen wir nur an ei-
ner Stelle, bei der Betrachtung von Aquivalenzen ebener Graphen in
Abschnitt 3.3.

Mit S™ bezeichnen wir wie iiblich die n-dimensionale Einheits-
sphire, die Menge aller Punkte des euklidischen Raums R™*! mit Ab-
stand 1 vom Ursprung. Die um den ,Nordpol“ (0,0,1) verminderte
2-dimensionale Einheitssphére ist homoéomorph zur euklidischen Ebene;
es sei 752~ {(0,0,1)} — R? ein fest gewiithlter Homdomorphismus, etwa
die sogenannte stereographische Projektion. Ist P C R? ein Polygon und
O das beschriinkte Gebiet von R? \ P, so nennen wir C' := 7~ (P) einen
Kreis auf S%, und die Mengen 7~ 1(O) und S? \ 7~ }(PUO) die Gebiete
von S22\ C.

Unser letztes Hilfsmittel ist der Satz von Jordan und Schoenflies, in
einer leicht auf unsere geplante Anwendung (im Beweis von Satz 3.3.1)
zugeschnittenen Fassung:

Satz 3.1.4. Ist ¢: C; — C5 ein Hombomorphismus zwischen zwei Krei-
sen auf S2, und ist O, ein Gebiet von S? ~ C; und O, ein Gebiet
von 82 \. Cs, s0 ist ¢ zu einem Homdéomorphismus C; U 07 — Cy U O4
fortsetzbar.

3.2 Ebene Graphen

Ein ebener Graph ist ein Paar (V, E) endlicher Mengen mit den folgenden
Eigenschaften (die Elemente von V heilen wieder Ecken, die Elemente
von E Kanten):

(i) V C R%

(ii) jede Kante ist ein Polygonzug zwischen zwei Ecken;
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(iii) verschiedene Kanten haben verschiedene Mengen von Endpunkten;

(iv) das Innere einer Kante enthélt nie eine Ecke oder einen Punkt
einer anderen Kante.

Ein ebener Graph (V, E) definiert in natiirlicher Weise einen Graphen G
auf V. Solange klar ist, was wir meinen, werden wir der Kiirze halber die
Bezeichnung G dieses (abstrakten) Graphen auch fiir den ebenen Gra-
phen (V, E) oder die Punktmenge V U|J E verwenden; Entsprechendes
gilt fiir abstrakte und ebene Kanten, sowie fiir Teilgraphen etc.?

Fiir jeden ebenen Graphen G ist R? \. G offen; die Gebiete von
R? \ G nennen wir kurz die Gebiete von G. Da G beschrinkt ist (d.h.
in einer hinreichend grofien Kreisscheibe D liegt), ist genau eines seiner
Gebiete unbeschrinkt (ndmlich das R? \. D enthaltende Gebiet); dieses
Gebiet ist das Auflengebiet von G, die anderen Gebiete sind seine Innen-
gebiete. Die Menge der Gebiete von G bezeichnen wir mit F(G), den
Rand eines Gebietes f mit G[f].

Die Gebiete ebener Graphen und ihrer Teilgraphen verhalten sich
zueinander wie folgt:

Lemma 3.2.1. Ist f € F(G) und H C G ein Teilgraph, so gilt:
(i) f ist in einem Gebiet f' von H enthalten.
(i) Ist G[f] C H, so gilt f' = f.

Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition von , Gebiet®.
(ii) Nach der zweiten in Abschnitt 3.1 notierten Eigenschaft des
Randes trifft jeder Polygonzug von f nach f’~\ f den Rand von f. O

Nach Definition ist der Rand eines Gebietes f von G stets eine Teil-
menge der Punktmenge G. Als erstes substanzielles Lemma beweisen
wir jetzt formal die scheinbar offensichtliche Tatsache, dass diese Teil-
menge mit jedem inneren Punkt einer Kante auch den Rest dieser Kante
enthilt, also die Punktmenge eines Teilgraphen H von G ist. Der Beweis
liefert ein paar weitere ,,offensichtliche“ Tatsachen gleich mit, die wir wie
folgt notieren:

Lemma 3.2.2. Es sei G ein ebener Graph und e eine Kante von G.
(i) Fiir jedes Gebiet f von G gilt entweder e C G[f] oder éNG|[f] = 0.

(ii) Die Kante e liegt auf dem Rand mindestens eines und héchstens
zweier Gebiete von G.

(iii) Liegt e auf einem Kreis C' C G, so liegt e auf dem Rand genau
zweler Gebiete von G, und diese sind in verschiedenen Gebieten
von C enthalten. Liegt e auf keinem Kreis, so liegt e auf dem
Rand nur eines Gebietes.

L Als Hilfestellung werden wir Differenzen von Punktmengen mit ~. bezeichnen,
Differenzen von Graphen aber wie bisher mit —.

Gebiete
von G

[3.5.1]
3.5.2]
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Beweis. Wir beweisen alle drei Aussagen zusammen. Dazu zeigen wir
zunéchst, dass ein spezieller Punkt xy aus é auf dem Rand genau eines
oder genau zweier Gebiete von G liegt, und zwar genau dann auf dem
Rand zweier Gebiete, wenn e auf einem Kreis liegt. Wir zeigen dann
weiter, dass auch jeder andere Punkt aus é auf dem Rand genau dieser
ein oder zwei Gebiete liegt. Da jede Umgebung eines Endpunktes von e
auch Umgebung eines inneren Punktes von e ist, liegen die Endpunkte
von e dann auch auf dem Rand dieser Gebiete.

Da G ~\ é kompakt ist, gibt es zu jedem Punkt x € é eine offene
Kreisscheibe D, mit z als Mittelpunkt, die von G nur die (ein oder
zwei) Strecken trifft, die = enthalten.

Wir wéhlen zunéichst irgendeinen inneren Punkt xg aus einer Strecke
S Ce. Dannist D, NG = Dy, NS, d.h. Dy, ~\ G ist die Vereinigung
zweier offener Halbscheiben. Da die Halbscheiben G nicht treffen, liegt
jede von ihnen in einem Gebiet von G. Diese Gebiete seien mit f; und
f2 bezeichnet; sie sind die einzigen Gebiete von G, auf deren Rand xg
liegt, und moglicherweise ist f; = fo (Abb. 3.2.1).

fi Dz,

e °
S Zo
fe

Abb. 3.2.1. Gebiete f1, f2 von G im Beweis von Lemma 3.2.2

Liegt e auf einem Kreis C' C G, so trifft D,, nach Satz 3.1.1 beide
Gebiete von C. Da nach Lemma 3.2.1 jedes Gebiet von G Teilmenge
eines Gebiets von C ist, sind f; und fo damit in verschiedenen Gebieten
von C' enthalten und insbesondere selbst verschieden. Liegt e auf keinem
Kreis, so ist e eine Briicke, verbindet also zwei disjunkte Punktmengen
X1, X5 wie in Lemma 3.1.3, mit X; U Xy = G~ é. Offenbar ist f1 UéU f
Teilmenge eines Gebietes f von G —e (warum?), und nach Lemma 3.1.3
ist f\ é ein (einziges) Gebiet von G. Aus fi1, fo C f ~ é folgt aber
fi=f~é= fz,daja f; und fs5 selbst Gebiete von G sind.

Betrachten wir nun einen beliebigen weiteren Punkt z; € é. Es sei
P der in e enthaltene Polygonzug von zy nach z;. P ist kompakt und
daher von endlich vielen der Scheiben D, mit z € P iiberdeckt. Wir
numerieren diese Scheiben als Dy, ..., D, in der natiirlichen Reihenfolge
ihrer Mittelpunkte auf P; durch Hinzufiigung von D, oder D, (falls
notig) diirfen wir annehmen, dass Dy = D,, ist und D,, = D,,. Wie
man leicht mit Induktion nach n sieht, ist jeder Punkt y € D,, \ e durch
einen Polygonzug innerhalb von (Do U...U D,) \ e mit einem Punkt
z € Dy \ e verbindbar (Abb. 3.2.2); y und z sind dann &dquivalent in
R? \ G. Damit liegt aber jeder Punkt aus D, \ e in f; oder in f», d.h.
x1 kann nicht auf dem Rand eines anderen Gebietes von G liegen. Da
beide Halbscheiben von Dy \ e auf diese Weise von D,, \ e aus erreichbar
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sind (tausche die Rollen von Dy und D,,), liegt x1 andererseits auf dem
Rand sowohl von f; als auch von fs. O

Abb. 3.2.2. Ein Polygonzug von y nach Dy nahe bei P

Aus Lemma 3.2.2 (i) folgt, dass jedes Gebiet eines ebenen Graphen
durch einen Teilgraphen berandet ist:

Korollar 3.2.3. Fiir jedes Gebiet f von G ist G[f] die Punktmenge
eines Teilgraphen von G. (|

Wir werden die Bezeichnung G[f] im Folgenden auch fiir diesen
Teilgraphen verwenden. Nach Lemma 3.2.1 (ii) ist f auch ein Gebiet des
Graphen G[f]; diese Tatsache werden wir im Folgenden hiufig implizit
verwenden.

Lemma 3.2.4. Ein ebener Wald hat genau ein Gebiet.

Beweis mit Lemma 3.1.3 und Induktion nach der Kantenzahl. O

Abgesehen von einer einzigen Ausnahme haben verschiedene Gebie-
te eines ebenen Graphen nie den gleichen Rand:

Lemma 3.2.5. Hat ein ebener Graph verschiedene Gebiete mit dem
gleichen Rand, so ist der Graph ein Kreis.

Beweis. Es sei G ein ebener Graph, und H C G der Rand zwei verschie-
dener Gebiete f1, fo von G. Da f; und f; auch Gebiete von H sind, folgt
aus Lemma 3.2.4, dass H einen Kreis C' enthilt: sonst wire fi = fs.
Nach Lemma 3.2.2 (iii) sind f; und f2 in verschiedenen Gebieten von C'
enthalten. Da f; und fs beide ganz H zum Rand haben, folgt hieraus
H = C: jede weitere Ecke oder Kante von H lige in einem der Gebiete
von C und damit nicht auf dem Rand des anderen. Damit sind f; und
f2 verschiedene Gebiete von C. Da C nach Satz 3.1.1 nur zwei Gebiete
hat, folgt fi UC U fo = R? und somit G = C. O

Proposition 3.2.6. In einem 2-zusammenhéngenden ebenen Graphen
ist jedes Gebiet durch einen Kreis berandet.

Gl
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(3.1.3)

[3.3.1]

(3.1.1)
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Beweis. Es sei f ein Gebiet eines 2-zusammenhéingenden ebenen Gra-
phen G. Wir zeigen mit Induktion nach |G|, dass G[f] ein Kreis ist. Ist
G selbst ein Kreis, so gilt dies nach Satz 3.1.1; wir nehmen daher an,
dass G kein Kreis ist.

Nach Proposition 2.1.1 ist G die Vereinigung eines ebenen 2-zusam-
menhéngenden Teilgraphen H C G mit einem ebenen H-Weg P. Das
Innere von P liegt in einem Gebiet f’ von H, welches nach Induktions-
annahme durch einen Kreis C' C H berandet ist.

Ist f auch ein Gebiet von H, so sind wir nach Induktionsannahme
fertig. Anderenfalls trifft nach Lemma 3.2.1(ii) der Rand von f das
Innere von P; damit ist dann f C f’ und G[f] € CUP. Nach Lemma
3.2.1(ii) ist f dann auch ein Gebiet von C'U P und somit nach Lemma
3.1.2 (i) von einem Kreis berandet. O

Ist ein ebener Graph sogar 3-zusammenhéingend, so konnen wir
die Gebietsrdander unter seinen Kreisen rein kombinatorisch beschreiben,
d.h. ohne Bezug auf topologische Begriffe wie Rand und Ebene:

Proposition 3.2.7. Die Gebietsrdnder eines 3-zusammenhéidngenden
ebenen Graphen sind genau seine nicht trennenden induzierten Kreise.

Beweis. Es sei G ein 3-zusammenhéingender ebener Graph, und C' C G.
Ist C ein nicht trennender induzierter Kreis, so konnen nach dem Jordan-
schen Kurvensatz nicht beide Gebiete von C' Punkte von G \ C' enthal-
ten. Somit ist C' ein Gebietsrand von G.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass C ein Gebiet f von G berandet.
Nach Proposition 3.2.6 ist C' dann ein Kreis. Hat C' eine Sehne e =
xy, so sind die Komponenten von C' — {z,y} durch einen C'-Weg in G
verbunden, denn G ist ja 3-zusammenhéngend. Dieser Weg und die
Kante e verlaufen beide durch das andere Gebiet von C' (nicht durch f),
jedoch ohne einander zu treffen. Dies widerspricht Lemma 3.1.2 (ii).

Es bleibt zu zeigen, dass C keine zwei Ecken z,y € G — C trennt.
Nach dem Satz von Menger (2.3.6) sind x und y in G durch drei kreu-
zungsfreie Wege verbunden. In einem Gebiet der Vereinigung dieser
Wege liegt f, doch ist dieses Gebiet nach Lemma 3.1.2 (i) durch lediglich
zwei der Wege berandet. Der dritte Weg vermeidet daher f und seinen
Rand C. O

Ein ebener Graph G heifit mazimal eben, wenn wir ihn nicht durch
Hinzufiigung einer neuen (ebenen) Kante zu einem ebenen Graphen
G’ 2 G mit V(G') = V(G) erweitern konnen. G heift ebener Dreiecks-
graph, wenn jedes seiner Gebiete durch einen K2 berandet ist.
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Proposition 3.2.8. Ein ebener Graph der Ordnung > 3 ist genau dann
maximal eben, wenn er ein ebener Dreiecksgraph ist.

Beweis. Es sei G ein ebener Graph der Ordnung > 3. Ist jedes Gebiet
von G durch ein Dreieck berandet, so ist G maximal eben. Denn jede
zusétzliche Kante e hétte ihr Inneres in einem Gebiet von G und ihre
Endpunkte auf dem Rand dieses Gebietes. Da dieser Rand als Dreieck
ein vollstandiger Graph ist, sind diese Endpunkte bereits in G benachbar-
te Ecken, d.h. G Ue geniigt nicht der Bedingung (iii) aus der Definition
ebener Graphen.

Umgekehrt sei nun G maximal eben und f € F(G) ein Gebiet; es
sei H := G[f]. Wegen der Maximalitdt von G als ebener Graph ist
G[H] vollstéindig: zu nicht benachbarten Ecken z,y € H gibe es einen
Polygonzug P zwischen x und y mit P C f, und wir konnten P als neue
Kante zu G hinzunehmen. Wir haben somit G[H| = K" fiir ein n € N,
wissen aber noch nicht, welche Kanten von G[H]| auch in H liegen.

Zeigen wir zunéchst, dass H einen Kreis enthélt. Enthélt H keinen
Kreis, so gilt einerseits G~ H # (: wegen G D K™ falls n > 3, und
wegen |G| > 3 sonst. Andererseits gilt nach Lemma 3.2.4 dann aber auch
fUH = R? (da f auch ein Gebiet von G[f] = H ist), ein Widerspruch.

Da H einen Kreis enthilt, reicht es, n < 3 zu zeigen: daraus folgt
dann H = K3 wie behauptet. Nehmen wir also n > 4 an; es sei C' =
V109030401 ein Kreis in G[H| (= K™). Wegen C C G liegt f in einem
Gebiet fo von C; es sei fi, das andere Gebiet von C. Da v; und vs
auf dem Rand von f liegen, sind diese beiden Ecken dann durch einen
Polygonzug verbindbar, dessen Inneres in fo liegt und G vermeidet.
Nach Lemma 3.1.2 (ii) verlduft die ebene Kante vovy von G[H] daher
nicht durch fc sondern durch f{, (Abb. 3.2.3). Analog verlduft wegen
ve,vs € G[f] auch die Kante vivg durch f5. Da die ebenen Kanten
vivs und vovy disjunkt sind, ergibt dies einen Widerspruch zu Lemma
3.1.2 (ii). O

U3

Abb. 8.2.3. Die Kante vavs von G verlduft durch das Gebiet f&

Satz 3.2.9. (Eulersche Polyederformel fiir die Ebene)
Ist G ein zusammenhéngender ebener Graph mit n > 1 Ecken, m Kanten
und ¢ Gebieten, so gilt

n—m+/¢=2.

[3.4.1]
[4.4.2]

(3.1.2)

C,v;
fo, f&
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Beweis. Zu gegebenem n wenden wir Induktion nach m an. Fiir m <
n—1 ist G ein Baum und m = n —1 (warum?); die Behauptung folgt
dann aus Lemma 3.2.4.

Es sei also m > n. Dann hat G eine Kante e, die auf einem Kreis
in G liegt; es sei G’ := G —e. Nach Lemma 3.2.2 (iii) liegt e auf dem
Rand genau zweier Gebiete f1, fo von G, und da je zwei Punkte von € in
R2 \ G’ #quivalent sind, liegt é in einem Gebiet f. von G’. Wir zeigen

F(G)~Af, fo} = F(G) N {[e}s (%)

damit hat G’ dann zahlenmiifiig sowohl genau ein Gebiet als auch ei-
ne Kante weniger als GG, und die Behauptung des Satzes folgt aus der
Induktionsannahme fiir G'.

Zum Beweis von (x) sei zunéchst f € F(G)~{f1, f2} gegeben. Nach
Lemma 3.2.2 (i) gilt G[f] € G~ é = G’, und daher f € F(G’) nach
Lemma 3.2.1 (ii). Da offenbar f # f. ist, folgt die erste Inklusion in (x).

Umgekehrt sei nun ein Gebiet f' € F(G') \ {fe} gegeben. Offenbar
gilt f' # f1,found f/'Né = 0. Je zwei Punkte aus f’ liegen somit in
R? \. G und sind dort dquivalent. Dann hat G ein Gebiet f D f’, welches
nach Lemma 3.2.1 (i) seinerseits in einem Gebiet f” von G’ enthalten ist.
Es folgt f/ C f C f”, und damit f' = f = f". O

Korollar 3.2.10. Ein ebener Graph mit n > 3 Ecken hat hdéchstens
3n — 6 Kanten. Jeder ebene Dreiecksgraph mit n Ecken hat 3n — 6
Kanten.

Beweis. Nach Proposition 3.2.8 reicht es, die zweite Aussage zu bewei-
sen. In einem ebenen Dreiecksgraphen G ist jedes Gebiet von genau
drei Kanten berandet, und jede Kante liegt auf dem Rand genau zweier
Gebiete (Lemma 3.2.2). Der bipartite Graph auf E(G)U F(G) mit der
Kantenmenge {ef | e C G[f]} hat somit genau 2|E(G)| = 3|F(G)|
Kanten. Setzen wir entsprechend dieser Identitidt in der Eulerformel
2m /3 fiir £ ein, so erhalten wir m = 3n — 6. O

Die Eulersche Polyederformel zeigt hiufig, dass gewisse Graphen
nicht als ebene Graphen auftreten kénnen: ein K° etwa hat 10 > 3-5—6
Kanten und kann somit nach Korollar 3.2.10 kein ebener Graph sein.

Ahnlich folgt, dass ein ebener Graph G nicht isomorph zu K33
sein kann. Da némlich K33 2-zusammenhéngend ist aber kein Dreieck
enthilt, wire sonst jedes Gebiet von G durch einen Kreis der Lange > 4
berandet (Proposition 3.2.6). Wie im Beweis von Korollar 3.2.10 wire
damit 2m > 44, was bei Einsetzung in die Polyederformel m < 2n —4
ergibt; ein K3 3 hat jedoch 9 > 2-6 — 4 Kanten.

Mit K® und K3 3 konnen natiirlich auch deren Unterteilungen nicht
als ebene Graphen auftreten. Damit gilt:



3.2 Ebene Graphen 101

Korollar 3.2.11. Kein ebener Graph enthilt einen K° oder K33 als
topologischen Minor. |

In Abschnitt 3.4 werden wir sehen, dass diese unscheinbare und
beildufig anmutende Eigenschaft ebener Graphen diese von allen anderen
Graphen unterscheidet: der dort bewiesene Satz von Kuratowski besagt,
dass wir einen Graphen genau dann in der Ebene zeichnen kénnen, wenn
er weder K°® noch K. 3,3 als topologischen Minor enthélt.

3.3 Zeichnungen

Eine Einbettung in die Ebene eines (abstrakten) Graphen G ist ein Iso-
morphismus zwischen G und einem ebenen Graphen H. Den ebenen
Graphen H selbst nennen wir dann eine Zeichnung von G; wir werden
die Ecken und Kanten von G und von H jedoch bezeichnungsméafig nicht
immer streng auseinanderhalten. In diesem Abschnitt untersuchen wir,
wie sich zwei Einbettungen in die Ebene desselben Graphen unterschei-
den konnen.

Wie sollten wir die Ahnlichkeit zweier Einbettungen p: G — H und
p': G — H' eines pliattbaren Graphen G messen? Eine naheliegende Wei-
se, dies zu tun, liegt in einer Betrachtung des Isomorphismus o := p’op~!
zwischen H und H’. Nach Definition eines Graphenisomorphismus
iibertrigt o alle Merkmale der abstrakten Graphen H und H’. Doch
konnen wir fragen, welche topologischen Merkmale der Lage von H in
der Ebene zusétzlich durch o erhalten werden. Wird o beispielsweise
einfach von einer Rotation der Ebene induziert, so werden wir p und p’
kaum als wesentlich verschieden auffassen; erhilt o jedoch nicht einmal
die Eigenschaft von Kreisen, ein Gebiet zu beranden, vermutlich schon.

Betrachten wir also einen beliebigen (,abstrakten®) Isomorphismus
o:V — V' zwischen zwei ebenen Graphen H = (V, E) und H' = (V' E’),
sagen wir mit Gebietsmengen F(H) =: F und F(H') =: F’. Unser
Ziel ist, zu messen, inwieweit o auch Eigenschaften von H und H’ als
ebene Graphen erhilt. Im Folgenden werden wir dafiir drei Kriterien
von abnehmender Stérke diskutieren. Wir werden jedoch beweisen, dass
die drei Kriterien fiir die meisten Graphen iibereinstimmen. Angewandt
auf den oben betrachteten Isomorphismus o = p’ o p~! werden alle drei
Kriterien besagen, dass es im Wesentlichen nur eine Art gibt, einen 3-
zusammenhéngenden Graphen zu zeichnen.

Unser erstes Kriterium ist vielleicht das natiirlichste. Anschaulich
mochten wir o ,,topologisch” nennen, wenn es induziert wird durch einen
Homoomorphismus der Ebene auf sich selbst. Um den Auflengebieten
von H und H' keine Sonderrolle zukommen zu lassen, gehen wir einen

2

2 _..und des Wortes »abstrakt“

[3.4.5]
[3.4.6]
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Umweg iiber unseren in Abschnitt 3.1 fest gewdhlten Homéomorphismus
752\ {(0,0,1)} — R?: wir nennen o einen topologischen Isomorphis-
mus der ebenen Graphen H und H’, wenn es einen Homdomorphismus
©: 8?2 — 82 gibt, so dass ¥ := Topon~! auf VUE gerade o induziert.
(Formal: auf V soll ¥ mit ¢ iibereinstimmen, und jede ebene Kante
e € H soll ¢ auf die ebene Kante o(e) € H' abbilden. Sofern ¢ nicht
zufillig den Punkt (0,0,1) fest lisst, wird ¢ an der Stelle 7(p~1(0,0,1))
undefiniert sein.)

Bis auf topologische Isomorphie sind Innen- und Auflengebiete da-
mit in der Tat nicht mehr zu unterscheiden: wahlen wir ¢ als eine Rota-
tion von S2, die das m—!-Bild eines Punktes aus einem Innengebiet von
H auf den Nordpol (0,0, 1) von S? abbildet, so bildet ) den Rest dieses
Gebietes auf das Aufengebiet von ¢(H) ab.3

Abb. 3.3.1. Zwei topologisch nicht isomorphe Zeichnungen des
gleichen Graphen

Ist o ein topologischer Isomorphismus wie oben, so bildet i die
Gebiete von H auf die Gebiete von H' ab* (Beweis?). Damit induziert o,
das ja bereits Ecken auf Ecken und Kanten auf Kanten abbildet, auch
eine Bijektion o: F — F’. Die erweiterte Bijektion erhilt iiberdies die
Inzidenz der Gebiete mit ihren Réndern: fiir jedes Gebiet f von H ist
o(H|[f]) der Rand von o(f) in H'.

Diese Eigenschaft eines topologischen Isomorphismus erheben wir
zur Definition unseres zweiten Kriteriums dafiir, wie gut ein abstrak-
ter Isomorphismus zwischen ebenen Graphen ihre Lage in der Ebe-
ne widerspiegelt: wir nennen o einen kombinatorischen Isomorphis-
mus der ebenen Graphen H und H’, wenn es sich zu einer Bijektion
o:VUEUF —V'UE'UF’ fortsetzen ldsst, die nicht nur die Inziden-
zen von Fcken mit Kanten sondern auch die Inzidenzen von Ecken und
Kanten mit Gebieten respektiert. (Formal: eine Ecke oder Kante 2 von
H soll genau dann auf dem Rand eines Gebietes f liegen, wenn o(z) auf
dem Rand des Gebietes o(f) liegt.)

3 Damit die Kanten von Y (H) wieder Polygonziige werden, muss man ¢ jedoch
im Allgemeinen ein wenig nachbessern.

4 abgesehen moglicherweise von einem fehlenden Punkt jeweils dort, wo S2 den

Nordpol hat
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H H

Abb. 8.8.2. H und H' sind kombinatorisch isomorph, aber nicht
topologisch — warum nicht?

Ist o ein kombinatorischer Isomorphismus der ebenen Graphen H
und H’, so bildet o insbesondere die Gebietsrinder von H und H' auf-
einander ab. Dies gibt Anlass zu unserem dritten Ahnlichkeitskriterium
zweier Zeichnungen eines Graphen: wir nennen ¢ einen graphentheore-

tischen Isomorphismus der ebenen Graphen H und H’, wenn folgendes graphen-
gilt: theoretischer
Isomorphismus

{o(HIf): feF}={H[:f cF}.

Mit anderen Worten, wir verfolgen jetzt nicht mehr, welches Gebiet von
einem gegebenem Teilgraphen berandet wird, sondern fragen nur noch,
ob ein solches Gebiet existiert: solange o diejenigen Teilgraphen aufein-
ander abbildet, die iiberhaupt als Gebietsrénder auftreten, erfiillt es die
obige Definition.

Dieses dritte Ahnlichkeitskriterium mag etwas weniger natiirlich er-
scheinen als die beiden ersten. Sein Vorteil ist jedoch, dass es einerseits
formal am schwichsten und daher am leichtesten nachzuweisen ist, sich
andererseits jedoch zur kombinatorischen Isomorphie (und meist auch
zur topologischen Isomorphie) als dquivalent erweisen wird.

Wie bereits bemerkt, ist jeder topologische Isomorphismus zweier
ebener Graphen auch kombinatorisch, und jeder kombinatorische Iso-
morphismus auch graphentheoretisch. Mit einer kleinen Einschrankung
gilt auch die Umkehrung:

Satz 3.3.1.

(i) Jeder graphentheoretische Isomorphismus zwischen zwei ebenen
Graphen ist kombinatorisch; seine Fortsetzung zu einer Gebiets-
bijektion ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn der Graph kein
Kreis ist.

(ii) Jeder kombinatorische Isomorphismus zwischen zwei 2-zusammen-

héngenden ebenen Graphen ist topologisch. (3.1.1)
Beweis. Es seien H = (V,E) und H' = (V', E’) zwei ebene Graphen, gg;gg
F(H)=: Fund F(H') =: F',und 0: VUE —V'UE’ ein Isomorphismus (3.2.6)

der zugrundeliegenden abstrakten Graphen.
(i) Ist H ein Kreis, so folgt die Aussage aus dem Jordanschen Kur-
vensatz. Im Folgenden sei nun H kein Kreis. Es sei D die Menge aller
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Gebietsréinder in H und D’ die Menge aller Gebietsriander in H'. Ist o
ein graphentheoretischer Isomorphismus, so ist die Abbildung D — o(D)
eine Bijektion zwischen D und D’. Nach Lemma 3.2.5 ist die Abbil-
dung f — H][f] eine Bijektion zwischen F und D; Entsprechendes gilt
fiir F” und D’. Die Hintereinanderausfiihrung dieser drei Bijektionen
ist eine Bijektion zwischen F' und F’, und diese Bijektion wihlen wir
als o: F — F’. Nach Konstruktion erhilt diese Fortsetzung von o auf
V U E UF Inzidenzen (und ist mit dieser Eigenschaft eindeutig be-
stimmt); damit ist o als kombinatorischer Isomorphismus erwiesen.

(ii) Angenommen, H sei 2-zusammenhéingend und o ein kombinato-
rischer Isomorphismus. Wir haben einen Homéomorphismus ¢: S? — §2
zu konstruieren, der fiir jede Ecke oder ebene Kante z € H gerade 7~ 1(x)
auf m7=!(o(x)) abbildet. Da o ein kombinatorischer Isomorphismus ist,
ist 6: 7Yoo on eine inzidenzerhaltende Bijektion der Ecken, Kanten
und Gebiete® von H := 7' (H) auf die Ecken, Kanten und Gebiete von
H = '(H").

2> 25 HCs?
wl lﬂ
2D>H

N H' C R?
g

S

R

Abb. 3.3.3. Die Definition von & iiber o

Wir konstruieren ¢ in drei Schritten. Zunéchst definieren wir ¢ auf
der Menge der Ecken von H, als p(z) := &(x) fiir alle # € V(H). Dies
ist trivialerweise ein Homéomorphismus von V(H) nach V(H').

Im zweiten Schritt setzen wir ¢ jetzt zu einem Homdomorphismus
zwischen H und H’ fort, der auf V(H)U E(H) gerade & induziert. Dies
tun wir Kante fiir Kante: jede Kante zy von H ist homdomorph zur
Kante 6(xy) = ¢(z)p(y) von H', und zwar vermdge eines Homdomor-
phismus, der = auf ¢(z) und y auf ¢(y) abbildet. Die Vereinigung all
dieser Hom6omorphismen — einer fiir jede Kante von H — ist dann in
der Tat ein Homdomorphismus zwischen H und H’, unsere gesuchte
Fortsetzung von ¢ auf H: lediglich die Stetigkeit an den Klebestellen,
den Ecken, ist zu iiberpriifen, und die folgt aus unserer Annahme, dass
sowohl den beiden Graphen als auch den einzelnen Kanten jeweils die
Unterraumtopologie des R? zugrundeliegt.

5 Als Ecken, Kanten und Gebiete von H und H’ bezeichnen wir die Bilder un-
ter 71 der Ecken, Kanten und Gebiete von H bzw. H’ — mit der offensichtlichen
Erginzung eines Gebietes 7~ 1(f) um den Punkt (0,0,1), wenn f AuBengebiet ist.
Entsprechend sind V (H), E(H), F(H) usw. definiert; Inzidenzen seien wie durch H
und H’ induziert.
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Im dritten Schritt setzen wir nun den Homéomorphismus (: H—H'
auf ganz S? fort. Dies tun wir analog zum zweiten Schritt, Gebiet fiir
Gebiet. Nach Proposition 3.2.6 sind die Riinder aller Gebiete von H
und von H' Kreise. Ist nun f ein Gebiet von H und C' sein Rand, so
ist 7(C) := U{d(e) | e € E(C)} der Rand des Gebietes &(f) von H'.
Nach Satz 3.1.4 kénnen wir den bereits definierten Homéomorphismus
p:C' — &(C) zu einem Homoomorphismus von C'U f nach (C)U&(f)
fortsetzen. Wir definieren dann ¢: 5% — S? als die Vereinigung all dieser
Homéomorphismen, einem fiir jedes Gebiet f von H. Wie oben zeigt
man leicht, dass ¢ in der Tat ein Homéomorphismus ist. O

Kehren wir nun zu unserem urspriinglichen Ziel zuriick, der Definiti-
on von Aquivalenz fiir Einbettungen in die Ebene. Wir nennen zwei Ein-
bettungen p, p’ eines Graphen G in die Ebene topologisch bzw. kombina-
torisch dquivalent, wenn p’ o p~! ein topologischer bzw. kombinatorischer
Isomorphismus zwischen p(G) und p'(G) ist. Ist G 2-zusammenhéngend,
und fallen die beiden Isomorphiebegriffe somit nach Satz 3.3.1 zusam-
men, so sprechen wir einfach von dquivalenten Einbettungen. Man priift
leicht nach, dass dies in der Tat fiir jeden Graphen eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge seiner Einbettungen in die Ebene ist.

Beachte, dass auch zwei Zeichnungen von G aus nicht dquivalen-
ten Einbettungen durchaus topologisch isomorph sein konnen (Ubung):
zur Aquivalenz zweier Einbettungen ist nicht nur verlangt, dass irgend-
ein (kombinatorischer bzw. topologischer) Isomorphismus zwischen ihren
Bildern existieren soll, sondern dass der ,kanonische® Isomorphismus
p' o p~! kombinatorisch bzw. topologisch ist.

Selbst in diesem starken Sinne haben 3-zusammenhingende Gra-
phen bis auf Aquivalenz nur eine Einbettung:

Satz 3.3.2. (Whitney 1932)
Je zwei Einbettungen eines 3-zusammenhéngenden Graphen in die Ebene
sind dquivalent.

Beweis. Es sei G ein 3-zusammenhéngender Graph mit Einbettungen
p:G— H und p:G — H' in die Ebene. Nach Satz 3.3.1 reicht es zu
zeigen, dass p’ o p~! ein graphentheoretischer Isomorphismus zwischen
H und H’ ist, d.h. dass fiir jeden Teilgraphen C' C G genau dann p(C)
ein Gebiet von H berandet, wenn p'(C') ein Gebiet von H’ berandet.
Dies jedoch folgt sofort aus Proposition 3.2.7. O

dquivalente
Einbettungen

(3.2.7)
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3.4 Plattbarkeit: der Satz von Kuratowski

Ein Graph G heifit pldttbar, wenn er in die Ebene einbettbar ist, also
isomorph ist zu einem ebenen Graphen. G heifit maximal pldttbar, wenn
G plattbar ist, aber G + e fiir jede neue Kante e nicht mehr plattbar ist.
Jede Zeichnung eines maximal plattbaren Graphen G ist offenbar maxi-
mal eben: wir konnen keine bisher nicht benachbarten Ecken durch einen
zusétzlichen Polygonzug verbinden, der alle anderen ebenen Kanten und
Ecken vermeidet.

Interessanterweise gilt auch die Umkehrung, d.h. ein ebener Graph
ist nie nur deshalb maximal eben, weil er zufillig schlecht gezeichnet ist:

Proposition 3.4.1.
(i) Jeder maximal ebene Graph ist maximal pléttbar.

(ii) Ein pldttbarer Graph mit n > 3 Ecken ist genau dann maximal
plattbar, wenn er 3n — 6 Kanten hat.

Beweis mit Proposition 3.2.8 und Korollar 3.2.10. O

Welche Graphen sind pléttbar? Wie wir bereits in Korollar 3.2.11
sahen, kann kein plittbarer Graph einen K° oder K33 als topologi-
schen Minor enthalten. In diesem Abschnitt beweisen wir den erstaun-
lichen Satz von Kuratowski, dass auch die Umkehrung gilt: enthélt ein
Graph keinen TK® oder T K3 3, so ist er plidttbar — im 3-zusammenhén-
genden Fall sogar mit einer Zeichnung, in der jedes Innengebiet konvex
ist (Ubung).

Statt topologischer Minoren kann man aufgrund des folgenden Lem-
mas auch gewthnliche Minoren betrachten:

Lemma 3.4.2. Ein Graph enthilt genau dann einen K° oder K33 als
Minor, wenn er einen K° oder K33 als topologischen Minor enthilt.

Beweis. Aufgrund von Proposition 0.7.2 reicht es zu zeigen, dass jeder
Graph G mit einem K°-Minor auch einen K3 5 als Minor oder einen K 5
als topologischen Minor enthilt. Es gelte also G = K°, und K C G
sei ein minimaler Teilgraph, der ein M K? ist. Jede Verzweigungsmenge
von K induziert dann einen Baum in K, und zwischen je zwei Ver-
zweigungsmengen hat K genau eine Kante. Fiigen wir zu einem von
einer Verzweigungsmenge V, induzierten Baum die vier von dieser zu
den anderen Verzweigungsmengen fithrenden Kanten hinzu, so erhalten
wir wieder einen Baum, T,. Wegen der Minimalitdt von K ist T, ein
Baum mit genau vier Blédttern. Ist jeder solche Baum 7, ein T'Kj 4,
so ist K ein TK® und wir sind fertig. Ist einer der 7T, kein TK 1.4,
so enthélt er genau zwei Ecken des Grades 3. Kontrahieren wir V, auf
diese beiden Ecken und jede andere Verzweigungsmenge auf eine Ecke, so
enthélt der entstandene 6-eckige Graph einen K33 (Abb. 3.4.1). Damit
gilt G = K3 3, wie gewlinscht. O
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Abb. 8.4.1. Jeder M K5 enthilt einen TK® oder M K3 3

Wir beweisen den Satz von Kuratowski zunéchst fiir 3-zusammen-
héingende Graphen:

Lemma 3.4.3. Ist ein Graph G 3-zusammenhéngend, und enthilt G
weder einen K® noch einen K3 als Minor, so ist G pléittbar.

Beweis. Wir wenden Induktion nach |G| an. Fiir |G| = 4 ist G = K*
und die Aussage richtig. Es sei nun |G| > 4, und die Aussage sei wahr
fiir kleinere Graphen. Nach Lemma 2.2.1 hat G eine Kante xy mit der
Eigenschaft, dass G/xy wieder 3-zusammenhingend ist. Auch G/zy
enthiilt dann weder einen K® noch einen K33 als Minor. Nach Induk-
tionsannahme ist G/xy plittbar; es sei G ecine Zeichnung von G/zy.
Weiter sei f das Gebiet von G- Ugy, das den Punkt v, enthélt, und C
der Rand von f. Wir setzen X := Ng(z)\ {y} und Y := Ng(y) ~ {z};
wegen vy, € f gilt XUY C V(CO).

Da G 3-zusammenhéngend ist, ist G- Ugy 2-zusammenhdngend.
Nach Proposition 3.2.6 ist C' somit ein Kreis; es seien z1,...,x; die
Ecken aus X in natiirlicher Reihenfolge entlang C, und P; = x; ... 241
ihre Verbindungswege auf C' in dieser Reihenfolge (mit xg1 := x1). Wir
setzen

G =G —{vgv|veY~X}.

Offenbar kénnen wir G/ auch als Zeichnung von G — y deuten, in der x
durch den Punkt von v,, dargestellt ist (Abb. 3.4.2). Unser Ziel ist es,
auch y in dieser Zeichnung unterzubringen und sie so zu einer Zeichung
von ganz G zu erginzen.

Dazu zeigen wir zunéchst, dass es ein ¢ gibt mit ¥ C V(FB;). An-
genommen nicht. Hat y einen Nachbarn g’ im Innern eines P;, dann
hat es einen weiteren Nachbarn y” in C' — P;, und ¥/, y” werden in C
von 7’ := x; und x” := w;,1 getrennt. Ist andererseits Y C X und
YN X| < 2, dann hat y genau zwei Nachbarn y',y"” auf C (aber nicht
im gleichen P;), die wiederum von zwei Ecken 2/,2” € X in C getrennt
werden. In beiden Fillen sind z,y’,y” und y,2’,2” die Verzweigungs-
ecken eines T K33 3 in G, ein Widerspruch. Es bleibt der Fall, dass y und

(2.2.1)
(3.2.6)

Yy

fC
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Abb. 8.4.2. G als Zeichnung von G —y: die Ecke « ist durch den
Punkt v,y dargestellt

x drei gemeinsame Nachbarn auf C' haben. Mit diesen bilden sie dann
einen TK? in G, ebenfalls ein Widerspruch.

Es sei jetzt ¢ mit Y C P; fest gewéhlt. Die Punktmenge C \ P; ist
in einem der beiden Gebiete des Kreises C; := xx; P;x;+12 enthalten; das
andere Gebiet von C; bezeichnen wir mit f;. Da f; Punkte aus f enthélt
(etwa nahe bei x) aber keine Punkte aus C, gilt f; C f. Da die ebenen
Kanten zz; mit j ¢ {4,741} jeweils C; nur in z treffen aber in C' \ P;
enden, enthilt f; dann auch keinen Punkt einer solchen Kante. Es gilt
also f; € R2~ G’, d.h. f; ist in einem Gebiet von G’ enthalten (und
dann gleich diesem Gebiet, was wir aber nicht benétigen). Wir kénnen
nun wie geplant G’ zu einer Zeichnung von G ergiinzen, indem wir y und
die mit y inzidenten Kanten in f; einbetten. O

Es ist nicht schwer, Lemma 3.4.3 induktiv auf Graphen G mit
k(G) < 2 zu erweitern, und damit zu einem vollstindigen Beweis des
Satzes von Kuratowski: man nimmt an, dass G (ohne K°- oder K3 3-
Minor) durch héchstens zwei Ecken trennbar ist und kombiniert nach
Induktionsannahme existierende Zeichnungen der Teile zu einer Zeich-
nung von ganz G (Ubung). Die genaue Durchfithrung dieses (Standard-)
Ansatzes erfordert jedoch eine ganze Reihe elementartopologischer Ar-
gumente, die den folgenden kombinatorischeren Weg als interessante Al-
ternative erscheinen lassen.

Lemma 3.4.4. Es sei X eine Menge 3-zusammenhéngender Graphen.
Weiter sei G ein Graph, sowie {Vy,Va} eine echte Teilung von G der
Ordnung x(G) < 2. Ist G kantenmaximal ohne topologischen Minor
in X, dann sind auch Gy := G[V4] und G5 := G[V] kantenmaximal ohne
topologischen Minor in X, und es gilt G NGy = K2.

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass jede Ecke v € § := Vi NV; in
jeder Komponente von G; — S einen Nachbarn hat, ¢ = 1,2: anderenfalls
wiirde G durch S\ {v} getrennt werden, im Widerspruch zu |S| = x(G).

Im Folgenden werden wir viermal fast das gleiche Argument verwen-
den. Wir werden zunéchst jeweils eine neue Kante e zu G hinzufiigen.
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Wegen der Maximalitit von G liegt e dann in einem TX C G + e mit
X e X. Aufgrund der Wahl von e werden V; und V5 in G + e entweder
weiterhin durch S getrennt sein (im Falle |S| = 2), oder aber durch S und
e zusammen (im Falle |S| < 1). Da zwei Verzweigungsecken eines TX mit
k(X) > 3 aber weder durch zwei (andere) Ecken noch durch eine Kante
und hoéchstens eine Ecke trennbar sind, konnen nicht sowohl V7 \ V5 als
auch V5 N\ V; eine Verzweigungsecke unseres T'X enthalten. Diese werden
daher stets alle im gleichen V; liegen — sagen wir, in V7. Unser T X trifft
dann V5 hochstens in einem einer Kante von X entsprechenden Weg P.

Ist S = 0, so erhalten wir sofort einen Widerspruch, indem wir e mit
einer Endecke in V7 und der anderen in V5 wihlen, da keine Kante eines
TX mit x(X) > 3 ihre Endecken trennt. Besteht S aus einer einzigen
Ecke v, so wihlen wir als Endecken von e einen Nachbarn v; von v in
V1~ S und einen Nachbarn vy von v in V5 .S. Wegen e € T X existiert
dann P wie oben, mit v,e € P (Abb. 3.4.3). Ersetzen wir vPv; durch
die Kante vvy, so erhalten wir einen TX in G; C G, mit Widerspruch.

Abb. 3.4.3. Mit G + e enthilt auch G oder G2 einen T'X

Es gilt also |S| = 2, sagen wir S = {z,y}. Ist zy ¢ G, so wihlen wir
e := zy und ersetzen e in dem entstehenden 7'X durch einen z—y-Weg
durch Go; dies ergibt einen T'X in G mit Widerspruch. Somit ist zy € G,
also G[S] = K? wie behauptet.

Es bleibt zu zeigen, dass G; und G kantenmaximal ohne topologi-
schen Minor in X sind. Fiigen wir also zu G eine neue Kante €’ hinzu.
(G2 behandelt man analog.) Indem wir gegebenenfalls Py durch die
Kante xy ersetzen, erhalten wir einen T X entweder in Gy + €’ (womit die
Kantenmaximalitéit von G erwiesen wére) oder in Gy (mit Widerspruch
wegen G C G). O

Lemma 3.4.5. Ist |G| > 4 und G kantenmaximal mit TK®, TK3 3 G,
so ist G 3-zusammenhédngend.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |G|. Fiir |G| = 4 ist G = K* und
die Behauptung wahr. Es sei nun |G| > 4, und G kantenmaximal ohne
TK5 und TK3 3. Ist £(G) < 2, so wihlen wir G1, G2 C G wie in Lemma
3.4.4. Fir X := {K® K33} besagt das Lemma, dass G N G» ein K?
ist, sagen wir mit Ecken x,y, und dass auch G; und G5 kantenmaximal
ohne TK® und T K3 3 sind. Damit sind G; und G2 entweder ein Dreieck

TX

x?y

(3.2.11)

G1,G2
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oder nach Induktionsannahme 3-zusammenhéngend. Da sie K° und K. 3,3
auch nicht als Minor enthalten (Lemma 3.4.2), sind sie in beiden Féllen
plattbar (Lemma 3.4.3).

Fiir ¢« = 1,2 wihle jeweils eine Zeichnung von G;, sowie darin ein
Gebiet f; mit xy € G;[f;] und eine Ecke z; € G;[fi] — {z,y}. Es sei
K C G+ 2129 ein TK® oder TKs3 3; die Menge der Verzweigungsecken
von K sei mit V bezeichnet.

- G2

Abb. 8.4.4. Ein TK® oder TK33 in G+ 2122

Liegen alle Ecken aus V' im gleichen G, so enthilt wiederum auch
G; + zz; oder G; +yz; (oder G; selbst, falls z; bereits zu z bzw. zu y
benachbart ist) einen TK® oder TKs 3 (Abb. 3.4.4); dies widerspricht
Korollar 3.2.11, da diese Graphen nach Wahl von z; pliattbar sind. Also
gilt weder V' C V(G;) noch V' C V(G3). Da G + 2122 nicht vier kreu-
zungsfreie Wege zwischen G7 — G5 und G — GG; enthélt, konnen G1 — G»
und G5 — G4 nicht beide eine Verzweigungsecke eines TK® oder je zwei
Verzweigungsecken eines T'K3 3 in G + 212 enthalten. Damit ist also K
ein TK3 3, und oBdA |V \V(G1)| = 1. Dann ist ein T K3 3 aber auch in
dem Graphen enthalten, der aus G; durch Hinzufiigen einer neuen Ecke
v und der Kanten vz, vy, und vz; entsteht. Dieser Graph ist nach Wahl
von z1 jedoch plédttbar, ein Widerspruch zu Korollar 3.2.11. ([l

Satz 3.4.6. (Kuratowski 1930; Wagner 1937)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir Graphen G:

(i) G ist plattbar;
(ii) G enthélt weder einen K° noch einen K3 als Minor;
(iii) G enthélt weder einen K® noch einen K3 3 als topologischen Minor.
Beweis. Kombiniere Korollar 3.2.11 mit den Lemmas 3.4.2, 3.4.3
und 3.4.5. g

Korollar 3.4.7. Jeder maximal plidttbare Graph mit mindestens vier
Ecken ist 3-zusammenhéngend.

Beweis mit Lemma 3.4.5 und Satz 3.4.6. O
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3.5 Algebraische Plattbarkeitskriterien

Eines der augenfilligsten Merkmale eines ebenen Graphen G liegt viel-
leicht in der Menge jener Kreise, die ein Gebiet beranden. Ist G 2-zu-
sammenhéngend, so iiberdecken diese Kreise ganz G und bilden bereits
in diesem Sinne eine ,grofle“ Menge. Die Menge dieser Kreise ist sogar
noch in einem stérkeren Sinne grof: wie man leicht sieht (s.u.), ist jeder
Kreis in G die Summe geeigneter Gebietsréander, d.h. diese erzeugen den
gesamten Zyklenraum. Andererseits iiberdecken die Gebietsrénder G
nur ,diinn“: jede Kante von G liegt auf hochstens zweien dieser Kreise.

Unser erstes Ziel in diesem Abschnitt ist es, zu zeigen, dass die
Existenz einer solchen grofien aber doch diinnen Menge von Kreisen nicht
nur ein auffilliges Merkmal plattbarer Graphen ist sondern diese bereits
charakterisiert.

FEine Teilmenge F des Kantenraums eines Graphen heifle schlicht,
wenn jede Kante des Graphen in hochstens zwei Mengen aus F liegt.
Der Schnittraum C*(G) eines Graphen G = (V, E) beispielsweise hat
stets eine schlichte Basis: nach Proposition 0.9.3 wird er erzeugt von
den Schnitten der Form E(v), und eine Kante zy € G liegt nur fiir v = z
und fiir v = y in E(v).

Satz 3.5.1. (MacLane 1937)
Ein Graph ist genau dann plédttbar, wenn sein Zyklenraum eine schlichte
Basis besitzt.

Beweis. Der Satz ist trivial fiir Graphen der Ordnung < 2; wir betrach-
ten daher einen Graphen G der Ordnung > 3. Ist k(G) < 1, so ist G
die Vereinigung zweier echter Untergraphen G, G2 mit |G1 NG| < 1.
Dann ist C(G) die direkte Summe von C(G;) und C(G2), hat also genau
dann eine schlichte Basis, wenn C(G1) und C(G3) eine haben. (Warum?)
Weiter ist G genau dann plidttbar, wenn G; und Gs es sind. (Dies folgt
unmittelbar aus dem Satz von Kuratowski, aber auch durch einfache ele-
mentartopologische Betrachtungen.) Die Behauptung fiir G folgt damit
induktiv aus der fiir G; und Gs.

Es sei nun G 2-zusammenhéngend. Wir nehmen zuerst an, dass G
plattbar ist und wahlen eine Zeichnung. Nach Proposition 3.2.6 sind
die Gebietsriander von G Kreise, liegen also in C(G). Wir zeigen, dass
die Gebietsriander alle Kreise in G erzeugen; damit hat C(G) dann nach
Lemma 3.2.2 eine schlichte Basis. Sei also C' C G ein beliebiger Kreis,
und f sein Innengebiet. Nach Lemma 3.2.2 liegt jede Kante e mit é C f
auf dem Rand genau zweier in f enthaltener Gebiete von G, und jede
Kante von C' auf dem Rand genau eines solchen Gebiets. Die Summe in
C(QG) all dieser Gebietsrander ist somit gerade C.

Umgekehrt sei nun {Cy,...,Cx} eine schlichte Basis von C(G).
Dann besitzt fiir jede Kante e € G auch C(G — e) eine schlichte Basis:
liegt e in nur einem Basiszyklus C;, etwa in C1, so ist {Cs,...,Ck} eine

schlicht

[3.6.3]
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solche; liegt e in zweien, etwa in Cy und Cy, so ist {C] + Cs, Cs, ..., Ck}
eine schlichte Basis von C(G —e). (Die genannten Basen sind Teilmen-
gen von C(G — e) nach Proposition 0.9.2.) Ist nun G nicht pléttbar, und
existiert somit nach dem Satz von Kuratowski ein TK® oder TK3 3 als
Teilgraph in G, so hat damit auch dieser eine schlichte Basis. Dann hat
aber auch K® oder K3 3 selbst eine schlichte Basis; wir werden dies, fiir
beide Fille getrennt, zum Widerspruch fiihren.

Wir betrachten zuniichst K°. Nach Satz 0.9.6 ist dim C(K®) = 6;
es sel B = {C4,...,Cs} eine schlichte Basis und Cy := Cy + ...+ Cs.
Da B linear unabhéingig ist, ist keiner der Zyklen Cy, ..., Cgs leer, und so
enthilt jeder von ihnen mindestens drei Kanten (vgl. Proposition 0.9.2).
Da jede Kante aus Cj in nur einem der Zyklen C1,. .., Cy liegt, ist mit B
auch die Menge {Cy, ..., Cs} schlicht. Dafiir jedoch hat K® nicht genug
Kanten, d.h. wir erhalten den Widerspruch

21 =7-3 < |Col+...+|C6| < 2| K?| = 20.

Fiir K33 gilt nach Satz 0.9.6 dimC(K33) = 4; es sei B = {C1,...,Cy}
eine schlichte Basis und Cjy := C1 +...+Cs. Wegen g(K3 3) = 4 enthélt
jedes C; mindestens vier Kanten, und wir erhalten den Widerspruch

20 =54 < |Co|+...4+|C4| < 2||K33] = 18.
O

Mit Hilfe von Satz 2.2.3 ist es moglich, aus dem scheinbar so
abstrakt-algebraischen Plattbarkeitskriterium von MacLane ein rein gra-
phentheoretisches Kriterium zuriickzugewinnen, zumindest fiir 3-zusam-
menhéngende Graphen:

Satz 3.5.2. (Kelmans 1978)

Ein 3-zusammenhéngender Graph ist genau dann plédttbar, wenn jede
Kante auf hochstens zwei (dquivalent: genau zwei) nicht trennenden
induzierten Kreisen liegt.

Beweis. Die Vorwértsrichtung folgt aus den Propositionen 3.2.7 und
3.2.2 (und Proposition 3.2.6 fiir ,genau zwei*). Die Riickrichtung folgt
aus Satz 2.2.3 und Satz 3.5.1. O
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3.6 Plattbarkeit und Dualitét

In diesem Abschnitt beweisen wir mit Hilfe von Satz 3.5.1 ein weite-
res Pliattbarkeitskriterium, das auf einem Begriff der Dualitdt ebener
Graphen beruht und eng verwandt ist mit der in Kapitel 0.9 bereits
kurz behandelten Beziehung zwischen Zyklenraum und Schnittraum ei-
nes Graphen.

Ein ebener Multigraph ist ein Paar G = (V, E) endlicher Mengen mit
den folgenden Eigenschaften (die Elemente von V' heiflen wieder Ecken,
die Elemente von E Kanten):

(i) V C R

(ii) jede Kante ist ein Polygonzug zwischen zwei Ecken oder ein Po-
lygon, das genau eine Ecke (seine Endecke) enthiilt;

(iii) das Innere einer jeden Kante enthilt weder eine Ecke noch einen
Punkt einer anderen Kante.

Wir verwenden fiir ebene Graphen definierte Begriffe sinngemé&f8 auch
fiir ebene Multigraphen; beachte dabei, dass jetzt auch Schlingen und
Doppelkanten als Kreise gelten.

Betrachten wir einmal den ebenen Multigraphen G aus Abbil-
dung 3.6.1. Setzen wir in jedes Gebiet von G eine neue Ecke, so kénnen
wir die neuen Ecken wie folgt zu einem neuen ebenen Multigraphen G*
verbinden: fiir jede Kante e von G verbinden wir die neuen Ecken in
den beiden Gebieten, auf deren Rand e liegt, durch eine neue Kante e*;
liegt e auf dem Rand nur eines Gebiets, so legen wir an dessen neue Ecke
eine Schlinge e* durch e. Der so entstandene ebene Multigraph G* ist
im folgenden Sinne dual zu G: konstruieren wir aus G* seinerseits auf
die angegebene Weise einen dritten ebenen Multigraphen G**, so ist G**
topologisch isomorph zu unserem urspriinglichen Graphen G.

Abb. 3.6.1. Ein ebener Graph und sein Dual

Zur Prézisierung dieser Idee seien G = (V, E) und (V*, E*) zwei
beliebige ebene Multigraphen, sowie F(G) =: F und F((V*, E*)) =: F*.
Wir nennen (V*, E*) topologisch dual — oder ein topologisches Dual — zu

ebener
Multigraph

topologisch
dual
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G und schreiben (V*, E*) =: G*, wenn Bijektionen

F-V* E— FE* V - F*
f=0"(f) e e’ v f*(v)

existieren mit den folgenden Eigenschaften:

(i) v*(f) € f fur alle f € F;
(ii) |e*NG| =1é*Né|l = |enG*| =1 fiir alle e € E, und der Punkt aus
é* Né liegt bei beiden Kanten im Inneren eines geraden Teilstiicks;

(iii) v € f*(v) fir alle v € V.

Jeder zusammenhéngende ebene Multigraph hat ein topologisches
Dual: wihlen wir gemif (i) aus jedem Gebiet f von G einen Punkt v*(f)
als Ecke von G*, so lassen sich die neuen Ecken wie in (ii) durch kreu-
zungsfreie Polygonziige verbinden, und wegen des Zusammenhangs von
G existiert dann auch eine (iii) erfiillende Bijektion V — F* (Ubung 28).

Sind G} und G35 zwei Duale von G, so gilt offenbar G} ~ G35; man
kann sogar zeigen, dass die natiirliche Bijektion v (f) — v3(f) ein topo-
logischer Isomorphismus zwischen G7 und G3 ist. Wir diirfen in diesem
Sinne also von dem Dual G* von G sprechen.

Schlielich ist G seinerseits dual zu G*: verwenden wir die Umkehr-
abbildungen der drei Bijektionen aus der Definition von G*, setzen also
v*(f*(v)) = v und f*(v*(f)) := f fir f*(v) € F* und v*(f) € V*, so
werden die Bedingungen (i) und (iii) fiir G* gerade zu (iii) und (i) fiir G,
und sind somit erfiillt; die Bedingung (ii) ist ohnehin symmetrisch in G
und G*. Da Duale offensichtlich zusammenhiingend sind (Ubung 27),
folgt damit auch, dass die Bedingung des Zusammenhangs an G fiir die
Existenz eines Duals nicht nur hinreichend sondern auch notwendig ist.

Dualitét bei ebenen Multigraphen ist nicht zuletzt deshalb so inter-
essant, weil sie eine Beziehung herstellt zwischen jeweils ganz natiirlichen
aber verschiedenartigen Kantenmengen. Aus Kapitel 0.9 wissen wir, dass
die Kreise und die Minimalschnitte eines Graphen zueinander in Bezie-
hung stehen: sie sind jeweils die minimalen nicht-leeren Elemente der
von ihnen erzeugten Unterrdume C und C* des Kantenraums, und diese
sind zueinander orthogonal.

Betrachten wir jedoch einmal die folgende Aufgabe. Koénnen wir die
Kanten eines Graphen G so auf eine andere Eckenmenge verteilen, dass
eine Menge von Kanten in dem entstehenden Graphen G’ genau dann
ein Minimalschnitt ist, wenn sie in G einen Kreis bildete? Es erscheint
kaum als moglich, dies fiir alle Kreise von G gleichzeitig zu erreichen.

Und doch ist es fiir eine nicht unbedeutende Klasse von Graphen
moglich — sogar so, dass auch G’ wieder in dieser Klasse liegt, und dass
wir G aus G’ zuriickerhalten kénnen, wenn wir die Kanten von G’ in der
gleiche Weise neu mischen: fiir genau die Klasse der plattbaren Graphen!
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Zum Beweis dieser doch ganz erstaunlichen Tatsache zeigen wir
zunéchst, dass fiir zusammenhéngendes ebenes G sein Dual G* gerade
die fiir G’ gesuchten Eigenschaften hat:

Proposition 3.6.1. Ist G ein zusammenhéngender ebener Multigraph,
so ist eine Kantenmenge E C FE(G) genau dann die Kantenmenge eines
Kreises in G, wenn E* := {€* | e € E'} ein minimaler Schnitt in G* ist.

Beweis. Nach Bedingungen (i) und (ii) in der Definition von G* liegen
zwei Ecken v*(f1) und v*(f2) von G* genau dann in der gleichen Kom-
ponente von G*— E*, wenn f; und f, im gleichen Gebiet von R2\ |J E
liegen: jeder v*(f1)—v*(f2)-Weg in G*— E* ist ein Polygonzug zwischen
f1 und fo in R%2\ |J E, und umgekehrt definiert jeder solche Polygon-
zug P (mit PNV (G) = 0) einen Kantenzug in G*— E* zwischen v*(f1)
und v*(f2).

Ist nun C' C G ein Kreis und E = E(C), so hat G*— E* wegen der
obigen Korrespondenz nach dem Jordanschen Kurvensatz genau zwei
Komponenten, und somit ist £* ein minimaler Schnitt in G*.

Hat umgekehrt £ C E(G) die Eigenschaft, dass E* ein Schnitt in
G* ist, so enthilt E nach der obigen Korrespondenz und Lemma 3.2.4
die Kanten eines Kreises C C G. Ist E* als Schnitt minimal, so enthélt
E nach dem bereits gezeigten Teil der Aussage keine weiteren Kanten,
d.h. es gilt £ = E(C). O

Proposition 3.6.1 legt es nahe, auch fiir einen abstrakten (d.h. nicht
ebenen) Multigraphen® G einen weiteren Multigraphen G* kombinato-
risch dual zu G zu nennen, wenn E(G*) = F(G) ist und die Minimal-
schnitte von G* gerade die Kantenmengen der Kreise in G sind. (We-
der G noch G* muss jetzt zusammenhéngend sein.) Man kann zeigen,
dass G* hierdurch bis aus Isomorphie eindeutig bestimmt ist, sofern G
3-zusammenhéngend war.

Wir brauchen hier lediglich die folgende unmittelbare Konsequenz
aus der Definition von G*:

Proposition 3.6.2. Ist G* kombinatorisch dual zu G, so ist der Schnitt-
raum von G* der Zyklenraum von G, d.h. es gilt

CH(G*) = C(G).

Beweis. Nach Lemma 0.9.4 ist C*(G*) der von den Minimalschnitten in
G* erzeugte Unterraum von £(G*) = £(G). Diese sind nach Annahme
gerade die Kantenmengen der Kreise in GG, und deren Erzeugnis in £(G)
ist C(G). O

6 Im Folgenden werden wir ein paar Lemmas aus fritheren Kapiteln benutzen,
die wir dort nur fiir Graphen bewiesen haben. Diese Lemmas gelten genauso fiir
Multigraphen, mit den gleichen Beweisen.

[5.5.2]

(3.1.1)
(3.2.4)

kombinato-
risch dual

(0.9.4)



(0.9.5)

(2.1.3)
(2.1.2)

(0.9.3)
(3.5.1)
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Mit Satz 0.9.5 impliziert Proposition 3.6.2 sofort, dass G zu je-
dem kombinatorischen Dual G* seinerseits kombinatorisch dual ist. Man
kann zeigen, dass G* eindeutig bestimmt ist (bis auf Isomorphie und die
Hinzunahme isolierter Ecken), falls G 3-zusammenhéngend ist. Nach
Lemma 2.1.3 ist eine nicht leere Teilmenge von E(G) = E(G*) genau
dann die Kantenmenge eines Blocks von G, wenn sie die Kantenmenge
eines Blocks von G* ist. Mit Lemma 2.1.2 folgt daraus, dass die Blocke
von G* Duale der Blocke von G sind.

Satz 3.6.3. (Whitney 1933)
Ein Graph ist genau dann pléttbar, wenn ein zu ihm kombinatorisch
dualer Multigraph existiert.

Beweis. Wir nehmen zunéchst G als pliattbar an und betrachten eine
beliebige Zeichnung. Deren Komponenten C' haben jeweils ein topologi-
sches Dual C*. Es sei G* die disjunkte Vereinigung dieser C*, aufgefasst
als abstrakte Multigraphen. Die Minimalschnitte von G* sind dann ge-
nau die minimalen Schnitte der C*, und nach Proposition 3.6.1 sind diese
gerade die Kantenmengen der Kreise in G. Damit ist G* kombinatorisch
dual zu G.

Umgekehrt sei nun G* ein zu G kombinatorisch dualer Multigraph.
Nach Satz 3.5.1 und Proposition 3.6.2 reicht es zum Beweis der Platt-
barkeit von G zu zeigen, dass C*(G*) eine schlichte Basis hat. Dies ist
nach Proposition 0.9.3 der Fall. O

Ubungen

1. Definiere einen Begriff der Einbettung von Graphen in den R®. Zeige,
dass jeder Graph geradlinig in den R? einbettbar ist.

2.7 Zeige direkt mit Lemma 3.1.2, dass K3 3 nicht als ebener Graph auf-
treten kann.

3.7 Finde den Fehler im folgenden Beweis fiir die Behauptung, dass jeder
maximal ebene Graph G mit mindestens vier Ecken ein ebener Drei-
ecksgraph mit Minimalgrad 3 ist. Verwende Induktion nach |G|. Der
Induktionsanfang ist klar mit K*. Zum Induktionsschritt n — n + 1
nehmen wir an, dass jeder maximal ebene Graph G mit n Ecken ein
ebener Dreiecksgraph mit Minimalgrad 3 ist. Fiige nun auf beliebige
Weise zu G eine (n+ 1)-te Ecke v hinzu, so dass der erweiterte Graph
G’ wieder maximal eben ist. Offenbar liegt v in einem Gebiet f von G,
und da G’ maximal eben ist, ist v zu allen Ecken auf dem Rand von
f benachbart (und zu keinen weiteren Ecken). Da G ein ebener Drei-
ecksgraph ist, sind dies genau drei Ecken, d.h. auch G’ ist ein ebener
Dreiecksgraph mit Minimalgrad 3.

4.7 Finde eine Eulerformel (Satz 3.2.9) fiir unzusammenhéngende Graphen.
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10.

11.

12.

13.*7

14.

15.

16.7

17.

Zeige, dass jeder zusammenhéngende ebene Graph mit n Ecken, m Kan-
ten und Taillenweite g < oo die Ungleichung m < 245 (n — 2) erfiillt.

Zeige, dass jeder ebene Graph die Vereinigung dreier Wilder ist.

Es sei G1,Ga, ... eine Folge paarweise nicht isomorpher Graphen, mit
limsupe(G;) > 3. Zeige, dass es keine (kompakte) Fliche gibt, in die
alle G; einbettbar sind.

(Tip: Analog zur Eulerformel fiir die Ebene gibt es fiir jede Fliche
S eine Konstante x(S) < 2, so dass jeder in S einbettbare Graph
n—m+4£ > x(S) erfiillt.)

Finde fiir plattbare Graphen einen direkten Beweis des Satzes von Tutte
iiber den Zyklenraum 3-zusammenhéngender Graphen (2.2.3).

Zeige, dass die beiden ebenen Graphen aus Abb. 3.3.1 nicht kombina-
torisch (und daher auch nicht topologisch) isomorph sind.

Zeige, dass die beiden ebenen Graphen aus Abb. 3.3.2 kombinatorisch
aber nicht topologisch isomorph sind.

Zeige, dass dem Begriff dquivalenter Einbettungen in die Ebene wirklich
eine Aquivalenzrelation zugrundeliegt.

Finde einen 2-zusammenhéngenden Graphen, fiir den je zwei Zeichnun-
gen topologisch isomorph sind aber nicht je zwei Einbettungen in die
Ebene dquivalent.

Zeige, dass zu jedem ebenen Graphen ein kombinatorisch isomorpher
ebener Graph existiert, bei dem alle Kanten Strecken im R? sind.

(Tip: Betrachte oBdA einen ebenen Dreiecksgraphen und konstruiere
einen graphentheoretisch isomorphen geradlinigen ebenen Graphen in-
duktiv. Welche zusitzliche Eigenschaft der entstehenden Innengebiete
konnte den Fortgang der Induktion sichern?)

Zeige, ohne den Satz von Kuratowski zu benutzen, dass jeder Minor
eines pliattbaren Graphen plattbar ist. Zeige weiter, dass ein Graph
genau dann pléttbar ist, wenn er Minor eines Gitters ist. (Gitter sind
in Kapitel 10.3 definiert.)

(i) Zeige, ohne den Satz von Kuratowski zu benutzen, dass die pldtt-
baren Graphen im Prinzip wie in diesem Satz charakterisierbar sind:
dass eine Menge X’ von Graphen existiert mit der Eigenschaft, dass ein
Graph genau dann pléttbar ist, wenn er keinen T'X mit X € X enthélt.

(ii) Welche Grapheneigenschaften iiberhaupt lassen sich so charakteri-

sieren?

Hat jeder plidttbare Graph eine Zeichnung, in der jedes Innengebiet
konvex ist?

Modifiziere den Beweis von Lemma 3.4.3 so, dass jeder Gebietsrand ein
konvexes Polygon wird.
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18.7

19.

20.

21.

22.

23.F

24.

25.%

26.
27.”
28.F

29.

3. Graphen in der Ebene

Enthélt jeder minimal nicht plattbare Graph G (d.h. jeder nicht platt-
bare Graph G, dessen echte Teilgraphen alle pldttbar sind) eine Kante e,
fir die G — e maximal plittbar ist? Andert sich die Antwort, wenn
man unter ,minimal nicht plattbar® einen nicht pliattbaren Graphen
versteht, dessen echte Minoren alle plattbar sind?

Zeige, dass in einem maximal pldttbaren Graphen mit mindestens 6
Ecken jede zusétzliche Kante sowohl einen TK?® als auch einen TKs3
entstehen lasst.

Leite den Satz von Kuratowski induktiv durch Manipulation ebener
Graphen aus Lemma 3.4.3 (dem 3-zusammenhéngenden Fall des Satzes)
her, also ohne den Umweg iiber Lemma 3.4.5.

(Diese Aufgabe ist nicht als Ubung in Elementartopologie gedacht; fiir
die topologischen Beweisteile reicht eine grobe Skizze.)

Ein Graph heifit outerplanar, wenn er eine Zeichnung besitzt, bei der
alle Ecken auf dem Rand des AuBlengebiets liegen. Zeige, dass ein
Graph genau dann outerplanar ist, wenn er weder K* noch Ky 3 als
Minor enthélt.

Es sei G = G1 UGz mit |G1 NG2| < 1. Zeige, dass C(G) genau dann
eine schlichte Basis hat, wenn C(G1) und C(G2) eine haben.

Finde unter den Gebietsréindern eines 2-zusammenhingenden ebenen
Graphen eine Basis seines Zyklenraumes.

Zeige, dass ein 2-zusammenhingender ebener Graph genau dann bi-
partit ist, wenn jedes Gebiet durch einen Kreis gerader Linge berandet
ist.

Es sei C' eine geschlossene Kurve in der Ebene, die sich an jedem Punkt
der Ebene hochstens einmal selbst kreuzt und sich nirgendwo selbst
beriihrt, ohne sich zu kreuzen. Wir nennen C' alternierend, wenn wir
die Kreuzungen so in Uber-/Unterfithrungen verwandeln kénnen, dass
beim Durchlaufen entlang C' die Uberfithrungen mit den Unterfithrun-
gen abwechseln.

(i) Beweise oder widerlege, dass jede solche Kurve C' alterniert.
(ii) Andert sich die Lésung von (i), wenn die Kurve C nicht geschlos-
sen ist?
Wie sieht das Dual eines ebenen Baumes aus?
Zeige, dass das Dual eines ebenen Multigraphen zusammenhingend ist.
Zeige, dass jeder zusammenhidngende ebene Multigraph ein Dual be-
sitzt.
Es seien G, G* zueinander duale ebene Multigraphen, und e € G eine
Kante. Zeige die folgenden Aussagen:
(i) Ist e keine Briicke, so ist G*/e* dual zu G —e.
(i) Ist e keine Schlinge, so ist G* —e* dual zu G/e.
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30. Zeige, dass je zwei Duale eines ebenen Multigraphen kombinatorisch
isomorph sind.

31. Zeige die folgenden Aussagen iiber duale ebene Graphen G, G™:
(i) Ist G 2-zusammenhéngend, so ist auch G* 2-zusammenhéngend.
(ii) Ist G 3-zusammenhéngend, so ist auch G* 3-zusammenhéngend.

(iii) Ist G 4-zusammenhéngend, so ist G* nicht notwendig 4-zusam-
menhéngend.

32. Beweise die Behauptungen im Anschluss an Proposition 3.6.2 genauer
(auBler der Eindeutigkeit von G*).

33. Zeige, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind fiir zusam-
menhéngende Multigraphen G = (V,E) und G’ = (V' E) mit der
gleichen Kantenmenge:

(i) G und G’ sind zueinander kombinatorisch dual;

(ii) fiir jede Kantenmenge F' C E ist der Multigraph (V, F') genau
dann ein Baum, wenn (V', E \ F) ein Baum ist.

Notizen

Uber Einbettungen von Graphen in die Ebene und andere Flichen gibt es
eine Monographie von B. Mohar & C.Thomassen, Graphs on Surfaces, Johns
Hopkins University Press 2001. Dort finden sich explizite Beweise der in Ab-
schnitt 3.1 zitierten Sétze, sowie Quellenverweise fiir die klassischen Resultate
dieses Kapitels. Einen einfachen Beweis des Satzes von Jordan (polygonal und
allgemein) gibt auch J. Stillwell, Classical topology and combinatorial group
theory, Springer 1980.

Der kurze Beweis von Korollar 3.2.10 enthélt einen Trick, der spezielle
Erwahnung verdient: das sogenannte doppelte Zihlen von Inzidenzen, veran-
schaulicht durch das Zahlen der Kanten eines bipartiten Hilfsgraphen anhand
seiner Eckengrade in der einen oder der anderen Partitionsmenge. Diese Be-
weistechnik tritt in der Kombinatorik vielfach auf; wir werden weitere Beispiele
in Kapitel 4.5 und Kapitel 9 sehen.

Abschnitt 3.3 ist zum weiteren Verstdndnis des Kapitels nicht notwendig.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind aber alles andere als unwichtig. In ge-
wisser Weise wurden sie Opfer ihres eigenen Erfolgs: die von ihnen geleistete
Zuriickfithrung topologischer auf kombinatorische Fragestellungen hat in die-
sem Abschnitt dargestellten topologischen Methoden fiir die meisten Teile der
Pliattbarkeitstheorie entbehrlich gemacht.

Kuratowski formulierte seinen Satz fiir topologische Minoren; die Version
fiir Minoren wurde von Wagner (1937) hinzugefiigt. Unser Beweis des Sat-
zes fiir 3-zusammenhingende Graphen (Proposition 3.4.3) ldsst sich leicht so
verschérfen, dass alle Innengebiete der konstruierten Zeichnung konvex werden
(Ubung); siehe C. Thomassen, Planarity and duality of finite and infinite gra-
phs, J. Comb. Theory B 29 (1980), 244-271. Die Existenz solcher Zeichnungen
folgt auch aus dem klassischen Satz von Steinitz (1922), dass die 3-zusam-
menhéngenden plattbaren Graphen genau die 1-Skelette der 3-dimensionalen
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konvexen Polyeder sind; siehe auch W.T. Tutte, How to draw a graph, Proc.
Lond. Math. Soc. 13 (1963), 743-767.

Wie man leicht zeigt (siche Ubung), erzeugt in einem maximal plittbaren
Graphen jede zusétzliche Kante nicht nur einen TK 5 oder TKs,3 (wie nach
dem Satz von Kuratowski), sondern beides. In Kapitel 6.3 werden wir sehen,
dass allgemeiner sogar jeder Graph mit n Ecken und mehr als 3n — 6 Kanten
einen TK® und (mit einer Ausnahme) einen TK3 3 enthilt (Ubung 26, Kap. 6).

Die in unserem Beweis des Plittbarkeitskriteriums von MacLane (Satz
3.5.1) angegebene schlichte Basis aus den Réndern der Innengebiete ist im
folgenden Sinne kanonisch: zu jeder schlichten Basis B des Zyklenraums eines
2-zusammenhédngenden plédttbaren Graphen G gibt es eine Zeichnung von G,
bei der B gerade zur Menge der Innengebietsrinder wird (sieche Thomassens
oben zitierte Arbeit). Zur Riickrichtung des Beweises haben wir den Satz von
Kuratowski benutzt. Ein instruktiverer (wenn auch lingerer) Beweis, bei dem
eine ebene Darstellung des Graphen direkt aus einer schlichten Basis seines
Zyklenraumes konstruiert wird, ist dargestellt bei K. Wagner, Graphentheorie,
BI Hochschultaschenbiicher 1972.

Da Satz 3.5.2 mit Hilfe des Satzes von MacLane direkt aus dem Satz 2.2.3
von Tutte (1963) folgt, wurde es bekannt als das ,, Tuttesche Plittbarkeitskri-
terium“. Entdeckt wurde es jedoch erst 15 Jahre spiter von A.K.Kelmans,
The concept of a vertex in a matroid, the non-separating cycles in a graph and
a new criterion for graph planarity, in Algebraic Methods in Graph Theory,
Vol. 1, Conf. Szeged 1978, Colloq. Math. Soc. Jdnos Bolyai 25 (1981) 345-388.
Kelmans seinerseits wusste nichts von Tuttes Satz 2.2.3, bewies diesen un-
abhéngig neu, und wies dann erstmals darauf hin, dass man Satz 3.5.2 durch
Anwendung des MacLaneschen Kriteriums auch daraus herleiten kann.

Die in Abschnitt 3.6 angesprochene kombinatorische Dualitét zwischen
Kreisen und Minimalschnitten wird in der Matroidtheorie vertieft; siehe et-
wa J.G. Oxley, Matroid Theory, Oxford University Press 1992. Zur Dualitét
unendlicher Graphen siehe H. Bruhn & R. Diestel, Duality in infinite graphs,
Comb. Probab. Comput. (erscheint in 2006).



4 Farbungen

Wieviele Farben reichen aus, um die Lénder einer Landkarte so zu farben,
dass zwei Lénder mit gemeinsamer Grenze stets verschieden gefdrbt
sind? Wieviele Tage muss ein Parlament fiir Ausschusssitzungen an-
beraumen, wenn jeder Ausschuss einen Tag lang tagen will und einige
Parlamentsmitglieder in mehreren Ausschiissen sitzen? Wie finden wir
einen Stundenplan minimaler Gesamtlinge fiir eine Schule, wenn wir
wissen, welcher Lehrer welche Klasse wie hédufig unterrichten soll?

Eine Eckenfirbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung
¢V — S mit ¢(v) # c(w) fir je zwei benachbarte Ecken v, w; die Ele-
mente der Menge S nennt man die zur Verfiigung stehenden Farben. An
der Menge S wird uns lediglich ihre Méchtigkeit interessieren: typischer-
weise fragen wir nach dem kleinsten k € N, so dass G eine k-Fdrbung hat,
eine Eckenférbung ¢:V — {1,...,k}. Dieses k nennt man die (ecken-)
chromatische Zahl von G; man bezeichnet sie mit x(G). Einen Graphen
G mit x(G) = k nennt man k-chromatisch; ist x(G) < k, so heifit G
k-farbbar.

/N

1 2
Abb. 4.0.1. Eine Eckenfirbung V —{1,...,4}

Eine k-Farbung ist natiirlich nichts weiter als eine Eckenpartition
in k unabhéngige Mengen; die nicht trivialen 2-fairbbaren Graphen bei-
spielsweise sind gerade die bipartiten Graphen. Die erste der obigen

Ecken-
farbung

chromati-
sche Zahl
x(G)



Kanten-
farbung

chromati-
scher Index

X'(G)

(3.1.1)
(3.2.10)
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Fragen fiihrt auf das Problem der Bestimmung von x(G) fiir ebene Gra-
phen G, und auch die zweite Frage lisst sich als Eckenfiarbungsproblem
formulieren. (Wie?)

Eine Kantenfirbung von G = (V, E) ist eine Abbildung ¢: E — S
mit ¢(e) # ¢(f) fiir benachbarte Kanten e, f. Das kleinste k € N, fiir das
eine Kantenfirbung ¢: F — {1,...,k} existiert, nennt man die kanten-
chromatische Zahl oder den chromatischen Index von G; man bezeichnet
dieses k mit x/(G). Die dritte der obigen Fragen lidsst sich modellieren
als Kantenfirbungsproblem in einem bipartiten Multigraphen. (Wie?)

Jede Kantenfirbung von G ist offenbar eine Eckenfédrbung des Kan-
tengraphen L(G) von G und umgekehrt; insbesondere gilt x/'(G) =
X(L(G)). Die Bestimmung kantenchromatischer Zahlen lisst sich so-
mit als Spezialfall der Bestimmung eckenchromatischer Zahlen auffassen.
Wie wir sehen werden, entspricht diesem Verhéltnis der beiden Typen
von Farbungsproblemen ein markanter Unterschied in der Schwierigkeit
ihrer — zumindest annéhernden — Losung: withrend es fiir x(G) nur grobe
Abschitzungen gibt, nimmt x'(G) stets einen von zwei Werten an: A(G)
oder A(G) + 1.

4.1 Landkarten und das Farben ebener Graphen

Der aufierhalb der Mathematik sicherlich bekannteste Satz der Graphen-
theorie ist der folgende Vierfarbensatz, nach dem (Ubung) jede Land-
karte mit hochstens vier Farben farbbar ist:

Satz 4.1.1. (Vierfarbensatz)
Jeder ebene Graph hat eine Eckenfirbung mit hichstens 4 Farben.

Hinweise zur Geschichte des Beweises des Vierfarbensatzes finden
sich in den Notizen am Ende des Kapitels. Wir beweisen hier die folgende
Abschwichung;:

Proposition 4.1.2. (Fiinffarbensatz)
Jeder ebene Graph ist 5-farbbar.

Beweis. Es sei G ein ebener Graph mit n > 3 Ecken und m Kanten; wir
nehmen induktiv an, dass jeder ebene Graph mit weniger als n Ecken
5-farbbar ist. Nach Korollar 3.2.10 ist

d(G)=2m/n <2@3Bn—-6)/n < 6;
es sei v € G eine Ecke mit d(v) < 5. Nach Induktionsannahme hat

H := G — v eine Eckenfirbung ¢: V(H) — {1,...,5}. Sind die Nachbarn
von v darin mit insgesamt hochstens 4 Farben gefarbt, so konnen wir
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¢ zu einer 5-Farbung von G fortsetzten. Wir nehmen daher an, dass v
genau fiinf Nachbarn hat und diese verschieden geféirbt sind.

Wir betrachten jetzt eine offene Kreisscheibe D um v, die so klein
ist, dass sie nur die fiinf geraden Kantensegmente von G trifft, die v ent-
halten; diese Segmente seien entsprechend ihrer Lage in D in zyklischer
Ordnung als s1, ..., s5 numeriert. Ist v; der Nachbar von v mit s; C vv;,
so sei o0BdA ¢(v;) = 4. Wir zeigen zunéchst, dass jeder v;—v3-Weg P C H
die Ecken vy und v4 in H trennt. (Abb. 4.1.1)

U1

Us

U3
V4

Abb. 4.1.1. Zum Beweis des Fiinffarbensatzes

Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn der Kreis C' := vvy Pvgv
die Ecken vs und v4 in G trennt. Hierzu wiederum reicht es zu zeigen,
dass v und vy in verschiedenen Gebieten von C' liegen. Dazu wiéihlen
wir zundchst einen Punkt 2o € D N sy und einen Punkt x4 € D N sy,
beide ungleich v. Da in D \ (s; Usz) C R?2\ C jeder Punkt durch
einen Polygonzug mit zs oder mit x4 verbunden werden kann, miissen
29 und x4 (und damit auch vy und vy) in verschiedenen Gebieten von C
liegen: sonst wiirde D nur ein Gebiet von C treffen, im Widerspruch zu
Satz 3.1.1, nach dem jeder Punkt von C' zum Rand beider Gebiete von
C gehort.

Fird,j e {1,...,5} sei H; ; der von den mit ¢ und j geféirbten Ecken
induzierte Untergraph von H, also H;; := H[c ' ({i,j})]. Ist C; die
Komponente von H 3, die v; enthélt, so ist auch v3 € C1: anderenfalls
vertauschten wir an allen Ecken von C die Farben 1 und 3 und erhielten
so eine 5-Farbung von H, in der v; und w3 beide mit 3 gefarbt wéren;
wir kénnten dann v mit 1 fairben. H; 3 enthélt also einen v;—vs-Weg P,
der wie oben vs und vy in H trennt. Insbesondere liegen v3 und v4 dann
in verschiedenen Komponenten von Hs 4, denn PN Hy 4 = (. In einer
dieser Komponenten koénnen wir die Farben 2 und 4 vertauschen und
dann v mit der freigewordenen Farbe firben. O

Als Hintergrund zum Vier- und Fiinffarbensatz zitieren wir noch ein
bekanntes Resultat:

Satz 4.1.3. (Grotzsch 1959)
Jeder ebene Graph, der kein Dreieck enthélt, ist 3-farbbar.

Slyee-
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4.2 Eckenfarbungen

Wie bestimmen wir die chromatische Zahl eines Graphen? Wie finden
wir eine Eckenfirbung mit moglichst wenigen Farben? Wie verhélt sich
die chromatische Zahl des Graphen zu anderen Invarianten wie Durch-
schnittsgrad, Zusammenhang oder Taillenweite?

Unmittelbar aus der Definition der chromatischen Zahl ergibt sich
die folgende Abschétzung:

Proposition 4.2.1. Fiir jeden Graphen G mit m Kanten gilt
X(G) < 3+4/2m+ 7.

Beweis. Es sei ¢ eine Eckenfirbung von G mit k = x(G) Farben.
Dann hat G zwischen je zwei Farbklassen ¢~1(i) mindestens eine Kan-
te: anderenfalls konnten wir beide Klassen gleich farben. Damit gilt
m > +k(k—1); Auflésung dieser Ungleichung nach k ergibt die Behaup-
tung. O

Eine naheliegende Weise, einen Graphen G zu firben, ist der fol-
gende Greedy-Algorithmus: ausgehend von einer festen Eckenaufzihlung
v1,...,U, von G farbe die Ecken v; nacheinander jeweils mit der kleinst-
moglichen Farbe ¢(v;) € N, also mit der kleinsten Farbe, die kein Nachbar
v; von v; mit j < 4 bereits tréigt. Offenbar ist G so, selbst bei ungiinstiger
Eckenaufzahlung, stets mit A(G)+ 1 Farben firbbar. Ist G vollsténdig
oder ein Kreis ungerader Lange, so ist dies sogar bestmoglich.

Allgemein jedoch ist diese Abschitzung natiirlich zu grob: wenn
wir die Ecke v; fiarben, reicht bereits ein Vorrat von dgjy, ... v,](vi) + 1
Farben, da die Nachbarn v; von v; mit j > ¢ vom Algorithmus ja nicht
beriicksichtigt werden. Diese feinere Abschitzung wird dann besonders
gut, wenn v; in Gfvy, ..., v;] minimalen Grad hat. Dies ist aber ohne wei-
teres erreichbar: wir wihlen als v, eine Ecke mit minimalem Grad in G,
als v,_1 eine Ecke mit minimalem Grad in G — v,, und so weiter; mit
der sich ergebenden Eckennumerierung hat dann v; jeweils minimalen
Grad in Glvy,. .., v;].

Die kleinste natiirliche Zahl &, fiir die G eine Eckenaufzdhlung hat,
in der jede Ecke zu weniger als k fritheren Ecken benachbart ist, nennt
man die Reihenzahl col(G) von G. Unsere eben betrachtete Eckenauf-
zéhlung zeigt, dass stets col(G) < maxpce d(H)+1 gilt. Umgekehrt ist
fiir jedes H C G jedoch col(G) > col(H) und col(H) > §(H) + 1, da bei
jeder Eckenaufzéhlung von H die Anzahl der , fritheren“ Nachbarn der
letzten Ecke einfach deren Grad in H ist, also mindestens §(H). Wir
haben somit die folgende Abschétzung:
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Proposition 4.2.2. Fiir jeden Graphen G gilt

X(G) < col(G) =max{§(H) | HC G}+1.
(]

Korollar 4.2.3. Jeder Graph G hat einen Untergraphen vom Minimal-
grad > x(G) —1. O

Die Reihenzahl eines Graphen ist eng mit seiner Arborizitéit verkniipft;
vergleiche dazu die Bemerkung nach Satz 1.4.4.

Wir sahen eingangs, dass fiir jeden Graphen G die Abschitzung
X(G) < A(G) + 1 gilt, mit Gleichheit fiir vollstindige Graphen und
Kreise ungerader Lénge. Der folgende Satz zeigt, dass in allen anderen
Fillen die Abschitzung ein wenig verbessert werden kann:

Satz 4.2.4. (Brooks 1941)
Es sei G ein zusammenhéngender Graph. Ist G weder vollstéindig noch
ein Kreis ungerader Lénge, so gilt x(G) < A(G).

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |G|. Ist A(G) < 2, so ist G
ein Weg oder Kreis, und die Behauptung ist trivial. Es gelte daher
A := A(G) > 3, und die Behauptung sei wahr fiir Graphen kleinerer
Ordnung als |G|.

Es sei v € G eine beliebige Ecke und H := G —v. Dannist x(H) < A:
fiir jede Komponente H' von H gilt ndmlich nach Induktionsannahme
x(H") < A(H') < A, sofern H' nicht vollsténdig oder ein ungerader
Kreis ist; in jenem Fall ist jedoch x(H') = A(H')+1 < A, da jede Ecke
von H' maximalen Grad hat und eine solche Ecke in G zusitzlich zu v
benachbart ist. Es sei : V(H)—{1,...,A} eine A-Férbung von H.

Angenommen, x(G) > A. Dann gilt

¢(N(w)) =A11,...,A} (1)

(und insbesondere d(v) = A), da wir sonst ¢ zu einer A-Fiarbung von G
fortsetzen konnten. Es sei N(v) =: {vy,...,va} mit c(v;) = i fiir alle
i=1,..., A

Mit H; ; fiir ¢ # j bezeichnen wir den Untergraphen von H, den die
Ecken mit den Farben ¢ und j aufspannen.

Die Ecken v; und v; gehdren stets zur gleichen Komponente @)
Ci,j von Hi,j'

Vlyen

[6.3]
[7.2.1)
[7.2.3]
9.2.3]
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Anderenfalls kénnten wir in einer dieser Komponenten die Farben ¢ und j
vertauschen, so dass dann v; und v; gleich geférbt sind — im Widerspruch
zu (1).

C; ; ist stets ein v;—v; - Weg. (3)

Zum Beweis von (3) sei P ein v;—v;-Weg in C; ;. Wegen dg(v;) < A—1
hat v; keine zwei gleich gefirbten Nachbarn in H: anderenfalls kénnten
wir v; umfiirben, im Widerspruch zu (1). Der Nachbar von v; auf P ist
also sein einziger Nachbar in C; ;, und Entsprechendes gilt fiir v;. Ist nun
C; ; # P, so hat P eine innere Ecke mit drei gleich gefdrbten Nachbarn
in H; es sei u die erste solche Ecke auf P (Abb. 4.2.1). Wiederum kénnen
wir v umfirben; in der entstehenden Farbung ist Pu eine Komponente
von H; ;, im Widerspruch zu (2).

Vj

Abb. 4.2.1. Zum Beweis von (3) im Satz von Brooks

Fiir verschiedene 1, j, k treffen die Wege C; ; und C;, ein- (4)
ander nur in v;.

Ist némlich v; # u € C; ;N Cy i, so hat u zwei Nachbarn der Farbe j und
zwei der Farbe k, und wir kénnen w umféirben in eine Farbe ¢ ¢ {i, j, k}.
In dieser neuen Férbung liegen nach (3) dann v; und v; in verschiedenen
Komponenten von H; ;, im Widerspruch zu (2).

Der Beweis der Hauptaussage folgt nun leicht. Sind die Ecken
v1,...,UA paarweise benachbart, so hat jedes v; bereits A Nachbarn
in N(v)U{v}, und es folgt G = G[v,v1,...,va] = K21 Damit ist
G vollstiandig, und es ist nichts zu zeigen. Wir diirfen somit vive ¢ G
annehmen. Es sei u # ve der Nachbar von v; auf dem Weg C; 5. Dann
ist ¢(u) = 2. Wir tauschen nun die Farben 1 und 3 in C} 3 und nennen
die neue Férbung ¢’; weiter seien v] := vz und v} := vy, sowie v} := v;
fiir ¢ # 1,3. Da die Féarbung ¢ beliebig gewihlt war, gilt (1)—(4) analog
auch fiir ¢; es sei C] ; der durch ¢’ mit 7 und j geféirbte v;—v’-Weg. Als
Nachbar von vy = v liegt u in Cj 5, wegen ¢’(u) = c(u) = 2. Nach (4)
fiir ¢ wurde aber der Weg v;C} 2 nicht umgefarbt, und so gilt iiberdies
u € 01012 C Cf 5. Dies widerspricht (4) fiir ¢’. O
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Wie wir gesehen haben, hat ein Graph G hoher chromatischer Zahl
auch hohen Maximalgrad, mindestens x(G) — 1. Was sonst kénnen wir
iiber andere Invarianten oder die Struktur eines Graphen mit hoher
chromatischer Zahl sagen? Gibt es — wie im Satz von Kuratowski —
irgendwelche , kanonischen“ hochchromatischen Graphen, die in jedem
Graphen mit geniigend hoher chromatischer Zahl als Teilgraph auftreten
miissen?

Eine naheliegende mogliche Ursache fiir hohe chromatische Zahl,
sagen wir x(G) > k, ist das Vorhandensein eines K*-Teilgraphen. Dies
ist eine lokale Eigenschaft von G, die mit beliebigen Werten globaler
Invarianten wie € und k einhergehen kann. Die Annahme von x(G) > k
verrdt uns daher nichts {iber diese Invarianten fiir G selbst. Sie impliziert
jedoch die Existenz eines Teilgraphen, in dem diese Invarianten grof3 sind:
nach Korollar 4.2.3 enthiilt G einen Teilgraphen H mit 6(H) > k—1,
und mit Satz 0.4.3 daher auch einen Teilgraphen H' mit x(H') > [1k].

Doch das Auftreten irgendwelcher solcher Teilgraphen ist nicht dqui-
valent zu hohem x(G), nicht einmal in rein qualitativem Sinne: wie man
an vollstindig bipartiten Graphen sieht, kann keine Annahme hoher!
Werte fiir § oder & die chromatische Zahl hoher als 2 treiben, geschweige
denn beliebig hoch machen.

Die Gesamtheit aller Graphen mit Minimalgrad > k — 1 oder Zu-
sammenhang > [1k] kann also nicht die Rolle einer leicht beschreib-
baren ,, Kuratowskimenge*“ minimaler k-chromatischer Graphen spielen.
Vielleicht kann eine geeignete Teilklasse dies. Doch kann keine solche
Menge endlich sein. Der folgende grundlegende Satz von Erdés impli-
ziert ndmlich, dass es fiir kein & eine endliche Menge H von Graphen mit
chromatischer Zahl mindestens 3 gibt, so dass jeder Graph mit chroma-
tischer Zahl mindestens k einen Teilgraphen in H besitzt:

Satz 4.2.5. (Erdds 1959)
Fiir jedes k € N existiert ein Graph G mit Taillenweite g(G) > k und
chromatischer Zahl x(G) > k.

Satz 4.2.5 wurde zuerst nicht-konstruktiv unter Verwendung von
Zufallsgraphen bewiesen; diesen Beweis werden wir in Kapitel 9.2 ken-
nenlernen. Graphen hoher chromatischer Zahl und Taillenweite direkt
zu konstruieren ist nicht leicht; vgl. Ubung 24 fiir den einfachsten Fall.

Die Quintessenz des Satzes von Erdds ist, dass hohe chromatische
Zahl entgegen unserer Eingangsvermutung als rein globales Phdnomen
auftreten kann: Graphen hoher Taillenweite sehen ja lokal iiberall wie

1 Hoch im absoluten Sinne. In Kapitel 6 werden wir die Auswirkung von Kanten-
dichte untersuchen, die € auch relativ zur Ordnung des betrachteten Graphen grofl
werden lisst; das ist eine viel stidrkere Annahme.

[7.2.3]
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ein Baum aus, und sind insbesondere lokal iiberall 2-firbbar. Doch was
genau eine hohe chromatische Zahl als globales Phidnomen hervorrufen
kann, bleibt ein Réatsel.

Dennoch existiert ein einfaches — wenn auch nicht immer kurzes —
Verfahren, mit dem man jeden Graphen G mit x(G) > k schrittweise aus
vollstéindigen Graphen K* gewinnen kann. Zu jedem k € N definieren
wir dazu die Klasse der k-konstruierbaren Graphen rekursiv wie folgt:

(i) Jeder K* sei k-konstruierbar.

(ii) Ist G k-konstruierbar, und sind zwei Ecken «, y nicht benachbart,
so sei auch (G + xy)/zy k-konstruierbar.

(iii) Sind G; und G zwei k-konstruierbare Graphen mit |G; NG3| = 1,
sowie y; und yo Nachbarn in Gy bzw. G5 der Ecke x € G1 N G4, so
sei auch (G1UG2) —zy1 — 2y + y1y2 k-konstruierbar (Abb. 4.2.2).

1 Y2
. \/

a, 270" q, 6

x

k-
konstruierbar

Abb. 4.2.2. Die Hajds-Operation (iii)

Induktiv entlang der Rekursion sieht man sofort, dass alle k-konstru-
ierbaren Graphen — und damit auch deren Obergraphen — mindestens
k-chromatisch sind. In (ii) etwa definiert jede Féarbung von (G + zy)/zy
auch eine Fiarbung von G und benétigt daher, wie G nach Induktions-
annahme, mindestens k Farben. In (iii) hat in jeder Firbung des kon-
struierten Graphen mindestens eine der Ecken yi,y2 eine andere Farbe
als z, d.h. die Farbung induziert eine Farbung von G; oder von G5 und
benétigt daher mindestens k& Farben.

Bemerkenswert ist jedoch, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 4.2.6. (Hajds 1961)
Fiir k € N und einen Graphen G gilt genau dann x(G) > k, wenn G
einen k-konstruierbaren Teilgraphen hat.

Beweis. Es sel G ein Graph mit x(G) > k; wir zeigen, dass G einen
k-konstruierbaren Teilgraphen hat. Angenommen nicht; dann ist k& > 3.
Durch schrittweises Hinzufiigen neuer Kanten machen wir G zunéchst
kantenmaximal mit der Eigenschaft, dass keiner seiner Teilgraphen k-
konstruierbar ist. G ist dann nicht vollsténdig r-partit fiir irgendein 7:
wegen x(G) > k giilte sonst r > k, und G enthielte den k-konstruierbaren
Graphen K*.
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Da G nicht vollstdndig multipartit ist, ist Nichtbenachbartheit keine
Aquivalenzrelation auf V(G). Es gibt somit Ecken y1, z, y2 mit y12, zys ¢
E(G) aber y1y2 € E(G). Da G kantenmaximal ist ohne k-konstruierbaren
Teilgraphen, liegt jede der beiden Kanten zy; in einem k-konstruierbaren
Teilgraphen H; von G+ zy; (i = 1,2).

Es sei H) eine isomorphe Kopie von Hs, die  und Hy — H; enthiilt
und sonst zu G disjunkt ist; der Isomorphismus v — v’ von Hy nach H)
sei auf Hy N H) die Identitdt. Dann gilt Hy N H) = {z}, und nach (iii)
ist

H := (H\UHj) —zy1 — zy5 + Y195

k-konstruierbar. Wir identifizieren in H nun nacheinander jede Ecke
v' € H) — G mit ihrer Partnerecke v; da jeweils vv’ ¢ E(H) gilt, ist jede
solche Identifikation ein Konstruktionsschritt des Typs (ii). Am Ende
dieses Prozesses erhalten wir den Graphen

(HiUH3) —zy1 —zy2 +y1y2 € G

dies ist der gesuchte k-konstruierbare Teilgraph von G. (]

4.3 Kantenfarbungen

Fiir jeden Graphen G ist offenbar x'(G) > A(G). Fiir bipartite Graphen
gilt hier sogar Gleichheit:

Proposition 4.3.1. (Konig 1916)
Fiir jeden bipartiten Graphen G gilt X' (G) = A(G).

Beweis. Wir verwenden Induktion nach ||G||. Fir |G| = 0 ist die
Behauptung wahr. Es sei nun G mit |G|| > 1 gegeben, A := A(G), und
die Behauptung sei wahr fiir Graphen mit weniger Kanten. Wir wéhlen
eine Kante zy € G und eine Kantenfdrbung E(G — zy) — {1,...,A}.
Kanten der Farbe a bezeichnen wir als a-Kanten usw.

In G — xy haben z und y jeweils hochstens A — 1 inzidente Kanten.
Wir kénnen daher «, 5 € {1,..., A} finden, so dass z mit keiner o-Kante
inzidiert und y mit keiner S-Kante. Konnen wir iiberdies o = (8 wiéhlen,
so farben wir xy mit dieser Farbe und erhalten so unsere gewiinschte
A-Kantenfarbung von G.

Wir nehmen daher an, dass o # 3 ist und x mit einer g-Kante
inzidiert. Wir setzen diese Kante zu einem maximalen in x beginnenden
Kantenzug W fort, dessen Kanten abwechselnd mit 8 und « geférbt sind.
Da kein solcher Kantenzug eine Ecke zweimal enthalten kann (warum
nicht?), existiert W und ist ein Weg. Weiter ist y ¢ W: sonst wiirde

Y1, T, Y2

Hy, Hp
Hy

v’ etc.

[4.4.5]
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W in y mit einer a-Kante enden (nach Wahl von 8) und somit gerade
Lénge haben, d.h. W 4 zy wiire ein Kreis ungerader Linge in G (vgl.
Proposition 0.6.1). Wir firben nun alle Kanten in W um, indem wir
die Farben a und § auf W vertauschen. Nach Wahl von o und auf-
grund der Maximalitédt von W sind auch nach der Umférbung in ganz
G — xy keine gleichfarbigen Kanten benachbart. Wir haben somit eine
A-Kantenférbung von G — zy, in der weder & noch y mit einer 5-Kante
inzidiert. Indem wir xy mit § firben, kénnen wir diese Farbung zu einer
A-Kantenfarbung von G fortsetzen. O

Satz 4.3.2. (Vizing 1964)
Fiir jeden Graphen G gilt

Beweis. Wir zeigen die zweite Ungleichung mit Induktion nach ||G||.
Fiir |G| = 0 ist sie trivial. Zum Induktionsschritt sei G = (V, E) ge-
geben, A := A(G) > 0, und die Behauptung sei wahr fiir Graphen mit
weniger Kanten. Statt ,Kantenfirbung mit (A + 1) Farben“ sagen wir
im Folgenden kurz ,Farbung“. Eine mit einer Farbe a gefidrbte Kante
nennen wir wieder eine a-Kante.

Zu jeder Kante e € (G existiert nach Induktionsannahme eine
Farbung von G —e. Zu jeder Ecke v gibt es wegen d(v) < A dabei
eine Farbe 8 € {1,..., A+ 1}, die von keiner mit v inzidenten Kante ge-
tragen wird; wir sagen, diese Farbe (3 fehlt an v. Ist « eine weitere Farbe,
so existiert dann ein eindeutig bestimmter maximaler in v beginnender
Kantenzug (moglicherweise trivial), dessen Kanten abwechselnd mit «
und [ gefarbt sind. Dieser Kantenzug ist ein Weg, und wir nennen ihn
den o/ -Weg aus v.

Wir nehmen an, G habe keine Farbung. Dann gilt:

Ist zy € E und eine Farbung von G — xy gegeben, in der
die Farbe o an x und die Farbe 8 an y fehlt, so endet der (%)
a/B-Weg aus y in x.

Anderenfalls kénnten wir die Kanten des Weges umfiarben (durch Ver-
tauschung der Farben o und ) und xy mit « firben; wir hitten dann
eine Farbung von G, entgegen unserer Annahme.

Es sei zyg € G eine Kante; nach Induktionsannahme hat Gy :=
G — xyp eine Farbung cg. Es sei a eine darin an = fehlende Farbe. Weiter
sei Yo, Y1, ---, Y, €ine maximale mit y9 beginnende Folge verschiedener
Nachbarn von z in G, so dass in ¢ jeweils co(xy;) an y;—; fehlt (i =
1,...,k). Auf jedem der Graphen G; := G — zy; definieren wir eine
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Farbung ¢; durch

co(xyjy1) fir e = xy; mit j € {0,...,i—1}

ci(e) := { J _ J
cole) sonst;

beachte, dass in jeder dieser Farbungen die gleichen Farben an x fehlen

wie in c¢g.

Es sei nun ( eine in ¢y an y; fehlende Farbe. Natiirlich fehlt § dann
auch in ¢ an y;. Fehlte 8 auch an z, so kénnten wir ¢ zu einer Farbung
von ganz GG ergédnzen, indem wir xy; mit § farbten. Die Ecke x ist also
(in jedem ¢;) mit einer S-Kante inzident. Wegen der Maximalitéit von k
gibt es daher ein ¢ € {1,...,k— 1} mit co(zy;) = B.

Abb. 4.3.1. Der a/B-Weg P in Gy,

Es sei P der a/3-Weg aus yi in Gy (beziiglich c¢x; Abb. 4.3.1).
Nach (x) endet P in x — und zwar mit einer §-Kante, da a an x fehlt.
Wegen 8 = co(xy;) = cx(ay;—1) ist dies die Kante zy;—;. In ¢, und
somit auch in ¢;_1, fehlt 8 jedoch an y;_1; es sei P’ der a/3-Weg aus
yi—1 in G, (beziiglich ¢;_1). Da P’ eindeutig bestimmt ist, durchlduft
P’ zuerst y;_1 Pyy; beachte, dass die Kanten von Pz in c¢;_; genauso
gefarbt sind wie in cg. In ¢, und daher auch in ¢;_1, ist yi jedoch mit
keiner S-Kante inzident (nach Wahl von ). Somit endet P’ in y, im
Widerspruch zu (x). O

Der Satz von Vizing teilt die Graphen hinsichtlich ihres chroma-
tischen Indexes in zwei Klassen ein; Graphen G mit x'(G) = A(G)
bezeichnet man héufig als Graphen der Klasse 1, Graphen G mit
X' (G) = A(G) +1 als Graphen der Klasse 2.

Cq

Pl
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4.4 Listenfarbungen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Verallgemeinerung der bislang
besprochenen Farbungsprobleme. Gibt man zu jeder Ecke eines Graphen
G eine Liste speziell an dieser Ecke erlaubter Farben vor, so kann man
fragen, ob G eine Eckenfarbung mit Farben aus den jeweiligen Listen
besitzt. Analog kann man Kantenfirbungen aus vorgegebenen Listen
betrachten.

Ist formal zu G = (V, E) eine Familie (S, )y ev irgendwelcher Mengen
gegeben, so nennen wir eine Eckenfirbung ¢ von G mit c¢(v) € S, fiir
alle v € V eine Fiarbung aus den Listen S,. Der Graph G heifit k-
listenfdrbbar, wenn er aus Listen von je k Farben stets farbbar ist, wenn
also zu jeder Familie (S, ),cy mit |S,| = k fiir alle v eine Eckenférbung
aus den Listen S, existiert. Das kleinste k € N, fiir das G k-listenfarbbar
ist, ist die listenchromatische Zahl ch(G) von G.

Kantenfiarbungen aus Listen sind analog definiert. Das kleinste k,
fiir das G aus Listen von je k Farben stets kantenfarbbar ist, ist der
listenchromatische Index ch’(G) von Gj formal definieren wir einfach
ch’(G) := ch(L(Q)) iiber den Kantengraphen L(G) von G.

Zu zeigen, dass ein gegebener Graph k-listenfarbbar ist, ist im Prin-
zip schwerer als der Beweis seiner gewohnlichen k-Farbbarkeit: letztere
ist offenbar gerade der Spezialfall, dass alle Listen gleich sind. Entspre-
chendes gilt fiir Kantenfirbungen. Somit haben wir

ch(G) = x(G) wund ch'(G) > X'(G)

fiir alle Graphen G.

Trotz der obigen (linken) Ungleichung gelten die bekannten allge-
meinen oberen Schranken fiir die chromatische Zahl oftmals auch fiir
die listenchromatische Zahl. Beispiele hierfiir sind der Satz von Brooks
und Proposition 4.2.2; insbesondere enthalten also auch Graphen hoher
listenchromatischer Zahl stets Teilgraphen hohen Minimalgrads. Gleich-
wohl lassen sich leicht einzelne Graphen G finden, fiir die die Werte
ch(G) und x(G) auseinanderklaffen (Ubung); die angesprochene Uber-
tragbarkeit allgemeiner Schranken deutet somit nicht zuletzt darauf hin,
wie weit diese Schranken vom tatséchlichen Wert der chromatischen Zahl
abweichen konnen.

Dass die listenchromatische Zahl eine Invariante von grundsétzlich
anderem Charakter ist als die chromatische Zahl, zeigt der folgende Satz.
Wie bereits erwahnt, gibt es 2-chromatische Graphen mit beliebig hohem
Minimalgrad, etwa die Graphen K, ,. Die listenchromatische Zahl an-
dererseits lidsst sich durch hohe Vorgaben fiir Invarianten wie 4, € oder &
in die Hohe treiben:
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Satz 4.4.1. (Alon 1993)
Es existiert eine Funktion f:N — N, so dass ch(G) > k gilt fiir alle
Graphen G mit Durchschnittsgrad d(G) > f(k), fiir alle k € N.

Der Beweis von Satz 4.4.1 verwendet probabilistische Methoden, wie wir
sie in Kapitel 9 kennenlernen werden.

Obwohl Aussagen der Form ch(G) < k formal stirker sind als die
entsprechende Aussage x(G) < k, sind sie zuweilen leichter zu beweisen.
Ein hiibsches Beispiel hierfiir ist die Listenversion des Fiinffarbensatzes:
jeder plittbare Graph ist 5-listenfarbbar. Der Beweis hierfiir benutzt
weder den Fiinffarbensatz noch die in dessen Beweis entscheidend einge-
hende Eulersche Polyederformel (3.2.9); wir erhalten den Fiinffarbensatz
somit neu bewiesen als Korollar.

Satz 4.4.2. (Thomassen 1994)
Jeder ebene Graph ist 5-listenfarbbar.

Beweis. Wir werden die folgende Aussage fiir alle ebenen Graphen G
mit mindestens drei Ecken beweisen:

Ist jedes Innengebiet von G durch ein Dreieck und sein
AuBengebiet durch einen Kreis C = vy ...v,v, berandet,

ist v, bereits mit der Farbe 1 und vy mit der Farbe 2
gefdarbt, und ist zu jeder anderen Ecke von C eine Liste (+)
von mindestens 3 Farben und zu jeder Ecke von G — C eine

Liste von mindestens 5 Farben gegeben, so ist die Farbung

der Ecken vy, v9 aus den gegebenen Listen zu einer Farbung

von G erweiterbar.

Dass aus (*) in der Tat die Behauptung des Satzes folgt, sieht man
so. Es sei ein beliebiger ebener Graph gegeben, zusammen mit einer
Liste von 5 Farben fiir jede Ecke. Wir erweitern den Graphen durch
schrittweises Hinzufiigen ebener Kanten zu einem maximal ebenen Gra-
phen G. Nach Proposition 3.2.8 ist G ein ebener Dreiecksgraph; es sei
v1v9v3v1 der Rand seines Auflengebietes. Wir farben v; und wvo beliebig
(unterschiedlich) aus ihren Listen und setzen diese Farbung mit (x) zu
einer Fiarbung von ganz G aus den gegebenen Listen fort.

Wir beweisen jetzt die Aussage (x), mit Induktion nach |G|. Ist
|G| = 3, so ist G = C, und die Behauptung ist trivial. Wir nehmen
nun |G| > 4 an. Hat C eine Sehne vw, so liegt vw auf zwei eindeutig
bestimmten verschiedenen Kreisen C1,Cy C C + vw mit v1v9 € C7 und
v1ve ¢ Cy. Fiir i = 1,2 bezeichne G; den Untergraphen von G, der von
den Ecken aus C; und seinem Innengebiet induziert wird (Abb. 4.4.1).
Anwendung der Induktionsannahme, zunéchst auf G; und dann — mit

(3.2.8)
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U1

G

V2 =W

G2

Abb. 4.4.1. Induktionsschritt mit Sehne vw

den dadurch fiir v und w vorgegebenen Farben — auf G, ergibt eine
Féarbung von G wie gewiinscht.

Hat C' keine Sehne, so seien wy,uq,...,Um,vx—1 die Nachbarn
von vy in ihrer natiirlichen Reihenfolge (wie im ersten Beweis des
Finffarbensatzes); all diese Nachbarn w; liegen im Innengebiet von C
(Abb. 4.4.2). Da jedes Innengebiet von G durch ein Dreieck berandet ist,
ist P:=wjuy ... umvi—1 ein Weg in G, und C’ := PU(C — vy,) ein Kreis.

Abb. 4.4.2. Induktionsschritt ohne Sehne

Wir wihlen zwei verschiedene Farben j,¢ # 1 aus der Liste von vy,
und streichen diese Farben aus den Listen aller Ecken u;. Jede Liste
einer Ecke von C’ hat dann noch mindestens 3 Farben, und so kénnen
wir C’ samt den Ecken in seinem Innengebiet, also den Graphen G — vy,
nach Induktionsannahme farben. Mindestens eine der beiden Farben j, ¢
wird dabei nicht fiir vy_; verwendet, und mit dieser Farbe fiarben wir vy.

a

Der Trick des obigen Beweises liegt, wie nicht selten bei Indukti-
onsbeweisen, in einer fein ausbalancierten technischen Verschérfung der
zu beweisenden Aussage. Dabei hilft entscheidend die bei gew6hnlichen
Féarbungen nicht gegebene Moglichkeit, die Anzahl der fiir eine Ecke
zugelassenen Farben individuell auf diese Ecke zuzuschneiden, also von
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der Struktur des Graphen abhingig zu gestalten. Dies legt den Ge-
danken nahe, dass es auch bei ungelosten Farbungsproblemen zuweilen
vorteilhaft sein konnte, eine Aussage der Form ch(G) < k zu beweisen
statt der formal schwicheren Aussage x(G) < k. Leider gilt dies jedoch
nicht fiir das Vierfarbenproblem: pldttbare Graphen sind nicht generell
4-listenfirbbar.

Wie wir gesehen haben, kénnen die listenchromatische Zahl eines
Graphen und seine chromatische Zahl beliebig weit auseinanderklaffen.
Umso erstaunlicher ist es, dass fiir Kantenfarbungen kein entsprechendes
Beispiel bekannt ist. Es wird sogar vermutet, dass es keines gibt:

Listenfirbungsvermutung. Fiir jeden Graphen G gilt ch'(G) = x'(G).

Wir werden die Listenfarbungsvermutung fiir bipartite Graphen be-
weisen. Der Beweis verwendet als Hilfsmittel Orientierungen von Gra-
phen; siehe Kapitel 0.10. Ist D ein gerichteter Graph und v € V (D), so
bezeichne N7 (v) die Menge und d*(v) die Anzahl der Ecken w, fiir die
D eine von v nach w gerichtete Kante enthélt.

Um zu sehen, wie Orientierungen im Zusammenhang mit Farbungs-
problemen ins Spiel kommen, betrachten wir noch einmal den Greedy-
Algorithmus aus Abschnitt 4.2. Um den Algorithmus auf einen Graphen
G anzuwenden, miissen wir zunéchst eine Eckenaufzdhlung vy,..., v,
von G festlegen. Diese Aufziéhlung definiert dann eine Orientierung
von G: wir richten einfach jede Kante v;v; ,riickwérts“, also von v;
nach v; falls 4 > j ist. Wenn der Algorithmus nun eine Ecke v; farbt,
bertiicksichtigt er nur diejenigen Kanten an v;, die von v; fort gerichtet
sind: gilt d* (v) < k fiir alle Ecken v, so verwendet er hochstens k Farben.

Schreibt man dies formal umsténdlich als Induktionsbeweis nach &
auf, so ist fiir den Induktionsschritt entscheidend, dass jede nicht mit der
Farbe 1 gefiarbte Ecke eine gerichtete Kante in die erste Farbklasse U
schickt: in G — U gilt dann d*(v) < k—1 fiir alle Ecken v, und wir
konnen G — U nach Induktionsannahme mit den verbleibenden k — 1
Farben féarben.

Das folgende Lemma verallgemeinert diesen Ansatz auf Listenfarbun-
gen, sowie auf Orientierungen D von G, die nicht notwendig durch eine
Eckenaufzihlung definiert sind sondern auch gewisse gerichtete Kreise
enthalten diirfen. Dazu nennen wir eine unabhingige Eckenmenge U in
D einen Kern von D, wenn D zu jeder Ecke v € D — U eine v-U - Kante
enthilt, die von v nach U gerichtet ist. Beachte, dass fiir D # ) auch
ein Kern von D nie leer ist.

Lemma 4.4.3. Es sei H ein Graph und (Sy,),cv (g eine Familie von
Farblisten. Besitzt H eine Orientierung D mit d*(v) < |S,| fiir jede
Ecke v, so dass jeder Untergraph von D einen Kern hat, dann ist H aus
den Listen S, fiarbbar.

N*(v)
d*(v)

Kern



(1.1.4)
X,Y, E

k,c

136 4. Farbungen

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |H|. Fiir |H| = 0 ist () stets
eine geeignete Farbung. Zum Induktionsschritt sei nun |H| > 0. Es sei
« eine der in den Listen .S, vorkommenden Farben, und D eine Orien-
tierung von H mit den genannten Eigenschaften. Die Ecken v € H mit
«a € S, spannen in D einen nicht leeren Untergraphen D’ auf. Nach
Voraussetzung hat D’ einen Kern U; auch U ist nicht leer.

Wir fiarben jede Ecke aus U mit der Farbe o und entfernen a aus
den Listen S, der Ecken v € D' — U. Da jede dieser Ecken v eine
Kante nach U schickt, erfllt mit den so modifizierten Listen S, dann
auch der gerichtete Graph D — U die Bedingung d*(v) < |S}| fiir alle
Ecken v € D —U. Da D — U eine Orientierung von H — U ist, ist
H — U nach Induktionsannahme aus den modifizierten Listen firbbar.
Da keine dieser Listen mehr die Farbe o enthélt, ergédnzt diese Farbung
unsere Farbung U — {«a} zur gewiinschten Listenfirbung von H. O

In unserem Beweis der Listenfarbungsvermutung fiir bipartite Gra-
phen werden wir von der Variabilitdt der Listenldngen in Lemma 4.4.3
keinen Gebrauch machen. Dennoch ist sie auch hier entscheidend: fiir
feste Listenléngen ist der einfache Induktionsbeweis des Lemmas nicht
durchfiihrbar.

Satz 4.4.4. (Galvin 1995)
Fiir jeden bipartiten Graphen G gilt ch’'(G) = x'(G).

Beweis. Es sei {X,Y} die zu G gehorige Eckenpartition, und F seine
Kantenmenge. Wir sagen, dass zwei Kanten sich in X treffen, wenn sie
eine Ecke aus X gemeinsam haben; fiir Y formulieren wir entsprechend.
Es sei X'(G) =: k, und ¢: E—{1,...,k} eine Kantenfdrbung von G.
Wie immer gilt ch’(G) > k; wir beweisen ch’(G) < k. Wir zeigen
mit Lemma 4.4.3, dass der Kantengraph H von G k-listenfarbbar ist.
Dazu reicht es, eine Orientierung D von H zu finden mit d* (e) < k fiir
jede Ecke e von H, so dass jeder Untergraph von D einen Kern hat.
Zur Definition von D betrachten wir zwei benachbarte e,e’ € E, etwa
mit c¢(e) < c(e’). Treffen e und €’ sich in X, so richten wir die Kante
ee’ € H von € nach e. Treffen e und ¢’ sich in Y, so richten wir die

Abb. 4.4.3. Eine Orientierung des Kantengraphen von G



4.4 Listenfarbungen 137

Kante ee’ € H von e nach ¢’ (Abb. 4.4.3).

Wie grof} ist jetzt d(e) zu gegebenem e € E = V(D)? Ist etwa
c(e) = i, so trigt jedes ¢’ € NT(e), das e in X trifft, eine Farbe aus
{1,...,i—1}. Analog triigt jedes ¢’ € NT(e), das e in Y trifft, eine
Farbe aus {i +1,...,k}. Da zwei Nachbarn ¢’ von e, die e beide in
X oder beide in Y treffen, auch zueinander benachbart sind und somit
verschieden gefiirbt, gilt damit d¥(e) < k wie gewiinscht.

Es bleibt zu zeigen, dass jeder Untergraph D’ von D einen Kern
hat. Dies folgt sofort aus Satz 1.1.4 fiir G, wenn wir die Richtungen in
D als Préferenzlisten interpretieren: fiir jede Ecke v € X UY und zwei
mit v inzidente Kanten e,e’ € V(D’) schreiben wir e <, €', wenn die
Kante ee’ von H in D von e nach e’ gerichtet ist. Jede stabile Paarung
des Graphen (X UY,V(D")) ist dann ein Kern in D’. O

Zusammen mit Proposition 4.3.1 erhalten wir:

Korollar 4.4.5. Fiir jeden bipartiten Graphen G gilt ch’(G) = A(G).
O

4.5 Perfekte Graphen

Wie bereits in Abschnitt 4.2 angedeutet, kann eine hohe chromatische
Zahl als rein globales Phanomen auftreten: selbst wenn ein Graph G
hohe Taillenweite hat, lokal also iiberall wie ein Baum aussieht, kann
X(G) beliebig hoch sein. Umgekehrt stellt sich die Frage, wie Graphen
aussehen, in denen dieses globale Phénomen nirgends auftritt.

Um diese Frage zu prézisieren, brauchen wir zwei Bezeichnungen.
Mit a(G) bezeichnen wir die grofite Michtigkeit einer unabhingigen
Eckenmenge in G; dies ist die Stabilitdtszahl, oder Unabhdngigkeitszahl,
von G. Mit w(G) bezeichnen wir das gréfite n mit K" C G das ist die
Cliquenzahl von G. Offenbar ist a(G) = w(G) und w(G) = a(G).

FEin Graph G heifit perfekt, wenn jeder Untergraph H C G die chro-
matische Zahl x(H) = w(H) hat, wenn also die triviale untere Schran-
ke von w(H) Farben stets ausreicht, um die Ecken von H zu firben.
Wiihrend fiir einen beliebigen Graphen G der Nachweis einer Aussage
der Form x(G) > k, also der Nichtfiarbbarkeit mit einer gegebenen An-
zahl von Farben, schwierig werden kann, existiert somit bei perfekten
Graphen (und ihren Untergraphen) dafiir stets ein einfaches ,, Zertifikat“
in Form eines geeigneten K**! C G.

Die Klasse der perfekten Graphen hat auf den ersten Blick keine
besonders natiirliche Struktur: nach Definition ist sie zwar abgeschlos-
sen unter der Bildung von Untergraphen (wenn auch nur ,erzwungener-
maflen®), nicht aber unter allgemeiner Teilgraphenbildung oder Kanten-

D’

(4.3.1)

perfekt
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kontraktion (Beispiele?). Gleichwohl ist die Perfektion ein zentraler Be-
griff der Graphentheorie; die Tatsache, dass eine Reihe wichtiger Gra-
phenklassen — scheinbar zuféllig — perfekt sind, ist hierfiir nur ein ober-
fliichlich sichtbares Symptom.?

Was fiir Graphen sind also beispielsweise perfekt? Bipartite Gra-
phen etwa sind es, trivialerweise. Dass das Komplement eines bipartiten
Graphen stets perfekt ist, ist dquivalent zum Uberdeckungssatz 1.1.1
von Konig (Ubung 37). Sogenannte Vergleichbarkeitsgraphen sind per-
fekt, desgleichen Intervallgraphen (siehe Ubungen); beide Klassen von
Graphen treten in zahlreichen Anwendungen auf.

Wir betrachten hier beispielhaft nur eine Klasse perfekter Graphen,
die sogenannten chordalen Graphen. FEin Graph heifit chordal (oder
trianguliert), wenn er keinen induzierten Kreis der Linge > 4 enthilt,
wenn also jeder seiner Kreise der Linge > 4 eine Sehne hat. Um zu
zeigen, dass chordale Graphen perfekt sind, charakterisieren wir zunéchst
die Struktur dieser Graphen. Ist G ein Graph mit Untergraphen G1, G»
und S, so dass G = G1UG2 und S = G NGy ist, so sagen wir, G entstehe
aus G1 und Gy durch Zusammenkleben entlang S.

Proposition 4.5.1. Ein Graph ist genau dann chordal, wenn er rekursiv
durch Zusammenkleben entlang vollstdndiger Untergraphen konstruiert
werden kann, ausgehend von vollstindigen Graphen.

Beweis. Entsteht G aus zwei chordalen Graphen G, Go durch Zusam-
menkleben entlang eines vollstdndigen Graphen, so ist G offenbar selbst
chordal: jeder in G induzierte Kreis liegt ganz in G oder ganz in Gq
und hat deshalb keine Liange > 4. Da vollstdndige Graphen trivialerwei-
se chordal sind, sind es damit auch alle wie angegeben konstruierbaren
Graphen.

Umgekehrt sei G ein chordaler Graph. Wir zeigen mit Induktion
nach |G|, dass G wie angegeben konstruierbar ist. Ist G vollstdndig,
so ist dies trivial. Nun sei G nicht vollstdndig, insbesondere |G| > 1,
und jeder chordale Graph mit weniger als |G| Ecken sei wie angegeben
konstruierbar. Es seien a,b € G zwei nicht benachbarte Ecken, und X C
V(G) ~{a,b} ein minimaler a—b-Trenner. Weiter sei C' die Komponente
von G — X, die a enthélt, Gy := G[V(C)UX], und Gy := G—C. Dann
entsteht G aus Gy und G2 durch Zusammenkleben entlang S := G[X].

Da G1 und G» als Untergraphen von G chordal sind und somit nach
Induktionsannahme konstruierbar, reicht es zu zeigen, dass S vollstindig
ist. Angenommen, s,t € S seien zwei nicht benachbarte Ecken. Wegen

2 Die Klasse der perfekten Graphen hat Dualitdtseigenschaften, die tiefe Bezie-
hungen etwa zur Optimierung und Komplexitdtstheorie aufweisen und noch nicht
vollig verstanden sind. Satz 4.5.4 lédsst einen Hauch davon erahnen; mehr dazu findet
der interessierte Leser in dem in den Notizen zitierten einfithrenden Ubersichtsartikel
von Lovasz.
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Abb. 4.5.1. Mit G1 und G2 ist auch G chordal

der Minimalitdt von X = V(S) als a—b-Trenner haben s und ¢ beide
einen Nachbarn in C. In G; existiert somit ein X-Weg von s nach t;
es sei P; ein kiirzester solcher Weg. Analog enthélt G5 einen kiirzesten
X-Weg P, von s nach t. Damit ist P; U P> ein sehnenloser Kreis der
Lénge > 4 (Abb. 4.5.1), im Widerspruch zur Chordalitiat von G. O

Proposition 4.5.2. Jeder chordale Graph ist perfekt.

Beweis. Da vollsténdige Graphen perfekt sind, reicht es nach Propositi-
on 4.5.1, zu zeigen, dass ein durch Zusammenkleben perfekter Graphen
G1, G2 entlang eines vollstdndigen Graphen S entstandener Graph G
wiederum perfekt ist. Dazu sei H C G ein beliebiger Untergraph; wir
zeigen x(H) < w(H).

Es sei H; := HNG; fir i = 1,2 und T := HNS. Dann ist T
wiederum vollstdndig, und H entsteht aus H; und Hs durch Zusam-
menkleben entlang T'. Als Untergraph von G; ist H; jeweils mit w(H;)
Farben farbbar. Da T vollstindig ist und somit stets injektiv geférbt,
lassen sich zwei solche Farbungen (eine von H; und eine von Hs) stets
zu einer Fiarbung von H mit max {w(H1),w(H2)} < w(H) Farben zu-
sammensetzen, wenn notig durch Permutation der Farben in einer der
beiden Teilfarbungen. O

Nach Definition der Perfektion ist jeder Untergraph eines perfekten
Graphen wiederum perfekt. Die Eigenschaft der Perfektion ist daher
durch verbotene Untergraphen charakterisierbar: es existiert eine Men-
ge ‘H nicht perfekter Graphen mit der Eigenschaft, dass ein Graph genau
dann perfekt ist, wenn er keinen zu einem Element von H isomorphen
Untergraphen hat. (Wir kénnten etwa als H die Menge aller nicht per-
fekten Graphen mit Ecken in N wiihlen.)

Ein offensichtliches Ziel ist es nun, H moglichst klein zu halten.
Und in der Tat ist das moglich: H muss lediglich alle Kreise ungera-
der Linge > 5 enthalten (die offensichtlich nicht perfekt sind) und die
Komplemente solcher Kreise (die nach dem unten bewiesenen Satz 4.5.4
damit auch nicht perfekt sind). Dieses erst kiirzlich bewiesene Resultat

G1,G2, S
G, H

Hy, H2, T
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wiirde beriihmt als die starke Vermutung iiber perfekte Graphen von
Berge (1963); es ist eines der tiefsten Resultate der Graphentheorie.

Satz 4.5.3. (Chudnovsky, Robertson, Seymour & Thomas 2002)
Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn weder G noch G einen Kreis
ungerader Liange > 5 als Untergraphen enthélt.

Der Beweis dieses Satzes ist zu lang und technisch, als dass eine
hier mogliche Skizze der Tiefe des Satzes gerecht werden koénnte. Um
die perfekten Graphen dennoch ein wenig besser zu beleuchten, geben
wir stattdessen zwei direkte Beweise einer wichtigen Folge des Satzes,
die bis zu ihrem Beweis als Berges schwache Vermutung iiber perfekte
Graphen bekannt war:

Satz 4.5.4. (Lovész 1972)
Ein Graph ist genau dann perfekt, wenn sein Komplement es ist.

Dem Beweis des Satzes schicken wir ein einfaches Lemma voraus.
Es sei G ein Graph, x € G eine Ecke, und der Graph G’ entstehe aus
G durch Hinzufiigung einer neuen Ecke z’ und aller Kanten x’y mit
y € {x} U Ng(x). Wir sagen, G’ sei aus G durch Eckenerweiterung
entstanden (Abb. 4.5.2).

Abb. 4.5.2. Erweiterung der Ecke x

Lemma 4.5.5. Ist G perfekt, und G' aus G durch Eckenerweiterung
entstanden, so ist auch G’ perfekt.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |G|. Fiir |G| = 1 ist G’ = K?,
und K? ist perfekt. Zum Induktionsschritt sei nun G perfekt und nicht
trivial. Es sei x € G die durch 2’ € G’ erweiterte Ecke. Zum Beweis, dass
auch G’ perfekt ist, ist lediglich x(G’) < w(G’) zu zeigen: jeder echte
Untergraph H von G’ ist entweder isomorph zu einem Untergraphen
von G oder durch Eckenerweiterung aus einem echten Untergraphen von
G entstanden; in beiden Fallen ist H nach Voraussetzung und Indukti-
onsannahme perfekt und daher mit w(H) Farben férbbar.
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Es sel w(G) =: w; dann ist w(G’) € {w,w+1}. Ist W(G') = w+1,
so gilt
X(G) < x(G)+1=w+1=w(G)

und wir sind fertig. Es gelte also w(G’) = w. Dann liegt = in keinem
K“ C G: zusammen mit z’ ergiibe dieser sonst einen Kv*tlin G'. Wir
farben G nun mit w Farben. Da jeder K¥ C G die Farbklasse X von x
aber nicht z selbst trifft, gilt w(H) < w fiir H := G — (X \ {z}); siehe
Abb. 4.5.2. Da G perfekt ist, hat H eine Farbung mit w — 1 Farben. Mit
X ist aber auch die Menge (X \ {z})U{z'} = V(G’' — H) unabhéingig,
und so kénnen wir diese (w — 1)-Féarbung von H zu einer w-Farbung von
G’ ergiéinzen. Damit gilt x(G') < w = w(G’) wie gewiinscht. O

Beweis von Satz 4.5.4. Wir zeigen mit Induktion nach |G|, dass fiir
jeden perfekten Graphen G' = (V, E) auch G perfekt ist. Fiir |G| = 1 ist
dies klar; zum Induktionsschritt sei jetzt |G| > 2. Es sei K die Menge aller
Eckenmengen vollstindiger Teilgraphen von G. Weiter sei o(G) =: a,
und A bezeichne die Menge aller unabhingigen Eckenmengen A in G
mit |4| = «.

Jeder echte Untergraph von G ist als Komplement eines echten Un-
tergraphen von G nach Induktionsannahme perfekt; wir miissen zum
Nachweis der Perfektion von G also nur x(G) < w(G) (= «) nachweisen.
Wir zeigen dazu, dass es ein K € K gibt mit KN A # () fiir alle A € A;
dann gilt

wG-K)=0a(G-K) <a=uw(q),
und daher nach Induktionsannahme
X(G) < X(G-K)+1 =w(G-K)+1<w(G)

wie gewiinscht.

Nehmen wir also an, es gidbe kein solches K; zu jedem K € K
existiert dann ein Ax € A mit Ax NK = (). Wir ersetzen in G jede Ecke
2 durch einen vollstéindigen Graphen G, der Ordnung

k(z) = |{K e K|z e Ag }|

und verbinden fiir benachbarte xz,y € V jeweils alle Ecken aus G, mit
allen Ecken aus G,. Der entstandene Graph G’ hat dann die Eckenmenge
U.cv V(Gz), und zwei Ecken v € G, und w € G, sind in G’ genau
dann benachbart, wenn entweder x = y gilt oder z # y und zy € E.
Fir U := {2 € V | k(z) > 0} ist G’ isomorph zu einem aus G[U]
durch sukzessive Eckenerweiterung konstruierten Graphen. Da G[U] als
Untergraph von G perfekt ist, ist nach Lemma 4.5.5 auch G’ perfekt.
Insbesondere gilt also

X(G') < w(@). (1)
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Um (1) zum Widerspruch zu fithren, berechnen wir jetzt nachein-
ander w(G’) und x(G’). Nach Konstruktion von G’ hat jeder maximale
vollstédndige Teilgraph von G’ die Form G'[|J, . y G| fiir ein X € K. Fiir
ein geeignetes X € K gilt also

w(@) = k(z)

reX
{(z,K):zeX, Kek, ve Ak}

= > IXNAg|

KekK
< K[ =13 (2)

die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass | X N Ax| < 1 ist fiir
alle K (da Ax unabhingig ist und G[X] vollstdndig), und | X NAx| =0
(nach Wahl von Ayx). Andererseits gilt

G =) k(x)

rzeV
‘{(x,K):er, K e K, xeAKH

=) |Ax|

Kek
K| .

Da a(G’") < « ist nach Konstruktion von G’, gilt somit

i (<
XE) > > = 1K 3)

Aus (2) und (3) zusammen erhalten wir
X(G) = K] > K] =1 > w(@),
im Widerspruch zu (1). O

Beim ersten Lesen mutet der Beweis von Satz 4.5.4 vielleicht etwas
wie Zauberei an: er beginnt mit einem technischen Lemma {iber Ecke-
nerweiterungen, iibertrigt das Problem dann auf einen so erweiterten
Graphen G, brilliert dort ein wenig durch doppeltes Z#hlen — und ist
unversehens fertig. Ein zweiter Blick jedoch lohnt sich, und so wollen
wir mit dem Gesamtbeweis vor Augen noch einmal genauer hinschauen.

Zuniichst beginnt der Beweis ganz kanonisch, etwa bis zur Annahme,
dass es zu jedem K € K ein Ax € A gibt mit KN Ag = 0. Zum Beweis,
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dass dies der Perfektion von G widerspricht, wiirden wir jetzt gerne
weiter zeigen, dass der durch die Mengen Ak insgesamt aufgespannte
Untergraph G von G eine zu hohe chromatische Zahl hat, grofer als
seine Cliquenzahl.

Wie aber konnen wir zeigen, dass x(G) groff ist? Wie stets bei
Abschéitzungen der chromatischen Zahl nach unten bleibt uns nur, die
Ungleichung

(Y

- o |G|
x(G) = m >

2|

zu verwenden, statt der chromatischen Zahl von G also den Quotienten
|G|/a nach unten abzuschiitzen. In dem Spezialfall, dass die Mengen
Ag disjunkt sind, ist diese Schranke sogar scharf: dann gilt |G| = |K|-
und x(G) = |K|, mit den Mengen Ay als Farbklassen. Uberlappen die
Mengen Ag einander jedoch stark, so ist |G| bei gleichem « viel kleiner,
die Schranke schlechter.

Die Idee bei der Definition von G’ ist nun, die Mengen Ag ge-
wissermaflen kiinstlich disjunkt zu machen: liegt eine Ecke x in k ver-
schiedenen Ay, so ersetzen wir sie durch k Ecken, eine fiir jedes sie
enthaltende Agx. Es bleibt die Aufgabe, die so erweiterte Eckenmenge
von G derart mit Kanten auszustatten, dass der dadurch entstehende
Graph G’ wiederum perfekt ist, die Abschitzung seiner chromatischen
Zahl also zum gewiinschten Widerspruch fiithrt. Diese Aufgabe jedoch
fiihrt geradewegs zur Definition der Eckenerweiterung, und damit zum
Lemma 4.5.5.

Die folgende Charakterisierung von Perfektion, Satz 4.5.6, ist sym-
metrisch in G und G. Sie impliziert daher unmittelbar Satz 4.5.4, wofiir
wir auf diesem Wege einen zweiten Beweis erhalten.

Satz 4.5.6. (Lovész 1972)
Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn

|H| < a(H)-w(H) (%)

gilt fiir alle Untergraphen H C G.

Beweis. Wir schreiben V(G) =: {v1,...,v,}, sowie a := a(G) und
w = w(G). Die Notwendigkeit der Bedingung (x) ist unmittelbar klar:
wenn G perfekt ist, so kann jeder Untergraph H von G in hochstens
w(H) Farbklassen zerlegt werden, von denen jede héchstens a(H ) Ecken
enthalt.

Dass (*) auch hinreichend fiir Perfektion ist, zeigen wir mit Induk-
tion nach n = |G|. Dazu nehmen wir an, dass jeder Untergraph H von
G die Bedingung (x) erfiillt, aber G nicht perfekt ist.

Vi, M

a,w
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Nach Induktionsannahme ist jeder echte Untergraph von G perfekt.
Fiir jede nicht leere, unabhingige Eckenmenge U gilt dann

X(G-U)=w(G-U)=w. (1)

(Die erste Gleichheit folgt direkt aus der Perfektion von G — U. Bei der
zweiten ist ,,<“ klar, und x(G —U) < w wiirde x(G) < w implizieren,
womit G entgegen unserer unserer Annahme perfekt wiire.)

Wir wenden nun (1) auf eine einzelne Ecke u an und betrachten eine

w-Farbung von G —u. Es sei K die Eckenmenge eines beliebigen K¢
in G. Offenbar gilt:

Ist u ¢ K, so trifft K jede Farbklasse von G — u; (2)

Ist u € K, so trifft K genau eine Farbklasse von G — u nicht.  (3)

Es sei Ag = {u1,...,us} eine unabhingige Eckenmenge in G der
GroBle . Weiter seien Ap,..., A, die Farbklassen einer w-Férbung
von G — uy, sowie A,y1,...,As, die Farbklassen einer w-Féarbung
von G — ugy, usw. Insgesamt erhalten wir aw + 1 unabhingige Ecken-
mengen Ag, Ay, ..., Ay, in G. Fiir jedes ¢ = 0,. .., aw existiert nach (1)
ein K¢ C G — A;; dessen Eckenmenge bezeichnen wir mit K.

Die Eckenmenge K eines K* in G erfiillt nun stets

KnNA; =0 fiir genau eini € {0,...,aw}. (4)

Denn ist KN Ay = 0, so folgt KN A; # 0 fiir alle ¢ # 0 aus (2), nach
Definition der A4;. Ist KN Ay # 0, so gilt |[K N Ag| = 1, und damit
KNA; =0 fiir genau ein 4 # 0: nach (3) fiir die eindeutig bestimmte
Ecke u € KN Ap, und (2) fiir alle anderen Ecken u € Ay.

Es sei J die reelle (aw + 1) x (aw + 1) - Matrix mit Nullen in der
Hauptdiagonalen und sonst tiberall Einsen, und A = (a;;) die reelle
(aw 1) x n-Matrix mit a;; = 1 falls v; € A; und a;; = 0 sonst. Analog
sei B = (b;;) die reelle n x (aw + 1) Matrix mit b;; = 1 falls v; € K; und
bi; = 0 sonst. Nun gilt |4; N K;| = O fiir alle ¢ nach Wahl der K;, und
daher A; N K; # () und somit |A; N K;| = 1 fiir alle ¢ # j, nach (4).

Demnach gilt

AB = J.

Da J invertierbar ist, hat A den Rang aw + 1. Es folgt n > aw+ 1, was
(%) fiir H := G widerspricht. O
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Ubungen

1.7

10.

11.7

12.
13.F

Zeige, dass eine positive Losung des Vierfarbenproblems fiir Landkarten
(wie zu Beginn des Kapitels formuliert) in der Tat dquivalent ist zur
Aussage des Vierfarbensatzes (dass jeder ebene Graph 4-fiarbbar ist).

Zeige, dass es fiir das Vierfarbenproblem ausreicht, Landkarten ohne
(> 4) - Landerecks zu betrachten — also solche, bei denen jeder Punkt
auf dem Rand hochstens dreier Léander liegt.

Versuche, den Beweis des Fiinffarbensatzes in einen Beweis des Vier-
farbensatzes umzuwandeln, wie folgt. Definiere v und H wie gehabt,
nimm induktiv an, dass H eine 4-Farbung habe, und folge dann wieder
dem Beweis des Fiinffarbensatzes. Wo geht dies schief?

Leite die chromatische Zahl eines Graphen aus den chromatischen Zah-
len seiner Blocke her.

Zeige, dass jeder Graph G eine Eckenaufzdhlung hat, mit der der
Greedy-Algorithmus nur x(G) Farben benotigt.

Finde zu jedem n > 1 einen bipartiten Graphen mit 2n Ecken, fiir den
der Greedy-Algorithmus bei (un)geeigneter Eckenaufzéhlung n statt 2
Farben benétigt.

Betrachte das folgende Verfahren zur Eckenfarbung: finde zunéchst ei-
ne maximale unabhingige Eckenmenge und firbe diese mit der ersten
Farbe; finde dann im Restgraphen eine maximale unabhéngige Ecken-
menge und fiarbe diese mit der zweiten Farbe, usw. Vergleiche diesen
Algorithmus mit dem Greedy-Algorithmus aus dem Text: welcher ist
besser?

Zeige, dass die Schranke aus Proposition 4.2.2 fiir keinen Graphen
schlechter ist als die aus Proposition 4.2.1.

Beschranke die Reihenzahl nach unten durch eine Funktion des Durch-
schnittsgrads.

Finde eine Funktion f, so dass jeder Graph der Arborizitdt mindestens
f(k) eine Reihenzahl von mindestens &k hat, und eine Funktion g, so
dass jeder Graph der Reihenzahl mindestens g(k) eine Arborizitit von
mindestens k hat (fiir alle k& € N).

Ein k-chromatischer Graph G heifit kritisch k-chromatisch, wenn G —v
fiir jede Ecke v € G mit weniger als k Farben firbbar ist. Zeige, dass je-
der k-chromatische Graph einen kritisch k-chromatischen Untergraphen
hat, und dass der Minimalgrad jedes solchen Untergraphen mindestens
k — 1 betrégt.

Bestimme alle kritisch 3-chromatischen Graphen.

Zeige, dass jeder kritisch k-chromatische Graph (k — 1) - kantenzusam-
menhingend ist.
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14.

15.7

16.%

17.%

18.

19.7

20.

21.7

4. Farbungen

Finde zu jedem k € N eine Konstante ¢, > 0, so dass jeder Graph G
mit Unabhéngigkeitszahl a(G) < k und hinreichend vielen Ecken einen
Kreis der Lidnge mindestens ¢y |G| enthilt.

Finde einen Graphen G, fiir den der Satz von Brooks eine wesentlich
schlechtere Abschiitzung fiir x(G) ergibt als Proposition 4.2.2.

Fiihre den Satz von Brooks auf den Fall zuriick, dass G 2-zusammen-
hiangend und A(G) > 3 ist. Beweise diesen Fall dann anhand der
folgenden beiden Hilfsaussagen.

(i) Es seivi,...,v, eine Eckenaufzihlung von G. Hat jedes v; (i <
n) einen Nachbarn v; mit j > i, ist weiter vivn, vov, € E(G)
und v1v2 ¢ E(G), so benétigt der Greedy-Algorithmus héchstens
A(G) Farben.

(ii) Ist G nicht vollstdndig, und ist v, € G eine Ecke maximalen
Grades, so hat v, Nachbarn vy, v2 wie in (i).

Zeige die Gleichwertigkeit der folgenden Aussagen iiber Graphen G:
(i) x(G) < k;

(ii) G hat eine Orientierung, in der kein gerichteter Weg die Lénge
k hat;

(iii) G hat eine Orientierung wie in (ii), in der es auch keine gerich-
teten Kreise gibt.

Fiir einen Graphen G und k € N bezeichne Pg (k) die Anzahl der mogli-
chen Eckenfiirbungen V(G) — {1,...,k} von G. Zeige, dass Pg ein Po-
lynom in k vom Grad n := |G| ist, bei dem k™ den Koeffizienten 1 hat
und k"' den Koeffizienten —||G||. (Man nennt Pg das chromatische
Polynom von G).

(Tip: Induktion nach ||G||.)

Bestimme die Klasse aller Graphen G' mit Pg(k) = k (k — )™t (Wie
in der vorigen Ubung sei n := |G|, und Pg bezeichne das chromatische
Polynom von G.)

Ersetze in der Definition von ,k-konstruierbar Axiome (ii) und (iii)
durch

(ii)" Jeder Obergraph eines k-konstruierbaren Graphen sei k-kon-
struierbar;

(iii)" Sind x,y1,y2 verschiedene Ecken von G und y1y» € E(G), und
ist sowohl G + xy1 als auch G + xy2 k-konstruierbar, dann sei
auch G k-konstruierbar.

Zeige, dass beziiglich dieser neuen Definition ein Graph genau dann
k-konstruierbar ist, wenn seine chromatische Zahl mindestens k ist.

Eine n X n-Matrix mit Eintrigen aus {1,...,n} heit Lateinisches
Quadrat, wenn jedes i € {1,...,n} in jeder Spalte und jeder Zeile genau
einmal auftritt. Fiihre die Konstruktion Lateinischer Quadrate auf ein
Farbungsproblem zuriick.
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22.

23.
24.F

25.7
26.
27.7

28.

29.%

30.

31.

32.7

33.%

34.7

35.7
36.

37.

Zeige ohne Proposition 4.3.1, dass x'(G) = k gilt fiir jeden k-reguléiren
bipartiten Graphen G.

Beweise Proposition 4.3.1 aus der Aussage der vorigen Ubung.

Zeige, dass es zu jedem k € N einen k-chromatischen Graphen gibt, der
kein Dreieck enthélt.

Zeige ohne Satz 4.4.2, dass jeder ebene Graph 6-listenfarbbar ist.
Finde einen 2-farbbaren Graphen, der nicht 2-listenfarbbar ist.

Finde eine Funktion f:N — N mit ch’(G) < f(x'(G)) fiir alle Gra-
phen G.

Vergleiche die listenchromatische Zahl eines Graphen mit seiner Rei-
henzahl: welche ist grofler? Versuche, ohne Satz 4.4.1 zu benutzen, die
ihm entsprechende Aussage fiir die Reihenzahl zu zeigen.

Beweise ch(K3) = r.
(Tip: Induktion nach r.)

Die Totalfdrbungszahl X" (G) eines Graphen G = (V, E) ist die geringste
Anzahl von Farben, mit denen die Ecken und Kanten von G gleichzei-
tig so gefarbt werden konnen, dass je zwei benachbarte oder inzidente
Elemente von V U E verschiedene Farben tragen. Die Totalfdrbungs-
vermutung besagt, dass x”(G) < A(G)+ 2 sei. Finde eine in ch’ aus-
gedriickte obere Schranke fiir die Totalfarbungszahl, und benutze diese
Schranke, um eine Abschwiichung der Totalfirbungsvermutung aus der
Listenfarbungsvermutung abzuleiten.

Hat jeder orientierte Graph einen Kern? Wenn nicht, besitzt jeder
Graph eine Orientierung, in der jeder Untergraph einen Kern hat?
Wenn nicht, besitzt zumindest jeder Graph eine Orientierung, die selbst
einen Kern hat?

Beweise den Satz von Richardson, dass jeder gerichtete Graph ohne
gerichtete Kreise ungerader Lénge einen Kern besitzt.

Zeige, dass jeder bipartite plidttbare Graph 3-listenfarbbar ist.

(Tip: Verwende die vorige Ubung und Lemma 4.4.3.)

Zeige, dass Perfektion weder hinsichtlich des Léschens von Kanten noch
hinsichtlich der Kantenkontraktion abgeschlossen ist.

Leite Satz 4.5.6 aus Satz 4.5.3 her.

Es seien H; und Hsz zwei minimale Mengen nicht perfekter Graphen,
beide mit der Eigenschaft, dass ein Graph genau dann perfekt ist, wenn
er keinen Untergraphen in H; hat (¢ = 1,2). Enthalten H; und H2 bis
auf Isomorphie die gleichen Graphen?

Beweise mit Hilfe von Satz 1.1.1, dass das Komplement eines bipartiten
Graphen stets perfekt ist.
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38.

39.

40.

41.

42.F

43.

44.F

45.F

46.7

4. Farbungen

Finde — unter Benutzung der Resultate dieses Kapitels — einen ein-
zeiligen Beweis des folgenden Satzes von Konig: in jedem bipartiten
Graphen ohne isolierte Ecken ist die geringste Machtigkeit einer alle
Ecken treffenden Kantenmenge gleich der grofiten Méchtigkeit einer
unabhéngigen Eckenmenge.

Ein Graph G ist ein Vergleichbarkeitsgraph, wenn eine Halbordnung auf
V(G) existiert, in der genau die in G benachbarten Elemente vergleich-
bar sind. Zeige, dass jeder Vergleichbarkeitsgraph perfekt ist.

Ein Graph G = (V, E) heiit Intervallgraph, wenn es eine Menge { I, |
v € V } reeller Intervalle gibt, so dass genau dann I,, N I,, # 0 gilt, wenn
uv € E ist.

(i) Zeige, dass jeder Intervallgraph chordal ist.

(ii) Zeige, dass das Komplement eines Intervallgraphen stets ein Ver-
gleichbarkeitsgraph ist.

(Umgekehrt ist auch jeder chordale Graph, dessen Komplement ein Ver-
gleichbarkeitsgraph ist, ein Intervallgraph; dies ist ein Satz von Gilmore
und Hoffman (1964).)

Zeige, dass x(H) € {w(H),w(H) + 1} gilt fiir jeden Kantengraphen
H = L(G).

Charakterisiere die Graphen G, deren Kantengraphen perfekt sind.

Zeige, dass ein Graph G genau dann perfekt ist, wenn jeder nicht leere
Untergraph H von G eine unabhiingige Eckenmenge A mit w(H — A) <
w(H) enthélt.

Betrachte die Graphen G, fiir die bei jedem Untergraphen H C G jede
maximale unabhingige Eckenmenge von H jeden maximalen vollstdndi-
gen Teilgraphen von H trifft.

(i) Zeige, dass diese Graphen G perfekt sind.

(ii) Zeige, dass diese Graphen G genau die Graphen sind, die keinen
P3 als Untergraphen enthalten.

Zeige, dass man in jedem perfekten Graphen G eine Menge A un-
abhéngiger Eckenmengen und eine Menge O von Eckenmengen voll-
sténdiger Teilgraphen finden kann, so dass (JA = V(G) = O gilt
und jede Menge aus A jede Menge aus O trifft.

(Tip: Lemma 4.5.5.)

Es sei G ein perfekter Graph. Wie im Beweis von Satz 4.5.4 ersetze
jede Ecke x von G durch einen perfekten Graphen G ; die G, seien je-
doch nicht notwendig vollsténdig. Zeige, dass dennoch der entstehende
Graph G’ wiederum perfekt ist.
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Notizen

Das Standardwerk iiber Farbungsprobleme ist T.R. Jensen & B. Toft, Graph
Coloring Problems, Wiley 1995. Das Buch gibt nach einem kurzen Uberblick
iiber die wichtigsten bekannten Resultate und Forschungsrichtungen des Ge-
biets eine umfassende Darstellung mehr als 200 offener Farbungsprobleme.
Gewissermaflen im Voriibergehen, als Hintergrund zu den einzelnen Proble-
men, referiert es die gesamte gegenwirtige Farbungstheorie und verweist auf
die entsprechende Literatur. Die meisten der folgenden Bemerkungen sind bei
Jensen & Toft weiter ausgefiihrt; alle hier nicht gegebenen Quellenverweise
sind dort zu finden.

Das Vierfarbenproblem, ob die Lander einer Landkarte stets so mit vier
Farben geféirbt werden konnen, dass keine zwei Lander mit gemeinsamer Gren-
ze gleich gefirbt sind, war eine Frage, die ein gewisser Francis Guthrie 1852 sei-
nem Bruder Frederick stellte; dieser war damals Mathematikstudent in Cam-
bridge. Bekannt wurde das Problem durch einen Vortrag von Cayley an der
London Mathematical Society im Jahre 1878. Bereits im Jahr darauf gab
Kempe einen vermeintlichen Beweis, der 1890 von Heawood zum Fiinffarben-
satz korrigiert wurde. Im Jahre 1880 kiindigte Tait weitere Beweise an, die er
jedoch nie (erfolgreich) ausarbeitete; siche die Notizen zu Kapitel 8.

Der erste weitgehend akzeptierte Beweis des Vierfarbensatzes stammt von
Appel & Haken (1977). Der Beweis beruht auf Ideen, die bereits in der Arbeit
von Kempe angelegt sind und spéter von Birkhoff und Heesch wesentlich wei-
terentwickelt wurden. Zuné#chst wird gezeigt, dass jeder ebene Dreiecksgraph
eine von 1482 sogenannten ,,unvermeidbaren Konfigurationen* enthalten muss.
Im zweiten Schritt wird mit Hilfe eines Computers gezeigt, dass jede dieser
Konfigurationen ,reduzierbar* ist: jeder sie enthaltende ebene Dreiecksgraph
kann durch die Zusammensetzung von 4-Férbungen kleinerer ebener Dreiecks-
graphen ebenfalls 4-gefirbt werden. Nimmt man beide Schritte zusammen, so
folgt der Vierfarbensatz induktiv.

Auch der Beweis von Appel & Haken ist nicht ohne Kritik geblieben,
nicht nur wegen der Verwendung eines Computers. Eine Antwort auf solche
Kritik und eine Reihe von Korrekturen einzelner Fehler (durch Erweiterung
der Liste unvermeidbarer Konfigurationen) geben die Autoren in K. Appel &
W.Haken, Every Planar Map is Four Colorable, American Mathematical So-
ciety 1989, einer 741 Seiten starken Langfassung ihres Beweises. Einen wesent-
lich kiirzeren und einfacheren Beweis, der im Wesentlichen auf den gleichen
Ideen beruht (und auch einen Computer heranzieht) aber zumindest in seinem
schriftlichen Teil normal nachvollziehbar ist, geben N. Robertson, D. Sanders,
P.D. Seymour & R.Thomas, The four-colour theorem, J. Comb. Theory B 70
(1997).

Féarbungsprobleme auf Fldchen hoheren Geschlechts haben wir in die-
sem Kapitel gar nicht angesprochen. Gleichwohl bilden sie einen wesentlichen
und interessanten Teil der Farbungstheorie; siche B. Mohar & C. Thomassen,
Graphs on Surfaces, Johns Hopkins University Press 2001.

FEinen relativ kurzen Beweis des Satzes von Grotzsch gibt C. Thomassen,
A short list color proof of Grotzsch's theorem, J. Comb. Theory B 88 (2003),
189-192. Der in den Ubungen angedeutete kiirzere Beweis des Satzes von
Brooks, bei dem der Greedy-Algorithmus auf eine geschickte Eckenaufzahlung
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angewendet wird, stammt von Lovédsz (1973). Lovdsz (1968) begann auch
als erster, Graphen mit beliebig hoher Taillenweite und chromatischer Zahl zu
konstruieren — Graphen, deren Existenz Erdés zehn Jahre zuvor probabilistisch
bewiesen hatte.

A.Urquhart, The graph constructions of Hajés and Ore, J. Graph Theory
26 (1997), 211-215, zeigte, dass die Graphen mit chromatischer Zahl > k
nicht nur alle einen k-konstruierbaren Teilgraphen haben (wie im Satz von
Hajés), sondern sogar alle selbst k-konstruierbar sind.  Ansétze, eine hohe
chromatische Zahl mit algebraischen Mitteln nachzuweisen, wurden entwickelt
von Kleitman & Lovdsz (1982), von Alon & Tarsi (1992), und von Babson &
Kozlov (2004).

Listenfdrbungen wurden bereits 1976 von Vizing betrachtet. Er bewies
unter anderem die Listenversion des Satzes von Brooks; einen kiirzeren Be-
weis geben A.V.Kostochka, M. Stiebitz und B. Wirth, The colour theorems of
Brooks and Gallai extended, Discrete Math. 162 (1996) 299-303. Voigt (1993)
konstruierte einen ebenen Graphen mit 238 Ecken, der nicht 4-listenfarbbar
ist; Thomassens Listenversion des Fiinffarbensatzes ist somit bestmdoglich.

Sowohl die Listenfarbungsvermutung als auch Galvins Beweis des bipar-
titen Falls gelten allgemeiner fiir Multigraphen. Unser Beweis von Satz 4.4.4
folgt Galvins Originalarbeit; eine etwas kompaktere Fassung, in der die ge-
richteten Kantengraphen und ihre Kerne nicht explizit auftreten sondern in
das Hauptargument integriert sind, gibt Slivnik in Comb. Probab. Comput. 5
(1996), 91-94.

Einen Uberblick iiber Resultate, Techniken und offene Probleme aus dem
Bereich der Listenfirbungen gibt N. Alon, Restricted colorings of graphs, in
(K. Walker, Hrsg.): Surveys in Combinatorics, LMS Lecture Notes 187, Cam-
bridge University Press 1993. Dort findet sich auch ein Beweis von Satz 4.4.1.
Kahn (1994) zeigte, dass die Listenfirbungsvermutung asymptotisch richtig
ist: fiir jedes € > 0 gilt ch’(G) < (1+¢)A(G) fiir alle Graphen G mit hinrei-
chend grofiem A(G).

Die Totalfirbungsvermutung (Ubung 30) wurde um 1965 unabhingig von
Vizing und Behzad aufgestellt; siehe Jensen & Toft.

Eine leicht lesbare Einfithrung in perfekte Graphen samt Anwendungen
gibt M.C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Aca-
demic Press 1980. Eine umfassendere Behandlung gibt A.Schrijver, Combi-
natorial optimization, Springer 2003. Ubersichtsartikel zu unterschiedlichen
Aspekten perfekter Graphen finden sich in Perfect Graphs von J. Ramirez-
Alfonsin & B.Reed (eds.), Wiley 2001. Unser erster Beweis von Satz 4.5.4
folgt Lovdsz's Ubersichtsartikel in L.W. Beineke & R.J. Wilson (Hrsg.), Selec-
ted Topics in Graph Theory 2, Academic Press 1983. Unser zweiter Beweis,
der Beweis des Satzes 4.5.6, ist von G.S. Gasparian, Minimal imperfect gra-
phs: a simple approach, Combinatorica 16 (1996), 209-212. Satz 4.5.3 wurde
von Chudnovsky, Robertson, Seymour und Thomas bewiesen, The strong per-
fect graph theorem (erscheint in Ann. Math.). Chudnovsky, Cornuejols, Liu,
Seymour und Vuskovié, Recognizing Berge graphs, Combinatorica 25 (2005),
143-186, entwarfen einen Algorithmus mit Laufzeit O(n?), der den Inputgra-
phen auf die Existenz von ,Léchern“ (ungeraden Kreise der Linge > 5) und
»Antilschern® (Komplemente von Lochern) als Untergraphen testet, und nach
Satz 4.5.3 damit auf Perfektion.
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Stellen wir uns einen Graphen einmal als ein Netzwerk vor: durch seine
Kanten fliefle ein Strom irgendwelcher Art — Wasser, Elektrizitdt, Daten
oder Ahnliches. Wie kénnten wir dies genauer modellieren?

Wesentliche Eigenschaften eines solchen Flusses haben wir erfasst,
wenn wir zu jeder Kante e = xy wissen, wieviel Fluss durch diese Kante
flieft, und in welche Richtung: von x nach y oder umgekehrt. In unserem
Modell konnten wir diese Information so beschreiben: flieit durch e ein
Fluss der Stédrke k¥ € N von z nach y, so ordnen wir dem Eckenpaar
(z,y) die Zahl k zu; fliet durch e ein Fluss der Stéirke & umgekehrt von
y nach x, so ordnen wir (z,y) die Zahl —k zu. Ist f: V2 — Z eine solche
Zuordung, so gilt offenbar f(x,y) = —f(y,z) fiir je zwei benachbarte
Ecken z,y € G.

In dem zu modellierenden Netzwerk wird gew6hnlich nur an weni-
gen ausgezeichneten Knotenpunkten Strom entspringen oder versickern:
aus jedem anderen Punkt fliefit gerade so viel Strom heraus wie in ihn
hineinflieft. Was bedeutet dies fiir unser Modell? Es bedeutet, dass f
an den meisten Ecken x der Kirchhoffschen Regel

Z f(-r7y):0

yeN(z)
geniigt.

Jede Abbildung f:V? — Z mit den genannten beiden Eigenschaf-
ten werden wir als Fluss auf G bezeichnen; die Gruppe Z werden wir
dabei gelegentlich durch andere Gruppen ersetzen, und statt schlich-
ter Graphen werden wir allgemeiner Multigraphen betrachten.! Wie
wir sehen werden, ist die Theorie solcher Fliisse nicht nur in der offen-
sichtlichen Weise auf echte Fliisse anwendbar: sie fiigt sich iiberdies so

1 Sétze, deren Beweise auf Aussagen aus fritheren Kapiteln zuriickgreifen, werden
wir nur fiir schlichte Graphen formulieren. Gleichwohl gelten auch diese Aussagen
sinngeméf fiir Multigraphen.

Kirchhoft-
Regel
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nahtlos in den Gesamtrahmen der Graphentheorie ein, dass sich ganz
erstaunliche Beziehungen zu anderen Fragen ergeben — insbesondere zu
Zusammenhangs- und Farbungsproblemen.

5.1 Fliisse und Rundfliisse

Im Zusammenhang mit Fliissen werden wir von den ,,Richtungen® einer
Kante sprechen miissen. Da in einem Multigraphen G = (V, E) eine
Kante e = xy durch x und y nicht mehr eindeutig bestimmt ist, reicht
dazu die Festlegung eines der Paare (z,y) und (y, «) nicht mehr aus: wir
miissen e stets dazu nennen. Wir definieren daher Kantenrichtungen als
Tripel:

E:={(e,x,y) | ecE; z,ycV;e=umy}.

Jede Kante e = xy mit z # y hat damit die zwei Richtungen (e,x,y)
und (e,y,x); Schlingen e = zx haben nur eine Richtung, das Tripel
(e,z,x).2

Zu gegebenem € = (e, x,y) € E schreiben wir & := (e,y,x), und fiir
F - E setzen wir

F:={e|ecF}.

Beachte, dass E selbst symmetrisch ist, d.h. es gilt E=E.
Fiir X, Y C V (nicht notwendig disjunkt) schreiben wir

FX)Y):={(ez,y) e F|zeX;yeY;a#£y},

sowie F(z,Y) := F({z},Y) etc. Zur Abkiirzung setzen wir

F(z):= F(z,V) = F({z},{z}).

(Hier, wie auch spéter, bezeichnet X das Komplement V ~ X einer
Eckenmenge X C V.) Beachte, dass etwaige Schlingen an Ecken
2z € XNY in F(X,Y) und F(z) nicht enthalten sind.

Es sei H eine kommutative Halbgruppe.® Wir schreiben H additiv
und bezeichnen das neutrale Element von H mit 0. Fiir Eckenmengen

2 Beachte, dass G selbst weiterhin ein ungerichteter Multigraph ist: seine Kanten
sind nicht, wie bei gerichteten Graphen, bereits von vornherein auf eine Richtung
festgelegt. Diese Flexibilitdt ist wichtig und vereinfacht die Begriffsbildung erheblich.

3 Dieses Kapitel enthilt keinerlei Gruppentheorie. Die einzigen Halbgruppen, die
wir fiir H betrachten werden, sind die natiirlichen, ganzen und reellen Zahlen, die
zyklischen Gruppen Zj der ganzen Zahlen modulo k, und (einmal) die Kleinsche
Vierergruppe.
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X,Y C V (nicht notwendig disjunkt) und eine Abbildung fE—H
setzen wir
FxY) = Y f(e). (1)

geE(X,)Y)

Statt f({z},Y) schreiben wir wieder f(z,Y") etc.

Im Folgenden nehmen wir an, dass H sogar eine (abelsche) Gruppe
ist. Wir nennen f einen Rundfluss auf G mit Werten in H, oder kurz
einen H-Rundfluss, wenn f den folgenden beiden Bedingungen geniigt:

(F1) f(e,z,y) = —f(e,y,x) fir alle (e, x,y) € E mit x # y;
(F2) f(v,V)=0furalleveV.

Erfiillt f die Bedingung (F1), so gilt
f(X,X)=0
fiir jedes X C V. Erfiillt es (F2), so gilt

FXV) = f@, V) =0.
Damit folgt: e

Proposition 5.1.1. Ist f ein Rundfluss, so gilt f(X,X) = 0 fiir jede
Eckenmenge X C V.

Beweis. f(X,X) = f(X,V)-f(X,X)=0-0=0. O

Da Briicken alleine einen Schnitt bilden, haben nach Proposition
5.1.1 Rundfliisse auf Briicken den Wert null:

Korollar 5.1.2. Ist f ein Rundfluss und e = xy eine Briicke in G, so
gilt f(e,z,y) = 0. O

5.2 Netzwerke

In diesem Abschnitt geben wir eine exemplarische Einfithrung in die Art
von Netzwerktheorie, die sich als Beweistechnik bei Zusammenhangs-
und Paarungsproblemen als natiirlich und hilfreich erwiesen hat. Wir
beweisen dazu einen mittlerweile klassischen Satz dieser Theorie, das
sogenannte max-flow min-cut theorem von Ford und Fulkerson. Aus die-
sem Satz folgt bereits ohne Schwierigkeiten der Satz von Menger (siehe
Ubungen), eine der Grundlagen aller Zusammenhangsuntersuchungen.

F(X,Y)

f(=,Y)

Rundfluss

[5.3.1]
[5.5.2]
[5.6.1]
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Als Ausgangspunkt betrachten wir die Aufgabe, Fliisse zu modellie-
ren, die an einem Netzwerkknoten s entspringen und an einem anderen
Netzwerkknoten ¢ versickern. Jede Netzwerkleitung zwischen zwei be-
nachbarten Knoten habe eine gewisse Kapazitat, die die Stromstérke
durch diese Leitung beschrinkt. Wir interessieren uns dann fiir die ma-
ximale Stirke des Gesamtstroms von s nach ¢ durch das Netzwerk. Diese
h#ngt offenbar irgendwie von den zugrundegelegten Kapazitiaten ab — wie
genau, wollen wir herausfinden.

Es seien G = (V, F) ein Multigraph und s,t € V zwei fest gewihlte
verschiedene Ecken. Es sei ¢: E — N eine Abbildung; wir nennen c eine
Kapazititsfunktion auf G und das Tupel N := (G, s,t,c) ein Netzwerk.
Beachte, dass c¢ fiir die beiden Richtungen einer Kante unabhéingig defi-
niert ist: die ,Kapazitédt von e* hingt also von der betrachteten Durch-
flussrichtung ab.*

Wir nennen eine Abbildung f: E —R auf G einen Fluss in N , wenn
sie den folgenden Bedingungen geniigt (Abb. 5.2.1):

(Fl) f(eaxay) = 7f(67y7x) fiir alle (E,x,y) € E mit z 7é Y;
(F2") f(v,V) =0 fiir alle v € V \ {s,t};
(F3) f(€) < (@) fiir alle € ¢ E.

Wir nennen f ganzzahlig, wenn alle Werte von f in Z liegen.

2

Abb. 5.2.1. Ein Fluss der Stiarke 3; die angegebenen Flusswerte
gelten in Pfeilrichtung

Im Folgenden sei f ein Fluss in N. Ist S C V mit s € Sund ¢ € S,
so bezeichnen wir das Paar (S,S) als Schnitt in N. Die Zahl ¢(S, S),
definiert unter (1) in Abschnitt 5.1, ist Kapazitdt dieses Schnittes.

Da f statt (F2) jetzt nur (F2') erfiillen muss, ist f(X,X) im Ge-
gensatz zu Proposition 5.1.1 nicht mehr fiir alle Eckenmengen X C V
null. Fiir Schnitte ist dieser Wert jedoch stets gleich:

Proposition 5.2.1. Fiir jeden Schnitt (S, S) in N gilt f(S,S) = f(s,V).

4 Schlingen bilden mal wieder eine Ausnahme, wenn auch keine interessante.
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Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 5.1.1 gilt:

f(8,8) = f(S,V)~ f(S,5)
= f(s,V)+ > f(v,V) =0

veS~{s}
:/)f(s,V). O

Den fiir alle Schnitte gleichen Wert f(S,S) aus Proposition 5.2.1
nennen wir die Stdrke von f und bezeichnen ihn mit |f[;5 siche Abb.
5.2.1. Da f der Bedingung (F3) geniigt, gilt

fiir jeden Schnitt (S,S) in N; die groBtmogliche Stirke eines Flusses in
N ist also hochstens so gro wie die kleinste Kapazitit eines Schnittes
in N. Das folgende maz-flow min-cut theorem besagt, dass stets ein
Fluss existiert, dessen Stirke diese obere Schranke annimmt:

Satz 5.2.2. (Ford & Fulkerson 1956)
In jedem Netzwerk ist die grofite Stéarke eines Flusses gleich der kleinsten
Kapazitét eines Schnittes.

Beweis. Es sei N = (G, s,t, ¢) ein beliebiges Netzwerk, mit G =: (V, E).
Wir werden eine Folge fo, f1, f2, . . . ganzzahliger Fliisse in N von streng
wachsender Stérke definieren, also mit

|f0| < |f1| < |f2‘ < ...

Da mit einem Fluss auch seine Stédrke ganzzahlig ist, gilt dann jeweils
| frs1l = |fn] +1. Daiiberdies die Stérke aller Fliisse in N durch die Ka-
pazitét eines jeden Schnittes nach oben beschréankt ist, wird unsere Folge
mit einem Fluss f,, abbrechen. Wir werden dazu dann einen Schnitt
der Kapazitiit ¢, = |f,| finden; da trivialerweise in N jede Flussstirke
nach oben durch ¢, und jede Schnittkapazitit nach unten durch |f,|
beschrankt ist, ist f,, damit ein Fluss grofiter Stiarke und c¢,, eine kleinste
Schnittkapazitit, und die Behauptung folgt.

Als fo wiihlen wir den Nullfluss, setzen also fo(€) := 0 fiir alle € € E.
Ist fiir ein n € N bereits ein Fluss f,, ganzzahliger Stéirke in N definiert,
so bezeichne S;, die Menge aller Ecken v, fiir die G einen s—v - Kantenzug
To€g - .. €ep_1Xp Mit

fnlei) < c(éi)

fiir alle ¢ < ¢ enthiilt; hier sei €; := (e;, z;, T;11), und natiirlich zg = s
und x, = v.

5 Formal kann | | also durchaus negativ sein. Durch Vertauschung der Rollen von
sund t in N lisst sich das Vorzeichen von |f| jedoch nach Geschmack dndern.

Flussstérke

£l
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Ist t € Sy, so sel W = zgeq...ep_12¢ der entsprechende s—t - Kan-
tenzug, oBdA ohne Eckenwiederholung, und

e:=min{c(e)— fol&) | i < l}.

Offenbar ist € > 0, und da f,, (wie ¢) nach Annahme ganzzahlig ist, ist
e € N. Wir setzen

fu(€)+e fire=e¢, i=0,...,0—1;

e
fnr1:€— < fo(@)—e fire=¢, i=0,...,0—1;
fn(€) fiir e ¢ W.

Anschaulich entsteht f,4+1 aus f,, indem wir einen zuséitzlichen Fluss
der Stéarke e entlang W von s nach ¢ schicken.

1

Abb. 5.2.2. Ein Kantenzug W mit ¢ = 2 bei konstanter Kapa-
zitdtsfunktion ¢ = 3

Offenbar ist f,,4+1 wieder ein ganzzahliger Fluss in N. Zur Bestim-
mung von |fn,41| betrachten wir den Wert |fn11| = fori(s,V). Da W
die Ecke s nur einmal enthilt, ist ej das einzige Tripel (e, z,y) mit x = s
und y € V, dessen Wert gedndert wurde. Dieser Wert, und somit der
von fp41(s, V), wurde erhdht. Es gilt also |fny1| > |fn| Wie erwiinscht.

Ist t ¢ S, soist (S,,S,) ein Schnitt in N. Nach (F3) fiir f, und
Definition von S, gilt

fn(€) = c(€)
fiir alle € € E(S,, S,). Damit gilt

wie gewiinscht. (]

Da der im Beweis von Satz 5.2.2 konstruierte Fluss ganzzahlig ist,
haben wir die folgende Aussage mitbewiesen:

Korollar 5.2.3. In jedem Netzwerk (mit ganzzahliger Kapazitéitsfunk-
tion) gibt es einen Fluss maximaler Stérke, der ganzzahlig ist. O
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5.3 Gruppenwertige Fliisse

Es sei G = (V, E) ein Multigraph und H eine abelsche Gruppe. Sind f
und g zwei H-Rundfliisse, so sind offenbar auch f+g:€ — f(€)+g(€)
und —f: € — —f(€) zwei H-Rundfliissse. Die H-Rundfliisse auf G bilden
also selbst in natiirlicher Weise eine Gruppe.

Eine Abbildung f: E — H ist nirgends null, wenn f(€) # 0 gilt
fiir alle € € E. Einen H-Rundfluss, der nirgends null ist, nennen wir
einen H-Fluss. Beachte, dass die Menge der H-Fliisse auf G nicht unter
Addition abgeschlossen ist: zwei H-Fliisse konnen sich auf einer Kante €
zu null addieren, und ihre Summe ist dann kein H-Fluss mehr. Existiert
auf G ein H-Fluss, so hat G nach Korollar 5.1.2 keine Briicke.

Fiir endliche Gruppen H héngt die Anzahl der H-Fliisse auf G, und
insbesondere ihre Existenz, iiberraschenderweise nur von der Méachtigkeit
von H ab, nicht von H selbst:

Satz 5.3.1. (Tutte 1954)

Zu jedem Multigraphen G existiert ein Polynom P mit der Eigenschaft,
dass fiir jede endliche abelsche Gruppe H die Anzahl der H-Fliisse auf
G gleich P(|H| —1) ist.

Beweis. Es sei G =: (V, E); wir verwenden Induktion nach m := |E|.
Wir nehmen zun#chst an, dass alle Kanten von G Schlingen sind. Ist
H eine beliebige abelsche Gruppe, so ist jede Abbildung E — H ~ {0}
cin H-Fluss auf G. Da |E| = |E| ist, wenn alle Kanten Schlingen sind,
gibt es (JH| —1)™ solche Abbildungen, und P := z™ ist das gesuchte
Polynom.

Es gebe nun eine Kante eg = xy € E mit x # y; es sei ¢j := (eg, z,y)
und E’ := E \ {eg}. Wir betrachten die Multigraphen

G1:=G—ey und Gs:=G/eg.

Nach Induktionsannahme gibt es fiir ¢ = 1,2 jeweils ein Polynom F;,
so dass fur jede endliche abelsche Gruppe H und k = k(H) := |H| -1
die Anzahl der H-Fliisse auf G; gleich P;(k) ist. Wir werden zeigen,
dass fiir jedes H die Anzahl der H-Fliisse auf G gleich Py (k) — Py (k) ist;
insgesamt ist dann P := P, — P; das gesuchte Polynom.

Im Folgenden sei also H fest gegeben. Wir bezeichnen die Menge
aller H-Fliisse auf G mit F', wollen also

|F| = Py(k) — Pr(k) (1)

zeigen. Die H-Fliisse auf G; sind nun genau die Einschrankungen auf E
derjenigen H-Rundfliisse auf G, die auf eg null sind aber sonst nirgends.
Bezeichnen wir die Menge dieser Rundfliisse auf G mit F}, so gilt damit

Pi(k) = |F.

G = (V,E)
f+g
~f

nirgends
null

H-Fluss

(5.1.1)

ey = zy
El

Py, P
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Analog wollen wir jetzt zeigen, dass die H-Fliisse auf Go bijektiv den-
jenigen H-Rundfliissen auf G entsprechen, die nirgends null sind aufler
moglicherweise auf eg. Bezeichnen wir die Menge dieser Rundfliisse auf G
mit Fy, so gilt dann

PQ(k) = |F2‘7

und F ist die disjunkte Vereinigung von F; und F. Damit wird (1) und
der Satz bewiesen sein.

In Go sei vy := v, die aus ey kontrahierte Ecke (Abb. 5.3.1; siche
Kapitel 0.10). Wir suchen eine Bijektion f — ¢ zwischen F5 und der
Menge der H-Fliisse auf Go. Dazu definieren wir g als die Einschrinkung
von f auf E'~ ﬁ(y, x). (Da die 2—y-Kanten e € E’ in G5 zu Schlingen
werden, haben sie dort nur die eine Richtung (e, vg,vg), und deren g-
Wert legen wir als f(e,z,y) fest.) Damit ist g in der Tat ein H-Fluss
auf G; die Kirchhoff-Regel (F2) in vg gilt nach Proposition 5.1.1 fiir G
mit X := {z,y}.

E'(z,y)
z €0 Y 7 o
G G»

Abb. 5.3.1. Kontraktion der Kante eg

Es bleibt zu zeigen, dass diese Abbildung f +— g eine Bijektion ist.
Wollen wir zu einem gegebenen H-Fluss g auf Gs ein f € F, finden
mit f — g, so liegt f(€) fir alle € € E' < ﬁ(y,x) bereits fest, als
f(e@) = g(€); durch (F1) ist dann auch f(€) = —f(e) fir alle € €
E' (y, ) bestimmt. Unsere Abbildung f — g ist also genau dann bijektiv,
wenn wir zu gegebenem ¢ auch die verbleibenden Werte f(é3) und f(ép)
stets auf genau eine Weise so definieren kénnen, dass f in éj und ég die
Bedingung (F1) und in z und y die Bedingung (F2) erfiillt (und somit
ein Rundfluss aus Fy ist).

Nun liegt f(ep) bereits fest durch (F2) in = und die bereits bestimm-
ten Werte f(€) fiir Kanten e an x, und f(ép) liegt bereits fest durch (F2)
in y und die bereits bestimmten Werte f(€) fiir Kanten e an y. Denn

mit
h = Z f(@) (: Z g(e,vo,vo))

gkl (z,y) e €E'(z,y)

und V' := V ~{x,y} gilt (F2) fir f genau dann, wenn
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und
0= f(y,V) = f(éo) —h+ f(y, V')

gilt, d.h. wenn wir
fleo) = —f(@,V')=h und f(&) = —f(y,V')+h

setzen. Gliicklicherweise erfiillt f dann aber auch (F1) in eg, da

fleo) + f(éo) = —f(a, V) = f(y, V') = —g(v0, V') = 0
gilt wegen (F2) fiir g in vg. a
Das Polynom P aus Satz 5.3.1 nennt man das Flusspolynom von G.

Korollar 5.3.2. Sind H und H' zwei endliche abelsche Gruppen glei-
cher Méchtigkeit, so hat G genau dann einen H-Fluss, wenn G einen
H'-Fluss hat. O

Korollar 5.3.2 ist fiir die algebraische Flusstheorie von grundlegender
Bedeutung: es zeigt, dass etwaige Schwierigkeiten bei Existenzbeweisen
von H-Fliissen kaum gruppentheoretischer Natur sein werden. Anderer-
seits kann es durchaus hilfreich sein, wenn wir uns bei bekannter oder
zu zeigender Existenz eines H-Flusses die Gruppe aussuchen diirfen; ein
hiibsches Beispiel dafiir werden wir in Proposition 5.4.5 kennenlernen.

Es sei k > 1 eine natiirliche Zahl und G = (V, E)) ein Multigraph.
Einen Z-Fluss f auf G mit 0 < |f(€)| < k fiir alle € € E bezeichnet man
als k-Fluss. Jeder k-Fluss ist offenbar auch ein m-Fluss fiir alle m > k.
Zu gegebenem G stellt sich somit die Frage nach dem kleinsten k (falls
iiberhaupt eins existiert), fiir das G einen k-Fluss zuliisst. Wir nennen
dieses k die Flusszahl von G und bezeichnen es mit ¢(G); hat G keinerlei
k-Fluss, so setzen wir ¢(G) := oc.

Die Frage nach dem Wert von ¢(@G) fiir natiirlich auftretende Gra-
phen G fiihrt auf einige der tiefsten Probleme der Graphentheorie. Wir
verschieben die Behandlung dieser Frage auf die Abschnitte 5.4 und 5.6
und ordnen sie zunéchst in den weiteren Rahmen der H-Fliisse ein.

Zwischen k-Fliissen und Zj -Fliissen gibt es eine enge Beziehung.
Bezeichnet o) den kanonischen Homomorphismus i +— 7 von Z nach Zj,
so definiert jeder k-Fluss durch Komposition mit oy einen Zjy -Fluss. In-
teressanterweise gilt auch die Umkehrung: aus jedem Zj, -Fluss auf einem
Multigraphen ldsst sich ein k-Fluss auf ihm konstruieren. Angesichts von
Korollar 5.3.2 reduziert sich die allgemeine Frage nach der Existenz von
H-Fliissen damit ganz auf die Frage nach der Existenz von k-Fliissen.

Fluss-
polynom

[5.4.5]

k-Fluss

Flusszahl
©(G)

Ok
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Satz 5.3.3. (Tutte 1950)
Ein Multigraph hat genau dann einen k-Fluss, wenn er einen Zj, -Fluss
hat.

Beweis. Es sei g ein Zj -Fluss auf einem Multigraphen G = (V| E); wir
konstruieren einen k-Fluss f auf G. OBdA habe G keine Schlingen. Es
sei F die Menge aller Abbildungen f:E — Z, die (F1) erfiillen sowie
|f(€)| < k (fiir alle € € E) und o o f = g; beachte, dass mit g auch
jedes f € F nirgends null ist.

Wir zeigen zunéchst, dass F nicht leer ist. Da wir jedes g(€) € Z
als 7 mit |i| < k schreiben und dann f(€) := i setzen konnen, gibt
es sicher eine Abbildung f: E — Z mit |f(€)| < k fiir alle € € E und
opof = g. Fir jede Kante e € E bezeichnen wir nun eine ihrer beiden
Richtungen mit & und definieren f': E — Z vermoge [ (€) :== f(€) und
f'(€) :=—f(¢€) fiir jedes e € E. Damit erfiillt ' (F1) und hat seine Werte
im gewiinschten Bereich; zu zeigen ist, dass die Abbildungen oy o f’ und
g auch in den Gegenrichtungen e der Kanten e iibereinstimmen. Da oy
ein Homomorphismus ist, gilt jedoch

(or 0 f))(€) = on(=f(€)) = =(ono f)(€) = —g(€) = g(&);

es ist also f/ € F', d.h. F ist in der Tat nicht leer.

Unser Ziel ist es, ein f € F zu finden, das die Kirchhoff-Regel (F2)
erfiillt und somit ein k-Fluss ist. Wir wihlen dazu ein f € F', fiir das die
Summe

K(f):= Y |f(z,V)

zeV

aller Abweichungen von der Kirchhoff-Regel minimal ist. Wir werden
K(f) = 0 zeigen; offenbar gilt dann auch f(x,V) = 0 fiir jedes x, wie
gewiinscht.

Angenommen, K(f) # 0. Da f die Bedingung (F1) erfiillt, und
somit >y f(z,V) = f(V,V) = 0 ist, existiert dann eine Ecke x mit

flx,V)>0. (1)

Es sei X C V die Menge aller Ecken 2/, fiir die G einen Kantenzug
Zoeq...ep—1x¢ von x nach z’ enthilt mit f(e;, z;,x;41) > 0 fiir alle
i < ¢; weiter sei X' := X ~ {«}.

Wir zeigen zuniichst, dass X’ eine Ecke 2’ mit f(2’, V) < 0 enthélt.
Nach Definition von X gilt f(e,2’,y) < 0 fiir alle Kanten e = 2’y mit
2’ € X und y € X. Insbesondere gilt dies fiir 2’ = 2. Aus f(z,V) > 0
folgt somit f(z,X’) > 0. Wegen (F1) gilt dann f(X',z) < 0, und
iiberdies f(X’, X’) = 0. Somit ist

D@ V) = f(XLV) = XX+ f(X )+ f(X,X) <0,

z' e X’
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d.h. fiir mindestens ein ' € X’ gilt in der Tat
f@,v) <o. (2)

Wegen z’ € X gibt es einen Kantenzug W = zgeq...ep_12¢ von x
nach &’ mit f(e;, z;,x;41) > 0 fiir alle i < £. Wir modifizieren f nun
dadurch, dass wir zusétzlich einen Fluss der Stérke k riickwérts entlang
W schicken: wir definieren f': E — 7 durch

f(é))*k fir € = (ei,xi,xiﬂ), 1= 0,...,671;
flie— < f(e)+k fire=(e,rip1,2), i =0,...,0—1;
f(e fir e ¢ W.

Nach Wahl von W gilt |f/(€)| < k fiir alle € € E, d.h. mit f ist auch f’
in F.

Wie wirkt sich die Modifikation von f auf K aus? An allen inneren
Ecken v von W und auflerhalb von W bleibt die bisherige Abweichung
von der Kirchhoff-Regel erhalten: es gilt

', V)= f(v,V) fiirallev e V~{z,2'}. (3)
Fiir z und 2’ andererseits ist
(@, V)= f(z,V)—k und [f'(2/,V)= f(2',V)+Ek. (4)
Da g ein Zj -Fluss ist, also

O'k(f(-T,V)) = g(a:,V) =0c¢ Ly,
und

Uk(f(x/a V)) = g(xla V) =0¢ Ly,

sind f(z,V) und f(2/,V) Vielfache von k. Mit (1) und (2) ergibt dies
f(z,V) = kund f(2/,V) < —k. Damit folgt aus (4)

[f' (@, V)l < [f (2, V)] und  [f'(2", V)] < [f(2", V)]

Zusammen mit (3) folgt K(f’) < K(f), im Widerspruch zur Wahl von f.
Es gilt somit wie behauptet K(f) = 0, und f ist ein k-Fluss auf G.
O
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Da die Summe zweier Zj, -Rundfliisse stets wieder ein Zj, -Rundfluss
ist, sind Zj -Fliisse oft einfacher zu konstruieren — durch Summierung
geeigneter Teilflisse — als k-Fliisse. Bei der Entscheidung der Frage,
ob ein gegebener Graph einen k-Fluss hat, ist Satz 5.3.3 daher eine
wesentliche Hilfe. In den folgenden Abschnitten werden wir mehrere
Beispiele hierfiir kennenlernen.

Satz 5.3.3 sagt uns zwar, ob ein gegebener Multigraph einen k-
Fluss hat oder nicht (sofern wir den Wert seines Flusspolynoms an der
Stelle k — 1 kennen), doch sagt er nichts iiber die Anzahl solcher Fliisse.
Nach einem Satz von Kochol ist auch diese Anzahl ein Polynom in £,
dessen Werte nach oben und unten durch die entsprechenden Werte des
Flusspolynoms abgeschétzt werden kénnen.

5.4 k-Flisse fur kleine &

Trivialerweise hat ein Graph genau dann einen 1-Fluss (die leere Menge),
wenn er keine Kanten hat. In diesem Abschnitt stellen wir einige einfache
Beispiele von hinreichenden Bedingungen zusammen, unter denen ein
Graph einen 2-, 3- oder 4-Fluss hat. Weitere Beispiele finden sich in den
Ubungen.

Proposition 5.4.1. Ein Graph hat genau dann einen 2-Fluss, wenn all
seine Eckengrade gerade sind.

Beweis. Nach Satz 5.3.3 hat ein Graph G = (V, E) genau dann einen
2-Fluss, wenn er einen Zs -Fluss hat, d.h. wenn die konstante Abbildung
E — Zs mit Wert T der Kirchhoff-Regel (F2) geniigt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn alle Eckengrade in G gerade sind. O

Fiir den Rest dieses Kapitels nennen wir einen Graphen gerade, wenn
all seine Eckengrade gerade sind.

Proposition 5.4.2. FEin kubischer Graph hat genau dann einen 3-Fluss,
wenn er bipartit ist.

Beweis. Es sei G = (V, E) ein kubischer Graph. Wir nehmen zuerst
an, dass G einen 3-Fluss hat, und somit auch einen Zs-Fluss f. Ist
C =uxq...zoz0 ein Kreis in G, so ordnet f den Kanten e; = x;2;41 von C
(mit zg11 = xo) bei festem Durchlaufsinn abwechselnd die Werte 1 und
2 zu: wire f(e;_1,7i_1,7;) = f(e;,x;,v;y1) fiir irgendein i, so kénnte f
fiir keinen Wert # 0 der dritten Kante an z; dort der Bedingung (F2)
geniigen. Damit hat C' gerade Lénge, und G ist bipartit nach Proposition
0.6.1.

Umgekehrt sei G nun bipartit, mit Eckenpartition {X,Y}. Die Ab-
bildung E — Z3 definiert durch f(e,x,y) := 1 und f(e,y,x) := 2 fiir alle
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Kanten e = xy mit x € X und y € Y ist ein Z3-Fluss auf G. Nach Satz
5.3.3 hat G dann auch einen 3-Fluss. O

Welche Flusszahl haben die vollstéindigen Graphen K™? Fiir unge-
rades n > 1 gilt (K™) = 2 nach Proposition 5.4.1. Fiir n = 2 haben
wir (K™) = oo, und wie man leicht direkt zeigt (oder aus den Proposi-
tionen 5.4.2 und 5.4.5 folgert), ist ¢(K*) = 4. Interessanterweise ist K*
der einzige vollstindige Graph mit Flusszahl 4:

Proposition 5.4.3. Fiir alle geraden n > 4 gilt p(K™) = 3.

Beweis. Nach Proposition 5.4.1 ist ¢(K™) > 3 fiir gerade n; wir zeigen
mit Induktion nach n, dass jedes G = K™ mit geradem n > 4 einen
3-Fluss hat.

Zunéchst sei n = 6. Dann ist G die kantendisjunkte Vereinigung
dreier Graphen G, Ga, Gs, mit G1,Gs = K3 und G5 = K3 3. Nach
Proposition 5.4.1 haben G; und Gs jeweils einen 2-Fluss, und G5 hat
nach Proposition 5.4.2 einen 3-Fluss. Die Vereinigung dieser Fliisse ist
ein 3-Fluss auf G.

Es sei nun n > 6, und die Behauptung gelte fiir n — 2. Offenbar
ist G die kantendisjunkte Vereinigung eines K™~2 und eines Graphen
G' = (V/,E") mit G’ = K" 2% K?. Der K" 2 hat einen 3-Fluss nach
Induktionsannahme. Nach Satz 5.3.3 reicht es also, einen Zg-Fluss auf
G’ zu finden. Fiir jede Ecke z des K"=2 C G’ sei f, ein Zs-Fluss auf
dem Dreieck zzyz C G’, wobei e = xy die Kante des K? in G’ ist. Es
sei f: E' — 73 die Summe dieser Fliisse. Offenbar ist f nirgends null,
auBler moglicherweise in (e, z,y) und (e,y,x). Ist f(e,z,y) # 0, so ist f
der gesuchte Zs-Fluss auf G’. Ist f(e,x,y) = 0, so ist f+ f. (fiir ein
beliebiges z) ein Zs-Fluss auf G'. O

Proposition 5.4.4. Jeder 4-kantenzusammenhéingende Graph hat ei-
nen 4-Fluss.

Beweis. Es sei G ein 4-kantenzusammenhéngender Graph. Nach Korol-
lar 1.4.2 hat G zwei kantendisjunkte Spannbdume T;, i = 1,2. Fiir jede
Kante e ¢ T; sei C; . der e enthaltende Fundamentalkreis zu 7; und f; .
ein ,,Z4 -Fluss der Stiirke i um C; e herum*, genauer: ein Z,-Rundfluss
auf G mit Werten i und —i auf den Kanten von C; . und null sonst.

Es sei f := EE¢T1 fi,e. Da jedes e ¢ Ty auf nur einem Kreis Cl,e_’
liegt, némlich fiir ¢/ = e, nimmt f; auBerhalb von 77 nur die Werte 1
und —1 (= 3) an. Weiter sei

E:={eecBT)| fi(e) =0}

und fo :=>._p f2,e. Wie oben nimmt f, auf E nur den Wert 2 (= —2)
an. Als Summe von lauter Z4-Rundfliissen ist auch f := f; + f5 ein

(5.3.3)

(1.4.2)

fl,e:fQ,e

f1

f2
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Z4-Rundfluss auf G. Und iiberdies ist f nirgends null: auf Kanten aus
E ist f konstant 2, auf Kanten von T} — E ist f = f; (und damit nicht
null nach Wahl von E), und auf allen Kanten auerhalb von T ist f
entweder 1 oder 3. Somit ist f ein Z,-Fluss auf G, und die Behauptung
folgt mit Satz 5.3.3. g

Die folgende Proposition beschreibt die Graphen mit einem 4-Fluss
im Riickgriff auf diejenigen mit einem 2-Fluss.

Proposition 5.4.5.

(i) Ein Graph hat genau dann einen 4-Fluss, wenn er die Vereinigung
zweier gerader Teilgraphen ist.

(ii) Ein kubischer Graph hat genau dann einen 4-Fluss, wenn er 3-
kantenfadrbbar ist.

Beweis. Es sei Z3 die Kleinsche Vierergruppe in ihrer Darstellung als
direktes Produkt Zs X Zs mit komponentenweiser Addition. (Die Ele-
mente von Z3 sind also die Paare (a,b) mit a,b € Zs, und es gilt
(a,b) + (a/,b') = (a+d',b+V).) Nach Korollar 5.3.2 und Satz 5.3.3
hat ein Graph genau dann einen 4-Fluss, wenn er einen Z3 -Fluss hat.

(i) Die behauptete Aquivalenz folgt mit der Vorbemerkung direkt
aus Proposition 5.4.1.

(ii) Es sei G = (V, E) ein kubischer Graph. Wir nehmen zuerst
an, dass G einen ZZ-Fluss f hat und definieren eine Kantenfirbung
E —73~{0}. Wegen a = —a fiir alle a € Z2 gilt f(€) = f(é) fiir jedes
¢ € E; wir firben die Kante e mit dieser Farbe f(€). Triigen nun zwei
Kanten mit gemeinsamer Endecke v die gleiche Farbe, so summierten
sich die Werte von f auf diesen beiden Kanten zu 0, und die dritte mit
v inzidente Kante hétte nach (F2) den f-Wert 0. Dies widerspricht der
Annahme, dass f als Z3-Fluss nirgends null ist; unsere Kantenfirbung
von G ist also korrekt.

Da die drei Elemente von Z2 \ {0} sich zu 0 summieren, definiert
umgekehrt jede 3-Kantenfirbung c: E— Z3 \ {0} vermége f(€) = f(e) =
c(e) fiir alle € € E einen Z2 -Fluss auf G. O

Korollar 5.4.6. FEin kubischer 3-kantenfédrbbarer Graph hat keine
Briicke. g
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5.5 Fliisse und Féarbungen

In diesem Abschnitt zeigen wir einen ganz erstaunlichen Zusammenhang
zwischen Fliissen und Farbungen: jeder k-Eckenfirbung eines ebenen
Multigraphen entspricht ein k-Fluss auf seinem Dual, und umgekehrt.
Die Untersuchung von Rundfliissen auf nicht ebenen Multigraphen er-
weist sich damit als eine natiirliche Verallgemeinerung der bekannten
(Landkarten-) Farbungsprobleme in der Ebene.

Es seien G = (V, E) und G* = (V*, E*) duale ebene Multigraphen.
Der Einfachheit halber nehmen wir zunéchst an, dass G und G* weder
Briicken noch Schlingen haben® und nicht trivial sind. Fiir Kantenmen-
gen F' C FE schreiben wir

F*:={e*ceFE*|ecF}.

Da e — e* eine Bijektion von F nach E* ist, schreiben wir auch beliebig
gegebene Teilmengen von E* meist in der Form F* und sehen F' C F
als hierdurch mitdefiniert an.

Wie koénnen wir die in einem Rundfluss g auf G* enthaltene In-
formation mittels der Dualitdtsbeziehung zwischen G und G* auch fiir
G nutzbar machen? Unsere einfachste allgemeine Aussage {iber Rund-
fliisse ist Proposition 5.1.1: danach ist g(X,X) = 0 fiir alle X C V*.
Den minimalen Schnitten £*(X, X) in G* entsprechen nach Proposition
3.6.1 gerade die Kreise in G. Betrachten wir nun die Hintereinander-
ausfithrung f der Abbildungen e — e* und g und summieren f iiber
die Kanten eines beliebigen Kreises in G, so sollte dann auch hier das
Ergebnis null sein.

Natiirlich hat die Sache noch einen technischen Haken. Da g nicht
auf E* sondern auf E* definiert ist, ist auch f nicht wie oben definierbar:
zuvor miissen wir die Bijektion e +— e* zu einer Bijektion von E nach
E* verfeinern, jedem € € E also kanonisch eine der beiden Richtungen
von e* zuordnen. Dazu dient unser erstes Lemma. Danach zeigen wir
dann, dass f sich in der Tat entlang Kreisen von G zu null summiert.

Ist C' = vg...vp—1v0 ein Kreis mit Kanten e; = v;v;41 (und vg := vp),
SO nennen wir

C = {(es,vi,vi41) | i < £}

einen Kreis mit Drehsinn. Die Definition von C héngt natiirlich von der
Eckenaufzihlung von C' ab: jeder Kreis in G hat genau zwei Drehsinne.
Da umgekehrt jedoch C aus C rekonstruierbar ist, werden wir informell
auch dann iiber C sprechen, wenn formal nur C definiert wurde.

6 Wollten wir diese zulassen, so miissten wir im Folgenden auch ebenen Schlingen
zwel Richtungen geben. Dies ist natiirlich ohne weiteres moglich, vertragt sich aber
nicht so gut mit unserer Konvention, dass (abstrakte) Schlingen nur eine Richtung
haben.

G=(V,E)

F*

—

C

Kreis mit
Drehsinn
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Lemma 5.5.1. Es existiert eine Bijektion *: € — €* von E nach E*
mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Die e* zugrundeliegende Kante ist jeweils e*, d.h. €* ist eine der
beiden Richtungen e*, e* von e*.

(ii) Ist C C G ein Kreis, F := E(C), und X C V* so dass F* =
E*(X,X), dann existiert ein Drehsinn C von C mit {€* | € €
C}=E*(X,X).

Der Beweis von Lemma 5.5.1 ist nicht ganz trivial: er beruht auf
einer topologischen Eigenschaft der Ebene, ihrer sogenannten Orientier-
barkeit, und ist im Rahmen dieses Abschnitts nicht darstellbar. Gleich-
wohl ist die Aussage des Lemmas anschaulich einfach und plausibel.
Definieren wir némlich etwa fiir e = vw und e* = zy die Zuordnung
(e,v,w) — (e,v,w)* € {(e*,z,y),(e*, y,z)} stets dadurch, dass wir e
(und seine Endecken) in e* (und seine Endecken) durch eine Drehung im
Uhrzeigersinn iiberfithren (Abb. 5.5.1), so geniigt die Abbildung € +— €*
der Aussage des Lemmas.

Qy

Abb. 5.5.1. Gerichtete Kreis-Schnitt-Dualitét

I Fiir eine abelsche Gruppe H seien f: E — H und g: E* — H zwei
Abbildungen mit

f(e) = g(e”)

fiir alle € € E. Fiir F - E setzen wir

Q|

F(E) ete. FF) ==Y f(e).

geF

Lemma 5.5.2.
(i) Die Abbildung g erfiillt genau dann (F1), wenn f es tut.

(ii) Die Abbildung g ist genau dann ein Rundfluss auf G*, wenn f (F1)
erfiillt und f(C) = 0 gilt fiir jeden Kreis C' in G mit Drehsinn.
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Beweis. Aussage (i) folgt aus der Bijektivitit der Abbildung € — €*
und Lemma 5.5.1 (i).

Zur Vorwirtsrichtung der Aussage (ii) nehmen wir an, dass g ein
Rundfluss auf G* ist und betrachten einen Kreis C' C GG mit gegebenem
Drehsinn. Es sei F':= F(C). Nach Proposition 3.6.1 ist F* ein minimaler
Schnitt in G*, also F* = E*(X, X) fiir ein geeignetes X C V*. Nach
Definition von f und g, Lemma 5.5.1 (ii) und Proposition 5.1.1 ist

FC) = fe)= > g(d)=gX,X)=0

geC deE*(X,X)

fiir einen der beiden Drehsinne C von C. Wegen f(C) = — f(C) ist dann
auch der entsprechende Wert fiir unseren gegebenen Drehsinn von C' null.
Zur Riickrichtung reicht es wegen (i) zu zeigen, dass g der Bedingung
(F2) geniigt. Wir zeigen allgemeiner, dass g(X,X) = 0 gilt fiir jeden
Schnitt F* = E*(X, X) von G*. Mit Lemma 0.9.4 diirfen wir annehmen,
dass F™* ein Minimalschnitt von G* ist. Da G und G* zusammenhéingend
sind, ist F' die Kantenmenge eines Kreises C C G (Proposition 3.6.1).
Nach Lemma 5.5.1 (i) hat C' einen Drehsinn C mit {e* | € e C} =
E*(X,X). Nach Definition von f und g gilt damit g(X, X) = f(C) = 0.
O

Mit Hilfe von Lemma 5.5.2 kénnen wir nun unseren Dualitéitssatz
zwischen Farbungen und Fliissen ebener Graphen beweisen. Ist P =
v . . . vg ein Weg mit Kanten e; = v;v;41 (i < £), so setzen wir (abhiingig
von der genannten Eckenfolge von P)

—

P = {(67;,’1)1‘,’01'+1> | 7 < f}

und nennen P einen vy — vp - Weg. Wiederum ist durch P auch P im-
plizit gegeben.

Satz 5.5.3. (Tutte 1954)
Fiir jedes Paar dualer ebener Multigraphen G und G* gilt

X(G) = p(G").

Beweis. Es sei G =: (V,E) und G* =: (V*, E*). Fir |G| € {1,2} ist
die Behauptung leicht gepriift; wir nehmen |G| > 3 an und verwenden
Induktion nach der Anzahl der Briicken in G. Ist e € GG eine Briicke, so
ist e* eine Schlinge von G*, und G* — e* dual zu G/e. (Warum?) Nach
Induktionsannahme gilt daher

X(G) = x(G/e) = p(G" —¢") = p(G");

- o

vy — Uy -

Weg

(0.5.6)
V,E
Vv, E*
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bei der ersten und letzten Gleichheit geht ein, dass e wegen |G| > 3 nicht
die einzige Kante von G ist.

Es ist also nur der Induktionsanfang zu zeigen: wir nehmen an, dass
G keine Briicke hat. Hat G eine Schlinge, so hat G* eine Briicke, und
es gilt nach Konvention x(G) = oo = ¢(G*). Im Folgenden sei G daher
auch schlingenlos. Damit ist x(G) endlich; wir zeigen fiir beliebiges
k > 2, dass G genau dann k-firbbar ist, wenn G* einen k-Fluss besitzt.
Da G — und damit auch G* — weder Briicken noch Schlingen hat, sind
die Lemmas 5.5.1 und 5.5.2 auf G und G* anwendbar. Es sei € — €*
die Bijektion zwischen E und E* aus Lemma 5.5.1.

Wir nehmen zuerst an, dass G* einen k-Fluss hat. Trivialerweise
hat G* dann auch einen Zj -Fluss g. Wie zuvor sei f: E — 7, definiert
durch f(€) := g(e*). Wir werden mit Hilfe von f eine Eckenfirbung
c¢:V — Zj von G konstruieren.

Dazu sei T' ein normaler Spannbaum in G, sagen wir mit Wurzel 7.
Wir setzen ¢(r) := 0. Fiir jede andere Ecke v € V sei c(v) := f(P),
wobei P der Weg von r nach v in T sei. Um zu priifen, ob damit
benachbarte Ecken stets verschieden gefiarbt sind, betrachten wir eine
beliebige Kante e = vw € E. Da T normal ist, diirfen wir annehmen,
dass v < w gilt in der Baumordnung von 7. Ist e eine Kante von T,
so gilt dann ¢(w) — ¢(v) = f(e,v,w) nach Definition von ¢, und somit
c(v) # c(w), da g (und damit f) ja nirgends null ist. Ist e ¢ T', so sei P
der Weg von v nach w in 7. Dann gilt

C(U])—C(U) = f(ﬁ) = —f(e,w,v) = f(e,v,w) 756

nach Lemma 5.5.2 (ii).
Umgekehrt nehmen wir nun x(QG) < k an; es sei 'V — {1,...,k}
eine k-Farbung von G. Wir definieren f: £ — Z durch

fle,v,w) = e(w) —c(v),

und g: E* — Z durch g(€*) := f(€). Offenbar erfiillt f (F1) und hat seine
Werte in {£1,...,+(k—1)}; nach Lemma 5.5.2 (i) gilt beides dann auch
fiir g. Nach Definition von f gilt iiberdies f (5 ) = 0 fiir jeden Kreis c
mit Drehsinn. Nach Lemma 5.5.2 (ii) ist g daher ein k-Fluss. O
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5.6 Die Tutteschen Flussvermutungen

Wie bestimmen wir die Flusszahl eines gegebenen Graphen? Hat {iber-
haupt jeder briickenlose Graph eine Flusszahl, einen k-Fluss fiir irgend-
ein k7?7 Konnen Flusszahlen beliebig grofl werden, oder gibt es ein k € N
mit ¢(G) < k fiir alle briickenlosen Graphen G? Koénnen wir zu gegebe-
nem k die Graphen mit einem k-Fluss charakterisieren?

Von den vier obigen Fragen werden wir in diesem Abschnitt im
Wesentlichen nur die zweite und dritte beantworten: jeder briickenlose
Multigraph hat einen 6-Fluss. Ein Graph hat also insbesondere genau
dann eine Flusszahl, wenn er keine Briicke hat. Die Frage nach einer
Charakterisierung der Graphen mit einem k-Fluss stellt sich nach Pro-
position 5.4.1 damit nur noch fiir k = 3,4, 5. Die folgenden Vermutungen
von Tutte, dem Begriinder der algebraischen Flusstheorie, geben mogli-
che Teilantworten.

Die bekannteste und &lteste der Tutteschen Vermutungen ist seine
sogenannte Finfflussvermutung:

FiinfHussvermutung. (Tutte 1954)
Jeder briickenlose Multigraph hat einen 5-Fluss.

Welche Graphen haben einen 4-Fluss? Nach Proposition 5.4.4
gehoren die 4-kantenzusammenhéngenden Graphen dazu. Der Petersen-
Graph (Abb. 5.6.1) andererseits ist ein Beispiel eines briickenlosen Gra-
phen ohne 4-Fluss: da er kubisch aber nicht 3-kantenfirbbar ist, kann
er nach Proposition 5.4.5 (ii) keinen 4-Fluss haben.

Abb. 5.6.1. Der Petersen-Graph

Die Tuttesche Vierflussvermutung besagt nun, dass der Petersen-
Graph in jedem Graphen ohne 4-Fluss auftreten muss:

Vierflussvermutung. (Tutte 1966)
Jeder briickenlose Multigraph, der nicht den Petersen-Graphen als Minor
enthdélt, hat einen 4-Fluss.

Nach Proposition 0.7.2 kann man in der Vierflussvermutung das Wort
»Minor® durch ,,topologischen Minor“ ersetzen.
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Selbst wenn sie wahr ist, ist die Vierflussvermutung natiirlich nicht
bestmoglich: ein K'! beispielsweise enthilt den Petersen-Graphen als
Minor, hat aber dennoch einen 4-Fluss (und sogar einen 2-Fluss). Die
Vermutung erscheint natiirlicher fiir weniger dichte Graphen, und in der
Tat bilden die kubischen Graphen einen wesentlichen Spezialfall; siehe
dazu die Notizen.

Einen kubischen briickenlosen Graphen oder Multigraphen ohne 4-
Fluss (4quivalent: ohne 3-Kantenfirbung) nennt man einen Snark. Die
Vierflussvermutung fiir kubische Graphen besagt also, dass jeder Snark
den Petersen-Graphen zum Minor hat; der Petersen-Graph ist also in
diesem Sinne der kleinste Snark. Snarks treten sowohl beim Vierfarben-
satz als auch bei der Fiinfllussvermutung als harter Kern des Problems
auf: der Vierfarbensatz ist dquivalent zu der Aussage, dass es keinen
plédttbaren Snark gibt (Ubung), und man kann zeigen, dass die Fiinf-
flussvermutung bereits dann wahr ist, wenn sie fiir alle Snarks gilt.”
Obwohl die Snarks eine so spezielle Graphenklasse bilden, scheint kei-
nes der genannten Probleme durch die Reduktion auf Snarks wesentlich
einfacher zu werden.®

Wir erwéhnen noch die etwas weniger bekannte Dreiflussvermutung:

Dreiflussvermutung. (Tutte 1972)
Jeder Multigraph ohne einen Schnitt aus genau einer oder genau drei
Kanten hat einen 3-Fluss.

Auch die Dreiflussvermutung ist natiirlich nicht bestmoglich: es gibt
durchaus Graphen mit Schnitten aus drei Kanten, die einen 3-Fluss ha-
ben (Ubung).

Alle drei Flussvermutungen sind nach dem Dualititssatz 5.5.3 wahr
fiir plattbare Graphen, und sicher auch daher motiviert: die Dreifluss-
vermutung fiir plidttbare Graphen ist dquivalent zum Satz 4.1.3 von
Grotzsch, die Vierflussvermutung zum Vierfarbensatz (der Petersen-
Graph ist nicht plattbar), und die Fiinfllussvermutung zum Fiinffarben-
satz.

Zum Schluss beweisen wir jetzt den Hauptsatz des Kapitels:

Satz 5.6.1. (Seymour 1981)
Jeder briickenlose Graph hat einen 6-Fluss.

7 Entsprechendes gilt fiir eine andere bekannte Vermutung, die sogenannte cycle
double cover conjecture (siche Ubungen).

8 Die Unberechenbarkeit von Snarks wurde bereits gezeigt von Lewis Carroll, The
Hunting of the Snark, Macmillan 1876.
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Beweis. Es sei G = (V, E) ein Graph ohne Briicke. Da 6-Fliisse auf den
Komponenten von G sich zu einem 6-Fluss auf G addieren, diirfen wir
G als zusammenhéngend voraussetzen; da G keine Briicke hat, ist G da-
mit 2-kantenzusammenhéngend. Nach dem Satz von Menger (2.3.6 (ii))
enthilt jeder 2-kantenzusammenhéngende Graph zu gegebenen Ecken
v,w einen v und w enthaltenden zusammenhéngenden geraden Teilgra-
phen — z.B. die Vereinigung zweier kantendisjunkter v—w-Wege. Dies
werden wir im Folgenden verwenden.

Wir konstruieren eine Folge Hy, ..., H, disjunkter zusammenhén-
gender und gerader Teilgraphen von G, sowie eine Folge F1, ..., F}, nicht
leerer Kantenmengen zwischen diesen Teilgraphen. Die F; werden je-
weils nur eine oder zwei Kanten enthalten, und zwar zwischen H; und
HyU...UH;_;. Wir schreiben H; =: (V;, E;),

H':= (HoU...UH)+ (R U...UF)

und H® =: (Vi E%). Beachte, dass jedes H* = (H"'U H;) + F; zu-
sammenhéngend ist (Induktion nach ¢). Aus unserer Annahme, dass
H; gerade sei, folgt nach Proposition 5.4.1 (oder direkt mit Proposition
0.2.1), dass H; keine Briicke hat.

Als Hy withlen wir einen beliebigen K' in G. Fiir ein i > 0 seien
nun Hy,...,H;_; und Fy,..., F;_; bereits definiert. Ist V=! = V, so
beenden wir die Konstruktion und setzen ¢ —1 =: n. Anderenfalls sei
X; C Vi1 minimal mit X; # § und

(Abb. 5.6.2); ein solches X; existiert, da Vi~ ein Kandidat ist. Da G
2-kantenzusammenhiingend ist, folgt aus (1) E(X;, Vi~1) # 0. Wegen
der Minimalitit von X; ist G[X;] zusammenhéngend und briickenlos, al-
so 2-kantenzusammenhingend oder ein K'. Als Elemente von F; wihlen
wir beliebig eine oder zwei Kanten aus F(X;, V'~!), wenn moglich zwei.
Als H; wihlen wir einen beliebigen zusammenhingenden geraden Teil-
graphen von G[X;], der die Endecken der Kanten aus F; in X; enthilt.

Abb. 5.6.2. Konstruktion der H; und Fj

Ho, ...
Fi,...

, Hn
7Fn
Vi, Eq
Hi

Vi Bl
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Zum Schluss unserer Konstruktion setzen wir H" =: H und F’ :=
E \ E(H). Nach Definition von n ist H ein aufspannender zusammen-
héngender Teilgraph von G.

Wir definieren jetzt riickwérts-induktiv eine Folge f,,..., fo von
Z3-Rundfliissen auf G. Fiir jede Kante e € E’ sei C. ein e enthaltender
Kreis mit Drehsinn in H + e, und f. ein positiver Fluss um C. herum;
formal sei f. ein Zs-Rundfluss auf G mit £;1(0) = E ~ (C.UC,). Es sei
fn die Summe all dieser f.. Da jedes ¢ € E’ nur auf einem der Kreise
C. liegt (némlich auf C,), ist f,,(€) # 0 fiir alle € € E.

Es seien nun Zg-Rundfliisse f,,..., f; auf G fiir ein i < n bereits
definiert, und es gelte

fi(€) #0 fiir alle 56[«?’UUF§; (2)
§>i
hier sei FE ={eckEleec F; }. Wir wollen f;_1 so definieren, dass (2)
auch fiir ¢ — 1 gilt.

Dazu betrachten wir zuerst den Fall, dass |F;| = 1 ist, etwa F; = {e}.
Wir setzen in diesem Fall f; 1 := f;, miissen also zeigen, dass f;(€) # 0
ist fiir die beiden Richtungen € von e. Aus |F;| = 1 folgt nach Wahl
von Fj;, dass G wirklich nur eine X,~V?~!-Kante enthilt. Da G 2-
kantenzusammenhéngend ist, enthélt G dann noch mindestens — und
wegen (1) genau — eine Kante e’ zwischen X; und V=1 X,;. Wir zeigen,
dass fi(e') # 0 ist fiir die beiden Richtungen €’ von €’; da {e, e’} ein
Schnitt in G ist, ist nach Proposition 5.1.1 dann auch Jewells fi(e) #0.

Wir beweisen f;(¢’) # 0 mit (2): wir zeigen, dass e’ € E/UUJ>1
ist, d.h. dass €’ in keinem Hj, liegt und in keinem F; mit j < 4. Da belde
Endecken von €’ in Vi—1 liegen, liegt e’ sicher in keinem F; mit j < i
und in keinem Hj mit k < i. Jedes Hjy mit k > i ist aber ein Teilgraph
von G[Vi~1]. Da €’ eine Briicke von G[Vi~1] ist aber H} keine Briicke
hat, kann ¢’ daher nicht in Hy, liegen. Damit erfiillt f;_; im betrachteten
Fall in der Tat die Aussage (2) fiir i — 1.

Wir betrachten nun den Fall |F;| = 2, etwa F; = {e1,e2}. Da sowohl
H; als auch H*~! zusammenhiingend ist, gibt esin H' = (H;UH" 1)+ F;
einen Kreis C, der die Kanten e; und es enthilt. Ist f; auf beiden Kanten
nicht null, so setzen wir wieder f;_1 := f;. Anderenfalls haben e; und
ez Richtungen e; und €; mit oBdA fi(ei) = 0 und f;(e3) € {0,1}.
Es sei C der Drehsinn von C' mit é3 € C, und g ein Fluss der Stéirke
T um C herum (formal: ein Zs-Rundfluss auf G mit g(¢3) = 1 und
g~ 10) = E~(CUC)). Wir setzen dann f;_; := f; +¢. Nach Wahl der
Richtungen e und es ist f;_; auf beiden Kanten nicht null. Da f;_; auf
ganz E' VU, ﬁj mit f; ibereinstimmt und (2) fir ¢ gilt, gilt (2) somit
wiederum auch fiir ¢ — 1.

Mit fy erhalten wir schlielich einen Zg-Rundfluss auf G, der nir-
gends null ist auBler moglicherweise auf Kanten der Teilgraphen Hj;,
i = 0,...,n. Durch Komposition mit der Abbildung h — 2h von Zs
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nach Zg (h € {1,2}) wird fy zu einem Zg -Rundflufl f auf G mit Werten
in {0,2,4} fiir alle Kanten, die in einem H; liegen, und mit Werten in
{2,4} fiir alle anderen Kanten. Addieren wir zu f einen 2-Fluss auf H;
fiir jedes i (formal: einen Zg-Rundfluss auf G mit Werten in {1, —1} auf
den Kanten von H; und 0 sonst; solche Fliisse existieren nach Proposition
5.4.1), so erhalten wir einen Zg-Rundfluss auf G, der nirgends null ist.
Nach Satz 5.3.3 hat G damit einen 6-Fluss, wie behauptet. O

Ubungen
1.7 Beweise Proposition 5.2.1 mit Induktion nach |S].

2. (i)~ Finde zu jedem n € N eine Kapazititsfunktion fiir das abgebildete
Netzwerk, bei der der Algorithmus aus dem Beweis des maz-flow min-
cut theorem bei ungiinstiger Wahl der den Fluss erh6henden Wege W
mehr als n solcher Wege konstruiert.

(i) Zeige, dass bei der Wahl stets kiirzester den Fluss erhéhender We-
ge W die Anzahl der Iterationen (d.h. der konstruierten Wege) durch
eine Funktion in der Ecken- oder Kantenzahl des Netzwerks beschriank-
bar ist, und finde eine solche Schranke.

3.7 Leite aus dem maz-flow min-cut theorem den Satz von Menger (2.3.5)
her.

(Tip: Die Kantenversion ist einfach. Simuliere die Eckenversion durch
Anwendung der Kantenversion auf einen geeigneten Hilfsgraphen.)

4.7 Es sei f ein H-Rundfluss auf G und g: H — H’ ein Gruppenhomomor-
phismus. Zeige, dass go f ein H'-Rundfluss auf G ist. Ist go f auch
ein H'-Fluss, wenn f ein H-Fluss ist?

5.7 Zeige, dass ein Graph genau dann einen k-Fluss hat (zu gegebenem k),
wenn jeder seiner Blocke einen k-Fluss hat.

6.7 Zeige, dass ¢(G/e) < ¢(G) gilt fiir jeden Multigraphen G und jede
Kante e € G. Ist die Klasse aller Multigraphen mit einem k-Fluss (fiir
festes k) somit unter Minorenbildung abgeschlossen?

7.7 Bestimme die Flusszahl von K* direkt, ohne Resultate aus Abschnitt
5.4 zu verwenden.

8. Es sei H eine abelsche Gruppe, G ein Graph, und 7T ein Spannbaum
in G. Zeige, dass jede Abbildung aus der Menge der Richtungen von
E(G)\ E(T) nach H, die (F1) erfiillt, eindeutig zu einem H-Rundfluss
auf G fortsetzbar ist.
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Die folgenden drei Ubungen sollen ohne Zuhilfenahme des Sechsflusssatzes
(5.6.1) gelost werden.

9.

10.

11.

12.

13.

14.7
15.
16.

17.%

18.

19.

20.F

21.7

Zeige, dass ¢(G) < oo gilt fiir jeden briickenlosen Multigraphen G.

In einem Graphen G gebe es m Spannbdume, so dass keine Kante von
G in jedem dieser Spannbdume liegt. Zeige p(G) < 2™.

Es sei G ein briickenloser zusammenh#ngender Graph mit n Ecken und
m Kanten. Zeige anhand eines normalen Spannbaums von G, dass
o(G) < m—n+2 ist.

Zeige, dass jeder Multigraph G mit einem Hamiltonkreis (einem Kreis
in G, der alle Ecken von G enthiilt) einen 4-Fluss hat.

Eine Familie nicht notwendig verschiedener Kreise in einem Graphen G
ist eine doppelte Kreistiiberdeckung von G, wenn jede Kante von G auf
genau zweien dieser Kreise liegt. Eine bekannte Vermutung, die cycle
double cover conjecture, besagt, dass jeder briickenlose Multigraph ei-
ne doppelte Kreisiiberdeckung hat. Zeige, dass jeder Multigraph mit
einem 4-Fluss eine doppelte Kreisiiberdeckung besitzt.

Bestimme die Flusszahl von C® % K, des Rades mit 5 Speichen.
Finde briickenlose Graphen G und H = G —e mit 2 < ¢o(G) < p(H).
Beweise Proposition 5.4.1, ohne Satz 5.3.3 zu benutzen.

Beweise den Satz von Heawood, dass ein ebener Dreiecksgraph genau
dann 3-firbbar ist, wenn all seine Ecken geraden Grad haben.

Zeige, dass die Dreiflussvermutung fiir plattbare Multigraphen dquiva-
lent ist zum Satz 4.1.3 von Grotzsch.

(i)~ Zeige, dass der Vierfarbensatz dquivalent ist zu der Aussage, dass
es keinen pliattbaren Snark gibt, dass also jeder kubische briickenlose
plattbare Multigraph einen 4-Fluss hat.

(ii) Kann man in (i) ,briickenlos* durch ,3-zusammenhingend® er-
setzen?

Zeige, dass ein Graph G = (V, E) genau dann einen k-Fluss hat, wenn
eine Orientierung D von G existiert, in der fiir jedes X C V mindestens
1/k der Kanten aus E(X, X) von X nach X gerichtet sind.

Leite aus dem Sechsflusssatz 5.6.1 die entsprechende Aussage fiir Mul-
tigraphen her.
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Notizen

Die Theorie der Netzwerke ist eine der Anwendungen der Graphentheorie,
aus denen diese in den letzten Jahrzehnten wesentliche Impulse erhalten hat.
Das maz-flow min-cut theorem (Satz 5.2.2) von Ford und Fulkerson steht am
Anfang dieser Entwicklung; sie geht jedoch wesentlich dariiber hinaus. Be-
trachtungen etwa zur Zuverlissigkeit von Netzwerken konnen auf interessante
Zusammenhangsprobleme fiithren, oder auf Fragen aus der Theorie der Zufalls-
graphen (siehe Kapitel 9).

Das klassische Buch zur frithen Netzwerktheorie ist L.R. Ford & D.R. Ful-
kerson, Flows in Networks, Princeton University Press 1962. Eine neuere um-
fassende Darstellung geben R.K. Ahuja, T.L. Magnanti & J.B. Orlin, Network
flows, Prentice-Hall 1993; siehe auch das Kapitel von A.Frank im Handbook
of Combinatorics (R.L.Graham, M. Grétschel & L.Lovész, Hrsg.), North-
Holland 1995. Eine allgemeine Einfiithrung in die algorithmische Graphen-
theorie, darunter in die Theorie der Netzwerke, gibt D. Jungnickel, Graphen,
Netzwerke und Algorithmen, BI-Wissenschaftsverlag 1987. Fasst man das Pro-
blem, einen Fluss maximaler Stiarke durch ein gegebenes Netzwerk zu finden,
als Problem der Linearen Optimierung auf, so kann man das maz-flow min-cut
theorem aus deren Dualitétssatz herleiten. Dies ist bei Jungnickel angedeutet;
siehe auch A. Schrijver, Theory of integer and linear programming, Wiley 1986.

Die algebraische Flusstheorie wurde im Wesentlichen von Tutte entwickelt
und ist von ihm in W.T. Tutte, Graph Theory, Addison-Wesley 1984, in ei-
nem allgemeineren algebraischen Rahmen dargestellt. Eine Ubersicht gibt
F. Jaeger, Nowhere-zero flow problems, in L.W. Beineke & R.J. Wilson (Hrsg.),
Selected Topics in Graph Theory 3, Academic Press 1988. Dass auch die An-
zahl der k-Fliisse eines Multigraphen ein Polynom in k ist, bewies M. Kochol,
Polynomials associated with nowhere-zero flows, J. Comb. Theory B 84 (2002),
260—269. Dort finden sich auch auf den Werten des Flusspolynoms basierende
Schranken fiir dieses Polynom.

Eingehende Darstellungen der Tutteschen Flussvermutungen geben Jae-
ger (s.0.) und T.R.Jensen & B. Toft, Graph Coloring Problems, Wiley 1995.
Robertson, Sanders, Seymour und Thomas kiindigten 1998 einen Beweis der
Vierflussvermutung fiir kubische Graphen an.

Der Sechsflusssatz 5.6.1 ist von P.D.Seymour, Nowhere-zero 6-flows,
J. Comb. Theory B 30 (1981), 130-135; dort ist auch die Zuriickfithrung der
Tutteschen Fiinfllussvermutung auf Snarks angedeutet. Unser Beweis, dass
alle vollstindigen Graphen gerader Ordnung > 4 einen 3-Fluss haben (Propo-
sition 5.4.3), stammt von Jensen.

Schliellich sei noch das Tutte-Polynom eines Graphen erwihnt, eine ge-
meinsame Verallgemeinerung seines chromatischen Polynoms und seines Fluss-
polynoms. Dies ist nur die Spitze eines Eisbergs: das Tutte-Polynom hat
weitreichende Beziehungen bis hin zur Knotentheorie und statistischen Physik;
sieche D.J.A. Welsh, Complezity: knots, colourings and counting (LMS Lecture
Notes 186), Cambridge University Press 1993.
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Leitfaden dieses Kapitels ist die Frage, inwieweit globale Annahmen iiber
einen Graphen, etwa zu seinem Durchschnittsgrad oder seiner chroma-
tischen Zahl, die Existenz einer konkret vorgegebenen Teilstruktur er-
zwingen konnen. Wieviele Kanten etwa miissen wir einem Graphen
auf n Ecken geben, um sicher sein zu kénnen, dass irgendwo in ihm
ein vollstdndiger Graph K" liegt, zu vorgegebenem r? Oder zumindest
ein MK", und damit ein K"-Minor? Oder ein TK", ein topologischer
K"-Minor? Reicht die Annahme einer hohen chromatischen Zahl aus,
um die eine oder andere dieser Teilstrukturen zu erzwingen?

Fragen dieser Art gehoren zu den klassischen Problemstellungen der
Graphentheorie; man fasst sie unter der Bezeichnung extremale Graphen-
theorie zusammen.!

Die extremale Graphentheorie zerfillt ganz grob in zwei Bereiche:
in ,magere* und ,dichte“ extremale Graphentheorie. Wollen wir durch
globale Annahmen erzwingen, dass ein Graph G einen gegebenen Gra-
phen H als Minor (oder topologischen Minor) enthiilt, so reicht es dazu
aus, eine Mindestkantenzahl vorzuschreiben, die linear mit der Eckenzahl
von G wichst. Anders ausgedriickt: es reicht, €(G) geniigend grof zu
machen. Graphen, deren Kantenzahl gréfenordnungsmifiig? hochstens
linear in ihrer Eckenzahl ist, heilen mager. Abschnitt 6.2 beschiftigt
sich mit solch ,,magerer” extremaler Graphentheorie.

Besonders spannend ist die Erzwingung eines gewiinschten Minors
H durch die Annahme einer hohen chromatischen Zahl von G. Aus

L Wie es zu dieser Namensgebung kam, wird in Abschnitt 6.1 deutlich werden.

2 Formal betrachtet sind die Begriffe mager und dicht (s.u.) nur fiir Klassen von
Graphen sinnvoll, deren Ordnung gegen unendlich geht, nicht fiir einzelne Graphen.

extremale
Graphen-
theorie

mager
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Korollar 4.2.3 wissen wir, dass dies grundsétzlich moglich ist: ist etwa
X(G) = k+1, so hat G einen Teilgraphen G’ mit 2¢(G’) > 6(G’) > k,
und hinreichend grofles € erzwingt jeden gewiinschten Minor. Es stellt
sich jedoch die Frage, ob die Auswirkungen hoher chromatischer Zahl
von G auf diesen indirekten Einfluss iiber ¢ beschrinkt sind, oder ob
die Annahme von x > k + 1 grofliere Minoren erzwingen kann, als die
Annahme von 2¢ > k es vermag. Die Hadwiger-Vermutung, welche
wir in Abschnitt 6.3 kennenlernen werden, besagt, dass hohes x solche
weitergehenden Auswirkungen hat. Man kann die Vermutung als eine
Verallgemeinerung des Vierfarbensatzes sehen, und sie gilt weithin als
das weitreichendste offene Problem der Graphentheorie.

Fragen wir, welche globalen Annahmen das Auftreten eines gege-
benen Graphen H als Teilgraphen implizieren, so wird es nicht helfen,
Invarianten wie € oder x zu erh6hen — ganz zu schweigen von anderen
Invarianten, die wir in Kapitel 0 betrachtet haben. Denn sobald H einen
Kreis enthilt, gibt es Graphen mit beliebig hoher chromatischer Zahl,
die H nicht als Teilgraphen enthalten (Satz 4.2.5). Ist H nicht bipartit,
so muss insbesondere jede Funktion f, fiir die f(n) Kanten auf n Ecken
einen H-Teilgraphen erzwingen, quadratisch mit n wachsen. (Warum?)

Graphen, deren Kantenanzahl grofSenordnungsméfig quadratisch in
der Anzahl ihrer Ecken ist, nennt man dicht; die Zahl ||G||/(‘§|), der
in G tatsichlich vorhandene Anteil seiner potentiellen Kanten, ist die
Kantendichte von G. Die Frage, welche Kantendichte erforderlich ist,
um einen gewiinschten Teilgraphen zu erzwingen, ist der Urtyp aller
Fragestellungen in der extremalen Graphentheorie. Diese Frage wird
auch unser erstes Thema sein, in Abschnitt 6.1. Zuerst beweisen wir dort
den Prototyp aller Sitze der extremalen Graphentheorie iiberhaupt: den
Satz von Turan, der die zur Erzwingung eines K"-Teilgraphen notige
Kantenzahl beziffert. Nach diesem typischen aber speziellen Resultat
betrachten wir den sehr allgemeinen Satz von Erd6s und Stone; dieser
bestimmt jene Kantenzahl asymptotisch fiir alle Graphen H.

Obwohl man den Satz von Erdés und Stone auch elementar bewei-
sen kann, nutzen wir diese Gelegenheit zur Einfithrung in eine moderne
Beweistechnik, die die extremale Graphentheorie in den letzten Jahren
zunehmend gepragt hat: Szemerédis Regularitdtslemma. Dieses Lemma
lernen wir in Abschnitt 6.4 kennen und anwenden. Eine weitere Anwen-
dung wird es in Kapitel 7.2 geben.

6.1 Teilgraphen

Es sei H ein Graph. Wieviele Kanten reichen aus, um in einem Graphen
gegebener Eckenzahl einen zu H isomorphen Teilgraphen zu erzwin-
gen? Umgekehrt ausgedriickt: was ist die groffitmogliche Kantenzahl
eines Graphen auf n Ecken, der H nicht als Teilgraphen enthilt? Wie
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sieht ein solcher Graph mit maximaler Kantenzahl aus? Ist er eindeutig
bestimmt?

Einen Graphen G wie oben nennt man eztremal mit der Eigenschaft
H ¢ G seine Kantenzahl bezeichnet man mit ex(n, H). Ein Graph G
ist also genau dann extremal ohne H-Teilgraphen, wenn H ¢ G gilt aber
H C @ fiir jeden Graphen G’ mit |G| Ecken und mehr als ||G|| Kanten.

Ist G extremal ohne H-Teilgraphen, so ist G’ insbesondere kanten-
maximal mit H ¢ G. Die Umkehrung braucht jedoch nicht zu gelten
(Abb. 6.1.1); Extremalitiit ist also allgemein eine stéirkere Eigenschaft
als Kantenmaximalitét.

Abb. 6.1.1. Zwei mit P® ¢ G kantenmaximale Graphen G.
Der rechte ist sogar extremal — warum?

Betrachten wir unser eingangs formuliertes allgemeines Problem, zu
gegebenem Graphen H die mit H ¢ G extremalen Graphen G und
ihre Kantenzahl zu bestimmen, zunéchst exemplarisch fir H = K"
(mit » > 1). Offensichtliche Kandidaten fiir Extremalitit ohne K-
Teilgraphen sind die vollstéindig (r — 1)-partiten Graphen; diese sind
jedenfalls schon einmal kantenmaximal ohne K”. Welche unter den
vollstéindig (r — 1)-partiten Graphen mit gegebener Eckenzahl aber ha-
ben die meisten Kanten? Offensichtlich diejenigen, bei denen die Ecken
so gleichméfig wie moglich auf die Partitionsmengen verteilt sind, sich
deren Machtigkeiten also um hochstens 1 unterscheiden: sind nédmlich
V1, Vo zwel Partitionsmengen mit |Vi| — |Va] > 2, so erhoht sich die
Anzahl der Kanten in unserem vollstéindig (r — 1)-partiten Graphen um
mindestens 1, wenn wir eine Ecke von V; nach V5 versetzen.

Abb. 6.1.2. Der Turdngraph T3(8)

extremal
ex(n, H)
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Den eindeutig bestimmten vollstéindig (r — 1)-partiten Graphen auf
n > r — 1 Ecken, dessen Partitionsmengen sich in ihrer Méchtigkeit um
hochstens 1 unterscheiden, nennt man einen Turdngraphen; wir bezeich-
nen ihn mit 7771(n) und seine Kantenzahl mit t._;(n) (Abb. 6.1.2).
Fiir n < r — 1 iibernehmen wir diese Definition mit der Mafigabe, dass
die Partitionsmengen ausnahmsweise auch leer sein diirfen; offenbar gilt
dann T7"(n) = K" fiir allen < r—1.

Wie der folgende Satz zeigt, ist der Turdngraph 7" ~1(n) in der Tat
extremal ohne K"; insbesondere gilt also ex(n, K”) = t,_1(n). Er ist als
Extremalgraph sogar eindeutig bestimmt:

Satz 6.1.1. (Turdn 1941)
Fiir alle r,n € N mit r > 1 ist jeder Graph G 2 K" mit n Ecken und
ex(n, K) Kanten ein T"~!(n).

Wir geben zwei Beweise fiir den Satz von Turan: einen Induktionsbeweis,
und einen ganz kurzen direkten Beweis.

Erster Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Fir n < r—1 gilt
G = K™ =T""1(n) wie behauptet. Zum Induktionsschritt sei jetzt n > r.

Da G kantenmaximal ohne K"-Teilgraph ist, hat G einen Teilgra-
phen K = K™™', etwa mit Ecken x1, ..., z,_;. Nach Induktionsannahme
hat G — K hochstens ¢,_1(n —r+1) Kanten, und jede Ecke von G — K
hat hochstens r — 2 Nachbarn in K. Somit gilt

61 < tratn=r+ 1)+ = D=2+ (7)) = tas )

die Gleichheit rechts folgt sofort aus einer Betrachtung des Turdngraphen
T~Y(n) (Abb. 6.1.3).

tr—i(n—r+1)

Abb. 6.1.3. Die Gleichung aus (1) fiir » = 5 und n = 14
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Da G extremal ohne K" ist und auch 77~1(n) keinen K" enthiilt,
gilt Gleichheit in (1). Jede Ecke von G — K hat daher genau r — 2
Nachbarn in K, wie die Ecken aus K selbst. Firi=1,...,7r—1 sei

Vii={veV(G) |ve; e B(G) &i+#j}

die Menge aller Ecken von GG, deren r — 2 Nachbarn in K genau die Ecken
aufler z; sind. Wegen K" ¢ G sind die Eckenmengen V; unabhéngig,
und sie partitionieren ganz V(G). G ist also (r — 1)-partit. Da unter
den (r — 1)-partiten Graphen mit n Ecken der Turdngraph 77 ~*(n), und
nur dieser, die grofitmégliche Kantenzahl hat, folgt G = T7~1(n) aus der
Extremalitéit von G. (]

Unser zweiter Beweis des Satzes von Turdn verwendet die Opera-
tion der Verdopplung einer Ecke v € G. Darunter verstehen wir die
Hinzufiigung einer neuen Ecke v/, die mit genau den Nachbarn von v
(aber nicht mit v selbst) verbunden wird.

Zweiter Beweis. Wie wir bereits sahen, haben unter den vollstéindig
k-partiten Graphen mit n Ecken die Turdngraphen T%(n) die meisten
Kanten, und 77~!(n) hat mehr Kanten als alle 7%(n) mit k < r — 1
(betrachte die Eckengrade). Es reicht daher zu zeigen, dass G vollsténdig
multipartit ist.

Anderenfalls ist Nichtbenachbartheit keine Aquivalenzrelation auf
V(G), d.h. es gibt Ecken y1, x, y2 mit y12, xys ¢ E(G) aber y1y2 € E(G).
Ist d(y1) > d(z), so erhalten wir durch Loschen von z und Verdoppeln
von y; einen wiederum K"-freien Graphen mit mehr Kanten als G, im
Widerspruch zur Wahl von G. Also gilt d(y;) < d(z), und entsprechend
d(y2) < d(z). Nun aber kénnen wir sowohl y; als auch yo 16schen und
dafiir z zweimal verdoppeln, und erhalten wiederum mit Widerspruch
einen K"-freien Graphen mit mehr Kanten als G. O

Der Turdngraph 7"~ !(n) hat gréfenordnungsméfig n? Kanten: fiir
alle n und r gilt

aT—2

tr—1(n) < %n 1

mit Gleichheit immer dann, wenn n durch r — 1 teilbar ist (Ubung). Es
ist daher bemerkenswert, dass fiir hinreichend groBes n nur en? mehr
Kanten als t,_1(n) nicht nur einen K"-Teilgraphen erzwingen (wie nach
dem Satz von Turédn), sondern sogar einen K7 mit beliebig groflem s —
einen Graphen also, in dem es von K"-Teilgraphen nur so wimmelt:

Vi,oo, Ve

Eckenver-
dopplung
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Satz 6.1.2. (Erdés & Stone 1946)

Zu jedem r € N mit r > 2, jedem s € N\ {0} und jedem e > 0 existiert
ein ng € N mit der Eigenschaft, dass jeder Graph mit n > ny Ecken und
mindestens

tr_1(n) +en?

Kanten einen K als Teilgraphen enthdilt.

Den Beweis von Satz 6.1.2 verschieben wir auf den Abschnitt 6.4: dort
werden wir ein méchtiges Beweismittel der extremalen Graphentheorie
kennenlernen, das Regularititslemma von Szemerédi. Den Satz von
Erdés und Stone werden wir aus diesem Lemma herleiten.

Der Satz von Erdés und Stone ist nicht nur an sich interessant, er hat
auch ein ganz erstaunliches Korollar. Eigentlich war es erst dieses voll-
kommen unerwartete Korollar, das den Satz als eine Art Meta-Theorem
der dichten extremalen Graphentheorie iiberhaupt etabliert und dadurch
beriihmt gemacht hat.

Betrachten wir zu gegebenem Graphen H und n € N die Zahl
hy, = ex(n,H)/(}). Ist G ein Graph auf n Ecken, so hat G héchstens
(g) Kanten. Die Zahl h,, bezeichnet also den maximalen Anteil an sei-
nen moglichen Kanten, die G haben kann, ohne H als Teilgraphen zu
enthalten.

Konnte es sein, dass diese Zahl h,, im wesentlichen nur von H
abhéngt, dass der kleinste einen H-Teilgraphen erzwingende Kanten-
anteil fiir wachsende Eckenzahl konvergiert? Aus Satz 6.1.2 folgt nicht
nur dieses. Es folgt sogar, dass h, asymptotisch durch eine einfache
Invariante von H bestimmt ist: durch seine chromatische Zahl!

Korollar 6.1.3. Fiir jeden Graphen H mit mindestens einer Kante gilt

Tim_ex(n, H) (Z)l %

Zum Beweis von Korollar 6.1.3 brauchen wir als Lemma, dass
tr—1(n) auch fiir Werte von n, die kein Vielfaches von r — 1 sind, nicht
zu stark von seinem sonstigen Wert In?(r —2)/(r — 1) abweicht und
tr—1(n)/(3) entsprechend konvergiert. Ein Tip zum Beweis des Lemmas
findet sich bei den Ubungen.

Lemma 6.1.4.




6.1 Teilgraphen 183

Beweis von Korollar 6.1.3. Es sei r := x(H). Da H nicht mit r — 1
Farben firbbar ist, gilt H ¢ T"~*(n) fiir alle n € N, und somit

tr—1(n) < ex(n,H).
Andererseits gilt H C K fiir hinreichend grofie s, und daher
ex(n, H) < ex(n, K})

fiir alle diese s. Im Folgenden sei ein solches s fest gewiihlt. Nach Satz
6.1.2 gilt nun fiir jedes € > 0 schliellich, d.h. wenn n grof§ genug ist,

ex(n, KT) < t,_1(n)+en?,

insgesamt also
toa(n)/(3) < exn,
ex(n, K7

H)/(3)
)/
< tr—1(n)/ (5
)/ (5
n)/ (5

(3)
/(5) +en?/(3)
/(5)+2¢/(1—1)

) +4e (fiir n > 2).

N

—trl
< e

Mit t,—1(n)/(5) konvergiert daher ex(n,H)/(g) gegen (r —2)/(r —1)
(Lemma 6.1.4), wie behauptet. O

Fiir bipartite Graphen H sagt uns Korollar 6.1.3, dass deutlich we-
niger als (g) Kanten ausreichen, um H als Teilgraphen zu erzwingen.
Wie man zeigen kann, gilt

1

cln%ril ex(n, K, ,) < con?7F

mit von r abhingigen Konstanten ¢y, co. Ist H ein Wald, so folgt H C G
bereits aus hinreichend groflem £(G), d.h. ex(n, H) ist hochstens linear
inn (Ubung 13). Erdds und Sés vermuteten bereits 1963, dass ex(n, T) <
%(k —1)n gilt fiir alle Biume mit k& > 2 Kanten; als allgemeine Schranke
fiir alle n wére dies fiir jedes T bestmoglich. Einzelheiten finden sich in
den Ubungen 14-16.

Eine ganz andere Frage ist, ob grofie Werte von ¢ oder x einen
Graphen G zwingen koénnen, einen gegebenen Baum T als Untergraphen
zu enthalten, also induziert. Natiirlich brauchen wir noch zusétzliche
Annahmen, damit diese Frage sinnvoll wird — etwa um zu verhindern,
dass G einfach ein grofler vollstandiger Graph wird. Die schwichste
verniinftige solche Annahme ist, dass G beschriinkte Cliquenzahl haben
soll, dass also G 2 K" fiir ein festes r gilt. Dann erzwingt hoher Durch-
schnittsgrad zwar immer noch keinen 7-Untergraphen — man betrachte
etwa vollstédndig bipartite Graphen — aber hohe chromatische Zahl kénn-

Erdés-Sés-
Vermutung
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te dies bewirken: eine bemerkenswerte Vermutung von Gyérfds (1975)
jedenfalls besagt, dass es zu jedem r € N und jedem Baum T ein k € N
gibt mit der Eigenschaft, dass jeder Graph G mit x(G) > k und w(G) < r
diesen Baum 7" als Untergraphen enthlt.

6.2 Minoren

In diesem und dem néchsten Abschnitt fragen wir, wie globale Annah-
men iiber einen Graphen — zu seinem Durchschnittsgrad, seiner chro-
matische Zahl, oder auch nur seiner Taillenweite — ihn dazu zwingen
konnen, einen gegebenen Graphen als Minor oder topologischen Minor
zu enthalten.

Betrachten wir etwa das Analogon zum Satz von Turdn: wie viele
Kanten auf n Ecken erzwingen einen K" als Minor oder topologischen
Minor? Aus Kapitel 2.5 wissen wir, dass topologische K"-Minoren be-
reits in mageren Graphen erzwingbar sind, dass also eine lineare Anzahl
von c.n Kanten gentigt. Was aber kénnen wir iiber ¢, als Funktion
von r aussagen? Die obere Schranke hSr), die wir fiir ¢, im Beweis von
Lemma 2.5.1 gefunden haben, war 2 ; eine einfache untere Schranke
ist g7 (Ubung 25).

Erst seit 1996 ist bekannt, dass die untere Schranke gréffenord-
nungsmafig richtig liegt. Mit Hilfe von Satz 2.5.3 ist der Beweis jetzt
nur noch wenige Zeilen lang:

Satz 6.2.1. Es existiert ein ¢ € R, so dass fiir jedes r € N jeder Graph
G mit Durchschnittsgrad d(G) > cr? einen K" als topologischen Minor
enthélt.

Beweis. Wir zeigen den Satz mit ¢ = 10. Dazu sei G mit d(G) > 10r?
gegeben. Nach Satz 0.4.3 mit k¥ = r2 hat G einen Teilgraphen H mit
k(H) = r*und e(H) > e(G) —r? > 4r2. Fiir einen TK" in H wihlen wir
in H eine Menge X von r Ecken als Verzweigungsecken, jeweils mit r — 1
Nachbarn als erste Unterteilungsecken. Dies sind insgesamt r? Ecken;
wir konnen sie verschieden withlen wegen §(H) > k(H) > r2. Die Menge
der r(r — 1) gewéhlten Nachbarn von X bezeichnen wir mit Y.

Wir wollen nun die Ecken aus Y in H' := H — X durch disjunkte
Wege verbinden, entsprechend den Kanten des K”. Dazu zeigen wir mit
Satz 2.5.3, dass H' k-verbunden ist fiir k = ir(r — 1), und somit Y in H’
verbunden. Nun ist k(H') > k(H) —r > r(r —1), und da H' hichstens
r|H| Kanten weniger hat als H, ist e(H') > e(H) —r > 4r(r —1). Die
Voraussetzungen von Satz 2.5.3 sind also erfiillt. O

Satz 6.2.1 gibt bereits eine recht gute obere Schranke fiir die zur Er-
zwingung eines topologischen K"-Minors erforderliche Kantenzahl eines
Graphen. Diese Zahl genau zu bestimmen scheint selbst fiir kleine 7 nicht
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leicht zu sein. Fiir r = 4 betrigt sie 2n — 2 (Korollar 6.3.2). Firr =5 ge-
ben pldttbare Graphen eine untere Schranke: sie konnen auf n Ecken bis
zu 3n — 6 Kanten haben, enthalten aber keinen TK?°. Dass andererseits
3n — 5 oder mehr Kanten nicht nur einen TK® oder TK3 3 erzwingen
(was sie nach Korollar 3.2.10 und dem Satz von Kuratowski tun), sondern
stets einen TK°®, ist bereits ein tiefes Resultat von Mader (1998).

Nachdem wir bisher topologische Minoren betrachtet haben, wen-
den wir uns jetzt allgemeinen Minoren zu. Der Durchschnittsgrad, den
man braucht, um einen K"-Minor zu erzwingen, ist sehr genau bekannt.
Thomason (2001) bestimmte asymptotisch die kleinste Konstante ¢, die
den folgenden Satz wahr macht, als « + o(1); hier steht o(1) fiir eine
Funktion von r, die gegen null geht fiir r — oo, und @ = 0.53131... ist
eine explizite Konstante.

Satz 6.2.2. (Kostochka 1982)

Es existiert ein ¢ € R mit der Eigenschaft, dass jeder Graph G mit
Durchschnittsgrad d(G) > crv/logr einen K™ als Minor enthélt. Diese
Schranke ist gréenordnungsméBig als Funktion von r bestmdglich.

Dass ein Durchschnittsgrad von mindestens cr+/logr zur Erzwingung
eines K"-Minors notwendig ist, folgt aus der Betrachtung von Zufalls-
graphen (Kapitel 9). Dass ein solcher Durchschnittsgrad auch ausreicht,
beweist man mit dhnlichen Methoden wie im Beweis von Satz 2.5.3.

Statt Satz 6.2.2 zu beweisen, widmen wir daher den Rest dieses Ab-
schnitts einem fast paradox anmutenden weiteren Resultat: solange wir
nicht lediglich Kanten unterteilen, kénnen wir die Existenz eines beliebig
grofien vollstdndigen Minors auch durch hinreichend hohe Taillenweite
erzwingen!

Betrachtet man dieses Ergebnis auf dem Umweg iiber die Erzwin-
gung eines Minors mit hohem Durchschnittsgrad (der dann seinerseits
einen groflen vollstéindigen Minor enthalten muss), so ist es bei etwas ge-
nauerem Hinsehen gar nicht mehr so iiberraschend. Ist die Taillenweite
g eines Graphen gro$, so induziert jede Kugel {v | d(z,v) < |g/2] } um
eine feste Ecke 2 einen Baum mit vielen Blittern, deren inzidente Kanten
aus G bis auf eine alle aus dem Baum herausfithren. Die Kontraktion
hinreichend vieler solcher Bdume konnte also durchaus geeignet sein,
einen Minor mit hohem Durchschnittsgrad zu gewinnen.

Das folgende Lemma fiihrt diese Idee durch.

Lemma 6.2.3. Es seien d,k € N gegeben, d > 3, sowie ein Graph G
mit Minimalgrad §(G) > d und Taillenweite g(G) > 8k + 3. Dann hat
G einen Minor H mit Minimalgrad §(H) > d(d —1)*.

Beweis. Es sei X C V(G) maximal mit d(z,y) > 2k fiir je zwei Ecken
z,y € X. Fiir jedes z € X sei T := {z}. Zu gegebenem i < 2k
nehmen wir nun an, dass wir bereits disjunkte Baume 7, C G definiert
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haben (zu jedem x € X einen), deren Ecken zusammen genau die Ecken
mit Abstand hochstens 4 von X in G sind. Verbinden wir jede Ecke
des Abstands ¢ + 1 von X mit einem ihrer Nachbarn des Abstands i
von X, so erhalten wir eine Familie erweiterter disjunkter Biume 7211,
Da jede Ecke von G den Abstand hoéchstens 2k von X hat (wegen der
Maximalitit von X), partitionieren die so erhaltenen Biume T, := T2F
die gesamte Eckenmenge von G. Es sei H der Minor von G, der durch
Kontraktion aller Baume T, entsteht.

Um §(H) > d(d—1)* zu zeigen, halten wir zunichst fest, dass jedes
T, wegen diam7T, < 4k und ¢g(G) > 4k + 1 sogar ein Untergraph von
G ist. Weiter enthdlt G zwischen je zwei Baumen T, und T}, héchstens
eine Kante: zwei solche Kanten ergében zusammen mit den ihre End-
ecken verbindenden Wegen in T}, und T}, einen Kreis der Lange hochstens
8k +2 < g(G). Somit bleiben alle Kanten zwischen T, und G — T, bei
der Kontraktion erhalten.

Wieviele solche Kanten gibt es? Fiir jede Ecke v € T*~! liegen all
ihre dg(v) > d Nachbarn aus G in Ty, da diese Nachbarn zu jedem ande-
ren ' € X einen groferen Abstand haben als zu x (wegen d(z,z') > 2k
nach Wahl von X) und daher bei der Definition der Baume dem Baum
T, zugeordnet wurden. Somit hat T, f , und daher auch T, mindestens
d(d—1)*~! Blitter. Da nun von jedem Blatt von T}, aus mindestens d — 1
Kanten T}, verlassen, hat G mindestens d(d — 1)* aus T}, herausfiihrende
Kanten, und H hat mindestens diesen Minimalgrad. U

Lemma 6.2.3 versieht Satz 6.2.2 mit folgendem Korollar:

Satz 6.2.4. (Thomassen 1983)

Es gibt eine Funktion f:N — N, fiir die jeder Graph mit Minimalgrad
mindestens 3 und Taillenweite mindestens f(r) einen K"-Minor enthélt
(fiir alle r € N).

Beweis. Wir beweisen den Satz mit f(r) := 8logr + 4loglogr + ¢, fiir
eine geeignete Konstante ¢ € R. Es sei k¥ = k(r) € N minimal mit
3-2F > ¢/r\/logr, wobei ¢ € R die Konstante aus Satz 6.2.2 ist. Fiir
eine geeignete Konstante ¢ € R gilt dann 8k +3 < 8logr +4loglogr+c,
und die Behauptung folgt mit Lemma 6.2.3 und Satz 6.2.2. O

Mit grosser Taillenweite kann man auch einen topologischen K'-
Minor erzwingen. Natiirlich brauchen wir nun Ecken vom Grad minde-
stens r — 1, die uns als Verzweigungsecken dienen kénnen. Doch wenn
wir deren Existenz dadurch sichern, dass wir einen Minimalgrad von
mindestens  — 1 annehmen, kommen wir fiir die Taillenweite sogar mit
einer Schranke aus, die unabhéngig von r ist:

Satz 6.2.5. (Kiithn & Osthus 2002)
Es existiert eine Konstante g, so dass G 2 T K" gilt fiir jeden Graphen G
mit 6(G) = r—1 und g(G) > g.
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Betrachten wir nun die Frage, inwieweit eine hohe chromatische Zahl —
wie der Durchschnittsgrad ebenfalls eine ,,globale* Invariante — die Exis-
tenz konkreter Unterstrukturen erzwingt. Vergleicht man die Wirkung
dieser beiden Invarianten aufeinander, so ist die Annahme hoher chro-
matischer Zahl eindeutig stérker als die Annahme hohen Durchschnitts-
grads: nach Korollar 4.2.3 hat jeder Graph der chromatischen Zahl
> k einen Teilgraphen vom Minimalgrad mindestens k, wihrend umge-
kehrt bereits bipartite Graphen beliebig hohen Durchschnittsgrad haben
konnen aber all ihre Teilgraphen 2-chromatisch sind.

Vergleichen wir jedoch die Wirkung der beiden Invarianten direkt
hinsichtlich der Erzwingung von Minoren, so ist das Bild weniger klar.
Natiirlich ist auch hier die Annahme hoher chromatischer Zahl ,,minde-
stens so stark“ wie die Annahme hohen Durchschnittsgrads: alle nach
Abschnitt 6.2 durch einen Durchschnittsgrad > k erzwingbaren Minoren
oder topologischen Minoren kénnen wir wegen Korollar 4.2.3 auch durch
die Annahme einer chromatischer Zahl > k erzwingen. Doch reicht dazu
vielleicht schon eine geringere chromatische Zahl?

Fiir die Erzwingung vollstéandiger Minoren oder topologischer Mino-
ren heifit dies konkret: reicht eine gréfenordnungsmiiflig kleinere chro-
matische Zahl als 72 zur Erzwingung eines TK" (vgl. Satz 6.2.1), oder
eine groffenordnungsméflig kleinere chromatische Zahl als r+/logr zur
Erzwingung eines K"-Minors (Satz 6.2.2)? Da beide Funktionen fiir den
Durchschnittsgrad geringstmoglich sind (Ubung 25; Satz 6.2.2), hiitte ei-
ne positive Antwort of diese noch offenen Fragen ganz erhebliche Folgen
fiir unser Bild der bislang nur ansatzweise verstandenen Invariante x.

Die folgende Vermutung von Hadwiger bejaht die Frage im Falle
gewohnlicher Minoren. Die Vermutung gilt als eines der tiefsten offenen
Probleme der Graphentheorie.

Vermutung. (Hadwiger 1943)
Fiir jedes r € N und jeden Graphen G gilt die Implikation

x(G)=zr = G K.

Die Hadwiger-Vermutung ist trivial fiir » < 2, leicht fiir r = 3 und
r =4 (Ubungen), und dquivalent zum Vierfarbensatz fiir r = 5 und
r = 6. Fir r > 7 ist die Vermutung offen. Sie ist wahr fiir Graphen
grofler Taillenweite (Ubung 33; vgl. auch Korollar 6.3.9), und in der
Formulierung G = KX(%) gilt sie fiir fast alle Graphen.® Allgemein folgt
der Fall  der Vermutung aus dem Fall 7+ 1 (Ubung).

3 Siehe Kapitel 9 zum Begriff ,,fast alle®.
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Aquivalent zur Hadwiger-Vermutung fiir gegebenes r € N ist die
Aussage, dass jeder Graph ohne K"-Minor (r — 1)-farbbar ist. Dies wirft
die allgemeinere Frage nach der Struktur dieser Graphen auf: aus einem
hinreichend detaillierten Struktursatz iiber alle Graphen ohne K"-Minor
sollte auch folgen, ob diese Graphen (r — 1)-farbbar sind oder nicht.

Fiir r = 3 beispielsweise sind die Graphen ohne K"-Minor gerade
die Wilder (warum?), und diese sind 2-farbbar. Fiir »r = 4 haben wir
den folgenden Struktursatz fiir die Graphen ohne K*-Minor:

Proposition 6.3.1. Ein Graph mit mindestens drei Ecken ist genau
dann kantenmaximal ohne K*-Minor, wenn er rekursiv aus Dreiecken
durch Zusammenkleben® entlang von K?s konstruiert werden kann.

Beweis. Wir erinnern zuniichst an die Tatsache, dass wegen A(K*) = 3
jeder MK* einen TK* enthilt (Proposition 0.7.2); die Graphen ohne
K*-Minor sind also genau die Graphen ohne topologischen K*-Minor.

Den Beweis, dass ein wie angegeben konstruierter Graph G keinen
K*-Minor enthilt und iiberdies mit dieser Eigenschaft kantenmaximal
ist, lassen wir als Ubung; zum Beweis der Hadwiger-Vermutung fiir 7 = 4
ist ohnehin nur die andere Richtung no6tig. Diese zeigen wir mit Induk-
tion nach |G|.

Sei also G gegeben, kantenmaximal ohne K*-Minor. Ist |G| = 3,
so ist G selbst ein Dreieck. Zum Induktionsschritt sei jetzt |G| > 4.
Dann ist G nicht vollstandig; es sei S eine trennende Eckenmenge klein-
ster Méchtigkeit, und C7,Cy zwei Komponenten von G —.S. Wegen
der Minimalitédt von S hat jede Ecke aus S in beiden Komponenten
einen Nachbarn. Ist |S| > 3, so enthilt G drei kreuzungsfreie Wege
Py, Py, P3 zwischen einer Ecke v; € C; und einer Ecke v € Cy. Wegen
k(G) = |S| = 3 ist G — {v1,v2} zusammenhingend und enthilt somit
einen (kiirzesten) Weg P zwischen zwei verschiedenen P;. Dann ist je-
doch PUP,UP,U P; ein TK* in G, mit Widerspruch.

Es gilt somit k(G) < 2, und die Behauptung folgt mit der Induk-
tionsannahme aus Lemma 3.4.4.% d

Eine interessante Folgerung aus Proposition 6.3.1 ist, dass alle kan-
tenmaximalen Graphen ohne K*-Minor die gleiche Kantenzahl haben
und daher alle ,,extremal sind:

Korollar 6.3.2. Jeder kantenmaximale Graph G ohne K*-Minor hat
2 |G| — 3 Kanten.

Beweis. Induktion nach |G]|. O

4 Dies hatten wir in Kapitel 4.5 formal definiert.

5 Der Beweis des Lemmas ist elementar und unabhéngig vom Rest des Kapitels 3
lesbar.
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Korollar 6.3.3. Die Hadwiger-Vermutung ist wahr fiir r = 4.

Beweis. Entsteht G aus G; und Gs durch Zusammenkleben entlang
eines vollstédndigen Graphen, so ist x(G) = max {x(G1), x(G2)} (siehe
den Beweis von Proposition 4.5.2). Aus Proposition 6.3.1 folgt daher mit
Induktion nach |G|, dass alle kantenmaximalen (und somit alle) Graphen
ohne K*-Minor 3-firbbar sind. [

Korollar 6.3.3 lisst sich auch einfach direkt zeigen (Ubung 34).

Der Beweis der Hadwiger-Vermutung fiir » = 5 lisst sich mit Hilfe
des Vierfarbensatzes aus einem &hnlichen — wenn auch wesentlich grobe-
ren — Struktursatz fiir die Graphen ohne K°-Minor herleiten. Der Beweis
dieses Satzes gleicht von der Art her dem von Proposition 6.3.1, ist je-
doch etwas komplizierter und wesentlich linger. Wir zitieren den Satz
daher ohne Beweis:

Satz 6.3.4. (Wagner 1937)
Jeder mindestens 4-eckige kantenmaximale Graph ohne K®°-Minor ist
rekursiv durch Zusammenkleben entlang von Dreiecken und K?s kon-

struierbar aus ebenen Dreiecksgraphen und Exemplaren des Graphen W
(Abb. 6.3.1).

()

Abb. 6.3.1. Drei Darstellungen des Wagner-Graphen W

Mit Korollar 3.2.10 errechnet man aus Satz 6.3.4 leicht die hochst-
mogliche Kantenzahl eines Graphen ohne K®-Minor:

Korollar 6.3.5. Ein Graph mit n Ecken und ohne K®°-Minor hat
héchstens 3n — 6 Kanten. (]

Wie man leicht sieht, ist x (W) = 3. Nehmen wir mit dem Vierfar-
bensatz an, dass alle ebenen Dreiecksgraphen 4-farbbar sind, so erhalten
wir analog zu Korollar 6.3.3:

Korollar 6.3.6. Die Hadwiger-Vermutung ist wahr fiir r = 5. O

(3.2.10)
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Der Beweis der Hadwiger-Vermutung fiir r = 6 ist noch einmal
wesentlich schwieriger als der Fall r = 5. Auch er stiitzt sich auf den
Vierfarbensatz: der Beweis zeigt (ohne den Vierfarbensatz zu benutzen),
dass jedes Gegenbeispiel minimaler Ordnung aus einem pliattbaren Gra-
phen durch Hinzufiigung einer Ecke entsteht und deshalb — nach dem
Vierfarbensatz — kein Gegenbeispiel sein kann.

Satz 6.3.7. (Robertson, Seymour & Thomas 1993)
Die Hadwiger-Vermutung ist wahr fiir r = 6.

Wie bereits geschildert, liegt die Herausforderung der Hadwiger-
Vermutung darin, eine Beweistechnik zu entwickeln, die die Annahme
von x = r besser nutzt, als lediglich ihre Folgerung zu verwenden, dass
0 2 r—1 in einem geeigneten Teilgraphen gilt (was nach der zweiten
Aussage in Satz 6.2.2 keinen K"-Minor erzwingen kann). Bisher ist keine
derartige Technik bekannt.

Beschrianken wir uns jedoch bewusst darauf, lediglich 6 > r —1 zu
verwenden, so konnen wir andererseits fragen, welche zusétzlichen An-
nahmen helfen kénnten, einen K”-Minor zu erzwingen. Satz 6.2.5 besagt,
dass die Annahme einer groflen Taillenweite diese Auswirkung hat; siehe
auch Ubung 33. Tatsichlich reicht aber bereits eine viel schwiichere
Annahme aus: fiir jedes feste s € N und hinreichend grofle d abhingig
von s kann man zeigen, dass die Graphen G 2 K ; mit Durchschnitts-
grad mindestens d einen K"-Minor enthalten fiir wesentlich gréfies r als
r = d. Fiir die Hadwiger-Vermutung folgt daraus:

Satz 6.3.8. (Kiihn & Osthus 2005)
Fiir jedes s € N existiert ein r; € N, so dass die Hadwiger-Vermutung
fiir alle Graphen G 2 K s und r > r, gilt.

Die Verschirfung der Hadwiger-Vermutung, dass Graphen mit chro-
matischer Zahl mindestens r einen K" als topologischen Minor enthalten,
ist als Vermutung von Hajos bekannt geworden. Im allgemeinen ist sie
falsch, doch Satz 6.2.5 impliziert sie fiir Graphen grofler Taillenweite:

Korollar 6.3.9. Es gibt eine Konstante g, so dass fiir alle Graphen G
mit g(G) = g und alle r die Implikation x(G) > r = G 2 TK" gilt.

Beweis. Es sei g die Konstante aus Satz 6.2.5. Ist x(G) > r, so hat G
nach Korollar 4.2.3 einen Teilgraphen H mit 6(H) > r — 1. Dann gilt
g(H) = g(G) > g, und Satz 6.2.5 ergibt G 2 H D TK". O
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6.4 Szemerédis Regularitéitslemma

Bereits vor fast 30 Jahren entwickelte Szemerédi im Rahmen einer auf-
sehenerregenden Arbeit iiber Ramseyeigenschaften arithmetischer Pro-
gressionen ein graphentheoretisches Hilfsmittel, dessen Bedeutung fiir
die extremale Graphentheorie erst in den letzten Jahren mehr und mehr
erkannt wird: das sogenannte Regularitdtslemma. Grob gesprochen be-
sagt dieses Lemma, dass alle Graphen in einem gewissen Sinne durch
Zufallsgraphen® approximierbar sind: jeder hinreichend groBe Graph G
gestattet eine Zerlegung seiner Eckenmenge in wenige Teile, so dass seine
meisten Kanten zwischen verschiedenen Teilen verlaufen und die Kanten
zwischen je zwei Teilen besonders gleichméflig verteilt sind — etwa so, wie
wir es bei einer zufélligen Auswahl der Kanten erwarten wiirden.

Wollen wir nun beispielsweise zeigen, dass eine gewisse Kantendichte
die Existenz eines gewiinschten Teilgraphen zur Folge hat, und ist die
Anzahl der uns gegebenen Kanten so grofiziigig bemessen, dass es we-
niger auf jede einzelne Kante ankommt als auf die Gréflenordung ihrer
Anzahl, so erlaubt uns das Regularitidtslemma, statt mit der unbekann-
ten Lokalstruktur von G mit der viel genauer bestimmbaren erwarteten
Lokalstruktur zwischen je zwei Partitionsmengen zu arbeiten.

Wir werden das Regularitéitslemma in diesem Abschnitt vorstellen,
aber nicht beweisen.” Stattdessen leiten wir als Beispiel einer typischen
Anwendung des Lemmas den Satz 6.1.2 von Erdds und Stone aus ihm
her. Eine weitere Anwendung, ebenfalls ein durch das Lemma ganz
einfach erscheinender Beweis eines interessanten Satzes, geben wir in
Kapitel 7.2.

Zur Formulierung des Regularitédtslemmas brauchen wir zwei Be-
griffe. Ist G = (V, E) ein Graph, und sind X,Y C V zwei disjunkte
Eckenmengen in G, so bezeichnen wir mit || X, Y|| die Anzahl der X-Y -
Kanten von G und nennen

X, Y

dX)Y) = —"F—

| X[ Y]
die Dichte des Paares (X,Y). (Dies ist also stets eine reelle Zahl zwischen
0 und 1.) Zu gegebenem ¢ > 0 nennen wir ein Paar (A, B) disjunkter
Eckenmengen A, B C V e-reguldr, wenn fiir alle X C Aund Y C B mit

|X| > €| und [|Y| > €|B]|
gilt:
|[d(X,Y)—d(A,B)| <e.

Die Kanten innerhalb eines e-reguléren Paars von Eckenmengen sind also
recht gleichméflig verteilt: um so gleichméfliger, je kleiner e ist.

6 siehe Kapitel 9

7 Die englische Ausgabe dieses Buches enthilt den Beweis.

d(X,Y)
Dichte

e-reguldr
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Satz 6.4.1. (Regularititslemma)
Zu jedem ¢ > 0 und ¢ € N gibt es natiirliche Zahlen L und N mit der
folgenden Eigenschaft: zu jedem Graphen G = (V, E) mit n > N Ecken

existiert eine Partition {Vy,V1,...,Vi} von V mit
() ¢ <k < L;
(i) |Vo| < em;
(i) [VA| = .. = [Vl
(iv) alle bis auf héchstens ek? der Paare (V;,V;) mit 1 < i < j < k

sind e-regulr.

Das Wichtigste an der vom Lemma versprochenen Partition ist neben
der gleichméifigen Verteilung der Kanten gemé8 (iv) die Anzahl der Par-
titionsklassen: diese ist nach oben durch eine im wesentlichen nur von
€ abhéngige Konstante L beschrankt. Dadurch werden mit den parti-
tionierten Graphen G auch deren Partitionsklassen beliebig grof}: die
e-reguliiren Paare aus (iv) bilden beliebig grole bipartite Graphen mit
besonders gleichméfig verteilten Kanten. Solche Graphen enthalten aber
(bei positiver Kantendichte) jeden vorgegebenen bipartiten Graphen als
Teilgraphen. Ist nun die Kantendichte von G insgesamt grof3 genug,
so werden hinreichend viele der e-reguldren Paare (V;,V}) eine gewisse
Mindestdichte d aufweisen, dass geeignete bipartite Teilgraphen zwischen
ihnen zu einer Vielzahl erwiinschter Teilstrukturen von G kombiniert
werden konnen — siehe dazu den Beweis von Lemma 6.4.3.

Neben der oberen Schranke L enthilt das Lemma noch eine un-
tere Schranke ¢ fiir die Anzahl der Partitionsmengen. Diese stellt si-
cher, dass wir genug Partitionsmengen bekommen, dass die Anzahl der
Kanten innerhalb dieser Mengen — iiber die wir ja gar nichts wissen —
vernachlissigbar wird; siehe dazuUbung 39.

Die Partitionsmenge Vj schlieflich spielt nur die Rolle eines Abfall-
eimers: indem wir einige wenige Ecken fortwerfen, erreichen wir, dass
die iibrigen Partitionsmengen alle genau gleich grof} sind.

Das Regularitidtslemma ist niitzlich vor allem fiir dichte Graphen:
fiir Graphen mit gréfenordungsméBig weniger als n? Kanten auf n Ecken,
wie wir sie etwa in Abschnitt 6.2 betrachtet haben, wird die Aussage des
Lemmas fiir grofle n trivial — einfach weil alle betrachteten Dichten, und
damit auch die Unterschiede zwischen ihnen, fiir hinreichend grofles en
beliebig klein werden (Ubung 40).

Im Rest dieses Abschnitts schauen wir uns jetzt ndher an, wie man
das Regularitdtslemma anwenden kann. Nehmen wir einmal an, wir woll-
ten beweisen, dass eine gewisse Kantendichte von G ausreicht, das Auf-
treten eines gegebenen Graphen H als Teilgraphen von G zu erzwingen.
Betrachten wir dazu eine e-regulére Partition von G. Fiir die meisten der
Paare (V;, V;) von Partitionsmengen sind die Kanten zwischen V; und V;
gleichméBig verteilt; ihre Dichte hingegen ist unterschiedlich von Paar zu
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Paar. Da G viele Kanten hat, kann diese Dichte aber nicht fiir alle Paare
gleich null sein: ein betréchtlicher Anteil der Paare wird positive Dichte
haben. Wenn G nun grof} ist, so sind es die Paare auch: die Anzahl der
Partitionsmengen ist ja beschrénkt, und sie haben alle die gleiche Grofie.
Doch jeder hinreichend grofie bipartite Graph mit gleich grofien Parti-
tionsmengen, fester positiver Kantendichte und gleichméflig verteilten
Kanten enthilt jeden beliebig gegebenen bipartiten Teilgraphen.® (Wir
werden dies noch priizisieren.) Wenn demnach geniigend viele Paare in
unserer Partition von G positive Dichte besitzen, dass H als Vereinigung
bipartiter Graphen geschrieben werden kann, von denen jeder in einem
dieser Paare auftritt, so konnen wir hoffen, dass wie gewiinscht H C G
gilt.

All dies werden wir in Lemma 6.4.3 formalisieren und dann genau
beweisen. So geriistet werden wir dann mit dem Regularitdtslemma
den Satz von Erdds und Stone aus Abschnitt 6.1 beweisen; eine weitere
Anwendung folgt im Beweis von Satz 7.2.2. Wir beenden den Abschnitt
mit einem informellen Riickblick auf die Anwendung des Regularitéits-
lemmas, die wir kennengelernt haben — speziell mit Blick darauf, was wir
daraus an Technik fiir &hnliche Anwendungen lernen kénnen. Insbeson-
dere schauen wir uns noch einmal an, wie die verschiedenen beteiligten
Parameter voneinander abhingen, und in welcher Reihenfolge man sie
wéahlen muss, damit das Lemma funktioniert.

Wir beginnen damit, eine einfache Folge der e-Regularitéit eines Paa-
res (A, B) zu notieren. Fiir jede Teilmenge Y C B, die nicht zu klein ist,
haben die meisten Ecken von A etwa die erwartete Anzahl an Nachbarn
inY:

Lemma 6.4.2. Es sei (A, B) ein e-reguléres Paar der Dichte d, und
Y C B enthalte mindestens |Y| > €|B| Ecken. Dann haben alle bis auf
weniger als ¢ |A| der Ecken in A jeweils mindestens (d — €)|Y'| Nachbarn
inY.

Beweis. Es sei X C A die Menge der Ecken mit weniger als (d — €)|Y]|
Nachbarn in Y. Dann gilt || X, Y] < |X|(d—¢€)]Y|, und somit

1X, Y]]
dX,)Y) = <d—e=d(A B)—e.
XY
Da (A, B) e-regulér ist und |Y| > €|B], folgt | X| < €|A|. O

Eine Eckenpartition von G wie im Regularitdtslemma veranschau-
lichen wir uns durch einen Hilfsgraphen R. Die Ecken von R seien die
Partitionsmengen Vi,...,Vy, und zu gegebenem d € [0,1] seien zwei

8 Leser, die Zufallsgraphen bereits kennen, mogen diese Aussage mit Proposi-
tion 9.3.1 vergleichen.
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dieser Ecken benachbart, wenn sie ein e-regulidres Paar der Dichte > d
bilden. Ist m := |V4| = ... = |Vj|, so nennen wir R einen Regularitits-
graphen von G mit Parametern ¢, m und d. Ersetzen wir zu gegebenem
s € N jede Ecke V; von R durch eine Menge V;° von s Ecken, und die
Kanten V;V; von R durch vollstdndig bipartite Graphen zwischen den
entsprechenden Mengen V;* und V7, so bezeichnen wir den erhaltenen
Graphen mit Rs. (Fiir R = K" ist also Ry = K7.)

Das folgende Lemma liefert den Schliissel zu einer ganzen Reihe von
Anwendungen des Regularititslemmas. Es besagt, dass wir Teilgraphen
von R auch in G finden kénnen, sofern e hinreichend klein ist, die V;
hinreichend grof}, und d > 0. Die benttigten Werte von € und m héngen
dabei nur von (d und) dem Maximalgrad jener Teilgraphen ab:

Lemma 6.4.3. Zu allen d € (0,1] und A > 1 gibt es ein ¢y > 0 mit
der folgenden FEigenschaft. Ist G irgendein Graph und H ein Graph
mit A(H) < A, und ist s € N und R ein Regularitidtsgraph von G mit
Parametern € < eg, m > 2s/d® und d, so gilt

HCR; = HCG.

Beweis. Zu gegebenem d und A wahlen wir €y < d positiv aber so klein,
dass

(d— €)™ — Acg > La (1)

gilt; das ist moglich, da (d — €)™ — Ae — d? fiir e — 0. Sind nun G, H, s
und R gegeben, und ist {Vp,Vi,...,Vi} die Eckenpartition von G, aus
der R hervorging, so haben wir damit ein € < ¢y, V(R) = {V4,...,Vi},

und |Vi| = ... = |Vk| = m > 2s/d®. Wir diirfen annehmen, dass H
selbst ein Teilgraph von R; ist (nicht nur isomorph dazu), sagen wir mit
Ecken u1, ..., up. Die Lage eines jeden u; in einer der s-Mengen V* von

R definiert dann eine Abbildung o:i +— j. Unser Ziel ist es, jedes u; auf
eine Ecke v; in ,seinem® V; abzubilden, also mit v; € V,;), so dass diese
Abbildung eine Einbettung von H in G wird: mit v;v; € E(G) wann
immer u;u; eine Kante von H ist.

Wir werden die Ecken vy, ..., v, der Reihe nach wéhlen. Zu jedem
Zeitpunkt wird es fiir jedes i eine ,Zielmenge” Y; C V,(; von Ecken
geben, die noch als v; in Frage kommen. Zu Beginn ist Y; die gesamte
Menge V;(;y. Im Verlauf der Einbettung wird Y; dann immer kleiner (bis
hin zu Y; = {v;}, wenn v; schlieflich gewihlt ist): jedesmal, wenn wir
eine Ecke v; mit j < ¢ und uju; € E(H) festlegen, 16schen wir alle Ecken
aus Y;, die nicht zu v; benachbart sind. Die Menge Y; entwickelt sich
somit als

Vo =Y 2. 2] = {ui},
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wobei Yl-j die Version von ¥; nach der Festlegung von v; und der daraus
resultierenden Loschung von Ecken aus Y/ st

Damit die Zielmengen Y; in diesem Prozess nicht zu schnell zu klein
werden, miissen wir die v; mit j < i geeignet wéhlen. Bei der Festlegung
eines v; sind dabei nur die héchstens A Mengen Y; mit u;u; € E(H) im
Auge zu behalten. Fiir jedes dieser ¢ > j wollen wir v; so wéhlen, dass
¥/ = Nw)ny/ ™! (2)

K2

um hochstens den konstanten Faktor (d — €) kleiner ist als Y/~'. Das
aber ist moglich nach Lemma 6.4.2 (mit A = V,(;), B =V, und Y =
Y/ 71): hat Y/ ~! noch mindestens em Ecken (was wir induktiv werden
annehmen konnen), so haben héchstens em Ecken von V, ;) weniger als
(d— €)|Y7 ™| Nachbarn in ¥7~" und scheiden deshalb als Wahl von Y
aus. Insgesamt (fiir alle ) kommen also hochstens Aem Ecken aus Yj] -
nicht als v; in Frage; alle anderen Wahlen von v; € ij -1 implizieren
mit (2)

Y| > (d—e)|Y? 7. (3)

Damit ist nur noch zu zeigen, dass die Mengen Y aus der obigen
Anwendung von Lemma 6.4.2 in der Tat nie kleiner werden als em, und
dass wir bei der Festlegung von v; stets mindestens s geeignete Ecken
zur Wahl haben: da vor wu; hochstens s — 1 andere Ecken u in V, ;)
eingebettet worden sind, kénnen wir v; dann davon verschieden wéhlen.

All dies folgt aber aus unserer Wahl von €¢y. Da jedes Y; mit m Ecken
beginnt und hoéchstens A mal um einen Faktor von d — e schrumpft, gilt

|Yijfl\ —Aem > (d—e)Am—Aem > (d—eo)AmfAeom > %dAm > s
(3) (1)

fﬁr' alle 7 < 4; insbesondere haben wir wie gewiinscht |ng 71| > em und
|YJ-J_1\—A6m > s. O

Wir kommen jetzt zum Beweis des Satzes von Erdds und Stone.

Beweis von Satz 6.1.2. Wie im Satz seien r > 2 und s gegeben. Fiir
s = 1 folgt die Behauptung aus dem Satz von Turén; es sei also s > 2.
Weiter sei v > 0 gegeben; das v wird die Rolle des € des Satzes spielen.
Gibt es iiberhaupt einen Graphen G mit |G| =: n und

IGI = tr—1(n) +yn?,

so ist sicher v < 1. Wir wollen zeigen, dass K. C G gilt sofern n grof§
genug ist.

Unser Plan ist wie folgt. Mit dem Regularititslemma zeigen wir,
dass G aufgrund seiner hohen Kantenzahl einen Regularitétsgraphen R
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hat, der nach dem Satz von Turdn einen K" enthélt. Offenbar enthéilt R,
dann einen K7, und mit Lemma 6.4.3 schlieSen wir hieraus auf K] C G.

Mit Lemma 6.4.3 erhalten wir zu d := v und A := A(K?) eine Zahl
€p > 0. Fiir die Anwendung des Regularititslemmas wihlen wir £ > 1/
beliebig und € > 0 klein genug, dass € < ¢ gilt,

e<v/2<1 (1)
und

1
6= 277627467d7z > 0;

wegen 2y —d — % > 0 ist dies moglich. Das Regularitédtslemma liefert

uns zu diesen € und ¢ zwei Groflen L und N. Wir nehmen

2sL
'I’L}Iﬂa}({]\f7 m}

an. Unser Graph G hat damit eine Eckenpartition wie im Regularitéts-

lemma beschrieben. Fiir m := |Vi| = ... = |V}] gilt dann
n > km, (2)
sowie n—|Vo| _ n—en l—e _ 2s
- > [ “"I &

nach (i)—(ii) des Lemmas und Wahl von n. Es sei R der der Partition
von G entsprechende Regularitéitsgraph mit Parametern e, m,d. Wegen
€ < o und m > 2s/d® erfiillt R die Voraussetzungen von Lemma 6.4.3,
und nach Definition von A gilt A(K?) = A. Damit wir mit Lemma 6.4.3
wie gewlinscht auf K] C G schlieflen koénnen, brauchen wir somit nur
noch nachzuweisen, dass K™ C R gilt (und damit K7 C Ry).

Wir zeigen dies wie geplant mit dem Satz von Turdn. Dazu miissen
wir sicherstellen, dass R genug Kanten hat, dass also geniigend viele der
e-reguléren Paare (V;,V;) in G eine Dichte > d haben. Dies sollte aus
unserer Annahme folgen, dass G' mindestens ¢,_;(n) +yn? Kanten hat,
also eine Kantendichte von etwa :j + 27: dieser Wert liegt ja deutlich

T des Turdngraphen T1(k), und

iiber der Kantendichte von (etwa) =
damit deutlich iiber der Kantendichte, die G aus lediglich ¢, _1 (k) dichten
Paaren ableiten konnte, selbst wenn all diese Paare die Dichte 1 héatten.

Bestimmen wir also ||R|| genauer. Wieviele Kanten von G liegen
auferhalb e-regulirer Paare? Hochstens (“gol) Kanten liegen innerhalb
von Vp, und nach (i) des Regularitéitslemmas sind dies weniger als 1 (en)?
Kanten. Hochstens |Vplkm < enkm Kanten verbinden V) mit anderen
Partitionsmengen. In den héchstens ek? nicht e-reguléiren Paaren (V;, V;)
liegen jeweils nicht mehr als m?, zusammen also héchstens ek?m? Kan-
ten. In e-reguliren Paaren zu geringer Dichte (< d) liegen jeweils weniger
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als dm? Kanten, insgesamt also weniger als 2k2dm Und schlieilich
liegen hochstens je ( ) Kanten innerhalb einer der Partitionsmengen
Vi,..., Vg, zusammen also nicht mehr als %ka Kanten. Alle anderen
Kanten von G liegen in e-reguléren Paaren der Dichte > d, tragen also
zu Kanten von R bei. Da jeder Kante von R hochstens m? Kanten von

G entsprechen, gilt somit insgesamt
|G|l < 2€*n® + enkm + ek*>m® + 1k*dm* + 1km® + || R|| m”.

Fiir hinreichend grofie n folgt

1.2 G|l — 2€2n2—€nkm—ek2m ——dem ——k‘m
IR = 4k :
12m?
1k2( 1(n) +yn® - _ 2€2n2_€nkm25d1>
(1,2) n /2 L
tr—1(n) 1
> k2 Iv— 2 —he—d— =
@ * (Tf"/Q+76 ¢ ;
—1
142 n 1
=3k (tr1<n)(2> (1 n)—i—(S)
-2
leT
=2 r—1
>tr—1(k).

(Zur vorletzten Ungleichung beachte, dass t,_1(n) (")_1 nach Lemma

2
:j konvergiert und (1 — 1) gegen 1.) Nach Satz 6.1.1 gilt

somit K" C R, wie gewiinscht. O

Nachdem wir nun eine typische Anwendung des Regularitétslemmas
im Detail gesehen haben, wollen wir noch einmal einen Schritt zuriick-
treten und uns auf die wichtigsten Leitlinien besinnen: wo lagen die
eigentlichen Ideen, was war lediglich Technik, wie héngen all die ver-
schiedenen Parameter voneinander ab, und in welcher Reihenfolge wihlt
man sie in der Praxis?

Unsere Aufgabe im letzten Beweis war es, fiir hinreichend grofie G zu
zeigen, dass yn® mehr Kanten, als zur Erzwingung eines K"-Teilgraphen
notig sind, bereits einen K erzwingen. Dazu wollten wir Lemma 6.4.3
einsetzen, welches die Eingabe von zwei Parametern verlangt: d und A.
Da wir ein Exemplar von H = K] in G finden wollten, war die Wahl
von A := A(KT) bereits vorgegeben; die Wahl von d jedoch ist zunéchst
gar nicht klar. Dazu unten mehr.

Zu gegebenem d und A sagt uns Lemma 6.4.3, wie klein wir € wihlen
miissen, damit das Regularititslemma uns eine geeignete Partition lie-
fert. Weiter verlangt das Regularitdtslemma nach der Eingabe einer
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Mindestanzahl ¢ von Partitionsklassen. Auch die Wahl von ¢ werden wir
spéater diskutieren, zusammen mit d.

Was bleibt, ist, G grofl genug zu wihlen: grofler als das vom Re-
gularitdtslemma ausgegebene N, aber vor allem auch grof§ genug, dass
die Partitionsklassen mindestens 2s/d”® Ecken enthalten, wie von Lem-
ma 6.4.3 verlangt. (Das s des Lemmas hiingt allgemein von dem zu
findenden Teilgraphen H ab, wobei s := |H| in jedem Fall grofi genug
ist. In unserem Falle reicht das s aus dem K7.) Ab welcher Ordnung
G grofl genug ist, folgt damit direkt aus der oberen Schranke L fiir
die Anzahl der Partitionsklassen, die das Regularitdtslemma auswirft:
vernachlissigen wir Vj, so reicht |G| > 2Ls/d®.

Bis hierhin war die Wahl der Parameter einfach und mechanisch:
eben so muss man es bei jeder Anwendung des Regularitdtslemma von
diesem Typ machen. Nun aber kommen wir zum interessanten Teil, der
in jeder Anwendung anders ist: der Wahl von d. In unserem Beweis des
Satzes von Erd6s und Stone ist die entscheidende Beobachtung, dass d
nur klein genug zu sein braucht, damit unsere yn? ,zusétzlichen“ Kan-
ten ausreichen zur Erzwingung mindestens eines ,,zusétzlichen* dichten
Paares (V;,V}) (wobei ,dicht“ heifit ,von der Dichte mindestens d“),
insgesamt damit von mehr als ¢,_;(k) dichten Paaren, und damit eines
K" in R und eines K in Rj.

Warum aber reichen die yn? zusitzlichen Kanten dazu aus? Neh-
men wir einmal an, wir hiitten nur ¢,._; (k) dichte e-reguliire Paare. In-
nerhalb dieser Paare hat G hochstens

r—2 1
m 1z
r—1 27 r—1

112
5k

Kanten, selbst wenn diese Paare bis zu ihrer vollen Kapazitit von je m?

Kanten gesittigt sind. (Hier ist m wieder die gemeinsame Eckenzahl
aller Partitionsklassen aufler Vj, d.h. km ist fast n.) Wir haben somit,
etwas gerundet, gerade wieder unsere yn? Zusatzkanten iibrig. Diese
miissen wir verteilen auf die anderen e-reguldren Partitionspaare, die
der Dichte < d, oder sie ,irregulér® unterbringen: in irreguliren Paa-
ren, oder mit einer Endecke in Vj, oder innerhalb einer Partitionsklasse.
Die Gesamtanzahl von Kanten in e-reguléren Paaren geringer Dichte ist
geringer als
1k2dm® < Ldn?,

also weniger als die Hilfte unserer yn? Zusatzkanten falls wir d := ~
wihlen. Die andere Hilfte, also weitere %7712 Kanten, ist aber zu gro8,
um sie ,irregular® unterzubringen — sofern wir nur ¢ grof genug und €
klein genug wihlen. Welche Werte von ¢ und e dies leisten, muss man
jetzt nur noch ausrechnen.
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Ubungen

1.7 Zeige, dass K 3 extremal ist ohne P3.

2.7 Bestimme fiir jedes k£ > 0 die extremalen Graphen mit chromatischer
Zahl hochstens k.

3.  Bestimme den Wert von ex(n, K1) fiir alle r,n € N.

4. Gibt es einen Graphen, der kantenmaximal ist ohne K3-Minor aber
nicht extremal?

5.7 Bestimme fiir jedes k > 0 die extremalen Graphen ohne k unabhiingige
Kanten.
(Tip: Satz 1.2.3 und Ubung 17, Kapitel 1.)

6. Zeige ohne den Satz von Turdn, dass die maximale Anzahl von Kanten
in einem dreiecksfreien Graphen der Ordnung n > 1 gleich [n?/4] ist.

7. Zeige, dass stets

r—2
tr—1(n) < %ng o

gilt, mit Gleichheit wenn n durch r — 1 teilbar ist.

8. Zeige, dass trfl(n)/(") fiir n — oo gegen (r —2)/(r — 1) konvergiert.
(Tip: o (=D))< toa(0) < s (0 — DI 1).)

9. Zeige, dass ein K, , nach Loschung von héchstens (m — s)(n —t)/s
Kanten stets noch einen K ; als Teilgraphen enthélt.

10. Zu 0 < s < ¢t < n bezeichne z(n,s,t) die groftmogliche Kanten-
zahl eines bipartiten Graphen, dessen Partitionsmengen beide genau n
Ecken enthalten und der keinen K ; enthélt. Beweise die Ungleichung
2ex(n, Kst) < z(n,s,t) < ex(2n, Kst).

11.7 Zu gegebenen natiirlichen Zahlen 1 < r < n sei G ein bipartiter Graph
mit Eckenpartition {A, B} fiir |[A| = |B| =n, und K, , € G. Zeige

d
Z( (x)) < (r1)<">.
r r
zeA
Folgere mit Hilfe der vorigen Ubung, dass ex(n, Krr) < en? T gilt
fiir eine Konstante ¢, die nur von r abhéngt.

12.  Die obere Kantendichte eines unendlichen Graphen G ist das Infimum
aller reellen Zahlen «, so dass die endlichen Graphen H C G mit
HHH('Hl)i1 > « beschrankte Ordnung haben Zeige, dass diese Zahl
stets einen der abzihlbar vielen Werte 0, 1, 2 3 3, i, ... annimmt.

(Tip: Erd8s-Stone.)
13. Finde zu gegebenem Baum 7T eine in n lineare obere Schranke fiir

ex(n,T), die nicht von der Struktur von T abhingt sondern nur
von |T.
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14.

15.7

16.

17.%

18.

19.%

20.

21.7

22.%F

6. Extremale Graphentheorie

Zeige, dass die in der Erd6s-Sés-Vermutung behauptete Schranke fiir
ex(n,T) als allgemeine Schranke fiir beliebige n fiir jeden Baum T
bestmoglich ist. Ist sie sogar fiir jedes n und jedes T bestmdoglich?

Beweise die Erdés-Sés-Vermutung fiir den Fall, dass der betrachtete
Baum ein Stern ist.

Beweise die Erdés-Sés-Vermutung fiir den Fall, dass der betrachtete
Baum ein Weg ist.

(Tip: Ubung 7 aus Kapitel 0.)

Fiir welche Badume T gibt es eine gegen unendlich gehende Funktion
f:N— N mit der Eigenschaft, dass jeder Graph G mit x(G) < f(d(Q))
den Baum T als Untergraphen enthélt? (Mit anderen Worten: kénnen
wir durch hohen Durchschnittsgrad dann eine hohe chromatische Zahl
erzwingen, wenn wir zusétzlich fordern, dass T nicht als Untergraph
auftritt? Oder analog zur Vermutung von Gyérfas: kénnen wir durch
hohen Durchschnittsgrad d(G) zumindest dann T' als Untergraphen er-
zwingen, wenn G eine niedrige chromatische Zahl hat?)

Fiir zwei Grapheninvarianten 1 und i2 schreibe i1 < 2, wenn wir in
beliebigen Graphen G beliebig hohe Werte von iz fiir einen geeigne-
ten Teilgraphen H C G dadurch erzwingen kénnen, dass wir i1(G)
als hinreichend grofl voraussetzen. (Formal: es existiert eine Funktion
f:N—N, so dass fiir jedes k € N jeder Graph G mit i1(G) > f(k) einen
Teilgraphen H mit i2(H) > k enthilt.) Gilt sowohl 4; < iz als auch
i1 > 12, so schreibe i1 ~ i2. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation fiir
Grapheninvarianten ist, und ordne die Aquivalenzklassen der folgenden
Invarianten durch <: Minimalgrad; Durchschnittsgrad; Zusammen-
hang; Arborizitdt; chromatische Zahl; Reihenzahl; listenchromatische
Zahl; max{r | K" C G}; max{r | TK" C G}; max{r | K" x G };
min max d* (v), wobei das Maximum {iber alle Ecken v des Graphen
variiert und das Minimum iiber all seine Orientierungen.

Beweise ohne Zuhilfenahme eines anderen Satzes den Satz von Wag-
ner (1964), dass jeder Graph mit chromatischer Zahl mindestens 2"
einen K" als Minor enthlt.

(Tip: Induktion nach r. Kontrahiere fiir den Induktionsschritt einen
zusammenhéngenden Teilgraphen, der so gewéhlt wurde, dass der ver-
bleibende Graph immer noch mindestens halb so viele Farben braucht
wie der urspriingliche Graph.)

Es sei G ein Graph mit Durchschnittsgrad > 2"~ 2. Zeige durch Betrach-
ten der Nachbarschaft einer Ecke in einem minimalen Minor H < G
mit e(H) > ¢(G) den Satz von Mader (1967), dass G = K.

Leite den Satz von Wagner (Ubung 19) aus dem Satz von Mader
(Ubung 20) her.

Finde in einem beliebigen Graphen G mit ¢(G) > k € N einen Minor
H < G, der sowohl §(H) > k als auch 6(H) > |H|/2 erfiillt.
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23.%

24.

25.%

26.

27.7
28.7

29.7

30.

31.

32.

33.

34.F

35.7
36.

Finde eine Konstante ¢, so dass jeder Graph mit n Ecken und min-
destens n + 2k(logk + loglog k + ¢) Kanten k kantendisjunkte Kreise
enthilt (fiir alle k € N). Leite daraus ein Kanten-Analogon des Satzes
1.3.2 von Erdés und Pésa ab.

(Tip: Lésche, fiir 6 > 3, die Kanten eines kurzen Kreises und wende
Induktion an. Die Rechnungen dhneln dem Beweis von Lemma 1.3.1.)

Vereinfache den Beweis von Satz 6.2.1 durch Verwendung von Ubung 23
aus Kapitel 2.

Zeige, dass jede Funktion h wie in Lemma 2.5.1 fiir alle geraden r
die Ungleichung h(r) > ir® erfiillt, und Satz 6.2.1 daher bis auf die
Konstante ¢ bestmoglich ist.

Charakterisiere die Graphen mit n Ecken und mehr als 3n — 6 Kanten,
die keinen T K3 3 enthalten. Bestimme insbesondere ex(n, T K3 3).

(Tip: Verwende den Satz von Wagner, dass alle kantenmaximalen Gra-
phen ohne K3 3-Minor rekursiv aus maximal plattbaren Graphen und
Exemplaren von K° konstruierbar sind, durch Zusammenkleben ent-
lang von K2s.)

Leite den Vierfarbensatz aus der Hadwiger-Vermutung fiir » = 5 her.

Fiithre die Hadwiger-Vermutung fiir r auf die Hadwiger-Vermutung fiir
r+ 1 zuriick.

Leite aus einem Satz des Kapitels die folgende Abschwichung der
Hadwiger-Vermutung her: fiir jedes € > 0 hat jeder Graph der chroma-
tischen Zahl > 7€ einen K"-Minor, falls nur r gro genug ist.

Zeige, dass jeder wie in Proposition 6.3.1 konstruierte Graph kanten-
maximal ohne K*-Minor ist.

Beweise die Implikation 6(G) > 3 = G D TK™.

(Tip: Proposition 6.3.1.)

Ein Multigraph heifit series-parallel, wenn er rekursiv aus einem K2
konstruiert werden kann durch folgende Schritte: (i) Verdoppelung ei-
ner Kante; (ii) Unterteilung einer Kante. Zeige, dass ein 2-zusammen-

hangender Multigraph genau dann series-parallel ist, wenn er keinen
(topologischen) K*-Minor enthiilt.

(i) Beweise ohne Zuhilfenahme von Satz 6.3.8 die Hadwiger-Vermutung
fiir Graphen der Taillenweite mindestens 11 und hinreichend grofles 7.

(ii) Zeige ohne Korollar 6.3.9 die Existenz einer Konstante g € N, so dass
alle Graphen der Taillenweite mindestens g die Hadwiger-Vermutung
erfiillen (fiir alle r).

Beweise die Hadwiger-Vermutung fiir » = 4 direkt, ohne Benutzung
von Proposition 6.3.1.

Beweise die Hadwiger-Vermutung fiir Kantengraphen.

Beweise Korollar 6.3.5.
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37.7 Wozu dient in der Definition eines e-reguliren Paares die Bedingung
JX| > €[Al und Y| > ¢|B|<?

38.7 Zeige, dass jedes in einem Graphen G e-regulére Paar (Vi, V) auch in
G e-regulér ist.

39. Betrachte eine Partition {Vi...Vi} einer endlichen Menge V. Zeige,
dass der vollstindige Graph auf V' ungeféhr (kK — 1)-mal so viele Kan-
ten zwischen verschiedenen Partitionsmengen hat wie Kanten innerhalb
von Partitionsmengen. Erklire, wie dies zur Wahl von m := 1/ im
Beweis des Satzes von Erdés und Stone fiihrt.

40. Beweise das Regularitdtslemma fiir nicht-dichte Graphen, d.h. fiir je-
de Folge (Grn)nen von Graphen der Ordnung n mit ||G,||/n* — 0 fiir
n — oo.

Notizen

Das Standard-Referenzwerk fiir Resultate und offene Probleme der extrema-
len Graphentheorie ist B. Bollobas, Extremal Graph Theory, Academic Press
1978; hier nicht gegebene Quellenverweise finden sich dort. Neuere Ergdnzun-
gen finden sich in dem von Bollobas geschriebenen Kapitel des Handbook
of Combinatorics (R.L.Graham, M. Grétschel & L.Lovasz, Hrsg.), North-
Holland 1995. In L.W. Beineke & R.J. Wilson, Selected Topics in Graph Theo-
ry 2, Academic Press 1983, findet sich ein Ubersichtsartikel von Simonovits zur
extremalen Graphentheorie im engeren Sinne, der unter anderem die besondere
Rolle der Turangraphen anschaulich herausarbeitet; einen neueren Uberblick
gibt Simonovits in (R.L. Graham & J.Nesetiil, Hrsg.) The Mathematics of
Paul Erdés, Vol. 2, Springer 1996.

Der Satz von Turédn ist nicht einfach ein extremaler Satz von vielen: er
ist das klassische Ursprungsresultat der Extremalen Graphentheorie. Unser
erster Beweis ist im wesentlichen der Originalbeweis; der zweite geht auf
Zykov zuriick und ist in dieser Form von Brandt. Unsere Version des Sat-
zes von Erdds & Stone ist eine leichte Vereinfachung des Originalresultates.
Ein direkter Beweis des Satzes (ohne Verwendung des Regularitéitslemmas)
findet sich in L. Lovész, Combinatorial Problems and Exercises (2. Auflage),
North-Holland 1993. Das Korollar des Satzes, dem dieser seine in der extrema-
len Graphentheorie so herausragende Stellung verdankt, wurde erst 20 Jahre
spéter gefunden: von Erdés und Simonovits (1966).

Von unseren zwei Schranken fiir ex(n, K..,) gilt die obere als die grofien-
ordnungsméflig vermutlich richtige. Fiir vollstindig bipartite Graphen mit
Eckenpartition in sehr unterschiedlich grole Mengen wurde dies bestéitigt von
J.Kollar, L. Ronyai & T.Szabd, Norm-graphs and bipartite Turdn numbers,
Combinatorica 16 (1996), 399-406; dort ist gezeigt, dass ex(n, K, ) > en® T
gilt fir s > r!.

Ein Beweis der Erdds-Sés-Vermutung fiir grofie £ wurde 2006 angekiindigt
von M. Ajtai, J. Komlds, M. Simonovits und E. Szemerédi. Der Fall, dass der
betrachtete Baum T ein Weg ist (Ubung 16), wurde 1959 von Erdés & Gallai
bewiesen. Es war dieses Ergebnis, das, zusammen mit dem einfachen anderen
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Extremfall eines Sterns (Ubung 15), die Vermutung als ein moglicherweise
vereinendes Resultat anregte.

Satz 6.2.1 ist von B. Bollobés & A.G. Thomason, Proof of a conjecture of
Mader, Erdés and Hajnal on topological complete subgraphs, Eur. J. Comb. 19
(1998), 883-887, sowie unabhiingig von J. Komlds & E. Szemerédi, Topological
cliques in graphs II, Comb. Probab. Comput. 5 (1996), 79-90. Fiir grofie G
zeigen die letzten beiden Autoren, dass die Konstante ¢ aus dem Satz auf
ungefdhr % gesenkt werden kann, was nicht weit ist von der unteren Schranke

1

von g aus Ubung 25.

Satz 6.2.2 wurde zuerst 1982 von Kostochka bewiesen, und 1984 mit einer
besseren Konstante von Thomason. Die Quellen, sowie weitere Einblicke auch
in die frithen Beweise, finden sich in A.G. Thomason, The extremal function
for complete minors, J. Comb. Theory B 81 (2001), 318-338. Dort wird auch
der Wert von a bestimmt. Uberraschenderweise liegt auch der Durchschnitts-
grad, der zur Erzwingung eines unvollstdndigen Minors H notwendig ist, bei
crv/Togr; hier ist ¢ = ay/e +o(1) fiir fast alle H mit ~ Ecken und 7'+ Kanten,
fiir jedes feste € € (0,1). Siehe J.S.Myers & A.G.Thomason, The extremal
function for noncomplete minors, erscheint in Combinatorica.

Da Satz 6.2.2 bestmoglich ist, gibt es keine Konstante ¢, so dass al-
le Graphen mit Durchschnittsgrad mindestens c¢r einen K"-Minor haben.
Verschérft man diese Annahme jedoch zu x > cr, so kann man damit einen
K"-Minor in allen hinreichend groflen Graphen erzwingen; siehe T.Bohme,
K. Kawarabayashi, J. Maharry und B. Mohar, Linear connectivity forces large
complete bipartite minors, preprint 2004.

Dass hinreichend hohe Taillenweite Minoren mit beliebig hohem Mini-
malgrad und somit grofle vollstdndige Minoren erzwingen kann, wurde bereits
1983 von Thomassen entdeckt. Unser Lemma 6.2.3 ist implizit enthalten in
W. Mader, Topological subgraphs in graphs of large girth, Combinatorica 18
(1998), 405-412. Die Voraussetzung einer Taillenweite von mindestens 8k + 3
im Lemma haben D. Kiihn & D. Osthus, Minors in graphs of large girth, Ran-
dom Struct. Alg. 22 (2003), 213-225, auf etwa 4k senken konnen; dies ist
vermutlich bestmoglich.

Die Originalquelle fiir Satz 6.2.5 findet sich in D. Kithn und D. Osthus, Im-
proved bounds for topological cliques in graphs of large girth (preprint 2005),
wo die Autoren ihren Satz mit g < 27 neu beweisen. Vergleiche auch D. Kiihn &
D. Osthus, Subdivisions of K42 in graphs of average degree at least r +¢ and
large but constant girth, Comb. Probab. Comput. 13 (2004), 361-371.

Der in den Ubungen angedeutete Beweis der Hadwiger-Vermutung fiir
r =4 findet sich bereits in Hadwigers Originalarbeit von 1943. Ein Gegenbei-
spiel zur Vermutung von Hajés wurde 1979 von Catlin gefunden; etwas spéter
bewiesen Erdés und Fajtlowicz sogar, dass die Hajés-Vermutung fiir ,,fast alle®
Graphen (siehe Kapitel 9) falsch ist.

Beweise des Satzes von Wagner 6.3.4 (mit der Hadwiger-Vermutung fiir
r = 5 als Korollar) finden sich in Bollobds's Extremal Graph Theory (s.o.)
und in Halins Graphentheorie (2. Auflage), Wissenschaftliche Buchgesellschaft
1989. Die Hadwiger-Vermutung fiir » = 6 wurde bewiesen von N. Robertson,
P.D. Seymour und R. Thomas, Hadwiger‘s conjecture for Kg-free graphs, Com-
binatorica 13 (1993), 279-361.



204 6. Extremale Graphentheorie

Die Untersuchung von Graphen, die einen gegebenen Graphen nicht als
Minor oder topologischen Minor enthalten, hat eine lange Geschichte. Aus-
gangspunkt war, wie so oft, das Vierfarbenproblem. Um das Problem zu
yenttopologisieren, stellte Wagner bereits 1935 die Frage nach der Struk-
tur der Graphen ohne K°- oder ohne K3 3-Minor — in der Hoffnung, durch
einen entsprechenden Struktursatz vielleicht die Graphen in der einen oder
der anderen dieser beiden Klassen (und damit insbesondere die pléttbaren
Graphen) als vierfarbbar zu erweisen. Wagners Struktursatz fiir die Graphen
ohne K°-Minor (Satz 6.3.4) war das Ergebnis seiner Bemiihungen, der Ansatz
also gescheitert: im Gegensatz zu seinem Struktursatz fiir die Graphen ohne
K*-Minor (Proposition 6.3.1), der an Genauigkeit keinen Wunsch offenliift,
beschreibt Satz 6.3.4 die Struktur der Graphen ohne K®°-Minor zwar auch
wunderschén — aber eben nur modulo der Struktur der in ihm als weiterhin un-
geknackte Nufl enthaltenen plattbaren Graphen! Zu Einzelheiten der Wagner-
schen Struktursitze fiir die Graphen ohne K°- bzw. K3 3-Minor, und zu weite-
ren Sétzen dieses Typs, siehe R. Diestel, Graph Decompositions, Oxford 1990.

Trotz seines Scheiterns im Hinblick auf das Vierfarbenproblem hatte Wag-
ners Satz 6.3.4 Folgen wie kaum ein anderer Satz der Graphentheorie: er in-
spirierte Hadwiger zu seiner Vermutung, und Robertson & Seymour zu ihrer
Minorentheorie (Kapitel 10), insbesondere dem Begriff der Baumzerlegungen
und dem Struktursatz fiir Graphen ohne K"-Minor (Satz 10.4.5). Wagner
selbst reagierte 1964 auf Hadwigers Vermutung mit dem Beweis, dass immer-
hin eine Funktion f: N — N existiert mit der Eigenschaft, dass jeder Graph mit
chromatischer Zahl mindestens f(r) einen K"-Minor hat (Ubung 19). Dieser
Satz und sein Analogon fiir topologische Minoren, das unabhingig von Di-
rac und Jung bewiesen wurde, fithrten dann direkt auf die Frage nach dem
geringsten Durchschnittsgrad, der einen gewiinschten Minor erzwingt.

Satz 6.3.8 ist Folge des umfassenderen Ergebnisses von D.Kiithn und
D. Osthus, Complete minors in K ,-free graphs, Combinatorica 25 (2005)
49-64, dass jeder Graph ohne K s Teilgraphen und mit Durchschnittsgrad
r > rs einen KP-Minor hat fiir p = Lrl+ﬁ/(log r)3].

Wie in der Vermutung von Gyérfas kann man fragen, unter welchen zu-
sétzlichen Annahmen hoher Durchschnittsgrad einen Untergraphen erzwingt,
der isomorph ist zu einer Unterteilung eines gegebenen Graphen H. Diese
Frage wurde fiir beliebige H beantwortet von D. Kiithn und D. Osthus, Induced
subdivisions in K s-free graphs of large average degree, Combinatorica 24
(2004) 287-304. Dort ist gezeigt, dass es fiir alle ,s € N ein d € N gibt, so
dass jeder Graph G 2 K, s mit d(G) > d einen TK" als Untergraphen enthilt.

Abschnitt 6.4, und insbesondere Lemma 6.4.3, entstammen dem Uber-
sichtsartikel zum Regularititslemma von J. Komlés & M. Simonovits in Paul
Erdés is 80, Proc. Collog. Math. Soc. Jénos Bolyai (1994). Dort findet sich
eine Fiille weiterer Details und Anwendungen des Lemmas. Eine—unabhéngig
auch von Rodl entwickelte—Adaption des Lemmas auf magere Graphen gibt
Y. Kohayakawa, Szemerédi‘s regularity lemma for sparse graphs, in (F. Cucker
& M. Shub, Hrsg.) Foundations of Computational Mathematics, Selected pa-
pers of a conference held at IMPA in Rio de Janeiro, January 1997, Springer-
Verlag 1997. Das Regularitédtslemma selbst stammt aus E. Szemerédi, Regular
partitions of graphs, Colloques Internationaux CNRS 260 — Problémes Com-
binatoires et Théorie des Graphes, Orsay (1976), 399-401.



7 Ramseytheorie
fiir
Graphen

In diesem Kapitel betrachten wir eine Problemstellung, die der Leitfrage
von Kapitel 6 oberflichlich dhnelt: welche Teilstrukturen finden sich
notwendigerweise in einem Graphen, wenn dieser nur grofl genug ist?

Das Regularitéatslemma aus Kapitel 6.4 bietet eine mogliche Antwort
auf diese Frage: jeder (hinreichend grofie) Graph G enthilt grofie Un-
tergraphen, die in wesentlichen Teilen typischen Zufallsgraphen &hneln.
Fragen wir andererseits nach einem konkreten Untergraphen H, der
uns besonders wichtig ist, so dhnelt unser Problem mehr den Sitzen
von Turdn (6.1.1) und Wagner (6.3.4), oder der Hadwiger-Vermutung:
natiirlich kénnen wir nicht erwarten, dass G ausgerechnet diesen Gra-
phen H enthéilt, doch enthélt es ihn nicht, so folgt daraus vielleicht eine
interessante Strukturaussage iiber G.

Die fiir dieses Kapitel typische Art einer solchen Strukturaussage
ist einfach die Existenz eines anderen konkreten Untergraphen. Enthilt
etwa zu gegebenem r € N jeder hinreichend grofie Graph entweder einen
K7 oder einen induzierten K"7 Enthélt jeder hinreichend grofle zusam-
menhéngende Graph entweder einen K", oder einen langen Weg oder
einen groflen Stern induziert?

Trotz der oberflichlichen Ahnlichkeit zu den Fragestellungen aus
Kapitel 6 fithrt die Betrachtung von Fragen wie der obigen zu Mathema-
tik ganz anderer Art: die Beweise der wichtigsten Sétze dieses Kapitels
haben mehr gemeinsam mit denen verwandter Sétze etwa in der Algebra
als mit anderen Teilen der Graphentheorie. Das genaue Studium dieser
Beweistechniken ist denn auch ein eigensténdiges — und faszinierendes —
Gebiet der Kombinatorik: das Gebiet der Ramseytheorie.
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7.1 Der Satz von Ramsey

Der Satz von Ramsey besagt, in seiner einfachsten Version, dass es in
jedem hinreichend grofien Graphen G entweder einen vollstéindigen oder
einen kantenlosen Untergraphen vorgegebener Ordnung r gibt.

Zunéchst mag das durchaus iiberraschen: immerhin benotigen wir
zur Erzwingung eines K"-Teilgraphen in G einen Anteil von etwa g::f;
der (%) mdglichen Kanten von G (Korollar 6.1.3), aber G und G kénnten
ja beide nur etwa die Hilfte der moglichen Kanten enthalten. Oder
anders ausgedriickt: bei der Suche nach einem K7 in G oder G hilft es
offenbar entscheidend, uns die Wahl zwischen G' und G offenzuhalten,
statt den K" nur in dem dichteren dieser beiden Graphen zu suchen.

Auf den zweiten Blick ist der Satz von Ramsey dann auch schon
weniger iiberraschend: gerade der Satz von Turdn zeigt ja, dass man
nur dadurch viele Kanten in G unterbringen kann ohne einen K" zu
erzeugen, dass man diese Kanten ganz speziell anordnet — was dann eben
einen grofien vollstindigen Teilgraphen von G erzwingt, im extremalen
Fall von G = T"~'(n) sogar einen K/(r=U1 C G.

Wie koénnte man den Satz von Ramsey beweisen? Beginnen wir
einfach, versuchsweise, die Konstruktion des gesuchten Untergraphen
mit einer beliebigen Ecke v; € V; := V(G). Konnen wir vy als die erste
Ecke eines K" oder K" in G auffassen? Ist |G| grof, so gibt es jedenfalls
eine grofe Menge Vo von Ecken, die entweder alle zu w1 benachbart
oder alle nicht zu v; benachbart sind. Entsprechend kénnte v, die erste
Ecke eines K" bzw. KT sein, dessen weitere Ecken alle in Vj liegen.
Wihlen wir also fiir unseren K" oder K" eine zweite Ecke v9 aus dieser
Menge V5. Da auch Vo grof ist, gibt es eine immer noch relativ grofie
Teilmenge V3 C Vo von Ecken, die beziiglich vy alle ,,vom gleichen Typ“
sind, d.h. zu vy entweder alle benachbart oder alle nicht benachbart (und
entsprechend beziiglich vy, wegen V5 C V5). Wir setzen nun unsere Suche
nach Ecken eines K" oder K" in V3 fort, usw. (Abb. 7.1.1).

Abb. 7.1.1. Konstruktion der Eckenfolge vi,ve, ...

Wie lange konnen wir so fortfahren? Dies hingt offenbar davon ab,
wie grof} unsere erste Eckenmenge V7 war: jedes V; ist mindestens noch
etwa halb so grofl wie sein Vorgénger V;_1, d.h. wir werden s Konstruk-
tionsschritte vollziehen kénnen, wenn G mindestens etwa 2° Ecken hatte.
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Und wie der folgende Beweis zeigt, reichen s = 2r — 3 Ecken v; aus, um
unter ihnen in der Tat die Ecken eines K" oder K" in G zu finden.

Satz 7.1.1. (Ramsey 1930)

Zu jedem r € N gibt es ein n € N mit der Eigenschaft, dass jeder
Graph mit mindestens n Ecken einen K" oder einen K™ als Untergraphen
enthélt.

Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir » = 0, 1; im Folgenden sei r > 2.
Es sei n := 22”73, und G ein Graph mit mindestens n Ecken. Wir
definieren rekursiv Eckenmengen Vi,...,V5,._o und Ecken v; € V; in G
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) |‘/Z‘ = 227“7271’ (Z = 1,,27"—2),
(i) V; C Viey~{vii1} (i=2,...,2r—2);

(iii) v;—1 ist entweder zu jeder oder zu keiner Ecke in V; benachbart
(i=2,....2r—2).

Es sei V; C V(G) irgendeine Menge von 22"~3 Ecken, und v; € V;
beliebig. Damit ist (i) fiir ¢ = 1 erfiillt; (i) und (iii) sind trivialerweise
wahr. Zu gegebenem ¢ mit 1 < i < 2r—2 seien nun V;_; und v;_1 € V;_1
bereits so gewihlt, dass (i)—(iii) fiir ¢ — 1 gelten. Da

|Vvifl ~ {Uz‘fl}| _ 227-—1—1' -1

ungerade ist, hat V;_; eine Teilmenge V;, die (i)—(iii) erfiillt; wir wéihlen
v; € V; beliebig.

Unter den 2r — 3 Ecken vq,...,va,_3 gibt es r — 1 Ecken v;_1, die
in (iii) vom gleichen Typ sind: entweder jeweils zu allen Ecken in V;
benachbart oder zu keiner. Da V; die Ecken v;, ..., vs,._o enthilt, in-
duzieren diese r — 1 Ecken zusammen mit vg,._o entsprechend einen K"
oder einen K" in G. O

Die kleinste zu r gehorige Zahl n aus Satz 7.1.1 nennt man die Ramsey-
zahl von r; nach unserem Beweis des Satzes ist n < 22773, In Kapitel 9
werden wir auch eine untere Schranke fiir die Ramseyzahl von r finden
(Satz 9.1.3).

Im Zusammenhang mit dem Satz von Ramsey driickt man der An-
schaulichkeit halber Partitionen hiufig als Farbungen aus: eine Farbung
einer Menge X mit ¢ Farben, kurz eine c-Fdrbung (der Elemente) von X,
ist dann nichts weiter als eine Partition von X in ¢ Teilmengen — die halt
mit den verschiedenen Farben indiziert werden. (Insbesondere muss ei-
ne Farbung der Kantenmenge eines Graphen keine Auflagen erfiillen wie
in Kapitel 4: benachbarte Kanten diirfen gleich gefarbt sein, d.h. der
gleichen Partitionsmenge angehéren.) Haben wir die Menge [X]* aller

[7.2.2]

Ramsey-
zahl von r

c-Farbung

[x]*



einfarbig

[10.1.1)

assoziiert

208 7. Ramseytheorie fiir Graphen

k-elementigen Teilmengen einer Menge X mit ¢ Farben gefiarbt, so nen-
nen wir eine Menge Y C X einfarbig, wenn alle Elemente von [Y]* die
gleiche Farbe haben.!

Satz 7.1.1 sagt in dieser Sprechweise folgendes: zu jedem r gibt es
ein n mit der Eigenschaft, dass jede n-elementige Menge X bei beliebi-
ger 2-Firbung von [X]? eine einfarbige Teilmenge Y mit mindestens
Elementen hat. Es ist ein interessantes Phénomen, dass der Beweis der
entsprechenden Aussage iiber c-Firbungen von [X]* fiir beliebig grofie
¢,k € N fast identisch ist mit dem oben bewiesenen Fall £ = ¢ = 2.
Um diesen Beweis nicht lediglich zu wiederholen, beweisen wir die —
einfachere — unendliche Version des Satzes zuerst und leiten die endliche
dann daraus her.

Satz 7.1.2. Sind k, ¢ > 1 natiirliche Zahlen, ist X eine unendliche Men-
ge, und ist [X]* mit ¢ Farben gefirbt, so hat X eine unendliche einfarbige
Teilmenge.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir festes ¢ mit Induktion nach k. Fiir
k = 1 ist die Aussage trivial; es sei daher &k > 1, und die Aussage sei
wahr fiir kleinere k.

Es sei X eine unendliche Menge, und [X]* sei mit ¢ Farben gefirbt.
Wir definieren rekursiv eine unendliche Folge Xy, X1, ... unendlicher
Teilmengen X; C X, sowie Elemente z; € X;, mit den folgenden Ei-
genschaften (fiir alle 4):

(i) Xip1 € Xi~A{zi};

(ii) alle k-elementigen Mengen {x;} UZ mit Z € [X;;1]*"! tragen die
gleiche Farbe; diese Farbe sei mit x; assoziiert.

Wir beginnen mit Xy := X und wéihlen zy € X beliebig. Nach An-
nahme ist Xy unendlich. Sind fiir ein ¢ € N bereits eine unendliche
Menge X; und ein x; € X; gewdhlt, so betrachten wir die c-Farbung
von [X; \ {x;}]*71, in der jede Menge Z mit der Farbe von {x;} U Z aus
unserer c-Firbung von [X]* gefirbt ist. Nach Induktionsannahme hat
X; ~{z;} eine unendliche einfarbige Teilmenge beziiglich dieser Farbung,
und diese Teilmenge sei unser X; 1. Offenbar sind die Bedingungen (i)
und (ii) damit erfiillt. Schlieflich wihlen wir z; 11 € X;11 beliebig.

Da ¢ endlich ist, gibt es unter unseren ¢ Farben eine, die mit un-
endlich vielen x; assoziiert ist. Die Menge dieser x; ist eine einfarbige
unendliche Teilmenge von X. U

Um aus Satz 7.1.2 seine endliche Version abzuleiten, verwenden wir
ein iiber die Graphentheorie hinaus bekanntes Hilfsmittel: das Unend-
lichkeitslemma von Konig.

1 Beachte, dass zwar Y einfarbig heiflt, aber nicht die Elemente von Y sondern
seine k-Teilmengen gefirbt sind.
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Lemma 7.1.3. (Kénigs Unendlichkeitslemma)
Es sei Vi, Vq,. .. eine unendliche Folge disjunkter, nicht leerer, endlicher
Mengen, und G ein Graph auf ihrer Vereinigung. Fiir jedes n > 1 habe
jede Ecke v € V,, einen Nachbarn f(v) in V,,_1. Dann enthilt G einen
unendlichen Weg vgvy ... mit v, € V, fiir alle n.

Abb. 7.1.2. Konigs Unendlichkeitslemma

Bewets. Es sei P die Menge aller in Vy endenden Wege der Form
v f(v) f(f(v))... Wir definieren unseren unendlichen Weg vgv; ... in-
duktiv. Gleichzeitig mit der Folge vg,v1,... seiner Ecken konstruieren
wir eine Folge Py O P; O ... unendlicher Teilmengen von P, so dass fiir
alle n jeder Weg aus P,, mit dem Teilweg v, ... vy endet.

Offenbar ist P unendlich. Da V; endlich ist und jeder Weg aus P
in V; endet, liegt eine Ecke vy € V; auf unendlich vielen nicht trivialen
Wegen aus P; es sei Py die Menge dieser in vy endenden Wege.

Fiir n > 1 seien nun vy, . ..,v,—1 und P,_1 C P bereits so gewéhlt,
dass v,—1...v9 & P gilt fiir alle P € P,y und P,_; unendlich ist. Da
jeder Weg aus P,,_1 (genau) eine Ecke aus V,, enthilt, gibt es wie oben
eine Ecke v,, € V,,, die im Innern unendlich vieler Wege aus P,,_1 liegt;
die Menge dieser mit v, ... vy endenden Wege nennen wir P,,.

Da die Mengen P,, trotz ihres Abnehmens stets unendlich bleiben,
konnen wir diese Konstruktion fiir alle n € N durchfithren. Da v,, jeweils
7Zu V,41 benachbart ist, definiert die Folge vg,v1,... in der Tat einen
unendlichen Weg in G. O

Satz 7.1.4. Zu k,c,r > 1 existiert stets ein n > k mit der Eigenschaft,
dass jede n-elementige Menge X bei jeder c-Firbung von [X]* eine ein-
farbige r-elementige Teilmenge hat.

Beweis. Wie in der Mengenlehre iiblich, bezeichne n € N (auch) die Men-
ge {0,...,n—1}. Angenommen, die Behauptung sei falsch fiir gewisse
k,c,r. Dann gibt es zu jedem n > k eine n-elementige Menge, oBdA
die Menge n, und eine c-Firbung [n]* — ¢, so dass n keine einfarbige r-
elementige Teilmenge hat. Solche Farbungen nennen wir schlecht; nach
Annahme gibt es also zu jedem n > k eine schlechte Firbung von [n]*.
Wir werden aus all diesen Firbungen eine schlechte Firbung von [NJ¥
konstruieren, im Widerspruch zu Satz 7.1.2.

[7.3.3]

k,c,r

schlechte
Farbung
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Fiir jedes n > k sei V,, # () die Menge aller schlechten Firbun-
gen von [n]*. Jede Firbung g € V,; 1 induziert durch Restriktion auf
[n]* eine Farbung f(g) € V,,. Nach dem Unendlichkeitslemma gibt es
eine unendliche Folge g, gx+1,-.. schlechter Farbungen g, € V,, mit
f(gn+1) = gn fiir alle n > k. Da fiir jedes m > k alle Farbungen g,, mit
n > m auf [m]* {ibereinstimmen, ist fiir jedes Y € [N]* der Wert g,,(Y)
fiir alle n > max Y gleich. Definieren wir g(Y") als diesen gemeinsamen
Wert g,,(Y), so ist g eine schlechte Farbung von [N]*: jede r-elementige
Teilmenge S C N ist in einem hinreichend grofien n enthalten, und da
g auf [n]¥ mit der schlechten Firbung g,, iibereinstimmt, kann S nicht
einfarbig sein. O

Die kleinste zu k,c,r gehorige Zahl n aus Satz 7.1.4, die Ramseyzahl
dieser Parameter, bezeichnen wir mit R(k,c,r).

7.2 Ramseyzahlen von Graphen

Der Satz von Ramsey lisst sich wie folgt umformulieren: ist H = K"
gegeben und G ein Graph mit hinreichend vielen Ecken, so hat entweder
G selbst oder sein Komplement G einen zu H isomorphen Teilgraphen.
Gilt die entsprechende Aussage auch fiir nicht vollstdndige Graphen H?
Selbstversténdlich: wegen H C K!H| folgt sie sofort aus dem obigen
Spezialfall.

Fragen wir jedoch nach dem kleinstméglichen n, so dass jeder Graph
G mit n Ecken die genannte Eigenschaft hat — dies ist die Ramsey-
zahl R(H) von H — so wird die Frage interessant: je weniger Kanten
H hat, desto eher wird H in G oder in G einbettbar sein, und um so
geringer sollte R(H) ausfallen. Zu erwarten ist also, dass fiir magere
Graphen H die Ramseyzahl von H weit unter der Ramseyzahl von |H|
liegt.

Etwas allgemeiner bezeichne R(H;,H;) die kleinste natiirliche
Zahl n, so dass fiir jeden Graphen G auf n Ecken entweder H; C G
oder Hy C G gilt. Der genaue Wert von R(H1, Hy) ist fiir die meisten
Graphen H;, Hs nur in ausgesprochen schlechter Ndherung bekannt. In-
teressant dabei ist, dass die besten bekannten unteren Schranken nicht
selten durch Zufallsgraphen erreicht werden (siehe etwa Satz 9.1.3), an-
statt durch explizite Konstruktionen grofer Graphen G mit H; € G und
H, ¢ G.

Die folgende Proposition gehort zu den wenigen Féllen, in denen
Ramseyzahlen fiir eine groflere Klasse von Graphen explizit bekannt sind:

Proposition 7.2.1. Es seien s,t € NX\ {0}, und T ein beliebiger Baum
mit ¢ Ecken. Dann ist R(T, K®) = (t—1)(s—1) +1.
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Beweis. Die disjunkte Vereinigung von s — 1 Graphen K*~! enthilt kein
Exemplar von T, und das Komplement dieses Graphen, der vollstédndig
(s — 1)-partite Graph K; |, enthilt keinen K*-Teilgraphen. Damit ist
R(T,K®) > (t—1)(s—1) + 1 gezeigt.

Umgekehrt sei nun G ein beliebiger Graph mit n = (t—1)(s—1)+1
Ecken, dessen Komplement keinen K® enthélt. Dann ist s > 1, und
bei Eckenfarbungen von G kann keine Farbklasse mehr als s — 1 Ecken
enthalten; wir brauchen daher stets x(G) > [n/(s —1)] = ¢ Farben.
Nach Korollar 4.2.3 hat G einen Teilgraphen H mit §(H) > t — 1, und
dieser enthélt T' nach Korollar 0.5.4. (]

Als Hauptergebnis dieses Abschnitts bringen wir einen der selte-
nen allgemeinen Sétze, die eine relativ niedrige obere Schranke fiir die
Ramseyzahlen gewisser Graphen zum Inhalt haben. Der Satz behan-
delt magere Graphen: er besagt, dass fiir Graphen H mit beschrinktem
Maximalgrad ihre Ramseyzahlen hochstens linear in |H| wachsen — ei-
ne enorme Verbesserung gegeniiber unserer exponentiellen Schranke aus
dem Beweis von Satz 7.1.1.

Satz 7.2.2. (Chvdtal, Rodl, Szemerédi & Trotter 1983)
Zu jedem A € N gibt es eine Konstante ¢, so dass

R(H) < c|H|

gilt fiir alle Graphen H mit A(H) < A.

Beweis. Die Grundidee des Beweises ist wie folgt. Ist G hinreichend
grof}, so hat G nach dem Regularitétslemma (Satz 6.4.1) einen Regulari-
tatsgraphen R mit kleinem ¢, grolem m und d = 0. Letztere Bedingung
besagt, dass R sdamtliche Kanten hat, fiir die das entsprechende Paar von
Eckenmengen in G e-regulér ist — egal, ob die Dichte dieses Paares grofl
oder klein ist. Dadurch hat R viele Kanten, enthélt nach dem Satz von
Turan also einen K" fiir grofles r. Wir farben die Kanten dieses K" mit
zwei Farben, je nachdem ob das entsprechende e-regulire Paar in G eine
Dichte grofier oder kleiner als 1/2 hat. Ist r grofl genug (mindestens die
Ramseyzahl von x(H) < A+1), so enthélt R, (etwa fiir s = |H|; siehe
Kapitel 6.4 zur Definition von R;) ein ,einfarbiges* Exemplar von H.
Da R auch ein Regularititsgraph von G ist, finden wir H nach Lemma
6.4.3 entsprechend auch in G oder in G.

Zum Beweis sei nun A € N gegeben. Lemma 6.4.3 liefert uns zu
d :=1/2 und A ein ¢. Es sei ¢ die Ramseyzahl von A + 1 (wie nach
Satz 7.1.1 definiert). Weiter sei € < ¢y positiv aber so klein, dass fiir
k = ¢ (und damit fur alle k > /)

1 1

A, d
€0
L e
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gilt. (Insbesondere ist dann e < 1.) Das Regularitédtslemma liefert uns
zu diesen € und ¢ zwei GroBen L und N.

Alle bisher definierten Groflen hiingen lediglich von A ab. Wir be-
weisen nun die Aussage des Satzes fiir

2A+1L}

1—c¢

C 1= max {N7

Dazu sei H mit A(H) < A gegeben; wir setzen s := |H|. Es sei nun G
ein beliebiger Graph der Ordung

n>c|lHl > N.

Wir zeigen, dass H C G oder H C G gilt.
Wegen n > N hat G nach dem Regularititslemma eine Eckenpar-
tition wie dort beschrieben. Fiir m := |Vi| = ... = |V}] gilt dann
n — |Vo| 1—e¢ 1—e¢

m = 2 >n T > cs T 22A+1s:2s/dA

nach (i)—(ii) des Lemmas und Definition von c¢. Es sei R der der Partition
von G entsprechende Regularitétsgraph mit Parametern €, m,0. R hat
k Ecken und, nach (iv) des Regularitéitslemmas, mindestens die folgende
Anzahl von Kanten:

k 2 112 1
(2>ek = 2k 17]6726)

Nach Satz 6.1.1 hat R damit einen Teilgraphen K = K*.

Wir férben nun die Kanten von R mit zwei Farben: griin, wenn
das der Kante entsprechende Paar (V;,V;) in der Zerlegung von G die
Dichte > 1/2 hat, und rot sonst. Wir bezeichnen den von den griinen
Kanten gebildeten aufspannenden Teilgraphen von R mit R’, und den
entsprechenden roten Teilgraphen plus die Kanten der Dichte genau 1/2
mit R”. Offenbar ist R’ ein Regularititsgraph von G mit Parametern e,
m und 1/2. Und R” ist ein Regularititsgraph von G, mit den gleichen
Parametern: wie man sofort nachrechnet, ist jedes in G e-regulidre Paar
(V;,V;) auch in G e-regulir.

Nach Definition von ¢ enthilt K einen griinen oder einen roten K",
fiir r := x(H) < A+ 1. Entsprechend gilt H C R, oder H C R”;. Da R’
und R” wegen € < eg und m > 2s/ d® die Voraussetzungen von Lemma
6.4.3 erfiillen, folgt wie gewiinscht H C G oder H C G. O
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Wegen seines hiibschen Beweises bringen wir noch einen Satz iiber
die Anzahl von Graphen G, die minimal sind mit der Eigenschaft, dass G
bei jeder 2-Kantenfarbung ein einfarbiges Exemplar eines vorgegebenen
Graphen H enthélt — einen zu H isomorphen Teilgraphen also, dessen
Kanten alle die gleiche Farbe tragen. Solche Graphen G nennen wir
Ramsey-minimal fir H.

Proposition 7.2.3. Ist T ein Baum aber kein Stern, so gibt es unendlich
viele fiir T' Ramsey-minimale Graphen.

Beweis. Es sei |T| =: r. Wir zeigen, dass es zu jedem n € N einen fiir T
Ramsey-minimalen Graphen mit mindestens n Ecken gibt.

Nach Satz 4.2.5 gibt es einen Graphen G mit chromatischer Zahl
X(G) > 72 und Taillenweite g(G) > n. Férben wir die Kanten von
G mit griin und rot, so kann nicht sowohl der griine als auch der rote
Teilgraph eine Eckenfirbung mit hochstens r Farben haben (im Sinne
von Kapitel 4): sonst farbten wir die Ecken von G mit dem kartesi-
schen Produkt aus diesen Farbungen und hétten einen Widerspruch zu
x(G) > r%. Es sei also G’ C G einfarbig mit x(G’) > r. Nach Korollar
4.2.3 hat G’ einen Teilgraphen vom Minimalgrad > r, und dieser enthlt
T nach Korollar 0.5.4.

Wir wihlen nun einen fiir 7' Ramsey-minimalen Teilgraphen G*
von G. Offenbar ist G* kein Wald: jeder Wald hat némlich eine 2-
Kantenfirbung, beziiglich derer er keinen einfarbigen Weg der Lénge 3
enthilt, und somit erst recht kein einfarbiges T'. Unser Graph G* enthilt
also einen Kreis, und wegen G* C G betrigt dessen Lange mindestens
g(G) > n. Insbesondere ist |G*| > n, wie gewiinscht. O

7.3 Ramsey induziert

Der Satz von Ramsey ldsst sich auch wie folgt umformulieren. Zu je-
dem Graphen H = K" existiert ein Graph G = K™ mit der folgenden
Eigenschaft: wie immer wir die Kantenmenge von G mit zwei Farben
farben, wir werden stets eine einfarbiges Exemplar von H in G finden
(d.h. einen zu H isomorphen Teilgraphen, dessen Kanten alle die gleiche
Farbe tragen). Wie bereits bemerkt, folgt dies wegen H C K IH1 auch
fiir nicht notwendig vollsténdige Graphen H und G sofort aus dem Satz
von Ramsey selbst.

Verlangen wir jedoch, dass das einfarbige Exemplar von H in G
induziert sein soll, also ein Untergraph von G, so wird das Problem
plétzlich hochgradig nicht-trivial. Gefordert ist jetzt kein ,, Aussonde-
rungsbeweis®“, sondern eine Konstruktion: die Konstruktion eines Gra-
phen G, der fiir jede 2-Kantenfdrbung eine einfarbiges Exemplar von H

einfarbig

Ramsey-
minimal

einfarbiger
Teilgraph
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als Untergraphen enthélt. Einen solchen Graphen G nennen wir einen
Ramseygraphen fir H.

Dass solch ein Ramseygraph fiir jeden Graphen H existiert, ist einer
der grundlegenden Sdtze der Ramseytheorie fiir Graphen; es wurde um
1973 unabhéngig von Deuber, von Erdds, Hajnal & Pdésa, und von Rodl
bewiesen.

Satz 7.3.1. Jeder Graph hat einen Ramseygraphen. Mit anderen Wor-
ten, zu jedem Graphen H gibt es einen Graphen G mit der Eigenschaft,
dass G zu jeder Kantenpartition E(G) = Ey U E einen zu H isomorphen
Untergraphen enthélt, dessen Kanten alle in Ey oder alle in Fs liegen.

Wir geben zwei Beweise. Bei aller Verschiedenheit vermitteln beide ei-
ne Ahnung echter Ramseytheorie: Graphen tauchen eigentlich nur als
Bausteine auf, aber das Gebdude hat es in sich.

Erster Beweis. Bei der Konstruktion des gesuchten Ramseygra-
phen werden wir iterativ Ecken eines bereits konstruierten Graphen
G = (V, E) durch Kopien eines anderen Graphen H ersetzen. Fiir eine
Eckenmenge U C V bezeichne G[U — H] den Graphen, den wir aus G
erhalten, indem wir die Ecken w € U durch disjunkte Kopien H(u) von
H ersetzen und jedes H (u) vollstédndig mit allen H(u’) mit uu’ € E und
allen Ecken v € V N\ U mit uwv € E verbinden (Abb. 7.3.1). Formal ist
G|U — H] der Graph auf der Eckenmenge

(UxV(H)) U (V\U)x{0}),

in dem zwei Ecken (v, w) und (v', w’) genau dann benachbart sind, wenn
entweder vv’ € E ist oder aber v = v’ € U und ww' € E(H).2

Abb. 7.3.1. Ein Graph G[U — H] mit H = K*

2 Die Ersetzung von V ~ U durch (V ~ U) x {0} hat lediglich den Zweck, dass
dann alle Ecken von G[U — H] einheitlich die Form (v,w) haben und G[U — H]
formal zu G disjunkt ist.
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Wir beweisen die folgende formale Verschéirfung von Satz 7.3.1:

Zu je zwei Graphen Hi, Hy gibt es einen Graphen G =
G(H., H2) mit der Eigenschaft, dass G zu jeder Farbung

seiner Kanten mit den Farben 1 und 2 entweder einen H, (%)
der Farbe 1 oder einen Ho der Farbe 2 als Untergraphen
enthélt.

Diese formale Verschirfung des Satzes ermoglicht einen Induktionsbeweis
iiber |Hy| + |Haz|, wie folgt.

Ist Hy oder Hsy kantenlos, so gilt (*) mit jedem hinreichend grofien
kantenlosen G. Sowohl H; also auch Hs habe daher eine Kante (und ins-
besondere > 2 Ecken), und (*) gelte fiir alle Paare (H{, HS) mit kleinerer
Eckensumme |H{|+ |Hj|.

Fiir jedes der beiden ¢ = 1,2 wihlen wir beliebig eine nicht isolierte
Ecke z; € H; und setzen H] := H; —x;. Weiter sei H”'; C H] der von
den Nachbarn von z; in H; induzierte Untergraph.

Zum Induktionsschritt werden wir eine Folge GY, ..., G™ disjunkter
Graphen konstruieren; der Graph G™ wird unser gesuchter Ramseygraph
G(Hy, Hy) sein. Zusammen mit den Graphen G* werden wir Eckenmen-
gen V¢ C V(G*%) und eine Abbildung

f:viu...uvr S vou.. .uvrt

definieren, mit

fvh =vt (1)

fiir alle ¢ > 1. Schreiben wir f? := fo...o f fiir die i-fache Hintereinan-
derausfithrung von f und f° fiir die Identititsabbildung auf V9 = V(G?),
so gilt dann f?(v) € VO fiir alle v € V* und alle i > 0. Wir nennen f%(v)
den Ursprung von v.

Die Untergraphen G*[V?] werden die Struktur von G° im folgenden
Sinne widerspiegeln:

Ecken in V' verschiedenen Ursprungs sind genau dann be- 2)
nachbart, wenn ihre Urspriinge in G° benachbart sind.

Technisch gesehen werden wir die Aussagen (1) und (2) fiir unseren
Beweis nicht weiter verwenden. Sie sollen jedoch helfen, sich die Graphen
G' vorzustellen: jedes G' (genauer: jedes G[V?]; es wird noch einige
Ecken # € G* — V* geben) ist im Wesentlichen eine aufgeblihte Kopie
von GY — in der jede Ecke w € G° ersetzt ist durch die Menge aller Ecken
aus V* mit Ursprung w — und die Abbildung f verbindet zwischen den
verschiedenen G* Ecken gleichen Ursprungs.

G(H1, H2)

Ty

’ 1",
Hi, H";

fi

Ursprung
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Nach Induktionsannahme gibt es Ramseygraphen
Gl = G(Hl,Hé) und G2 = G(H{,HQ)

Als GY withlen wir eine Kopie von G und setzen V° := V(G"). Es
sei W{,...,W/)_, eine Aufziihlung der Teilmengen von VO die in G°
einen H) aufspannen. Damit ist n definiert, als die Anzahl der zu
HY isomorphen Untergraphen von G°. (Wir werden also noch zu je-

dem W/ ; einen Graphen G’ konstruieren, i = 1,...,n.) Fiir jedes
i=0,...,n—1sei W”; das Bild von V(H"3) unter irgendeinem Isomor-
phismus Hj — G[W/].

Nehmen wir nun an, G°,...,G*"! und V°,...,Vi~! seien bereits

definiert fiir ein ¢ > 1, und es sei f definiert auf V1 U...U V=1, Wir
konstruieren G aus G*~! in zwei Schritten. Fiir den ersten Schritt be-
trachten wir die Menge U’~! aller Ecken v € V=1 deren Ursprung
fi7Y(v) in W";_4 liegt. (Fiir i = 1 ergibt dies U% = W".) Wir erwei-
tern G~ zu einem neuen Graphen G*~' (disjunkt von G*~'), indem wir
jede Ecke u € U~! durch eine Kopie G2(u) des Graphen Gy ersetzen:

Gi~l = GTUUT! - Gy

(siehe Abbildungen). Wir setzen f(u') := wu fiir alle v € U~! und
u' € Go(u), sowie f(v') := v fiir alle v/ = (v,0) mit v e V=1 UL (Zur
Erinnerung: (v, ) war einfach eine Kopie der Ecke v € G*~! in G*~1.)
Als V¥ wihlen wir die Menge all der Ecken v’ oder ' von G~!, fiir die
wir f gerade definiert haben, die also entweder direkt einer Ecke v aus
Vi=1 entsprechen oder aber zur Erweiterung G(u) einer solchen Ecke
u gehoren. Dieser Graph G~ ist bereits der , wesentliche Teil* von G*:
der Teil, der wie eine aufgeblihte Kopie von G° aussieht.

Abb. 7.8.2. Die Konstruktion von G*
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Im zweiten Schritt erweitern wir jetzt G~ durch Hinzufiigung eini-
ger weiterer Ecken x ¢ V% zu dem gesuchten Graphen G*. Es bezeichne
F die Menge aller Familien F' der Form

F=(H{u) |ueU™"),

wobei Hj(u) jeweils ein zu Hj isomorpher Untergraph von Ga(u) sei.
(Salopp formuliert: F ist die Gesamtheit aller Moglichkeiten, gleichzeitig
aus jedem Ga(u) genau eine induzierte Kopie von H| auszuwéhlen.) Fiir
jedes F e F fiigen wir zu G~ eine neue Ecke 2(F') hinzu und verbinden
sie fiir jedes u € U~ mit allen Ecken von H”(u) (Abb. 7.3.2); dabei
bezeichne H”;(u) das Bild von H”; unter irgendeinem Isomorphismus
von Hj auf das durch F zu u gew#hlte Hi(u) C Gz (u). Den entstehenden
Graphen bezeichnen wir mit G*. Damit ist der Induktionsschritt in der
Konstruktion der Graphen G©,. .., G™ vollzogen.

Wir zeigen nun, dass G := G™ die Behauptung aus (x) erfiillt. Dazu
beweisen wir die folgende Aussage (xx) iiber G* fiir i = 0,...,n:

G" enthéilt bei jeder Kantenfirbung mit den Farben 1 und 2
entweder einen Untergraphen H, der Farbe 1, oder einen
Untergraphen Hy der Farbe 2, 40der einen Untergraphen H ()
der Farbe 2, so dass V(H) C V* gilt und die Einschrénkung

von f* auf V(H) ein Isomorphismus ist zwischen H und

GO[W]] fiir ein k € {i,...,n—1}.

Da fiir i = n der dritte der genannten Félle nicht eintreten kann, ist ()
fiir n dquivalent zu (%) mit G := G™.
Fiir i = 0 folgt (%) aus der Wahl von G° als einer Kopie von
G1 = G(H, Hj) und der Definition der Mengen W, . Wir nehmen daher
1 <4 < nan, und setzen (xx*) fiir kleinere Werte von 4 als giiltig voraus.
Sei also eine Kantenfirbung von G* gegeben. Fiir jedes u € U*~!
enthiilt G eine Kopie von Go:

G' D Gy(u) ~ G(H}, Hs).

Hat G(u) fiir irgendein u € U~ einen zu H, isomorphen Untergraphen
der Farbe 2, so sind wir fertig. Wenn nicht, so hat jedes Ga(u) einen zu
Hj isomorphen Untergraphen Hj(u) der Farbe 1. Es sei F' die Familie
dieser Graphen H/(u), einem fiir jedes u € U™, und es sei z := z(F).
Existiert ein u € U1, fiir das alle z—H";(u) - Kanten in G* die Farbe 1
tragen, so haben wir einen H; der Farbe 1 in G* und sind wiederum
fertig. Wir nehmen daher an, dass jedes H'1(u) eine Ecke y,, enthilt,
fiir die die Kante zy, die Farbe 2 tragt. Die Einschrinkung ¥, — u von
f auf

U~ i={y, |ueU}CV

Hi(u)

z(F)
H'"y (u)

Gi

Yu
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ist nun fortsetzbar durch (v, ) — v zu einem Isomorphismus von
Gil = @ [UH U {(0,0) |ve V(G \Ui-l}}

nach G*~1. Unsere Kantenfirbung von G* induziert dadurch eine Kan-
tenfirbung von G*~!. Enthilt G*~! darin einen zu H; isomorphen Un-
tergraphen der Farbe 1 oder einen zu Hs isomorphen Untergraphen der
Farbe 2, so haben wir entsprechende Untergraphen in G=' C G und
sind wieder fertig.

Nach (##) fiir 4 — 1 diirfen wir daher annehmen, dass G*~! einen
Untergraphen H’ der Farbe 2 hat, mit V(H’) C V! und so, dass
die Einschriankung von fi=! auf V(H') ein Isomorphismus von H’ nach
GO[W]] ~ H} ist fiir ein k € {i —1,...,n —1}. BEs sei H' der H' ent-
sprechende — und daher ebenfalls mit der Farbe 2 geférbte — Untergraph
von G~ C G'. Dann ist V(H') C V', es gilt

FUVHN) = f7HVHD) = Wy,

und f*: H' — GO[W}] ist ein Isomorphismus.

/ R ! ’ "

i—1 L < i—1

T
HQ\\I./ VO

T2

Abb. 7.3.8. Ein einfarbiges Ho in G°
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Ist k > 4, so setzen wir H := H’ in (x*) und sind fertig. Betrachten
wir somit den Fall k¥ < 4, also k = ¢ —1 (Abb. 7.3.3). Nach Definition
von U! und G~ ist das Urbild von W i—1 unter dem Isomorphismus
fiH' — GO[W!_,] eine Teilmenge von U*~'. Da x zu allen Ecken von
U~ durch eine Kante der Farbe 2 verbunden ist, spannen H’ und z in
G’ zusammen eine Kopie von Hy der Farbe 2 auf, und der Beweis von
(#%) ist vollendet.

Damit ist unser erster Beweis von Satz 7.3.1 vollstandig. (]

Kehren wir noch einmal zuriick zu der am Anfang dieses Abschnitts
betrachteten Umformulierung des Satzes von Ramsey: zu jedem Gra-
phen H gibt es einen Graphen G, so dass G bei jeder Kantenfirbung mit
zwei Farben eine einfarbiges Exemplar von H als Teilgraphen enthalt.
Der Graph G, fiir den diese Aussage sofort aus dem Satz von Ramsey
folgt, ist ein vollstdndiger Graph hinreichend grofier Ordnung. Verlangen
wir jedoch, dass G keine grofleren vollstdndigen Teilgraphen enthalten
soll als H, so erhalten wir wiederum ein nicht triviales Problem — selbst
wenn wir nicht fordern, dass H in G induziert sei.

Unser zweiter Beweis von Satz 7.3.1 16st dieses Problem nebenbei
mit: der Graph G, den wir konstruieren, wird die gleiche Cliquenzahl
haben wie der vorgegebene Graph H.

Fiir diesen Beweis, also den Rest dieses Abschnitts, fassen wir einen
bipartiten Graphen P stets als Tripel (V7, Va2, E) auf, wobei Vi und V4
seine beiden Eckenmengen sind und E C V; x V5 seine Kantenmenge.
Der Grund hierfiir ist, dass Einbettungen bipartiter Graphen ineinander
stets mit ihren Eckenpartitionen vertréglich sein sollen. Genauer: ist
P = (V],V4,E") ein weiterer bipartiter Graph, so heifit eine injekti-
ve Abbildung ¢: V4 UV, — V/ U VY eine Einbettung von P in P’, wenn
e(V;) C V! ist fir ¢ = 1,2 und ¢(v1)¢(v2) genau dann eine Kante von
P’ ist, wenn v1v9 eine Kante von P ist. (Einbettungen seien also stets
sinduziert“.) Statt ¢:V; UVy — V/ UVJ schreiben wir informell dann
auch ¢: P — P’.

Wir brauchen zwei Lemmas.

Lemma 7.3.2. Jeder bipartite Graph ist in einen bipartiten Graphen
der Form (X, [X]*, F) mit F = {xY | 2 € Y} einbettbar.

Beweis. Es sei P = ({a1,...,an},{b1,...,bm}, E) ein beliebiger bipar-
titer Graph. Wir wéhlen eine Menge X mit 2n 4+ m Elementen, etwa

X:{xly"'azna yla"'ayny 217"'727'”}7

und definieren eine Einbettung ¢: P — (X, [X]|"", F) wie folgt. Zu-
néchst setzen wir p(a;) 1= z; fiir alle ¢ = 1,...,n. Als Bild fiir eine Ecke

bipartit

Einbettung
P—P
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b; eignen sich nun all die Ecken Y e [X]"*1, die zu den Bildern genau
der Nachbarn von b; benachbart sind, die also

Yi{zy,...,on} = ¢(Np(bi)) (1)

erfilllen. Wegen |Y| = n+1 gibt es verschiedene solche Y. Da verschie-
dene Ecken b;,b; in P die gleiche Nachbarschaft haben kénnen aber auf
verschiedene Ecken Y abgebildet werden sollen, geben wir dem Bild Y
von b; auer den Ecken gemifl (1) noch die Ecke z; als Element, sozu-
sagen als Index. Damit gilt dann ¢(b;) # @(b;) filr ¢ # j. Als letztes
fullen wir jedes Y = ¢(b;) noch mit beliebigen Elementen y; auf, bis
Y| =n+1 gilt. O

Unser zweites Lemma hat bereits den bipartiten Fall von Satz 7.3.1
zum Inhalt: jeder bipartite Graph hat einen Ramseygraphen.

Lemma 7.3.3. Zu jedem bipartiten Graphen P existiert ein bipartiter
Graph P’ mit der Eigenschaft, dass zu jeder 2-Fédrbung der Kanten von
P’ eine Einbettung ¢: P — P’ existiert, fiir die alle Kanten von (P)
gleich gefirbt sind.

Beweis. Mit Lemma 7.3.2 diirfen wir annehmen, dass P die Form
(X,[X]*¥, F) hat mit F = {zY | x € Y }. Wir zeigen die Behauptung fiir
den Graphen P’ := (X',[X']F', F’), wobei k' := 2k — 1 ist, X’ beliebig
mit
X' = R (K, 2(), kIX|+k-1),
(dies ist die nach Satz 7.1.4 definierte Ramseyzahl) und
F={2Y' |2 eY'}.

Fiarben wir also die Kanten von P’ beliebig mit zwei Farben o und S.
Von den |Y’| = 2k — 1 mit einer Ecke Y’ € [X’]*" inzidenten Kanten haben
stets mindestens k die gleiche Farbe. Fiir jedes Y’ kénnen wir daher fest
ein Z/ C Y’ mit |Z'| = k so wihlen, dass alle Kanten 'Y’ mit 2/ € Z’
gleichfarbig sind; diese Farbe nennen wir mit Y’ assoziiert.

Die Mengen Z' kénnen ,auf (’Z) Weisen® in ihren Obermengen Y’
liegen. Um dies zu prézisieren, denken wir uns X’ linear geordnet. Zu
jedem Y’ € [X’ ]k/ gibt es dann eine eindeutig bestimmte ordnungserhal-
tende Bijektion oy: Y' —{1,...,k’}, und unter oy, kann Z’ genau (’Z)
mogliche Bilder haben.

Wir farben nun [X’]k, mit den 2(12,) Elementen der Menge

{1, K} x {o, B}

als Farben, wie folgt: jedes Y’ e [X']F" erhiilt als Farbe das Paar
(oy:(Z"),7), wobei v die mit Y’ assoziierte Farbe « oder g ist. Nach
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unserer Wahl von |X’| als die Ramseyzahl mit Parametern &/, 2(12:)
und k|X| 4k —1 hat X’ eine einfarbige Teilmenge W der Méchtigkeit
k| X|+Ek—1. Alle Z' mit Y/ C W liegen somit ,gleich in ihrem Y’, d.h.
es gibt ein S € [{1,...,k'}* mit oy/(Z') = S fiir alle Y’ € [W]¥, und
alle Y’ ¢ [W]k/ sind mit der gleichen Farbe assoziiert, sagen wir mit a.

Wir konstruieren jetzt die gesuchte Einbettung ¢ von P in P’.
Zunichst definieren wir ¢ auf X =: {x1,...,2z,}. Wir wihlen ¢(z;) =:
w; € W so, dass fiir i < j stets w; < wj; gilt, in unserer Ordnung auf X'
Weiter gebe es in W jeweils genau k — 1 Elemente v mit u < wj, mit
w; < u < wiyq firi =1,...,n—1, und mit w, < u. Dass wir ¢ so
withlen konnen, folgt aus |W| = kn+k —1 (Abb. 7.3.4).

S

ry F——— W1

T2 +H———— W2

8
3
g
3
[N NN X

Abb. 7.3.4. Der Graph aus Lemma 7.3.3

Nun definieren wir ¢ auf [X]*. Ist Y e [X]*¥ gegeben, so mochten
wir o(Y) =: Y’ € [X']* so wiihlen, dass Y unter den Ecken aus ¢(X)
genau zu den Bildern der Nachbarn von Y benachbart ist, also zu den
k Ecken ¢(z) mit z € Y, und dass alle diese mit Y’ inzidenten Kanten
die Farbe « tragen. Dies ist jedoch nicht schwer: wir wahlen zunéchst
7' als {p(z) | € Y} (dies sind k Ecken des Typs w;) und fiillen dann
Z' so durch k' — k Ecken u € W~ ¢(X) zu einer Menge Y’ € [W]* auf,

elx
Z1y..-,Tn
Wi, ..., Wn

<P|[X]k

Z/
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dass Z’ richtig in Y liegt, dass also oy/(Z') = S gilt. Dies ist deshalb
moglich, weil zwischen je zwei Ecken w; geniigend viele Ecken u liegen,
nimlich k —1 = k' — k viele. Damit ist

Y'neX) =2 ={¢)|zeY},

d.h. Y’ hat unter den Ecken in ¢(X) genau die richtigen Nachbarn, und
alle Kanten von Y zu diesen Nachbarn sind mit « gefirbt (da die Nach-
barn in Z’ liegen und Y’ mit « assoziiert ist). Schliefflich ist ¢ injektiv
auf [X]¥: fiir verschiedene Ecken Y sind ihre Bilder, die Mengen Y,
verschieden, da ihre Schnitte mit ¢(X) verschieden sind. Die Abbildung
@ ist also in der Tat eine Einbettung von P in P’. g

Zweiter Beweis von Satz 7.3.1. Es sei H wie im Satz gegeben und
n := R(2,2,r) die Ramseyzahl von r := |H|. Fiir jede 2-Kantenfirbung
eines Graphen K = K" finden wir in K also ein einfarbiges H, wenn
auch nicht notwendig induziert.

Wir beginnen mit der Konstruktion eines Graphen G°, die wir
zunéchst informell beschreiben. Wir denken uns die Ecken von K senk-
recht untereinander gezeichnet und ersetzen jede Ecke durch eine Zeile
von (:‘) Ecken. Jede Spalte von Ecken assoziieren wir mit einer der (:‘)
moglichen Eckenmengen eines H C K. In dieser Spalte fiigen wir statt
der urspriinglichen Kanten von K genau die Kanten dieser Kopie von H
ein. Der entstandene Graph G besteht dann aus (:f) disjunkten Kopien
von H und (n—r)(") isolierten Ecken (Abb. 7.3.5).

T

A H
H
r D
H C |
[ n
C )
n—r J
Abb. 7.8.5. Der Graph G°

Um G° formal zu definieren, nehmen wir V(K) = {1,...,n} an und
wéhlen in K Kopien Hy,...,H/» von H mit paarweise verschiedenen

Eckenmengen. (Auf jeder Menge von r Ecken aus K haben wir damit
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genau ein H; fest gewahlt.) Wir setzen dann

Die Idee des Beweises ist nun die folgende. Wir betten G° auf so
viele Weisen induziert in einen groflen Graphen G ein, dass bei jeder
2-Kantenfirbung von G fiir mindestens eines dieser G° C G die Farben
seiner Kanten nur davon abhéngen, in welchen beiden Zeilen ihre End-
ecken liegen. Die Projektion dieses G° auf {1,...,n} (durch Kontraktion
seiner Zeilen) definiert dann eine 2-Kantenfirbung von K (ergibt die
Kontraktion nicht alle Kanten von K, so firbe die fehlenden Kanten
beliebig), zu der es nach Wahl von n = |K]| einen einfarbigen K" C K
gibt. Das in diesem K" liegende H; liegt dann auch einfarbig in der
j-ten Spalte unseres G°, ist also auch Untergraph von G.

Wie finden wir einen solchen Graphen G? Durch iterierte Anwen-
dung von Lemma 7.3.3, einmal fiir jeden der m := (g) bipartiten Graphen
GOVP UV, wobei

V0 ={(i,j) j=1....(1)}

die i-te Zeile von G° ist (i = 1,...,n). Formal definieren wir induktiv
eine Folge G°,...,G™ von n-partiten Graphen G* und setzen am Ende
G :=Gm.

Dazu sei ey, ..., e, eine Aufzihlung der Kanten von K. Angenom-
men, G* sei fiir ein k < m bereits definiert als ein n-partiter Graph mit
Eckenmengen Vlk, e VT’f. Es sei eg1 =: 112, und P sei der in G* durch
die Eckenmengen Vl’f und VZ’; induzierte bipartite Graph. Nach Lemma
7.3.3 hat P einen bipartiten Ramseygraphen P’ = (Wy, W5, F). Wir
mochten GET1 O P’ so definieren, dass wir jede (einfarbige) Einbettung
P — P’ zu einer Einbettung G* — G**1 fortsetzen konnen, die jeweils die
i-te Partitionsklasse von G¥ in die i-te Partitionsklasse von G**! abbil-
det (i =1,...,n). Dazu sei {¢1,...,pq} die Menge aller Einbettungen
von P in P’. Wir setzen

V(GHY) = vy u Rt
wobei
W1 fir 1 = il;
‘/i}H_l = Wo fir 1 = 12;
(VX)) fin i f {in,a)

(Fiir ¢ # 141,12 besteht Vik+1 also aus ¢ disjunkten Kopien von V}F.)
Die Kantenmenge von G**1 definieren wir nun so, dass die natiirlichen

GO

\%

ek
P

P/
Wi, Wa

q, Sop
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Fortsetzungen der ¢, auf ganz V(G¥) zu Einbettungen von G* in G*+!
werden: fiir jedesp=1,...,gsei,: V(G*)— V(G**!) definiert vermoge

 Jpplv) firveP
Yp(v) = {s(avm) fir v ¢ P,

und

B(GM) = U{% v)p(v') | vo' € B(GY)}.

Nach Konstruktion und Lemma 7.3.3 enthilt G**! damit fiir jede 2-
Kantenféirbung eine induzierte Kopie ¢, (G*) von G*, bei der alle Kanten
aus P, d.h. alle Kanten zwischen der i;-ten Zeile V’C und der is-ten
Zeile V’~C die gleiche Farbe haben: wir brauchen nur p so zu wéahlen,
dass app(P) gerade die nach dem Lemma existierende einfarbige Kopie
von P in P’ ist.

Wir behaupten, dass G := G™ dem Satz geniigt. Farben wir also
die Kanten von G™ mit zwei Farben. Nach der Konstruktion von G™
aus G™~! finden wir in G™ eine induzierte Kopie von G™~!, in der fiir
e, = 11’ alle Kanten zwischen der i-ten und der i’-ten Zeile gleichfarbig
sind. In diesem G™ ! finden wir analog eine induzierte Kopie von G™ 72,
in der auch fiir 7’ = e,,_; alle Kanten zwischen der i-ten und der 7'-
ten Zeile gleichfarbig sind. So fortfahrend gelangen wir schlielich zu
einer Kopie von GY, in der fiir jedes Paar (4,i') alle Kanten zwischen V;°
und V? gleichfarbig sind. Wie eingangs gezeigt, enthilt G°, und damit
auch G, dann eine einfarbige Kopie H; von H. O

7.4 Ramseysétze und Zusammenhang

Nach dem Satz von Ramsey enthilt jeder hinreichend grofle Graph G
einen ganz dichten oder einen ganz mageren Untergraphen vorgegebener
Ordnung, einen K" oder einen K". Setzen wir G als zusammenhéngend
voraus, so kénnen wir etwas mehr sagen:

Proposition 7.4.1. Zu jedem r € N gibt es ein n € N mit der Figen-
schaft, dass jeder zusammenhingende Graph G mit mindestens n Ecken
einen K", K, oder P" als Untergraphen enthélt.

Beweis. Es sei d+ 1 die Ramseyzahl von r und n > % 2(d 1)". Hat
G eine Ecke v vom Grad > d+ 1, so induziert nach Satz 7.1.1 entweder
N (v) einen K" oder {v}UN(v) einen K ,. Ist hingegen A(G) < d, so
hat G nach Proposition 0.3.3 einen Radius > r, enthélt also sicher zwei
Ecken vom Abstand > r. Da G zusammenhéngend ist, sind diese Ecken
durch einen induzierten Weg der Lénge > r verbunden. O
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Im Prinzip kénnte man nun fiir jedes & € N nach einer entspre-
chenden Menge ,unvermeidbarer” k-zusammenhingender Unter- oder
Teilgraphen fragen. Damit diese Mengen der Grofle nach iiberschaubar
bleiben, ist es sinnvoll, fiir grofere k die Untergraphenrelation abzu-
schwichen — etwa zur Teilgraphenrelation, oder noch weiter zur topolo-
gischen oder gewthnlichen Minorenrelation.

Fiir k = 2 etwa gibt es bereits unendlich viele unvermeidbare Typen
2-zusammenhéngender Teilgraphen, aber nur zwei Typen unvermeidba-
rer topologischer Minoren:

Proposition 7.4.2. Zu jedem r € N gibt es ein n € N mit der Eigen-
schaft, dass jeder 2-zusammenhédngende Graph mit mindestens n Ecken
einen C" oder K, als topologischen Minor enthilt.

Beweis. Es sei d das nach Proposition 7.4.1 zu r existierende n, und
G ein 2-zusammenhéngender Graph mit mindestens 5% (d —1)" Ecken.
Nach Proposition 0.3.3 ist entweder diam G > rad G > r, oder G hat
eine Ecke vom Grad > d.

Im ersten Fall seien a,b € G zwei Ecken vom Abstand > r. Nach
dem Satz von Menger (2.3.6) enthélt G zwei kreuzungsfreie a—b-Wege.
Diese bilden einen Kreis der Liange > r.

Im zweiten Fall sei v eine Ecke vom Grad > d. Da G 2-zusam-
menhéngend ist, ist G — v zusammenhéngend und enthilt somit einen
Spannbaum; es sei T' C G — v ein minimaler Baum, der alle Nachbarn von
v enthélt. Jedes Blatt von T ist dann ein Nachbar von v. Nach Wahl von
d enthilt T' eine Ecke vom Grad > r oder einen Weg der Lange > r, oBdA
zwischen zwei Bldttern. Ein solcher Weg ergibt zusammen mit v einen
Kreis der Lange > r. Eine Ecke u vom Grad > r in T ergibt zusammen
mit v und geeigneten Verbindungswegen aus 7" einen T'K> .. d

Ohne Beweis zitieren wir noch die entsprechenden Resultate fiir
k = 3 und k = 4. Dazu schwichen wir die betrachtete Relation noch
einmal ab, zur gewohnlichen Minorenrelation. Beachte, dass die in den
Sétzen 7.4.3 und 7.4.4 aufgefithrten Graphen jeweils selbst 3- bzw. 4-
zusammenhéngend sind.

Satz 7.4.3. (Oporowski, Oxley & Thomas 1993)

Zu jedem r € N gibt es ein n € N mit der Eigenschaft, dass jeder 3-zu-
sammenhéngende Graph mit mindestens n Ecken ein Rad der Ordnung r
oder einen K3, als Minor enthalt.

Wir bezeichnen einen Graphen der Form C" % K2 (n > 4) als Dop-
pelrad, das 1-Skelett einer Triangulierung des Zylinders wie in Abb. 7.4.1
als Krone, und das 1-Skelett einer Triangulierung des Mdébiusbandes wie
in Abb. 7.4.1 als Mébiuskrone.

(0.3.3)
(2.3.6)
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Satz 7.4.4. (Oporowski, Oxley & Thomas 1993)

Zu jedem v € N gibt es ein n € N mit der Eigenschaft, dass jeder 4-
zusammenhéngende Graph mit mindestens n Ecken ein Doppelrad, eine
Krone, eine Mébiuskrone, oder einen K4 s mit jeweils mindestens r FEcken
als Minor enthélt.

CS==DESSSN)

Abb. 7.4.1. Eine Krone und eine Mobiuskrone

Abschlieflend zeigen wir jetzt noch, dass die in den obigen vier
Satzen auftretenden Minimalstrukturen keineswegs willkiirlich gewé&hlt
sind: vielmehr sind sie in einem leicht prizisierbaren Sinne eindeutig
bestimmt.

Dazu heifle eine Grapheneigenschaft nichi-trivial, wenn sie unend-
lich viele paarweise nicht isomorphe Graphen enthélt. Sind P, P’ zwei
nicht-triviale Eigenschaften, und ist < eine Ordnungsrelation zwischen
Graphen (z.B. die Teilgraphenrelation C, oder die Minorenrelation <),
so schreiben wir P < P’, wenn es zu jedem G € P ein G’ € P’ gibt mit
G < G'. Gilt sowohl P < P’ als auch P > P’, so nennen wir P und P’
dquivalent und schreiben P~P’. Ist also beispielspielsweise P die Klasse
aller Wege, P’ die Klasse aller Wege gerader Linge, und S die Klasse
beliebig unterteilter Sterne, so haben wir P ~ P’ < § € P beziiglich
der Teilgraphenrelation.

Ist C eine Klasse nicht-trivialer Grapheneigenschaften, so nennen
wir eine endliche Menge {P1,...,Pr} C C eine Kuratowskimenge fiir C
(beziiglich <), wenn die P; paarweise unvergleichbar sind (d.h. fiir ¢ # j
stets P; £ P; gilt) und es zu jedem P e C ein i gibt mit P; < P.
Jede solche Kuratowskimenge {P1,...,Px} ist eindeutig bestimmt bis
auf Aquivalenz: ist {Q1, ..., Q} eine weitere Kuratowskimenge fiir C, so
gilt ¢ = k und, bei geeigneter Aufzihlung, Q, ~ P; fiir alle i. (Warum?)

Den wesentlichen Kern unserer vier obigen Sétze kdnnen wir nun
wie folgt zusammenfassen. Als C betrachten wir, nacheinander fiir k =
1,...,4, die Klasse aller nicht-trivialen Eigenschaften k-zusammenhén-
gender Graphen.

Satz 7.4.5.

(i) Die Sterne und die Wege bilden beziiglich der Teilgraphenrelation
eine (zweielementige) Kuratowskimenge fiir die nicht-trivialen Ei-
genschaften zusammenhédngender Graphen.

(ii) Die Kreise und die Graphen Ks, (r € N) bilden beziiglich
der topologischen Minorenrelation eine (zweielementige) Kura-
towskimenge fiir die nicht-trivialen Figenschaften 2-zusammen-
hingender Graphen.
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(iii)

(iv)

Die Réder und die Graphen Kj, (r € N) bilden beziiglich der
Minorenrelation eine (zweielementige) Kuratowskimenge fiir die
nicht-trivialen Eigenschaften 3-zusammenhédngender Graphen.

Die Doppelréder, die Kronen, die Mobiuskronen und die Graphen
K4, (r € N) bilden beziiglich der Minorenrelation eine (vier-
elementige) Kuratowskimenge fiir die nicht-trivialen Eigenschaf-
ten 4-zusammenhédngender Graphen. (]

Ubungen

4.*

6.7

Bestimme die Ramseyzahl von 3.

Beweise den Fall & = 2 (aber c beliebig) von Satz 7.1.4 durch bloBe
Anwendung von Satz 7.1.1.

Kann man die exponentielle obere Schranke fiir die Ramseyzahl R(n)
fiir perfekte Graphen deutlich verbessern?

Zeige, dass ein Graph auf R weder einen vollstdndigen noch einen kan-
tenlosen Untergraphen auf |R| = 2" Ecken zu haben braucht. (Der
Satz von Ramsey ist also nicht auf iiberabzihlbare Mengen verallge-
meinerbar.)

Beweise die Kantenversion des Satzes von Erdés und Pésa (1.3.2): es
existiert eine Funktion g: N— R, fiir die zu jedem k € N jeder Graph ent-
weder k£ kantendisjunkte Kreise enthélt oder eine Menge von hochstens
g(k) Kanten, die alle Kreise des Graphen iiberdeckt.

(Tip: Betrachte in jeder Komponente einen normalen Spannbaum 7.
Gibt es geniigend viele Fundamentalkreise, deren Wege im Spannbaum
sich in dhnlicher Weise schneiden, so kénnen wir daraus k kantendis-
junkte Kreise bilden.)

Zeige mit dem Satz von Ramsey, dass es zu k, £ € N stets ein n € N gibt,
so dass jede Folge von n verschiedenen ganzen Zahlen eine aufsteigende
Teilfolge der Liange k+ 1 oder eine absteigende Teilfolge der Lange ¢+ 1
enthilt. Finde ein Beispiel, das n > k¢ zeigt. Beweise dann den Satz
von Erdés & Szekeres, dass n > k{f auch ausreicht.

Skizziere einen Beweis des folgenden Satzes von Erdds und Szekeres: zu
jedem k € N existiert ein n € N, so dass aus n Punkten der Ebene, von
denen keine drei kollinear sind, stets k Punkte auswéhlbar sind, die ein
konvexes Polygon aufspannen (d.h. von denen keiner in der konvexen
Hiille der iibrigen liegt).

Beweise den folgenden Satz von Schur: zu jedem k € N existiert ein
n € N, so dass fiir jede Partition von {1,...,n} in k Teilmengen in
mindestens einer dieser Teilmengen Zahlen x, y, z mit x +y = z existie-
ren.
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10.

11.

12.

13.

14.7

15.

16.

17.

18.7

19.

7. Ramseytheorie fiir Graphen

Es sei (X, <) eine vollstéindig geordnete Menge, und G = (V, E) der
Graph auf V := [X]® mit F = { (z,9)(z',v) |[r <y =2" <9y }.
(i) Zeige, dass G kein Dreieck enthélt.
(ii) Zeige, dass x(G) beliebig grofi wird, wenn nur |X| grofi genug
ist.

FEine Mengenfamilie heifit ein A-System, wenn je zwei dieser Mengen
den gleichen Durchschnitt haben. Zeige, dass jede unendliche Familie
von Mengen gleicher endlicher Kardinalitit ein unendliches A-System
enthélt.

Zeige mit Hilfe des Unendlichkeitslemmas, dass ein abzéhlbar unendli-
cher Graph mit k& € N Farben eckenfirbbar ist (im Sinne von Kapitel 4),
wenn all seine endlichen Teilgraphen es sind.

Es seien m,n € N, und m — 1 sei ein Teiler von n — 1. Zeige, dass fiir
jeden Baum T mit m Ecken gilt: R(T, K1,n) = m+n—1.

Beweise fiir jedes ¢ € N die Abschétzung 2° < R(2,¢,3) < 3c!.
(Tip: Induktion nach c.)

Leite die Aussage (*) aus dem ersten Beweis von Satz 7.3.1 aus der
Aussage des Satzes her (d.h. zeige, dass (%) nur formal stéirker ist als
der Satz selbst).

Zeige, dass es zu je zwei Graphen Hq, Hs einen Graphen G = G(H1, H»)
gibt mit der Eigenschaft, dass G zu jeder Eckenfirbung mit den Farben
1 und 2 einen induzierten H; der Farbe 1 oder einen induzierten Hs
der Farbe 2 enthilt.

Zeige, dass der im zweiten Beweis von Satz 7.3.1 konstruierte Ramsey-
graph G fiur H in der Tat w(G) = w(H) erfiillt.

Zeige, dass jeder unendliche zusammenhéngende Graph einen unendli-
chen Weg oder einen unendlichen Stern enthélt.

Zeige, dass eine Kuratowskimenge {P1, ..., P} einer gegebenen Klasse
C nicht-trivialer Grapheneigenschaften stets bis auf Aquivalenz eindeu-
tig bestimmt ist.

Leite Satz 7.4.5 (ii) aus Proposition 7.4.2 her und umgekehrt.

Notizen

Die grundlegenden Ramseysétze aus Abschnitt 7.1 finden sich in F.P. Ramsey,
On a problem of formal logic, Proc. Lond. Math. Soc. 30 (1930), 264-286. Eine
Einfithrung in allgemeine Ramseytheorie (und weitere Literaturhinweise) gibt
R.L. Graham, B.L. Rothschild & J.H.Spencer, Ramsey Theory, 2. Aufl., Wi-
ley 1990, einen neueren Uberblick das Kapitel von J. Negetfil im Handbook
of Combinatorics (R.L.Graham, M. Grétschel & L.Lovész, Hrsg.), North-
Holland 1995. Die Ramseytheorie unendlicher Mengen ist ein wesentlicher
Teil der sogenannten kombinatorischen Mengenlehre, ausfiihrlich dargestellt
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in P. Erdés, A. Hajnal, A. Mé4té & R. Rado, Combinatorial Set Theory, North-
Holland 1984. Auch das Kapitel iiber Ramseytheorie in B. Bollobas, Graph
Theory, Springer-Verlag 1979, ist nicht beschrinkt auf Graphen: es enthilt
iiberdies eine anregende Auswahl von Sétzen aus der algebraischen, geometri-
schen und mengentopologischen Ramseytheorie.

Das Unendlichkeitslemma findet sich im Klassiker der Graphentheorie,
D. Konigs Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Akademische Ver-
lagsgesellschaft, Leipzig 1936. Seine Verwendung nennt man etwas mysterios
einen Kompaktheitsschluss. Wie bei der hier dargestellten Anwendung des
Lemmas schlieit man dabei stets aus einer Eigenschaft aller endlichen Teile
einer Struktur auf die gleiche Eigenschaft fiir die gesamte Struktur. Klassisches
Beispiel einer solchen Eigenschaft ist die Eckenfirbbarkeit von Graphen mit
einer gegebenen endlichen Anzahl von Farben: ist jeder endliche Teilgraph
eines Graphen k-farbbar, so auch der Graph selbst. Mehr dazu, sowie eine
Auflésung des Rétsels, was all dies mit Kompaktheit zu tun hat, findet sich
in der englischen Ausgabe dieses Buchs ab der dritten Auflage (die ein eigenes
Kapitel iiber unendliche Graphen enthiilt.)

Die obere Schranke fiir die Ramseyzahlen von Graphen beschrinkten
Maximalgrades, Satz 7.2.2, stammt aus V.Chvatal, V.Rodl, E. Szemerédi &
W.T. Trotter, The Ramsey number of a graph with bounded maximum degree,
J. Comb. Theory B 34 (1983), 239-243. Unser Beweis folgt dem Ubersichts-
artikel von J. Komlés & M. Simonovits, Szemerédi‘s Regularity Lemma and
its applications in graph theory, in (D.Miklos, V.T.Sés und T.Sz6nyi, Hrsg.)
Paul Erdés is 80, Proc. Colloq. Math. Soc. Jdnos Bolyai (1994). Die Aussage
des Satzes ist eine Abschwiichung einer Vermutung von Burr und Erdds (1975),
dass sogar die Graphen mit beschranktem Durchschnittsgrad in allen Teilgra-
phen lineare Ramseyzahlen haben: zu jedem d € N, so die Vermutung, gibt es
eine Konstante ¢ so dass R(H) < c|H| fiir alle Graphen H mit d(H') < d fiir
alle H' C H. Niherungsweise wurde dies bewiesen von Kostochka & Sudakov,
On Ramsey numbers of sparse graphs, Comb. Probab. Comput. 12 (2003),
627-641; sie zeigten, dass R(H) < |H|**°W),

Unser erster Beweis von Satz 7.3.1 basiert auf W. Deuber, A generaliza-
tion of Ramsey‘s theorem, in (A.Hajnal et al., Hrsg.): Infinite and finite sets,
North-Holland 1975. Der gleiche Band erhélt auch den Beweis von Erdés,
Hajnal und Pédsa. Rodl bewies den Satz in seiner Diplomarbeit 1973 an der
Prager Karlsuniversitdt. Unser zweiter Beweis des Satzes, in dem auch die
Cliquenzahl des gegebenen Graphen H bewahrt wird, ist aus J.Nesetfil &
V.Ro6dl, A short proof of the existence of restricted Ramsey graphs by means
of a partite construction, Combinatorica 1 (1981), 199-202.

Die Sdtze 7.4.3 und 7.4.4 sind aus B. Oporowski, J. Oxley & R. Thomas,
Typical subgraphs of 3- and 4-connected graphs, J. Comb. Theory B 57 (1993),
239-257. Fir k > 5 sind bislang keine entsprechenden Resultate bekannt.






o Hamiltonkreise

In Kapitel 0.8 haben wir kurz das Problem der Existenz eines eulerschen
Kantenzugs in einem Graphen G behandelt; der einfache Satz 0.8.1 16ste
dieses Problem durchaus befriedigend. Fragen wir nach einem geschlos-
senen Kantenzug in G, der nicht unbedingt jede Kante, statt dessen
aber jede Ecke von G genau einmal enthélt, so wird das entsprechende
Existenzproblem wesentlich schwieriger. Ist |G| > 3, so ist ein solcher
Kantenzug offenbar ein Kreis; man nennt ihn einen Hamiltonkreis von G.
(Ein Weg in G, der alle Ecken von G enthélt, ist ein Hamiltonweg.) Ein
Graph, der einen Hamiltonkreis enthélt, heifit hamiltonsch.

Eine gute Charakterisierung der Graphen, die einen Hamiltonkreis
enthalten, ist nicht bekannt.! Wir werden in diesem Kapitel zun#chst die
bekanntesten hinreichenden Kriterien zur Existenz von Hamiltonkreisen
zusammenstellen (Abschnitte 8.1 und 8.2) und dann ein schones tieferlie-
gendes Ergebnis beweisen: den Satz von Fleischner, dass das ,,Quadrat*
eines 2-zusammenhéngenden Graphen stets einen Hamiltonkreis enthélt
(Abschnitt 8.3). Der Beweis dieses Satzes ist etwas ldnger, aber nicht
schwierig.

8.1 Einfache hinreichende Bedingungen

Welche Bedingungen an einen Graphen G koénnten die Existenz eines
Hamiltonkreises in G zur Folge haben? Globale Annahmen, etwa eine
hohe Kantendichte, werden kaum ausreichen: jede hinreichende Bedin-
gung muss zumindest sicherstellen, dass von jeder einzelnen Ecke von G
zwei Kanten zum Rest von G fithren. Doch auch hoher Minimalgrad,

I .. und existiert vielleicht auch gar nicht. Mehr dazu in den Notizen am Kapi-

telende.

Hamilton-
kreis

Hamilton-
weg
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absolut gesehen, reicht nicht aus: wie man sich leicht iiberlegt, existiert
zu jedem d € N ein Graph mit Minimalgrad > d ohne Hamiltonkreis.

Vor diesem Hintergrund gewinnt der folgende Satz, der Klassiker
der Theorie der Hamiltonkreise, seine Bedeutung.

Satz 8.1.1. (Dirac 1952)
Ist G ein Graph mit n > 3 Ecken und Minimalgrad 6(G) > n/2, so hat
G einen Hamiltonkreis.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass G zusammenhéngend ist: der
Grad einer Ecke in der kleinsten Komponente C' von G wére sonst kleiner
als |C] < n/2.

Es sei nun P = ...z ein lingster Weg in G. Wegen der Maxi-
malitdt von P liegen alle Nachbarn von zg und alle Nachbarn von xj
auf P. Mindestens n/2 der weniger als n Ecken xq,...,x_1 sind also
ein Vorgénger auf P eines Nachbarn von g, und mindestens n/2 dieser
Ecken sind ein Nachbar von zj. Nach dem Schubfachprinzip hat eine
dieser Ecken beide Eigenschaften: es existiert ein i < k mit xgx;41 €
E(G) und z;x € E(G) (Abb. 8.1.1).

Abb. 8.1.1. Zum Beweis von Satz 8.1.1

Damit ist C := zoz;y1 Prra; Pxo ein Kreis auf V(P). Wegen der
Maximalitidt von |P| ist C sogar ein Hamiltonkreis in G: da G zusam-
menhéngend ist, hitte C' sonst einen Nachbarn in G — C, der zusammen
mit einem geeigneten Teilweg von C' einen ldngeren Weg als P ergibe.

O

Die Gradbedingung in Satz 8.1.1 ist insofern bestmoglich, als wir
die Schranke von n/2 nicht durch |n/2] ersetzen kénnen: ist n ungera-
de und G die Vereinigung zweier K"/21 mit genau einer gemeinsamen
Ecke, so ist §(G) = |[n/2] aber k(G) = 1, d.h. G kann keinen Hamil-
tonkreis enthalten. Der hohe Wert von § ist somit allein schon nétig,
um 2-Zusammenhang zu sichern — eine Bedingung, die so offensichtlich
notwendig fiir die Existenz eines Hamiltonkreises ist wie ein Minimalgrad
von mindestens 2.

Konnte dann vielleicht hinreichend hoher (konstanter) Zusammen-
hang einen Hamiltonkreis erzwingen? Leider auch nicht: jeder (nicht zu
kleine) k-zusammenhingende Graph enthilt zwar einen Kreis der Léinge
mindestens 2k (Ubung 15, Kap. 2), doch zeigen die Graphen Kj, ,,, dass
dies bereits bestmoglich ist.
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Etwas allgemeiner ausgedriickt: enthélt G einen Trenner S aus k
Ecken, fiir den G — S mehr als & Komponenten hat, so hat G sicher
keinen Hamiltonkreis. Enthalten dann zumindest auch umgekehrt alle
Graphen ohne Hamiltonkreis einen relativ kleinen Trenner, der sie in
viele Komponenten zerlegt? Dies ist in der Tat eine tiefgehende Frage,
auf die wir nach der néchsten Proposition zuriickkommen wollen.

Zunéchst halten wir lediglich fest, dass all solche Graphen auch
relativ grofle unabhéngige Eckenmengen haben: nimmt man aus jeder
Komponente von G — S eine beliebige Ecke, so hat man schon mindestens
k+1 unabhéngige Ecken. Kénnen wir vielleicht durch ein Verbot grofler
unabhingiger Eckenmengen einen Hamiltonkreis erzwingen?

Fiir sich allein genommen erzwingt die Annahme von a(G) < k
zwar einen Kreis der Linge mindestens |G|/k (Ubung 14, Kap. 4), nicht
jedoch einen Hamiltonkreis. Zusammen mit der Voraussetzung von k-
Zusammenhang jedoch reicht diese Annahme tatséchlich:

Proposition 8.1.2. Jeder Graph G mit mindestens drei Ecken und
k(G) = a(G) enthélt einen Hamiltonkreis.

Beweis. Es sei k(G) =: k, sowie C ein ldngster Kreis in G. Die Ecken-
menge von C sei zyklisch durchnumeriert, etwa V(C) = { v; | i € Z,, } mit
v;v;+1 € E(C) fiir alle i € Z,,. Ist C kein Hamiltonkreis, so wiihlen wir in
G eine Ecke v € G — C und einen v—C - Fécher F maximaler Méchtigkeit.
Nach dem Satz von Menger (2.3.4) ist

|F| > min{k, |C|}. (1)

Es sei {v; | i € I C Z, } die Menge aller Endecken auf C' von Wegen
aus F, und zu ¢ € I sei P; der Weg aus F mit Endecke v;. Wegen der
Maximalitdt von F ist vv; ¢ E(G) fiir alle j ¢ I.

v
e

B
f

Abb. 8.1.2. Zwei langere Kreise als C'

Offenbar gilt i+ 1 ¢ I fiir jedes ¢ € I: anderenfalls wire der Kreis
(CUPwP;41) —v;v;41 langer als C' (Abb. 8.1.2 links). Damit ist insbe-
sondere | F| < |C|, und somit |I| = |F| > k nach (1). Fiir 4,5 € I gilt wei-
ter Vi41Vj41 ¢ E(G), da sonst (OUPL"UP]‘) +UZ‘+1U]'+1 — ViVi4+1 — VjVj41

(2.3.4)
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ein lingerer Kreis als C' wire (Abb. 8.1.2 rechts). Damit ist {v;4;1 |
i € I }U{v} eine Menge von mindestens k + 1 unabhingigen Ecken in G,
im Widerspruch zur Annahme. O

Kehren wir jetzt zu der Frage zuriick, ob eine Annahme der Art,
dass kein kleiner Eckentrenner unseren Graphen in viele Komponenten
zerlegt, die Existenz eines Hamiltonkreises garantieren kann. Ein Graph
G heifle t-robust (wobei t > 0 eine beliebige reelle Zahl sei), wenn fiir
jeden Trenner S C V(G) der Graph G — S hichstens | S|/t Komponenten
hat. Offenbar ist jeder Graph mit Hamiltonkreis 1-robust. Und wie steht
es mit der Umkehrung?

Leider findet man schnell Beispiele von Graphen, die zwar 1-robust
sind aber nicht hamiltonsch (Ubung 5). Somit bietet auch Robust-
heit nicht die vielleicht ersehnte Charakterisierung der hamiltonschen
Graphen durch eine schéne Dualitéitsbedingung, wie etwa im Satz von
Menger oder dem 1-Faktor-Satz von Tutte. Die folgende Vermutung be-
hauptet jedoch, dass Robustheit die hamiltonschen Graphen zumindest
qualitativ charakterisiert:

Robustheitsvermutung. (Chvatal 1973)
Es existiert ein t € N, so dass jeder t-robuste Graph einen Hamiltonkreis
enthélt.

Fast dreiffig Jahre lang bestand die géingige Erwartung, dass die
Robustheitsvermutung sogar mit ¢ = 2 wahr sein konnte. Dies wurde
jedoch kiirzlich widerlegt. Mehr zur Robustheitsvermutung und ihren
reichhaltigen Beziehungen zu den anderen Resultaten dieses Kapitels
findet sich in den Ubungen.

Es mag vielleicht iiberraschen, dass die Frage nach der Existenz
eines Hamiltonkreises auch etwas mit dem Vierfarbensatz zu tun hat. In
Kapitel 5.6 bemerkten wir bereits die Aquivalenz des Vierfarbensatzes
zu der Aussage, dass es keinen pliattbaren Snark gibt, dass also jeder
pléattbare kubische briickenlose Graph einen 4-Fluss hat. Wie man leicht
zeigt, kann man hier ,briickenlos“ durch ,3-zusammenhéngend“ erset-
zen. Weiter zeigt man leicht (Ubung 12, Kap. 5), dass jeder Graph mit
einem Hamiltonkreis einen 4-Fluss hat. Zum Beweis des Vierfarbensatz
reichte also ein Beweis, dass jeder pliattbare kubische 3-zusammenhén-
gende Graph einen Hamiltonkreis besitzt!

Leider ist dies jedoch nicht richtig; das erste Gegenbeispiel wur-
de 1946 von Tutte gefunden. Zehn Jahre spéater bewies Tutte dann
den folgenden tiefliegenden Satz, der angesichts seines fritheren Beispiels
bestmoglich ist:

Satz 8.1.3. (Tutte 1956)
Jeder 4-zusammenhéngende plédttbare Graph hat einen Hamiltonkreis.



8.2 Hamiltonkreise und Gradsequenz 235

8.2 Hamiltonkreise und Gradsequenz

Der Satz von Dirac bildete historisch den Ausgangspunkt der Ent-
deckung einer ganzen Reihe von Bedingungen an die Eckengrade eines
Graphen, die jeweils die Existenz eines Hamiltonkreises sichern. Wir
beweisen jetzt einen Satz, der diese Entwicklung zu einem gewissen Ab-
schluss bringt und insbesondere die angedeuteten fritheren Resultate um-
fasst.

Ist G ein Graph mit n Ecken und Eckengraden d; < ... < da,
so nennt man das Tupel (di,...,d,) die Gradsequenz von G. (Wie
man sofort sieht, ist dieses Tupel aufgrund seiner Monotonie eindeutig
bestimmt, wenn es auch von verschiedenen Eckenaufzéhlungen von G
herrithren kann.) Wir nennen ein beliebiges Tupel (a4, ..., a,) natiirli-
cher Zahlen hamiltonsch, wenn jeder Graph mit n Ecken und punktweise
groferer Gradsequenz hamiltonsch ist. (Eine Gradsequenz (di,...,dy)
ist punktweise grifer als (ai,...,a,), wenn d; > a; gilt fiir alle 7.)

Der folgende Satz charakterisiert alle hamiltonschen Tupel:

Satz 8.2.1. (Chvatal 1972)
Ein Tupel (ay,...,a,) natiirlicher Zahlen mit a; < ... < a, < n und
n > 3 ist genau dann hamiltonsch, wenn fiir jedes i < n/2 gilt:

a; <1 = Ap_ij =N—1.

Beweis. Es sei (a1, ...,a,) ein beliebiges Tupel natiirlicher Zahlen mit
a1 < ... < a, <nundn > 3. Wir nehmen zuerst an, dass dieses Tupel
die Bedingung des Satzes erfiillt und zeigen, dass es hamiltonsch ist.
Angenommen nicht; dann gibt es einen Graphen ohne Hamiltonkreis,
dessen Gradsequenz (dy,...,d,) fir alle i der Bedingung

di 2 Q; (1)

geniigt. Wir wihlen einen solchen Graphen G = (V, E) mit der grofit-
moglichen Anzahl von Kanten.

Wegen (1) erfiillt mit (aq, ..., a,) auch die Gradsequenz (ds, . .., d,)
von G die Bedingung des Satzes, d.h. es gilt

fiir alle ¢ < n/2.

Wir wahlen nun zwei nicht benachbarte Ecken x,y € G so, dass
d(x) + d(y) groftmoglich ist; die Bezeichnungen dieser Ecken als z und y
seien so gewihlt, dass d(z) < d(y) gilt. Wie man beim Umordnen leicht
sieht, ist die Gradsequenz des Graphen G + zy punktweise grofler als
(di,...,dy), und damit als (aq, ..., a,); nach Wahl von G liegt xy daher

Grad-
sequenz
hamiltonsch
punktweise
grofer

(a17 ey a'n)
(di,...,dn)
G = (V,E)
x? y
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auf einem Hamiltonkreis H in G+ xy. Dann ist H — xy ein Hamiltonweg
T1,...,Tp in G mit ;1 = z und =, = y.
Wie im Beweis des Satzes von Dirac betrachten wir die Indexmengen

I'={i|ax;s1 € E} und J:={jlzyecE}.

Da G keinen Hamiltonkreis enthélt, ist 7 NJ = (). Nach Definition von
ITund Jist TUJ C {1,...,n—1}. Damit gilt

d(x) +d(y) = [I|+|J]| <n, (3)

und daher h := d(z) < n/2 nach Wahl von z.

Jedes Paar {z;,y} mit i € I war wegen x;y ¢ E ein Kandidat bei
der Wahl von {z,y}. Da {z,y} mit maximalem d(z) + d(y) gewihlt
wurde, folgt daher d(x;) < d(z) fiir alle ¢ € I. Somit hat G mindestens
|I| = h Ecken vom Grad < h, und insbesondere ist dj, < h. Mit (2) folgt
dpn_p = n—h, d.h. die h +1 Ecken mit den Graden d,,_p,...,d, haben
alle einen Grad > n —h. Wegen d(x) = h ist eine dieser Ecken, sagen
wir z, nicht zu « benachbart. Wegen

d(z)+d(z) Zh+(n—h)=mn

ist dies mit (3) ein Widerspruch zur Wahl von z und y.

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass zu jedem Tupel (a1, ..., a,)
des Satzes mit

ap <h und ap_p<n—h-1

fiir ein h < n/2 ein Graph ohne Hamiltonkreis existiert, dessen Gradse-

quenz punktweise grofler ist als (aq,...,ay). Das Tupel
(hy....,h,n—h—1,....n—h—-1,n—-1,...,n—1)
N——
h mal n—2h mal h mal
etwa ist punktweise grofler als (a1, ..., a,); es reicht also, einen Graphen

ohne Hamiltonkreis mit dieser Gradsequenz zu finden.

~

Vh &——@ | Up

3 | T g
o —l4
U1 —~@ Un—h+1

Kn.n

® | Uh41

N\

Abb. 8.2.1. Kein v1,...,v, enthaltender Kreis enthilt auch vp41
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Die Abbildung 8.2.1 zeigt einen solchen Graphen: er hat die Ecken
v1,...,0, und die Kantenmenge

{viv; | 4,5 > h}U{vv; |i<h; j>n—h},

ist also die Vereinigung eines K™ ~" auf den Ecken vj,41,...,v, und eines
K}, p, mit Partitionsmengen {v1,...,vp} und {vp—pt1,...,0n} O

Durch Anwendung von Satz 8.2.1 auf G * K beweist man leicht die
folgende Version des Satzes fiir Hamiltonwege. Ein Tupel natiirlicher
Zahlen heifle Weg-hamiltonsch, wenn jeder Graph mit punktweise grofie-
rer Gradsequenz einen Hamiltonweg hat.

Korollar 8.2.2. FEin Tupel (a1, ...,ay,) natiirlicher Zahlen mit n > 3
und a; < ... < a, < n ist genau dann Weg-hamiltonsch, wenn fiir jedes
i < n/2 gilt:

a; <1 = Apgi—i =2 N—1.

8.3 Hamiltonkreise im Quadrat eines Graphen

Fiir einen Graphen G und d € N bezeichnet G¢ den Graphen auf V(G),
bei dem zwei Ecken genau dann benachbart sind, wenn sie in G einen
Abstand < d haben. Offenbar gilt G = G' € G? C ... In diesem
Abschnitt wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 8.3.1. (Fleischner 1974)
Ist G ein 2-zusammenhingender Graph, so hat G? einen Hamiltonkreis.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir drei Lemmas. Ist v € G eine
Ecke und e € G? eine Kante zwischen zwei Nachbarn (in G) von v, so
sagen wir, dass e die Ecke v tberbrickt.

Lemma 8.3.2. Es sei P = vy...v, ein Weg (k > 1). Der Graph G
sei aus P gewonnen durch die Hinzufiigung zweier Ecken u,w, sowie der
Kanten wv; und wvy, (Abb. 8.3.1).

(i) P? enthilt einen Weg Q von vg nach vy mit V(Q) = V(P) und
vg—1vx € F(Q), so dass jede der Ecken v,...,vx—1 durch eine
Kante von @ iiberbriickt wird.

(ii) G? enthilt disjunkte Wege Q von vy nach vy, und Q' von u nach w,
so dass V(Q)UV(Q') = V(G) gilt und jede der Ecken vy, ..., vy
durch eine Kante von Q oder Q' iiberbriickt wird.

Gd

tiberbriickt
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u w
Q—I—Oi F 40—1
Vo U1 Vi

Abb. 8.3.1. Der Graph G aus Lemma 8.3.2

Beweis. (i) Ist k gerade, so sei Q := vgvz ... Vk—2UkVg—1Vk—3 ... V1. Ist
k ungerade, so sei Q) := vgUa . .. Vp_1VVk—2 - . . V1.

(ii) Ist k gerade, so sei Q = vous ... VE_oug; ist k ungerade, so sei
Q := vov1v3...Vk_2Vk. In beiden Fillen sei Q' der u—w-Weg auf den
restlichen Ecken von GZ2. O

Lemma 8.3.3. Es sei G = (V, E) ein kubischer Multigraph mit einem
Hamiltonkreis C'. Es seien e € E(C) und f € E~ E(C) zwei Kanten mit
einer gemeinsamen Endecke v (Abb. 8.3.2). Dann existiert ein geschlos-
sener Kantenzug in G, der e genau einmal durchlduft, jede andere Kante
von C ein- oder zweimal, und jede Kante aus E ~\ E(C) genau einmal.
Dieser Kantenzug kann so gewiéhlt werden, dass er das Tripel (e, v, )
enthélt, also e, v, f direkt hintereinander durchléuft.

Abb. 8.8.2. Die Multigraphen G und G’ aus Lemma 8.3.3

Beweis. Nach Proposition 0.2.1 hat C gerade Linge. Wir ersetzen jede
zweite Kante von C' durch eine Doppelkante, und zwar so, dass e nicht
ersetzt wird. Aus dem entstehenden 4-reguléren Multigraphen gewinnen
wir einen Multigraphen G’, indem wir v durch zwei Ecken v’, v ersetzen;
dabei sei v mit e und f inzident, und v” mit den beiden anderen mit v
inzidenten Kanten (Abb. 8.3.2). Nach Satz 0.8.1 hat G’ einen eulerschen
Kantenzug; dieser induziert in G den gewiinschten Kantenzug. g

Lemma 8.3.4. Ein 2-zusammenhéingender Graph G enthélt zu jeder
Ecke x € G einen Kreis C, der x enthilt und eine weitere Ecke y, deren
Nachbarn (in G) alle auf C' liegen.

Beweis. Hat G einen Hamiltonkreis, so ist nichts weiter zu zeigen. An-
sonsten sei C' C G ein Kreis mit z € C’; dieser existiert, da G 2-zusam-
menhéngend ist. Es sei D eine Komponente von G — C’; wir withlen C’
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und D so, dass |D| minimal ist. Da G 2-zusammenhéngend ist, hat D
mindestens zwei Nachbarn auf C’. Dann enthilt C’ einen Weg P zwi-
schen zwei solchen Nachbarn u und v, dessen Inneres P keinen Nachbarn
in D hat und z nicht enthélt (Abb. 8.3.3). Ersetzen wir P in C’ durch
einen u—v-Weg P’ mit P C D, so erhalten wir einen Kreis C, der x
enthélt und eine Ecke y € D. Hétte y einen Nachbarn in G — C, so lige
dieser in einer Komponente D’ ; D von G — C, mit Widerspruch zur
Wahl von C” und D. Also liegen alle Nachbarn von y auf C, und C
erfiillt die Behauptung des Lemmas. O

\/ D

C

Abb. 8.83.3. Zum Beweis von Lemma 8.3.4

Beweis von Satz 8.3.1. Wir beweisen mit Induktion nach |G| zu
jeder Ecke z* € G die Existenz eines Hamiltonkreises H von G2 mit der
folgenden Eigenschaft:

Beide mit x* inzidenten Kanten von H liegen in G. (*)

Fiir |G| = 3 ist G = K? und die Behauptung trivial. Es sei also
|G| > 4, die Behauptung sei wahr fiir kleinere |G|, und es sei x* € V(G)
gegeben. Mit Lemma 8.3.4 wihlen wir einen Kreis C' C G, der x* enthélt
und eine weitere Ecke y*, deren Nachbarn in G alle auf C liegen.

Ist C ein Hamiltonkreis von G, so ist nichts zu zeigen; wir nehmen
daher G — C # () an. Betrachten wir eine Komponente D von G — C.
Es sei D der durch Kontraktion von G — D auf eine Ecke # entstehende
Graph; formal entsteht D also aus D durch die Hinzufiigung einer neuen
Ecke z und aller Kanten Zy mit y € D, fiir die y einen Nachbarn in
G — D hat (und damit in C). Ist |D| = 1, so setzen wir P(D) :=
{D}. Ist andererseits |D| > 1, so ist D wiederum 2-zusammenhiingend.
Dann enthélt D? nach Induktionsannahme einen Hamiltonkreis C' mit
der Eigenschaft, dass die Kanten zwischen & und seinen Nachbarn auf
C beide in D liegen. Der Weg C — % enthilt moglicherweise Kanten,
die nicht in G2 liegen: Kanten zwischen zwei Nachbarn von &, die in G
keinen gemeinsamen Nachbarn haben (und auch nicht selbst benachbart
sind). Bezeichnet E die Menge dieser Kanten, so sei P (D) die Menge der
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Abb. 8.8.4. P(D) enthilt drei Wege; einer davon ist trivial

Komponenten von (C’ —I)— E; dies ist eine Menge von Wegen in G?2,
deren Endecken in D zu & benachbart sind (Abb. 8.3.4).

P Es sei P die Vereinigung der Mengen P(D) iiber alle Komponenten
D von G — C. Offenbar hat P die folgenden Eigenschaften:

V(G) = V(C)UUpep V(P). (1)

Die Elemente von P sind paarweise und zu C disjunkte 2)
Wege in G?.

Jede Endecke y eines Weges P € P hat in G mindestens (3)
einen Nachbarn auf C;
wir wahlen einen solchen Nachbarn aus und nennen ihn den zu y gehori-
Fus gen Fuff von P. Ist P € P trivial, so hat P genau einen Fuf}. Ist P
nicht trivial, so hat P zu jeder Endecke einen Fufl. Diese beiden Fiifle
brauchen jedoch nicht verschieden zu sein; somit hat P in diesem Fall
entweder einen oder zwei Fiife.

Wir werden P jetzt unter Wahrung von (1)—(3) ein wenig modifi-
zieren; auler (1)—(3) und Folgerungen daraus werden wir spéter keine
Eigenschaften von P verwenden. Ist eine Ecke von C' ein Fufl zwei ver-
schiedener Wege P, P’ € P, sagen wir zu y € P und zu 3y’ € P’ gehérig, so
ist yy’ eine Kante und Pyy’ P’ ein Weg in G?; wir ersetzen P und P’ in
P durch diesen Weg. Offenbar erfiillt P weiterhin die Aussagen (1)—(3).
Wir wiederholen diese Abénderung von P so oft, bis folgendes gilt:

Keine Ecke von C ist ein Fuf$ zwei verschiedener Wege in P. (4)
P1, P2 Fir i = 1,2 bezeichne P; C P die Menge aller Wege aus P mit
X1, X2 genau ¢ Fiiflen, und X; C V(C') die Menge aller Fiifie von Wegen aus P;.

Nach (4) ist X1 N Xo = 0, und es gilt y* ¢ X; U X.

Auch G vereinfachen wir jetzt ein wenig; die Anderungen werden
weder die Wege aus P noch die Giiltigkeit von (1)—(4) beeintréchtigen.
Zunichst betrachten wir ab jetzt die Wege aus P als Wege in G selbst,
nicht blof in G?. Dadurch moglicherweise in G? zusitzlich entstehen-
de Kanten werden wir bei der Konstruktion unseres Hamiltonkreises H
nicht verwenden: in diesen werden wir die Wege aus P jeweils ganz und
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unverdndert einbauen, d.h. es wird P C H gelten fiir alle P € P. Wenn
fiir den modifizierten Graphen G dann H in G? liegt und (x) erfiillt,
so gilt dies auch fiir die urspriingliche Version von G. Weiter l6schen
wir fiir jedes P € P alle P-C - Kanten in G aufler den Kanten zwischen
den Endecken von P und den dazugehorigen Fiiflen auf C. Schliefllich
16schen wir in G alle Sehnen von C. Es gelte somit ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit:

Die einzigen Kanten in G zwischen C und einem Weg P € P

sind die beiden (im Falle |P| = 1 identischen) Kanten zwi-

schen den Endecken von P und den dazugehdrigen Fiiflen (5)
von P. Die einzigen Kanten in G mit beiden Endecken auf

C sind die Kanten von C' selbst.

Unser Ziel ist es, den gesuchten Hamiltonkreis H von G? aus den
Wegen in P und geeigneten Teilen von C? zu konstruieren. Als erste
Anniherung finden wir zunéchst einen geschlossenen Kantenzug W in
dem Graphen

é::G—U'Pb

der bereits sinngeméfl die Bedingung (%) erfiillt und jeden Weg aus P
genau einmal durchliuft. Spéater werden wir W dann so umgestalten,
dass W auch jede Ecke von C genau einmal durchlduft und tiberdies die
Wege aus P; miteinbezieht. Bis auf weiteres nehmen wir jetzt Py # (
an — auf den Fall P, = () kommen wir spéter zuriick.

Wir wihlen zunéchst eine feste ,,zyklische Orientierung” von C, d.h.
eine Bijektion 7 + v; von Zjc| nach V(C) mit vv;11 € E(C) fiir alle
i € Zjc|- Wir denken uns diese Orientierung als ,Rechtsdrehung®: zu
gegebenem v; € C' nennen wir v;r := v;+1 den rechten Nachbarn von v;
und v; := v;_1 seinen linken Nachbarn. Entsprechend liegt die Kante
v~ links von der Ecke v und die Kante vv™ rechts von ihr, etc.

Einen Weg P = v;v;41...v;-1v; in C mit V(P)N Xy = {v;,v,}
nennen wir ein Intervall mit linkem Rand v; und rechtem Rand v;. Wir
nehmen dabei v; # v; an; unser Kreis C ist also die Vereinigung von
| X2| = 2|P2| Intervallen. Wie iiblich schreiben wir P =: [v;, v;] und set-
zen (v;,v5) = P sowie [vi,v;) = Pvj und (v;,v;] := v;P. Fiir Intervalle
[u,v] und [v,w] mit gemeinsamem Rand v liegt [u,v] links von [v,w]
und [v, w] rechts von [u,v]. Das eindeutig bestimmte Intervall [v, w] mit
x* € (v, w] bezeichnen wir als I*, den Weg aus Py mit Fufl w als P*, und
den Weg I*wP* als Q*.

Zur Konstruktion von W fassen wir G in natiirlicher Weise als Mul-
tigraphen M auf Xo auf: die Kanten von M seien die Intervalle von C
(mit ihren Réndern als inzidenten Ecken) und die Wege aus Py (mit
ihren Fiiflen als inzidenten Ecken). Nach (4) ist M kubisch, und so
konnen wir Lemma 8.3.3 mit e := I* und f := P* anwenden. Das

(o))

v, rechts

v~ , links

Intervall
Rand

[v,w] ete.

I*, P
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Lemma liefert uns einen geschlossenen Kantenzug W in G, der I* und
jeden Weg aus P, einmal durchlduft und jedes andere Intervall ein- oder
zweimal. Weiter enthélt W den Weg Q* als Teilweg. Die beiden mit x*
inzidenten Kanten dieses Weges liegen in Gj in diesem Sinne erfiillt W
also bereits die Bedingung ().

Wir wollen jetzt W so umgestalten, dass W auch jede Ecke von C'
genau einmal durchliuft. Fiir die spéatere Einbeziehung der Wege aus
P1 treffen wir dabei bereits Vorsorge: wir definieren gleichzeitig eine auf
X1 injektive Abbildung v — e(v), die jeder Ecke v € X; eine Kante e(v)
des neuen W mit der folgenden Eigenschaft zuordnet:

Die Ecke v ist entweder durch e(v) iiberbriickt oder mit

e(v) inzident. Im zweiten Fall gilt e(v) € C und e(v) # (%)

vz,
Die Abbildung v — e(v) werden wir auf ganz V(C) \ X5 definieren, also
auf einer Obermenge von X; (vgl. (4)). Zur Injektivitit werden wir ledig-
lich darauf achten miissen, dass wir keine Kante vw € C gleichzeitig als
e(v) und als e(w) wihlen. Wegen |X;| > 2 im fiir die Injektivitét relevan-
ten Fall und Py # () haben wir néamlich |C —y*| > | X1]|+2|P2| > 4, also
|C| > 5; somit kann nach (5) keine Kante von G2 gleichzeitig zwei ver-
schiedene Ecken von C' iiberbriicken oder eine Ecke von C' iiberbriicken
und selbst auf C' liegen.

Fiir unsere Korrektur von W auf den Ecken von C betrachten wir
die Intervalle von C' einzeln. Nach Definition von W ist jedes Intervall
I von einem der folgenden drei Typen:

Typ 1: W durchlduft I genau einmal;

Typ 2: W durchlduft I genau zweimal, und zwar hin und zuriick direkt
hintereinander (formal: W enthélt ein Tripel (e, x, e) mit x € X,
und e € E(I));

Typ 3: W durchlduft I genau zweimal, aber nicht direkt hintereinander
(d.h. W enthélt kein Tripel wie oben).

Nach Wahl von W ist I* vom ersten Typ. Die Ecke z aus der Definition
eines Intervalls vom Typ 2 nennen wir die Kehrecke dieses Intervalls. Da
Q* ein Teilweg von W ist und W auch P* nur einmal durchléuft, gilt:

Das Intervall rechts von I* ist vom zweiten Typ und hat (6)
seine Kehrecke am linken Rand.

Betrachten wir nun ein festes Intervall I = [x1,22]. Es sei y; der
Nachbar von z; und y» der Nachbar von zo auf einem Weg aus Ps. Das
Intervall links von I bezeichnen wir mit 1~

Ist I vom ersten Typ, so lassen wir W auf I unveréndert. Ist I 7 I*,
so withlen wir zu jedem v € T als e(v) die Kante links von v. Wegen (6) ist
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I~ # I*, und insbesondere z1 # x*. Unsere Wahl der Kanten e(v) geniigt
somit der Bedingung (k). Ist T = I'*, so sei e(v) fiir alle v € (z1,2*]NT
die Kante links von v, und fiir alle v € (z*, x2) die Kante rechts von v.
Auch diese Wahlen von e(v) vertragen sich mit ().

Nun sei I vom zweiten Typ. Wir nehmen zuerst an, dass x5 die Kehr-
ecke von [ ist. Dann enthélt W (moglicherweise in umgekehrter Reihen-
folge) den Kantenzug yy21Izelx;I~. Wir wenden nun Lemma 8.3.2 (i)
mit P := yyx11T2 an und ersetzen yixilzolx; in W durch den y—x1 -

o

Weg @ des Lemmas (Abb. 8.3.5). Nach Aussage des Lemmas gilt V(Q) =

Y1 Y1
° Q
(W ., v
I = I 2 1 e(zy) a2

Abb. 8.3.5. Umgestaltung von W auf einem Intervall zweiten
Typs

V(P)~{y1,21} = V(I). Die Ecken v € (x1,2; ) werden jeweils durch
eine Kante von @ iiberbriickt, und wir wihlen diese Kante als e(v). Als
e(zy ) wihlen wir die Kante links von x5 (es sei denn, z; = x1); auch die-
se Kante liegt nach dem Lemma auf ¢). Nach (6) ist sie nicht mit z* inzi-
dent (da nach Annahme x5 die Kehrecke von I ist) und erfiillt somit ().
Den Fall, dass x1 die Kehrecke von I ist, behandeln wir ganz analog: mit
Lemma 8.3.2 (i) ersetzen wir yoxo 119 in W durch einen yo—xo -Weg @

o o

mit V(Q) = V(I), wihlen als e(v) fiir v € (], 22) eine v iiberbriickende
Kante von @, und wihlen als e(x]") die Kante rechts von z7 .
Schliellich sei I vom dritten Typ. Da W die Kante y;z; genau
einmal und das Intervall I~ hochstens zweimal durchlauft, enthilt W
die Teilwege y1x1] und I~ UI, und I~ ist vom ersten Typ. Nach (6) ist
jedoch I~ # I*. Bei der Definition der Kanten e(v) fiir v € I~ trat die
rechteste Kante x; 21 von I~ somit nicht als Bild auf; wir werden diese
Kante jetzt ersetzen kénnen. Da W das Intervall I™ hochstens zwei-
mal durchlduft, muss W anschliefend an einen seiner beiden Teilwege
yix1] und 2] 211 die Kante zoy» enthalten. Die Startecke dieses Weges
(y1 oder z7 ) fassen wir als die Ecke u in Lemma 8.3.2 (ii) auf, die andere
Ecke aus {y1, 27 } als vg; weiter sei v, := x2 und w := y2. Das Lemma
erlaubt uns dann, diese beiden Teilwege von W zwischen {y;,z; } und
{22, y2} durch disjunkte Wege in G? zu ersetzen (Abb. 8.3.6), und weist

Yl g ° U2 Y1 Yo
( J —
zr T T2 Yoz T2="Uk
Abb. 8.3.6. Umgestaltung zum Typ 3: der Fall u = y; und
k ungerade
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jeder Ecke v € I cine sie iiberbriickende Kante e(v) auf einem dieser
Wege zu.

Wir wollen nun priifen, dass W nach Abschluss all dieser Anderun-
gen jede Ecke von G genau einmal enthilt. Fiir die Ecken der Wege aus
Ps ist dies trivial, da W jeden solchen Weg genau einmal durchliuft.
Auch die Ecken im Innern von Intervallen auf C sind jetzt genau einmal
in W enthalten. Wie aber steht es um die Ecken in X5?

Es sei x € Xy gegeben und y sein Nachbar auf einem Weg aus Ps.
Das Intervall I mit yzI C W vor den Anderungen an W bezeichnen
wir als I;, das andere Intervall mit Rand = als I5. Ist I; vom Typ 1,
so ist Is vom Typ 2 mit Kehrecke z. Bei der Betrachtung von W auf
I, wurde z somit erhalten, bei der Bereinigung von W auf Is wurde es
ausgespart; damit liegt x jetzt noch genau einmal auf W. Ist I; vom
Typ 2, so ist x nicht seine Kehrecke, und I ist vom Typ 1. Der mit
yx beginnende und dann /; hin- und zuriicklaufende Teilkantenzug von
W wurde durch einen y—x-Weg ersetzt. An diesen Weg schlieit sich in
W jetzt das unverdndert gebliebene Intervall I an, d.h. auch in diesem
Fall enthédlt W die Ecke x noch genau einmal. Ist schliefflich I; vom
Typ 3, so war x in einem der Ersetzungswege Q, Q" aus Lemma 8.3.2 (ii)
enthalten; da diese Wege nach Aussage des Lemmas disjunkt waren, liegt
x wiederum noch genau einmal auf W.

Damit enthilt W jetzt in der Tat jede Ecke von G genau einmal,
d.h. W definiert einen Hamiltonkreis H in G2. Da W unveriindert den
Weg Q* enthilt, geniigt H der Bedingung ().

Bis jetzt galt unsere Annahme, dass Ps nicht leer sei. Im Falle Py =
0 setzen wir H := G = C; wiederum gilt (*) fiir H. Um die Einbezichung
der Wege aus P; in unseren Hamiltonkreis einheitlich handhaben zu
kénnen, ordnen wir auch fiir Py = ) jeder Ecke v € C' — y* eine Kante
e(v) von H zu:

*

_ Jovt falls v e [z¥,y*)
ev) = {vv falls v € (y*, x*).

Auch diese Abbildung v +— e(v) ist injektiv, erfiillt (**), und ist auf einer
Obermenge von X definiert; wir erinnern daran, dass y* nach Definition
nicht in X; liegen kann.

Zum Schluss bauen wir jetzt H durch Einbeziehung der Wege aus
P, zu unserem gesuchten Hamiltonweg H von G2 um. Ist P; = 0, so gibt
es nichts zu tun; es gelte also P; # (). Es sei P € P; gegeben, etwa mit
FuBl v € X; und Endecken y1,y2. (Im Falle |P| = 1 gilt y; = y2.) Unser
Ziel ist es, die Kante e := e(v) in H durch P ersetzen; dazu miissen wir
zeigen, dass die Endecken von P mit den Endecken von e geeignet durch
Kanten aus G? verbunden sind.
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Abb. 8.3.7. Ersetzung der Kante e in H

Nach (4) und (5) hat v in G nur zwei Nachbarn, seine beiden Nach-
barn z1,x2 auf C. Ist v mit e inzident, also e = vz; mit ¢ € {1,2},
so ersetzen wir e durch den Weg vy, Pysx; (Abb. 8.3.7). Da vyy eine
Kante von G ist, liegt dieser Weg in G2. Ist andererseits v nicht mit e
inzident, so wird v nach (xx) durch e iiberbriickt. Dann ist e = z1xo,
und wir ersetzen e durch den Weg z1y; Pyaxo C G? (Abb. 8.3.8). Da die
Funktion v — e(v) auf X injektiv ist, sind nach (4) all diese Anderungen
von H (eine fiir jedes P € P;) unabhingig voneinander ausfithrbar und
ergeben schlieflich in der Tat ein Hamiltonkreis H von G2.

Abb. 8.3.8. Ersetzung der Kante e in H

Es bleibt zu priifen, dass mit H auch H die Bedingung () erfiillt,
dass also beide mit z* inzidenten Kanten von H in G liegen. Da (x)
fir H gilt, reicht es zu zeigen, dass die mit z* inzidenten Kanten von H
jeweils entweder noch in H liegen oder durch einen Weg ersetzt wurden,
dessen mit z* inzidente Kante in G liegt. Es sei also e = 2%z € G eine
der beiden mit z* inzidenten Kanten von H. Liegt e nicht in H, so ist
e bei der Konstruktion von H aus H ersetzt worden; es gibt also eine
Ecke v € X7 mit e = e(v).

Wo liegt diese Ecke v? Wir zeigen zunéchst, dass v mit e inzident
sein muss. Anderenfalls gilt P, # 0, und gemif (xx) wird v durch
e iiberbriickt. Aus Py # @ folgt wegen v € X; zunichst |C — y*| >
|X1| +2|P2| = 3, also |C| > 4. Dass e die Ecke v iiberbriickt, steht
daher wegen (5) im Widerspruch zu e € G (was wegen () fiir H gilt).

Somit ist v in der Tat mit e inzident. Es gilt also v € {z*, z} nach
Definition von e, und gleichzeitig e # vz* nach (xx); folglich ist v = z*.
Die Kante e = 2*z € G wurde daher durch einen Weg der Form z*y; Pysz
ersetzt. Da x*y; eine Kante von G ist, ist somit auch diese Ersetzung
fiir die Giiltigkeit von (*) unschiidlich. Insgesamt erfiillt H daher in der
Tat die Bedingung (x), und unser Beweis ist vollstéindig. O
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Zum Abschluss des Kapitels erwihnen wir noch eine weitreichende
Vermutung, die den Satz von Dirac verallgemeinert:

Vermutung. (Seymour 1974)
Ist G ein Graph mit n Ecken und Minimalgrad

k
>
0(G) = k+1n,

so hat G einen Hamiltonkreis H mit H* C G.

Fiir £ = 1 ist dies gerade der Satz von Dirac. Die Vermutung wurde
fiir hinreichend grofle n (abhingig von k) von Komlds, Sirkozy und
Szemerédi bewiesen (1998).

Ubungen

1. Einen orientierten vollstindigen Graphen nennt man ein Turnier. (Wa-
rum wohl?) Zeige, dass jedes Turnier einen (gerichteten) Hamiltonweg
enthélt.

2. Zeige, dass jeder eindeutig 3-kantenfarbbare kubische Graph einen Ha-
miltonkreis hat. (,,Eindeutig® soll heiflen, dass alle 3-Kantenfarbungen
die gleiche Kantenpartition induzieren.)

3. Zeige, dass es fiir jedes gerade k > 0 zu jedem n > k einen k-reguléren
Graphen auf 2n + 1 Ecken gibt.

4. Beweise oder widerlege die folgende Verschérfung von Proposition 8.1.2:
Jjeder k-zusammenhédngende Graph G mit |G| > 3 und x(G) > |G|/k
hat einen Hamiltonkreis.

5. (i)~ Zeige, dass hamiltonsche Graphen 1l-robust sind.

(ii) Finde einen Graphen, der 1-robust ist aber nicht hamiltonsch.

6. Beweise die Robustheitsvermutung fiir pliattbare Graphen. Gilt sie auch
mit ¢ = 27 Vielleicht sogar mit einem ¢ < 27

7.7 Finde einen hamiltonschen Graphen, dessen Gradsequenz kein hamil-
tonsches Tupel ist.

8.7 Es sei G ein Graph auf n Ecken, der zu jedem ¢ < n/2 weniger als ¢
FEcken des Grades < i hat. Zeige mit dem Satz von Chvatal, dass G
einen Hamiltonkreis hat. (Insbesondere folgt also der Satz von Dirac
aus dem Satz von Chvatal.)

9. Zeige, dass das Quadrat eines k-zusammenhingenden Graphen stets
k-robust ist. Leite hieraus den Satz von Fleischner her fiir Graphen,
die die Robustheitsvermutung fiir t = 2 erfiillen.
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10. Beweise die folgende Abschwichung der Umkehrung von Ubung 5 (i):
zu jedem nicht hamiltonschen Graphen G gibt es einen Graphen G’ mit
punkweise grofierer Gradsequenz, der nicht 1-robust ist.

11. Finde einen zusammenhéngenden Graphen G, fiir den G? keinen Ha-
miltonkreis enthalt.

12.7 Zeige mit Induktion nach |G|, dass die dritte Potenz G® eines zusam-
menhingenden Graphen G zwischen je zwei Ecken einen Hamiltonweg
enthilt (und somit insbesondere einen Hamiltonkreis).

13.7 Zeige, dass jede Kante eines Graphen G auf einer geraden Anzahl von
Hamiltonkreisen liegt, wenn alle Ecken von GG ungeraden Grad haben.

(Tip: Es sei 2y € E(G) gegeben. Die Hamiltonkreise durch zy entspre-
chen den Hamiltonwegen in G — zy von x nach y. Betrachte die Menge
‘H aller in x beginnenden Hamiltonwege in G — xy und zeige, dass
eine gerade Anzahl davon in y endet. Definiere dazu einen geeigneten
Graphen auf H, so dass die gewiinschte Aussage aus Proposition 0.2.1
folgt.)

Notizen

Die Frage nach der Existenz von Hamiltonkreisen in einem Graphen ist, &hn-
lich wie die Frage nach einem Eulerschen Kantenzug oder nach Farbungen von
Landkarten, &lter als die Graphentheorie selbst: sie geht zuriick auf ein 1857
von W.R. Hamilton erfundenes Spiel, in dem es darum geht, ,, Hamiltonkreise“
im Graphen des Dodekaeders zu finden. Was als mathematische Unterhal-
tung begann, taucht tiber hundert Jahre spater im Gewand der kombinatori-
schen Optimierung wieder auf, als Problem des Handelsreisenden: in welche
Reihenfolge legt ein Vertreter am giinstigsten die verschiedenen von ihm zu
besuchenden Kunden, wenn ihm zwischen je zwei Kunden die direkte Fahrzeit
bekannt ist und er nach Besuch aller Kunden wieder an seinem Ausgangsort
sein mo6chte? Auch wenn der diesem praktischen Problem zugrundeliegende
Graph K vollstédndig ist und die wesentliche Information nicht in seiner Be-
nachbartheitsrelation selbst sondern in einer auf der Kantenmenge definierten
,Bewertungsfunktion“ enthalten ist, so ist doch die Verbindung zu Hamiltons
Problem deutlich: ist etwa eine beliebige Rundtour gesucht, fiir die die Fahrzeit
zwischen je zwei Ecken lediglich einer oberen Schranke geniigen soll, so defi-
nieren die entsprechenden Kanten einen aufspannenden Teilgraphen von K,
und wir suchen einen Hamiltonkreis in diesem Teilgraphen. Bis heute ist das
algorithmische Problem des Handelsreisenden eine wesentliche Motivation fiir
die Beschiftigung mit Hamiltonkreisen; wir verweisen dazu auf die Literatur
der algorithmischen Graphentheorie (siehe die Notizen zu Kapitel 5).

Auch das Fehlen einer guten Charakterisierung der hamiltonschen Gra-
phen hat moglicherweise seinen tieferen Grund in einem algorithmischen Pro-
blem: zu entscheiden, ob ein gegebener Graph hamiltonsch ist, ist ndmlich
NP-schwer. (Es ist sogar eines der klassischen Musterbeispiele eines NP-
vollstéindigen Entscheidungsproblems.) Jede ,gute Charakterisierung®, etwa
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nach der Art des Satzes von Menger, hitte jedoch zur Folge, dass dieses Ent-
scheidungsproblem in NP Nco-NP liegt — und damit, so jedenfalls die géngige
Annahme, in P. Gilt jedoch P # NP, so kann keine gute Charakterisierung der
hamiltonschen Graphen existieren. Etwas mehr zu diesem Thema gibt es noch
in der Einleitung zu Kapitel 10.5 und den Notizen am Ende von Kapitel 10.

Der angedeutete ,,Beweis“ des Vierfarbensatzes aufgrund der (falschen)
Annahmen, dass jeder 3-zusammenhédngende kubische ebene Graph hamil-
tonsch sei, wird gewdhnlich dem schottischen Mathematiker Tait zugeschrie-
ben. Obwohl Tait sich 1880 wohl in der Tat im Besitz mindestens eines ,neu-
en Beweises“? des Vierfarbensatzes glaubte, war er sich spétestens bei einem
Vortrag vor der Mathematischen Gesellschaft von Edinburgh im Jahre 1883
bewusst, dass er die obige Aussage iiber Hamiltonkreise nicht beweisen konnte.
Siehe P.G. Tait, Listing's topologie, Phil. Mag. 17 (1884), 30—46.

Einen vereinfachten Beweis des Satzes von Tutte, dass jeder 4-zusam-
menhingende plittbare Graph einen Hamiltonkreis besitzt (Satz 8.1.3), gibt
C.Thomassen, A theorem on paths in planar graphs, J. Graph Theory 7
(1983), 169-176. Tuttes Gegenbeispiel zu Taits Annahme, dass jeder 3-zu-
sammenhéngende kubische plattbare Graph einen Hamiltonkreis enthalte, ist
bei Bollobds (s.0.) abgebildet und bei J.A.Bondy & U.S.R.Murty, Graph
Theory with Applications, Macmillan 1976. Bondy und Murty gehen relativ
ausfiithrlich auf dieses Thema ein.

Proposition 8.1.2 stammt von Chvétal und Erd8s (1972). Die Invariante
der ,Robustheit” (toughness), sowie die zugehdrige Vermutung, stammen von
V. Chvétal, Tough graphs and hamiltonian circuits, Discrete Math. 5 (1973),
215-228. Waire die Vermutung wahr mit ¢ = 2, so wiirde dies den Satz von
Fleischner implizieren (Ubung 9). Dass sie mit ¢ = 2 fehlschligt, zeigten
D. Bauer, H.J. Broersma & H.J. Veldman, Not every 2-tough graph is hamilto-
nian, Discrete Appl. Math. 99 (2000), 317-321. Satz 8.2.1 ist von V. Chvétal,
On Hamilton's ideals, J. Comb. Theory B 12 (1972), 163-168.

Unser Beweis des Satzes 8.3.1 von Fleischner basiert auf S. Riha, A new
proof of the theorem by Fleischner, J. Comb. Theory B 52 (1991), 117-123.
Seymours Vermutung ist aus P.D.Seymour, Problem 3 in (T.P. McDonough
and V.C. Mavron, Hrsg.): Combinatorics, Cambridge University Press 1974.
Thr Beweis fiir grofie n ist von J. Komlés, G.N. Sarkozy & E. Szemerédi, Proof
of the Seymour conjecture for large graphs, Ann. Comb. 2 (1998), 43-60.

Schliefflich sei noch die Vermutung von Thomassen erwéhnt, dass jeder
4-zusammenhéngende Kantengraph hamiltonsch ist.

2 nach Kempes falschem Beweis von 1879; siche die Notizen zu Kapitel 4
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Bereits mehrfach ist in den vergangenen Kapiteln der folgende Satz von
Erd6s angeklungen: es gibt Graphen, die gleichzeitig beliebig grofie Tail-
lenweite und beliebig hohe chromatische Zahl haben, d.h. zu jedem k € N
existiert ein Graph G mit ¢(G) > k und x(G) > k.

Wie beweist man einen solchen Satz? Der klassische Ansatz wére,
einen entsprechenden Graphen zu konstruieren, vielleicht schrittweise
mit Induktion nach k. Dies ist jedoch alles andere als einfach: gerade
der globale Charakter des Satzes, die Forderung, dass der zu konstruie-
rende Graph zwar insgesamt hohe chromatische Zahl haben soll, nicht
aber lokal dicht sein darf, steht einer typischen Konstruktion entgegen —
einer Konstruktion, die den Zielgraphen aus bereits vorher konstruierten
Teilen zusammenzusetzen sucht.

In einer bahnbrechenden Arbeit des Jahres 1959 wies Erdés einen
radikal anderen Weg: er definierte fiir jedes n € N auf der Menge aller
Graphen der Ordnung n einen Wahrscheinlichkeitsraum und zeigte, dass
bei geeigneter Wahl der Wahrscheinlichkeitsmafle die Wahrscheinlichkeit,
dass der gesuchte Graph existiert, fiir hinreichend grofie n positiv wird.

Diese von Erdés eingefiihrte probabilistische Methode hat sich seither
zu einer der wichtigsten Beweistechniken entfaltet, in der Graphentheorie
wie auch in anderen Zweigen der Diskreten Mathematik. Die Theorie
der Zufallsgraphen hat sich zu einer eigenen Disziplin entwickelt. Dieses
Kapitel soll einen ersten Eindruck von diesem Gebiet vermitteln: sei-
ne wichtigsten Begriffe und Beweistechniken einfithren und ein wenig
von der hinter der Technik verborgenen Eleganz der hier anzutreffenden
Ideen andeuten.

Der Satz von Erdés (Abschnitt 9.2) hat die Existenz eines Graphen
mit gewissen Eigenschaften zum Inhalt: seine Aussage ist ohne Zufalls-
graphen formulierbar, doch bilden diese die Grundlage seines Beweises.
Ein fiir die klassische Graphentheorie ebenso interessanter, der Theorie
der Zufallsgraphen aber ganz eigener Satztyp ist der einer Aussage fiir
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fast alle Graphen; diesen Begriff werden wir in Abschnitt 9.3 kennenler-
nen. Im letzten Abschnitt stellen wir exemplarisch an einem Satz von
Erdés und Rényi eine in der Theorie der Zufallsgraphen héufig verwende-
te Beweistechnik dar, zuweilen Methode der zweiten Momente genannt.

9.1 Der Begrift des Zufallsgraphen

Es sei V eine feste Menge von n Elementen, sagen wir V = {0,...,n—1}.
Unser Ziel ist es, die Menge G der Graphen auf V' in einen Wahrschein-
lichkeitsraum zu verwandeln und dann Fragen der folgenden Art zu un-
tersuchen: mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Graph G € G diese
oder jene Eigenschaft? Wie hoch ist der Erwartungswert einer gegebenen
Invariante auf G, z.B. die mittlere Taillenweite oder chromatische Zahl
der Graphen G € G?

Intuitiv wollen wir G folgendermaflen zufillig konstruieren: fiir alle
Eckenpaare e € [V]? entscheiden wir unabhiingig voneinander, ob e eine
Kante von G sein soll oder nicht; die Wahrscheinlichkeit, dass e eine
Kante sei, soll dabei jeweils gleich einem festen Wert p zwischen 0 und
1 sein. (In diesem Kapitel bezeichnet p grundsitzlich eine reelle Zahl
zwischen 0 und 1, und ¢ die Zahl 1 —p.)! Ist Gy ein konkreter Graph
auf V, sagen wir mit m Kanten, so hat das Elementarereignis {Gy} dann
die Wahrscheinlichkeit p™q(3)=™, d.h. G ist mit der Wahrscheinlichkeit
pmq(z)_m gerade dieser Graph Gg. (Die Wahrscheinlichkeit, dass G
isomorph ist zu Gy ist im allgemeinen grofer.) Mit den Wahrschein-
lichkeiten der Elementarereignisse liegt nun aber bereits das gesamte
Wahrscheinlichkeitsmafl des gesuchten Raumes G fest; zu zeigen bleibt
also nur, dass wir G in der Tat mit einem Maf} ausstatten konnen, in
dem die einzelnen Kanten wie beschrieben unabhéngig voneinander mit
der Wahrscheinlichkeit p auftreten. Ein solches Mafl werden wir jetzt
konstruieren.?

Zu jeder moglichen Kante von G, also zu jedem e € [V]?, definie-
ren wir dazu zunichst ihren eigenen kleinen Wahrscheinlichkeitsraum
Qe = {0, 1.}; die beiden Elementarereignisse {0.} und {1.} dieses
Raumes sollen die Wahrscheinlichkeiten P.(1.) = p und P.(0.) = ¢
haben. Unser gesuchter Wahrscheinlichkeitsraum G = G(n,p) sei dann

L Meist wird p von der Méchtigkeit n der betrachteten Eckenmenge V' abhéngen,
d.h. implizit durch n gegeben sein als Wert p = p(n) einer Funktion n — p(n). Zu
gegebenem n ist dann aber die Wahrscheinlichkeit, dass e eine Kante von G ist, fiir
alle e € [V]? die gleiche.

2 Wer bereits glaubt, dass solch ein Mafl auf G existiert, kann den Text bis ein-
schliefflich Proposition 9.1.1 iiberspringen, ohne etwas zu verlieren.
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der Produktraum

Q= H Q..

ec[V]?

Ein Element von € ist formal also eine Abbildung w, die jedem e € [V]?

entweder 0, oder 1, zuordnet, und das Wahrscheinlichkeitsmafi P auf
Q ist das Produktmafl der Mafle P.. In der Praxis identifizieren wir w
natiirlich mit dem Graphen G auf V' mit der Kantenmenge

E(G) ={elw(e) = 1c}

und nennen G einen Zufallsgraphen auf V' mit der Kantenwahrschein-
lichkeit p.

Jede Menge von Graphen auf V ist damit ein Ereignis in G(n,p).
Insbesondere ist zu jedem e € [V]? die Menge

Ae = {w]|wle) =1}

aller Graphen G auf V mit e € F(G) ein Ereignis (das Ereignis, dass e
in G eine Kante ist), und es gilt in der Tat:

Proposition 9.1.1. Die Ereignisse A, sind unabhéngig, und ihre Wahr-
scheinlichkeit ist jeweils p.

Beweis. Nach Definition von A, gilt

Ao = {1} x ] Qe .

e'F#e

Nach Definition von P als Produktmafl der Mafle P, gilt damit

PA)=p-[[1=0».

e'#e

Ist {e1,...,ex} eine beliebige Teilmenge von [V]?, so folgt entsprechend

P(Aelﬂ...ﬂAek):P<{1el}><...><{lek}x I1 Q)
e¢{e1,....ex}

Zufalls-
graph

Ereignis
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Wie bereits bemerkt, ist P durch den Wert von p und unsere An-
nahme der Unabhéngigkeit der Ereignisse A, eindeutig bestimmt. Bei
der Berechnung konkreter Wahrscheinlichkeiten in G(n,p) wird es da-
her im allgemeinen ausreichen, mit dieser Unabhéngigkeitsannahme zu
argumentieren; unser konkretes Modell Q fiir G(n,p) werden wir nicht
weiter benGtigen.

Betrachten wir beispielsweise das Ereignis, dass GG einen gegebenen
Graphen H auf k Ecken aus V' als Teilgraphen enthélt; es sei ||H| =: £.
Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignises H C G ist das Produkt der
Wahrscheinlichkeiten A, iiber alle Kanten e von H, also P[H C G] =
pf. Im Unterschied hierzu betrigt die Wahrscheinlichkeit, dass H ein
Untergraph von G ist, pgq(g)_éz die (g) — (¢ in H fehlenden Kanten
miissen ja jetzt auch in G fehlen, und sie tun dies jeweils unabhéngig
mit der Wahrscheinlichkeit q.

Die Wahrscheinlichkeit Py, dass G einen zu H isomorphen Unter-
graphen hat, ist im allgemeinen schwieriger zu berechnen: da die mogli-
chen Kopien von H auf Teilmengen von V einander iiberlappen, sind die
Ereignisse, dass sie als Untergraphen in G auftreten, nicht unabhéngig.
Die Summe (iiber alle U € [V]*) der einzelnen Wahrscheinlichkeiten
P[H ~ G[U]] ist jedoch stets eine obere Schranke fiir Py, da Py ja
nur das Maf} der Vereinigung all dieser Ereignisse ist. Ist beispielsweise
H = KF, so erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dass G einen zu H
isomorphen Untergraphen hat, die folgende triviale Abschéitzung:

Lemma 9.1.2. Fiir jedes k > 2 gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass
G € G(n,p) eine unabhingige Eckenmenge der Méchtigkeit k enthilt,

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine fest gewihlte Eckenmenge
U € [V]¥ in G unabhingig ist, betrigt q(2). Die Behauptung folgt somit
aus der Tatsache, dass es nur (Z) solche Mengen U gibt. g

Analog zu Lemma 9.1.2 gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass G <
G(n,p) einen K* enthilt,

Ist nun n klein genug (bei festem k), dass die Wahrscheinlichkeiten
P[a(G) > k] und P[w(G) > k] beide kleiner als 3 sind, so ist das
Maf} dieser beiden Ereignisse zusammen immer noch kleiner als 1. Mit

anderen Worten: in G gibt es Graphen, die weder einen K* noch einen
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K* als Untergraphen enthalten — d.h. n ist eine untere Schranke fiir die
Ramseyzahl von k!

Wie der folgende Satz zeigt, ist diese Schranke grofienordnungs-
mifig gar nicht so schlecht (vgl. Satz 7.1.1):

Satz 9.1.3. (Erdds 1947)
Ist r > 3 und R die Ramseyzahl von r, so gilt

R > 2"/2

Beweis. Fir r = 3 ist trivialerweise B > 3 > 23/2; im Folgenden sei
r > 4. Wir zeigen, dass fiir jedes n < 2"/? die Wahrscheinlichkeiten
P[a(G) = r]und P[w(G) > r] fiir G € G(n, 1) beide kleiner als 3 sind.

Nach Lemma 9.1.2 und der analogen Aussage fiir w(G) gilt wegen
p=gq=% (und r! > 2 fiir r > 4) fiir n < 2"/2 in der Tat

WOR

Pla(G) =2 1], Plw(G) =]

N

< (nr/2r)2—%r(r—1)
< (27“2/2/27")2—%7“(7"—1)
— 9-1/2

<3

O

Unsere vertrauten Invarianten wie Durchschnittsgrad, Zusammen-
hang, Taillenweite, Durchmesser, chromatische Zahl usw. werden im
Kontext von Zufallsgraphen in natiirlicher Weise zu nicht negativen
Zufallsgrifien auf G(n,p), d.h. zu Abbildungen

X:G(n,p) —[0,00).
Der Erwartungswert oder Mittelwert der Zufallsgrofie X ist die Zahl

E(X):= > P{G}H-X(G).

Geg(n,p)

Ganz wichtig fiir die Berechnung von Mittelwerten ist, dass dieser Ope-
rator E linear ist: fiir ZufallsgroBen X, Y auf G(n, p) und A € R gilt stets
EX+Y)=EX)+E(Y)und E(AX) = \E(X).

Die Berechnung des Mittelwertes einer Zufallsgréfie X > 0 kann ein
einfaches Hilfsmittel sein, die Existenz von Graphen mit einer gewiinsch-
ten Eigenschaft P nachzuweisen, fiir die X einen bestimmten Wert unter-
schreitet. Liegt ndmlich der Mittelwert von X niedrig, so kann X (G) nur
fiir wenige Graphen G € G(n,p) groB sein (wegen X (G) > 0 fiir alle G);

Zufallsgréfe

Erwar-
tungswert

E(X)
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ist aber X (G) klein fiir viele G € G(n,p), so kénnen wir hoffen, unter
diesen GG auch eines mit der gewiinschten Eigenschaft P zu finden. Diese
einfache aber ganz wesentliche Idee liegt zahlreichen nicht konstruktiven
Existenzbeweisen zugrunde; wir werden sie im Beweis des Satzes von
Erdés néher kennenlernen.

Formal haben wir das folgende Lemma, dessen Beweis sofort aus
der Definition des Erwartungswertes und der Additivitat von P folgt:

Lemma 9.1.4. (Markov-Ungleichung)
Es sei X > 0 eine ZufallsgréBe auf G(n,p) und a € R, a > 0. Dann gilt

Beweis.

g
>
I

> PHGYH - X(G)
Geg(n,p)
> P{G}H-X(G)

GEG(n,p)
X(G)za

> PUGY a

GEG(n,p)
X(G)>a

=P[X >a]-a.

WV

WV

O

Da unsere Wahrscheinlichkeitsraume endlich sind, ist die Berech-
nung des Erwartungswertes von X héufig nichts anderes als eine elegan-
te Verpackung der auch sonst in der Kombinatorik verbreiteten Technik
des doppelten Zihlens — wie wir sie etwa in den Beweisen von Korollar
3.2.10 und Satz 4.5.4 kennengelernt haben. Ist X beispielsweise eine
Zufallsgrofe auf G(n,p), die die Anzahl der Teilgraphen von G in einer
gegebenen Menge H von Graphen auf V' ziihlt, dann ziéhlt F(X) nach
Definition die Anzahl von Paaren (G, H) mit H € H und H C G, wobei
jedes solche Paar mit der Wahrscheinlichkeit von {G} gewichtet wird.
Algorithmisch berechnen wir E(X), indem wir die Graphen G € G(n,p)
in einer ,dufleren Schleife“ durchlaufen und fiir jedes G eine ,innere
Schleife” durchfiihren, in der wir alle Graphen H € H betrachten und
immer dann ,,P({G})“ zdhlen, wenn H C G ist. Genauso gut kénnten
wir diese Menge von gewichteten Paaren aber auch mit H in der &dufle-
ren und G in der inneren Schleife zéhlen: dies lauft darauf hinaus, die
Wahrscheinlichkeiten P[H C G] aufzuaddieren iiber alle H € H.

Um dies einmal exemplarisch durchzufiihren, berechnen wir jetzt
ausfiihrlich die mittlere Anzahl von Kreisen gegebener Lénge k > 3 in
einem Zufallsgraphen G € G(n,p). (Wir werden dies auch im Beweis
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des Satzes von Erdds brauchen.) Es sei also X:G(n,p) — N die Zufalls-
groBe, die jedem Zufallsgraphen G die Anzahl seiner zu C* isomorphen
Teilgraphen zuordnet. Zur Abkiirzung setzen wir

n)=nn-1)n-2)---(n—k+1);

dies ist die Anzahl der Folgen k verschiedener Elemente einer gegebenen
n-elementigen Menge.

Lemma 9.1.5. Die mittlere Anzahl von Kreisen der Linge k in G €
G(n,p) betrigt

Beweis. Fiir jeden Kreis C' = C* mit Ecken aus V = {0,...,n—1} (der
Eckenmenge der Graphen aus G(n, p)) bezeichne X¢: G(n,p) — {0, 1} die
sogenannte charakteristische Zufallsgrofie von C:

1 falls C' C G ist;

Xco: G {
© ~ 0 sonst.

Da die Zufallsgrofle X¢ als positiven Wert lediglich 1 annimmt, ist ihr
Erwartungswert gleich dem MaB P(X'(1)) der Menge aller Graphen
aus G(n,p), die C enthalten. Dies ist natiirlich nichts anderes als die
Wahrscheinlichkeit, dass C ein Kreis in G ist:

E(X¢)=P[CCG]=p" (1)

Wieviele solche Kreise C' = vy ... vg_1v0 gibt es? Da es (n); Folgen

Vg ...Vg—1 verschiedener Ecken aus V gibt und jeder Kreis durch 2k
dieser Folgen bezeichnet wird, gibt es (n);/2k solche Kreise.

Unsere Zufallsgrofle X ordnet jedem Graphen G die Anzahl der

Kreise der Lénge k in G zu. Dies ist offenbar die Summe aller Wer-
te Xc(G), wobei C die (n)y/2k Kreise der Lénge k mit Ecken aus V

durchlauft:
X = Z Xc.
c

Wegen der Linearitidt des Erwartungswertes gilt daher mit (1)

E(X) = E(ZXC) =Y EBE(Xc) = %Pk,
C C

wie behauptet. O

[9.2.2]
[9.4.3]

charakte-
ristische
ZufallsgroBe
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9.2 Die probabilistische Methode

Die sogenannte probabilistische Methode in der Diskreten Mathematik
besteht ganz allgemein in dem folgenden Ansatz: um die Existenz eines
Objekts mit einer gewiinschten Eigenschaft nachzuweisen, definiert man
auf einer groferen (und jedenfalls nicht leeren) Menge von Objekten
einen Wahrscheinlichkeitsraum und zeigt dann, dass ein Element die-
ses Raumes mit positiver Wahrscheinlichkeit die gewiinschte Eigenschaft
hat. Die betrachteten Objekte konnen dabei ganz verschiedenartig sein:
Partitionen oder Ordnungen der Eckenmenge eines gegebenen Graphen
treten genauso natiirlich auf wie Abbildungen, Einbettungen, oder eben
auch Graphen selbst. In diesem Abschnitt stellen wir die probabilistische
Methode exemplarisch dar an dem Beweis, aus dem sie geboren wurde:
dem Beweis des Satzes von Erdés iiber die Existenz von Graphen mit
hoher Taillenweite und chromatischer Zahl.

Der Satz von Erdés besagt, dass es zu jedem k € N einen Graphen
G mit Taillenweite g(G) > k und chromatischer Zahl x(G) > k gibt.
Nennen wir Kreise der Lange < k kurz und Mengen von |G|/k oder mehr
Ecken von G grof8, so reicht es, einen Graphen G ohne kurze Kreise und
ohne grofie unabhéingige Eckenmengen zu finden: die Farbklassen einer
jeden Eckenfirbung von G sind dann klein, und wir brauchen mehr als
k Farben um ganz G zu fiarben.

Wie finden wir einen solchen Graphen? Wihlen wir p klein ge-
nug, so werden die Zufallsgraphen aus G(n,p) mit hoher Wahrschein-
lichkeit keine (kurzen) Kreise haben. Wihlen wir p grof§ genug, so wer-
den kaum grofle unabhéngige Eckenmengen auftreten. Die Frage lautet
also: iiberlappen sich diese beiden Groflienordnungsbereiche von p, d.h.
konnen wir p so wihlen, dass es (fiir grofie n) gleichzeitig klein genug fiir
Plg<k]< % und grofl genug fiir P[a > n/k] < % ist? Wenn ja, so
enthilt G(n, p) mindestens einen Graphen ohne kurze Kreise und ohne
grofle unabhéngige Eckenmengen.

Leider ist eine solche Wahl von p nicht méglich: die beiden Bereiche
fiir p iiberlappen einander nicht! Wie wir in Abschnitt 9.4 sehen werden,
miissen wir p unterhalb von n~! halten, um kurze Kreise zu vermeiden—
doch treten fiir solche p dann auch bereits iiberhaupt keine Kreise mehr
auf (Ubung 19), d.h. der Graph ist bipartit und enthilt somit mindestens
n/2 unabhéngige Ecken.

Was tun? Die entscheidende Idee ist jetzt die folgende. Wir wéhlen
p in der Tat etwas groBer als n~!, um einen Faktor n¢, aber wir wihlen
dieses € so klein, dass G € G(n,p) mit hoher Wahrscheinlichkeit nur
wenige kurze Kreise enthélt — selbst gemessen an n. Loschen wir dann
aus jedem dieser Kreise eine Ecke, so enthélt der entstehende Graph
H keine kurzen Kreise mehr, aber seine Unabhingigkeitszahl «(H) ist
weiterhin nicht grofler als die von G. Da H nicht viel kleiner ist als G,
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hat damit auch H eine hohe chromatische Zahl, und wir haben den
gesuchten Graphen gefunden.

Zeigen wir also zuniichst, dass G € G(n, p) mit p = n! fiir beliebig
kleines ¢ > 0 ,fast sicher” keine grofien unabhingigen Eckenmengen
enthélt. Genauer beweisen wir das folgende etwas stérkere Lemma:

Lemma 9.2.1. Es seien k > 0 und p = p(n) gegeben. Ist p >
(6kInn)n=! fiir alle hinreichend groBen n, so gilt

lim Pla >

n—oo

n/k] =0.

1
2

Beweis. Fiir alle n,r € Nmit n > r > 2 und G € G(n,p) gilt nach
Lemma 9.1.2

wobei die letzte Ungleichung aus der Tatsache folgt, dass 1 —p < e P ist
fiir alle p. (Vergleiche die Funktionen z — e® und x +— x+1 fiir z = —p.)
Ist nun p > (6kInn)n~' und r > $n/k, so gilt fiir den Ausdruck unter
dem Exponenten:

ne Pr—1/2 _ ,o—pr/2+p/2
n67(3/2) Inn+p/2

nn=3/2el/2

ve/vn — 0.

NN

Gilt p > (6klnn)n~! fiir groBe n, so folgt mit r := [n/k]

lim Pla > n/k] = lim Pla>r]=0,

wie behauptet. (Il
Satz 9.2.2. (Erdds 1959)

Zu jedem k € N gibt es einen Graphen H mit Taillenweite g(H) > k und
chromatischer Zahl x(H) > k.

(9.1.2)

[7.2.3]



(9.1.4)
(9.1.5)

D€, X

(0.4.3)
(4.2.3)
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Beweis. Es sei € mit 0 < e < 1/k fest gewithlt, und p := n~!. Wir be-
zeichnen mit X (G) die Anzahl der kurzen Kreise in einem Zufallsgraphen
G € G(n,p), also die Anzahl seiner Kreise der Linge < k.

Nach Lemma 9.1.5 gilt

k k
)i i i
2(x) =3 Wiy < 13wt < 4k -2ty
=3 3

-
I
w

beachte, dass (np)' < (np)* ist wegen np = n® > 1. Mit Lemma 9.1.4
folgt

P[X >n/2] < E(X)/(n/2)
<

|
—_~ o~

il

|

N}

Da ke —1 < 0 ist nach Wahl von ¢, folgt hieraus

lim P[X >n/2] =0.

n—oo

Es sei nun n so groB, dass P[X >n/2] < und Pla > 3n/k] < 3
gilt; letzteres ist moglich nach Wahl von p und Lemma 9.2.1. Dann gibt
es einen Graphen G € G(n,p) mit a(G) < $n/k und mit weniger als n/2
kurzen Kreisen. Aus jedem kurzen Kreis von G entfernen wir eine Ecke.
Der entstehende Graph H hat noch mindestens n/2 Ecken und enthélt
keine kurzen Kreise mehr, d.h. es gilt g(H) > k. Nach Wahl von G gilt
weiter

|H| n/2
X(H) > o(H) P (@)

O

Korollar 9.2.3. Es gibt Graphen mit beliebig hoher Taillenweite und
gleichzeitig beliebig hohen Werten der Invarianten k, € und d.

Beweis mit Korollar 4.2.3 und Satz 0.4.3. O
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9.3 Eigenschaften fast aller Graphen

Eine Klasse von Graphen, die mit jedem Graphen G auch alle zu G
isomorphen Graphen enthélt, nennen wir wie iiblich eine Grapheneigen-
schaft. Ist p = p(n) eine fest gewilhlte Funktion (méglicherweise kon-
stant), so kénnen wir fiir eine Grapheneigenschaft P untersuchen, wie
sich die Wahrscheinlichkeit P [G € P] fir G € G(n,p) verhilt, wenn
n gegen unendlich geht. Strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen 1, so
sagen wir, dass fast alle (oder fast jedes) G € G(n,p) die Eigenschaft P
haben; strebt sie gegen 0, so hat fast kein G € G(n,p) die Eigenschaft P.
(In Lemma 9.2.1 haben wir also bewiesen, dass fiir gewisse p fast kein
G € G(n,p) mehr als in/k unabhéngige Ecken enthilt.)

Als einfaches Beispiel wollen wir jetzt zeigen, dass fiir konstantes p
jeder fest vorgegebene abstrakte Graph® H Untergraph fast aller Gra-
phen ist:

Proposition 9.3.1. Fiir konstantes p ¢ {0,1} ist jeder Graph H ein
Untergraph fast aller Graphen G € G(n,p).

Beweis. Es sei H gegeben und k := |H|. Ist U C {0,...,n— 1} eine feste
Menge von k Ecken von G, so ist G[U] mit einer gewissen Wahrscheinlich-
keit » > 0 zu H isomorph. Diese Wahrscheinlichkeit r ist abhéngig von p,
nicht aber von n (warum nicht?). In G gibt es |n/k| disjunkte solche
Eckenmengen U. Die Wahrscheinlichkeit, dass keines der entsprechenden
G[U] zu H isomorph ist, betriagt (1—1r) Ln/k] da diese Ereignisse wegen
der Disjunktheit der Kantenmengen [U]?> unabhiingig sind. Insgesamt
haben wir also

P[H ¢ G induziert] < (17T)Ln/kj 0,

n—oo

woraus die Behauptung folgt. O

Das folgende Lemma erlaubt es, fiir eine ganze Reihe natiirlicher
Eigenschaften ganz einfach zu beweisen, dass fast jeder Graph sie hat.
Fiir 4,j € N bezeichne P; ; die Eigenschaft, dass der Graph mindestens
i+ j Ecken hat und zu disjunkten Eckenmengen U, W mit |U| < ¢ und
|[W| < j stets eine Ecke v ¢ U UW enthiilt, die zu allen Ecken aus U
aber zu keiner Ecke aus W benachbart ist.

Lemma 9.3.2. Fiir konstantes p ¢ {0,1} und i,j € N hat stets fast
jeder Graph G € G(n,p) die Eigenschaft P; ;.

3 ,Abstrakt“ bedeutet, dass wir nur die Kenntnis des Isomorphietyps von H vor-

aussetzen, nicht die seiner konkreten Ecken- und Kantenmenge. Das Wort deutet
somit an, dass wir mit ,,Untergraph® hier wieder wie iiblich ,isomorph zu einem
Untergraphen“ meinen.

Graphen-
eigenschaft

fast alle
fast kein
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Beweis. Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir gegebene U, W eine feste Ecke
v e G—(UUW) zu allen Ecken aus U aber zu keiner Ecke aus W
benachbart ist, betréigt

plUlgWl > pigh,
Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir diese U, W keine geeignete Ecke v exi-
stiert, betrigt also (fiir n > i+ j)

(1= plVlgWhyn=IUIEIWE < (1 — pigh)n =73,

da die entsprechenden Ereignisse fiir verschiedene v unabhéngig sind.
Nun gibt es nicht mehr als n'™/ Paare solcher Mengen U und W in V(G).
(Kodiere Mengen U mit weniger als ¢ Elementen einfach durch nicht-
injektive Abbildungen {0,...,i—1} —{0,...,n — 1}, etc.) Die Wahi-
scheinlichkeit, dass sich darunter ein Paar ohne geeignetes v befindet,
betrégt hochstens

n™(1—plgh) 1,
und dieser Wert geht wegen 1 —p'q? < 1 fiir n — oo gegen null. g

Korollar 9.3.3. Fiir konstantesp ¢ {0, 1} und k € N ist fast jeder Graph
in G(n,p) k-zusammenhéngend.

Beweis. Nach Lemma 9.3.2 reicht es zu zeigen, dass jeder Graph mit
P2 -1 notwendig k-zusammenhéngend ist. Dies ist aber klar: ist W ei-
ne Menge von weniger als k£ Ecken, so haben nach Definition von Pa j_;
je zwei weitere Ecken z,y einen gemeinsamen Nachbarn v ¢ W; insbe-
sondere kann W die Ecken x,y nicht trennen. (]

Im Beweis von Korollar 9.3.3 haben wir wesentlich mehr gezeigt, als
verlangt war: statt zu je zwei Ecken z,y ¢ W die Existenz irgendeines W
vermeidenden Weges x . . . y nachzuweisen, haben wir gezeigt, dass x und
y einen gemeinsamen Nachbarn aulerhalb von W haben; die zum Zusam-
menhang notwendigen verbindenden Wege hatten also alle die Lange 2.
Dass nach diesem Kunstgriff die zu beweisende Behauptung leicht aus
Lemma 9.3.2 folgte, ist kein Zufall sondern entspricht einem allgemei-
neren Prinzip: ist eine Grapheneigenschaft so formulierbar, dass sich
die darin auftretenden Quantoren nur auf Ecken des Graphen beziehen,
nicht auf Mengen oder Folgen von Ecken,? so ist die Eigenschaft oder
ihr Komplement stets die direkte Konsequenz einer Eigenschaft P; ; und
gilt daher fiir fast alle oder fast keinen Graphen G € G(n,p). (Siehe die
Ubungen fiir weitere Beispiele.)

Als letztes Beispiel einer Eigenschaft fast aller Graphen fiir festes p
zeigen wir noch, dass fast jeder Graph eine erstaunlich hohe chromatische
Zahl hat — relativ nahe am theoretischen Maximum, seiner Eckenzahl:

4 Fir Logiker: ist die Eigenschaft gegeben durch einen Satz erster Ordnung in
der formalen Sprache der Graphentheorie
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Proposition 9.3.4. Fiir konstantes p ¢ {0,1} und jedes ¢ > 0 hat fast
jeder Graph G € G(n,p) eine chromatische Zahl

log(1/q) m
X(@) > 2+¢ logn’

Beweis. Nach Lemma 9.1.2 gilt fiir feste n > k > 2:

Pla>h] < (Z) o)
< n’fq('zc)
_ qkll‘;§2+%k(k71)
T
Fir log n
Fi=(@+e log(1/q)

geht der Exponent dieses Ausdrucks mit n gegen unendlich, der Aus-
druck selbst also gegen null. Die Farbklassen fast aller G € G(n,p)
enthalten somit bei jeder Farbung alle weniger als k Ecken, d.h. es sind

mehr als
n_log(l/e) =

k 24+¢ logn

Farben zur Farbung von G nétig. (I

Nach einem bemerkenswerten Satz von Bollobas ist Proposition
9.3.4 scharf im folgenden Sinne: ersetzen wir € durch —e, so verwandelt
sich die angegebene untere Schranke fiir die chromatische Zahl von G in
eine obere Schranke!

Bei allen Ergebnissen dieses Abschnitts fillt auf, dass der Wert
von p gar keine Rolle spielte: hat fast jeder Graph in G(n, 1) eine der
betrachteten Eigenschaften, so gilt dies auch fiir fast jeden Graphen
in G(n,1/1000). Bei der Untersuchung einer Grapheneigenschaft sind
jedoch oft besonders die Graphen interessant, die die Eigenschaft nur
gerade“ oder ,gerade nicht* haben: in den Grenzbereichen treten an-
dere Eigenschaften, zu denen die betrachtete Eigenschaft in Beziehung
gesetzt werden soll, am ehesten auf (siche den Beweis des Satzes von
Erdés). Fiir viele Eigenschaften — und so erkldrt sich das obige Phiino-
men — liegt die kritische Groflenordnung von p fiir ihr Auftreten jedoch
weit unterhalb einer jeden konstanten Funktion p = p(n).

L&sst man andererseits p mit n variieren, so erschliefit sich ein fas-
zinierendes Bild. Wihrend fiir Kantenwahrscheinlichkeiten p = p(n)

(9.1.2)
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wesentlich unterhalb von n~2 fast jeder Graph nur isolierte Ecken hat,
nimmt die Struktur jeweils fast aller Graphen G € G(n,p) mit grofie-
rem p immer weiter zu: etwa ab p = /nn~2 hat fast jeder Graph
die ersten Komponenten mit mehr als zwei Ecken, diese wachsen zu
Baumen, und ab p = n~! tauchen die ersten Kreise auf. Die Kreise
haben schon bald zahlreiche kreuzende Sehnen, d.h. die Graphen sind
fast sicher nicht mehr plittbar. Gleichzeitig wichst eine ihrer Kompo-
nenten stéirker an als alle anderen, bis sie diese etwa bei p = (logn)n~!
verschlingt und die Graphen zusammenhéngend werden. Kaum spéter,
bei p = (1+ ¢€)(logn)n~!, haben dann fast alle Graphen bereits einen
Hamiltonkreis!

Diese Evolution der Zufallsgraphen vollzieht sich in Schiiben: die ge-
nannten Wahrscheinlichkeiten sind Schwellenwerte, unterhalb derer fast
kein Graph und oberhalb derer fast jeder Graph die betreffende Eigen-
schaft hat (z.B. einen Kreis enthélt). Genauer nennen wir eine reelle
Funktion ¢ = ¢(n) mit ¢(n) # 0 fiir alle n eine Schwellenfunktion fiir eine
Grapheneigenschaft P, wenn fiir jedes p = p(n) und G € G(n,p) gilt:

lim P[G eP|=

n—oo

0 falls p/t—0 fiir n— oo
1 falls p/t — oo fiir n — oco.

Gibt es zu P eine Schwellenfunktion ¢, so ist natiirlich auch jedes positive
Vielfache ct von t eine Schwellenfunktion fiir P; Schwellenfunktionen sind
also stets nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.

Welche Grapheneigenschaften besitzen eine Schwellenfunktion? Na-
tiirliche Kandidaten fiir Eigenschaften mit Schwellenfunktion sind soge-
nannte monotone Eigenschaften: solche, die unter der Hinzufiigung von
Kanten abgeschlossen sind, die also mit jedem Graphen auch all seine
Obergraphen auf der gleichen Eckenmenge enthalten. (Typische mono-
tone Eigenschaften sind die Graphenklassen der Form {G | G D H } zu
gegebenem H; aber auch Zusammenhang etwa ist eine monotone Eigen-
schaft.) Und in der Tat haben Bollobds & Thomason (1987) bewiesen,
dass — bis auf triviale Ausnahmen — alle monotonen Eigenschaften eine
Schwellenfunktion haben! Im n#chsten Abschnitt werden wir eine grund-
legende Methode kennenlernen, wie man Schwellenfunktionen berechnen
kann.

Diesen Abschnitt beenden wir mit einem kleinen Juwel: dem im We-
sentlichen einzigen Satz iiber unendliche Zufallsgraphen. Es sei G(Rg, p)
definiert wie G(n, p) fiir n = Vg, als der (Produkt-) Raum von Zufallsgra-
phen auf N, deren Kanten unabhénging mit Wahrscheinlichkeit p gewéhlt
werden.

Wie wir in Lemma 9.3.2 gesehen haben, hat fiir feste 7,5 € N und
konstantes p ¢ {0,1} fast jeder Graph in G(n,p) die Eigenschaft P; ;.
Es wird daher nicht sonderlich iiberraschen, dass ein Zufallsgraph in
G(Ro, p) fast sicher, d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1, all diese Eigenschaf-
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ten zugleich hat. Im Folgenden schreiben wir P, fiir den Durchschnitt
aller Eigenschaften P; ;.

Satz 9.3.5. (Erdds and Rényi 1963)

(i) Bis auf Isomorphie gibt es nur einen abzihlbaren Graphen R mit
der Eigenschaft P.

(ii) Fiir jedes p ¢ {0,1} ist ein Zufallsgraph G € G(Ro,p) mit Wahr-
scheinlichkeit 1 isomorph zu R.

Beweis. (i) Fiir den Existenzbeweis konstruieren wir induktiv einen Gra-
phen R mit der Eigenschaft P.,. Es sei Ry := K'. Aus R,, gewinnen
wir R,41, indem wir fiir jede Menge U C V(R,,) eine neue Ecke hin-
zufiigen und sie mit allen Ecken aus U aber keiner anderen Ecke verbin-
den. Insbesondere bilden die neuen Ecken eine unabhéingige Eckenmenge
in R,41. Nach Konstruktion hat R := |J,, . R die Eigenschaft P.

Fiir den Eindeutigkeitsbeweis seien R = (V, E) und R’ = (V', F’)
zwei Graphen mit festen Eckenaufzdhlungen, die beide die Eigenschaft
P besitzen. Wir konstruieren eine Bijektion ¢: V' — V' induktiv, wobei
wir in jedem Schritt p(v) fiir eine neue Ecke v € V' definieren.

Bei jedem ungeraden Schritt betrachten wir die erste Ecke v in der
Aufzghlung von V, fiir die ¢(v) noch undefiniert ist. Es sei U die Menge
der Nachbarn u von v in R, fiir die ¢(u) bereits definiert wurde. Diese
Menge ist endlich. Vermége Po, fiir R’ finden wir eine Ecke v/ € V7,
die in R’ zu allen Ecken aus ¢(U) benachbart ist aber zu keiner anderen
Ecke aus dem (endlichen) Bild von ¢, und die auch selbst nicht im Bild
von ¢ liegt. Wir setzen ¢(v) := v'.

Bei jedem geraden Schritt des Definitionsprozesses gehen wir analog
vor mit vertauschten Rollen fiir R und R’: wir betrachten die erste Ecke
v’ in der Aufzéihlung von V', die noch nicht im Bild von ¢ liegt, und
setzen p(v) = v’ fiir eine neue Ecke v, die unter den Ecken, fiir die ¢
(bzw. 1) bereits definiert wurde, die gleichen Nachbarn und Nicht-
Nachbarn hat wie v’.

Da wir v und v’ jeweils minimal wihlen, wird die Bijektion auf ganz
V und ganz V' definiert, und offensichtlich ist sie ein Isomorphismus.

(ii) Fiir je zwei feste disjunkte, endliche Mengen U, W C N ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Ecke v ¢ UUW nicht wie in Poo mit UUW
verbunden ist (zu jeder Ecke in U aber zu keiner in V'), eine Zahl r < 1,
die nur von U und W abhéngt. Die Wahrscheinlichkeit, dass von k Ecken
v ¢ UUW keine wie in Py zu U UW benachbart ist, ist dann r*, was
fiir kK — oo gegen null geht. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine
der unendlich vielen Ecken auflerhalb von U UW die Bedingung P fiir
diese Mengen U und W erfiillt, gleich null.

Nun gibt es aber nur abzéhlbar viele Wahlen endlicher Eckenmengen
U und W. Da die Vereinigung abzihlbar vieler Teilmengen von G(Rg, p)
mit Maf} null wiederum das Maf null hat, ist die Wahrscheinlichkeit, dass

Poo
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Poo fiir irgendwelche Mengen U und W fehlschlidgt, immer noch null.
Somit hat G € G(Xg,p) die Eigenschaft P, mit Wahrscheinlichkeit 1.
Zusammen mit (i) bedeutet dies, dass fast sicher G ~ R gilt. O

Wie konnen wir uns das Paradox erkldren, dass das Ergebnis un-
endlich vieler unabhéngiger Einzelwahlen von Kanten dermaflen vorher-
sagbar ist? Die Antwort liegt natiirlich darin, dass die Eindeutigkeit
von R nur bis auf Isomorphie gilt. Einen Automorphismus fiir einen
unendlichen Graphen mit der Eigenschaft P, zu konstruieren ist aber
viel einfacher, als einen Automorphismus eines endlichen Zufallsgraphen
zu finden. So betrachtet driickt Satz 9.3.5 nicht einen Mangel an Vielfalt
unendlicher Zufallsgraphen aus, sondern vielmehr das hohe Maf an Sym-
metrie, die diese Vielfalt verwischt, wenn man die Graphen G € G(Rq, p)
nur bis auf Isomorphie betrachtet.

9.4 Schwellenfunktionen und zweite Momente
Betrachten wir einmal eine Grapheneigenschaft der Form
P={G|X(G) =1},

wobei X > 0 eine ZufallsgroBe auf G(n,p) ist. Viele Eigenschaften las-
sen sich auf natiirliche Weise so formulieren: dass G zusammenhéngend
ist, ist beispielsweise dquivalent zu X(G) > 1 wenn X die Anzahl der
Spannbdume in G bezeichnet.

Wie konnte man beweisen, dass P eine Schwellenfunktion ¢ besitzt?
Jeder solche Beweis hat zwei Teile: dass fiir kleines p (verglichen mit ¢)
fast kein G € G(n,p) die Eigenschaft P hat, und dass fiir grofies p fast
jedes G d