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Resumen

El propdsito de este articulo es extender las nociones de ideal primo
y radical primo de un ideal propio de un anillo R, a la familia formada
por las partes absorbentes de R. Estas nociones estan motivadas por las
respectivas nociones en teoria de ideales y se ajustan satisfactoriamente
a un modelo general de primitud sobre semigrupos parcialmente
ordenados con elemento maximo. Ademas, se da una descripcidn explicita
de los elementos de uno de los radicales primos aqui considerados, la cual
generaliza la bien conocida descripcién de los elementos del radical primo
de un ideal propio de R.
Palabras claves: Ideal primo, radical primo, semigrupo, parte absor-
bente.

Abstract

The aim of this paper is to extend the notions of prime ideal and
prime radical of a proper ideal of a ring R to the family formed by the
absorbent parts of R. These notions are motivated by the respective
notions in ideal theory and they adjust satisfactorily to a general model
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of primeness over partially ordered semigroups with maximum element.
Furthermore, we give an explicit description of the elements of one of the
prime radicals here considered, which generalizes the well known
description of the elements of the prime radical of a proper ideal of R.
Key words: Prime ideal, prime radical, semigroup, absorbent part.

Introduccioén

En este articulo continuamos con el estudio del reticulo completo
local y du-local O (R), formado por las partes absorbentes del anillo R, el
cual fue iniciado recientemente por el autor en [12]. La nocién de parte
absorbente de un anillo R representa una axiomatizacion natural para
los subconjuntos de R de la forma

A(M) = {alR / OXOM, x # 0 : aRx = 0},

siendo M un R-modulo a izquierda dado, los cuales juegan un importante
rol en la Teoria de Descomposicion Terciaria debida a Leonce Lesieur y
Robert Croisot (véanse [9] y [14]). El estudio del reticulo O 4(R) sugiere
algunas conexiones con las Teorias de Torsién Hereditarias (véase [12]) y
con Geometria Algebraica No Conmutativa.

En el § 1 se ofrecen algunos resultados preliminares, asi como la
terminologia y notaciones béasicas. En el § 2 se introducen las nociones de
elemento propio, elemento primo y radical primo en un semigrupo
parcialmente ordenado con elemento maximo y con suficientes elementos
primos, las cuales coinciden con las respectivas nociones usuales en el
modelo (B(R), O, 0, formado por la familia de ideales bilateros de R,
denotada por B(R), junto con las operaciones usuales [0 y [de inclusién y
multiplicacién de ideales, respectivamente. Estas nociones son
estudiadas en los casos (O 4(R), O, Dy (O«R), O, O, siendo Oy Odos
operaciones internas naturalmente definidas sobre la familia O 4(R).
Veremos que para el primero de los radicales primos asi construidos se
tiene una descripcion de sus elementos, la cual generaliza la bien
conocida descripcion de los elementos del radical primo de un ideal propio
de R, debida a J. Levitzki (véase el Teorema en (2.5)). Un resultado
similar se obtiene para el segundo radical primo considerado, para el caso
en que el reticulo B(R) contiene un Unico coatomo (véase la seccion (2.6)).
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Una generalizacidn del radical primo de un ideal 7

81. Preliminares y Notaciones Béasicas

(1.1) En todo lo que sigue R denotara un anillo asociativo con elemento
identidad 1 # 0 y para cada alR, denotaremos por Ra, aR y RaR,
respectivamente, al ideal a izquierda, derecha y bilatero de R generado
por a. Por un ideal de R entenderemos un ideal biladtero de R y por un
ideal propio de R entenderemos un ideal de R distinto de R.
Denotaremos por B(R) a la familia de ideales de R, por Spec(R) (el
espectro de R) a la familia de ideales primos de R y por U(R) al grupo
de unidades de R. Un moédulo significara un R-moédulo a izquierda
unitario. Escribiremos ;M para denotar que M es un mdédulo y N < .M
para indicar que N es un submédulo del médulo M. Si N £.M, diremos
que N es un submoédulo esencial de M (N <' ;M) si N se intersecta no-
trivialmente con cada submddulo no-nulo de M. Dualmente, si N < .M, N
se dice un submaddulo superfluo de M si cada vez que N + H = M, con
H<_ M, setieneque H=M.SiN < My XM, el ideal a izquierda

(N:X) :={rOR / rxON, Ox0OX},

se llama el conductor de X en N. En particular, si N =0y H < M,
entonces (0:H) es un ideal de R, llamado el ideal anulador de H. Dado
un moédulo M, E(M) denotaréd la capsula inyectiva de M. Un reticulo
completo L se dice local (respectivamente, du-local) si L contiene un
Unico coatomo (respectivamente, atomo). Un semigrupo es un par (S, O
), formado por un conjunto no-vacio S y una multiplicacion asociativa [
definida sobre S.

El lector interesado puede consultar las referencias [1], [4], [5] o [7] para
teoria de anillos y moédulos (y en particular, para lo relacionado con el
radical primo de un ideal propio), y [2] o [6] para teoria de reticulos.

(1.2) Dado un modulo M, al conjunto
A(M) :={alR / [xOM, x £ 0 : aRx = 0}

lo llamaremos el conjunto anulador para M.

Observaciones:
(1) A(0) = @y (0:M) O A(M), para cada médulo no-nulo M.
(2) Si M es un médulo no-nulo, entonces

A(M) = O{(0:N) / 0 # N < .M}
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y asi, A(M) es una union de ideales (propios) de R. Ademas, la
familia A formada por los conjuntos anuladores para médulos es
cerrada bajo uniones arbitrarias. En efecto, si {M} es una familia
de mdédulos, entonces es facil ver que

A TM)=AIM)=UaMm)

donde rl y H indican las operaciones de producto directo y

coproducto directo, respectivamente, en la categoria de médulos.
Asi pues, el par (A, 0O) es un V-semi-reticulo completo con
elemento minimo A(0) = @y elemento maximo

A. :={a0R / RaR # R} = OSpec(R) = A(C.),

siendo
R
Co = — [ alA.
I;[{ RaR J

R
y donde el médulo cociente _R R’ con alJA., es considerado como
a

un R-modulo a izquierda.

(3) Si M es un mddulo y alJA(M), entonces Ra y aR estan contenidos
en A(M). De hecho, RaR O A(M).

(4) Para cada médulo M, A(M) = A(E(M)).

(5)Si0 - N - M - T - 0es una sucesion exacta corta de médulos,
entonces

A(N) O AM) O A(N) O A(T).

(1.3)Sea A O R. Diremos que A es una parte absorbente de R si y solo
si A = @6 si A satisface la siguiente condicidn:

(PA) ParacadaalA, RadAyaROA.

Usaremos la notacion [ 4(R) para denotar la familia formada por las
partes absorbentes de R.
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Una generalizacidn del radical primo de un ideal 9

Observaciones:

() Para cada @ # A 0 4R), 0 O Ay RIA = AR (i.e, el ideal a
izquierda de R generado por A coincide con el ideal a derecha de
R generado por A)

(2)B(R) O T u(R).

(3) Para cada médulo M, A(M) 00 (R) (i.e., A0 O «(R)).

(4)Si AO0O4(R), entonces A=R = 10A.

(5) La familia O 4(R) es cerrada bajo uniones, intersecciones y sumas
arbitrarias (i.e., si {A} O O 4(R), entonces el conjunto suma

YA ={a, +.+a /3 0A I<jn

estad en O 4(R) y es claro que ZAi no necesita ser un ideal de R).
i

Asi, la terna (O «(R), n, 0) es un reticulo completo y distributivo.
Ademas, sobre [O,(R) podemos definir las siguientes
multiplicaciones: Si Ay B 00 4(R), pongamos

A[B :={ab/alAybOB} vy

AB:={ab, +..+ab /al0AybdB,1<i<n}

Es claro que A[BOO ((R) y que si A y B son no-vacios, entonces
AB es justo el ideal de R generado por A[B. Ademas, AB = ¢ =
A=@poB=q

(6) Si X O R, denotaremos por Ab(X) a la interseccion de todas las
partes absorbentes de R que contienen a X y la llamaremos la
parte absorbente de R generada por X. Es claro que
Ab(@) = @, mientras que si X # @, entonces

Ab(X) = {rxs / r,sOR y xOX}.
En particular, si X = {x}, entonces
Ab(X) := Ab({x}) = {rxs/ r,sOR}.

Notar que si x esta en el centro de R, entonces Ab(x) = Rx = xR y
asi, si R es conmutativo, toda parte absorbente no-vacia de R es
una unién de ideales principales de R.

(7) El reticulo completo (O 4(R), n, O) es local y du-local, pues si
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M:={alR /ras # 1, Or,sOR},

entonces M es el Unico coatomo de U 4(R) Yy es claro que {0} es el
Unico atomo de [0 4(R). En general,

A.OM OR-UR)y MOM+M

Se tiene que M =R - U(R) < el anillo R es directamente finito
(Proposicion (3.1) en [12]). Ademas,

M+ M=M 6 M+M =R.

En el primer caso, M= A, es el ideal propio mas grande de R
y asi, M OSpec(R). Por otro lado, si

M+ M=R,
es claro que
MBR) y RIM= MR =R.

Puede ocurrir que A., 00 B(R) y que R no sea un anillo local tal y
como lo muestra el siguiente ejemplo, el cual fue comunicado al
autor, via e-mail, por el profesor Jorge Viola-Prioli.

Ejemplo: Sean K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension
numerable y R =End,(V). Es bien conocido que B(R) = {0, I, R}, siendo |
={f O R/ f tiene rango finito}. Asi, A, = | es un ideal de Ry es claro que R
no es un anillo local (de hecho, R ni siquiera es un anillo directamente
finito). Notar también que al ser R un anillo regular (en el sentido de von
Neumann), se tiene que J(R) = 0, donde J(R) denota el radical de
Jacobson de R. Asi pues, en este caso, se tiene que J(R) # A. Y A, O B(R),
lo cual responde negativamente a un problema propuesto por el autor en
[12], a saber: si A, O B(R), iserda A, = J(R)? Mas aun, se tieneg M = A,
(esto ultimo fue comunicado al autor por el profesor Jaime Bravo Puebla),
con lo cual R es un ejemplo de un anillo no-local tal que M 0O B(R), cuya
existencia habia sido conjeturada en [12].

Para cada Y O B(R), denotaremos por n[l] a la familia de ideales a
izquierda de R que contienen a I.
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82. Primitud sobre O 4(R)

(2.1) Para motivar las dos nociones de primitud y de radical primo que
estudiaremos sobre el reticulo completo y local O 4(R), comenzaremos
introduciendo estas nociones sobre un semigrupo parcialmente ordenado
con elemento maximo arbitrario, el cual, por brevedad, llamaremos
simplemente un po-semigrupo (en analogia con la nocion de po-grupo
estudiada en [2]).

Definicion: Un po-semigrupo es una terna (S, <, ) que satisface las
siguientes condiciones:
(1) El par (S, Dles un semigrupo.
(2) El par (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
(3) La multiplicacion Ces compatible con la relacion de orden < (i.e.,
si X £y en Sy u,vlS, entonces uX < ulyir en S).
(4) Existe un elemento mOS tal que

X £men S, para cada x[S.

En lo sucesivo denotaremos un po-semigrupo (S, <, [J simplemente
por S, dejando implicitos los demdas datos < y [l asi como su elemento
maximo m.

Sean x, TS. Diremos que X es un elemento propio de S si y solo
si mX # m en S; y denotaremos por Proper(S) al conjunto de los
elementos propios de S. Ademas, diremos que TTes un elemento primo
de S si y solo si mes un elemento propio de S que satisface la siguiente
condicion:

(P) Six,yOS con xiy <1en S, entonces X< Toy <T1en S.

Denotaremos por Prime(S) al conjunto de elementos primos de S.
También, diremos que S tiene suficientes elementos primos si y solo
si para cada elemento propio x de S, existe un elemento primo 1t de S tal
gue x < 1ten S. En tal caso, para cada elemento propio x de S, pondremos

S-rad(x) := Inf{mJS/x < 1ten S} en S,

siempre que este infimum exista en S. En los modelos concretos que
estudiaremos en este trabajo, S sera siempre un reticulo completo y asi,
S-rad(x) estard bien definido, para cada xOProper(S). Llamaremos a S-
rad(x) el radical S-primo de x.
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Notar que si mih # m en S (i.e., si m es un elemento propio de S),
entonces

Proper(S) = S.

En lo sucesivo, supondremos que mih = m. De hecho, todos los modelos
concretos considerados en este trabajo satisfacen esta condicion.

Ejemplo: Si /* denota la relacion dual de la relacién de divisibilidad
usual definida sobre el conjunto N formado por los nimeros enteros
positivos y (denota la multiplicacion usual en N, entonces la terna (N,
[*, ) es un po-semigrupo con elemento maximo m = 1. Asimismo, las
ternas

(B(R), O, 0, (n[C], O, O, (U(R), 0, Dy (OaR), O, O

en donde [denota, respectivamente, la multiplicaciéon usual en B(R), n[0]
y O«(R), son po-semigrupos con elemento maximo m = R; y todos estos
ejemplos de po-semigrupos tienen suficientes elementos primos. Ademas
es claro que en el modelo (B(R), O, ¥ las nociones de “elemento propio”,
“elemento primo” y “radical primo” coinciden con las respectivas nociones
usuales en teoria de ideales. Por otro lado, G. Michler en [11], y por
sugerencia de J. Lambek (véase p. vi en [9]), estudia la nocion de
primitud en el modelo (n[O], O, )y logra generalizar para el caso no-
conmutativo un Teorema debido a I. S. Cohen [3], a saber: el anillo R es
Noetheriano a izquierda si y solo si cada ideal a izquierda primo de R
(i.e., un elemento primo en el modelo (n[O], O , D), esta finitamente
generado.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las nociones de
elemento propio, elemento primo y radical primo en los modelos restantes

(Oo(R), 0,0y [@uR), 0,0
(2.2)Usaremos las siguientes notaciones:
S,:=(0u(R), 0,0y S,:=(04R), 0, )

Ademas, para i = 1y 2, indicaremos las nociones de “elemento propio”,
“elemento primo” y “radical primo” en S, por elemento i-propio,
elemento i-primo y radical i-primo, respectivamente.

Dado que S, y S, denotan po-semigrupos que difieren tan so6lo en la
operacidon de multiplicacion, podemos, y asi lo haremos, preguntarnos por
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las distintas relaciones existentes entre las nociones recién introducidas.
Por ejemplo, es claro que, en general, todo elemento

2-propio es también un elemento 1-propio. Sin embargo, la reciproca es
falsa, tal como lo demuestra el siguiente resultado cuya demostracion es
directa.

Proposicion: Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Todo elemento 2-propio de [4(R) es también un elemento 1-
propio.
(2) M O Proper(S,).
()M TBR).
(4)M 0OA,esunideal primodeR
(5)a) La familia Proper(S,) es cerrada bajo uniones finitas
(arbitrarias). y
b)A., = MO
Las condiciones a) y b) en la parte (5) de la Proposicidn anterior son
independientes. En efecto, para ver que a) no implica b), por la
proposicién (3.1) en [12], basta tomar como R un anillo simple
directamente finito y no-local; mientras que para ver que b) no implica a),
considérese un anillo conmutativo no-local arbitrario (véase la
Proposicion en la parte (2.3) siguiente).

Observaciones:
(1) Si X = Prime(S,) o Prime(S,), entonces Spec(R) = X n B(R).
(2) Es claro que:
Proper(S,)) ={A004R)/A#R}y
Proper(S,) = {A 00 «(R) / RIA # R}.

(Recordar que RIA es justo el ideal de R generado por A, si A
Z@) Asi, M y A, son los supremos de los conjuntos Proper(S,) y
Proper(S,) en O 4(R), respectivamente.

(3) Sea A OProper(S,). Es facil ver que AOPrime(S,) = cada vez que
aRb O A, con ayb R, se tieneque ad Ao b OA. De donde M
es un elemento 1-primo de O «(R) y, por la Proposicién anterior, M
no necesita ser un elemento 2-primo de 00 (R).

(4) Es claro que A, O Proper(S,) = A. O B(R). Sin embargo, en
general, A. satisface la propiedad (P), relativa a S, en la
definicion de elemento primo de un po-semigrupo arbitrario; i.e.,
si Ay BOO 4(R) tales que AB O A, entonces A [0 A, 0 BO A, .
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(5)Si R es un anillo conmutativo y M es un mddulo no-nulo,
entonces A(M) es un elemento 1-primo de [0 (R). En efecto, basta
observar que, en tal caso,

AM)={a0R/ax =0, paraalgin x 00 M, x # 0}.

Asi pues, en el caso conmutativo no-local, tenemos elementos 1-
primos de O 4(R) que no necesitan ser ideales primos de R (e.g.,
A, = A(C.) =R - U(R)).

(6) Si R tiene elementos idempotentes centrales no-triviales (i.e.,
distintos de 0 y 1), entonces es facil ver que R[A. = R. De donde,
si B(R) denota el algebra Booleana formada por los elementos
idempotentes centrales de R, tenemos el siguiente resultado:

Lema: Si A, es un ideal de R, entonces B(R) = {0, 1}.00
La reciproca del Lema anterior es claramente falsa; e.g., tomar como R
un dominio (conmutativo) no-local.
(7) Sea S un po-semigrupo con suficientes elementos primos que es
un reticulo completo con la relacibn de orden subyacente.
Entonces, es facil ver que la aplicacion c: S - S, definida por:

— L5 -rad(x), six1 Proper(S)
x:=cx)=0
o m, en otro caso
para cada x O S, determina un operador clausura sobre el reticulo
completo S.
(8) Sea BOProper(S,). Es claro que si BOPrime(S,), entonces
BOPrime(S,). De donde,

S,-rad(A) O S,-rad(A),

para cada AOProper(S,).
(9) En el modelo (n[0], O , ) se tiene que: si P O Proper(n[0]), las

siguientes condiciones son equivalentes:

i) POPrime(n[0]) (i.e., si 1,J0n[0] tales que 1J < P en nj0],
entonces | <P o0 J <P enn[0]).

ii) SiaRbOP,conayblR, setienequealPobOP.

iii) EI médulo cociente R/P es primo. (Un médulo no-nulo M se
dice primo si y solo si (0:M)=(0:N), paracada 0 # N < M.)

Divulgaciones Matematicas 3 (1) (1995)
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Asi pues, en particular, todo ideal a izquierda maximal de R
(i.e., un coatomo de n[0]) es un elemento primo en el modelo

(n[o], 0,0
(2.3)El siguiente resultado es una extension del Teorema (5.2) en [12].

Proposicién: Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es un ideal de R.

(2) El reticulo completo B(R) es local.

(3) Cada ideal propio | de R es B(R)-superfluo en R (i.e., si J es un
ideal de R tal que I + J =R, entonces J = R).

(4) Cada ideal principal propio de R es 3(R)-superfluo en R.

(5) La familia Proper(S,) es cerrada bajo uniones arbitrarias.

(6) La familia Proper(S,) es cerrada bajo uniones finitas.

(7) La familia Proper(S,) es un subreticulo completo de O 4(R), cuyo
elemento maximo es A., .

Demostracion:

Las partes (1) O (2), (3) O (4), (5) O (6) y (7) O (1) son inmediatas.

(2) O (3): Por (2), si 1 y J son ideales propios de R, entonces se tiene que |

+J<A%#R.

(4) O (5): Por (4) y el Teorema (5.2) en [12], A, es un ideal propio de Ry

asi, A. es el elemento maximo de Proper(S,).

(6) O (7): Como claramente (5) O (7), basta ver que (6) O (5). Sean {A}

una familia arbitraria en Proper(S,), A= UAi y supongamos que R[A
I

= R. Entonces, existirian indices i, , ..., i, para los cuales se tendria que
A; t..+A; =R, locual contradice (6). [
n

Notar que si | es un ideal B(R)-superfluo en R, entonces | no necesita
ser superfluo (i.e., n[0]-superfluo, definido de manera similar) en R.
En efecto, si R es un anillo tal que J(R) # A, OB(R) (e.g., tdmese el
anillo R considerado en el ejemplo de la parte (1.3) anterior) y donde J(R)
denota el radical de Jacobson de R, entonces, por la Proposicidn anterior,
el ideal I = A, es B(R)- superfluo en R, pero no es superfluo en R, pues
J(R) es la suma de todos los submddulos superfluos de R (véase la
Proposicion (18.3) en [5]).

(2.4) Como en el modelo (B(R), O, 0, donde R es un anillo conmutativo,
para cada A [ Proper(S), coni=1y 2, pondremos
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V,(A) = {BOProper(S,) / A O B}.

(Recordar que cada S, tiene suficientes elementos primos).

Es claro que M 0OV (A), para cada A O Proper(S,); mientras que si A
O Proper(S,), entonces R[A # R y asi, existe un ideal primo P de R tal que
AU RIAC P. De donde, POV,(A). Ahora si A0 B en Proper(S,), para cada i
=1y 2, tenemos que V,(B) O V,(A) y asi, S-rad(A) O S.-rad(B).

Usando un Teorema de J. Levitzki [10], que describe los elementos del
radical primo de un ideal propio | de R, denotado por rad(l), como el
conjunto de elementos fuertemente nilpotentes modulo | de R (véanse [1],
[5] o [7]), se sigue que:

rad(l) = S,-rad(l), para cada I0B(R) - {R}.
En particular, para | = 0, se tiene que
rad(R) := rad(0) = n Prime(S,).

Veamos ahora que, para el caso conmutativo, la nocion de radical 2-
primo coincide con la nocién usual de radical primo sobre los ideales
propios de R.

Proposicion: Si R es un anillo conmutativo e | es un ideal propio de R,
entonces rad(l) = S,-rad(l).

Demostracion:
Es claro que S,-rad(l) O rad(l). Ahora, si a O rad(l), existe un nON tal que
a"01.Sin=1 a0l 0OS,rad(l). Por otro lado, si n > 1y B 0 V,(I),
entonces RaRa" = Ra" < | 0 By asi, Ra 0 B o Ra™ O B. Supongamos
que Ra OB. Entonces, seria Ra"™ 0B y n>2. Luego, como RaRa™
=Ra™ 0B yRa B, tendriamos que Ra™ 0 B y n > 3. Continuando de
esta manera, después de n pasos, obtendriamos que Ra [0 B, lo cual es
una contradiccion. Por tanto, a 0 By asi, a 0 S,-rad(l). O

El autor desconoce si la Proposicion anterior vale 6 no para el caso
no-conmutativo.

(25)Seana 0 R y A O 04(R). Una m-sucesion de a es una sucesion {a,
/ n = 0} de elementos de R tal que

a,=a y a,0laRa,, paracadan=0.

n+l

Ahora, diremos que a es un elemento A-fuertemente nilpotente
(abreviado, A-f.n.) de R si y solo si toda m-sucesion de a, digamos
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{a,/ n =2 0}, se anula médulo A (i.e., existe un indice k 0 N para el cual
a 0O A vyasi,a 0A, para cada n = k). Es claro que las nociones de
elemento fuertemente nilpotente y elemento {0}-f.n., coinciden; y que todo
elemento fuertemente nilpotente de R es también un elemento A-f.n.
de R, para cada A 00 «(R) - {¢}-
Para cada A0 4(R), pongamos

K::{aDR / a es un elemento A-f.n. de R}.

(La notacién se debe al Teorema siguiente y a la observacion (7) en la
parte (2.2) anterior). Es claro que =@, R=R y que si Y 0O B(R) - {R},

entonces, por el Teorema de Livitzki antes mencionado, | = rad (I).
Veamos ahora que esta ultima igualdad vale sobre la familia Proper(S,).

Teorema: Para cada AOProper(S,) se tiene que A = S -rad(A).
Demostracion:

Seaa R, SialS,-rad(A), existe un B 0 V,(A) tal que a,=a O B. Asi, a
O AyaRalB. De donde, existe un elemento a, [0 aRa - B. Luego, a, O
Ay a,Ra, 0 B. Continuando de esta manera podemos construir una m-

sucesion de a, {a,/n =0}, que no se anula mddulo A. De donde, A
S,-rad(A). Supongamos ahora que X = {a_, / n = 0} es una m-sucesién de a
gue no se anula modulo A. Entonces, X n A = ¢. Consideremos la familia

> ={BOProper(S,)/AOByXn B =g.

Entonces, A [0 5, Y estd parcialmente ordenada por la relacion de
inclusion O y, por el Lema de Zorn, Y contiene un elemento maximal,
digamos B, . Veamos que B,0V,(A). En efecto, es claro que A O B, # R.
Ahora, si bRc 0 B, con by ¢ OR - B,, entonces tendriamos que by ¢ O M

y asi, seria Ab(b) # R y Ab(c)#R. De donde, B, O Ab(b) # Ry B, 00 Ab(c)
# R, lo cual, junto con la maximalidad de B,, implicarian la existencia de
ny m ON tales que a, O Ab(b) y a_, O Ab(c). Pero entonces, podriamos
escribir

a,=rbs, y a,=rgcs,,conlosrys OR.

Luego, para k = max{n, m}, tendriamos que a 0(a,Ra) n (a,Ra,)y a.,
O a Ra,. De aqui se sigue que a,,,[0 B, contradiciendo la eleccion de B,.
Luego, por la observacion (3) de (2.2), B,O V,(A) y X n B, = ¢@. Por
tanto,a=a,0B,yalS,-rad(A). O
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(2.6) Describiremos ahora los elementos del radical 2-primo S,-rad(A),
para cada A O Proper(S,) y bajo la condicion que A, es un ideal de R. Sea
a 0 R. Llamaremos el ideal de a al ideal RaRaR de R, el cual
denotaremos por I(a). Ademas, diremos que una sucesion {a, / n = 0} de
elementos de R es una sucesion bilatera de a si y solo si satisface que
a,=aya,,0Ol(,), paracadan=0.
Notar que si allR, entonces se tiene lo siguiente:
(1) I(a) £ RaR en B(R).
2)1(d =R = RaR =R.
(3) Como aRa O I(a), toda m-sucesion de a es también una sucesion
bilatera de a.
Sean a0R y A0 O4R). Diremos que a es un elemento A-
bilatero de R si y solo si toda sucesion bilatera de a se anula
maodulo A.

Proposicion: Si AOProper(S,), entonces se tiene que
{aO0R/aesunelemento A-bilatero de R} O S,-rad(A).
Ademas, la igualdad vale si A, es un ideal de R.

Demostracion:

Sea a [ R. La demostracion se sigue paralelamente a la anterior, excepto
para probar que B, O V,(A), cuando A, es un ideal de R, donde B, es el
elemento maximal de la familia

> ={BOProper(S,) /A0y X n B =g},

siendo X = {a, / n = 0} una sucesion bilatera de a que no se anula moédulo
A (i.e, X n A= @y anoes un elemento A-bilatero de R). Veamos esto.
Sean B y COO4(R) tales que BIC OB, y supongamos que BO B,y C
O B, . Entonces, existirian elementos b 0 B - B,y ¢ O C - B, . Notar que si
fuese R[Ab(b) = R, existirian elementosr, y s, 0 R (con 1 <i < n) tales que

z rbs,=1yasi,c= z rbscOBIC O B, , lo cual es una contradiccion.

| |
Asi pues, Ab(b) O Proper(S,) y, analogamente, se tiene que Ab(c) O
Proper(S,). Luego, como A, O B(R) y por la Proposicion en (2.3),
tendriamos que B, O Ab(b) y B, O Ab(c) estan en Proper(S,). Luego, por la
maximalidad de B, , existirian niumeros enteros ny m [0 N tales que a, O
Ab(b) y a,, O Ab(c). De donde, como en la prueba anterior, tendriamos que
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a., U B,, para k = max{n, m}, lo cual contradice la eleccion de B, . Por
tanto, B, 0 V,(a),a=a, 0B, y asi, a0 S,-rad(A). O

Observaciones Finales:

(1) La nocion de po-semigrupo (i.e., semigrupo parcialmente
ordenado con elemento maximo) nos permitié considerar en un
mismo modelo general los importantes conceptos de elemento
primo y radical primo en los modelos concretos (N, /*, I, (B(R),
O, 0 (O], O, 0 (O«R), O, Dy (0u«R), O, 0 Ademas, la
excelente descripcion de los elementos del radical primo de un
ideal propio de R, debida a J. Levitzki, se puede extender al
modelo S, = (0 «(R), O, O; y si A, es un ideal de R, ésta se puede
extender también al modelo S, = (O4(R), O, 0L Un problema
interesante seria tratar de extender, de alguna manera
razonable, las técnicas de J. Levitzki a un po-semigrupo
arbitrario.

(2) La condicién (3) de la Proposicién en (2.3) junto con el hecho bien
conocido de que el radical de Jacobson de un médulo M, J(M),
coincide con la suma de todos los submoédulos superfluos de M
(i.e., L(M)-superfluos de M, definidos de manera natural y donde
L(M) denota la familia formada por todos los submoédulos de M),
sugieren el estudio del “radical de Jacobson de M relativo a una
familia de submoddulos de M, que contiene a M como uno de sus
miembros”, a saber: Si L 00 L(M) tal que MOL y N < .M, diremos
gue N es un submédulo L-superfluo de M si y solo si cada vez
gue N + H =M, con HIL, se tiene que H = M.

Ahora pongamos

J.(M) :=>{N<_N/N es L-superfluo en M}

que bien podriamos llamar el L-radical de Jacobson de M. Las
propiedades de este “radical de Jacobson relativo” seran
estudiadas por el autor en un trabajo préximo.

(3) Las observaciones (2) - (4) en (1.2), junto a las observaciones (3) y
(5) en (1.3), muestran que la asignacion M |- A(M) es una O 4-
asignacion reticular fuerte sobre la categoria de médulos (en el
sentido de [13]). De hecho, , las observaciones antes mencionadas
motivaron al autor a considerar un modelo general de L-
asignaciones reticulares fuertes sobre la categoria de maédulos,
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siendo L un reticulo completo dado, a saber: A cada médulo M le
asignamos un unico elemento Y(M) de L y tal que se satisfacen
las siguientes condiciones:

1) Si My M’ son médulos isomorfos, entonces P(M) = Y(M).

1) (M) = g (E(M)), para cada médulo M.

DY, M) =V, Y(M) en L, para cada familia de médulos {M}.
Este modelo general de L-asignaciones reticulares fuertes sobre
la categoria de médulos incluye importantes ejemplos en amplios
contextos, tales como las Teorias de Torsién Hereditaria, las
Teorias de Descomposicion y las Teorias de Dimensién sobre la
categoria de modulos.
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