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Abstract

Let Ω be a bounded open subset of Rn with the cone property. In this paper,
we characterize the integers m for which the Orlicz-Sobolev space WmLA(Ω) is an
algebra for the usual multiplication of functions. Here A is an N -function which

satisfies some “regularity” assumption at infinity. We prove, in particular, that the
space WmL Log L(Ω) is an algebra if and only if m ≥ n.

Résumé

Soit Ω un ouvert borné de Rn vérifiant la propriété du cône. Dans cet article,
nous caractérisons les entiers m pour lesquels l’espace d’Orlicz-Sobolev WmLA(Ω)
est une algèbre pour la multiplication usuelle des fonctions. A est une N -fonction
supposée vérifier une certaine hypothèse de “régularité” à l’infini. Nous montrons

en particulier que l’espace WmL Log L(Ω) est une algèbre si et seulement si m ≥ n.

1 Introduction

Soient m un entier non nul, p ∈]1,+∞[ et Ω un ouvert de Rn vérifiant la propriété

du cône.
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Il est connu que l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est une algèbre normée (pour
le produit usuel des fonctions) si et seulement si m > n/p. Ce résultat s’obtient

essentiellement à l’aide des théorèmes d’immersion de Sobolev, voir [1] (voir aussi
[12] pour une démonstration utilisant les inégalités de Gagliardo-Niremberg).

Nous nous proposons dans cet article d’étudier le cas plus général des espaces
d’Orlicz-Sobolev WmLA(Ω), lorsque Ω est borné.

Nous montrons, moyennant une condition de régularité à l’infini sur laN -fonction
A (voir définition 3-5), que si m est strictement supérieur à l’indice de Donaldson-
Trudinger q(A, n) (voir 2-c) alorsWmLA(Ω) est une algèbre de Banach (voir théorème

4-1). Réciproquement si Wm
A L(Ω) est une algèbre normée alors m ≥ q(A, n), (voir

théorème 4-3 et remarque 4-4).

L’étude du cas particulier où A(t) = t Log t à l’infini a ensuite permis de montrer
que l’espace d’Orlicz-Sobolev WmL Log L(Ω) est une algèbre normée si et seulement
si m ≥ n.

Le plan de l’article est le suivant.

Après les rappels de la deuxième partie, nous avons fait dans la partie 3 une étude
comparative des comportements à l’infini des N -fonctions itérées de Donaldson-

Trudinger.

Les résultats de cette étude sont ensuite appliqués dans les parties 4 et 5 pour
caractériser les algèbres d’Orlicz-Sobolev.

Pour d’autres applications des résultats de la partie 3, voir [3].

Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnaissance au professeur J.P. Gossez

pour ses suggestions et remarques.

2 Rappels

Nous donnons dans cette partie quelques rappels sur les espaces d’Orlicz et les
espaces d’Orlicz-Sobolev. Les références classiques sont [1], [10] et [11].

2-a) Soit A : R+ → R+ une N -fonction, c’est-à-dire A continue, convexe et
vérifiant : A(t) > 0 pour t > 0 et A(t)

t
→ 0 (resp. → +∞) lorsque t → 0

(resp. t → +∞). Ce qui est équivalent à dire que A admet la représentation
A(t) =

∫ t
0 a(τ )dτ , où a : R+ → R+ est croissante continue à droite avec a(0) = 0,

a(t) > 0 si t > 0 et a(t)→ +∞ si t→ +∞. L’inégalité suivante est facile à vérifier :

t a(t)

A(t)
> 1 pour tout t > 0. (2− 1)

La N -fonction Ā conjuguée de A est définie par Ā(t) =
∫ t

0 ā(τ )dτ , où ā(t) =
Sup{s, a(s) ≤ t}. Nous avons bien sûr Ā = A.

Nous pouvons supposer, sans que cela diminue la généralité, que a est continue et
strictement croissante (voir [4] et [7]). Dans la suite lesN -fonctions seront supposées
prolongées par parité à R tout entier.
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Nous dirons que la N -fonction A vérifie la condition ∆2 à l’infini s’il existe k > 0
et t0 > 0 tels que : A(2t) ≤ k A(t) pour tout t ≥ t0. On montre que c’est équivalent

à la condition :

lim Sup
t→+∞

t a(t)

A(t)
< +∞, (voir [10]). (2− 2)

Soient A et B deux N -fonctions, nous dirons que A domine B à l’infini s’il existe
K > 0 et t0 > 0 tels que : B(t) ≤ A(Kt) pour tout t ≥ t0. A et B sont dites
équivalentes à l’infini si A domine B et B domine A à l’infini.

2-b) Soient Ω un ouvert borné de Rn et A une N -fonction. L’espace d’Orlicz LA(Ω)
est l’espace (des classes d’équivalence) des fonctions réelles u mesurables sur Ω telles
que : ∫

Ω
A
[u(x)
λ

]
dx < +∞

pour un certain λ = λ(u) > 0.

On munit LA(Ω) de la norme (de Luxemburg [9]) :

||u||A,Ω = ||u||A = Inf
{
λ > 0 :

∫
Ω
A
[u(x)
λ

]
dx ≤ 1

}
.

Rappelons que deuxN -fonctions équivalentes à l’infini définissent le même espace
d’Orlicz.

On désigne aussi par EA(Ω) la fermeture dans LA(Ω) de l’espace des fonctions

mesurables bornées à supports bornés dans Ω̄. EA(Ω) cöıncide avec LA(Ω) si et
seulement si A vérifie la condition ∆2 à l’infini.

Le lemme suivant est une généralisation de l’inégalité de Hölder (voir [14]).

Lemme 2-1. Soit Ω un ouvert borné de Rn et A,B,C trois N -fonctions, supposons
qu’il existe t0 > 0 et k0 > 0 tels que : A−1(t)B−1(t) ≤ k0C

−1(t) pour t ≥ t0. Alors
pour tout f ∈ LA(Ω) et g ∈ LB(Ω), f · g ∈ LC(Ω), et ||f g||C ≤ K||f ||A ||g||B, où

K = K(A,B,C,Ω).

Lemme 2-2. Soient Ω un ouvert de Rn et A une N -fonction. Alors pour tout

f ∈ L∞(Ω) et pour tout g ∈ LA(Ω) le produit f · g est dans LA(Ω) et de plus :
||f g||A ≤ ||f ||∞||g||A.

En effet, on a dans le cas où, ||f ||∞||g||A 6= 0∫
Ω
A
[ f g

||f ||∞||g||A
]
dx ≤

∫
Ω
A
[ g

||g||A
]
dx ≤ 1.

2-c) Soient Ω un ouvert borné de Rn, A une N -fonction et m un entier ≥ 0, l’espace

d’Orlicz-Sobolev WmLA(Ω) (resp. WmEA(Ω)) est l’espace des fonctions u ∈ LA(Ω)
(resp. EA(Ω)) dont les dérivées au sens des distributions d’ordre ≤ m sont dans
LA(Ω) (resp. EA(Ω)). On munit WmLA(Ω) de la norme :

||u||m,A,Ω = ||u||m,A =
∑
|α|≤m

||Dαu||A.

Rappelons le théorème d’immersion de Donaldson-Trudinger [8].
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En remplaçant au besoin A par une N -fonction qui lui est équivalente à l’infini
on peut supposer que : ∫ 1

0

A−1(τ )

τ 1+1/n
dτ < +∞.

Si ∫ +∞

1

A−1(τ )

τ 1+1/n
dτ = +∞,

on définit la N -fonction A1 par la relation

A−1
1 (t) =

∫ t

0

A−1(τ )

τ 1+1/n
dτ.

En répétant ce procédé, on obtient une suite de N -fonctions A = A0, A1,
A2, . . . , Aq, définies par

A−1
i (t) =

∫ t

0

A−1
i−1(τ )

τ 1+1/n
dτ, i = 1, 2, . . . , q,

où q = q(A, n) est tel que :

∫ +∞

1

A−1
q−1(τ )

τ 1+1/n
dτ = +∞ et

∫ +∞

1

A−1
q (τ )

τ 1+1/n
dτ < +∞.

Dans le cas où ∫ +∞

1

A−1(τ )

τ 1+1/n
dτ < +∞,

on posera q(A, n) = 0.

Lemme 2-3. ([8], et [2] dans le cas d’un ouvert non borné). Soit Ω un ouvert de Rn
vérifiant la propriété du cône. Si m ≤ q(A, n) (resp. m > q(A, n)) alors WmLA(Ω)
s’injecte continûment dans LAm(Ω) (resp. L∞(Ω) ∩ C(Ω)).

Le lemme suivant constitue une généralisation au cas des espaces d’Orlicz-Sobolev
du théorème classique de Meyers-Serrin [13].

Lemme 2-4. ([8] et [9]). Pour tout u ∈ WmEA(Ω), on peut trouver une suite
uk ∈WmEA(Ω) ∩ C∞(Ω) convergeant en norme vers u.

Nous rappelons aussi l’inégalité d’interpolation suivante :

Lemme 2-2. ([5] et [7]). Soit Ω un ouvert borné de Rn vérifiant la propriété du
cône, et soit A une N -fonction. Alors il existe une constante k = k(A,m,Ω) > 0

telle que pour tout ε > 0, pour tout entier i, 1 ≤ i ≤ n − 1 et pour tout u dans
WmLA(Ω) on ait :

|u|i,A ≤ kε||u||m,A + kε−i/m−i||u||A
où

|u|i,A =
∑
|α|=i
||Dαu||A.
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3 Résultats préliminaires

Soient A(t) =
∫ t

0 a(τ )dτ une N -fonction et Ai, 0 ≤ i ≤ q(A, n), les N -fonctions
itérées de Donaldson-Trudinger définies dans le paragraphe 2-c). Nous posons dans

toute la suite :

β1(A) = lim sup
t→+∞

t a(t)

A(t)
, β2(A) = lim inf

t→+∞

t a(t)

A(t)
etβ(A) = lim

t→+∞

t a(t)

A(t)
dans

le cas où β1(A) = β2(A). On a : 1 ≤ β1(A) ≤ β2(A) ≤ +∞.

Les lemmes suivants ont pour but de faire une étude comparative des comporte-
ments à l’infini des N -fonctions Ai, 0 ≤ i ≤ q(A, n).

Lemme 3-1. Soit A une N -fonction telle que q(A, n) 6= 0. Alors il existe C > 0 et
t0 > 0 tels que : A−1(t) ≤ C t1/nA−1

1 (t) pour t ≥ t0.

Démonstration : On pose f(t) = C A−1
1 (t)− t−1/nA−1(t), on a

f ′(t) = t−1/n
[
(C + 1/n)

A−1(t)

t
− 1

a(A−1(t))

]
, t > 0,

on choisit donc C > 0 telle que

C + 1/n ≥ 1 etC ≥ A−1(1)

A−1
1 (1)

(c’est-à-dire f(1) ≥ 0) ce qui donne d’après (2-1), f(t) ≥ 0 pour t ≥ 1.

Lemme 3-2. Soit A une N -fonction, alors on a les inégalités suivantes :

(i) β2(A) ≤ n/q

(ii) β1(A) ≥ n/(q + 1).

Démonstration : (i) si q = 0, l’inégalité est évidente sinon, une application répétée
du théorème de Fubini permet d’avoir :

∫ +∞

0

A−1
q−1(τ )

τ 1+1/n
dτ =

∫ +∞

0

dτ

τ 1+1/n
dτ
∫ τ

0

A−1
q−2(t)

t1+1/n
dt

=
∫ +∞

0

A−1
q−2(t)

t1+1/n
dt
∫ +∞

t

dτ

τ 1+1/n

= n
∫ +∞

0

A−1
q−2(t)

t1+2/n
dt = . . .

=
nq−1

(q − 1)!

∫ +∞

0

A−1(t)

t1+q/n
dt (3− 1)

ainsi, comme les intégrales convergent en zéro :

∫ +∞

1

A−1(t)

t1+q/n
dt = +∞
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d’où

lim sup
t→+∞

A−1(t)

tq/n−µ
= +∞,

pour tout µ tel que 0 < µ < q/n, c’est-à-dire

lim inf
s→+∞

A(s)

sn/(q−nµ)
= 0. (3− 2)

D’autre part, dans le cas où β(A) 6= +∞, pour tout ε > 0, il existe s0 > 0 tel que :
β2−ε
s
≤ a(s)

A(s)
, pour tout s ≥ s0, ce qui donne après intégration : C sβ2(A)−ε ≤ A(s),

pour s ≥ s0, d’où d’après (3-2) :

lim
s→+∞

sβ2(A)−ε−[n/(q−nµ)] = 0,

c’est-à-dire : β2(A) ≤ n
q−nµ , pour tout µ ∈]0, q/n[. Ainsi β2(A) ≤ n/q.

Maintenant, dans le cas où β2(A) = +∞, on a nécessairement q(A, n) = 0, car
sinon : ∫ +∞

1

A−1(t)

t1+1/n
dt

diverge et donc

lim sup
t→+∞

A(t)

t1/n−ε
= +∞, pour tout ε ∈]0, 1/n[ (3− 3)

or a(t)
A(t)
≥ C/t pour tout C > 0 et t ≥ t0, et après intégration on obtient, A(t) ≥ tC

pour t ≥ t0, ce qui contredit (3-3) pour C−1 < 1/n − ε.

(ii) Nous avons d’après (3-1) :

∫ +∞

0

A−1
q (τ )

τ 1+1/n
dτ =

nq

q!

∫ +∞

0

A−1(τ )

τ 1+(q+1)/n
dτ (3− 4)

et la convergence de cette dernière intégrale permet d’avoir :

lim inf
τ→+∞

A−1(τ )

τ ε+(q+1)/n
= 0

pour tout ε > 0, c’est-à-dire

lim sup
t→+∞

A(t)

tn/(q+1+εn)
= +∞ (3− 5)

or dans le cas β1(A) < +∞, pour tout µ > 0 il existe t0 > 0 tel que A(t) ≤ C tβ1(A)+µ,
ce qui donne d’après (3-5) : β1(A) + µ > n

q+1+εn
, c’est-à-dire : β1(A) ≥ n/q + 1.
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Lemme 3-3. Soit A une N -fonction telle que q = q(A, n) > 1. Si β1(A) ≤ n/q,
alors pour tout entier r tel que 1 ≤ r ≤ q − 1 on a :

lim sup
t→+∞

A−1
r (t)t1/n

A−1
r−1(t)

≤ nβ1(A)

n− β1(A)r
. (3− 6)

Démonstration : Nous montrons (3-6) par récurrence sur r. Pour r = 1, posons
g1(t) = C t−1/nA−1(t)− A−1

1 (t) où C > nβ1(A)
n−β1(A)

on a

g′1(t) = t−1/n C

a[A−1(t)]
− (1 + C/n)

A−1(t)

t
,

d’où g′1(t) ≥ 0 si et seulement si, s a(s)
A(s)
≤ nC

n+C
où l’on a posé s = A−1(t), or β1(A) <

nC
n+C

donc il existe s1 tel que s a(s)
A(s)
≤ nC

n+C
pour s ≥ s1, c’est-à-dire g′1(t) ≥ 0, pour

t ≥ t1 = A(s1) et g1(t) ≥ g1(t1) pour t ≥ t1 ou encore, C t1/nA−1(t) ≥ A−1
1 (t)+g1(t1)

pour t ≥ t1, ce qui montre que

lim
t→+∞

C t−1/nA−1(t) = +∞,

d’où

lim sup
t→+∞

A−1
1 (t)t1/n

A−1(t)
≤ C.

Supposons maintenant que (3-6) a lieu pour (r − 1), où 2 ≤ r ≤ q − 1 et posons :

gr(t) = Crt
−1/nA−1

r−1(t)−A−1
r (t) avecCr >

nβ1(A)

n− r β1(A)

on a,

g′r(t) = t−1−1/n

[
−Cr + n

n
A−1
r−1(t) + Crt

−1/nA−1
r−2(t)

]

≥ t−1−1/n

[
−Cr + n

n
Cr−1t

−1/nA−1
r−2(t) + Crt

−1/nA−1
r−2(t)

]

pour Cr−1 ∈
]

nβ1(A)
n−(r−1)β1(A)

, nCr
Cr+n

[
et t ≥ t0 d’où : g′r(t) ≥

Ar−2(t)

t1+2/n

[
Cr − Cr−1

n
(Cr + n)

]
,

pour t ≥ t0 donc g′r(t) ≥ 0 pour tout t ≥ t0, c’est-à-dire gr(t) ≥ gr(t0) pour tout

t ≥ t0, d’où Crt
−1/nA−1

r−1(t) ≥ A−1
r (t) + gr(t0) pour tout t ≥ t0 et

lim
t→+∞

t−1/nA−1
r−1(t) = +∞

donc

lim sup
t→+∞

A−1
r (t)t1/n

A−1
r−1(t)

≤ Cr.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate des deux lemmes précédents.
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Lemme 3-4. Soit A une N -fonction telle que q(A, n) > 1 et β1(A) = β2(A). Alors
pour tout entier r tel que 1 ≤ r ≤ q(A, n) − 1 il existe C > 0, t0 > 0 tels que

A−1
r (t) ≤ C t−r/nA−1(t) pour t ≥ t0.

Définition 3-5. Soit A une N -fonction. Nous dirons que A est une B-fonction si
elle vérifie la condition suivante : β = β1(A) = β2(A) et t a(t)

A(t)
tend vers β par valeurs

supérieures ou inférieures quand t→ +∞.

Remarquons que cette dernière condition est vérifiée pour les N -fonctions usuel-
les, c’est-à-dire celles construites à l’aide des fonctions puissances, logarithmes et
exponentielles.

Lemme 3-6. Soit A une B-fonction telle que q = q(A, n) ≥ 1. Alors il existe une
constante C > 0 et t0 > 0 tels que :

A−1
q (t) ≤ C t1/n pour t ≥ t0.

Démonstration : β(A) est nécessairement fini puisque q ≥ 1 (voir lemme

3-2), nous donnons la démonstration dans le cas où t a(t)
A(t)

tend vers β(A) par valeurs
négatives, l’autre cas se traite de la même manière.

Pour tout ε > 0 on a, β(A)− ε ≤ t a(t)
A(t)
≤ β(A) pour t ≥ t0, ce qui donne après

intégration entre t et t0, C2t
β−ε ≤ A(t) ≤ C1t

β pour t ≥ t0 ou encore,

C ′1t
1/β ≤ A−1(t) ≤ C ′2t

1/(β−ε) pour t ≥ t0 (3− 5)

on a donc

C ′1t
−1−(q+1)/n+1/β ≤ A−1(t)

t1+(q+1)/n
pour t ≥ t0,

ce qui donne, −1/β + (q + 1)/n > 0 en utilisant la convergence de l’intégrale

∫ +∞ A−1(τ )

τ 1+(q+1)/n
(voir lemme 3-2),

donc β > n/(q + 1), d’autre part, posons g(t) = C t1/n − A−1
q (t) où C est une

constante que nous préciserons plus loin. On a

g′(t) = [C/n t1/n −A−1
q−1(t)] · t−1−1/n

et d’après le lemme 3-4

A−1
q−1(t) ≤ C ′ t−(q−1)/nA−1(t) pour t ≥ t0

≤ C ′′ t−(q−1)/n+(q+1)/n = C ′′t2/n pour t ≥ t0 (3− 5)

il suffit donc de choisir C > nC ′′ pour avoir g′(t) ≥ 0 pour t ≥ t0 d’où le résultat.
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Remarque 3-7. Soit A une B-fonction avec q = q(A, n) ≥ 1. Il est utile de noter
l’inégalité suivante démontrée dans le lemme précédent :

A−1(t) ≤ C t(q+1)/n, où C = C(A, n) > 0 et t ≥ t0 = t0(A, n).

Remarque 3-8. Il est aussi aisé de voir, en utilisant les lemmes 3-1 et 3-2, que si
β1(A) = β2(A) alors pour tout entier r, 1 ≤ r ≤ q(A, n) − 1, on peut définir une
N -fonction Br par : Br(t) = t−r/nA−1(t) à l’infini, Br sera équivalente à Ar à l’infini.

Lemme 3-9. Soit A une B-fonction telle que β(A) < +∞ et q(A, n) = 1, alors il
existe C > 0 et t0 > 0 tels que : [A−1

1 (t)]2 ≤ C A−1(t) pour t ≥ t0.

Démonstration : On pose f(t) = C A−1(t)− [A−1
1 (t)]2, C étant une constante qu’on

déterminera par la suite, on a

f ′(t) =
C

a[A−1(t)]
− 2A−1

1 (t)
A−1(t)

t1+1/n
,

et d’après le lemme 3-6,

f ′(t) ≥ C

a[A−1(t)]
− 2C1

A−1(t)

t
(pour t ≥ t0)

ainsi f ′(t) ≥ 0 pour C/2C1 ≥ β(A) et t ≥ t0.

4 Résultats principaux

Théorème 4-1. Soient A une B-fonction, m ∈ N∗ et Ω un ouvert borné de Rn
vérifiant la propriété du cône. Si m > q(A, n) alors l’espace d’Orlicz-Sobolev

WmLA(Ω) est une algèbre multiplicative normée, c’est-à-dire :

u v ∈WmLA(Ω) si u, v ∈WmLA(Ω), et

||u v||m,A ≤ C||u||m,A||v||m,A, oùC = C(m,A,Ω). (4− 1)

Démonstration : Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer que W q+1LA(Ω) est

une algèbre car si WmLA(Ω) (m ≥ q) est une algèbre, alors Wm+1LA(Ω) est encore
une algèbre.

En effet, en désignant par Dp une dérivée d’ordre p ∈ N∗ pour tout u, v ∈
Wm+1LA(Ω), m ≥ q on a :

D1(uv) = (D1u)v + u(D1v), (u etv étant bornées) (4− 2)

donc, D1(uv) ∈ WmLA(Ω) et Dm+1(uv) = Dm[D1(uv)] ∈ LA(Ω), d’où u v ∈
Wm+1LA(Ω), les inégalités de normes étant évidentes, d’après (4-2) et les lemmes
2-2 et 2-3.

Nous supposons donc dans la suite, m = q(A, n) + 1.
D’autre part, si β(A) = +∞ alors d’après le lemme 3-2, q(A, n) = 0 et il suffit

donc de montrer dans ce cas que W 1LA(Ω) est une algèbre normée.
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Supposons donc d’abord β(A) = +∞ et soit u, v ∈W 1LA(Ω), on a :

D1(uv) = (D1u)v + u(D1v) ∈ LA(Ω). (4− 3)

Les inégalités de normes sont là encore déduites facilement de (4-3) et des lemmes

2-2 et 2-3.
Nous supposons maintenant β(A) < +∞ et q ≥ 1, ce qui veut dire en particulier

que A vérifie la condition ∆2 à l’infini, et il suffit donc de montrer (4-1) pour u ∈
C∞(Ω) ∩WmLA(Ω) et, v ∈WmLA(Ω), où m = q + 1, en effet supposons que :

||uv||m,A ≤ C||u||m,A||v||m,A, C = C(m,A,Ω) (4− 4)

pour tout u ∈ C∞(Ω)∩WmLA(Ω) et v ∈ WmLA(Ω) et soit u ∈WmLA(Ω) et (uk) une

suite de C∞(Ω)∩WmLA(Ω) convergeant vers u, en norme (voir lemme 2-4), comme
||ukv− ulv||m,A ≤ C||uk−ul||m,A||v||m,A, donc (ukv) est de Cauchy et converge vers
w ∈WmLA(Ω), d’autre part, on a,

||w − uv||A ≤ ||w − ukv||A + ||(uk − u)v||A
≤ ||w − ukv||A + ||v||∞||uk − u||A

ainsi w = uv (p.p. dans Ω) et uv ∈ WmLA(Ω), de plus un passage à la limite
dans l’inégalité : ||ukv||m,A ≤ C||uk||m,A||v||m,A, donne (4-1). Maintenant, comme

||uv||A ≤ ||u||∞||v||A ≤ C||u||m,A||v||m,A, d’après les lemmes 2-2 et 2-3, alors il suffit
pour avoir (4-4), de montrer que pour tout multi-indice α tel que |α| = m et pour
tout u ∈ C∞(Ω) ∩WmLA(Ω) et v ∈WmLA(Ω) :

||Dα(uv)||A ≤ C||u||m,A||v||m,A oùC = C(m,A,Ω) (4− 5)

et en utilisant la formule de Leibnitz, il suffit de voir que :

||(Dβu)(Dα−βv)||A ≤ C||u||m,A||v||m,A oùC = C(m,A,Ω) (4− 6)

pour 0 ≤ β ≤ α.

Les cas β = 0 et β = α sont évidents, puisque :

||uDαv||A ≤ ||u||∞||Dαv||A ≤ C||u||m,A||v||m,A
et de même :

||(Dαu)v||A ≤ C||u||m,A||v||m,A
les autres cas se résument en les situations suivantes :

1ier cas : |β| = q (et donc |α − β| = 1).
On a dans ce cas, Dβu ∈ W 1LA(Ω) ⊂ LA1(Ω) et Dα−βv ∈ W qLA(Ω) ⊂ LAq (Ω)

d’après le lemme 2-3, d’autre part, les lemmes 3-5 et 3-6 donnent dans le cas q > 1 :

A−1
1 (t)A−1

q (t) ≤ C t−1/nA−1(t)t1/n = C A−1(t),

C = C(n,A) pour tout t ≥ t0, ce qui donne (4-6) en appliquant le lemme 2-1.
Le cas |α− β| = q se traite de la même manière.
Si maintenant q = 1, alors on a d’après le lemme 3-9,

A−1
1 (t)A−1

1 (t) ≤ C A−1(t) t ≥ t0,

d’où (4-6).
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2ième cas : (1 < |β| < q et 1 < |α − β| < q).
On a dans ce cas, Dβu ∈ W q+1−|β|LA(Ω) ⊂ LAq+1−|β| (Ω) et Dα−βv ∈ W |β|LA(Ω) ⊂
LA|β| (Ω) et d’après le lemme 3-3 et la remarque 3-7 :

A−1
q+1−|β|(t)A

−1
|β|(t) ≤ C t−(q+1)/nA−1(t)A−1(t) ≤ C1A

−1(t),

C1 = C1(n,A) pour t ≥ t0, d’où d’après les lemmes 2-1 et 2-3

||DβuDα−βv||A ≤ C||Dβu||Aq+1−|β| ||Dα−βv||A|β|
≤ C1||Dβu||q+1−|β|,A||Dα−βv|||β|,A
≤ C2||u||m,A||v||m,A oùC2 = C2(A, n,Ω).

Proposition 4-3. Soient Ω un ouvert de Rn, A une N -fonction et m ∈ N. Alors
toute algèbre multiplicative normée contenue dans WmLA(Ω), (c’est-à-dire telle que

la condition 4-1 est vérifiée) est contenue dans L∞(Ω).

Démonstration : Soit A une telle algèbre, on a pour tout

u ∈ A et r ∈ N∗ : ||ur||1/rA ≤ ||ur||
1/r
m,A ≤ K||u||m,A = λ < +∞,

donc
∫
Ω A

[
ur(x)
λr

]
dx ≤ 1.

Supposons par l’absurde que, u ∈ L∞(Ω) alors : ∀C > 0 ∃H ⊂ Ω de mesure non
nulle tel que : |u(x)| ≥ C ∀x ∈ H on aura donc

1 ≥
∫

Ω
A
[ur(x)
λr

]
dx ≥

∫
H
A
[Cr

λr

]
dx = |H|A[(C/λ)r],

ce qui est impossible, puisque pour C > λ, A[(C/λ)r]→ +∞ quand r → +∞.

Théorème 4-3. Soit Ω un ouvert borné de Rn vérifiant la propriété du cône et soit
A une N -fonction telle que : β1(A) = β2(A) = β(A).
Si WmLA(Ω) est une algèbre multiplicative normée (c’est-à-dire vérifiant
4-1), alors m ≥ q(A, n).

Démonstration : Remarquons d’abord que si β(A) = +∞ alors q(A, n) = 0, le
théorème est donc évident dans ce cas.

Supposons donc β(A) < +∞.
D’après la proposition 4-3, WmLA(Ω) ⊂ L∞(Ω). D’autre part, pour tout ε > 0, il

existe t0 > 0 tel que :

t a(t)

A(t)
≤ β(A) + ε, t ≥ t0

et par intégration entre t et t0, on obtient

A(t) ≤ C tβ(t)+ε, t ≥ t0

d’où,
Lβ(A)+ε(Ω) ⊂ LA(Ω)
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et
Wm,β(A)+ε(Ω) ⊂ WmLA(Ω) ⊂ L∞(Ω), ε > 0.

Donc : β(A) + ε > n/m, ε > 0 (voir [1]), c’est-à-dire

β(A) ≥ n/m,

ce qui donne le résultat, en utilisant le lemme 3-2.

Remarque 4-4. Dans le cas m = q(A, n), on ne peut rien affirmer comme le
montrent les exemples suivants :

1) Si A(t) = tp, 1 < p < +∞, alors on a q(A, n) = [n/p], où [n/p] désigne la partie
entière de n/p, et dans le cas où m = [n/p], Wm,p(Ω) n’est pas une algèbre.
Pour le cas p = 1 voir le corollaire 5-2.

2) Si A(t) = tLog t (à l’infini), alors nous verrons dans le paragraphe suivant que
WmLA(Ω) est une algèbre lorsque m = q(A, n) = n.

5 Le cas de l’espace WmL Log L(Ω)

Théorème 5-1. Soit A une N -fonction égale à la fonction tLog t à l’infini et Ω un

ouvert borné de Rn vérifiant la propriété du cône. Alors :

(i) q(A, n) = n

(ii) WmLA(Ω) est une algèbre normée si et seulement si m ≥ n.

Démonstration :
(i) On peut voir sans difficulté que A−1(t) est équivalente à t(Log t)−1 à l’infini (voir
[14]), ce qui permet d’avoir d’après la formule (3-3) :

∫ +∞

1

dt

Log t t(q+1)/n
< +∞ où q = q(A, n)

d’où q + 1 > n, c’est-à-dire q = n puisqu’on a dans tous les cas q ≤ n (voir [6] pour
le cas n = 2).

(ii) D’après la démonstration du théorème 4-1, il suffit de montrer que W nLA(Ω)
est une algèbre normée.

En effet on a les inclusions suivantes :

W nLA(Ω) ⊂W n,1(Ω) ⊂ L∞(Ω).

On fait ensuite une démonstration identique à celle du théorème 4-1, en montrant

une inégalité du type (4-6) pour |α| = n, 0 ≤ β ≤ α, u ∈ C∞(Ω) ∩W nLA(Ω) et
v ∈ W nLA(Ω), u et v étant bornées, les cas β = 0 et β = α sont évidents. Pour
0 < |β| < n, on a pour t assez grand :

A−1
n−|β|(t)A

−1
|β|(t) ≤ C t−1A−1(t)A−1(t) ≤ C1A

−1(t)

C1 = C1(A, n).



Sur l’algèbre d’Orlicz-Sobolev 475

D’où :

||Dβu ·Dα−βv||A ≤ C ′||Dαu||An−|β| ||Dα−βv||A|β|
≤ C ′1||u||n,A||v||n,A.

Le corollaire suivant se déduit facilement de la démonstration du théorème 4-1.

Corollaire 5-2. Soit Ω un ouvert borné de Rn vérifiant la propriété du cône. Alors

l’espace de Sobolev Wm,1(Ω) est une algèbre normée si et seulement si m ≥ n.
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