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Résumé

On appelle complexité d’une suite infinie à valeurs dans un ensemble fini, la
fonction qui compte le nombre de facteurs de longueur donnée de cette suite.
Nous proposons un catalogue de résultats sur la complexité de certaines suites
ou classes de suites.

Abstract

The complexity of an infinite sequence taking its values in a finite set counts
the number of factors (subwords) of given length of this sequence. We give a
quick view of complexity results for different sequences or classes of sequences.

1 Introduction

L’intuition suivant laquelle une suite est d’autant plus “compliquée” qu’elle a “beau-
coup” de facteurs différents peut être traduite par exemple dans la définition clas-
sique de la fonction de complexité d’une suite. Soit A un alphabet (ensemble fini),
et u = (u(n))n une suite à valeurs dans A. On appelle complexité de u, et on note pu
la fonction qui compte le nombre de facteurs de u de longueur donnée. Autrement
dit pu est définie sur les entiers par

pu(n) = #{w ∈ An; ∃k, w = u(k)u(k + 1) · · · u(k + n− 1)}.

Cette notion permet de définir l’entropie topologique d’une suite comme étant :

h(u) = lim
n→∞

log pu(n)

n log #A
,

(cette limite existe toujours pour une suite infinie u). Notons que la complexité
d’une suite u vérifie la double inégalité :

1 ≤ pu(n) ≤ (#A)n,

et donc que son entropie vérifie :

0 ≤ h(u) ≤ 1.
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Une suite “très compliquée” contiendra tous les facteurs possibles, sa complexité et
son entropie seront donc maximales.

D’autres notions de complexité existent, comme celle proposée par Kolmogorov,
Chaitin et Solomonoff, qui compare la donnée effective d’une suite au “plus petit
programme nécessaire pour l’engendrer”, (voir par exemple [44]).

Nous nous proposons ici de donner un catalogue des propriétés de la complexité
de suites classiques. Nous parlerons d’abord des suites sturmiennes qui sont les suites
non ultimement périodiques de complexité minimale sur un alphabet à deux lettres,
et ferons allusion à certaines de leurs généralisations. Puis nous évoquerons le cas
des suites automatiques, (ou même seulement substitutives), dont le prototype est
la fameuse suite de Prouhet-Thue-Morse. Puis nous insisterons sur deux familles de
suites remarquables pour lesquelles nous avons obtenu des résultats que nous avons
détaillés ailleurs, les suites de pliage de papier et les suites de Rudin-Shapiro. Nous
finirons par quelques questions ouvertes.

2 Les suites sturmiennes

Un premier théorème ([49] et [50], [23]) stipule que si u est une suite pour laquelle
il existe un entier n tel que pu(n) ≤ n, alors u est ultimement périodique, (ce qui
entrâıne que pu est ultimement constante).
Autrement dit, les suites “les plus simples” non périodiques à partir d’un certain
rang devraient vérifier

∀n ≥ 1, pu(n) = n+ 1.

En faisant n = 1, on voit que ces suites sont nécessairement binaires. De telles
suites existent, elles sont appelées suites sturmiennes, et une abondante littérature
leur a été consacrée, (voir par exemple [14]). Rappelons seulement qu’on peut les
engendrer en coupant le réseau Z2 par une droite de pente irrationnelle, ou ... en
jouant au billard sur un carré : toute suite sturmienne peut s’écrire soit sous la forme
(b(n+ 1)α+ βc − bnα+ βc)n≥0, soit sous la forme (d(n+ 1)α+ βe − dnα+ βe)n≥0

pour un α irrationnel dans [0, 1] et un β réel.
Plusieurs généralisations de ces suites existent, nous en citerons trois.

- On peut remplacer le réseau Z2 par le réseau Zn, ou encore jouer au bil-
lard multi-dimensionnel. C’est l’objet d’un travail d’Arnoux, Mauduit, Shiokawa et
Tamura, ([10] et [11]). Les auteurs établissent en particulier que la complexité du
billard à trois dimensions est donnée par p(n) = n2+n+1. Ils conjecturent une jolie
propriété de symétrie en d et n de l’expression de pd(n), (où pd est la complexité du
billard à d dimensions).

- On peut jouer au billard sur un triangle “rationnel”, c’est-à-dire dont les angles
sont des multiples rationnels de π, comme dans un travail de Hubert ([41]). Si l’on
évite l’ensemble dénombrable d’angles d’attaque α qui donnent des résultats triviaux,
la complexité de la trajectoire d’angle d’attaque α, lorsque les angles du triangle sont
a
r
π, b

r
π et c

r
π avec pgcd (a, b, c, r) = 1, est donnée par :

p(n) = nr + 2r, n ≥ n0(α).

Par exemple on obtient une complexité ultimement égale à 4n + 8 pour le triangle
rectangle isocèle et à 3n + 6 pour le triangle équilatéral. Ce résultat est d’ailleurs
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généralisable ([41]) au cas d’un polygone à m côtés dont les angles sont des multiples
rationnels de π, il faut remplacer 2 par m− 1 dans la formule ci-dessus.

- Notons ∆ l’opérateur différence première, qui à la suite u associe la suite (u(n+
1)−u(n))n. La suite sturmienne (b(n+1)αc−bnαc)n s’écrit ∆(b(nα)c). Il est alors
tentant de remplacer n par n2 dans l’expression ci-dessus, quitte à remplacer ∆ par
∆2 pour que la suite obtenue ne prenne qu’un nombre fini de valeurs. Arnoux et
Mauduit ont montré que la suite ∆2(bn2αc), avec α irrationnel dans [0, 1], ne prend

que 4 valeurs et sa complexité vaut (n+1)(n+2)(n+3)
6

, ([12]).

Citons par ailleurs deux autres familles de suites dont la complexité a une ex-
pression ... simple :

• les suites étudiées par Rauzy, puis Arnoux et Rauzy, pour lesquelles pu(n) =
2n + 1, ([57], [13], voir aussi le travail de Ferenczi [40]),

• les suites étudiées par Rote, très liées aux suites sturmiennes et pour lesquelles
pu(n) = 2n, ([58]), et plus généralement les rotations d’angle α sur [0, β]
étudiées par Alessandri, pour lesquelles p(n) = 2n, pour n ≥ n0(α) lorsque α
est convenable, ([1]).

La “philosophie” qui sous-tend les résultats de ce paragraphe est l’existence pour
chacune de ces suites ou familles de suites d’une interprétation géométrique, qui
explique à la fois leur basse complexité et les expressions simples que l’on obtient.

3 Les suites q-automatiques

Soit q un nombre entier supérieur ou égal à 2, nous dirons qu’une suite u est q-
automatique si l’ensemble de sous-suites de u

{n→ u(qkn+ a); k ≥ 0, 0 ≤ a ≤ qk − 1}

est fini (cet ensemble est appelé q-noyau de la suite u). On peut aussi engendrer
une telle suite par un q-automate (tag-system uniforme de module q), ou l’obtenir
comme image d’un point fixe d’un morphisme uniforme de longueur q.

Rappelons que, lorsque q est une puissance d’un nombre premier, et que u est à
valeurs dans le corps fini Fq, la suite u est q-automatique si et seulement si la série
formelle ΣunX

n est algébrique sur le corps de fractions rationnelles Fq(X), (c’est le
théorème de Christol, Kamae, Mendès France et Rauzy, [21]). Pour ces notions on
pourra aussi consulter [22], [28] et [2].

Le premier résultat de complexité de ces suites est dû à Cobham ([22]) : si une
suite u est q-automatique, alors pu(n) = O(n), (de sorte que n est l’ordre exact de
la complexité des suites automatiques non ultimement périodiques).

Ensuite un résultat prouvé indépendamment par Brlek d’une part ([18]), et de
Luca et Varricchio d’autre part ([30], voir aussi [29]), étudie le cas de la suite de
Prouhet-Thue-Morse et peut s’énoncer sous la forme affaiblie suivante : si u désigne
la suite de Prouhet-Thue-Morse, alors la suite (pu(n+1)−pu(n))n est 2-automatique.

Le cas de la suite de Thue-Morse sur un alphabet à plusieurs lettres a été étudié
par Mouline ([52]). Puis, de façon plus générale, Tapsoba ([63]), Rauzy, Mossé



136 J.-P. Allouche

([51]) montrent que si u est une suite q-automatique vérifiant certaines conditions
(techniques) supplémentaires, alors la suite (pu(n+1)− pu(n))n est aussi q-automa-
tique; notons que cela entrâıne que la suite pu est q-régulière au sens de [8].

Le cas des suites de pliage de papier et des suites de Rudin-Shapiro est décrit
aux paragraphes suivants.

D’autres classes de suites engendrées par des morphismes, des transducteurs, des
D0L-systèmes ... ont été étudiées, citons en plus de l’article de Cobham ([22]), ceux
d’Ehrenfeucht, Lee et Rozenberg, ([31] et [32]), ceux d’Ehrenfeucht et Rozenberg
([33], [34], [35], [36], [37], [38], [39]), celui de Rozenberg ([59]) et celui de Sajo ([61]).
Citons aussi les articles de Bleuzen-Guernalec ([15]), de Bleuzen-Guernalec et Blanc
([16]). Citons enfin les articles de Pansiot ([53], [54] et [55]) et le travail récent de
Lepistö ([43]). Nous retiendrons trois résultats frappants dans ces papiers.

- La complexité d’une suite point fixe de transduction peut être exponentielle.
L’exemple donné dans [16] est la suite obtenue de la façon suivante : on note h(n)
l’écriture binaire renversée redoublée de l’entier n, par exemple h(1) = 11, h(2) =
0011. Puis on considère la suite

0 0 1h(1) 0 1h(2) 0 1 · · ·h(n) 0 1h(n + 1) · · ·

La complexité de cette suite vérifie :

C1n(
√

2)n ≤ p(n) ≤ C2n(
√

2)n,

où C1 et C2 sont des constantes strictement positives.

- Si une suite infinie est point fixe d’un morphisme, alors sa complexité vérifie :

C1f(n) ≤ p(n) ≤ C2f(n),

où C1 et C2 sont deux constantes strictement positives, et f l’une des fonctions 1,
n, n log log n, n log n ou n2, ([53] et [54]). En particulier la complexité d’une telle
suite ne peut pas crôıtre comme n3/2, n(log n)2 ou n log log log n.
Un exemple est donné par le point fixe commençant par 0 du morphisme

0→ 0101, 1→ 11,

dont la complexité crôıt comme n log logn ([54]).

- Une suite obtenue par itération périodique de morphismes peut être de com-
plexité supérieure à Cnt où t > 2, et donc une telle suite peut ne pas être engendrée
par un morphisme suivi d’un codage (voir [43]).

4 Les suites de pliage de papier

Si l’on plie une infinité de fois une feuille de papier sur elle-même, on obtient une
suite infinie de “montagnes” et de “vallées” que l’on peut coder par des 0 et des 1,
(voir par exemple [28]). En pliant la feuille toujours de la même façon, on obtient
le “pliage régulier de papier”; en pliant parfois par dessus, parfois par dessous, on
obtient un ensemble non dénombrable de suites appelées “suites de pliage de papier”.
Notons que ces suites sont 2-automatiques si et seulement si les instructions de
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pliage (c’est-à-dire les décisions de plier vers le haut ou vers le bas) forment une
suite ultimement périodique. Ce résultat a été remarqué par plusieurs auteurs, (par
exemple [46], [45]).

Le résultat plutôt surprenant que nous avons prouvé dans [3] est que toutes les
suites de pliage de papier ont la même fonction de complexité, et cette fonction
vérifie pu(n) = 4n, ∀n ≥ 7. L’outil essentiel est que les suites de pliage peuvent être
obtenues comme suites de Toeplitz (voir par exemple [4] pour un survol).
On peut par exemple construire le pliage régulier de papier comme suit. On part de
la suite (01)∞ dans laquelle on intercale des “trous” une fois sur deux :

0 • 1 • 0 • 1 • 0 • 1 • 0 • 1 • 0 · · · ,

on remplit ensuite les trous avec la suite (01)∞, mais seulement un trou sur deux :

0 0 1 • 0 1 1 • 0 0 1 • 0 1 1 • 0 · · · .

Il ne reste plus qu’à itérer ce procédé, obtenant successivement :

0 0 1 0 0 1 1 • 0 0 1 1 0 1 1 • 0 · · · ,
0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 • 0 · · · ,
0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 · · · .

Notons que, si à chaque étape on choisit d’insérer soit la suite (01)∞, soit la suite
(10)∞, on obtient toutes les suites de pliage. Indiquons enfin que l’égalité de toutes
les fonctions de complexité des suites de pliage laisse penser qu’il existe des bijections
“naturelles” entre les facteurs de longueur donnée de ces suites. Dans [5] est prouvée
une propriété de “synchronisation” des facteurs de ces suites : pour chaque entier
k il existe un ensemble de 4k positions où on est sûr de trouver une occurrence de
chaque facteur de longueur k dans toutes les suites de pliage.

5 Les suites de Rudin-Shapiro

Si u est une suite infinie à valeurs dans {−1,+1}, que peut-on dire de la quantité

FN(u) = ‖
N−1∑
n=0

u(n)e2iπnθ‖∞

lorsque N tend vers l’infini ? (le sup étant pris sur les θ réels). En majorant
trivialement, puis en minorant la norme L∞ par la norme L2, on obtient :

√
N ≤ FN(u) ≤ N.

Par ailleurs on peut démontrer que, pour presque toute suite u, on a :

FN (u) ≤
√
N logN.

Shapiro en 1951 ([62]), puis indépendamment Rudin en 1959 ([60]) ont construit
une suite u “explicite”, pour laquelle on a :

FN(u) ≤ C
√
N.
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Brillhart et Carlitz ont prouvé dans [17] que cette suite peut être définie par u(n) =
(−1)v(n) où v(n) représente le nombre de 11 (avec chevauchements éventuels) dans
le développement binaire de n. En particulier u est 2-automatique.

Shallit a conjecturé en 1989 que la fonction de complexité pu de la suite u de
Rudin-Shapiro vérifie :

∀n ≥ 8, pu(n) = 8n − 8.

Ce résultat peut en fait être déduit des travaux de Mouline [52] et de Tapsoba [63],
il a été aussi prouvé indépendamment par Brlek [19].

Au lieu de compter les 11 dans le développement de n en base 2, on peut, suivant
une idée de Mendès France, compter les 1∗ · · · ∗1. Notons vd le nombre de 1∗ · · · ∗1
dans le développement binaire de n (il y a d − 1 étoiles) : ainsi v = v1, et, par
exemple, v2 compte le nombre total de 1 ∗ 1, c’est-à-dire le nombre total de 101 et
de 111 dans n en base 2. La fonction de complexité de la suite ud = (−1)vd a aussi
une expression simple (voir [9]) : il existe un entier n0(d) tel que, pour n ≥ n0(d),
on a pud(n) = 2d+2(n− 1).

Notons qu’il se passe pour ces suites de Rudin-Shapiro généralisées ud un phéno-
mène curieux. Elles sont obtenues par projection à partir de points fixes de mor-
phismes de longueur une puissance de 2 sur un “gros” alphabet (donc 2-automati-
ques). La complexité d’un tel point fixe peut être calculée, puis un miracle a lieu,
cette complexité est ultimement égale à celle de la suite obtenue après projection;
en d’autres termes un facteur d’une telle suite de Rudin-Shapiro, dès qu’il est assez
grand, est l’image d’un seul facteur de la suite correspondante sur le gros alphabet.

Il se trouve que les suites ud ont la propriété de Rudin-Shapiro, dite “du
√
N”,

(FN(ud) ≤ Cd
√
N), comme démontré dans [7]. Il est alors tentant de se deman-

der quelle est la complexité d’autres suites de Rudin-Shapiro généralisées ayant
aussi cette propriété. Celles introduites par Mendès France et Tenenbaum dans [47]
sont fabriquées à partir des suites de pliage de papier, et forment un ensemble non
dénombrable de suites ayant la propriété du

√
N : nous avons prouvé dans [3] que

toutes ces suites ont la même complexité, et cette complexité est égale à 8n− 8 pour
n ≥ 8.

Signalons enfin que, contrairement au cas des suites de pliage, on ne peut syn-
chroniser tous les facteurs de ces suites de Rudin-Shapiro obtenues à partir des suites
de pliage, mais seulement la “moitié” d’entre eux, (voir [6]).

6 Questions

Dans ce qui précède on a vu un certain nombre de suites dont la fonction de com-
plexité est ultimement affine (suites sturmiennes, suites de billard sur des poly-
gones rationnels, suites d’Arnoux-Rauzy, suites de pliage de papier, suites de Rudin-
Shapiro généralisées au sens de [7] et au sens de [47], suites de Rote [58]), suites de
rotations sur [0, β]. Peut-on espérer donner une caractérisation de toutes les suites
ayant cette propriété ? ou de toutes les suites automatiques ayant cette propriété ?
Y-a-t-il un (vague) lien entre la propriété de Rudin-Shapiro et le caractère ultimeme-
ment affine de la fonction de complexité ? Signalons au passage l’intéressant article
de Mignosi sur les suites à complexité majorée par une fonction linéaire, ([48]).
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Peut-on se débarrasser des conditions techniques de Tapsoba pour affirmer que
pour toute suite automatique u, la fonction de complexité pu est telle que (pu(n +
1) − pu(n))n est automatique ? et peut-on alors calculer l’automate correspondant
de façon ... automatique, disons de façon algorithmique (voir à ce sujet [51]) ?

Dans quels cas la complexité d’une suite point fixe de morphisme et la complexité
de sa projection sont-elles ultimement égales, comme c’est le cas pour les suites de
Rudin-Shapiro généralisées ud citées plus haut ?

Citons dans ce paragraphe la suite “auto-génératrice” de Kolakoski ([42]), pour
laquelle peu de choses (en particulier concernant la complexité) sont connues (voir
néanmoins [26], [27], [64], [24], [25], [56] and [20]). Cette suite est composée alter-
nativement de blocs de 2 et de blocs de 1, et elle est égale à la suite des longueurs
successives de ces blocs :

2 2 1 1 2 1 2 2 1 · · ·

La conjecture donnée dans [27] est que la complexité de cette suite satisfait :

p(n) ∼ cnq, q =
log 3

log 3
2

.

Pour conclure indiquons deux directions que nous n’avons pas abordées ici.

- La notion de fonction de récurrence d’une suite infinie. Soit u une suite u
minimale, c’est-à-dire : pour tout entier n il existe un entier r tel que tout facteur
de u de longueur r contienne tous les facteurs de u de longueur n. Soit Ru(n) le
plus petit tel entier r. On appelle fonction de récurrence de la suite u, la fonction
n→ Ru(n). Sur ce sujet le lecteur pourra lire les articles de Morse et Hedlund, ([49]
et [50]), et la thèse de Mouline, ([52]).

- La notion de complexité d’un langage : c’est le nombre de mots de longueur
donnée dans ce langage. Naturellement la complexité du langage des facteurs d’une
suite infinie cöıncide avec la complexité de cette suite.
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Bernard, Lyon I (1993).

[2] J.-P. Allouche, Automates finis en théorie des nombres, Expo. Math. 5 (1987)
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